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Kirish

Ekonometrika fanlar orasida nisbatan yosh bo‘lib, hozirgi zamonda
igtisodiy jarayonlarni o‘rganishda va ularing keyingi holatini bashorat
qilishda muhim ahamiyat kasb etadi.

Ekonometrika — matematik statistika usullari yordamida igtisodiyotda
migdoriy qonuniyatlar va o*zaro bog*lanishlarni tadqigot qiladigan fandir.
O‘sha usullar asosida korrelatsion-regression tahlil yotad;i.

Ekonometrika bo'yicha birinchi ishlar XiX asr oxirlari — XX asr
boshlarida paydo bo‘ldi. 1897-yilda V. Paretoning turli mamlakatlardagi aholi
daromadlarini statistik usul bilan o‘rganishga bag‘ishlangan ishi chop etildi.

Bu magolada kelajakda Pareto nomi bilan atalgan y = A(x — a)'“ egri chi-

ziq tavsiya qilingan. Unda x — daromad miqdori; » — daromadi bor
shaxslar soni bo*lib, har bir shaxs daromadi migdori x dan katta deb garaladi;
a — minimal daromad; A4 va ¢ — munosabatning (funksiyaning) statistik
usullar bilan topiladigan parametrlari. XX asr boshida ekonometrikaga oid
gator ishlar chop etildi. Guker, Pirson, R.Frish va boshqalaming ishlari
shular jumlasidandir.

Ekonometrika fanining asoslarini norvegiyalik olim Robert Frish (1895-
1973) ishlab chigqan. Shu sababli u hagli ravishda ekonometrikaning otasi
hisoblanadi. 1931-yilda Jahon Ekonometrik Jamiyati tuzildi. Shu yil
ckonometrikaning tug‘ilgan yili hisoblanadi. 1932-yildan boshlab ba’zi
mamiakatlarda ekonometrika fani o‘quv rejasiga kiritildi. Shunday ekan,
ekonometrika nima? — degan tabiiy savol tug‘iladi. R. Frishning o‘zi,
ekonometrika — igtisodiy nazariya, matematika va statistikaning sintezi, deb
hisoblaydi.

Ekonometrika fan sifatida iqtisodiyot, statistika va matematika orasida
joylashgan. U - iqtisodiy qonunlami taqribiy chigarish bilan bog‘langan fandir,
Ekonometrika bilan shug‘ullanuvchi mutaxassis ekonometrist deb ataladi.

Ekonometrist iqtisodiy nazariyaga yoki empirik ma’ lumotlarga asoslangan
holda iqgtisodiy modeliarni tavsiflaydi, shu modeltardagi parametriarni
(noma’lum miqdorlarni) baholaydi, iqtisodiy ko‘rsatkichlarning keyingi
holatini bashorat qiladi. Ekonometrist iqtisodiy ko‘rsatkichlar qiymatlari
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jadvaini o'rganib, ular orasidagi empirik munosabatlarni keltirib chigaradi.
Ekonometristning jadvallami o'rganish bilan bogiangan ishi ekonometrik
analiz deyiladi.

Ekonometrik analiz yordamida igtisodiy jarayonning birinchi modeli
fransuz olimi Fransua Kene (1694-1774) tomonidan yaratilgan. U 1758
yilda"Iqtisodiy jadval", 1766-yildauning ikkinchi varianti boigan "Arifmetik
formuld' nomli asarlarniyozdi. F. Kenejadvali XVIII asro'rtalaridaigtisodiy
nazariyaning rivojlanishidamuhim o'ringaegaboidi. BujadvalgaK.Marks
ham yugori baho bergan.

O'quv go'llanma"Ekonometrika 1" deb nomlangan. Undao'rganiladigan
iqtisodiy jarayonlartasodifiy emas, aniq deb garaladi. Tasodifiyjarayonlar
"Ekonometrika. 2" dao'rganiladi.

"Ekonometrika. 1" 13 bobdaniboratboiib,harbirbobmisol vamasaaar
bilan taminlangan hamdanazorat savollari ham keltirilgan.

O'quv go'llanma mavjud dasturga mos boiib, "satistika', "biznesni
boshgarish" va "igtisodiyot" mutaxassidiklari bo'yicha tahsil oluvchi
talabalarga moijallangan. O'quv qoilanmaning ba'zi materialaridan
"Iqgtisodiy-matematik usullar va modellar”, "Iqtisodiyotda matematik
modellar" kabi predmetlarni bayon etishdafoydalanish mumkin.

Muadlif o'quv go'llanma qoiyozmasi mazmuni va sfatigaoid gimmatli
maslahatlari uchun fizika-matematika fanlari doktori, akademik
V.Q. Qobulovga; iqtisod fanlari doktori, professor T.Sh. Shodiyevga; shu-
ningdek, o'quv goilanmani tayyorlashdagi yordami uchun fizikasmatematika
fanlari doktori, professor A.Abdushukurovga; igtisod fanlari doktori,
professor F.Egamfjerdiyevga o'z minnatdorchiligini bildiradi.



1-bob. CHIZIQLI REGRESSION MODEL

1.1-§. Korrelatsiya va regressiya haqida
tashuncha

O'rganiluvchi erkli parametriar (faktorlar) 3:1, Xg5 ey Xy » OTgANIIVChI
erksiz parametr (faktor) ¥ bo‘isin. Alohida hollarda y ni x,x,,..., x,
faktorlarning funksiyasi deb qarash mumkin, ya’ni

Y=f(x,x0,.0x%,). (.bh

Agar Y hosil hajmi bo‘lsa, u sug'orishlar soniga, ishlatilgan mineral
ozuga hajmiga, havoning harorati va boshqalarga bog‘liq. Bundan ko‘rina-
diki, hosildorlik tasedifiy jarayondir. Shuning uchun (i.1) munosabat
tasodifiy o‘zgaruvchini o'z ichiga olishi kerak. Bunday o*zgaruvchini [/
desak, (1.1) o‘rniga ushbu :

Y=f(x|,x2, ..-,xn,U) (1.2)
munosabatni yozish mumkin. Bunday munosabat (bogliqlik) korrelatsion
deyiladi. ¥ va x;,x,,..., %, lar orasidagi analitik munosabat regressiva
tenglamasi deyiladi.

Agar (1.1} da p=1 bo'lsa,

Y=7() yoki  y=f(x) (1.3)
munosabat jufilik regressiva tenglamasi deyiladi, unda y — erksiz o*zgaruvchi
(natijaviy belgi), x — erkli {tushuntiruvchi) o*zgaruvchi (belgi - faktor).
Amalda, har bir alohida olingan holda, u ikki go*shiluvchidan tashkil topadi:

Y=y, +¢, (1.4}
bunda y — natijaviy belgining asl qiymati (berilgan (x,y) nuqtaning
ordinatasi); y, —natijaviy belgining nazariy giymati bo*lib, u (x, ¥) nugta
absissasi uchun regressiya tenglamasidan topiladi; ¢ - tasodifiy migdor
bo‘lib, natijaviy belgining real giymatidan uning regressiya tenglamasidan
{opiladigan nazariy qiymati qanchalik farq gilishini tavsiftaydi.
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Juftlik regressiyada y, = f(x) matematik funksiyaning ko'rinishini
tanlash uch usul bilan amalgaoshiriladi:

1) gréfik usul;

2) anditik usul, ya'ni o'rganilayotgan o'zaro bogiiqlik nazariyasidan
kelib chiggan holda;

3) tajriba o'tkazish usuli.

Regressiya tenglamasining ko'rinishini tanlashda grafik usul eng
ko'rgazmali hisoblanadi. Quyidabog'lanishlarni migdoriy baholash uchun
foyddaniladigan egri chiziglarning asosy turlarini keltiramiz:

a) y, =ax+b, b0 (yoki & < 0) (chiziqli bog lanish) - to‘g‘ri chiziq.

Y Y Y a>0
b b>0 {V
a<0 >0
b a>0 ' B} >
ol >y Tl >y glr", *

b) y.=ax®, a> 0 (chizigsiz bog‘lanish) - darajali funksiya.

b
el

A 4

0l “x 0 x 0 X

v) y.=ab”, a>0, b>0 (chizigsiz bog‘lanish) — cksponenta egni
chizig'i (ko‘rsatkichli funksiya).

Y Y Y,
@ al b=l
-"q b>1 b=l
ol )x ol )x 0
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b
g) J’x=a+;, az0, b>0 (chizigsiz bog‘lanish) - giperbola

shoxchasi.
Y YA
a>{
a =0
.4
e T
ol “x 0 “x

Yuqoridagi b), v), g} hollarda bog‘lanishlar chizigsiz. Ular yangi
yordamchi o‘zgaruvchilar kiritish orgali chiziqli bog‘lanishga keltirilishi

mumkin. Jamladan, b} holuchun ¥, =InY , x, = In x belgilashlar kiritamiz,
Unda InY =ina +5Inx munosabatgako‘ra ¥, =Ina +bx, ko‘rinishdagi
chizigli bog‘lanishga (chiziqli funksiyaga) kelamiz. Shunga o‘xshash v)
holida In¥Y =Ing+xInd gakora ¥, =InY va x,=x desak, yana
Y, = Ina+ (Ind)x, ko‘rinishdagi chizigli bog ‘lanish kosil bo‘ladi. Nihoyat,
g)holda Y=Y, x=x"' desak, ¥, =a+bx, hosil bo'ladi.

Agar tekislikning birinchi choragida »n ta (x,,3), (x;,);), %4,
(x,,7,), (x <x, <..<x,), nugta berilgan bo‘lib, tanlangan y_ = f(x)
funksiya grafigi shu nugtalardan o*tsa, undanatijaviy belgining asi qiymatlari
(berilgan nuqtalaming ordinatalari) ulaming nazary qiymatlart f(x;) bilan
ustma-ust tushadi, ya'ni y_(x,)=y, . Buholda goldigli dispersiya nolga

teng bo‘ladi, ya'ni o2, =0, bunda

XoAd.

1 1 1.& 2
G;m’d, = ;(.V:' _yx(xi)) = ZZ(J”: - f(x:)) .
i=l
Ravshanki, qoldigli dispersiva miqdori ganchalik kichkina bo‘lsa,
regressiya tenglamasida e’tiborga olinmagan faktorlar ta’siri shunchalik
kamligini va regressiya tenglamasi berilgan ma’Ilnmotlarga shunchalik to*g‘ri
kelishini ko‘rsatadi.



Kuzatuvlar natijasida olinadigan nuqtalar soni o*zgaruvchi x oldidagi
hisoblanayotgan parametrlar sonidan 7-8 marta ortiq bo'lishi kerak. Ushbu

¥, =a+ bx sodda holda kuzatuvlar soni 7 x 1 =7 dan kam bo‘lmasligi
lozim.

1.2-§. Jufdik regressiya va korrelatsiyaning chiziqli modeli

Juftiik regressiyaning eng sodda modeli chizigli regressiyva bo‘lib, u
iqtisodiyotda keng qo‘llaniladi. Buning sababi chiziqli regressiya
parametriarining aniq iqtisodiy izohlanishidadir.

Chizigli regressiya tenglamasi quyidagi

y.=a+bx yoki y=a+bx+¢ (1.5)

ko‘rinishga ega. Ushbu y =a+bx ko‘rinishdagi tenglama berilgan
nugtalar absissalari bo‘yicha natijaviy belgining nazariy qiymatlarini topishga
imkoniyat beradi. Agar v, = f(x) deb belgilasak, unda f(x)=a+bx
tenglama tekislikda to‘g‘ri chizigni tavsiflaydi. Shuning uchun
f(x,)=a~+ bx, migdorlar x = x, bo‘lganda to'g'si chiziqdagi nuqtalaming
ordinatalarini anglatadi. Ularni y, = f(x;) deb belgilaymiz. Agar » ta

A(x, ), A (x3,¥,), %, A,(x,,¥,) (0<x <x,<..<%,), nugta
berilgan bo‘Isa, bu nuqtalar, umuman aytganda, bir to‘g‘ri chizigda yotishi
ham mumkin. Buholda chizigli regressiya to*g'ri chizig'i berilgan nuqtalardan
o‘tuvchi to*g'ri chiziq bilan ustma-ust tushadi. Ammo bunday hol igtisodiyotda
kuzatilmaydi, chunki igtisodiy o‘sish vaqtining [ 0, 7] oralig‘ida to‘g'ri
chiziq bo‘ylab ro‘y berishi faqat nazariy jihatdan mumkin. Shu sababli,
4, 4,,..., A, nuqtalar tekislikdagi koordinata sistemasining birinchi
choragida joylashgan va bir to'g‘ri chizigda yotmaydi, deb faraz etamiz.

Chiziqli regressiya to'g‘ri chizig‘ini qurish uning & va b parametriarini
((1.5) ga qarang) baholash (topish) dan iborat.

Chizigli va chizigsiz regressiyani qurishga doir sodda misoliar ko‘ramiz.

1-misel. 4,(2;25), 4,(415); f(6)="7.

Bu misolda 7=2. Chiziqli regressiya tenglamasinmi y, =a+ bx
ko‘rinishda izlaymiz. Ko*rilayotgan holda chizigli regressiya to*g*ri chizig‘i
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berilgan ikkita nuqtadan o‘tadigan to‘g'ri chiziq bilan ustma-ust tushadi.
Sodda hisoblashlar yordamida topamiz: y, =35-5x.Bundan f(6)=35.
Endi berilgan nuqtalar bo‘yicha chizigli regressiya tenglamasini

i
yx=;+b ko‘rinishda izlaymiz. @ va & parametrlar

25=24p 15=24p
2 4

sistemani qanoatlantiradi. Yechim a =40, b= 35 va chizigli regressiya
40 2
tenglamasi yx=';—‘+5 va f(6)=“5.

2-misol. A(49), 4,(9,24); f(16)=?

Avval chizigli regressiya tenglamasini topamiz: y = a+bx. Sodda
hisoblashlar yordamida topamiz: a =-3; b=3,ya'ni y  =~3 + 3x.Bundan
J(16)=45. Ravshanki, iqtisodiy ma’nosi bo‘yicha y20, ya’ni
—3+3x>0 yoki x> 1.Endi chiziqsiz regressiyatenglamasini y= avx+b
ko‘rinishda izlasak, a = 15, #=-21 ni topamiz. Demak, y=15\/;—'21 .

Bundan f(16)=39 (1.1-, 1.2-chizmalar).
E’tibor berib qaralsa, 1-misolda talab, 2-misolda taklif funksiyalari
qaralgan. 2-misolda chiziqli holda taklif x>1 bo‘lganda, chizigsiz holda

taklif x >1,96 bo‘lganda amalga oshiriladi.

1.3-§. Eng kichik kvadratiar usuli (EKKU) va chiziqli
regressiyaning empirik tenglamasi
Chizigli regressiya parametriarini baholashning turli usuilari mavjud.
Chizigli regressiyaning y, = a + bx tenglamasini olaylik. Tekislikning birinchi
choragida bir to*g‘ri chizigda yotmaydigan n ta A4,(x,, ), 4,{(x,,7;),
Yo, A,(x,,¥,), (0<x<x,<..<x,) nuqta berilgan bo‘lsin. Chiziqli

regressiya y, =a+bx to‘g'ri chizig'idagi. ordinatalarning kuzatish
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natijalaridan (berilgan nuqtalar ordinatalaridan) farq gqilishinieg o‘lchovi
sifatida quyidagi ifodani olish mumkin:

. 1 2
1 (D(a,b)-_*z;,(yi —a—bx;) —og‘ishlar kvadratlari yig‘indisi;

2) d)(a,b)-—-ily,. _““'bxfl - og ishlar modullari yig‘indisi;

3) ‘D(ﬂ,b)=ZG(J’,- ~a-bx,) , bunda G(a, &) — a va & o‘zgaruv-

chilaming musbat (yoki manfiy} giymatlar gabu! giladigan biror funksiyasi.

Jumladan, ®@,6)= (¥, —a-bx,) ko*rinishda bo*lishi mumkin,

=}
Chiziqli regressiyaning ava b koeffitsiyentlarini baholash uchun kriteriy
(belgi) sifatida og‘ishlar kvadratian yig‘indisini olaylik. Unda tegishli masala
quyidagicha vozladi:

®(a,b)=3 (3, —a-bx,} »min, (ab)eR? (1.6)
=1
Ravshanki, {1.6) masala chizigsiz dasturlashning shartsiz minimum
masalasidan iborat. Uni yechishga kirishamiz. Avval F(a, &) funksivaning
statstonar nuqtalarini topamiz. Buning uchun shu funksiyaning a va b
bo‘yicha xususiy hosilalarini topib, nolga tenglashtiramiz:

26D 3 3y -a-55) D,
a@é:b) zz(y ~a=bx;)(-x,)

2.3 (y,—a-bx)-(-1)=0,

2-Y(y; —a~bx)-(-x,)=0,
yoki

(Zx,-)'a+(zxf)b=2xfyf »
"'a+b‘(zxf)=2y,- .

Bundan ava 5 larni topish qiyin emas:

(1.7)

1¢



(1.8)

% =¥, ~by%, s )’%ﬂz)—_%x?)zo:”) (1.9)

(1.8) va(1.9) formulalar ko‘rsatadiki, F{a, &) funksiya yagona statsionar
nugtaga ega. Shu (g, b)) mugtada F{a, b) funksiya o‘zining eng kichik
qiymatiga erishadi. Buni ishotlash uchun ikkinchi tartibli hosilalami hisablab,
ulardan matritsa tnzamiz:

R 6’(1) *d
—-=2n, —=2- A A | .

[ 2n 2-(Xx, )]
A=
2(3x) 2-(Ex2))

Endi mos kvadratik formant yozamiz (0 = Z'AZ);

[ 2n 2’(2’::)} (2’1]
Q(’zlszz)s(z]szz)' - =
| 2(Tx) 252z,

2 fge) st o2 Sy amen ]

Ravshanki, 22+22#0 bo‘lganda (0,z,)=2(3x?)zZ>0,
O(z,,0)=2n-2 >0 tengsizliklar o'rinki. (X7,2,)>0, ¥(z,2,)=0 teng-
sizlik o‘rinti ekanini isbotlaymiz. Buning uchun kvadratik forma diskrimi-
nanti manfiy ekanini ko‘rsatish kifoya:

. : 1(c
D=(Tx} —"(szz)=03xa)° -n’ ;(ng:
=n2[ [Zi) —z—’i]n’(ﬂ.’ -p?)
n >

n
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1 ’ 1
bunda 4, = ;ZI,- D, = ;fo . Bir tomondan, 0< x, <x, <...<x,, ikkin-

chi tomondan, 4, < D, bo‘lgani uchun D <0 bo‘ladi. Shunday qilib,

kvadratik forma Q(z,, z,) fagat musbat giymatlar qabul giladi ( Q(z,, 2z,) # 0).
Demak, F(q, b) funksiya (a,, b)) nugtada o‘zining mahalliy minimumiga
erishadi. Ammo F(a, b) funksiya qavariq funksiyadan iborat, chunki yuqorida i
topilgan A matritsa musbat aniglangan. Shunday qilib, ®(a, b) funksiya(q,, b)) '
nugtada o‘zining eng kichik giymatiga erishadi. (1.6) masala to‘liq yechildi.
Chizigli regressiyaning koeffitsiyentlari chizigsiz dasturiash usuli bilan
(EKKU bilan) topilgan tenglamasi empirik tenglama, unga mos to°g‘ri chiziq
empirik to'g ‘ri chizig deb ataladi.
Endi sodda misollami ko‘ramiz:
1-misol. A, A,, A, nuqtalar quyidagi jadval bilan bertigan:
x 1 1 4 | 7
y 13 1 1] 4

(1.8) va(1.9) formulalar yordamida topamiz: a, =2, &,=+,ya’ni chizigli

regressiya tengltamasi p =2+ x/6 bo‘ladi.
2-misol. 4, 4,, 4, nuqtalar yana jadval bilan berilgan:
x | 2 { 4 | 7
y I3 1 v 1 4

Yana usha (1.8) va (1.9) formulalar yordamida &, =-f—§, b, =T5§ lar

topiladi. Chizigli regressiya tenglamasi y= -12-3- + Ti—x bo‘ladi.

. - 1 - 1 .
Endi x=;—Zx,- va y=;2yf- belgilashiar Kiritamiz.

1.1~ teorema. Empirik to'g ri chizig (X,y) nugtadan o ‘tadi.
Isbot. (1.7) sistemaning ikkinchi tenglamasini a = g, & = b bo‘lganda
yozamiz: 3.y, =na, +(3_x;) b, . Shu sonli tenglikning har ikki tomonini »

Z-T',- by .
n

gabo'lamiz:

l .
;ZJ’;‘ =dyt+

12



Bundan y=a, +&,X kelib chiqadi. Teorema isbotlandi,
Eslatib o‘tanmizkt, (1.8) va {1.9) kasrlarning maxrajlari bir xil va musbat.
Hagiqatan,

N,,=n(z:¢)—(zx.-)==nﬂ[ﬁ2xf—(zf]z}=nz(nz—£)>o.

Yana shuni aytib o‘tamizki, a, va b, sonlaming ishoralan mos kasrlaming
suratlari ishoralariga bog‘liq. Ammo @, va b, lar bir vagtda manfiy bo‘la
olmaydi, aks holda y = a,, + b,x tog‘ri chizig IV chorakdan o‘tgan bo‘lar

edi. Bu x>0, i=12,.,n ga zid.

1.4-§. Chizigli regressiyaning asl to‘g'ri chizigéi va wuni
qurishning geometrik usuli

Chizigli regressiya tenglamasini chigarishda chizigli regressiya to‘g‘ri

ChIZIg ‘ini‘ng ben]gan A(xls y]) » AI (xl:yl ) E] ‘/“ » An(xn) yn) L4 nuqtalarga
«yaqinligini» F(a, &) funksiyaning minimumi ( (1.6) ga garang) ma’nosida
tushunilgan edi. Endi «yaqinlik» belgisi sifatida berilgan nuqtalar ordinatalari

bilan izlanayotgan to’g‘ri chiziqdagi ordinatalar ( y, ) ayirmalari yig‘indisi
nolga teng bo‘lgan holni ko‘ramiz, ya'ni

n —

%‘,()&--)’f)ﬂ, (1.10)
bunda y,~ berilgan nuqtalar ordinatasi, y, —izlanayotgan to‘g‘ri chiziqdagi
nugtalar ordinatasi. (1.10) belgi bo‘vicha topilgan to‘g‘ri chiziq tenglamasini

y=G+bx (1.11)
ko‘rinishda yozamiz. Ravshanki, ¥, =G +bx,, i=12,...,n.(1.6) va(1.10)

belgilar yordamida topilgan y=a, +b,x va y=5+bx to‘g'ri chiziglar,
umuman aytganda, ustma-ust tushmaydi. (1.10) belgi bilan topilgan (1.11)
tenglama chiziqli regressiyaning asi tenglamasi, unga mos to‘g‘ri chiziq
esa — aslto'g'ri chizig'i deyiladi,
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1.2 — teorema. Chizigli regressiyaning asl to'g ri chizig'i (x,¥)
nugtadan o ‘tadi.
Ishot. (1.11) to*g‘ri chizig uchun (1.10) sonli tenglik bajariladi, ya’ni

Y y=35 va y,=a+ Ex,. . Oxirgi tenglikning ikki tomoenini ¢ bo‘yicha

- Il - I
jamlaymiz: 3"y, = na+b Y. x, hamdan gabolamiz: ;Zy,-=a+;b-}:x,-

yoki y=ag+ b . Shuni isbot etish talab etilgan edi.

(1.1)va (1.2) teoremalar natijalari. Chizigli regressiyaning empirik va
asl to‘g‘ri chiziglari (¥,¥) nugqtada o‘zaro kesishadi.

Agar n = 2 bo'lsa, empirik va asl to‘g‘ri chiziglar ustma-ust tushadi,
chunki ikki nugtadan yagona to'g'ri chiziq o*tadi.

Agar n =3 bo‘lsa, to*g*ri chiziqlar ustma-ust tushishi ham, tushmastigi
ham mumkin, ammo ular (¥,7) nuqtadan albatta o‘tadi. Bu holda chizigli
regressiya asl to‘g’ri chizig‘ini geometrik usul bilan qurish, so‘ngra uning
tenglamasini topish mumkin.

Tavsiya etilayotgan geometrik vsulning mohiyati quyidagidan iborat.
Tekislikning birinchi choragida bir to‘g'ri chizigda yotmaydigan 3 ta
Al ) 4(x,3,), A(x,¥5), (0<x <X, <x;), nuqta beriigan
bo*Isin. Ravshanki, 42 nuqta 4743 to‘g‘ri chizigdan yuqorida yoki pastda
joylashgan bo'lishi mumkin. Geometrik usulni 42 nugta.4743 dan yuqorida
Jjoylashgan hol uchun bayon etamiz (mulohazalar 42 nuqta 4 /.43 dan pastda
joylashganda ham o‘xshash) {1.3~chizma).

y
’\ ] ] ]
: : :
! dalxayy)
L] 1
. b i By(x,57)
i(xih '
TX2 2l Ax(xa,y;5)
¥ Ll ¥
v &) :C'(.tg.y;} :
0 1 L I }x
X1 X2 X3

1.4 - chizma
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A, A, A, nugtalami tutashtirib 4 4,4, uchburchakni hosil qgilamiz.
So‘ngra A, nuqtadan abssissa o‘qiga perpendikular tushiramiz. U 4,4,

tomonni C(x,,y,) nuqtada kesib o‘tadi. 4,C kesmani 3 ta teng bo‘laika
bo‘lamiz. 4,C ni 1:2 nisbatda bo‘ladigan nuqtani B,(x,,y,) deb
belgilaymiz. Shuning uchun CB, = LCA, . Endi B, nuqtadan 4 4, ga parallel
chiziq o‘tkazamiz. U x =x, vertikal chiziqni B,(x,,),) nugtada, x=x,
chizigni B;(x;,¥;) nuqtadakesib o‘tadi. Hosil bo‘lgan B B, chiziq chizigli

regressiyaning asl to‘g‘ri chizig‘i bo‘ladi, shu chiziq uchun (1.10) sonli
tenglik bajariladi. Haqigatan, l.4-chizmadan ko‘rinadiki,

W= =y;-¥.=p<0, y,-¥,=2p>0. Demak,
O~ 0, ~7)+ 05 -3 )=p~2p+p=0.

Agar B B to°g nichizigni4 A, gayoki A 4, gaparailel qilib o*tkazsak,
(1.10) bajarilmaydi.

Endi BB, tenglamasini topish giyin emas. Buning uchun y,, y, nitopish
kerak. Avval C(x,,),) nuqgtaning ordinatasini topamiz. Ravshanki,

X, +Ax;
1+ A

X3 X

=X, gako'ra A= va y, ni topish mumkin:

X3 =X,

5 2 + A, - (x; —x, ), +(x, —x,) y;
S TYY Xy =X '

Keyin 4, va A, nuqtalar ordinatalariga CB, =L(y, —y,) miqdorni

qo‘shamiz (4, nuqta A 4, dan pastda joylashgan bolsa, shu CB, miqdor
ayriladi). Shunday qilib,

~ 1 - ~ i -
h=h +§'(}’z -3}, Vi=y; +§'(J’2 ~¥).

Nihoyat, 8, va B; nuqtalardan o ‘tuvchi B B, to‘g ‘ri chiziq tenglamasini
yozish mamkin,

Misol. Ushbu 4,(2; 6), A,(4:9), A7 4) nugtalar berilgan bo‘lsin.
Ular bir to‘g ‘ri chizigda yotmasligi ravshan, Shu uchta nuqta uchun chizigli
regressiyaning empirik va asl tenglamalarini topamiz. Empirik tenglama
koeffitsiyventlari (1.8) va (1.9) formulalar yordamida hisoblanadi:
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ay= ‘—27-, by =~ -‘- . Empirik tenglama y= —-—x ko‘rinishga ega bo*ladi.

(x,3)= (3 34 ) nugta bu tenglamani qanoatlantiradi.

Endi geometrik usul bilan B B, to*g‘ri chiziqni quramiz va tenglamasini
topamiz. Ravshanki, 4, nuqta 4 4, dan yugorida joylashgan. Sodda hisoblar

ko‘rsatadiki, A=%, y=2, C4,=2, CB,=2, 3 =6+2=12,

S ogplem
y3=4+=15.

100 79
Shunday qilib, 31[2 T } 33(7 l SJ Shu nuqtalardan o‘tadigan

121 2
to‘g‘ri chiziq tenglamasi y--l?"gx ko‘rinishga ega. Bu to*g'ri chiziq

13 19
ham (%,¥)= ( } nugtadan o'tadi.

373

1.5-§. Chiziqli regressiyaning empirik va asl temglamalari
orasidagi bog‘lanish

Avvalgi 1.4- § daempirik va asl to*'g‘ri chiziglar (¥,¥) nugtadan o‘tishi
hagida 1.1- va 1.2-teoremalar ishotlangan edi. Bu empirik va as! tenglamalar
orasidagi birinchi bog ‘lanish bo‘ladi.

Aytib otilganidek, chiziqli regressiyaning empirik va asl to‘g’ri chiziglari,
umuman aytganda, ustma-ust tushmaydi. Ammoular ustma-ust tushadigan
hol ham mavjud. Bunday hol 1.3-teoremada keltirilgan. Bu esa empirik va
asl tenglamalar orasidagi ikkinchi bog ‘lanish bo‘ladi.

Igtisodiyotda ko‘pincha x,X,,...,%, (0<x; < x, <...<x,) sonlar

arifmetik progressiya tashkil etgan hollar uchraydi. Masalan, biror mam-
lakat uchun 1991, 1992, ..., 2000-yiilar uchun yalpi ichki mahsulot (YAIM)
hajmi berilgan bo‘lsa, x, = 1991, x,= 1992, ..., x,=1999, x, =2000
bo‘ladi. Bu sonlar anfmet:k progresswani tashkil etadi, unda arifmetik
progressiya ayirmasi d= L.

Faraz etaylik, O<x <x,<..<Xx, va x,x+d, x+2d, ..
Xy +(n~1)-d, d>0. Buholda g, va b larni hisoblash formulalari
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soddalashadi. Masalan, (1.8) formuladagi kasr suratini A/, , maxrajim N,

deb belgilaymiz. Sodda hisoblashlar vordamida quyidagi formulalarni keltirib
chigarish mumkin:

M,,=n.d[i(f-1)y, iy] = dznz(n -1
i=1
Shunday qilib, 5, uchun formula quyidagicha yoz.lladi:

12[2(1 =Dy, *—-ny:]

B, = il (1.12)
dn(n* 1)

1.3 - teorema. Tekislikning birinchi choragida uchta A (x,,»,),
A, (%, 3), A(x,ys), (O<x <x,<x,), nuqta berilgan bo ‘lsin.
Chizigli regressiyaning empirik va asl tenglamalari usima-us! tushishi uchun
X,, X, Xy sonlar arifmetik progressiyani tashkil etishi yetarli.

Ishot. Teoremani ikki usul bilan isbotlaymiz. Ulami algebraik va
geometrik usullar deb atadik.

Algebraik usul. x, = x, +d, x, =x,+2d, d >0 bo'lsin. 4, nuqta
A, dan yuqorida joylashgan holni ko‘ramiz. Avvalgi 1.4 § da bayon etilgan
geometrik usul bilan chizigli regressiyaning asl to‘g ri chizig‘i B, 5B, ni quramiz
(1.4-chizmaga qarang). Yasashga ko‘ra quyidagilarga ega bo‘lamiz:
AB = 4B, AB =24B,
CA=y,~3(n+y3), CB=1C4 =1(23,-%~)3),
Bln, 2631 +2%,-3)), By +2d, 163, +2y,-%)).
Sodda hisoblashlar yordamida B B, tenglamasini topantiz:

I
y= - dy] EE(S@] +2dy, ~dy; =35y, +3x,,)

Yi— N

Bundan ko'rinadiki, 8 ==L~ Endi4, ni 1.12) formulayordamida
hisoblaymiz (# = 3 da):

2—-N 101 17



b A¥# 2y -+ 3+ 33)l_ vy
0 3d-8 2d

Shunday qilib, b, = &, tenglik o*rinli.

Xthtxn - Nty
3 P} y= 3 .

Geometrik usul', Ma’lumki, X=

, _ _ 1 ~ 1
Ko‘rilayotgan holda Xx=x,+d, }’=§0’1 +Vtdh), Yo = E(J’t +¥)

(1.5-chizmaga qarang). Demak, B, ning koordinatalari (¥,y) bo‘ladi.

y ’ N t ] *
' ' :
[} 1 [}
[] (]
(] ]
] (]
] ]
E 1]
5 B
: s
]
t4 Dy N VAs(x3,y3)
" 1 Ci{xan) :
YA (xLyy) : b N
g Xy X=Xt d =0+ 24 -

1.5 - chizma

Endi quyidagi beigilashlami kiritamiz: 4D, =m,, 4,8, =m, =2,
AB, =CB,=ABy=t, 1, = 4B + A,B} + A,B}, A;Dy=m;.
Kiritiigan belgilashlarga ko‘ra, L = A4,D}+ A, B} + A,B}=

= mf +42 4 m? , {1.5-chizmaga qarang).

! Mazkur usul Mirze Ulug‘bek nomidagi O‘zMU iqtisodiyot fakulteti talabasi
A.Murtazayev tomonidan tavsiva etilgan.
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Yuqorida B, B, bilan geometrik usul bilan qurilgan as! to‘g'ri chizig,
D,D, bilan esa, B, (x,y) nuqtadan o‘tadigan va eng kichik kvadratlar usuli
bilan topilgan (topiladigan) empirik to‘g‘ri chiziq belgilangan. Bu holda

D(a,b)y=L =ml+4t +m].
Shunga o‘xshash BB, uchun ®(a,b) =1, = 4, B} + 4,B} + 4,B].
1.5 chizmada 4, DD .4, to‘rtburchak trapetsiya va 582 gsa uning o‘rta
chizig*idir. Shuning uchun CB, = 4 (m, +m,)=1 .
Endi ], va I, larni taqqoslaymiz:
Ll =ml+4> +mi —6t* =

+m? _2(m1 +my)° _{m -my)*
4 2

Ma’lumki, /. =d(a,b) funksiya a = a,, b = b, bo‘lganda o‘zining

20.

—
=m

eng kichik giymatiga erishadi. Ushbu J, >/, tengsizlikdan min/, =1,

kelib chigadi. Bundan B, nuqta D, bilan, B, nuqta esa D, bilan ustma-ust
tushishi, ya'ni B B, va D D, to‘g'ri chiziqglar ustma-ust tushishi ham kelib
chiqadi. 1.3-teorema isbot etildi.

Agar parametrlar soni 2 tadan ortiq bo‘lsa, ¥= f{(x,,x,,...,) munosabat
to ‘plamli regressiya deyiladi. Agar f(X;,%,,...X,) = =aX + &%, + ...

.+ a,x, +b bo'lsa, bizto‘plamli chizigli regressiyaga ega bo‘lamiz. Shu
holda parametrlarni baholash ushbu

O(ag,a,,...,a,,b)= i(x (@ +axy, +..+ax, +b))2 —1min O

i=1
masala bilan bog*langan. Bunda Xy, X3; 5 X,; sonlar,
A (%), %5505 X, ) 5 1 = 1,2, 1, nugtalarkoordinatalari, y = a,x, +

+ax, +..+a,x, +besa(n+1)o‘lchovli Yevklid fazosida tekislik-
dan iborat.
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(*) masala chiziqsiz dasturlashning shartsiz minimum masalasidir.
Parvametrlarni topish usuli eng kichik kvadratlar usuli deb yuritiladi. Agar

a,o ,ag ,...,a: va p° glymatlar masalaning yechimi bo‘lsa,

y=alx +ax, +..+a’x, +b°
munosabat empirik tekislik tenglamasini anglatadi.
Misollar
I-misol. 4,(2;6), 4,(49), 4,(7;4),
x | 2] 4|7
y 1 6] 91 4
Empirik to‘g*ri chiziq koeffitsiyentlarini (1.8} va (1.9} formulalar

yordamida hisoblaymiz: a0=%, b0=—-%— va y=121—32~x. Ravshanki,

17
2

. y=

=
w3
ulw

%% isﬁ —2?- ¥ . Demak, empirik to*g‘ri chizig

4

1.6 - chizma

2+A-7

C mugta A4 A, ni ganday nisbatda bo*lishini topamiz: =4 bundan

1+4
~ 6+%.4 26

2 ~ = =
l=5. Bundan foydalanid, ¥, ni topish mumkin: Y2~ 1+2 R
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~ 15 =~ 19
Shu sababli, €B, =5 CRB,= A B, = 4;B; =3 Nihoyat, B, va B,

nugtalarning koordinatalarini yozish mumkin: B,(2; 12), By(7; 2).
Sodda hisoblashlar shuni ko‘rsatadiki, asl to*g‘ri chiziq tenglamasi

121 2 . ) . - — (13 19
y= 5~ _S-x ko‘rinishda bo‘ladi. Bu to‘g‘i chiziq ham (X,¥)= 37
. - . 17 1 121 2
nuqtadan o‘tadi. Shunday qilib, empirik ¥= 5 ‘z'x vaasl y= 15 gx

13 19
to'gri chiziglar topildi. Ular ustma-ust tushmaydi, ammo (?,'5-]

nugtadan o‘tadi,
2-misol. A (2;4), 4,4;8), AL6;06),
x | 2| 4 | 6
y | 41 8 |6
Ma’lumotlardan berilgan nuqtalar abssissalari arifmetik progressiyani

tashkil etishi ko‘rinib turibdi. Demak, 1.3 teoremaga ko‘ra mos empirik va
asl to‘g'ri chiziqlar ustma-ust tushishi lozim. Sodda hisoblashlar yordamida

1
empirik tenglama y=4+~2—x ko‘rinishida ekanligini chigarish mumkin.

1- 1 -
Ravshanki, =4, y=6, 4+5x =4+§"4= 6=y,
Endi chiziqli regressiyaning asl to‘g‘ri chizig‘ini quramiz. 1.7-chizmadan
ko‘rinadiki, A =1, ¥, =5, 4,C=3, BC=1. B, vaB, mqtalaming
koordinatalarini yozamiz: B(2; 5), B,(6; 7). B,B, to'g'ri chiziq tenglamasi

1
y=4+ E'x ko‘rinishda bo‘ladi. Ko‘rinadiki, bu tenglama empirik tenglama

bilan ustma-ust tushadi.
1-bobga oid masalaiar
Quyida » = 3 bo‘lganda berilgan ma’lumotlar bo‘yicha chizigli

regressiyaning empirik va ast to‘g'ri chiziglari topilsin va ular (x,¥) nugtadan
o*tishi tekshirilsin (javoblar berilgan):
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NEIENERE: =-%| bh=% | y=—g+ix
yl4412]9 a=-1 b=1 y=—i+x
x] 113]6 @ =6 by=1% y=6+ix
PoTETST0 [ a=e T 53 |y=-%+3x
x| 201507 ] %=8 | b=-% | y=8-1x
PoVeTETS [ A= | by [ y=Bix
NEIEIRIR: a=% | b=% y=%+ix
YESH3N8 1 a=g | b= | y=F+ix
=l 3]sl o=t | k=% | y=F+ix
yI 81 6) 1V | F=g | b=p, y=23+3x
x|3]518 | =% | b= | r=F+5x
YV aT8TT | G282 | 7=2 | y=8+ix
x| 2146 | =% | bh=% y=8+ix
UIERERE d=a, b=b, y=8+1x
N 1[3]5 | @=% boj*% y=5-1x
yI 61214 | F=a, | 5=b | y=4-1ix

1-bobga oid nazorat savollari

1. Korrelatsion munosabat nima?

2. Chiziqli regressiya deb nimaga aytiladi?

3. Regressiya egri chiziglarining asosiy turlarini aytib bering.

4. Qoldiqli dispersiya formulasini yozing.

5. Jufilik regressiyaning chizigli modeli nima?

6. Eng kichik kvadratiar usulining mohiyatini aytib bering.

7. Chiziqli regressiyaning empirik va asl tenglamatari hamda ular orasidagi
bog’lanishiar hagida bayon giling.

8. n=3 bo‘iganda asl to‘g‘ri chiziqni qurishning geometrik usuli
nimadan iborat?

9. Empirik va asl to°gri chiziglar ustma-ust tushishining yetasli sharti
nimadan iborat?

10, To'plamli regressiyanima?
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2-bob. CHIZIQLI REGRESSIYA TENGLAMASINI
TANLASHNING SIFATINI BAHOLASH USULLARI

2.1-§. Umumiy belgilashlar

Juftlik chizigli regressiya tenglamasini
y=a+bx 2.1
ko‘rinishda yozamiz. Statistik kuzatishlar ko ‘rsatadiki, kuzatishlar natijasida
olinadigan nugtalar soni n o‘zgaruvchi x oldidagi parametriar sonidan 7-8
marta ko‘p bo‘lishi lozim. Juftlik chizigli regressiya uchun x oldida vagona b
koeffitsiventi bor. Shuning uchun kuzatishlar soni 7 dan kam bo‘Imasligi kerak.
Ko'rilayotgan holda masala quyidagicha qo‘yilad: ({1.6) ga qarang):

®(a,b) =3 {y, —a~bx,) > min () g2 2.2)

Masalaning yechimi (1.8) va (1.9) formulalar bilan topiladi. Juftlik reg-
ressiyaning chizigli tenglamasi ¥, = @, + 8,x bo‘ladi.
Quyidagi belgitashlami kiritamiz:

(2.3)

X=X,X550..,X,, % >0, i=12,. n, sonlaming o‘rta arifmetigi;

Y=D1:Y2r+sVus ¥ >0, i=L2,..  n, sonlaming o‘rta arifimetigi;
yx— %Vi:X%2Y;5e00,%,Y, sonlaming o'rta arifmetigi;
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%2 = X, Xp,..., X, sonlaming o'ria kvadratik miqdori;

;5 = ¥15V35,--, Y, sonlarning o‘rta kvadratik migdori;

“Yana quyidagi belgitashlarni kiritamiz:

ol=x'-% _—Zx - (le.):’ - x=(x,X;,...,X,)) o‘zgaruv-

chining dispersiyasi;

= o 1 i
=y = F =Ty == (Ey) - y=(nYasendn) otzgaruy-

chining dispersiyasi;

cov(x, )=y 5-5 ¥ =5 Ty -(bEn W T x) -5 va v o'zgaruv-
chilaming kovariatsiyasi,

Bu belgilashlar yordamida a, va b koeffitsiyentlar uchun formulalarni
quyidagicha yozish mumkin:

- X—-X- 3 — —_
b":y'—f zy’ a=y-5h x.
X =y
Kiritilgan belgilashlar chizigli regressiya tenglamasining sifatini tekshirish
uchun olib boriladigan hisob-kitobni yengillashtiradi, ba’zi formulalarni
qulayroq yozishga imkon tug‘iladi.

2.2-§. Chizigli regressiya temglamasini tanlashning sifatini
baholash formulalari

Statistik kuzatishlar natijasida olingan ma’lumotlar asosida eng kichik
kvadratlar usuli bilan chizigli regressiya tenglamasi y = a+ bx topilgan
deylik. Bu tenglama qanchalik sifatli tanlangan? —~ degan savol tug'iladi. Sifat
yanada yaxshilanishi uchun kuzatishlar sonini ko‘paytirish kerak, - degan
fikrlarni muhokama qilish lozim. Qisqacha aytganda, ekonometrik analiz
jarayoni savollarga javob beradi.

Bunda muhim ko‘rsatkichlardan biri chiziqli korrelatsiya koeffitsiyentidir.
U quyidagicha hisoblanadi:
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o, cov(x,y) y-x —-yXx
G P e e 2.4)
¥ x vy J; _ Ez J;2_ ;2
Chizigli korrelatsiya koeflitsiyenti r,, bog lanish zichligi ko‘rsat-
kichidir. Anigrog'i, »_ miqdor berilgan nuqtalar topilgan empirik chiziqqa
ganchalik yaqin joy?ashganini anglatadi. r, miqdor uchun -1<r, <I
tengsizlik o‘rinli. Shu r_ ning absolut giymati I ga yaqinlashgan sari,
A,4,...,A, nuqtalar empirik chiziqqa shuncha yaqin joylashgan bo‘ladi.
Agar |rx J=1 bo‘lsa, barcha 4,.4,....,4, nuqtalar empirik chiziqda yotadi.
Regressiya chizig'ini tanlash sifatini baholash uchun rfy ~chizigii korre-
latsiya koeffitsiyentining kvadrati hisoblanadi. Ushbu 7, migdor determi-
natsiva koeffitsiyenti  deyiladi. U regressiya yordamida aniglanadigan y
o‘zgaruvchi dispersiyasi ulushini tavsiflaydi. rfy-loo% —x o‘zgaruvchi
variatsiyasi yordamida aniqlanadigan y o*zgaruvchi variatsiyasi protsentini
aniglaydi.
Qurilgan modelning sifati approksimatsiyaning o riacha xatoligi bilan
aniglanadi:

1| v-,

Yi

-100% (2.5)

Agar J_=ay+byx bo'lsa, 4= -!-i A, bo‘ladi. Bunda
i=l
Y= ay—box,
Yi
Approksimatsiyaning o‘rtacha xatoligi 8% — 10% dan oshmasligi kerak.
Regressiya chizig'i tenglamasi ma’nodorligini baholash, umuman
olganda, Fisherning F — belgisi yordamida olib boriladi. Fisheming F-

A=

]

-100%

belgisi miqdori determinatsiya koeffitsiyenti rxzy bilan bog‘langan, u quyidagt
formula bilan hisoblanadi:

e (n-2), nz3. (2.6)



Agar o = 0,05 (besh protsentlik ma’nodorlik darajasi) va erkinlik
dargjalari k, =1 va &, =n -2 bo'lsa, tasodifiy miqdorlaming Fisher
tagsimoti keltirilgan jadvallardan Fisheming & - belgisi jadval giymatini
topamiz Agar ushbu F ok > F jeav tengsiziik o‘ninli bo'lsa, regressiva
tenglamasi statistik ma 'nodor hisoblanadi.

Juftlik chizigli regressiya uchun regressiya koeffitsiyentlarining
ma ‘nodorligi ham baholanadi. Regressiva parametrlarining statistik ma’no-
dorligi bahosini Styudentning ¢ 1 belgisi yordamida ham amalga oshirish
mumkin, unda kar bir ko‘rsatkich uchun ishonchlilik intervali hisoblanadi.

Erkinlik darajasi soni # -2 hamda o = 0,05 bo‘lganda ¢ belgining
jadval qiymatini Styudent tagsimotidan topiladi (Magnus Ya.R. va boshq.
Ekonometrika. Moskva. Delo. 1998, 2 va 4-jadvallarga qarang, 236-237,
240-241-betlar).

Tasodifty xatolar M., M,, M, quyidagi formulalar yordamida

hisoblanadi ( # = 3):
43 1 _ ,/ S X’
Z = E (y ..-.yx)z .

noc n-2 x

JanZ(y-f‘)z
m = =
* o.n o n

ma = Sqdd N

w

I-r,
— X
mr,_, - n—12 »
a b Ty
{ = == f =
a m, » m,’ iy m,_ 2.7

Agar ¢ - belgining topilgan asl gfymatlari uning jadval qiymati ?,,, dan
katta bo‘lsa (ya'ni 1, >, £y > 1y, 4, > Los b0°lsa), a va b

parametrlar stafistik ma 'rodor hisoblanadi.
Endi ava b parametrlarning ishonchlilik intervalini topish mumkin:
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Yo=axA,, ¥,=btA,, (2.8)
bunda A, =7, M, A, =1, M, Y, =a—4,,

Yam“=a+Aas meiu':b_Ab’ Tbm“=b+Ab'

Chizigli regressiya tenglamasi uchun olingan baholar undan bashorat
gilishda foydalanish imkonini beradi. Agar o‘zgaruvchi x ning bashorat

giymati X, =X-1,07 bo‘lsa, o‘zgaruvchi y ning bashorat giymati ¥,
bo*ladi. Bashorat xatoligi ushbu

= )2
m; = Spotd 1+%+%€-{;}7
formula yordamida hisoblanadi.
Limit xatelik A3, ushbu
- A

formula yordamida topitadi.
Bashoratning ishonchlilik intervali quyidagi formulalar yordamida

hisoblanadi:

5, = Liaw = M5,

il

Yj’pm = y.P + Aj'p * Yj'pmin J_)P - Aj‘"p >

p=1-0=1-0,05=095.

. y=ag+ byx
—
0 X
2.1- chizma

Chiziqli regressiya wenglamasini tanlash sifatini to‘liq ekonometrik analiz
gilib chiggandan so*ng bitta chizigda berilgan (kuzatish natijalarida topilgan)
nuqtalarni va regressiya to*g*ri chizig*ini qurish kerak (2.1- chizma).
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Chiziqli regressiya tenglamasini tanlash sifatini baholash usullarining
qo‘llanishi “Ilova”da berilgan bo‘lib, unda javobini berish lozim bo‘lgan
savollar hamda masalani yechishda hisob-kitoblarni soddalashtiradigan
(qulaylashtiradigan) 2 jadval keltirilgan. Biror mintaqa hududi bo‘yicha
muayyan yil uchun quyidagi ma’lumotlar berilgan bo‘lsin.

Tlova
Masalani yechishni vengillashtiradigan 2 ta jadval keltiramiz,
I-jadval
Mehnatga layoqatli kishilar uchun jon boshiga | Bir kuniik o'rtacha
Ne bir kunlik o‘rtacha zarur xarajat, maosh,
so'm hisobida 50°'m hisobida
X) W
2 X2 Y2
n‘ xﬂ yﬂ

" Juftlik chizigli regressiva uchun > 7 bo‘ladi
Quyidagi savollarga javob berish talab gilinadi:

1. Juftiik regressiyaning chizigli tenglamasi tuzilsin ( y = a + bx).
2. Juftlik regressiyaning chiziqli korrelatsiya koeffitsiyenti 7, va

approksimatsiyaning o‘rtacha xatoligi 4y hisoblansin.

3. Fisherning F — belgisi va Styudentning ¢ — belgisi yordamida regres-
siya va korrelatsiyaning statistik ma’nodorligini bahoiang.

4. O‘rtacha darajasiga nisbatan 107 % ni tashkil etadigan x ning jon
boshiga zarur giymati bashoratiga qarab, maosh y ni bashorat giling,

5. Bashorat xatoligini va uning ishonchlilik intervalini hisoblab chiqib,
bashorat aniqligini baholang.

6. Bitta chizmada berilgan ma’lumotlarni va chizigli regressiya to‘g'ri
chizig‘ini quring.
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Hisoblarni olib borish uchun avval 2-jadvaini to‘Idirish quiay bo*ladi:

2-jadval
x Ly b [ 2|V 5 | -5 [ 4%
! X Nh | WX xlz yf agtbexy | yimagbyx, } Ay
2 Xy | Vo { V20 Xy x; y§ aytboxy | yracbees | Ay
n xﬂ Y Y n Xy x: Y, j agt+box, yn'ao'boxn A,
Tami | Zx; | Zy; | Zyp | Za) (ZHP | - - z4
ﬂ =1
ER{REAPRAPEEA DX DN _ >4
g Tl n n n n n n
s | e | o, - - - - - -
ol et} | - -l - - - -

2.3-§. Chiziqli regressiya tenglamasini tanlash sifatini baholash
nsullarini go‘Manishga deir misollar

1-misol. Aytib o‘tildiki, juftlik chizigli regressiya uchun kuzatishlar
soni 7 dan kam bo‘Imasligi kerak. Bu misolda hisob-kitoblarsi olib borish
texnikasini namoyish etish uchun »n =3 bo‘lgan holni ko‘ramiz.
Uch guruh oilalar bilan olib borilgan savol-javoblar natijasida ulaming
daromadi va ozig-ovqatlar uchun xarajati orasidagi bog*lanish ma’lum bo‘lsin,

deylik:
Oziq-ovqatlar uchun xarajatlar, 0.9 1,2 1,8
¥, Mg s0°‘m, , ,
Oila daromadi, 12 3,1 5,3
x, ming so‘m,

Shu ma’lumotlar bo‘yicha avvalgi 2.2 - § da bayon etilgan 6 ta savolga
javob beramiz, Hisob-kitoblami osonlashtirish uchun avval 2-jadvalni

to‘idiramiz.
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1 2 3 4 5 {6 ] 7 3 9
x y | yx | 2|V 5 [ry-5]|4%

1 1,2 09 | 108 | 1,44 | 0,81 [ 0,88 | 0,02 2,2
2 3,1 12 ] 372 | 9,61 | 1,44 1,28 | -0,08 6,7
3 5.3 1,8 | 9,54 128,09 (324 (1,74 | 0,06 3,33

Jami 92,6 39 | 1434 139,14 549 ] 3,90 0 12,23

O‘rtacha

c 162 10371 - - -1- - -
52 281 (o4 | - | = 1 -] - - -

1. 2-jadvalning 2-6 ustunlarini to*ldirish qiyin emas., Endi b, va g,
larmi topamiz.

5 _yx -yx_ 475-3213 0,59
0 = = =

~0,21,
13,05-3,2.32 2,81

T2 =2
% -

ay=y—-bx=13-0,21-3,2=0,63.
Juftlik chizigli regressiya tenglamasini yozamiz:
Y. =063+021-x
Shu tenglamadan foydalanib, jadvalning 7-ustunini to‘ldirish mumkin:
0,63 +0,21x 1,2=0,63 + 0,25=10,88 ;
0,63 +0,21x3,1=0,63 +0,65=1,28;
0,63+021x 53=063+1,11=1,74.
8-ustun y - y, ayirmadan tuzilgan:
098-0,88=0,02;, 12-128=-0,08; 18-1,74=0,06.

Endi 9-ustunni to‘ldirish qoldi:
0021 00% = 2,2% .
0,90 ’

=098 100%=6,7% .
12 ’

L

yl"j}x|
gl

A‘ = ‘&__yxll. 100% =
i g)
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A= -100% =




Al=!u’*_s| 100% = ,006 -100%=3,33%
Y

Shunday qilib, 4 = ;(A, + A, + A4,)=4,08% . Bumiqdor 8 10 % dan
kam bo‘lgani uchun qurilgan model sifati yaxshi deb baholanadi.

Endi 6,,6.,0 y va cf, miqdorlarni hisoblaymiz:
o2=x —%'=13,05-327 =281 ©,=281=162;

¥ -52=183-169=014; ©,=4014=037.

2
o)’

Yuqoridagi hisob-kitoblar yordamida 2-jadval to'lig to‘idiriidi. Endi
juftlik chiziqli regressiya tenglamasining sifatini baholashga o'tish mum-
kin. Regressiya tenglamasiga ko‘ra jon boshiga minimal xarajat 1 so‘mga
ortsa, o'rtacha kundalik maosh o‘rtacha 0,21 so‘mga ottadi.

2. Bog'lanish zichligini anglatuvchi korrelatsiya koeffitsiyentini
hisoblaymiz:

L —b-——-021 £—092 _035
o, 0,37

Bu natijadan ko‘rinadiki, maosh ( y }ning 85 % vanatmyamjon boshiga
o‘rtacha minimal xarajat { x ) ning variatsiyasi bilan tushuntiriladi.

Model sifati approksimatsiyaning o rtacha xatoligi bilan aniqianadi:

E=—;-(A,+A2+A3)=4,08%,

Bu holda, yuqorida aytib o*tilganidek, 4,08 % < 8 % tengsizlikkako‘ra,
model sifati yaxshi deb baholanadi.

3. Regressiya ma’nodorligini baholashni Fisherning F belgisi
yordamida olib boramiz. F belgining {F s ning) asl qiymatini (n=3
bo‘lganda) hisoblaymiz:

: 0,85
Fry= =2 1=—2—"_=5,66; F,, =566.
-2 T 10,85 s
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Endi a =0,05, k, =1; k,=3-2=1 bo‘lganda F =166

AgarF,, > F_, tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, regressiya tenglamasi statistik
ma’nodor deb qaralar edi. Ammo bu holda 5,66 ¥ 161. Demak, regressiya
tenglamasi Fisheming F - belgisi bo‘yicha stasistik ma 'nodor emas. Bunga
asosiy sabab » = 3 < 7 bo‘lganidadir.

Regressiya tenglamasini tadqiqot gilishni davom ettiramiz. Regressiya
parametrlarining statistik ma’nodorligini baholashni Styudentning ¢ - belgisi
yvordamida olib boramiz, Erkinlik darajast k=n-2=3-2=1 va
a = 0,05 (0,15) bo‘lganda 7 —statistikaning jadval qiymati 3,182 ga teng,

ya’ni Lot = 3,182,
Endi tasodifiy xatoliklami aniglaymiz;

S’M=1/Z(y—;x)2 '-‘-0,102 ;

J3ou S
ma=o,102.——3il-i4-=o,13; my = 2wt _ 0102y 063,

> x r

m, = 1{1~-1»-,; =4/015=0,378

Shunday gilib, SM,, =0,102; m,=013; m, =0,063; M ,xy=0,373.

Tasodifiy xatoliklarning topiigan giymatlaridan foydalantb, # —belgi
qiymatlarini topamiz;

a 063 5 021
{ =——==2"=485;, [=—=—2—=333;
““m, 013 *“m, 0,06
, ._._ﬁ*l"_=9_=9_2.=2,33
® m_ 039

Enc!i n= ;'), n- 2=1, =005 uchun F}m=12,706. Quyidagi
tengsizliklar o‘rinli:
I, =4,85<1,, =12,706; 1, =3,33 <1, =12,706;
I, =2,33<1,, =12,706

Natijalar ko‘rsatadiki,» =3 bo‘lganda f , 7, va t,w parametrlar searistik
ma’'nodor emas,
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ava b parametrlar uchun ishonchlilik intervatlarini hisoblaymiz. Avval
har bir parametr uchun limit xatoliklarni topamiz:

A =12, -m =12,7-0,13=1,65;
Ay =ty M =12,7-0,063=0,80.
Ishonchtilik intervallari:
Y. =atA,=0,63+1,65; v,=b+4,=0,21+080;
Yoy = 0:63-1,65=-1,02; v, =0,63+165=2,28;

Vo = 0,21-0,80=-0,59; Yo, = 0,21+ 0,80=1,01,

Xulosa. a va b parametrlar mos ravishda (-1,02; 2,28) va ( 0,59;
1,01) intervallarda nolga teng bo‘lishi mumkin, Shuning uchun ular statistik
ma’nodor emas.

4. Yashash uchun zarur minimal daromad va xarajatlar quyidagicha
bashorat gilinadi:

— oila daromadi: x, = x-1,07=3,2-1,07=3,424 ming so‘m;
— maosh: j’p = 0,63+ 0,21 3,42 = J,35 ming so‘m.
5. Bashorat xatosi:

1, (x,-%)
m, =S N+ —+=2——m=0,102
¥, Wfd‘] 3 Z (x - f)z .
Bashoratning limit xatoligini hisoblaymiz:
Ay =ty my; =12,7-0,102=101,3,
Bashoratning ishonchlilik intervaii:

=0,05; Ve = 2,65,

.Y)-’pmin
Maoshning o‘rtacha oylik miqdori bashorati )‘)p =1,35 ming so‘m
(p=1-0=1-0,05=095) (0,05; 2,65) intervalga tegishli va shuning

uchun ishonchlidir.
6. Endi berilgan (1,2, 0,9), (3,1; 1,2), (5,3; 1,8) nuqtalami va jutlik

regressiya to‘g‘ri chizig‘ini, ya’ni y =0,63+0,21x tenglama bilan
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tasvirlangan to’g‘ri chizigni bitta koordinata sistemasida chizamiz (2.2-
chizma).

2-misol.

2.2-chizma

6

L
I
x

Endi I-misolga o‘xshash holni » = 12 bo‘lganda ko ‘ramiz.

q

1

213

4

5

6

7

8

9

10

11

12

X

78

32 | 87

79

89

106

67

88

73

87

76

115

y

133

148 | 134

154

162

195

139

158

152

162

159

173

Jadvalda ¢ - oila guruhlan; y - bir kunlik o‘rtacha maosh, x - ish

bilan band bolganlar uchun bir kunlik minimum xarajat.

Berilgan ma’lumotlarga garab 6 ta savolga javob beramiz,
1. 2-jadvalni to‘ldiramiz:

x |y | = P Y B |y A
1 2 3 4 6 7 8 9
1 78 133 | 10374 [ 6084 | 17689 | 149 -16 12,0
2 82 148 | 121361 6724 | 21904 | 152 -4 2,7
3 &7 134 | 11658 1 7569 [ 17956 | 157 -23 17,2
4 79 154 [ 12166} 6241 | 23716 | 150 4 26
5 89 162 | 14418 1 7921 | 26244 | 159 3 1.9
6 67 139 | 9313 ; 4489 | 19321 139 0 00
7 106 195 | 20676 ) 11236 | 38025 | 174 21 10,8
3 38 158 |139904) 7744 | 24964 | 158 0 0.0
9 73 152 [ 11096 | 5329 | 23104 | 144 8 3,3
10 87 162 | 14094 | 7569 | 26244 | 157 5 3,1
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T 2 3 4 5 6 7 3 9
11| 76 | 159 | 12084 | 5776 | 25281 | 147 | 12 75
12] 115 | 173 | 19895 | 13225 | 29929 | 183 | -10 | 5.8
7 ) 1027 | 1869 [161808) 89907 | 294377 | 1869 | 0 68,9
O | 856 | 1558 | 13484 | 74923 | 245314 — = 5.7
o [ 12,84 | 16,05 | - - — _ — ~
o’ | 164,94 257,76] - - - - - -

Jadvalda J - jami, O° — o‘rta giymatni anglatadi.
Endi @, va b, tami hisoblaymiz:

_Yyx-y-¥_13484-1558-856 147,52

= 7492,3-856° 164,94
X —X

a,=y—byx=1558-0,89.856=79,62.

Chiziqli regressiya tenglamasini yozamiz: y_= 79,62+ 0,89x.

Bundan kelib chiqadiki, jon boshiga zarur minimal xarajat 1 so‘mga ortsa,
o‘rtacha kundalik maoshi o‘rta hisobda 0,89 so*mga ortar ckan.

2. Bog‘lanish zichligini anglatuvchi korrelatsiya koeffitsiyentini
hisoblaymiz:

b, =0,89.

G 12,84
r,=by —2%=089.=-"—=0712. 2 _
xy a 0}, 16,05 ; rxy—O,Sl.
Bumaoshning { y )} 51 % variatsiyasi jon boshiga zarur minimal xarajat
faktori x bilan tushuntirilishini anglatadi.
Approksimatsiyaning o‘rtacha xatoligi model sifatini aniqlaydi:
1 0
A= 1 4= 68,9 %

125 12

=574%

Ushbu 5,74 % < 8 % tengsizlik o‘rinli bo‘lgani uchun qurilgan model
sifati yaxshi deb baholanadi.

3. Regressiya tenglamasining ma nodorligini, ko‘pincha, Fisherning
F — belgisi yordamida baholanadi. F — belgining asl giymati (F ) mi
hisoblaymiz:
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r!
Fras == %(12-2)=—
1- r,c ¥ R
F - belgining ma’nodorlik darajasi 5 % vaerkinlik darajalari ¥, = 1 va
k,=12-2 =10 bo‘lgandagi jadval qiymati P; o =496, Shunday qilib,

251 10-1041.
51

}3’ e = 10,41 >F; =496 tengsizlik bajariladi. Shuning uchun regressiya,

tenglamasi stafistik ma ‘nodor deb hisobga olinadi.

Endi regressiva parametrlanning statistik ma’nodorligini Styudentning
{ - belgisi yordamida baholaymiz.

t - belgining ma’nodorlik darajasi 5 % (o = 0,05 } vaerkinlik darajasi

n-2=12-2=10bo‘lgandagi giymati ¥, , =2,23 bo‘ladi.
Mg, My, M,  tasodifiy xatoliklami topamiz:

X 1y . /39907

m=S . = ’
« el pe 12°12,84

>,

S poic 12,6

Ton 12952

1-r;,  [1=051

0,281,

m, = = =0,219.
Y n-2 Vi2-2
{ —~ belgining qiymatlarini topamiz;
a 79616 b 089 Ly 0712
f == =32: ! =——=—=32.1 =——= =33,
““m, 246 *m, 0281 > "m 0219

ey
. Ko‘rinadiki, - belgining qiymatlan uning jadval qiymatidan katta:
1,=3,2>1,,=2,23,1,=3,2>1,,=2,23;

f, =3,3>1,,=223

!’_‘,’

Shunday qilib, a, & va 7, parametrlar statistik ma’nodor ekan.

Regressivaning o va b parametrlari uchun ishonchlilik intervallarini
topamiz. Buning uchun har bir ko ‘rsatkich nchun limit xatolikni hisoblaymiz:
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A, =ty M, =2,23-24,5=54,64; A, =1, -m=2,23-0,281=0,62.
Ishonchlilik intervallari:
Y.=atA,=79,62+54,64;
Vap, = 19562 54,64 = 24,98 ;
Y, = 79,62+ 54,64 =134,26
v,=btA,=080+0,62;
Voo = 0,89-0,62=0,27;

Yp oy = 0,89+ 0.62=151,

Ishonchlilik intervallarining yuqori va quyi chegaralarining analizi shunday
xulosaga olib keladiki, ¢ va b parametrlar p=1-a=095ga teng
ehtimollik bilan ko‘rsatilgan chegaralarda nolga teng giymatlarni qabul
gilmaydi, ya’ni statistik ma ‘nodor va noldan anchagina farq qiladi.

4, Regressiya tenglamasi uchun olingan baholar undan bashorat qilish-
da foydalanish mumkinligini bildiradi. Agar zarar minimum xarajatning
bashorat giymati

x,=X-1,07=85,6-1,07=91,6 ming so'm bo‘isa,
maoshning bashorat qiymati

¥, =79,62+0,89-91,6=161,14 ming so‘m boladi.

5. Bashorat xatoligi:

f)’ (91,6 85,6 )*

=8 =12,6- =13,22
o = +Z(x- \,12 12-12,84° -

Bashoratning limit xatoligi A;, =fua-M; =2,23-13,22=29,48,
Bashoratning ishonchlilik intervali
V5, =PptA; =16114+29,48;

Y 9puin = 16114~29,48=131,66 ming so‘m;
Y 5 pme = LOL14+29,48=190,62 ming so’m .
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Bashoratning limit xatoligi 93 % holatlarda 29,48 dan erimaydi. O‘riacha
oylik maoshning topilgan bashorati ishonchli deb hisoblanadi
(p=1-a=1-0,05=0,95) va131,66 ming so‘m bilan 190,62 ming so‘m
orasida bo‘ladi.

6. Masalalar yechimining nihoyasida bitta koordinata sistemasida bertlgan
12 ta nuqta va chiziqli regressiya to*g'ri chizig'ini qurish giyin emas.

2-hobga ¢id masalalar

Faraz gilaylik, biror mintaga hududi bo*yicha bir kunda mehnatga layoqat-
li kishilar uchun jon boshiga o‘rtacha zarur minimum xarajat ( x so‘'m ) va
kunlik o‘rtacha maosh ( y so‘m ) ga oid bir yillik shartli ma’lumotlar berilgan
bo‘lsin. Ma’lumotlar 3-jadvalda keltirilgan. 2.2 - § da bayon etilgan 6 ta
savolga javob berish lozim, '

3-jadval
I I
Bitta mehnatga layoqatli kishi . _—
uchun bir kunlik jon boshiga zarur Bir Im"l(' k osr:'?::'l'x)a maosh
xarajat (x,so'm) Vs
1 2 3 4 ! 2 3 4

81 74 77 83 124 122 123 137
77 81 85 88 131 134 152 142
85 o0 79 75 146 136 140 128
79 7% 93 89 139 125 142 140
93 8% 89 85 143 120 157 133
100 87 81 79 159 127 181 153
72 77 79 81 135 125 133 142
90 93 97 97 152 148 163 154
7 70 73 79 157 122 134 132
10 89 93 95 90 154 158 155 150
11 82 87 84 84 127 144 132 132
12 111 121 108 112 118 165 165 166

witsl~a|fjnlb|w|br]—

3-jadval yordamida variantlar tuzish mumkin, Agar variant (3, 4) deb
belgilangan bo'lsa, I bo*limdan 3-ustunni, I bo‘limdan 4-ustunni olish kerak.
Shu usul bilan 16 ta variant hosil bo‘ladi. Agar variantlar sonini
ko*paytirmogchi bo‘lsak, I va II bo‘limiardagi 12 tadan satrlar borligini
e’tiborga olib, satrlar sonini 7, §, 9, 10, 11, 12 kabi berish mumkin. Bunda
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yuqoridagi (3, 4)-variant 0‘miga (3, 4, 7), ..., (3, 4, 12) uchlikiar yordamida
variantlar berish mumkin. Bu holda 6 ta variant hosil bo*ladi. Har bir (7, j),
i=1,2,3,4;, j=1,2,3,4 variant o‘rniga 6 ta variant, hammasi bo‘lib
96 ta variant tuzish mumkin.

2-bobga oid nazorat savollari

1.Ushbu X, ¥, y-x, x__z, %2, F, 72 belgilashlar nimani anglatadi?
2. x va y o‘zgaruvchilar dispersiyasi formulasini yozing,

3. Ikki o*zgaruvchi kovariatsiyasi cov(x, ) uchun formulani yozing,
4. Chiziqli regressiya koeffitsiyentlarini hisoblash formulalarini yozing,

5. Chiziqli korrelatsiya koeffitsiyenti 7, , uchun formulani yozing.

6. Bog'lanish zichligi va determinatsiya koeffitsiyenti nima?

7. Approksimatsiyaning o‘rtacha xatoligi ganday hisoblanadi?

8. Fisherning F — belgisi qiymati ganday hisoblanadi?

9. Qachon regressiya tenglamasi statistik ma’nodor deyiladi?

10. Juftlik chiziqli regressiya ma’nodorligi qaysi hollarda Styudentning
¢ — belgisi yordamida bahelanadi?

11. Tasodifiy xatoliklar m,, M, ™, nihisoblash formulalarini keltiring.

r,),

12. Qachon a, b va ¥,, parametrlar statistik ma’nodor hisoblanadi?
13. ava b parametrlaming ishonchlilik intervallari qanday topiladi?
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3-bob. IQTISODIYOTDA JAMLAMA, O‘RTA VA MARJINAL
MIQDORLAR

3.1-§. Igtisodiyotda jamlama, o‘rta va marjinal
miqdorlar ta’rifi

Juamlama migdoriar deyilganda erkli o‘zgaruvchi x ning ixtiyoriy F(x)
funksiyasi tushuniladi. Iqtisediyotda turli jamlama migdorlar uchraydi. Daro-
mad R vaxarajat C ishlab chigarilgan mahsulot hajmi @ ning funksiyasi

( R(O), C(O) ), ishlab chiqarilgan mahsulot hajmi { o*zgaruvchi resurs,
masalan, L ning funksiyasi (1), foydalilik iste’mol gilinadigan mahsulot haj-
mi x ning funksiyasi U(x) vaboshqalar shular jumlasidandir (3.1-chizma).

y y
Y »=F 4
, ‘ l:
e i
L
0 X “x 0
3.1-chizma 3.2-chizma .t 3.3-chizma

O rtamigdor jamlama migdor F(x) ning erkli o*zgaruvchi x ga nisbati
F(x)

bilan aniglanadi va AF(x) deb belgilanadi: 4F(x)= . Bunda 4

harfi Average (0*rtacha) so*zining bosh harfidan iborat. Ba’zida o*rta migdor
= F(x ’

F= —i—')' kabi belgilanadi. Igtisodiyoida quyidagilar o‘rta migdorlarga filisol
bo‘la oladi: jon boshiga iste’ molning o‘rtacha hajmi (jon beshiga iste’mot)

C
-7 ( C —iste’mol hajmi, L - mehnat resurslari hajmi), qurollangantik
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(%))
= (K- asosiy fondlar hajmi ), o*rtacha daromad 4R =—g »o'rtacha

1)
va boshqgalar.

(%)
xarajat AC"T,O‘MchamehnatmalEuli AQ; =

Bundan tashqari, o‘rtacha mehnat unumdorligi ( F(L, K)—ishlab
chigaritgan mahsulot miqdori yoki milliy daromad), fondlar bo*yicha o‘rtacha
F(L,K)
L
Limit (marjinal) miqdor MF(x) jamlama miqdor F(x) dan erkli
o‘zgaruvchi x bo’yicha olingan hosila kabi aniqlanadi, ya'ni

AF(x)
Ax

F(LK)
L

unumdorlik kabi o‘rta migdorlar ham mavjud.

MF(x)=F (x)= lfm

bu erkli o*zgaruvchi x uztuksiz o‘zgarganda. Agar jamlama miqdor diskret
o‘zgarsa, unda MF(x) miqdor quyidagicha aniglanadi:
MF()=2E
Ax

Masalan, quyidagi formulaga egamiz:

MR(Q)=R(Q) [MR(Q)——Q] MC(Q)=C'(Q) [MC (Q)—EJ
Igtisodiyotda jamlama, o‘rta va limit (marjinal) miqdorlar orasi-
dagi bog‘lanishdan foydalanishga to*g‘ri keladi, ulardan biri bo*yicha qol-
gan ikkitasini topish masalasini yechish kerak bo‘ladi (masalan, jamla-
ma daromad bo‘yicha o‘rta va limit daromadni topish masalasi). Ray-

F
shanki, agar jamlama migqdor F(x) berilgan bo‘lsa, o‘rta miqdor -—Sﬂ ga, li-

mit miqdor esa F'(x) gateng. Faraz qilaylik, F(x)= éox“, a,>0, 0<a<l

G

bo‘lsin. Unda AF(x)-

=apx™", MF(x)= F(x)= ayo. x*"!
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Ravshanki, F* (x)=aget (o —~1) x*240.Shu sababli, F(x) funksiya gra-
figi koordinata boshidan chiqadi va botigdir(3.1-chizima). 3.1 chizmadan

(x)_f B,

ko‘rinadiki, AF(x)=

Bumigdor B o‘sishi bilan kamayadi (3.2-chizma). O*rta miqdor ta’rifiga
ko‘ra jamlama funksiya F(x) quyidagi formula bo‘yicha topiladi:
F(x)=x- AF(x). Shu funksiya o‘zgarishi xarakterini o‘rganish uchun
tomonlari x va AF(x) bo'lgan to‘g'ri to‘rtburchakni ko‘rib chiqamiz.

Uning yuzini § (x) deb belgilaylik (3.3-chizma). Shu yuzning o*zgarishiga
qarab jamlama miqdorning grafigini chizish mumkin. Yuqorida ko‘rilgan

misol uchun F'(x)=x- AF(x)=x-a,x*" = gyx® (3.4, 3.5- chizmalar).

Marjinal miqdor F'(x)= MF{x) bo‘yicha jamlama migdor F(x)
topitishi mumkin:

Fi(x) ,
\ %
MF(x)
ol %y A 7

3.4-chizma 3.5-chizma

F(x)= [MF(x)dx.

Masalan, agar MF(x)=ago x*' bo‘lsa,

F(x)= Jaoa. x*dx= ax® +const . 1qtisodiy masala shartlaridan

foydalanib, o*zgarmasni ( const ni) topish imkoni bo‘ladi.

Endi limit, o'rta va jamlama miqdorlar orasidagi munosabatiardan
foydalanishga oid misol ko‘ramiz.

Har bir firma quyidagi igtisediy ko‘rsatkichlar bilan tavsiflanadi:

Q — ishiab chiqarilgan mahsulot hajmi, p —~nath, R=p(Q) O ~
daromad, C - xarajat, P=R-C - sof foyda.
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Ma’lumki, bozorda raqobatlar 4 turli bo*ladi. Avval mukammal raqobatni
ko‘raylik. Bunda firma mahsuloti narhi shu firma ishlab chigargan mahsulot
hajmiga bog*liq bo‘lmaydi. Narx bozorda aniglanadi va o*zgarmas bo‘ladi,
ya'ni p{Q)=p =const. Shuninguchun R= p(0}QO=p-Q.ya’'niR=p O,

Ry rQ
p>0(/8 ﬁ—-Q- + 3.6-chizma). Endi MR= (pQ) =p=££ 0 =AR exanini
ko‘rsatish giyin emas.

Agar monopolistik ragobat ko‘rilsa, ravshanki, p # constz. Bu holda
firma o‘z mahsulotiga o‘zi narh go‘yadi. Mahsulot qancha ko‘p ishlab
chiqarilsa, uning narhi shuncha kamayadi, ya’'ni p(Q) funksiya
kamayuvchidir. Demak, p'(0)<0.Ammo Q=0 bo‘lgandanarh p=p,
dan kamaya olmaydi, chunki bu holda mahsulotni sotishning ma’nosi yo‘q.
Ishlab chiqarilgan mahsulotning minimal hajmi QO uchun narh p, dan ortib
keta olmaydi, chunki bu holda mahsulot sotilmay goladi (3.7-chizma).

RA

0 o

3.6-chizma 3.7-chizma

3.2-§. Statistik o‘rta miqdorlar va iqtisodiy masalalarni
yechishning tengsifliklar usuli

Ko‘plab igtisodiy masalalar bir yoki ko‘p argumeritli funksiyalarning
ekstremal giymatlarini topishga keltiriladi. Albatta, bunday masalalarni
yechishning klassik usullari mavjud. Ularda differensial hisobdan foydalaniladi.
Bu holat ko*plab noqulayliklarga ega. XX asming 60-yillarida ekstremal
masalalarni yechishda qulaylik tug' diradigan “geometrik dasturlash” nomli
yo‘nalish yaratildi. Geometrik dasturlash usullari differensial hisobdan
foydalanmasdan, matematikada keng qo'llaniladigan ayrim tengsizliklar

43



yordamida ekstremal masalalarni yechishga asoslangan. Quyida biz
tengsizliklar hamda pozinomlar usulini bayon etamiz va iqtisodiyotga oid
masalalarni yechib ko‘rsatamiz. Avval tengsizliklar usuliga to‘xtalamiz.
Quyida ba’zi statistik o*rta migdorlar t2’rifini keltiramiz.

Faraz gilaylik, x,,x,,...,x, — musbat sonlar yoki biror sohada

aniqlangan va musbat giymatlar qabul qiladigan funksiyalar bo‘lsin. Quyida
4 ta o‘rta miqdorni yozamiz:

Hy= 1n 1
—

X x X,
r,= n,xl “Xye . X, —O'rta geometrik miqdor;

_htXt. 4,

— o‘rta garmonik miqdor;

A

n

— o’rta arifimetik migdor;
n

D

n

= F(xf X0+, x,f)'" o‘rta kvadratik miqdor,
n

Shu o‘rta migdorlar orasida ushbu
H, sI',<A4,<D, 3.1
tengsizliklar o‘rinli, unda tenglik ishorasi fagat x, = x, =...= x_ bo‘lgandagina
o‘rinli. Biz T, < 4, , ya’ni

1
1, Xpe e X, < ;(xl x4t X,) 3.2)

tengsizlikni ko‘ramiz. Ba’zi hollarda bu tengsizlikdan matematik
dasturlashning anchagina murakkab masalasini yechishda foydalanish
mumkin, Shu (3.2) tengsizlik yordamida ekstremal masalalarni yechishusuli
tengsizliklar usuli deb ataladi.

1kki holni alohida-alohida ko‘ramiz,

12 - hol. Faraz qilaylik, x, = x,(¢#)>0, %, =x,()>0,..x, =x,()>0,

Yte (a,b) va x, + %, +..+x, =a, a=const>0 bo'lsin, Bu holda (3.2)
a
tengsiziik ”J Xt X3t Xy S; ko*rinishni oladi, Quyidagi masalani ko*raylik: .
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X)Xyt X, > max,

X, +Xx,+..+%, =a, a=const, 33)
x>0, x,>0,.,x,>0.

Bu (3.3) masala chizigsiz dasturlashning shartlari tengliklar bilan berilgan
shartli maksimum masalasidir. Uni sodda hollarda chigarish usuli bilan,
umumiy holda esa, Lagranj ko‘paytuvchilari usuli bilan yechiladi. Bu usullar
differensial hisobdan foydalanadi va ko‘plab hisob-kitoblami talab etadi.
Ko‘rilayotgan holda, agar masala (3.3) ko rinishga keltirilgan bo‘lsa, uning
yechimini darhol yozish mumkin:

max(xl-xzo...'xn)=(%] ,
a G4

x] =x2=...=x“ =; .

Masalalar ko‘ramiz.

1-masala. To‘g‘ri to‘ritburchakning yarim perimeiri berilgan:
x; +x, = p. To*g‘ri to‘rtburchakning tomonlari x, va x, ganday bo‘lganda
uning yuzi eng katta bo‘ladi?

Yechish, Masala quyidagi

X, X, D> max,
x+tx,=p, p>0,
ko‘rinishda yoziladi. Unda » = 2, a = p. Masalaning yechimi (3.4) bo‘yicha

2
yoziladi: max(xl °x2)=('§') , ¥ =X =§.
2-masala, Ushbu f(x):ax(b—x)_.)m’ D<x< b} a> 0’ masala

yechilsin,
Yechish. Quyidagi almashtirishlami bajaramiz: x, = x, x, = b —x. Unda

x, + x, =b=const Yanax =x, tenglamani x ganisbatan yechamiz: x=5—
b

x, ¥=o- Demak, &aﬁf(x)=f(%)=

ab
a3
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3-masala. Tomoeni p bo‘lgan kvadrat shakiida buyum berilgan. Shu
buyumdan shunday usti ochiq to‘rtburchak!li parallelepiped yasash kerakki,
uning hajmi eng katta bo‘lsin.

Yechish. Kvadratning burchaklaridan tomoni x ga teng bo‘lgan
(ravshanki, 0 <x <p/2) kvadratchalar kesib olamiz va yon tomonidagi
shirixtangan qistini yuqoriga ko‘taramiz. Natijada parallelepiped hosil bo‘ladi

(3.8-a, b chizmalar). Uning hajmi ¥ (x)=x- (p-2x)°.

x V///// X 7 ,

NN
NN

p—2x
| W4 |+ % |
X X
3.8a-chizma 3.8b-chizma 3.9-chizma

Biz ushbu V(x) = x- (p — 2x)* ~» max, 0 <x < p/2 masalaga keldik.

Uni yechish uchun (3.3) ko‘rinishga keltirish kerak. V(x) funksiyani
quyidagicha yozamiz:

Vix)=x(p-2xXp-2x)= i4x- (P-2x}(p-2x)

Endi x, =4x, x,=x;=p~2x desak, x +x, + x; =2p bo'ladi.

Unda n=3 va 4x= p-2x dan x=p/6 kelib chiqadi. Shunday gqilib,
masalaning yechimini yozish mumkin:

3
max Vix)= V(_EJ:s_p_
ocxck 6 27

2-hol. Faraz  etaylik, x=x0)>0, x,=x,)>0,...,

X, =x,{1)>0, Vie(a,b) va x,+x,+..+x,=b, b=const >0
N - = n 1
bo‘lsin. Bunda (3.2) tengsizlik b S‘;(x; +X3+..+x,) ko‘rinishga
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keladi. Shuning uchun ml‘n(xl+x2+...+x,,)=n-% bo‘ladi, yana

Xy =x,=..=x, bo'lganda x, =%b,i=1.2, ., n ga cgamiz
Endi quyidagi masalani ko ‘raylik:;
xl 'xz '...'x” _>min »

X +x, +..+x,=b, b=const, 6.5)
5n>0x,>0,..,x,>0.

Ravshanki, (3.5) masala ham chiziqsiz dasturlashning shartlari tenghklar
bilan berilgan shartli minimum masalasidir. Ma’lumki, bunday masalani
yechish turli giyinchiliklar bjlan bog‘lig. Ammo ko‘rilayotgan holda (3.5)
masalaning yechimini osonlik bilan yozamiz:

min(x,-x,-...-x,)=n-4b, }

xl =x2 =|¢—=x” ;%-
4-masala. Yuzasi S bo‘lgan to‘g'ri to‘riburchak berilgan. Uning
tomonlan qanday bo‘lganda perimetri eng kichik bo‘ladi?
Yechish. Masala quyidagicha yoziladi:

(3.6)

X, +Xx, > min, }

X, -x; =8,

Masaia (3.5) ko rinishda bo‘lgani uchun vechimni darhol yozish mumkin:

min (x,+x,)=2J8, x=x-=1S.

S-masala. (Eng yaxshi konserva idishi hagidagi masala). Hajmi }
bo‘igan silindr shaklidagi konserva idishi berilgan. Silindr asosining radiusi
r vabalandligi # qanday bo‘lganda uning narxi eng arzon bo‘ladi?

Yechish. Silindrhajmi | = 5. 2, formula bilan hisoblanadi. Agar silindr-
ning to‘liq sirti eng kam bo‘lsa, uni yasash uchun ketadigan material ham eng
kam bo‘ladi va eng arzon bo‘ladi. Shu sababli masala quyidagicha qo“yiladi:

S=2r-r*4+2n-r-h>min, V=n-rh.

Masalaning qo‘yilishini soddalashtirish mumkin, Anigrog‘i, A=

n-r’

ni § gaqo‘ysak, masala ushbu
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8(ry=2n-r? 2, min, 0<r<+wo
r
VvV . .
ko*rinishga keladi. Endi S¢)ni S(r)=2x-#" ++= ko‘rinishda yozamiz.

V
Ushbu x, =2x- rl, Xy =X3= oy belgilashlar kiritamiz. Unda

¥
»
tenglamani yechamiz: ry = 3,}-V/21¢ . Nihoyat, oxirgi masalaning yechimini

yozamiz:

vV
=2%-V? bo‘ladi. So‘ngra 271 ==

_ 2
X0 Xy Xy =28 ¥ ,

=

min(2ﬂ:- r2+£}= W y? , h=3 i
r 2n

v
Ravshanki, fo=—=5=2%.
nr

Xulosa. Berilgan V' hajmli konserva tdishi eng arzon bo‘lishi uchun
V
uning o*q kesimi kvadrat bo*lishi kerak, ya'ni hy =2r,, % =31’-2—£ )

3.3-§. Igqtisodiy masalalarni yechishning pozinomlar usuli

Pozinomlar maxsus xossalarga ega bo‘igan funksiyalarning muayyan
sinfidan iborat.

3. 3~+a’rif. Ushbu

f{x)=cx®, ¢>0, aeR, x>0 3.7

ko‘rinishdagi har bir funksiya bir o* zgaruvchili bir hadli pozinom deyiladi.

Ixtiyoriy musbat haqiqiy son s bunga misol bo‘ta oladi, chunki s = 5 x°;
iqtisodiyotda uchraydigan Kobb-Duglasning ishlab chigarish funksiyasi uchun
o‘rtacha mehnat unumdorligi f(k)=qa,k® bir o‘zgaruvchili bir hadii
pozinomdir. Unda a,> 0, d<a <1, &> 0— qurofianganlik (3.10a, 3.105,
3.10¢-chizmalar).
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Ay=f& A y=J&) AY
y=c>0
0<a<l a>1 c
0 “kE 0 “x O J)x
3.10a-chizma 3.105-chizina 3.10c-chizma

32-twa’rif Ushbu
F)=x™ +0x™ +_ +¢,x™, ¢,>0, a,eR, i=1n, x>0 (3.8)
ko ‘rinishdagi har bir fimksiva bir o zgaruvchili n hadli pozinom deyiladi.

Masalan, | 4+ x*rF 4 xosP — uch hadli, ax+£, a>0,5>0 - ikki
x

x+di Ly +L — (n+1) hadli bir o*zgaruvchili
X

X X

hadli,

nin-1)
2

pozinomlar.

Pozinomlaming ba’zi muhim xossalarini keltiramiz:

1°. Chekli sondagi ixtiyorty pozinomlar yig‘indisi vana pozinom bo‘ladi.

2°. Chekli sondagi ixtiyoriy pozinomlar ko‘paytmasi yana pozinom
bo‘ladi.

3° Ixtiyoriy hadli pozinomning bir hadli pozinomga nisbati yana pozinom
bo‘ladi.

Natijalar

1. Ixtiyoriy pozinomning kvadrati va ixtiyorty natural darajasi yana
pozinom bo‘ladi.

2, Ixtiyoriy pozinomning musbat haqiqiy songa ko paytmasi (bo‘linmasi)
yana pozinom bo‘ladi.

3.3+a’rif. Agar (3.8) pozinom uchun ushbu

Cioy +0,0, +.. 0, =0 (3.9)
sonli tenglik o ‘rinli bo ‘Isa, (3.8) regular pozinom deyilad.
Regular pozinomlar iqtisodiy masalalarni yechishda muhim ahamiyatga
ega. Regular pozinomiarga misollar keltiramiz:
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S(x}=¢, c=const >0 ;f(x)=x+;1r-; f(x)=.J;+_2Lx.;

) nh+) 1 1 1
F)=x+x70B 4 yoeos’8; f(x)= 2 Syttt

3.1-teorema. Agar (3.8) pozinom regular bo'lsa, unda shu pozinom
o ‘zining eng kichik qiymatiga x = 1 bo'lganda erishadi, ya'ni

pf=fM=c¢ +ecy+..%c, ,
bunda p f belgi pozinomiaming eng kichik giymatini anglatadi.

1 1Y.3 ¢
Masalan, u(x+;}=2’ B (J;+ -2:]= 5 » X + I_smzﬁ + x—coszﬁ)-__ 3.

(n(n+l) 1 1 1 ) n(n+l)
W ———Lx+t=+. 4 |1 n
2 x x* x" 2 ’

3.1-teoremaga ko‘ra regular pozinomning eng kichik giymatini topish
uchun uning giymatini x= 1 bo‘lganda hisoblash kerak. Bundan x =1
nuqta regular pozinom uchun statsionar nuqta ekani kelib chiqadi, ya’'ni
F()=0 tenglik bajariladi. Agar go*yilgan masalani hosila usuli bilan
yechmoqchi bo‘lsak, statsionar nugtalami topish uchun ushbu:

o™+ o, L x ™ =0
yoki, baribir;

06 x™ +00,0,x" + 4o, x™ =
tenglamani yechishga to*g'ri keladi. Ammo bu tenglamani yechish
n(n+! 1
_(.-_lx.’-_

katta qiyinchiliklar bilan bog‘langan, Masalan, f(x)= P

1 1 nin+l
+x—2+---+;; pozinom regular va uf=f(l)=—(-2—l+ﬂ. Shu funk-

siyaning hosilasini topamiz:




nin+tl) 1 2 n-1 n

2 2 ¥ 7 x x
ko‘rinishda bo‘lib,u (7 + 1 ) —darajali algebraik tenglamadan iborat. Uni
yechish mushkul ish. Ammo x =1 giymat shu tenglamani qanoatlantiradi.
Haqgiqatan ham,

Endi f'(x)=0 tenglama

_ n(n+1)_n(n+l)_0
2 2 ’

Agar (3.8) pozinom noregular bo‘lsa, ya’ni (3.9) sonli tenglik baja-
rilmasa, unda ba’z hollarda (3.8) pozinom o‘zgaruvchini almashitrish
yordamida yangi o‘zgaruvchi bo‘yicha regular pozinomga keltirilishi
munikin,

n—(%+—l)—l—2—...-(n—l)-n

3.2-teorema. Agar (3.8) pozinom noregular bo'lib, a, va O ;
i # j, sonlarning kamida bitta jufiligi uchun @ ;- ; <0 ftengsizlik o rinki

bo'lsa, unda x=x,y almashtirish yordamida (3.8) pozinom yangi y
o ‘zgaruvchiga nisbatan regular pozinomga keltirilishi mumkin, bunda x,
ushbu
4,6, x™ +01,0,X% +. +at,0,x* =0 (3.10)
tenglamaning musbat yechimi.
Ishot. Soddalik uchun teoremani » =2 bo‘lganda isbotlaymiz. (3.8)
pozinom n=2da f(x}=c,x™ +¢,x™, g, +c,a, #0 ko‘rinishga ega

bo‘ladi. (3.10) tenglama esa a,¢,x™ +a,c,x*2 =0 ko‘rinishda yoziladi.
Uning yechimi
1

xo=[—ﬁl°‘—'J“ﬂ‘ >0, G.11)
Gd,

Endi x = x,y almashtirish bajaramiz:
J@) = fxop) = L) = axg y*™ +epxg?y™ =

oo
_ a o 1% o
.._xu|(c yo.] L e.x®2 alyu.;)_xol T e R A 3 2
0 1 270 Oy,
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o o))
2

Hosil bo‘lgan ifoda ¥ ga nisbatan regular pozinom, hagiqatan, avvalo
_69
>0, chunki o, o, <0, qolaversa,
2

S +(_c]al /az)'az =ga, —aa, =0.
Teorema isbot bo‘ldi.

3.1-teoremaning natijasi. p 1 = f(x,), p fo = ()= f{x,).
Misollar ko‘ramiz.

1-misol. f(x)= ax+-b— — min.
X

Yechish. Ravshanki, g¢-1+56-(-D)=a-&. Agar a-b=0 bo‘lsa,
S(x) regular bo'ladi va p =24, Agar g-b#0 bo'lsa, a, =1,
o, =-1 va a,-a,=-1<0 bo‘lgani uchun pozinomni regular ko‘ri-

nishga keltirish mumkin, x ni topish uchun tegishli tenglamani yozamiz:

. b
a'.l'x+b-(_-l)-l=0 yoki a-x~—=0,
x x

Bu tenglamaning musbat yechimi x,=,b/a. Ushbu x=\bfa.y
almashtirish bajaramiz..

JAGE GJ—-J’+T/=7—J—J’+—J:—J_[J’+ J

Oxirgi funksiya regular pozinomdir. Shuning uchun p £, = fi(l)=
=2-Jab . Ikkinchi tomondan,

wf=fe=a 94 P 2dab
o

2-misol. f(x)=x’ +2x+§-+-2—}y-2- —» min, N>0,
x X
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Yechish. Ravshanki, 1- 2+ 21+ N- (~1)- L+ -‘;—' (-2)- -12-=o :
X X

Ko‘rinadiki, berilgan pozinom N=2 bo‘lganda regularva p =6

bo‘ladi. Endi N # 2 bo‘lsin. Unda x, ni topish uchun tegishli tenglamani
yozamiz:

1-2-x2+2-1—x+N—(—1)-l+£-(—2).i2=o
x 2 x
yoki 2-x2+2-x+£-£2=0-
x X

N
Bu tenglamani (x+l)-(2-x -x_2}= 0 ko‘rinishda yozish mumkin.

Uning musbat yechimi x,=3/N/2 bo‘ladi. Endi x=x,p almashtirish
bajaramiz:

f(x)=f(xo—y)=@yz+m-y+2°d(—gi—+g}l?.

Hosil bo*lgan pozinomning regularligini tekshirish qiyin emas. Demak,

2
M f=f(xo)=ﬁ(l)=3-[3]‘[%!—J +@]

Endi pozinomlar bilan bog*langan iqtisodiy masalalarni ko‘ramiz.
I-misol. x- y=5, x+ y—min,x>0,y>0 (sh bobning 3.2-§ ga
qarang).

S
Yechish. y=% , [ (x):x-l-; . Bu pozinom S = 1 bo‘lganda regu-
lar va min f(x)= f(1)=2.Agar S#1 bo'lsa, x,=+/S va x=4S-y
almashtirish ﬂ(y):JE-(y-[-l/y) ga olib keladi. Shu sababli
Wf=fWS)=fWm=25.
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2-misol, S(r)=2x-r’+2-V/r->min, r>0. (3.2-§ ga qarang). |
Yechish. Agar V=2n bo‘lsa, S{r) regular bo‘ladi va
uS=S)=6n . Agar V+#2n bo‘lsa, S(r) noregular va a;=2,

o,=-1, va o, -0, =~2<0.Demak, pozinomnt regular ko‘rinishga

keltirishmumkin. =7, - y dar ni 4n- 7% ~ 2.V _ 0 tenglamadan topamiz:
r

t,=3V/2n .Endi r=ryy almashtirish bajarsak, ushbu

S0)=50p3)=Suy) =22 y? + i6n? L
y

regular pozinomga kelamiz. Uning regularligi

Yanv2 2416702 (-1)=2-Y20v 2 ~2. 2202 =0

sonli tenglikdan kelib chigadi. Shunday qilib,
W S=80)=S.0)=3-Y2xV2, », =i

Biz yuqorida bir o‘zgaruvchili pozinom!arga to‘xtaidik.
3.4 -tr’rif. Ushbu

o n=cx*y?, ¢>0, ae R, BeR, x>0, y>90

ko‘rinishdagi funksiya bir hadli ikki o‘zgaruvchili pozinom deyiladi.
Masalan, 2xy?, x7'y, x®y"* lar ikki o‘zgaruvchili pozinomdir.
Iqtisodiyotda muhim ahamiyatga ega bo‘ladigan Kobb-Duglas ishlab chiqarish
funksiyasi F(L,K)=a,K*L"™,a,>0, 0<a <], K> 0, L> 0, ko'rinishda
yoziladi, unda K ~ asosiy fondlar hajmini, L — mehnat resurslari hajmini,
F(L, K) esaishlab chiqarilgan mahsutot migdorini anglatadi. Shu F(Z, X)
birhadliikki L va X o‘zgaruvchili pozinomdir.
3.5—ta’rif. Ushbu
SO, X X,)=cx' x5 .x5%, >0, a,eR, x>0, i=l. .~
ko‘rinishdagi funksiya bir hadli » o*zgaruvchili pozinom deyiladi
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3-bobga oid masalalar
I. Quyidagi ekstremal masalalar tengsiziiklar usuli bilan yechilsin
(n=1,2,..0

AL f(x)=-3l'x3(4—nx)->max, 0<x<d,
n

2. f(x)=nxVn-x* >max, 0<x<n-
3. f@)=xVYn-x -+ max, O<x<n.

4. f(x)=x(n-x)>max, 0<x<¥n.
5. fx)=x>vn-x’ >max, O0<x<¥n.

6. f(x)=xm-Yx)yomax. 0<x<n’

x 3n
=—y
B. 1. J(x) S

—min, x>0,
2. f(x)znxz-l-i—)min, x>0,
nx

3. f(x):n-x+%-—>min, x>0
X

1

n-¥x

3 f(x)-.—%/;+§—>mm, x>0

4. f=nx+

->min, x>0

'n
il

II. Quyidagi pozinomlar regutarlikka tekshirilsin va minimal giymati
topilsin (n=1,2, ...):

6. f®=n¥x+

- min, x>0

1. f(x)zax+£, a>0, b>0_
x
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5

s

bolsa, @@, ) =5
so'm

sababli argumentning bir protsent (foiz) o‘zgarishiga qarab funksiyaning
o‘zgarishini aniqlaydigan o*ichov bitliklariga bog‘liq bo‘imaydigan rushuncha
kiritish zaruriyati tug‘iladi. Bunday tushunchani kiritish uchun nisbiy
o‘zgarishlarni aniglaydigan migdortarni keltiramiz:

Ay

_y_ —erksiz o°zgaruvchining (funksiyaning) nisbiy o‘zgarishi;

bo‘ladi. Bu sonlar o‘zaro teng emas. Shu

Ax

P erkli o‘zgaruvchining {argumentning} nisbiy o*zgarishi;

4.1 —ta’rif. Bir o‘zgaruvchili funksiya elastikligi deb erksiz va erkli
o ‘zgaruvchilar nishiy o'zgarishlari nisbatining Ax nolga intilgandagi
limitiga aytiladi va E (y) kabi belgilanadi:

E()=lim [ 222 ) i [ AL XX gy B
* A0l oy x Ax=0| Ax ¥y y '

. A
Agar Jxlg}] Ef mavjud bo‘lsa, unda E (y) uchun formula quyidagi

x: din
ko'rinishda yoziladi: £x(»)= xy _diny

y dhax’
O'rta giymatlar ta’rifidan foydalanib, elastiklik formulasint ushbu
x-f(x)_M[f
E(y)= =
: ftx) Af

ko‘rinishda yozish mumkin. Bunda M/~ f funksiyaning x nuqtadagi
marjinal giymati, 4 f — f funksiyaning x nugtadagi o‘rta giymati.

Ikki va ko*p argumentli funksiyalarning muayyan argumenti bo‘yicha
elastikligi ham yuqoridagi kabi kiritiladi.

4.2 —ta’rif. Ushbu z= f{(x),x,,...,x,) funksiyaning x argumenti

bo ‘yicha elastikligi deb
_ . | Az AX
E,,.(Z)—A:l_'ﬂm[ z X ]

limitga aytiladi.
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Ta’rifga ko'ra: E, (z)_-ai--x—, i=1,2,..,1.
dx, =z

z=f(x,¥y) bo‘lgan holda elastiklik uchun

dz x
Ex(Z)za_x.; va E?(z)=§"j?'l
’ ¥4

formulaga egamiz.
Ko*p argumentli funksiyalar uchun ishlab chiqarish elastikligi deb bamha
argumentlar bo'yicha elastikliklar yig‘indisiga aytiladi va

3z x;
x,,xz, ,x”(z) z . E(x,y)(z :-——._.I___,_.

1 (z)l>1 , ( |E(,,,,)(2 >1 )tengsizlik bajarilsa, ishlab

A

Agar
chiqarish elastik deyiladi.

Endi bir argumentli funksiya elastikligining geometrik ma’nosiga
to*xtalamiz. Ravshanki, y = f(x) funksiya differensiallanuvchi deb garaladi.
Ta’kid!ab o*tamizki, iqtisodiy ma’nosi bo‘yicha y = f( x ) funksiya grafigi
birinchi chorakda joylashgan va har bir nuqtasida urinma mavjud. Bu vrinma
koordinata o‘qlari bilan albatta kesishadi. Quyidagi 4.1-4.6-chizmalarda
urinmalarning mumkin bo‘lgan holatlari keltirilgan.

4 4-chizma 4.5-chizma 4.6-chizma
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Shu 6 holning har biri uchun elastiklik formulasini keltiramiz, uiar
elastiklikning geometrik ma’nosini anglatadi.

CB CB
E I v D. E I i 0-
1. E.(») CA<_ ; 2, E.(») CA< ;
CB CB
E = — 1' E — 1.
3. E, () CA<, 4. E.(») CA>,
CB CB
E.(V)===>1. E ()=="—<1
5. E.(y) il 6. E£.(») il

Elastiklik uchun keitirilgan formulalardan ko‘rinadiki, elastiklik y = f{(x)
funksiya grafigiga C (x, y), x> 0, y > 0 nuqtada o‘tkazilgan urinmaning
urinish nuqtasidan ordinata o‘gigacha bo*lgan masofaning shu nuqtadan
abssissa 0‘gi bilan kesishish nuqtasigacha bo‘lgan masofaga nisbatiga teng
bo‘lib, ishora urinma burchak koeffitsiyenti ishorasi bilan aniglanadi. Masa-
lan, | holda ishora ¢g (180° —a)=1ga <0 ga ko‘ra manfiy bo‘ladi. 2
holda ham ishora manfiy. Qolgan 3-6 hollarda esa ishora musbat ekanini
payqash giyin emas.

Agar 1-2-hollarda CB = CA4 bo'lsa, E,(y) =1 bo‘ladi. Qolgan hollarda

CB# CA . Ammo CB = CA4 hol urinma koordinata boshidan o‘tgandagina
mumkin. Bunda E (3)=1 bo‘ladi. 1-2-hollarda urinma koordinata boshidan
o‘tadigan hol ro‘y bermaydi.

. CB L :
Endi 1-holda E.(y)= oxs 0 formula elastiklikni anglatishini isbot

qilamiz. 4DC uchburchakdan f(x)={g(180°-&)=~tga, ya'ni

CD _ f(x)
= f o0 =—=5=t 3
tg & =—f'(x). Shu uchburchakdan g TR Shuning uchun
- _JSx) ; AD=—M . .
F(x) <D YoKi f(x) ifodaga egamiz. CBE va

ACD uchburchaklar o*xshashligidan

CB_CE CB :(_f(x)]= xfx__

Ca 4D YoM 4T @)
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CB
Bundan E.(¥)= 4 formula ketib chigadi.

Elastiklik uchun 2-6-formulalar ham shunga o‘xshash isbotlanadi.
Shu formulalardan yana uchinchisini isbot qilamiz. 4.3-chizmaga

CD _ f{x) CB_ 0D «x .
L t e T —— T — T ——
ko'ra g AD 4D '® CcA 4D 4D munosabatlar kelib

()
chigadi. Avvalo ravshanki, tg a = f'(x) . Shuning uchun AD =}%§ va
CB_. . SO _xfx)_
C4 ) f&)

4.3~ta’rif. Elastiklikning absolut migdori IEx{y)I elastiklik
koeffitsiventi deyiladi.

E,(») kelib chiqadi.

4.4-ta’rif. Agar biror iqtisodiy ko ‘rsatkich uchun elastiklik
koeffitsiventi birdan katta bo ‘lsa, tegishli ko ‘rsatkichning o ‘zgarishi
elastik deyiladi.

4.2-§. Elastiklik xossalari va elementar funksiyalarning
elastikligi

Elastiklik quyidagi xossalarga ega:

1°. Elastiklik o°lchovsiz migdor, uning qiymati x va y lar o‘ichov
birligiga bog ‘liq emas, ya’'ni

E, ) =E.(y)

Isbot.

dindy 1 1 x dy
E (b =.__._=_..b.dy:_...a.dx=———=E
«(8Y) dlnax by ax y dx ,(J’)'

2*, Q‘zaro teskani funksiyalaming elastikliklari ham o‘zaro teskari
bo‘ladi, ya'ni

Ex(y)=Ey(x) .
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sbot, Ey=2x. 1 1

Masalan, narx bo ‘yiéha talab elastikligi talab bo‘yicha narx elastikligi

bilan o*zaro teskani migdorlar, ya'ni £,{Q) = [EQ ( p)]*I

3*, Bir xil argument x ga bog‘liq ikki funksiva ko‘paytmasining
elastikligi shu funksiyalar elastikliklari vig ‘indisiga teng, ya’ni

E (uv)y=FE (u)+E(v).
Isbot.
E.(uv)= (uv) - x (uv+uv')x u'x H_E (W) +E, ).
uv uv

Bu xossa ko‘paytma logarifmi xossasiga o xshash.

4°, Bir xil argument x ga bog‘liq tkki #(x) va v(x), v(x)#0,
funks:ya nisbati elastikligi shu funkslyalar elastikliklan ayirmasiga teng,
ya'ni

E[%) =E,@-E0).
Isbot.

L

u
—— -x
Ex(y']:——(v =L 45 Y gy L)
v u u v u v
v

5%, Ikki funksiya vig indisi (ayirmasi) ning elastikligi quyidagi formula
yordamida hisoblanadi:
uE, (W) £VE, (v)

utv

Endi elementar funksiyalaming elastikligi uchun formulalarni
keltiramiz:

. y=C, C=const#0; E (C)=0.

2. y=x, E.(x)=1.

E(utv)= #v.

¥
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3. y=xa9 Ex(xu)=a‘
4. y=ag*, E(a’)=xIna; E, (e")=x.
5. y=sinx, E (sinx)=xctgx.

6. y=cosx, E, (cosx)=-xtgx.

Ushbu tg x, ctg x, Inx, arcsin x, arccos x, arctg x, arcctg x funk-
siyalarning elastikligi formulalarini ham chiqarish mumkin.

Endi 1°-5° xossalar bo‘yicha elastiklikni hisoblashga doir misollar
ko‘ramiz:

L f()=2", E,(0)=2-(B,()+E(e))=2-G+2)

X

2. f(x)=-3-;, E.()=E.3)-E,(x*)=xIn3-2,
X

sin2x
COs5X

3. f(x)= » E(¥)=E (sin2x)- E, (cosx)=2xctg2x — xtgx,
Jc“EJlt (x)+e>E, (€*) - 4x* +2xe™*
xt+e® . x'+e
Chizigli funksiyaning elastikligiga alohida to‘xtab o‘tamiz. Ravshanki,
agar y = ax+ b bo'lsa, uning elastikligi ushbu

4. fG)=x'+e*, EO)=

E, (ax+b)=~—2—
ax+b

formula yordamida hisoblanadi.
a <0 bo*lganda (narh bo‘yicha talab funksiyasi uchun), uch hol yuz
beradi:

1. b#0, x=0 bo‘lganda £, (y)=0.

ax

b
=_l X = —— [ =
+h , agar bo‘isa, Buholda E, (y)=1.

2a

b
3. x=—— bo'lganda E,(y)=— bo'ladi.
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Shunday qilib, 2 < 0 bo‘lganda chizigli funksiyaning elastikligi uchan
quyidagi hollar ro‘y berishi mumkin (4.7 chizma) '

09 x=0;
-I(Ex(y)<—l: 0<x<:'££’"‘; a<0;
a
Ex(y)= b )
E.(y)=-1, ——xg——
() o -
_l’ x=_‘-§-‘.
2a
?Ex(y)=0
b 4
B E{y)=-1
2 :
E Ex(y)‘:-“w
0 _,._é_l _i >
2a a
4.7-chizma

Yuqoridagi mulohazalardan @ < 0 bo‘lganda elastiklik chiziqli fanksiya
grafigining og ‘ishiga (burchak koeffitsiyentiga) bog ‘lig bo‘lib qolmasdan,
elastiklik ganday nugtada hisoblanayotganiga ham bog‘lig.

4.3-§. Elastiklik intervali va uning bozor iqtisodiyotiga bog‘ligligi

Ta’nif bo‘yicha elastiklik koeffitsiyenti IEx (y)] musbat vax gabog‘liq.

Agar [E, ()] >1 tengsizlik bajarilsa, jarayon elastik bo‘lishini aytib o‘tgan
edik. Shu tengsizlik yechimi biror intervaldan iborat bolib, uni elastikiik
intervali deyiladi.

Elastiklik intervalini topishga doir misoliar ko‘ramiz.

I-misol. y=-2x+4 (talab funksiyasi, x — narx, x> 0). Unda
a=-2<0, b=4. Endi -2x+4>0 dan x <2 kelib chiqadi.
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—2% . Ushbu

; >1 tengsizlikni yechamiz. x <2
—2x+4

E.(n=

l -2x
—-2x+4

-2x
-2x+4
Shunday gilib, 1 <x < 2 berilgan chiziqli talab funkstyasi uchun elastiklik
intervali bo'ladi (4.8-chizma).

YA yn
4

bo*[gani uchun >1 yoki 4x>4, ya’'ni x> 1 kelib chigadi.

4.8-chizma 4,9-chizma

[ 0 0<x<x,,

2-misol. y={ ,
ll Jx—x,, x=20

1
Bu taklif funksiyasi bo‘lib, x # x, da y=— x> x,. Shuning uchun

x_xﬂ
l-x x
E. (y)= =
Y 2x—xy ofx—%y 2:(x—xg)
Endi elastiklik intervalini
_'.r_..__>1
2:(x-xy)

tengsizlikdan topamiz. Undan x> 2(x~x) va x <2ux, kelib chigadi.
Shunday qilib, berilgan chizigsiz taklif funksiyasi uchun x, <x<2x,
elastiklik intervali bo*ladi.

Fslatma. Elastiklik intervali hagidagi mulohazalardan kelib chigadiki,
mahsulotlarni narxi elastiklik intervalini qanoatlantiradigan bozorlarga olib
borish lozim. Har bir bozorga olib boriladigan mahsulotlar tagsimoti daromad
maksimal bo*ladigan qilib amalga oshiriladi.
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4-bobga oid masalalar
A. Quyidagi talab va taklif funksiyalari uchun elastiklik va efastiklik
intervali topiisin (mahsulot narhi x — musbat);

x
L oy=2vx-3, x23. 2 }'=-"3-+11_ 3. y=-x+12.
X 2
4. )’:"'2""15 5. y=ax-1, xz=1. 6. y=x +1.
R
7.y=—x2+l. 8. y=-§-+3 9. y=—-3x+15.
x3 3
10. y=——3—+1. 1. y=245+3. 12, y=-3x+4.
B. Quyidagi funksiyalarning elastikligi hisoblansin:
i. y=arcigx, 2. y=cos(inx) 3, y=arccos x
4. y=xe™. 5. y=x’e" 6. y=x"sinx.
a a cosX
7. ¥y=—. 8 y=—¢ 9.y= .
x x x
10 :V=I"2J'c 11 y-ax+b 12 +3e*
. . . P - ¥y=2x+3e

V. 4.2; 4.4 +4.6 chizmalardagi hollar uchun elastiklikning geometrik
ma’nesi isbotlansin.

4-bobga oid nazorat savellari

1. Bir argumentli funksiya elastikligi ta’rifini bering.

2. Ikki va ko'p argumentli funksiya elastikligi ta’rifini bering.

3. Bir argumentli funksiya elastiklik koeffitsiyenti nima?

4. Ikki argumentli funksiya uchun ishlab chiqarish elastikligi nima?

5. Elastiklikning geometrik ma’nosini (6 ta holni) aytib bering.

6. Funksiya elastikligi xossalarini aytib bering,

7, Elastiklik intervali nima?

Chizigli, chizigsiz talab va taklif funksiyalarining elastikligi ganday
hisoblanadi?
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5-bob. ISHLAB CHIQARISH FUNKSIYALARI (ICHF) VA
ULARNING IQTISODIY JARAYONLARNI O‘RGANISHDA
TUTGAN O‘RNI

Iqtisodiy jarayonlami ICHF yordamida tadqiqot gilish XX asrning birinchi
yarmida amerikalik olimlar K.Kobb va P.Duglas tomonidan boshlangan.
[ lardan birinchisi matematik, ikkinchisi esa iqtisodchi bo‘lgan. Ular birgalikda
ilmiy-tadqigot ishlari olib borishgan. Jumladan, AQSH uchun 1900-1922-
yillarga oid makroiqtisodiy statistik ma’fumotiarni sinchkovlik bilan
o‘rganishgan. Ma’lumki, ishlab chiqarish faoliyatini makroiqtisodiy
ko*rsatkichlarning o‘zgarishi belgilaydi. Ishlab chiqarilgan mahsulot haj-
mi (milliy daromad hajmi) ¥, asosiy kapital (asosiy fondlar) hajmi X va
sarflangan mehnat (mehnat resurslari} hajmi asosiy makroigtisodiy ko‘r-
satkichlardir. K Kobb va PDuglaslar shu ko‘rsatkichlar orasidagi bog*lanishni
iloji boricha aniq ifodalab beradigan funksiyalaming parametrik sinfini topish
masalasini qo‘yishgan, Matematik K.Kobb bunday funksiyalar sinfini ushbu

Y=g, K*IP
ko‘rinishda izlashni tavsiya etgan va avvaldan a,, a, B parametriarga
quyidagi
a, >0, az0, P20, a+p=1 3.1

shartlarni qo‘ygan. Ular parametrlarning statistik ma’lumotlarga mos qiymat-
larini eng kichik kvadratlar usuli bilan izlashgan. Ko*rilayotgan holda ushbu
1922

D(ay,o.p)= ) (In¥y-Ing,-alnk,~BIn Ly - min (52)
1=1890

masala qo‘yilgan. Bu (5.2) masala chizigsiz dasturlashning shartsiz
minimum masalasidir. Aniqrog‘i, (5.1) shartlarni qanoatlantiradigan

ag, o va B tar ichidan ®(a,,0,B) funksiyaga eng kichik qiymat
beradigan{a,, o, ﬁ)uchlikni topish lozim bo‘ladi, Hisoblashlar natijasida
quyidagi a,,c, B lartopildi: '
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a, =101; a=025; $=0,75.
Endi izlangan fiunksiyani uzil-kesil yozish mumkin:

Y =101-K%% . [ (5.3)

Keyinrog bu funksiyava ¥ = g, K *IP ko'rinishdagi funksiyalar Kobb- '
Duglas funksiyasi nomini oldi.

Tadgiqot natijalari 1928-yilda “Ishlab chiqarish nazariyasi” nomli maqo-
lada chop etildi (4 theory of production. ~ “American Economic Review”,
v.18 Nel, 1928), (5.3) funksiya esa Kobb-Duglas ICHF deb ataladigan
boldi. Shundan keyin ICHF nazartyasi keng ko‘Jamdarivolanib ketds, ICHF ning
CES {Solou va boshqalar), Leontev, Sato kabi yangi turlari paydo bo‘ldi.

5.1-§. Bir va ko‘p o‘zgaruvchili ICHF hagida. Eyler teoremalari

Matematikada

y=5x) (5.4
ko‘rinishda yoziladigan bir argumentli (bir o‘zgaruvchili) funksiya tushun-
chasi ma’lum. Unda x — erkli o‘zgaravchi, y esa — erksiz o*zgaruvchi.

51 —ta'rif Agar (5.4) da erkli o zgaruvchi x sarf gilinadigan yoki
Jovdalamiladigan resurs ( ishlab chiqarish faktors ) hajmi givmatini, erksiz
o zgaruvchi 'y esa, ishlab chigariladigan mahsulot hajmi givimatini anglaisa,
unda (5.4) bir o 2garuvchili ishlab chigarish finksivasi (JChF) deyiladi.
Iqtisodiy ma’nosi bo‘yicha x>0, y >0 va(5.4) funksiyaning grafigi
birinchi chorakda joylashgan bo‘ladi. f belgi igtisodiy sistemaning resursni
mahsulotga aylantiradigan xarakteristikasidan iborat, Makroigtisodiyotda y
maksimal ishlab chiqarilgan mahsulot hajmi deb gabul gilingan. Ammo

- makroiqtisodivotda parametrlardan foydalanish evaziga bu migdor yana

ko‘proq bo‘lishi mumkin. Bunday holda y = f(x,a) deb yoziladi, ICHF
parametrlari vektori @ deb belgilangan. Masalan, y=ax® funksiyani

olaylik, unda x ~ sarf gilinadigan resurs miqdori, y= f{x) - ishlab
chiqariladigan mahsuiot hajmi, a va o — ICHF parametrlari,
a >0, 0 <o <1. Shu funksiya grafigi botig vakoordinata boshidan chiqadi

hamda birinchi chorakda joylashgan. Shu bilan birga, funksiya monoton
o‘suvchi va quyidagi shartlami ganoatlantirads:
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WH=0, y=ax®*>0, y'=a-a-x*">0, y'=a afe-1)x*7*<0,

. . a0 . Loat

Y = e ey Y=t
Ikkinchi hosilaning manfiyligi x ning ortishi bilan y ning kamayishini
anglatadi. Bu holat iqtisodiy nazariyada kamayuvchi samaradorlik gonuni

deyiladi.
Bir o*zgaruvchili ICHF ichida ushbu
FO=0; Ff(x)>0; £ (¥)>0; f(x)<0; Yx>0 (55
shartlarni qanoatlantiradiganlari ham uchraydi. (5.4) shartlarni ganoat-
lantiradigan ICHF bir o*zgaruvchili klassik ICHF deyiladi. Agar ICHF

(5.5) dan tashqari f(Ax)=Af(x), A >0 shartni ham bajara olsa, u reo-
klassik deyiladi. Masalan, f(x)= ax,a> 0-neoklassik ICHF. Agar f(x)

funksiya uchun f(hx)=22f(x) ayniyat bajarilsa, f(x) funksiya bir
o‘zgaruvchili unuimiashgan ICHF deyiladi.

Makroiqtisodiy darajada sarf va ishlab chigarilgan mahsulotlar ularning
baholari bilan o‘lchanadi. Aniqrog‘i, sarf qilinadigan {yoki sarf qilingan)
resurslar va ishlab chigarilgan mahsulotlar ularning hajmini mos narxlariga
ko‘paytmasi orqali o‘lchanadi. Bir o*zgaruvchili ICHF bir faktorli ICHF
deb ham yuritiladi.

Makroiqtisodiy sistemada, matematikada ikki yoki ko‘p o‘zgaruvchili
y=f(x,x;), y=f(x,%5,..,x,) funksiyalarga o‘xshash, ikki va ko‘p
faktorli IChF lardan tez-tez foydalaniladi.

5.2 —ta’rif. Agar ushbu

y= L0, X0 ,0,%,) (5.6)
formulada x,,x,,...x, o‘zgaruvchilar sarf qilinadigan (yoki
Joydalemadigan) resurslar hajmi giymatini (o ‘zgaruvchilar soni resursiar
soniga teng) , erksiz o’zgaruvchi y — ishlab chiqavilgan mahsulot migdori
bo lib, (5.6) funksivaning giymati ma‘nosini anglatsa, shu (5.6) finksiya
ko'p argumentli ( 0 zgaruvchili ) ICHF deyiladi.

(5.6) funksiya yana »n ~ resursli yoki n — faktorli (umuman, ko‘p "
faktorli) deb ham ataladi. Iqtisodiy ma’nosi boyicha x,,x,,...,x, 0‘zga-
ruvchilar nomanfiy. Shuning uchun ushbu
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R =§(x,x,,...,%,): 4,20, x,20, ..., x,20}
to*plam ko‘p faktorli ICHF ung aniglanish sohasi bo‘ladi. Agar x,,x,,...,X, |

koordinatali vektornix deb belgilasak, R} to‘plam » o‘lchovli R " fazoning

barcha nomanfiy vektorlari to‘plamidan iborat.
8.3 —ta’rif. (5.6) fumksiya quyidagi shartlarni ganoatlantirsin:

1°. (5.6) funksiya R sohada aniglangan, uzluksiz va birinchi hamda
ikkinchi tartibli uzluksiz xususiy hosilalarga ega.

2’0' f(x]:er"sxj lsosx;-l-]) ] n) O ’—12: ’n f(003 30) 0

3% (A, Axy,, Ax, ) e A (X, X,5,.0%,) 5 VxeRT;, A>0.

9f() o 8L . _,@w(m:.o)-mm
ox, | ox, ox, ~ T\ ex T )T

"

40,

AL azf(x) Bf®) o, /)
» 6x,2 <0; <0; ...; ox2 66 >0;i#j,VxeR]
Shu shartlarni qanoariantirad:gan (5.6) funksrya n o’‘zgaruvchili
neoklassik ICHF deyiladi.
3% shartning ma’nosiga alohida to‘xtalamiz. Shu 3° shartni qano-
atlantiradigan funksiyalar » o‘zgaruvchili chiziqli - bir jinsli deb ataladi.
Quyida shunday funksiyalarga misollar keltiramiz:

L fG k) =Sk, k>0, i=12.n
i=1

2. f(x),%5,00%,) = a,,l_[x, s 8, >0 o, >0,i=12,.. ,n,ia,-l

i=]

ax +axyt +. +a,x 3"

box +b, x5 +...+b x5
a, #b,, >0, i=12 . n (kamida bitta 7 uchun).

3. S(x,xy,.,x,)= , 4>0; b >0

4 f(x]:vxz: (] n Eax:> a >0 1“123 N

70



8 S(x,x,...%,)= ao(z”:a,-xfj °, a>0,i=0)..n; i“: =1, p>-1.
=l

=1
Bu misollardan ko'rinadiki, turli “tabiatli” funksiyalar chizigli-bir jinsli
bo'lishi mumkin. Chizigli-bir jinsli, umumiy holda, § -tartibli bir jinsli funk-
slyata’rifi shveysariyalik buyuk olim Leonard Eyler tomonidan Kiritilgan.
S.1-teorema. Agar (5.6) finksiva chiziqli-bir jinsli bolib, R} da
hirinchi tartibli uzluksiz hosilalarga ega bo ‘Isa, u holda quyidagi ayniyat
o'rindi;
ofx . of(x) @, _
T e T e SR Eh)

S.d-ta’rif. Agar (5.6) funksiya uchun ( Yxe R7) ushbu

FOXAX s A%, )= A8 £ (X Xg s X)) AS0; 850 (5.8)
ayniyat o‘rinli bo‘lsa, uni § -tartibli bir jinsli funksiya deyiladi,

Misollar keltiramiz:

” .
l. f(xhxz)msxn)‘:zijjss kj >09 8 >09 i=1,2,...,f?
i=l
n 5
3 f(x,,xz,...,x,,)=(2k,-x,J , k>0, 8>0,i=12,.,n
i=l
3. f(x,,xl',...,x,,)=aanx' Zo& =8>0; a, >0, a; >0, i=12,..,n

1 fOXnx,)= 0> ax®, a,>0, i=12,..,n; 850
i=l

5
L

5. f(x,,xz,...,-x,,)=a{ ’Zajx e ] Za, =1, a,>0,
i=1

a; >0, i=12..m p>-1; &>0.
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5.2-teorema. §> 0 tartibli bir jinsli funksivalar uchun ushbu
{(¥xe R])

HIE NI L) WURN-L € I
ax, Ix, ox,
ayniyat o‘rinli.

Agar § > | bo‘lsa, ishlab chiqarish masshtabini (ko*lamini) A (A >1)
marta orttirilsa, bundan ishlab chigarilgan mahsulot migdori A* marta ortadi,
ya’'ni ishlab chiqarish masshtabini orttirishdan samaradorlik bor bo‘ladi. |
Agar § < | bo‘lsa, ishlab chigarish samaradorligi ishlab chigarish masshtabi
ortishidan kamayadi. Nihoyat, § =1 bo‘lganda masshtabning ortishidan
erishiladigan samaradorlik o‘zgarmas bo‘ladi.

Yuqoridagi mulohazalar neoklassik JCHF ta’rifidagi 3° shart bilan
bog'langan edi. Endi 4% 5° shartlar va ularaning iqtisodiy ma‘nosiga
to*xtalamiz.

(5.9) 4

4 shartdan har bir a(_f; () .0 tengsizlik f(x) funksiya x, bo‘yicha
X

¥

o‘suvchi ekanini, 5%shart esa o*sish tezligining kamayib borishini anglatadi
(5.1-chizma). Albatta, x; resursni qolgan resurslar o'zgarmas bo'lganda
xohiagancha orttirib borishning ma’nosi yo'q. Bu hol 5°shart bilan ifodalanadi.
Bunday hol kamaywvchi samaradoriik gonuni deb ataladi. ICHF grafigi

R ™! sohada sirtni anglatadi. Agar n = 2 bo‘lsa, ICHF grafigi R> sohada
joylashgan va gavarigligi yuqoriga qaragan sirtni bildiradi.

f(x) Wy = I > 10 =1 > Wy =1y ...
m
ny
nty

L X;
5.1-chizma
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5.2-§. Ikki faktorli ICHF

Biz ikki faktorli ICHF ga alohida to*xtalamiz. Iqtisodiyotda qabul qilingan

belgilashlardan foydalanib, ICHF ni quyidagicha yozamiz:
Y=F(L,K). (5.10)

Ko*plab kitoblar va ilmiy maqolalarda F (X, L) deb yozishadi, unda
abssissa (gorizontal) o‘qi deb K belgilanadi. Bu hol grafiklarni chizishda
ba’zi qiyinchiliklarga (noqulayliklarga) olib keladi.

Ikki faktorli ICHF uchun neoklassik ICHF ning umumiy ta’rifidagi 1°—
5%shartlar quyidagicha yoziladi:

1° F(L,K) funksiva R? sohada aniglangan, uzluksiz va birinchi,
ikkinchi tartibli uzluksiz hosilalarga ega.

2% F(0,K)=F(L,0)=0; F(0,0)=0.

3% FOALAK)=AF(L,K); Y(L,K)e R:.

OF(LEK) .
L ’

3’F(L,K) azF(L,K)( o: 3 F(L,K)
ar? K> 7 8LéK
Asosiy ikki faktorli ICHF sifatida Kobb-Duglas va CES sinfidagi

(Constant Elasticity of Subtitution) 1CHF larni ko'rsatish mumkin. Ularni

alohida-alohida o‘rganamiz.

1. Kobb-Duglas ICHF quyidagi ko‘rinishga ega:

n oF (ai:K) >0; V(L K)e R,

>0, Y(L,K)e R’

, <0,

Y=F(LK)=a,K°L™, a,>0, O<a<l. (511)

Bu funksiyaning neoklassik }°-5° shartiarni qanoatlantirishini
tekshiramiz. 1° va 2° shartlar bajarilishi ko‘rinib turibdi. Endi 3°%shartni
tekshiramiz:

Y= FOLAK)= a(AK Y - (AL) ™™ = A, K® - L' = AF(L,K) .
Nihoyat, 4° va 5° - shartlar bevosita hisoblashlar orqali tekshiriladi:

oF « oF a1 yloax
a—L=an-(l—a)K L*>0, §=an-a1( '>o0,
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azF e | 62 KQ-Q - -
a;:—ao-a(l—a)K“L 40, EK—"—QQ 0‘-(1 C() L™ <0
.
a‘ia’;=a0-a(l-a)x°‘-‘ﬁ>o

2. CES sinfidagi ICHF quyidagi ko ‘rinishga ega:

1
Y=FLK)=a|ak?+(-a)L*|?, a>0, 0<a<l, p>-1. (5.12)

Mazkur funksiya 1961-yilda E.Errou, X.Cheneri, B.Minal va R.Solou
tomonidan kashf etilgan ( Capital-labor subtitation and economic efficienc, —
Review Economics and Statistics, v.45, N2, 1961). Qisqalik uchun keyingi
mulohazatarda uni Solou funksiyasi deb yuritamiz. Shu funksiya uchun
1° — 5° shartlarni tekshiramiz. Ravshanki, 1° shart bajariladi. 2° shartni

tekshirish uchun ikki holni ko'ramiz: 1) p>0; 2) ~1<p<0.
1-holda ¢5.12) ni o*zgartirib,
FLE)=—R XL
[a2 +a-a)k®
ko*rinishda yozamiz. Bundan (0, K) = F(L,0) =0 ekani kelib chiqadi.
Ammo 2-holda F(0,K)=a,aK #0, F(L,0)=a,(1-a)l#0. Bundan
ko‘rinadiki, —1<p <0 bo‘lganda Solou funksiyasi uchun 2° shart

bajarilmaydi va funksiya neoklassik bo*lmaydi.
Endi chiziqli bir jinslilik sharti, 3° ni tekshiramiz. Bu shart bajariladi.

Hagigatan,

FQL, M() aD[a(JLK)"’ (- a)(u)"]“ a‘)[}."’aK“" +AP(A-a)L7 To =

]pr

= aﬂ}."’[aK“’ +(1-a)L* ]7 =AF(L, K)

Shunday qilib, 3° shart ixtiyoriy A>0, p>—I lar uchun bajariladi.

Endi 4° va 5° shartlarning bajarilishini tekshirish qoich Bu ishni bevosita
hosilalarnt hisoblash yordamida olib boramiz:

1
angK)“—' a--Yp)a kP +0-a) 17| (~a) Co)L™ =
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l+p

=, -(-a)- L [ak™ +(-a)- L*] o >05

aFfa?éKLao-(—vp)-[a-Kﬂa—a)-L*]%’-a-(-wK“’*=

+p
=a,-a-K* ok * +Q-a)- L[> >0
Keyingi hisob-kitoblar murakkabroq bo*lgani uchun yozuvni kamaytirish

magsadida ushbu
[]=fek +0-a)- 7]

belgilashdan foydalanamiz. Endi ikkinchi tartibli xususiy hosilalarni
hisoblashga kirishamiz:

62F_ o2 —;—1 , —:;—1 .
7 =% (=0 {Cp-DLP L1 + L7 (Y- [.]° (=@ B =

=a, -(l-a)(ﬂ»ly{r*’[.'.fp_' +(l/p—1)-(—p)(l—a)L“zF*’[--‘]-E-z} -

=dy. (l—a)'(—P—l)'[..,]TZ{L'P-l(aK—p +(1_a)L-P)_(l_a)L-2p—2}=

-—2

=—ay-(1-a)-(p+D-a-L7K*.[.]° <0

FF = .
ﬁ=%ﬂ‘{(~9-0-r‘” 117+ (Q+p)fp) ] ° a:(—o).K“""}=

- 20-2 ﬂ;"'{ —DEF(- i }_
=0k 7] * {p-DKP(-(+p)/p)} [ 1+alp+]) §=

_hp

~aa K* . ¢ {(p-1)-Krla-K* +Q-a) L?)+a:(p+ )=

1,

=—a,-(-a)-(p+)-a-LPK?[.]° =
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I+p

ety a K¥[] P o)) (- QK- L?)=
=—q ap+l)-(-a)y K*2[.]° <0

Endi aralash hosilaning musbatligini ko‘rsatamiz:
O°F
SLoK

= gy (=ay I Qo) ] 5 @ () K=

Ip

=ay-(1-a)-a-(t+p)- L* L K* L] 5 150
Shunday qilib, Solou ICHF uchun p > 0 bo‘lganda barcha {%-5°shartiar
bajariladi, ammo - 1<p < 0 bo‘iganda 2° shartdan boshqalari bajariladi.

Biz ongliravishda p = 0 bo‘lgan holni tushirib qoldirdik. Umuman, p — 0,
p — -1 va p =+ hollar ham ko‘rilishi lozim.

Avval p-»0 holni qaraymiz. Buning uchun avval li_l’noln}’ ni
P

hisoblaymiz:
limln¥ = lnaa—l:m—ln[aK"’+(l —a) L=

p—=0D

® L (1ea) K
= lnao—lim-l-lnaL *(d-a) X =
P00 KP.I°

- Inay ~lim Yo-[n(aZ? + (- a) K°)-pIn(k - L)) -

D .1y P
= Ina, ~In(K- L)~ lim InfaZ? +(1-a) K ),
p->0 P
Bu limitni hiseblash uchun Lopital goidasidan foydalanamiz:
aL" InL+(l-a)-K°InK _
o-+0 alf +(1-a)-K*

hm InY =Ina, + In(XL)-1

= In(a, KL)~[aLnL+(1-a) In K]= In(@, KL)~In K "°L° = ln(aoK"L"" )
Demak, limln¥ = tn(aoK *L*™*). Badi uzil-kesil ushbu
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limln¥ =In{a,k°L"?), a, >0, 0<a<1
i
formulaga ega bo‘lamiz.

Demak, p — 0 da Solou ICHF Kobb-Duglas ICHF ga aylanadi. Xulosa
qilib aytganda, Kobb-Duglas funksiyasi Solou funksiyasining p — 0 dagi
xususiy holidan ihorat.

Endi p —>+90 holni ko‘raylik:

lim InY = a, limfak® + (1-a)* | =

Pt

K-L {aoL, arap L<K 6¥nca,

o lim p ife
poregl? +(1-a)K a,K, arap K <I G¥ynca.

Demak, p —>+oo da Solou funksiyasi ¥ =a,min{L; K} funksiyaga
aylanadi. Bu funksiya tayinlangan proporsiyali ICHF deyiladi. U Leontev
ICHF deb yuritifadi. Bunday ICHF ham Solou funksiyasining xusu-siy
holidan iborat.

Nihoyat, p — —1 holni ko‘rish qoldi. Ravshanki,
liminY =q[a K +(1-a) L}
p-l g

Demak, p—> -1 da Solou funksiyasi ushbu ¥ =g,[a K +(1-a)L]

chizigli ICHF ga aylanadi.

Oxirgi ikki xususiy holda olingan ICHF neoklassik shartlami
qanoatiantiradi. Ammo Leontev va chmqh ICHF lar ham iqtisodiyotni
o‘rganishda asqotadi. .

5.4-teorema. Ushbu Y=F(L K)=a,K*L"™, O<a<l, a,>0
Kobb-Duglas funksiyasi quyidagi ikkinchi tartibli kvazichizighi differen-
sial tenglamani ganoatlantiradi:

o*F - K_z o' F
_ _ o I K-

Ishoti bevosita hizob-kitoblar yordamida olib boriladi.

Ta’kidlab o*tamizki, O*zbekiston xalq xo*jaligi uchun 1961-1990-villarga
mos makroigtisodiy ICHF hisoblangan edi:

7

(5.13)



Y=F(L,K)=e>". K036, [0638

bunda o =0,3616 B=0,6386 a,=e"""". Ravshanki, o +p=1,002.

5.3-§. Ikki faktorli neoklassik ICHF uchun asosiy igtisodiy-
matematik xarakteristikalar

Tkki faktorli neoktassik ICHF uchun asosiy iqtisodiy-matematik
xarakteristikalarni (ko‘rsatkichlarni) keltiramiz.
Faraz gilaylik, Y=F (L, K) ~ ikki faktorli neoklassik ICHF bo‘Isin,

K 1
1°, I k — quroltanganlik, %~ ishiab chiqarish quvvati.

_PLK)

2, y= -~ o‘rtacha mehnat unumdorligi.

I3
F(K,L)

b =
3%, X

— o‘rtacha fond unumdorligi.

T LS

_FULEK)
oL

LIFLK)
K

_OF(LK) K .
60, 0= &K FULK - fond!lar bo*yicha elastiklik koeffitsiyenti.

49 v — mehnat bo*yicha marjinal (Jimit} unumdorligi.

50 r — fondlar bo*yicha marjinal (limit) unumdordigi.

_OFWLK) L

7. B oL F(LK) ~ mehnat bo*yicha elastiklik koeffitsiyenti.

g0 5=_9K_ORLK) OFULK)
) dL oL oK
resursni X resurs bilan almashtirishning marjinal (limit) normasi.

- F(L,K) - o‘zgarmas bo‘lganda L

1
9, o= (-g'—i— ig—) - F(L,X) - o'zgarmas bo‘lganda L resursni X resurs

bilan almashtirish elastikligi (aslida o*sha elastiklikka teskari miqdor).
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aF
10°, K- 3K - kapitaldan olingan daromad.

e, L %‘E— — mehnatdan olingan daromad.

aF
12° L‘gi'”f EE_F — jamlama daromad.

ICHF ning chizigli bir jinsliligidan foydalansak, quyidagiga ega bo‘lamiz:
F(LK)= F(L- I,L-ii ]: LF(I,—‘E ]: L FQk)y=L- f(k),

bunda F(L,K)=Lf(k), ftk) — o‘rtacha mehnat unumdorligi. Keyingi
mulohazalarda tez-tez ushbu:

F(LK)=L- f{k) (5.14)
formuladan foydalanamiz, Bu formula F(L, X) dan f( k) ga o'tishga va
aksincha, f( k)dan F(L, K) ga qaytishga yordam beradi.

Endi o‘rtacha mehnat unumdorligi £ ( ¥ ) ning xossalarini ko‘ramiz. Ikki
faktorli neoklassik funksiyalar uchun yozilgan 1° 5°shartlarni garaymiz:

0<5?-§[L F®]=L- £k ——-L f”(k) =f(k),

Bundan f (k)>0, Vk>0 ekanikelib chigadi.

-—[L fUol+ Lf(k)—-~ S+ Lf'(k)—— = f()—k- f'(k),
Demak, f (k)—- k- f’(k) > 0, ya’ni ushbu muhim:

F(k)k
*<Tf)

<1
tengsizlik o'rinli.

*F 3 (oF F7) 1
on e—— r— | | k = k . —
aK? ax[ax) 3K(f( =1 L
. Lo . O'F
Bundan f"(¥)<0, Vk>0 kelib chigadi. Shu tengsizlik EP_< 0 eka-
nidan ham kelib chigadi. Haqgiqatan ham:
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2
—387‘?—5@5[ ] GOS0

- =W 70 SO =k 1k )(——~}=%-k2-f”(k).

Shunday qilib, o‘rtacha mehnat unumdorligi ¥ = ¢ £} quyidagi
munosabatlarni ganoatlantiradi;

FO=06, f(k)>0, f/(k)>0, f"(k)<0, Vk>0. (5.15)
Bundan tashqari, y=/f(#&) funksiya uchun ushbu
Jm f(k)=+o  lim fk)=+o0  lim f/(k)=0 (5 16)

munosabatlar o*rinli ekanini ko'rsatish qiyin emas. Shu (5.15) va(5.16) larga
ko‘ra y=f(k)} funksiyaning grafigi koordinata boshidan ordinata o‘qiga
urinib chiqadi va birinchi chorakda joylashgan bo‘ladi (5.2-chizma). Shu
bilan birga, y =f( %) funksiya qavarigdir.

VA

y=5(k)

v

5.2-chizma

Misol sifatida Kobb-Duglas funksiyasini olamiz: F(L,K)=a,K*L'™.
Bu funksiva uchun
F)Y=ak®, f'k)=a0 k"' >0, ff(kF)=ay-u-{o~1)-k*2 <0
a,a
v 10
Asosiy iqtisodiy-matematik xargkterlstlkalar 1°- 12° larda keltirilgan
ko‘rinishda foydalanishga noqulay. Ulami &, f{ k), f'(k) va f"(k) lar

orqali ifodalansa, ICHF bilan bog'langan turli masalalarni yechishda qulay-
lik tug'iladi:

. - . aoa _ _
}Lll}of(k)—kl = 00 llm f'(k) lll‘l‘l

=0,
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v v=TR L (17w 7007 ).
o ,_OFUK)_ 8 o
O T —aK(Lf(k)) Sy
_6F(L,K). K _ - }9"(};)
& =k FaR VOBl Lﬂk) o
_OFUK) L _ K %)
N AR TN S A )Lf(k) k) -
p s FLE FLE_fO-HE®_[6) o
aL aK &) )
o ELOI-1BSE | SO
©dk Lref [rwfF

_[ YNNG ] _L®w-ro],
[Fr®F  r&-k'k) kf (k) 7 (k)

oF(L,K) ,
o K. bl (ke
100, % Sk

e, L-ELB o p [k s 0

.6F(L,K)+K_6F(L,K) =L (k)
oL oK ’

122, L
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3-bobda belgitashiar bo‘yicha F/L va F/K laro‘rtamiqdorlar, ularni |

. . . . . oF oF
A, =F[L, Ay =F/[K kabi belgilaymiz; xususiy hosilalar — va -
oL oK

T . oF S
marjinal (limit) migdorlar, ulami M; = 3L’ My = K deb belgilaymiz.

Resursiar bo‘yicha ishlab chiqarilgan mahsulot (miliiy daromad) elastikliklari
uchun quyidagi belgilashlarni kiritamiz:

OFL_M, _, kfk)

OLF 4, f (k)

EL )=

FK_My k[

O k7™ A~

Ushbu E; + E, = E y, yig'indi ishlab chiqarish elastikligi deyiladi.

Neoklassik ICHF uchun  E; gy =1,

Resurslar bo‘yicha elastiklik tushunchasi ixtiyoriy ICHF uchun ham
kiritiladi. Agar E , , >1 tengsizlik orinli bo*lsa, ishlab chiqarish e/asrik deyiladi.
Masalan, F=qK*I*, >0, P>0, a,>0 ICHF uchun
Ey ry=a+P.Agar o +p>1 bo‘isa, ishlab chiqarish elastik bo‘ladi.

Jarayonlarni.o‘rganishda Kobb-Duglas va Solou ICHF dan keng
foydalaniladi. Shuning uchun bu ICHF uchun asosiy iqtisodiy-matematik

xarakteristikalarni hisoblab chigamiz: F = g, X" I¥®, a,>0, 0<a<l-
2. = )= T=ak®

fB)_ g

0 == =
30, &

oF
F -1
D P —— ] uk N
5% K%
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6°,

70

so

90,

(a’S k]"
G: — — =1.
dk S

Endi Solou ICHF uchun asosiy xarakteristikalarni hisoblaymiz:

]
ano[aK"' +(I—a)L"’]_;’ a, >0, 0<a<l, p>-1.

20

3%

40,

1 1

y= fk)= %: g —:{[aK‘P + (- )L 7 = aglak + 1 - a)f>
1
T

z= —%’9 = g,k k™ + (- a)]':? =a,[a+(1-a)k* |

v= [ =K"=

=a,[ak™ +(1—a):|_*1’ —%[ak-*’ +(1-a)k9]'5" a(-pyk®? =

= ao[ak“" + (l—a):r-:'_l . [ak"’ +1-a- ak"’] =

1
=ap-(1-a)-[ak™ + (1-a)] 7
oF

1
5 r= EE = f'(k)= aoak_p_l[ak_p +(l- a)]-P_l

o

7.

OF L__(1-a)k®

L F a+(l-a)k°
OF K _ a

9K F  a+(-a)k®
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oF X oF L
.. o_ o _ ¢ ——p =]
Natija. 6°- va 7°- larga ko‘ra K F oL F

“—Epr S(k) =_1:.°_‘kr>+l ;
[« B

1
L B N T
dk § p+i p+i

Foydalanish quiay bo‘lishi uchun neoklassik ICHF lar bo‘yicha olingan
natijavaformulalami 1, 2, 3-jadvallarga joylashtivamiz;

I-fadval
Neoklassik shartlardan chigadigan natijalar

oF oF ' k-f(})

—0, —=fK)-k-f'(k Oc———=<«l]

1> SEY-k- ') = <f(k)<

oF oF _ . '

F>0 =W > S@>0

OF &FF _1,,

—_—<l, ——==k7f"k "(k)<0

7<% Lf()'—'> [Tk <

>F FF 1 i d i

—<0, ——===—F"(k "k)<0, ——=-=K"(K)>0

a0 B =SB0, =T B>
3-jadval

Selou ICHF va uning xususiy hollari

1
FULK)=aaK*+0-a)L*] %, a,>0, 0<a<l, p>-1

lim F(L,K)= a,K°I'™"  (Robb-Duglas)
P

lim F(L,K)=a, min{l, K} (tayintangan koeffitsiyentli ICHF)
Pyt

limt F(L KY=ayaK +a,(1-a)l. (chizighi ICHF)
p—-
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Biz yuqorida ikki faktorli neoklassik ICHF ning ba’zi xususiyatlari bilan
tanishdik. 5.2-§ da Kobb-Duglas ICHF (5.3) differensial tenglamani
qanoatlantirishini isbotlagan edik (5.3-teoremaga garang). Endi, aslida, bundan
ham umumiyroq tasdiq o‘rinli ekanini isbotlash mumkin.

S.d-teorema. Agar Y =F(L, K)- ik faktorli neoklassik ICHF bo ‘Isa,
u quyidagi

&F _K* O'F 51
L L oK S
ikkinchi tartibli kvazichizighi differensial tenglamaning ycchimi bo‘ladi.
BPF 1.3 OF
? , —=—k k), =
Isbot. Ma’lumki, L k), e f( ).

Bu munosabatlardan (5.17) kelib chiqadz.
Mazkur teoremadan (5.17) tenglamani Solou ICHF ham ganoatlantirishi
kelib chigadi.

5.4-§. Kobb—Duglas va Solou ICHF uchun o‘rtacha mehnat |
unumdorligi xossalari
1. Kobb-Duglas ICHF uchun o‘rtacha mehnat unumdorligi, ma’tymki,
fRy=a,k®, a, >0, 0 <o <}, ko'rinishga cga va quyidagi munosabat-
larni qanoatiantiradi (5.3-§ ga garang):
=0, f(£)>0, f'(k)=a,ak™" >0; f'k)=aa(@-Dk*2>0

P ot 1
fin /=i gk =t )

Ko‘rinadiki, y=a,k® funksiyaning grafigi koordinata boshidan
ordinata o‘qiga urinib chigadi va botiq egri chizigdan iborat. k —y +oc da
grafik gorizontal holatga intiladi, ammo u gorizontal asimptota emas. Sababi,

lim a,k® =+o0 (5.3-chizma).

k—pre0
2. Solou neoklassik ICHF uchun o‘rtacha mehnat unumdorligi

-1
quyidagicha edi: f(k)=ao[ak'° + (l—a)] P, a,>0 O<ax<l, p>-1.
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Sk) (k) .

. 1 rw=a0-a°
' a-a)", )
%:f-(?)_ -1<p<0 ,z" th=aoa P,
b P B p> 0 b
¥ o k0 k-
5.3-chizma 5.4- chizma 5.5- chizma

vval —1 < p < 0 bo*igan holni ko‘ramiz. Bu holda elementar hisoblashlar
mida quyidagilami hosil gilamiz:
i = - ¥ M i = P
gll,n;'of(k) =gqy(l—-a)™"" >0, kl_lglmf(k) +00
e
F=a,d at -k [ > >0,
isob-kitoblar ko‘rsatadiki, ko‘rilayotgan ~1<p <0 holda y=/f(%)
iva grafigi (0; a,(1- a)"f") nugtadan ordinata o*giga urinib chiqadi
hizma) va botiq egri chizigdan iborat. Shu bilan birga, grafikka o*tka-

| urinma burchak koeffitsiyenti +* dan a™" songacha kamayadi.
stotalar mavjud emas.

ndi p>0 bo‘lsin. Elementar hisoblashiar yordamida quyidagi
lalamni topamiz:

ky=1li
lf() “ﬂl"{a}c"’-l-(l a)]fp

i =a.a P >0 =0 (5.5-chi .
klif?of(k) asa ”® >0, kl_l)n;f(k) 0 (5.5-chizma)

2y

=0, fim f(k)zao(l-~a)""";

u holda funksiya grafigi gorizontal asimptotaga ega:
= gyl - —a)™¥ va koordinata boshidan aq a¥° ga teng bo‘lgan
ak koeffitsiyenti bilan chigadi. Funksiya grafigi botiq egri chlzlqdan
, chunki f"(k)<0:

(k)= aga-(~1fp~1)[ a+(-a) k| 5 2= a)p- k" <0 -
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5-bobga oid masalalar
I. Quyidagi Kobb-Duglas ICHF uchun 1°-5° neoklassik shartlarning !
bajarilishi isbotlansin:

. F(LLK)=JKL. 4. FLK)=YK°L.
2. F(L,K):%,(K . 5. F(L,K):J‘ KL,
3. FLK)=YK2L . 6. F(LK)=3K L.

II. Quyidagi Solou ICHF uchun 1°-5% neoklassik shartlarning baja-
rilishi tekshirilsin;

2K J_KL
. F(LK)= 4. F(LK
K+L (L.K)= JK + 12
I 2 VakL
2. FULK)=~VE+JLY, 5. F(LK)= )
(L,X) 4( * ) 3;(K3;2+L3,’2)2
4K L A2KL

. F(LK)ys+——rr. : K)= .
3. F(L,K) («/Eh/f)z 6. F(L,K) m

III. Yugorida keltirilgan I va Il bo*limdagi ICHF uchun asosiy igtisodiy-
matematik xarakteristikalar hisoblansin (2°~ 9° larni hisoblash yetarii ).

5-bobga oid nazorat savollari

1. Bir o*2garuvchili ICHF ta’rifini bering.

2. Bir o*zgaruvchili ICHF ganday shartlarni ganoatlantiradi?

3. Kamayuvchi samaradorlik nima?

4. Ko*p o'zgaruvchili ICHF ta’rifini bering.

5. Ko*p o*zgaruvchili neoklassik ICHF ta’rifini bering.

6. Neoklassik shartlar nima?

7. Chizigli-bir jinsli funksiya ta’rifini bering va misollar keltiring.

8. Chiziqli-bir jinsli va § -tartibli bir jinsli funksiyalar hagida Eyler
teoremalarini aytib bering.

9. Kobb-Duglas va Solou neoklassik ICHF ni yozing.

10. Kobb-Duglas va Solou funksiyalari uchun neoklassik shartlarni
tekshiring,

8K



11. Solou ICHF uchun p —>0, p —+w va p —»—1 bo‘lgandagi xususiy

hellarni yozib bering.
12, Ikki faktorli neoklassik ICHF uchun asosiy iqtisodiy-matematik
xarakteristikalami yozib bering,

13. Asosiy iqtisodiy-matematik xarakteristikalaming k, f(k), f (k)

va f"(k) orqaliifodalarini keltiring.
14, Ishlab chiqarish elastikligi ta’rifini keltiring
15. Kobb-Duglas va Solou funksiyalari uchun asosiy xarakteristikalarni

hisoblang.
16. Kobb-Duglas va Solou ICHF uchun o‘rtacha mehnat unumdorligi

xossalarini keltiring,
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6-bob. ISHLAB CHIQARISH FUNKSIYALARI BILAN
BOG*LANGAN MASALALARNING EKONOMETRIK ANALIZI

Ekonometrika bo‘yicha mutaxassis (ekonometrist) qo‘lida asosiy
fondlar, mehnat resurslari va ishtab chigarilgan mahsuliotlar bo‘yicha statistik
ma’lumotlar bor bo‘Isin, ya’ni quyidagi jadval berilgan deylik. Iqtisodiyotda
bashorat qilish masalasi muhim ahamiyatga ega. Ko‘pincha, bu ish mos
ICHF orqali amalga oshiriladi. Agar berilgan (ma’lum bo‘lgan) statistik
ma’[umotlarga qarab ICHF ni topish mumkin bo‘lsa, bashorat qilish masalasi
yechilgan bo‘ladi, Amerika olimlari K.Kobb (matematik) va P.Dugias
(igtisodchi) (5-bobning kirish gismiga qarang) boshqacha yo‘l tutishgan.
Ular avvaldan ICHF ko‘rinishini berib, so‘ngra statistik ma’lamotlardan
foydailangan holda ICHF parametrlarini topishgan. Agar ICHF ni boshqa
ko‘rinishda izlasa ham qandaydir ICHF topilar edi. Shu sababli ularning
yondashuvi empirik (taqribiy) munosabatga olib kelgan. Ammo olimlar
topgan (tavsiya etgan) ICHF yordamida qator muhim savollarga javob berish
mumkin bo*lgan.

L L] Lz re Ln
K K, K, K,
Y Y' Yz e Yn

Agar statistik ma’fumotiar bo‘yicha ICHF ko‘rinishini bilib olish (oldindan
ICHF ko*rinishini tanlamasdan) mumkin bo‘lib, keyin ICHF parametrlarini
baholansa, bu yondashuv ma’lum ma’noda optimal bo‘ladi. Ko‘p hollarda
L, K va Y larning makroiqtisodiy giymatlariga qarab ICHF ko‘rinishini
aniglash mumkin. Avval ba’zi xarakteristikalar o*zgarmas yoki biror gonuniyat
(funksiya) bo'yicha o‘zgaradigan hollarni ko*ramiz.

6.1-§. Igtisodiy ko‘rsatkichlar o‘zgarmas bo‘lgan hollar
1-hol. Fondlar bo‘yicha limit unumdorlik o‘zgarmas bo‘lsin, ya'ni

“M_,E.,?E_KL f(k)=a, a=const>0.Bundan f(k)=ak+c kelib chigadi.
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ki tomonini L ga ko'paytiramiz: L. f(k) =L-a-%+c-L=aK+cL,
ya'ni F(L,K)=aK + cl - chizigli ICHF,

2-hol. Endi mehnat bo‘yicha limit unumdorlik o‘zgarmas bo'lsin, ya’ni
9‘%-@: S~k f'(K)=a, a=const>0.Buholda f(k) ni topish
wchun f(k)—-k f'(k)=a birinchi tartibli chiziqli differensial tenglamani
yechishga to'g ‘ri keladi. Uni ushbu j"(k):i— £@)- standartko'rinishda

yozamiz va integrallaymiz:

f(k)=[c+ j[-%)-e'ﬁ"'dk].eﬁﬁ(c- j%e-h*dk).em -

=(c—j-§z-dk)-k=(c+%)-k=6‘k+a
Demak, f(k)=ck+a. Ikki tomonini I ga ko‘paytiramiz:
F(L,K)=cK+al . Yanachizigli ICHF hosil bo®ldi.

3-hol. L resursni K resursga almashtirish limit normasi S o‘zgarmas

bo‘lsin, ya'ni W=S, S =const>0. Buholda ham f(}) m
topish uchun birinchi tartibli differensial tenglamani integrallash lozim
bo‘ladi. Uni

fy 1
f(k) S+k

o‘zgaruvchilari almashadigan birinchi tartibli differenstal tenglama
ko‘rinishida yozish mumkin. Integraliash natijasida In f(X)=In(S+k)+Inc
yoki f(k)=c-(S+k) funksiya hosil bo‘ladi. Uning ikki tomonini L ga
ko*paytirish natijasidayana F(I,X)=cS L+cX chiziqli ICHF gakelamiz.
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4-hol. Endi L resursni K resurs bilan almashtirish elastikligi o
o‘zgarmas bo‘lgan holni ko‘raylik, ya'ni
(BA)
dk S » uncGa U=COHS!‘>0-

dSk 1
Bundan ushba EE‘—‘-‘; o‘zgaruvchilari ajraladigan (S ga nisbatan)

das_1 dk

differensial tenglama hosil bo‘ladi. Uni e ko‘rinishda yozib

integrallaymiz: S(x)=ck Vo c¢,>0. S(k)o‘miga o’z ifodasini qo‘yamiz:
LO=E1®_ e

Sik)
Bundan ushbu
[ 1
f(k) ~k+Clk o (61)

ko‘rinishdagi o‘zgaruvchilari ajraladigan tenglama hosil bo‘ladi. Uni
integrallash uchun avval

dk
J=[—E__
J.k+c,k"’°

a-i

noaniq integralni hisoblab olamiz. Quyidagi k ° =1 almashtirish bajaramiz.

-1,
Unda, ravshanki, 9—;—»‘—’ Vodk =dr,

_ dk o kYdk 6 . odt
J_Ik‘f"(k(""”"" +c,)_.‘[k(°")f° +e c—lIt-l-c, B

o-1 a-1

o G, ‘ = o =

e i ' ] 5B | l k o l  m—— - L
o_l(lnt-!-lnc_) o—l[ +q]+ ncz] c—lh‘l:c‘[k +c,)]_ |

' ot
Shunday gilib, =—9-;In[cz[k ° +qJJ.
G —_—
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Endi (6.1} tenglamani integrallasa bo*ladi:

Inf (k)= n‘[ kc: +q ]

] a-1 ;
f(k)=c§“(k o +c,] )

Shu tenglikning ikki tomonini L ga ko‘paytiramiz. Sodda almashtirish
natijasida F (L, X) uchun quyidagi

1
F(LK)=ayjak? + A-a)L? | #
ko‘rinishdagi funksiya hosil bo‘ladi, unda
a=[1+¢) ¢, ], 1+g l-a= T+q’ p p
Demak, 6 #0, o #1 bo‘lganda biz Solou ICHF ga ega bo‘ldik.

ds dk
Agar g =] bo‘lsa, tenglama j—‘:-—gﬂ yoki -5,-—? ko‘rinishga keladi,

Undan InS=Ink+Inc yoki S§=c-k kelib chigadi. Endi f(%) ga
nisbatan differensial tenglama

f®_ 1
TR (+o)k

ko‘rinishda bo‘ladi. Unj integrallaymiz: lnf(k):—l——l—lnk+lmz yoki
_. vy

Bundan

fk)=c, kY4 c>0, ¢,>0. Ikki tomonini L ga ko‘paytiramiz:

1 a

FLK)=c, K™ .[*a.

Bunda ¢ >0, ¢,>0 bo‘lgani uchun a=—1—<1 l-a=i<l,
l+¢, l+¢,

1,9 ). Shunday qilib, bu holda Kobb-Duglas ICHF hosil bo‘ladi.
l+¢ 1+ q
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Agar 6 >+0 bo‘lsa, P>+ Hagigatan, Ii?io(l -~G)/o=

= lim (/o —1)=+% Ma’lumki, p — + da biz tayinlangan proporsiyali

ICHF ga egamiz. _
5-hol. Fondlar bo‘yicha elastiklik koeffitsiyenti o‘zgarmas bo‘lsin, ya’ni

oF K k- 7'(k
C(.-“-—-'?‘-’ o = const > 0. Bu holda ham o= f{k)

| R :
PY% ko*rinishdagi

& _o
f) E

deb yozamiz va integrallaymiz: In f(X)=olak +Inc yoki f(k)=c-k*.

o‘zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglamaga kelamiz. Uni ——=

Tkki tomonini L ga ko‘paytiramiz: F(L,K)=c-L-(K/L)* =¢- K*L"* .Biz
yana Kobb-Dugias ICHF ga keldik.
6-hol. Endi mehnat bo'yicha elastiklik koeffitsiyenti o‘zgarmas deylik,

ya'ni QE-——B =consi>0. Bu holda M—B ko‘rinishdagi

oL F [
differensial tenglama hosil bo*ladi. Uni
L&) _1-B
fey &

kabi yozamiz. Uni integrallab topamiz:
Inf(k)=(1-B)Ink+Inc,c>0 yoki f(k)=c-k"P.
Ikki tomonini Z ga ka*paytirish natijasida yana F(L,K)=c- k" PIP,

c>0, 0<P <1 ko‘rinishidagi Kobb-Duglas ICHF ni hosil gilamiz.

Demak, quyidagi xulosalami bayon etamiz:

1. Fondlar va mehnat bo‘yicha limit unumdorlik o‘zgarmas bo‘lganda
mos ICHF chizigli bo‘ladi.

2. Lresursni K resursga almashtirishning limit normasi o‘zgarmas
bo‘lganda mos ICHF chizigli bo*ladi.

3. L resursni X resursga almashtirishning elastikligi o‘zgarmas bo‘lganda
mos ICHF Solou funksiyasi ko‘rinishida bo‘ladi.

94




4. Fondlar va mehnat elastikligi o*zgarmas bo*lganda mos ICHF Kobb
Duglas funksiyasi bo‘ladi. )

6.2-§, Funksional iqtisodiy ko‘rsatkichlar holi

1-hol. Fondlar bo‘yicha elastiklik ushbu

OF K _k-f'(k)__ak
K F f(k) ak+b’

ko*rinishdagi kasr-chizigli funksiya bo‘lsin. Ravshanki,

a>0, b>0

0<

<1, vk >0. Agar (k)= belgitashni kiritsak, @(k

a
ak+b ak+b
funksiya quyidagi munosabatlami ganoatlantiradi:
rozn_ b oy 2a’b
o@=0, ¥O=ErNs>0, @ *)= (@) o .

Bundan funksiya monoton o‘suvchi va yuqoridan 1 bilan chegaralangai
botiq ekani kelib chiqadi (6.1-chizma). Shu bilan birga, gorizontal to‘g'r
chiziq asimptota bo‘ladi, chunki

~ . ak
{’m‘p(k)_t!i'{l«oak+b-ki,ﬁa+b/k—l’ gﬁak-l-b 0

Shu funksiyaning grafigi koordinata boshidan ¢’(0)= afb gateng bo‘lgas
burchak koeffitsiyenti bilan chigadi (6.31-chizma).

(k) v(k)

’

l"* D =1 1"' w(k)=1

6.1-chizma 6.2- chizma

' ICHF ko‘rinishini aniglash uchun quyidagi
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kSR __ak LW __a
Tk ak+b YK Ty T aken
o‘zgaravchilan ajraladigan differensial tenglamani integraltaymiz:
In f'(¥)=In(ak +b)+Inc yoki f(k)=clak+b), 5>0.

Ikki tomonini L ga ko‘paytiramiz, natijada F(L, K y=caK+cbL
ko‘rinishidagi chizigli ICHF hosil bo‘ladi.

2.hel. Endi mehnat bo‘yicha elastiklik kasr-chiziglt funksiya bo‘isin,
ya'ni

OF L_ kf®)__ak

oL F ftk) ak+b> 470 5>0
Bundan

kf'(k) & Cf&) b

) ak+b YR ) k(ak+b)
ko‘rinishdagt yana o‘zgarvchilan ajraladigan differensial tenglama hosil

b b
Yadi. WE)=—— deyli L 0c—2—<1 idagi
bo‘ladi. w(k) — -5 deviik. Ravshanki, o <) va quyidagi

a
munosabatiar o‘nnli:
b 2a°b
1 Vi)=——L— <0 yB)=—22250
vO=1, ¥ @esry O VO Gyl 0.

Demak, y(X) funksiya monoton kamayuvchi va gavartq. Uning grafigi

v'(0) = —a/b burchak koeffitsiyent bilan (1; 0) nugtadan chigadi (6.2-
chizma). Abssissa o‘qi shu funksiya uchun asimptota bo‘ladi, chunki

) L k) b
= lim = lim =0
kl_lglw \P(k) 0 ? k-t k0 k(ak + b)

tenghklar o‘rinli,
Endi yugorida hosil bo‘lgan differensial tenglamani integrallaymiz. Uni
ushbu
f|y_1__a
fk) k ak+b

ko‘rinishda yozib olamiz. Undan
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ck
ak+b

In f(k)=In(k) —in(ak +8) +Inc, c>0yoki JS(¥)=
kelib chigadi. Ikki tomonini I ga ko‘paytiramiz;
Le-KfL  ¢-KL
a-KfL+b aK+bL-

Bu Solou ICHF funksiyasidir. Haqgiqatan, elementar o‘zgartirishiar
ko‘rsatadiki,

F(LK)=

-1
CKL =C[K"L“(aK+bL)T=—C-[ b K“+—a——L"] :

akK +bL a+bla+b a+b
bunda

C b a
a, = >0, =A>0,—-=1-4,A>0,p=1.
"“a+b " a+h a+h P

Shunday qilib, mehnat bo‘yicha elastiklik kasr-chizigli funksiya bo‘lsa,
mos ICHF Solou funksiyasidan iborat bo‘ladi.

6.3-§. TCHF ning izokvantalari, izoklinallari va izokostalari

Agar ishlab chiqarish faktorlari {makroiqtisodiy erkli o‘zgaruvchilar)
K va L o‘zgarishi bilan ishlab chiqarilgan (ishlab chiqaritadigan) mahsulot
migqdori {yoki milliy daromad) o‘zgarmay qolsa, ya'ni F(I, K)= ¢,
¢ = const > 0, biz bir parametrli egri chiziglar oilasiga egamiz. Xususan, bu
chiziqlar to‘g’ri chiziglar oilasi bo‘lishi mumkin. Umuman, F{(L,K) = ¢
chiziglar oilasining har bir chizig“i F(Z, K) ICHF ning sath chiziqlari bo‘ladi.

ICHF ning har bir sath chizig‘i izokvanta deyiladi. 1zokvantaning
nuqtalarida ICHF ning qiymati o‘zgammaydi va s =5, bo‘Iganda V(L,K)

uchun F(L,K)=c, bo‘ladi. Har bir s=5, uchun bitta izokvanta mos

keladi, demak, izokvantalar cheksiz ko'p. Har bir izokvanta grafigi birinchi
chorakda joylashgan,

Endi izokvantalaming differensial tenglamasini chiqaramiz. Uning
nchun F(Z, K) = ¢ ning ikki tomonini differensiallaymiz;

dF(L,K)—_-%%dL +-§]£{-dK =0,
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bundan

dK _ OF(L,K) [oF(L,K) 6.2
dL oL dK @ .)
tenglik kelib chiqadi. (6.2) tenglik izokvantalarning differensial tenglamasidir.
Misol sifatida Kobb-Duglas va Solou ICHF uchun differensial tenglamani |
yozamiz.

Agar F(L,K)= aoK“L"“ bo‘lsa, ushbu

oF wp-a OF ~tpi-ot
—az-—-ao(l—a)K L, —&E=a00LK“ '+
hosilaga ko‘ra
dk _ 1-a X
I o 1 (6.3)

differensial tenglama kelib chigadi. (6.3) ning umumiy yechimi
a,K*® "% = ¢ izokvantalarning tenglamasidan iborat. Hagiqatan, (6.3) ni

X o L
ko‘rinishda yozamiz va integrallaymiz: InK =(—- (l-—a)/a)lnL+lnc, c>0.

-0 b

Bundan K=cl © yoki K-L® =c kelib chiqadi. Ikki tomonini 4

darajagako‘taramiz: g®rl~ . »®.Buesa, izokvantalarning tenglamasidir.
i
Agar F(L,K)=a,[ak ™ +(~a)L™] > bo‘lsa, ushbu

a—wﬁ%a:aso[«l}[—..]":r"—(—p)-(l-a)-fﬁ"'
oL P ?

OF(L.K 3 -
——g}—{——)wu[-ﬁ)[-..] > (-p) @ K

hosilalarni topamiz. Shungako‘ra

Shuning uchun Selou ICHF uchun izokvantalar differensial tenglamasini
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AT ©4

ko‘rinishda yozish mumkin, Bu (6.4) o*zgaruvchilari ajraladigan differensial
tenglamadir. Uni integrallasak, yana izokvantalaming tenglamasiga kelamiz.

Endi neoklassik ICHF izokvantalarining xossalarint bayon ¢tamiz;

10, Fokvantalar o ‘zaro kesishmaydi.

Hagiqatan, har bir izokvanta (6.2) differensial tenglamaning integral
to‘g‘ri chizig‘idan iborat. (6.2) tenglamaning o‘ng tomoni diffe-
rensiallanuvehi ( L va K bo‘yicha), chunki faraz bo‘yicha F (£, K) funk-
siya L va K lar bo‘yicha ikki marta uzluksiz differensiallanuvchi. Shu

sababli, Koshi teoremasiga ko‘ra, R? sohaning har bir nugtasidan yagona
egri chiziq (izokvanta) o‘tadi.

2" Har bir izokvanta bo'ylab K =K(L) funksiva kamayuvchi va
gavarig.

K =K (L) funksiyaning kamayuvchiligi (6.2) tenglamaning o°zidan

dK( )

ko‘nnib turibdi, chunki (6.2) ga ko'ra —2-Z (). Endi shu funksiyaning

qavarigligini isbot ctamiz, Buning uchun
d*K (L)
sz >0
tengsizlik o°rinli ekanligini ko‘rsatamiz.

dk
Avval == uchun &, f(k) va f'(k) orqali ifodani yozamiz:

dL
aK __OF faF _ fk)-k'(k) _ RALI
dL oLl & ) 1K)

Endi d?K(L)/dI? nihisoblaymiz:
d’K d(_ J® ] [ @l -foor@ ] .
oL

—— A s,

dL? Sk Lr¢]?

dK S k} Ik
_fwre otk f(k)f'(k)_( 7@ _
A R rol® L
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Sk
OV O NI N A V10 a0
Ll L o) 1

Shunday qilib,

K __[r®l e 1
dLZ I’j-:( k)]3 L
Oxirgi ifoda musbat, chunki f'(k) >0, (k) <0. Bu esa, izokvan- |
talaming gavariqligini ko‘rsatadi.
3% Lokvamtalar gorizontal va vertikal asimplotalarga ega.

Ular abssissa (L) va ordinaia (K) o ‘qlaridir.
Buni isbotlash uchun quyidagi munosabatlardan foydalanamiz:

K =0 & - 1im (X )=
Jim (k)= lim f(K/L)=0 lim f(K/L)=+o
Ulardan quyidagi munosabatiar kelib chigadi:

tim 25 < lim —ﬂ’ﬁlmJ:m.
e dL " £ =
fim — dK _ = lim| - f (k) +k] 0
Lo dl Jik)

Oxirgi ikki tenglik mazkur hossani isbot etadi (6.3-chizma).

Keyingi mulohazalarda F(L, K) = ¢ izokvantani J deb belgilaymiz.
Ravshanki, ¢, <¢, <..<c, <... ba‘lsa, J, </, <. ..<J <.
tengsizliklar o‘vinli. Boshgacha aytganda, birinchi chorakda shimoli-sharq

tomonga qarab yuqoriga harakat gilinsa, birin-ketin J, ,Jy ..o ...
izokvantalami kesib o‘tadi va ICHF qiymati ortib boradi (6 3-chizma).
Endi izoklinal ta’rifini keltiramiz.
Ta'’rif. Izoklinal deb shunday chizigqa aytiladiki, uning grafigi
koordinata boshidan chigadsi va izokvantalar bilan kesishgan nugtalarida
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lzokvantalarga o ‘tkazilgan urinmalar parallel bo‘ladi. Shu paraliel
wrinmalar izokostalar deyiladi (6.4-chizma).

Ma’lumki, izokvantalarning differensial tenglamasi osongina topiladi
(6.2-ga garang). Endi igtisodiyot uchun muhim bo‘lgan izoklinal differensial
tenglamasi, shu bilan birga, izoklinal tenglamasini topish masalasi bilan
shug‘ullanaylik. Ta’rif bo*yicha izoklinal grafigi koordinata boshidan chigadi
va | chorakda joylashgan. Izoklinal chizig‘idagi o'zgaruvchilami L, va K|
deylik. (Z,, K,) nuqtadagi burchak koeffitsiyenti dK,/dL, bo‘ladi.
lzokvantalar differensial tenglamasiga ko'ra kesishish nugtasida ularning
burchak koeffitsiyenti quyidagicha aniqlanadi:

K,

izoklinal

K
A izokosta

HI0KBAHTA
0 0 L
6.3-chizma 6.4- chizma
(ﬁ] __OF(L,K,) 3F(L,K,)
dL Ju k) aL 8K -

Izoklinalga (Z,, K)) da o‘tkazilgan urinma L o‘qi bilan y burchakni,
izokvantaga shu nugtada o*tkazilgan urinma L o*qibilan @ burchak tashkil
qilsin deylik (6.4-chizma). Unda fgo = #g(w — @) bo‘ladi. g o = p deb
belgilaymiz, bu holda

() _ax
__tgy-tgo _ \dL Juxy dL

1+1g9-1gy 1+(O’_K) (9K,
dL (Llaxl} dLl

(6.5)

(6.5) ni yana ushbu

OF(L,K,) 8F(L,K,) dK,
_ oL, 8K, dI, 6.5
P=""5F@, Ky a&, oF (K ©.6)
oL, dL, oK,
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ko‘rinishda yozish mumkin, Ma’lumki, (L , X)) nugqta F(L, K) =
izokvantada yotadi. Demak, F(L,, K) = C bo‘ladi. Endi (6.6} va sh
tengliklardan ixtiyoriy o‘zgarmas C ni chiqarib yuborsak, natijada izoklinal
differensial tenglama kelib chiqadi. So‘ngra L, niL ga, K, ni K ga
almashtirib qo‘yish mumkin. ;

Izoklinallar ishlab chigarishni uzoq vaqt davomida kengaytirib borish |
yo'lini ko‘rsatadi. Agar (Z,, K) nuqta izokvantada yotsa, unga o*tkazilgan
wrinma {(izokosta) tenglamasi

k-x=%1 -1

{L; X;) ;
ko‘rinishda bo‘ladi. Izokostalar parallel bo*igani uchun ixtiyoriy izokvanta '

uchun K =vy,y=const bo‘ladi. Shu sababli izokosta tenglamasi
dL Yz k)
K-yL=K,~y L, ko‘rinishni oladi. Uni umumiyroq, o, K+w®,L=0,

ko‘rinishda yozsak, o K +w,L migdor ishlab chiqarish resurslari sarfini

anglatadi. Bu esa izokostalar ishlab chiqarish xarajatlar o‘zgarmas bo‘lgan
nugqtalar geometrik o*mint anglatadi.

6.4-§. ICHF ning magistrailari. Chiziglilashtirish usuli

Faraz etaylik, Y=F(L, X) chiziqli va neoklassik statik ICHF bo‘lsin.
Eslatib o‘tamizki, ICHF ning izokvantalari F(£, K) = C tenglama bilan
tavsiflanadigan chiziglardan iborat. 1zoklinal esa koordinata boshidan
chigadigan va barcha izokvantalami o‘zgarmas burchak ostida kestb o'tadigan
chiziqdir. Izoklinaliar soni cheksiz ko‘p. Ular ichida magistral deb ataladigan
va igtisodiyotda muhim ahamiyatli chiziq bor.

Minimal sarflar bilan uzoq muddatga ishlab chiqarishni kengaytirish
sharoitida ishlab chiqariladigan mahsulot (milliy daromad) hajmini
maksimallashtirish masalasi yechimini ifodalaydigan izoklinal chizig'i
magistral deyiladi. Shunday qilib, cheksiz ko*p izoklinallar orasidan uzoq
davrga iqtisodiy osishni ta’'minlaydiganini ajratib olish lozim (6.5-chizma).
Quyida bu masalani yechish uchun optimallik belgisi bayon etiladi. Chizigsiz
ICHF uchun esa chizigiilashtirish usuli keltiriladi.

1. Chizigli ICHF uchun magistrallammi qurish usulini bayon etamiz. Faraz
etayltk, ushbu ML, K) =aK+ bL, @>0, 5>0 chiziqli ICHF berilgan bo‘Isisn,

102



Unda mos izokvantalar aK+ bL = C tenglama bilan beriladi. Tenglamada
(' - ixtivoriy musbat o*zgarmas son, Shuning uchun akK + bL = C tenglama
hilan paralle! to*g'ri chiziqlar oilasi berilgan, aniqrog‘i, shu to*g ri chiziqlar-
ning I chorakda joylashgan kesmalari ifodalangan. Masalan, C=C, da
aK+ bL=C, to'g'ri chiziq abssissa o‘qidan C,/b, ordinata o*qidan C Ja
kesmani kesadigan, (C, / b; 0) va(C,/ a; 0)ynuqtalarni tutashtiradigan kesmani
tasviflaydi (6.6-chizma). Shu kesma izokvanta ekani ravshan.

K/\ K
Cola
T o
ol L Cob 7,
6.5-chizima 6.6- chizma 6.7- chizma

Koordinata boshidan chigib, I chorakda joylashgan nurlar cheksiz ko‘p.
Ular to‘g‘ri chiziq kesmalaridan iborat bo*lgan izokvantalarni albatta kesib
o‘tadi. (6.7-chizma).

Ushbu K =pL, 0<p <+ ko'rinishda berilgan ixtiyoriy nur koordinata
boshidan chiqadi, I chorakda joylashgan hamda barcha kesma —

ap+ b
izokvantalarni o‘zgarmas burchak ostida kesib o‘tadi: 8% = bp—a

Ravshanki, 0<u<%- Masala K=p L ko‘rinishdagi cheksiz ko‘p izoklinallar

(nurlar) ichidan op#imal izoklinaini topishdan iborat. Quyida optimallik belgisi
keltiriladi va masala yechiladi.
Quyidagi sistemani ko‘ramiz:

akK+bL=C,,
K=plL.

Bu ikki noma’lumli ikkita chiziqli tenglamalar sistemasi.
Elementar hisoblashlar yordamida yechimni topamiz:

C p-C
=23 = 0
L ap+b’ K, ap+b
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Ushbu 7]

Q=4(L,K): 0<Lc< 2 R OsKs-E-'-gﬂ-
ap+b ap+ b _
to‘g ri to‘rtburchakni olamiz. Uning yuzi quyidagi formula bilan hisoblanadi -
{6.8-chizma). :
2

- p'Co 0
Si(p) ——-—-—-—-———(ap+b)2>0, <p<to.

Shu S p} funksiya uchun ushbu
8(p)>0,0<p<+w, limS(p)=limS(p)=0.

munosabatiar o‘rinli. Bu S(p) funksiva (0; +o) intervalda biror
P, € (0; +wo} nuqtada o‘zining eng katta givmatiga erishishini anglatadi.
Shunday qilth, izokhinalning optimallik belgisi sifatida £ to‘g i to‘rtburchak
yuzini maksimaliashtirish masalasini olish mumkin, ya’ni
s _
S(p)z-——-—-———-p'c" ~ > max, 0< p <+,
(ap + b)
Shu masalaning yechimi p, optimal izoklinalnt, ya’ni X = p_ L nurni anig-
laydi. Yuqoridagi mulohazalarga ko‘ra bu masala yeckimi mavjud. Endi shu
yechimmi (ya'm p, mi) topishga kirishamiz.
8 (p } funksiyaning hosilasini topib, nolga tenglashtiramiz:

l-(ap+b)z—p-2-(ap+b)-a=C1 b-ap '
(ap + b)° ¢ {ap + BY’

S(p)=0; b-ap=0; p,=bla.

Shunday qilib, masalaning yechimi mavjud va S(p ) funksiya yagons
statsionar nugqtaga ega. Demak, shu p, =4/ anugtada S(p ) funksiya o‘zining
eng katta giymatiga erishadi. Shunday qilib, K= (b/a)x L magistral
tenglamasidir (6.3-chizma).

Chizigh ICHF izokvantalarining magistrali qiziq hossaga ega. OAB
uchburchak teng yonli, ya’ni OD = AD (RD 1L 0A). Haqiqatan, B nugta
koordinatalarini topamiz. Buning uchun ak + 5L =C,, K=(b/a)- L
tenglamalar sistemasini yechamiz. Ravshanki, L = C, /(28) ,K, = C, /(24q) .
A nugtaning abssissast ¢sa C/b edi. Bundap OD = OA. Demak, A O4B

S'(p)=C;-
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tengyonli ckani kelib chiqadi. Shuning uchun £ BOD = £ BAD. Endi
magistralni geometrik usul bilan topish mumkin bo‘ladi. Buning uchun £ 4
burchakni o‘lchaymiz va koordinata boshida shu burchakka teng burchak
yasaymiz. Shu burchakning og‘ma tomonini davom ettiramiz, u AF
izokvantani B nuqtada kesib o‘tadi. OB chiziq magisteal bo‘ladi (6.9~
chizna),

D
6.8-chizma 6.9- chizma

Biz chizigli ICHF uychun uning izokvantalariga mos magistraini qurish
usulini bayon etdik. Ammo bu usulni chizigsiz ICHF lar uchun bevosita
go‘llab bo*lmayd:. Ba’z hollarda chiziglilashtinish usuli yordamida masalani
yechish mumkin,

2. Endi Y =a,K*I"* Kobb-Duglas funksiyasi uchun magistralni
topamiz va grafigini chizamiz, Bu funksiya chiziqsiz, uni chiziglilashtirish
mumkin, Chiziglilashtirish usulining mohiyati quyidagidan iborat: Kobb—
Duglas funksiyasi izokvantasi a,K*L"™ =C, tenglamasining  ikki
tomonini logarifimlaymiz;

. C
nCy=lna,+amK+(1~a)inl yoki alnK +(1-a)inl = In—‘;:—.

Ushbu X =InK, L =InlL belgilashlarni kiritamiz. Natijada
a K +(1-o )L, = n{C,/a,} munosabat hosil bo‘ladi. U a X, +(1-a)f,
ko‘rinishdagi chizigli ICHF ning izokvantalari tenglamasi.

Shu 1 ,K, o‘zgaruvchilar bo'yicha magistral tenglamasini yozish
mumkin: K| =(1-a)fa-L,. Eski o‘zgaruvchilarga qaytamiz:
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InK=(l-a)/a-InL . Bundan K= o magistral tenglamasi kelib
chiqadi. Bunda oo — parametr. Shu parametrning 0 <o <1 dagi turli
giymatlariga garab magistral turli chiziqlardan iborat bo*ladi:

Do<a<1/2; Da=1/2, 3H12<a<l.

Agara = 1/2 bo‘lsa, K= L . Magistral I chorak bissektrisasidan iborat
(6.10-chizma). Agar, masalan, « = 1/3 bo‘lsa, K= I? bo‘ladi. Bu holda
magistral X=I? parabolaning L. 2 0 bo‘lgandagi yarim shoxchasi (6.11-
chizma). Nihoyat, o = 2/3 bo'lganda magistral tenglamasi X = JI botladi.
Bu K= L ga teskari bo‘lgan K = JL chizig‘ining I chorakdagi gismi
(6.12-chizma).

Misollardan chigadigan natija shuki, ko‘rilayotgan holda magistrallar
grafikiari asosan uch turli bo‘ladi (6.10-, 6.11-, 6.12 chizmalar).

AK

6.10-chizma 6.11- chizma 6.12- chizma

3. Chiziglilashtirish usuli bilan Solou ICHF uchun magistralni topish
mumkin. Ma’lumki,
1
FLK)=aak®+(~a)L®| 7, a,>0, 0<a<l, p>-1.
Izokvantalar tenglamasini yozamiz:

1
afak ® +(i~a)L®] P =C, C,>0.
Bu tenglikning ikki tomonini (- p }— darajaga ko*‘taramiz:

C P
ak*+{1-a)L* = [-—EJ )
a,
Quyidagi belgilashlarni kiritamiz:
' K*=K, L*=L.
Natijadayangi L , K, o‘zgaruvchilarga nisbatan chiziqli ifodaga kelamiz:
106



C i
ak, +(1- o)L, =(_o] |
al)
Bu tenglama K + (1 -a) L, chiziqli ICHF izokvantalari tengla-
masidir. Endi magistral tenglamasini yozish mumkin:

K1=-l-:—.-a-.L1_
a

Eski o‘zgaruvchilarga qaytamiz: K = (1-a)/a- L® yoki K ={a/(1-
—a)]¥. L . Oxirgi munosabat koordinata boshidan chigadigan, burchak
koeffitsiyenti [a/(1-a)] >0 ga teng bo‘lgan numi anglatadi. Agar a=1/2
bo‘lsa, K= L — I chorak bissektrisasi, p = 1 bo'lsa, X=[a/(1-a)} L -
burchak koeffitsiyenti af(1—a) ga teng bo‘lgan nur bo‘ladi. Ixtiyoriy a,
0 <a <1 uchun p — +o0 da magistral X =L holatga intiladi, p - -1 da

magistral X =[(I-a)/a) L holatga intiladi.

Yuqorida Kobb-Duglas va Solou ICHF ga chiziglilashtirish usulini
go*‘lanib, mos magistral tenglamalarini topdik. Bu usulni ixtiyoriy
chiziglilashtirish mumkin bo*lgan ICHFga go*llash mumkin.

6.5-§. ICHF ko‘rinishini makroiqtisodiy L, X va ¥
o‘zgaruvchilarning statistik giymatlari bo‘yicha aniglash

Agar ICHF ni biror ko‘rinishda Kobb va Duglaslardek (5-bobga qarang)
izlamoqchi bo*lsak, uning parametriarini EKKU yordamida topish mumkin.
Ammo makroigtisodiy o‘zgaruvchilarning statistik qiymatlari bo‘yicha ICHF
ko‘rinishini aniglab olish muhim ahamiyat kasb etadi. Buning uchun
qo‘shimcha kuzatuvlar olib borish yetarli ekanini ko*rsatamiz.

Faraz etaylik, makroiqtisediy L, X va ¥ o‘zgarvchilarning quyidagi
statistik qiymatlari berilgan bo*1sin:

L Ly L, L ... L,
K K K, K K,
Y 47 Yy Y33 Yo |, Y, =KL,K).

Bu jadvalda L <L K, <K,, Y <Y, .. i=Ln-1.Biz

neoklassik shartlarni qanoatlantiradigan ICHF ko*rinishini aniqlash masalasini

ixl?

107



go‘yamiz. Yuqoridakeltirilgan ¥,,, i=1,n-1 , qiymatlar masalani yechish -.
uchun yetarli emas, Agar yana ba’zi qo‘shimcha kuzatuvlar olib borilsa,
masalani yechish mumkin bo‘ladi. Buni ko*rsatish uchun ¥, = FL, K), izj,
giymatlarni ham kuzatuvlar natijasida topib olamiz. Ravshanki, neoklassik
shartlarga ko‘ra quyidagi tengliklar o‘rinli:

Y, =F(L,K))=F(L,K )+, >0, K <KX,
};3=F(L2*K3)=F(L23Kz)+72’ Y.>0, Kz <K3'

= F( Ln-.’l »

A K)=F(L_.K )+Yws Yea >0 K <K
Y, =F(L,.K)=F(L,K)+5, 5, >0, Li<Li,
¥, =F(L,K,)=F(L,,K,)+d,, 8,>0, L, <L,

Ym 1 = F(LmKu-l) = F(Ln—t’Kn'-l)-"sn’ sn > 0’ Ln-l < Ln'

Kuzatuvlar natijasida y,, v,, .--, 7, 9, 9, ..., 8,., miqdorlar topilgan
bo*ladi. Umuman, kuzatuvlar yordamida quyidagi matritsa elementlarini topib
olish mumkin:

L, Y, .
Y, ¥, .. ¥
A=(YU-)= 21 2 n

n

Yy Y, o 1,
Shu ma’lumotiardan foydalanib, barcha asosiy igtisodiy-matematik
xarakteristikalarni hisoblab chigish mumkin. Ular quyidagilardan iborat:

ki.—.fi y‘-_,F(L"’K*') zl-_.F(I?’Ki) vlﬂ__aF(LnK;‘)
L,', Lj » Ki ) i aL »
, OF(L,K) o TFLK) K B_zaFtL,-,K) 4
YT ek 1 &K FL,K)y ' oL FL,KY
g OF(L,K) OF(L.K) _[g_& K J
: oL, 8k ' \ak S )
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Bunda £, y, z laruchun i=1,2,...,n, wv,r, o, B, va S lar uchun
f=12.3,..,n1; o laruchun ¢sa, i=3,4,. . n-2

Yuqoridagi formulalardan ko‘rinadiki, hosilalar qatnashgan hollarda o‘sha
hosilalami bizga ma’lum ma’lumotlar yordamida hisoblash lozim bo‘ladi.

Jumladan, v, va 7, miqdorlar ushbu

- OF(L,.K;) F(L,,.K)-F(L,.K})

L

i oL Lig-L,
r _aF(LpK;')~F(List+1)_F(LisK5~1) (65)
v oK Kin—K ‘

tagribiy formulalar orqali hisoblanadi. Bu (6.5) formulalar xususiy hosilalarni
R? sohaning ichki (7,j ) tugun nuqtalarida tagriban almashtirish uchun
avirmali munosabatiar deyiladi (6.13- va 6.14-chizmalar).

K K

A - A
© j+1) )

(L) |Gy | Gen )
©.7) = no —T R’
(i) !

©.71) ~J />

o Lo ooy L 0| 3 Kk “L

6.13~chizma 6.14- chizma

Chizmalarda (7,7) tugun nuqta (L, K )=(ih, jl)ni anglatads,
unda # — L o‘qibo‘yicha,/ esaK o‘qibo‘yicha qadamni anglatadi, (0; 0)
tugun nuqta koordinata boshini bildiradi.

Shunday qilib, osongina hisoblanadigan

ki’ yis Ziy L]/Yn Ki/Yf’ vi Ba I‘,
miqdorlar yordamida qolgan o, B,, §; va o, miqdorlami ham hisoblash
mumkin. Ulami 12 ta ustunga joylashtiramiz (6.1 jadvalga qarang). 7-
ustundan boshlab, har bir ustunda joylashgan sonlami sinchiklab kuzatamiz.
Ba’zi ustundagi sonlar deyarli o‘zgarmasligi yoki biror qonun bo‘yicha
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o‘zgarayotganligini payqab golsak, unda 6.4-§ dagi mulohazalarga asoslani
ICHF ning ko‘rinishini aniqlab olish mumkin. U funksiya necklassik ICl'lflI
bo‘lishi kerakligi ravshan.

Yugoridagi mulchazalami shartli statistik ma’tumotlar uchun misolda
amalga oshiramiz. Avvalo, K, va L  lar jadvalini yozamiz:

K 1,6 1,1 1,2 1,3 14 15
L 20 2,1 2,2 23 24 2,5

Endi ¥_lar uchun 4 matritsa elementlarini yozish kerak bo‘ladi. Ammo
masalani yechish uchun shu matritsaning bosh diagonal elementlari ¥, |

i=1,6 , shu diagonalga yopishgan undan yuqorida joylashgan diagonal

clementlari Y, |

Y.pi= 2,6 qiymatlari yetarli bo‘ladi. Shu giymatlami keltiramiz:

Y, =1414; ¥, =1382; ¥, =1352; ¥, =1330; ¥,=1309; ¥, =1,290;
Y,=1483; ¥, =1587, ¥, =1691; ¥, =179, ¥, =1,897,
Y, =1,999; ¥, =1556, ¥ =166); ¥, =1766; ¥, =187l 4

, i=1 6-1 vaundan pastdajoylashgan diagonal elementlari

Endi hosilalami hisoblaymiz ({6.5)-ga qarang):
oF(L,.K,) L L356-1,483 a*‘(l.,,K,)zl,661—l,587

=0,365 =0,370;
aL 0,2 oA 02 ’
HLK) LI66-L6_ 2ps  AFULK) LEIN-LTH ) oes
a 0,2 ’ aL 0,2 ’
F Ly, Ky) 1587-1449 o ooy FLnKy 1691-1556 =0,675
X 0,2 X 02 '
LK) LTH-LEL o oos FUsKy) L8TTLTI6 4 cos

&K 02 > K 0,2
Topilgan giymatlardan foydalanib, o va § larni hisoblash mumkin:
o,=0449; o, =0449; o =0,500; o, =0,500;

B,=0,504; $,=0,501; pB,=0449; B,=07504.
Bundan tashqari, §,, i=2,3,45 va o,, i =34, qiymatlarni ham
hisoblaymiz:
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(dSs kY _(Si=S, ks ) _(0563-0,529 0545Y" _
ki—k, ;) \0365-0524 0,549

=1 -1
_[0.034 0545 =(1ss30} —1215.
22509 y

(ds, kY _(Ss=S, k) _(0588-0549 0565 _
U Ty ks~ S, ) \0583-0545 0,563

—1 ~1
_ (0,039 0,565 ) _ ( 22035 ] _2139%4 _ 0979

{0,038 0,563 21394 ) 22035

Shunday qilib, barcha zarur miqdorlar hisoblandi. Natijalarni bitta
jadvalga joylashtiramiz (6. 1-jadvalga qarang).

6.1-jadvaldan ko‘rinadiki, o, =0,5; B, =0,5; «,; +pB, ~1. Bundan
makroiqtisodiy L , K va Y ko‘rsatkichlarning jadvalda berilgan giymatlariga
Kobb-Duglas ICHF mos kelishi kelib chiqadi. Biz fondlar yoki mehnat
resurslari bo'yicha elastiklik o‘zgarmas bo‘lgan holda mos ICHF Kobb-

Duglas funksiyasi ekaniga asoslandik. Demak, ICHF ni ¥ =q,K*IF,

a, >0, >0, p>0, a+B=1 ko'rinishda izlash kerak, degan xulosaga
kelamiz.
Agar 6.1-jadvalga sinchiklab qaralsa, shartli ma’lumotlar (1,2,3-ustunlar)

Y =+KL ko‘rinishdagi Kobb-Duglas ICHF qiymatlaridan iborat ekaniga
ishonch hosil gilamiz.. Eng kichik kvadratlar usulini qo‘llash natijasida
ay=1, a=P~1/2 qiymatlarga ega bo‘lamiz. Hisob-kitoblarni olib
borishni talabaning o*ziga topshiramiz,

111



06T°1 | vLL'0 | 0090 | 9€6°1 | 6T &1

8850 | 10OS'0 | 00S'0 | S69°0 | SSE'0 | 60€°T | ¥9L'0 | €850 | €£81 | v'T 'l
6L60 [ £95°0 | 6640 | 0050 | $99°0 | sL€ | oggt | TS0 | ses0 | 6TL | g2 €1
S9TI | svs0 [ 10SD | 66%'0 | SL9% | oLc0 | 7S£l | 6£L'0 | spso | szol | TT 1
6750 [ ¥0s'0 | e6v°0 | 069°0 | S9¢'0 | v8E'Y | vTL'O | ¥TSO | 0TS'T | 1T Il
vIVT | LoL'0 | 00S°0 | ¥I¥'T | 0T 0'1

4 (1 0l 6 8 L 9 ¢ ¥ £ Z 1

papolry

112



6-bobga oid masalalar

[. Ba’zi iqtisodiy-matematik xarakteristikalaming statistik qiymatiari
bo‘yicha ICHF ko‘rinishi aniglansin:

1. E |l v 213 4a1s s
f& | e | o209 |09 | 1,03 097

(k)= const

2.k { 2 3 4 5 | 6
fO-®| 2 200 | 202 ] 1,9 | 1,98 | 1,97

fky=k f'(k)=const

3. k|l 1v b2 3] 4|5 ]cs
“}%——f‘;‘*’ | 2 |2,01 l 2,02 l 1,99 I 1,98 | 1,97
——f(k)_kf'{k)=coml
(k)
4. k Lyl 2] 3| a4l s | s
' (k)
f(k) l 2 l 2,01 l 2,02 ‘ 1,99 | 1,98 l 1,97
if%;l=¢‘0ﬂﬂ

II. Quyidagi ICHF uchun izokvantalarning va ularning differensial
tenglamasi yozilsin. Bundan tashqari, shu ICHF laming magistrallari topilsin
va grafigi chizilsin:

A L FLK)=VKL. 4 FLE)=YKL.
2. FLE)=Vki? . 5. FeLKy =Yk
3. PaLK)=YKL. 6. F(LK)=YKI* .

2K JZEL
F(LK)==-220 _F(L,K)= .
B. 1. F(LK)=22-. 2. F(LK) O

$ =~ Ne 101 H3



3. FULKy=L(VE +VL}. 5. F(LK)= bl
L= (E L) Wz + i)
4 LK) =B prye—BEKL
. (K3l2 +L3/2)2 (K3/4 +L3f4)4

HI. Quyidagi statisttk ma’lumotlarga asosianib, asosiy ~ iqtisodiyy
matematik xarakteristikalarni hisoblang va ICHF ko rinishini aniglang:

K 20 2,1 2,2 2,3 24 2,5
L 1,0 Il 1,2 1,3 14 1,5
Y 1414 1,520 1,625 1,729 1,853 1,936

6-bobga oid nazorat savollari

1. Agar limit unumdorlik (fond!ar, mehnat bo'yicha} o‘zgarmas bo‘lsa, -
mos ICHF ganday ko‘rinishda bo‘ladi?

2. Almashishning limit normast o°zgarmas bo‘lsa, ICHF qanday
ko'rinishda bo‘ladi?

3. Almashishning elastikligi o°zgarmas bo‘lganda, ICHF ko‘rinishini aytib
bering.

4, Fondlar vamehnat bo‘vicha elastiklik o‘zgarmas bo‘lsa, ICHF qanday -
ko‘rinishdabo‘ladi?

5. Fondlar va mehnat bo‘yicha elastiklik kasr-chizigli funksiya bo‘lganda
mos ICHF qanday ko‘rinishda bo‘ladi?

6. lzokvanta, izoklinal va izokvetalar ta’rifini bering,.

7. Izokvantalar qanday xossalarga ega?

8. ICHF magistrali ta’rifini bering.

9. ICHF ning magistralini topish usuilarini tushuntirib bering.

10, Chiziqtilashtirish usuli nima?

11. Kobb-Duglas va Solou ICHF ning magistrallarini toping.

12, Tkki faktorli ICHF ning birinchi tartibli xususiy hosilalarini tagribiy
hisoblash formulalarini yozib bering.

13. Asosiy iqtisodiy-matematik xarakteristikalarning giymatlariga qarab
ICHF ko‘rinishini bilish mumkinligini tushuntirib bering.
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7-bob. ICHF UCHUN OPTIMALLASHTIRISH MASALALARI
7.1-§. Asosiy tushunchalar va masalalarning qo‘yilishi

Mazkur bobda ishlab chigarishni optimallashtirish masalalarini ko‘ramiz,
bunda ishlab chiqarilgan mahsulot hajmi ikki faktorli neokiassik ICHF

¥ = F(L, K)bilan ifodalanadi. Ba’zi tushunchalar ta’rifini keltiramiz.

Firmaning daromadi R deb anig vaqt oralig‘ida (biror yil yoki bir
necha yillarda) ishiab chiqarilgan mahsulot hajmi F'(Z, X) ni uning bir birlik
narlii p, ga ko‘paytmasi p, F (L, K) ga aytiladi.

Firmaning umumiy harajati hajmi C deb aniq vaqt oralig‘ida gilingan
barcha xarajatlarga aytiladi, ya'ni C=p K+p L, bunda X va L - firma
tomonidan xarajat qilinadigan (foydalanilgan) ishlab chiqarish resurslan hajmi,
p, vap, lar esa mos ravishda K va L resurslaming bozor narhi,

Fimaning aniq vaqt oralig‘ida qilgan daromadi B bilan uning sarflari
(xargjatlan) C ayirmasi finma foydasi deyiladi va PR=R - C yoki

O(LK)=p, FUL.K)-(p, K + p,L
kabi yoziladi, ( )= poFi )—(p pr.L)

Agar firma mukammal {sof) raqobat sharoitida faoliyat ko‘rsatayotgan
bo‘lsa, unda shu firma bozor narxlari p,, p,, p, gata’sir cta olmaydi. Boshga
sharoitda narxlami bozor aniqlamaydi. Istalgan holda firmaning vazifasi
(asosiy magsadi) o'z foydasini maksimallashtirishdan iborat. Bu masala

(L K)y->max, L=20, K20, {(7.1)
ko‘rinishda yoziladi. (7.1) masala chizigsiz dasturlashning shartsiz maksinrum
masalasidir,

Resurslaming sarf etiladigan hajmi chegaralangan bo‘lsa,u g(L,K)}<5d
tengsizlik bilan beriladi. Bu holda foydani makstmallashtirish masalasi ushbu

O(L K)o max, gL K)<b, L=>0, K20 (7.2)
ko‘rinishda yoziladi. '

Bu (7.2) masala chizigsiz dasturlashning shartlari tengsizliklar bilan
berilgan shartli maksimum masalasidan iborat.

Ishlab chigarish xarajatlari funksiyasi p X +p L ning sath chiziqlari
p K+pL = C kabi yoziladi va izekostalar deb ataladi. Agar masala
p,K +p L — minkabi qo‘yilgan bo‘Isa, p K + p.L = C chiziglar bir vaqtda

115



ham 1zokosta, ham izokvanta vazifasini bajaradi. Izokosta p K+ p L =
to‘g’n chiziqning I chorakda joylashgan kesmasidan iborat, uning ucht

C C
0, — - 0 ;
[ p,J (Pz J (7.1-chizma).

O‘zgarmas Cning €, C, C,, ... qiymatiariga mos ravishda 4 B,
AB,AB, .. izokostalar to‘g‘ri keladi. Buning har bir 4B, izokostaga,
nishatan «shimoli-sharqda» joylashgan AMBH ,nugtasiga A B, ga qaraganda :
oriiq xarajat mos keladi, ya'ni C < C, <(,<... (7. la-chlzma) '

K

(5]

b ¥
C. Ao A Ay Ay AT
LI DRI N ELRES
7.1-chizmna 7.1a- chizma
Igtisodiyotda ishlab chiqarilgan mahsulot hajmi berilgan holda umumiy

xargjatlami minimaltlashtirish masalasini yechishga to‘g ‘ri keladi. Bumasala
quyidagicha yoziladi:

GUL,K)=pK+ p,L ~»min,
(7.3)

FULK)Y=0Q.

(7.3) masala chizigsiz dasturlashning shartlari tengliklar bilan berilgan

sharth mirimum masalasidir, Uni umumiy holda Lagranjring ko ‘paytuvchilan

usuli bilan yechiladi. Sodda hollarda u chiqarish usuii bitan ham yechilishi

mumkin. Albatta, (7.3) masalani vechishning tagribiy usullari ham mavjud.

Ulardan masalaning o‘lchovlari katta bo‘lganda foydalaniladi. Biz ularga
to‘xtalmaymiz. N

.

7.2-§. Foydani maksimallashtirish masalasi

Bu masalani Kobb-Duglas va Solou ICHF uchun yechamiz,
- 1. (7.1) masalada ICHF sifatida Kobb-Duglas: ¥ =a,K“I'"* funk-
siyasi olingan bo*lsin. Unda masata ushbu
ML, K)= pa, K I —(p K+ p, Ly >max, L20, K20 (7.4)
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ko'rinishda yoziladi. Masalani yechish uchun avval birinchi tartibli xususiy
hosilalarni hisoblab, nolga tenglashtiramiz:

P (I-)K L - p, =0, pyaak AR p=0
yoki

Poao(-)-(K/LY = p,,  pragodK[LY " = p,.
Bu tengliklardan K/L uchun ikki turli ifoda kelib chigadi;

Ho a1 |
K2 _ .S /. (7.5)
L \pa-)) " L (pasa ' ‘
Ulami tenglashtirsak, soddalashtirilgandan keyin quyidagi tenglik hosil bo*ladi:
PPyt =pyay ot (i-a) ™. - (76)

Avvalo (7.6) tenglik p,, p,, p, narxlar orasidagi bog ‘lanishni ifodalaydi. (7.5)"
munosabatlar esa, resurslarning optimal tagsimoti {7.5) tenglama bilan
lavsiflanadigan nurda yotishini bildiradi. Ko‘rinadiki, (7.4) masala uchun
cheksiz ko‘p statsionar nugtalar mavjud va ular o*sha nurda yotadi. Endi
ikkinchi tartibli hosilalamni hisoblaymiz;

R arog OD o
i Doy (l—a)—)K L™ Pl = peaga(a—1)K 2L
asz ol p -t
T = poad,(1—) o K *'L
Kvadratik forma tozamiz;

Pay(l-))K “L™  pag(-a)oK 'L [yl]
P (l—aK L™ pa(a=-Dak 2L | |y,
Sodda hisoblashlar natijasida quyidagi kvadratik forma hosil bo‘ladi:

gypyz):(yu.}'z)'(

L K
O, ¥2)=-Poay(1-a)K* 2L “(—L—-yf -2Kny, +L-y§] X

Bu kvadratik forma uchun Q (,, 3, ) < 0 tengsizlik bajariladi. (XL, Xy
funksiya botiq ekanini ko‘rsatish qiyin emas (bu (L, K) ning botigligidan.
kelib chlqad:) Shu sababli (7.5) nurdagi har bir nuqta uchun (L, K)
funksiya o‘zining eng katta giymatiga erishadi. '
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Agar finna X resursni {yoki L resursni) fagat § hajmda sarf qilis}
maqsadga muvofig bo'lsa, 7 ni (¥ ni) (7.5) dan topamiz. Agar o =1

bo‘lsa, (7.6) munosabat p,a, =2-,/p, p, ko‘rinishni oladi. _
2. Endi (7.1) masatani Solou ICHF uchun vechamiz, Masala ushbu

)

LK) = poo] aK® +U~DL?] o ~ (K + pyLy—>max, L20, K20
ko‘rinishda yozitadi. Masalani yechish uchun avvalgi holdagidek muloh
hisob-kitoblarni bajaramiz. Natijada K va I faktorlar orasida ushbu

p l-a .
munosabatni topamiz. Agar L=1L bo‘lsa, F(L, K} funksiya]

p 2 a [ f \ 4 i
Ly, :’1—_1:; nuqtada o‘zining eng katta qiymatiga erishadi.

7.3-§. Umumiy xarajatlarni minimallashtirish masalasi
t. Endi (7.3) masatani Kobb-Duglas ICHF uchun yechamiz. Bu holda
masala guyidagi ko ‘rinishni oladi:
HLK)=pK+p,L —>min, a,K°L™=0. an

Masala sodda bolgani uchun uni avval chiqarish usuii bilan yechamiz.
Uning uchun X'ni L orgali ifodalaymiz:

o P |
i
Bunda G(Z, K) funksiya ushbu 1

Ve o,
G.L)y=p, (-Q*) ‘L +plL
9

ko‘rinishga keladi. Shu funksiya 0 < L < +w intervalda o‘zining eng kichik
giymatiga erishadi. Sababi, avvalo funksiyaning eng kichik giymati mavjud
ekani quyidagi munosabatlardan ketib chiqadi:
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F fim G.(D)= lim G.(L)=+° va G,(L)>0, VLe(0;+).

Bndi G.(1) funksiya eng kichik giymatga erishadigan nuqtani topamiz.
Buning uchun G, (L) =0 tenglamani yechamiz:

1/ 1 lie '
Gibepd@l 2 e, L[L2] &l 0
i(L)=p {%] " +h, B o " +p, =0,
Bundan statsionar nuqtani topamiz:
p 1-a ;
L, (4._] 2
p, <« y

Statsionar nuqgta yagona bo‘lgani uchun G,(L) funksiyaning eng kichik
qiymati mavjudligidan shu L, nuqtaizlangan nuqtadir. L, dan foydalanib,
K, ni ham topib qo‘yamiz:

Shunday qilib, g, K%' =Q bo‘lganda xarajatlar funksiyasi
(HL,K)y=p K+p L topilgan (L, K} nuqtada o‘zining eng kichik
qiymatiga erishadi.

(7.3)masalani Lagranjning ko ‘paytuvchilar usuli bilan yechamiz, Lagranj
funksiyasini tuzamiz:

L K)=pK+ pL+r-(a kL™ -0).
Xususty hosilalarni hisoblaymiz:
oD " e oD o
== . )% ——=p+iaa-KL
aL p2+l aOK (l a) L » aK pl 1] .

oD op
. - . = 0, —_ 0 .
Tenglamalar sistemasint tuzamiz: aZ X yoki

Pyiha,(l-a)-K°L* =0,
pl +)‘.'OOG.°KG_‘LI_¢ =0,
a, K[ ~0=0.
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Sistemaning binnchi ikki tenglamasidan

tenglik kelib chiqadi. Sistemaning oxirgi tenglamasini
a(K/LY'L=0Q

ko‘rinishda yozsak, X/L uchun topilgan ifodadan foydalanib, Z, ni topish
mumkin:

Bu chiqarish usuli bilan topilgan gqiymat bilan ustma-ust tushadi.’
Shuningdek, K, ni ham topsak, avvalgi qiymatiga teng bo‘ladi. Shunday’
qilib, (7.3) masala uchun yagona shartli-statsionar nuqta topildi. Lagranj
funksiyasi qavariq bo‘igani uchun shn nugtada F(L, X) funksiya eng klchlk
givmatga erishadi.

74-§. Iqtisediyotda optimallashtirish masalalarini yechishning
burchak koeflitsiyentlarni tenglashtivish usuli

Mazkur bobning avvalgi paragraflanda optimallashtinsh masalalarini
yechishga klassik bo‘lib qolgan chigarish va Lagranj ko‘paytuvchilari usuli
qo‘ltandi. Ammo bu usuliar turli noqulayliklarga ega. Jumladan, masalani
Lagranj ko‘paytuvchilar usuli bilan yechish uchun avval birinchi tartibli
xususty hosilalar hisoblanadi va ulami nolga tenglashtirib, hosil bo‘Igan
tenglamalar sistemasini yechiladi. Natijada statsionar nuqtalar (agar ular
mavjud bo‘lsa) topiladi. So*ngra ikkinchi tartibli hosilalar hisoblanadi va
statsionar nuqtalarda gtymatlari topiladi. Mos matritsa tuzilib, tegishli
kvadratik forma tuziladi. Qo‘yilgan masalaning yechimi kvadratik forma-
ning nusbat yoki manfty aniglanganligiga bog ‘liq bo*ladi.

Iqtisodivotda masalalaming qo‘yilishida ICHF ishtirok etadi. Agar
ICHF ning xossalaridan foydalanilisa, optimallashtirish masalalarini yechish-
da qulay bo‘lgan usulni tavsiya etish mamkin. Uni durchak koeffitsiyentiarni
tenglashtirishusuli deb yuritamiz. Mazkur usul ikkincht tartibli hosilalardan
foydalanmaydi, faqat funksiyalarning gavarigligi va dotigligidan
foydatanadi.
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1. Chizigli budjet chegarasi berilganda ishlab chiqarilgan
(chigariladigan) mahsulo¢ hajmini maksimallashtirish masalasini
ko‘ramiz.

Masala quyidagicha qo‘yiladi:

{F(L,K) — max,

pK+p,L=1, 78

bunda F(L, X) - necklassik IChF, p, - asosty fondlar birligi narhi, p, -
mehnat resurslari birligi narhi, 7 — xarajatlarning berilgan hajmt. (7.8) ning
ikkinchi tenglamasini chiziqh budjet chegarasi deymiz.

Demak, masala asosiy fondlar X va mechnat resurslari I orasida
shunday tagsimotni topishdan iboratki, ular p X + p.L = I ni qanoatlantirsin
va. F{L, K} 1ChF ga maksimal qiymat bersin.

(7.8) masalani yechish uchun avval ICHF ning izokvantalarini chizamiz,
Ular, ma’hunki, qavariq egri chiziglardan iborat va gorizontal hamda vertikal
asimptotalarga ega (7.2-chizma). Ushbu p X + p,L = tenglama esa
burchak koeffitstyenti k,=— p, /p, ga teng bo‘lgan to‘g‘ri chizigni
tavsiflaydi. L>0, Kz 0ga ko‘ra biz shu to‘g‘n chizigning T chorakda
joylashgan kesmasiga cgamiz (7.3 chizma). &, deb izokvanta yrinmasining
burchak koeffitsiyentini belgilaymiz.

K K

AN M
> —>
0 L 0 l/p, L
7.2-chizma 7.3-chizma

[zokvantalar ichida biror C= C, da AB kesmaga urinadigani mavjud.
Urinish nugtasi (L, K) masalaning yechimi bo‘ladi (7.4-chizma). Urinish
nugtasida F(L, K) = C izokvanta urinmasining va pX+p L =1 to'g’ri
chizigning burchak kocffitsiyentlani o°zaro teng, ya’ni &, = &,. Masalani
yechish uchun
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_OF(L,K) [eF(LK) _ _p,
oL oK P’

(7.9)
nK+p,L=1
sistersani yechish yetarli,
Misol. Ushbu K - max, 2K-+3L=6 masala berilgan bo‘lsin.

Bunda F(L,K)=+/KL (Kobb-Duglas ICHF). %, va £, lami topamiz:

SIK Lk, s
b= 2JE/2JE_ L Ty

Tenglamalar sistemasini vozamiz. - K/L=-3/2, 2K+ 3L = 6. Undan
L =1, K,=3/2 yechimni topamiz.

2. Chizigsiz budjet chegarasi berilganda 1shlab chigariigan (chiqaria-
digan) mahsulot hajmini maksimallashtirish masalasini ko‘nb chigamiz.
Masala quyidagicha beriladi:

{ F(L,K) > max,

oK)+ pgl)=1,
bunda ¢ { X)va g (L )— quyidagi shartlami ganoatlantiradigan chizigsiz
funksiyalar:
o(0)=0, oK)>0, ¢'(XK)>0, ¢"(K)>0 VK>0
7.
2(0)=0, g(I)>0, g(1)>0, g'W)>0  vL»0]
Quyidagi DL, K) = pg(K) + pyg(L) -1 =0belgilashni kiritamiz. Shu
®(L, K) = 0 chiziq botiq, uning grafigi I chorakdajoytashgan. ®(L, K)=0

chizigning botiqligini isbotlaymiz. (7.10) ning ikkinchi tenglamasini
differensiallaymiz;

(7.10)

dK
(K)—+ p,g'(L)=0
o )dL D8 (L)=0
Bundan

&K__prnegd)y ,

a.  po'(X)
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tengsizlik kelib chigadi, demak, X = X (L) funksiya kamayuvchi. Endi
ikkinchi tartibli hosilani hisoblaymiz:

» , ’ . dk
ik __p, ED IR - ¢ KT

ai  p e )
O’ng tomondagi kasr surati dK/dL <0 bo‘lgani uchun musbat. Bundan
2
% <0 ekani kelib chiqadi. Bu esa, ®(Z, K)=0 chiziq botigligini anglatadi.
O(L,K)=0 yoki, baribir, p,@(K)+ p,g(L)=1I egri chiziqning uchlari
koordinata o‘qlarida yotadi va (L ,, 0), (0, K.} koordinatalarga ¢ga. Bunda
L, va K, lar mos ravishda p,g(L)=1, p,¢ (K)=1 tenglamalarning
yechimlan. Shu tenglamalar g’ (L) > 0, ¢ (K) > 0 tengsizliklarga ko‘ra bir
qiymatli yechimiarga ega (7.5-chizma).

Endi @ (L, K) = 0 chiziq botiq va® (L, K) = C izokvantalar gavariq bo'l-
gani uchun @©(L, K) =0 chizigqa urinadigan yagona @ (L, X) = C, izo-
kvantamavjud. Urinish nuqtasida bu chiziglar umumiy urinmaga cga. Urin-
malarning burchak koeffitsiyentlari o‘zaro teng bo‘ladi, ya’ni (7.6-chizma)

KA
0, K. \
- )‘ . - Y >
0 @9 L 0 €0 L
7.5-chizma 7.6-chizma
oF |oF p,g' (L)
= it k2=_ 2 [3 N kl=k2'
oLl &K e (K)
Ushbu

_oF / oF __pg'd)
ol K peK) 12)
pK)+pg(l)=1,

123



tenglamalar sistemasi yagona (L, K} yechimga ega. Shu (L, K) nuqta
masalasining yechimini beradi.

Misol. Ushbu F(L,K}=+KL - max, 2K +5I* =10 masalani yechay- |
lik. Bunda (L, K) = 2K + SI* - 10 = 0. Endi k, va £, lar osongina topiladi:

K od Jod
E=-= k=l =-5]
- L T Al ek ’
(7.12) sistema bu holda
Xl
L
2K +517 =10,

ko‘rinishga ega. Bundan, ravshanki, [, =4/2/3, K, =10/3.

3. Endi tavsiya etilgan usul bilan ishlab chiqarilgan (chigariladigan)
mahsulot migdor berilganda umumiy xarajatlarmi mintmaliashtirish masalasing
yechamiz. Bu holda masala ushbu

(L K)=p K+ p,L > min,
7.13

FLK)=Q 713
ko‘rinishida yoziladi. @ (L, K) funksiya chizigli xarajat funksiyasi bo‘lib,
pK+pl =C, C=const>0 chiziglar o‘zaro paraliel to‘g‘ri chiziglar, ular
L20, K20 gako‘ra I chorakda joylashgan kesmalardan iborat (7.7-
chizma), uchlari (C/p,,0) va (0, C/p,} ougtalardan iborat. F(I, K)=Q
tengligi esa, F{Z, K} ICHF izokvantalaridan bindir. Shu izokvanta kesmalardan
biriga albatta urinadi (7.8-chizma). Urinish nuqtasida pX+p [ =C va

KA
<
P
\ \
0 C, L

P
7.7-chizma
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ML, K) = O chiziqlargaso‘tkazilgan urinmalaming burchak koeffitsiyentlari

‘ _ oF [oF ,
o‘zaro teng, ya'nt k, =k, Bunda &, = 3L/ 3%’ k, =—%:. Shuning
uchun (£ ,K)) y echim quyidagi tenglamalar sistemasidan topiladi (7.8-chizma):

oF [oF _p,
Misol. Ushbu
2K+3L—>min,
JIK-0=0

masala berilgan bo‘lsin. Bundan k,=-3/2, k =-K/L hosilbo‘ladi. Yechim

K3 2K =3L,
L 2 v
JIK =0 K.L=0Q?

sistemadan topiladi: I = J2/3-0, K,=+3/2-Q.

4. Nihoyat, ishlab chigarilgan (chiqariladigan) mahsulot hajmi berilganda
xarajatlarning chiziqsiz funksiyasini minimallashtirish masalasini ko‘raylik.
Masala quyidagicha yoziladi:

®(L,K)= p,p(K) + p,g(L) > min,
F(LK)=0. (7.15)
Bunda g( L) va ¢(K) funksiyalar (7.11) shartlarni qanoatlantiradi.

d’K
Shunga ko‘ra p, (K} + p,g(L)=C chiziglar botiq bo‘ladi, 7 <0,

Boshqacha aytganda, p, ¢(X) + p, g(L) = C izokvantalar grafigi I chorakda
joylashgan botiq egn chiziglardan iborat (7.8 chizma). H{Z, K) = Q tenglama
bilan esa, F(L, K) = C izokvantalardan bittasi tavsiflanadi. Shuning uchun
bu izokvantaga p, (K}, + p,g(L) = C chiziqlardan bittasi urinadi. Urinish
nuqtasimasalaning yechimini beradi. Izlangan urinish nugtasi koordinatal arini
topish uchun urinma burchak koeffitsiyentini topamiz:
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_OF JOF k =_P23'(L)
al ek, 7 ped).

Masalaning yechimi (£, X)) quyidagi sistemadan topiladi:

or [oF p,g' (L)

oLl &K  peK)
F(LK)=0Q.

(7.16)

Misol. Ushbu
(L, K)=p K’ +p,[} > min,
F(LKy=VK-L=0
masalani yechish talab gilingan bo‘lsin. %, va &, larni topamiz:

K 4 ._2pl

k[.:—--—— 2T TN 2

L’ 3le2 .
Quyidagi sistemani tuzamiz:
—IE—'_" zszz s {3PIK3 :ZPZLZ s
3pK .
yoki 2
VKL =0 KL=Q".

Sistemani vechib, masalaning yechimini topamiz:

3 a
U 2p, 4 3p

7-bobga oid masalalar

1. Quyidagi Solou ICHF uchun daromadni maksimallashtirish masalasi
yechilsin:

L Fek)=2KL g puxy=2KL
K+L "Kl +L2
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1 2 4K-L :

3. FILKy=-WK+JL}, 5. 8L K)y=7—]"".
@00 = (K +E) R W
Va.x.L ¢ W2 KL

—_—— . (LK) =
3’(K3,~'2 +L3;2)1 (LK) 3’(K3;4+L3;4)4

II. Ishlab chiqarilgan mahsulot miqdori Q berilganda umumiy
xarajatlarni minimallashtirish masalasi yechilsin F(L, K}=0:

4. F(LK)=

_2KL
1. F(L,K)=VKL. 'y F(L,K)————K+L.
2. F(LK)=VKL, 5. F(LK)=YK?L.
1 2 4KL
3. F(LK)=-WK +JL} . 6. F(LK)y=m——t
“( ) 73 +JE)2

III. Quyidagi masalalar burchak koeffitsiyentlarni tenglashtirish usuli
bilan yechilsin;

r ﬁ—)max, 3K+2L > min
; | 3K+2L=12. * {JITE:&

[k 1 > max 2K% +30° - min
* g +3r =6 > WKk Z=n2

7-bobga oid nazorat savellari

1. Firma daromadi ta’rifini bering.

2. Firma xarajatlari (sarflari) ta’rifini bering.

3. Firma foydasining ta’rifini bering,

4. Firma foydasini maksimaltashtirish masalasini bayon eting.

5. Umumiy xarajatlarni minimallashtirish masalasini bayon eting.

6. Foydani maksimallashtinsh masalasini yechish usullarini aytib bering.
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7. Umumiy xargjatlami minimallashtirish masalasini yechishning chiga:
rish usuli nimadaniborat?

8. Umumiy xargjatlarni minimallashtirish masalasini yechishda
Lagranjning ko'paytiruvchilari usulini aytib bering.

9. Kobb-Duglas va Solou ICHF lar uchun foydani maksimallash-
tirish vaumumiy xargjatlarni minimallashtirish masalaarini ekonometrik
andizqiling.

10. Burchak koeffitsgyentlarni tenglashtirish usulining g'oyasini so'zlab
bering.

11. Burchak koeffitayentlarni tenglashtirish usuli bilan yechiladigan
masaldarning xususiyatlari nimadan iborat?



8-bob. UMUMLASHGAN STATIK ICHF
8.1-§. Umumlashgan statik ICHF hagida

5-bobda chizigli-bir jinsli, so‘ngra umumiyrog 3-tartibli bir jinsli
funksiyalar ta’rifi berilgan va ulaming xossalari bayon gilingan edi. Keyin
bir vako‘p o‘zgaruvchili ICHF tushunchasi ham kiritilgan, shu btlan birga,
ICHF bilan bog ‘langan turli masalalar bayon etilgan. O“sha bobda keltinlgan
ICHF tushunchasini oddiy ICHF deb aytish mumkin. Quyida bir va ko‘p
o‘zgaruvchili wmumlashgan ICHF tushunchasini keltiramiz,

8.1-ta’'rif. Bir o‘zgaruvchili umumiashgan ICHF deb quyidagi

f0)=0, f(x>0, [f'(x)>0, [f'(x)<0,
fAx)=2f(x), YA>0, x>0, 3>0
shartlarni ganoatlantiradigan vy =jf(x) funksivaga aytiladi.
Masalan, y= aox“s , dy >0, 0<8 <] funksiya uchun (8.1) shartlar
bajariladi:
a,x* >0, f'(x)=a,d- x> >0, f'(x)=a,8-3-1)-x** <0,

8.1)

JSOx) =Gu(7tx)8 =N f(x), x>0.
Hatto bu funksiya umum!lashgan neoklassik ICHF deb ataladi.

8.2-ta’rif. Faraz etaylik, y= f(x,,x,,....x,) funksiya quyidagi
shartlarni ganoatlantirsin;
1% 7 eC’(R:), bunda CI(R;’) ~ R} sohada ikki marta uzluksiz
differensiallamwvchiligini anglatads. :
2% f(X,Xg X020, %,)=0; i=Ln; £(0,0,.,0)=0.
3% fx,, Mg, A ) =20 £(x),%,,..0,) 5 (X, %,,...,X, ) ERT.
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‘ af(x) af(x)>0- i’:(i:.).)(); Vx=(x,%;,...,% )ER:

ox, 0: ox, "7 ox,

o /(x) & f ™ o Kedtd 0 .o 52 f (x)
<(; v 20 i#£f,¥xe
5. "o ox2 o 7. ¥weR.,
Shu 1°-5° shartlarni qanoatlannradagan funksiya n o ‘zgaruvchili

umumlashgan neoklassik ICHF deyiladi.
Quyida n o‘zgaruvchili umumlashgan neoklassik ICHF ga misollar

keltiramiz (x = (x,,x,,...,x,), d>0)

1) fx)=ay-5" x5 - 6,>0;, o, >0 i=1n; iu,. =58>0,

=1
n L —
2) f(x)=ao[2afxf’] . 4>0,i=0n; Ya=1, p>-1,
=

8
3) f(x,,xz,...,x,,)=ao[iajx,.), a,>0, a>0, i=ln; 0<d<«l;
i1

4) f(xl,xz,...,x,,)=a0-(min{ X)X 0ees Xg ) )S; a,>0,6>0,

Mazkur funksiyalar uchun 1°-5° shartlarning bajarilishini bevosita
hiscblashlar yordamida tekshirish mumkin.

Umumlashgan neoklassik ICHF ta’rifining 3%-sharti chuqur igtisodiy
ma’noga ega. Shu shart bo‘yicha & >0 bo‘lganda ishlab chigarish
masshtabi (ko‘lami) A marta (A > 1) orttirilsa, ishlab chigarilgan
(chigariladigan) mahsulot hajmi A% marta ortadi. Boshgacha aytganda, ishlab
chiqarish masshtabi ortishidan ishlab chiqarish samaradorligi ortadi. Ammo
0 < & < 1 bo‘lganda ishlab chigarish masshtabi ortishidan ishlab chigarish
samaradorligi kamayadi; 5 = 1 bo°lgandamasshtab ortsa han, ishlab chigarish
samaradorligi o°zgarmay qoladi. Bu holda ICHF chizigli-bir jinsli ICHF ga
aylanadi.

Albatta, » ham, & ham | dan ancha katta bo‘la olmaydi, ular 1 dan
katta vaunga vagin qiymatlar gabul gilishi mumkin. Bu igtisodiy sharoitlardan
kelib chigadi. Masalan, asar A=1+¢,8=1+v bo'lib, € va v ixtiyoriy
kichik sonlar bo‘lsa,

M=(1+e)*" >1+e=A, yani 2% >]
tengsizlik o*rinli bo‘ladi.
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Qanday hollarda ishlab chiqarish masshtabini } maria oritiriisa, ishlab
chigarlgan (chiqariladigan) mahsulot hajmi A dan ortiq marta ortadi? -
degan savol tug ‘ilishi tabiiy. Bunga, avvalo, yangi texnologiyalami qo‘llash
va xodunlaming malakasini oshirish hisobiga erishish mumkin. Iqtisodiy
o‘sish s - simon egri chiziglar bo‘yicha sodir bo‘lishini ta’minlash kerak
bo‘ladi (qarang: ®ocrep P. OGHOBACHKHE MPOH3BOACTBA: ATAKYIOLIHC
suHrpuBatoT. Mockpa. Tlporpece. 1987; rmapa 4).

Endi umumlashgan ikki faktorli neoklassik ICHF ni alohida o‘rganamiz.
Faraz etaylik, F (L, K} ~umumlashgan ikki faktorli neoklassik ICHF bo‘Isin.
Bunday funksiya uchun quyidagi neoklassik shartlar bajaniladi:

1°. F(L,K) funksiya R? sohada aniglangan, uzluksiz hamda birinchi,
ikkinchi tartibli xususiy hosilalargaega.
2. FOLK)=F(L0O=0, F00=0.

3. FOLAK) =NF(LK); V(L K)eR?; 5>0, A>0.

40 '—a-F—>O; ia.-F—>0; Y(L,K)eR?,
oL oK
2 2 2

s 20, Zhco; T vo, v k)er?.
oL oK oL ok

Misol sifatida umumlashgan Kobb-Dugtas va Solou (CES sinfidagi ~
Constant Elasticity of Substitution) ICHF ni keltirish mumkin. Ulami
o‘rganamiz,

1. Umumlashgan Kobb-Duglas ICHF quyidagi ko‘rinishga ega:

Y=F(LK)=a,K*L>™, a,>0, 0<a<l, 0<d-a<l. (82)

Shu (8.2) funksiya uchun 1°-5° shartlar bajariladi. Hagiqatan, (8.2)
funksiya differensiallanuvchi, uning birinchi va ikkinchi tartibli xususiy
hostlalari mavjud va 0 <a <], 0<8-a <1 tengsizliklarga ko'ra
F(0,K)=F(L, 0)=0tengliklar bajariladi. 3° shart ham bajariladi:

FOALAK)=a(AK P (ML) =28 . aq,K*L%* =23 . F(L,K).
Nihoyat, 4° va 5° shartlar bevosita hisoblashlar yordamida tekshirilishi
mumkin;

oF _ oF -
&-=ag(6—a)K“LH '>0, -gk—:aocc-K“ 'L¥>0, L>0,K> 0,
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g-l—f=ao(6—a)-(5—u—l)*KaLH_2 <0, L>0, K>0,
&OF .
W:aﬂa-(a-—n—xﬁ L% <0, L>0, K>0.
8.2-teorema. Umumlashgan Kobb-Duglas ICHF quyidagi
FF _(G-o0)-@-a-1) K &F _
or  atah) L &K 8.3)
kvazichizigli differensial tenglamaning yechimi.
Isboti. Ikkinchi tartibli hositalar uchun topilgan ifodalardan foydalansak,
(8.3) tenglama osongina kelib chiqadi.
2. Umumlashgan Solon ICHF quyidagicha yoziladi:

Y:F(L,K):aul aK“"+(1—a)L“’]'w,aa >0, 0<a<], p>-1, 8>0. (8.4)
Bu funksiya uchun ham 1°-5° shartiar bajariladi, faqat F(0,K) =
=F(,0)=0 shart p> 0 bo‘lganda o'rinli. 3°-5° shartlami tekshiramiz:
-5/
FOL K= ,] a0K)® +1-)(Ly®| ™ =

=ao[ l’p(aK“’ +(1 -—a)E")].sfp =?uaao[a]("’ +(1—-a)1?"]-(””{p =8F( K).

1-tartibli xususiy hosilalaming musbatligini ko‘rsatamiz:
oF

—=a (—é}[a—K"H(l-—a)-L"‘ ]_%l A(1-a)-(~p)L*" >0
a "’ p >

&
%=a0[~§]-[a-1(“" +(l~a)-L™® ]T' a-(p)K*'>0
P

Tkkinchi tartibli hosilalarga tegishli 5° shart ham bajariladi, uni ham bevo-
sita hisoblashlar yordamida isbotlagh mamkin,

Umumlashgan Solouw ICHF ning p >0, p—>+© va p—>~1 dagi
xususiy hollarini ko ‘ramiz.
Avval p — 0 holni ko‘raylik. Biz li_% Y o'miga li.ng InY nihisoblaymiz:
P o>
+ . B -p ~Pf—
IminY =ing, -lim—InlaK™? +(1~a) - L'P}=
p—l p—0 P
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' P PR %
Ing, —8lim L SL 4= K
—0p KP.IP

- Ina, +5-1n(K-L)-51in31n(aL° +(1-a)-K°)1fp -
P

alPinL+(1-a) K°InK
alf +(1-a)-K*

= Ing,-8In{K-L) - Bm

=Ina, L’k ®-5-{alnL+(1-a)lnK }=InaK *L®
Oxirgi natija ko‘rsatadiki, p>0 da InY =Ina,K*I*°. Bundan

Y = a, KL% —Kobb-Duglasning umumiashgan ICHF hosil bo‘ladi.
. 5
Agar p—> -1 bo‘lsa, ravshanki, FEE}Y =a|aK+(1-a)L|* ya'ni

FLKy=a, [aK +(1 —a)L]B ko‘rinishdagi vmumlashgan chizigl ICHF hosil
bo‘ladi:
Agar p— +© bo‘lsa, F(L, K) ni quyidagicha yozib olamiz:
.40
5/p .
[ak +(-a)r]

FLK)=a,

Ravshanki, bundan

Py

1in.1?={a"’K6 > K<L
al’, L<K
Shunday qilib, biz ushbu

aK®, K<L
al®, L<K

ko‘rinishdagi ICHF ni hosil gilamiz. Bu funksiya umumlashgan proporsiyali

ICHF deyiladi. U Leontev ICHF deb yuritiladi. Bu funksiya umumiy holda
FLK)y=min{a-K% -1}, a>0, b>0, §>0

kabi yoziladi.

mm{ =a, [min{K;L}}°, 8>0
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8.2-§. Umumlashgan ikki faktorli neoklassik ICHF uchun as
igtisodiy-matematik xarakteristikalar

Avvalo, 3% shartga ko‘ra F (L, K} ni quyidagicha yozish mumkin:

Fa=F{z1, L2 H L K)o ran=rw.
Shunday qilib, keyingi mulohazalarda tez-iez foydalaniladigan formulal
egamiz;

L K K
F(LK)=D fk), J&KY=—=F—= ( ) . k=T,
bunda: f(%) -~ umumlashgan ICHF uchun o rtacha mehnat unumdorligi.

Endi umumlashgan ikki faktorli ICHF uchun asosiy igtisodiy-matematik |
xarakteristikalami yozib chigamiz: '

F
. Y=gz J{*) - o'rtacha mehnat unumdorligi.

L fk k
o

— fondiar bo‘yicha o’rtacha unumdorlik.

3, v=-a-‘i=L“[ 8- f(K)~k- £'() ] ~ limit mehnat unumdorligi.

oF .
4. r=or — =L f'(k) - fondlar bo‘yicha limit unumdorlik.

50, @ _EE‘}}'“ f( e fondlar bo‘yicha elastiklik.

oF L k- f'(k)

6", B—E-;-S— Ty~ mehnat boyicha elastiklik.
s S= dX _F(LK) oF(LK)_5-f()-k f(k) )
70 dL a &K 70 - L resursni K

yesurs bilan almashtirishning limit normasi.

E g o- (ds k)*‘_ r@[s f6)-k-r'@)]
Nk S) GBI @V -k ) )
resurs b_llan almashtirish elastikligi.
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Endi 1°-5° shartlardan foydalanish uchun ikkinchi tartibli xususiy
hosilalami hisoblaymiz.

BF _ 51 e B fn) = L2 £ (k) -
=L f(k) =L7 "W =Ly,
L S kf(k))] G-DL7fS-f)—k- sl

+L9 (5 £ -7 -k 10} )=
=152 [G-1)-6- f0) -2k FE)+E2 £ |

2
Shartga ko'ra -ngm. Shu sababli, yugoridagi ifodadan” (k) <0 teng-

1 T . oF o*F L
sizlik kelib chigadi. Endi EM) va o <0 tengsizliklar 1 <8 <2 va

S kSR
2° Sk)

Shunday gilib, agar 8> 1 bo‘lsa, & f(k)~k f'(k)>0 tengsizlik;
2 kf(k)d bo‘lganda esa,
2 f®)

<1 munosabatlar bajarilganda o ‘rinli bo‘ladi.

1<d<2, —

@~1)-(8 (k) 2k f'())+k ") <O
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.
Umumlashgan Kobb-Duglas ICHF uchun 1°-8° xarakteristikalarni
hisoblaymiz Sodda hisoblashlar yordamida quyidagilami topamiz;
F
1 y=gg=ak’, f#k)=ak’.

2 z-%-a a—6

aoF «
30, v=5=a[,(8—a)-L5"k )
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4°

3w

6°.

8,

1°

20

30

4,

5, @

6°.

8

Endi umumlashgan Solow ICHF uchun 1°-8° xarakteristikalami keltiramiz:

F(L,K)=a0[aK”1’ +(l-a)f ]—mp,ao >0, O<a<l p>-].
y=f®r=afak+q-a) >

z =}§6-=a0[a+(1—-a)k" ]Hﬁ;p_

oF
v=5i-=a96-f“' ,(l_a).[ak"’+(l—a) ]_NH ..

oF K a-8

JOF L_(-a)8.4°
oL F a+(l-a)k* -

1-a
s(k)=T-k“', p>-1

o= -l__
p+l-
8.3-teorema, Umumlashgan neoklassik ICHF F(L,K) quyidagi
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PF K*OF K oF 1
+2(0-D)——=8(8-1)=F, 1<8<2 (85
orr L' oI ( )L K ( )L" ®3)
ikkinchi tartibli xususiy hosilali differensial tenglamani ganoatlantiradi.
Isboti bevosita hisoblashlar yordamida olib borilada.

Agar 5 =1 bolsa, (8.5) dan (8.3) tenglama kelib chiqadi.

Quyidagi F(LK)=YKL, a=l2, B=1-a=1/4, a=1 -
umumiashgan Kobb-Duglas ICHF (8.5) differensial tenglamaning yechimi

ekaninj bevosita hisoblash yordamida ko ‘rsatamiz.
Unda 1/4=6-1/2 va &8=3/4;

EE:.I_L‘”‘*K‘J’Z’ az_Fz__iL-mKl{z’

oL 4 or? 16

OF 1 e &F 1 -

L g C8 Dyt
oKk 2 ;! < 4L )

Topilgan ifodalami (8.5) ning chap tomoniga go‘yamiz:
2
_iL"’f"KW _(ﬁ) (__%LWK—#?).'_ 2(_ l)ﬁleK-m _

16 L 4)L2
11 71 31 31 7 1
3| A a3 i
16 3 3 16
Endi (8.5) ning o‘ng tomonini hisoblaymiz:
1 0L 5 I 1
8:(6~) = L* K2 =~=.L 4.K?
L - 16

Ko‘rinadiki, (8.5) ning chap va o‘ng tomonlari o*zaro teng. Bu
F(L,X)=YK*L funksiya (8.5) tenglamaning yechimi ekanini anglatadi.

8.3-§. Umumlashgan iqtisodiy ke‘rsatkichlar o‘zgarmas
bo‘lgan hollar

5-bobda oddiy neoklassik ICHF uchun ba’zi iqtisodiy ko‘rsatkichlaming
o‘zgarmas va funksiya ko‘rinishda bo‘lganda ICHF ko‘rinishini aniglash
bilan shug‘ullangan edik. Endi o‘sha hollami umumlashgan ICHF uchun
ko‘ramiz: B ‘
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1, Fondlar bo‘yichaelastiklik o o‘zgarmas bo‘lsin, ya'nic = const > 0,
Bu holda ushbu
kS®
T (k)
o‘zgaruvchilan ajraladigan differensial tenglamaga egamiz. Uni
f'k) _ao
fky &

ko‘rmishda yozb, integrallaymiz: In (k) =alnk +InC yoki f(k)=C k*.
Bu tenglikning ikki tomonini 3 ga ko‘paytirib, F(L, K) =15 f(k) dan

foydalansak, F(Z,K)=C-K®*I*® - umumlashgan Kobb-Duglas IChF

hostl bo‘ladi.
2. Endi mehnat bo“yicha elastiklik o’ zgammas bolsin, ya'ni p = const > 0,
Bu holda

AL . SR _8-P
& =B yoki =
I YRSy K
o‘zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglamaga kelamiz, Uni integraflab
topamiz:
Inf()=(G-P)lak+nC yoki f(k)=C-k>P.

Ikki tomonini L? ga ko'paytirsak, ushbu F(I,K)=C-K*PLP ko'ri-
nishdagi umumlashgan Kobb-Duglas IChF kelib chiqad:.

3. Almashiirishning umumlashgan limit normasi S o°zgarmas bo‘lsin,
ya'niS'= const > 0. Bunda S =38 f(k)/ f'(k}~k ko‘rinishdagi differensial
tenglama hosit boladi. Uni

LB 5
Y S+k

kabi yozib, integrallaymiz: In f(k)=51n(S +k)+8InC , C> 0. Bundan
AL K)=(C S+Ck)® ~umumlashgan chizigli ICHF kelib chiqadi.
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4. Nihoyat, almashtirishning limit normasi elastikligi 6 o°zgarmas bo‘l-

-1
gan holni ko‘raylik. Bunda o= const > 0. Demak, o= (% ig-) =const,

bundan g‘g-£=consr>0 ekani ko‘rinadi.
dk S

Boshqacha aytganda, j—i—g =1 —o‘zgaruvchilari ajraladigan differen-
a

sial tenglamaga egamiz. Uni integrallab topamiz:
In f(k)=Vo-lnk+InC,,C,>0 yoki S(k)=Ck".

Endi S= 8/ (k)'_k J%) f ormulani e’tiborga olsak,
(k)
8L~k I'E) _ o
J'(®)

differensial tenglama hosil bo*ladi. Uni

[ __ 8

Sk  k+CE°
ko‘rinishda vozib olamiz. 6-bobning birinchi paragrafida (8.6) ning o‘ng
tomonidagi funksiya integrali hisoblangan. Shuning uchun (8.6) ni integrallab
topamiz:

(8.6)

5 a 8af o o1
Iﬂf(»‘i')=alnc2 ko +C 1 yoki f(k):C;-{k“ +C,J .

Bu tenglikning ikki tomonini L°ga ko‘paytirib, ba’zi o‘zgartirishlarmi
bajarsak,

o o

1+C 1+C

5o
s 2] oA
yoki
3
FULK)=a|ak?+a-a)” |
ko‘rinishdagi umumlashgan Solou ICHF ni hosil qilamiz, unda
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8o
a=[C,0+Q)] >, a=ya+C), p=-~——=—-1.
c

Bundan § -5 +0 da p—=>+0, 8.5 +00 da p—>—1. Demak, p>-~1.
Yugoridako‘rilgan 4 ta holdan quyidagi xulosatami chigarish mumkin:
1. Agar fondlar va mehnat bo‘yicha elastiklik o‘zgarmas bo‘lsa, mos
ICHF Kobb-Duglas funksiyasidan iborat bo‘ladi.
2. Agar almashishning umumlashgan limit rormasi o‘zgarmas bo‘lsa,
mos ICHF umumlashgan chizigli bo‘ladi.
3. Agar almashtirishning umumiashgan limit normasi elastikligi
¢‘zgarmas bo‘lsa, mos ICHF umumlashgan Solou funksiyast bo‘ladi.

8.4-§. Umumlashgan ICHF ning izokvantalari, izoklinallari va
izakostalari

Umumlashgan neoklassik IChF ning izokvantalari, izoklinallari va
izokostalart ta’rifi 6-bobda shu tushunchalar oddiy neoklassik ICHF uchun
kiritilgan ta’rifi kabi kiritiladi.

F(L, K) - umumlashgan neoklassik ICHF bo‘lsin. Ushbu F(I, K) = C,
C> 0 tenglama bilan berlgan bir parametsti silliq chiziglar oilasini ko ‘ramiz.
Shu chiziglar cilasining har bir chizig‘i izokvanta deyiladi. Grafigi koordinata
boshidan chiqib, barcha izokvantalami bir xil burchak ostida kesadigan,
shu kesishish nuqgtasida izokvantalarga o‘tkazilgan urinmalar parallel
bo‘ladigan chiziq izoklinat deyiladi. Paralle]l urinmalar izokostalar deyiladi.

Izokvantalaming differensial tenglamasi

daK __oF [oF
da. = aLl K @37

ko‘rinishda bo‘ladi. Umumlashgan Kobb-Duglas funksiyasi izokvantala-
rining differensial tenglamast '
dak d-a K

— o i 4 Ay

dL. . a L’
umumlashgan Solou funksiyasi izokvantalarining differensial tengla-
masi esa,

ko‘rinishga ega.



Umumlashgan ICHFning xossalariga qisqacha to‘xtalamiz.

1. Umumlashgan ICHF ning izokvantalari o ‘zaro kesishmayd.

Eslatib o‘tamizki, har bir izokvanta (8.7) differensial tenglamaning
integral egri chizig‘idan iborat. Shu tenglamaning o'ng tomoni K bo‘yicha
differensiallanuvchi. Shuning uchun R? sohaning har bir nugtasidan yagona
izokvanta o‘tadi. Bu hosilaga nisbatan yechilgan birinchi tartibli differensial
tenglamalaming yechimi mavjudligi va yagonaligi hagidagi Koshi teorema-
sidan kelib chiqadi.

2. Har bir izokvanta bo 'vlab K = K (L) funksiya kamaywvchi va
gavariq.

K=K (L) funksiyaning kamayuvchiligi (8.7) tenglamaning o°ng tomoni
manfiy ekanidan kelib chigadi. Eslatib o‘tamizki,

OF L1sap F _ 5 Y
TR AC N [8ro-kf] 8>1,
5 f®)
dL et

a:K

ﬂ"_ff=£[_5ﬁ)_+k].dk__@>=
dl” dk J'k) dr

[ I TAC) f(k)f(k)q] dK/dL-L-K-1 _
ey r

_0= [ @) +8- 1)t [ 1 [ _sJ® +k] K:|=
@) LI\ 7o 2

I
s sfa-a{rePier@.r (k)]
L el
Bu ifoda 8 > 1 va f"(k) <0 tengsizliklarga ko‘ra musbat. Shuni isbot
etish talab qilingan edi.
3. Umumlashgan neoklassik ICHF gorizontal va vertikal asimptota-
larga ega,
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8.5§. Umumlashgan ICHF ning magistrallari

Umumlashgan ICHF uchun (6.4-§) magisiral tushunchasi oddiy ICHF
uchun kiritilgan tushunchadan farq gitmaydi. Eslatib o‘tamizki, magistral
deb minimal sarflar bilan uzoq muddatga ishlab chigarishni kengaytirish
sharoitida ishlab chiqariladigan mabsulot (milliy daromad} hajmini mak-
simallashtirish masalasi yechimini ifodalaydigan izoklinalga aytiladi. Magis-
tral L va K resurslar optimal munosabatlarga (proporsiyaga) ega bo*lgan
chiziqdir, Shunday qilib, cheksiz ko‘p izoklinallar orasidan uzoq davrga
igtisodiy o‘sishni ta’minlaydiganini ajratib olish masalasini hal qilish kerak.

Quyida umumlashgan statik ICHF ning uch turi uchun magistrallarni
quramiz.

1. Faraz etaylik, F(L, K} = (aK + bL)® — umumlashgan chizigqli ICHF

bo‘lsin. Bu holda izokvantalar (aK + 5Ly =C, yoki aK +bL=CL?
tengiama bilan beriladi, C| = const. Bu koordinata o‘qlaridan mos ravishda

Zo = C;’s/b va Eo = C[l,ﬁ/a ga teng kesmalami ajratadigan to‘g‘ri
chizigni anglatadi. Koordinata boshidan chiqadigan ixtiyoriy K=plL,
0 < p < oo nur parallel kesmalardan iborat barcha izokvantalami bir xil
ap +b

bp-a’

burchak ostida kesib o‘tadi: g9 = 0 < ¢ <90°, Ushbu

{ aK+bL=C)",

K=plL ,
sistemani ko‘ramiz. Uning yechimi:
e koSt
° ap+b’ ° ap+b-

Quyidagi @ to‘gri to‘rtburchakni olaylik:

%] 18
Q={(L,K): 0<L,< G (}sKosC“ p},
ap+b ap+b

uning yuzi S{p) ni topamiz:
: c¥ . p
S(p)=-—""—,
Shu § (p) funksiya uchun quyidagt munosabatlar o’rinli:

O<p<+o.
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lim S(p)= lim S(P)=0 5(p)>0, Vpe(0,+).
Bu §(p) funksiyaning eng katta giymati mavjudligini ko‘rsatadi.
Boshqacha aytganda, glnrl S(LK)= ;.!in% S(L,K) =0 tengliklardan ham

bu tasdiq kelib chigadi. Endi S(p)} gamaksimal giymat beradigan nuqtani,
ya’'ni mos numi (inagistralni) topamiz. Sodda hisoblashlar bajaramiz:

. b-ap b
S'(p)=CHE_ 29 ooy -2
=G (a+bp)’ ° Spy=0, P=7

Shunday gilib, izlangan magistral X =5/a - L tenglama bilan ifodalanadi.
2, Umumlashgan Kobb-Duglas ICHF berilgan bo‘lsin:
F(LK)=a,K*I¥*, a,>0, 0<d-a<], 0<a<l.

Ravshanki, o <8 <l+a. Demak, 5>1 bo‘lishi mumkin. Biz |<§<l+o
holni ko‘ramiz. Magistralni 6-bobdagi kabi chiziglilashtirish usulidan
foydalanib topamiz. Bu holdamagistral tenglamasi

K—-—- L{&—u)ﬂl

ko‘rinishda bo‘ladi.

3. Endi umumlashgan Solou ICHF ni olayiik:

FILK)=a,[ak®+0-a) L*} ™ 4,50, 0<a<l, p>-1, 650
Bu funksiyaning magistralini topish uchun ham chiziglilashtirish usulini
qo‘llaymiz. Sodda hisoblashlar ko‘rsatadiki, magistral tenglamasi quyidagi
k=[af0~a)]"-L

ko‘rinishda bo‘ladi. Bu — to‘g‘ri chiziq nusidan iborat.

Umumlashgan ikki faktorli neoklassik I[CHF lar haqidagi ma’lumotlar
8.1 - 8.3 — jadvallarga joylashtirilgan,

8. 1jadval

FOLAK)=R®F.K), *>0,8>0, F(L,K)=L%f(k)

F o0, E_19s flo-k fin] & 1<6<2 0<XLE

aL oL J&)
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F iy & fik)>0

—=0
oK oK
f o, 3": 12 {86 r@)-2%- 100 k2R |, 1<8<2
ar or
o°F 3*F
¥<o, 5K:-L“f &) = f'(k)<0,
JO)=0, f#)>0, [k)>0, [R’)<0, Vk>C
8. 2-jadval
Izokvantalar
Tzokvantalar |, .1 | Magistrallar
Unimlashgan IChF differensial
tenglamasi tenglamasi tenglamasi
1 | Chizigli IChF
F(LK)=|ak+bL)° lak+ei) = | a2 x=2
B d, a a
a>0, b>0,8>0
2 | Kobb-Duglas ICHF
@ o ‘K B—D.b 3o
F(L,K)=a,K*L™ KL =C T2 gare
a,>0, O<a<l], 0<f-ax<l
3 | Solou ICHF
L & leak™ R
=C —_— e ———— _ 1-a
F(LK)-qlaK" +(l-a)L“']T= ALK) 2 K—(—-:;—} fr
a3, >0, 0<a<l, p>-1, 5>0
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8-bobga oid masalalar
Quyidagi nmumlashgan Kobb-Duglas va Solou ICHF (8.5) dlﬁ‘erens'
tenglamaning yechimi ckanligi isbotlansin vaulaming magistrallari topilsis

L L FLK)=JKL. 3 FuK)="K'C.

2. FLK)=YK'L, 4 FILK)=YKL.
5. FLK)="NKT - 6. F(LK)=LVK .
A Jer 2 21(21,2
L1 F(L,K)—:Ev K+ 3 F(, K=
YAk F(LK _AKL
2 F(LK) 4(JE+JE), 4 FLR=Zrs

8-bobga oid nazorat savollari

1. Umumlashgan neoklassik ICHF ta’rifini bering.

2. Umumlashgan neoklassik ICHF qanday differensial tenglamani
ganoatlantiradi?

3. Umum!lashgan ikki faktorli Kobb-Duglas va Solow ICHF uchun 1°-5°
shartlarning bajarilishini tekshiring.

4. Umumtashgan Solou ICHF ning p — 0 dagi xususiy holini tekshiring.

5. Umumlashgan Solou ICHF ning p — +oo hamda p —> -1 dagi
xususiy hollari chiqarilsin.

6. Umumlashgan ICHF lar uchun asosiy igtisodiy-matematik
xarakteristikalamni aytib bering.

7. Umumlashgan Kobb-Duglas va Solou ICHF lar uchun asosiy
xarakteristikalarni hisoblang,

8. Umumlashgan ICHF lar uchun izokvanta, izoklinal va izokosta
tushunchalarining ta’nifini keltiring.

9. Izokvantalar differensial tenglamasini yozib bering

10. Izokvantalarning uchta xossasini aytib bering.

11. Magistral ta’rifini va uning iqtisodiyotdagi ma’nosini keltiring.

12. Kobb-Duglas va Solou ICHF ning magistrallari tenglamasini yozib
bering.
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9-bob. IQTISODIY DINAMIKANING MATEMATIK
MODELLARI

9.1-§. Iqtisodiy dinamikaning modellari hagida

Avvalgi boblarda igtisodiy jarayonlaming statik modellari ko‘rildi.
Ularda L, KvaY = F(L, K)kabi makroiqtisodiy ko‘rsatkichlar vaqt o“tishi
bilan o‘zgarmaydi va biror [0, T] vaqt davrida o‘zgarmas bo‘lib qoladi.
Statik modellarga oid misollarni yechish model o°zgaruvchilan orasidagi
optimal (eng foydali) munosabatni izlashdan iborat.

Aslida barcha makroiqtisodiy ko‘rsatkichiar vaqt ¢ gabog‘liq bo‘ladi.
Agar modellarda bunday ko‘rsatkichfarni vaqt ¢ ga bog'liq deb garalsa,
igtisodiy jarayon hagida to°laroq tasavvurga ega bo‘linadi. Ba’z igtisodiy
dinamika modellarining mazmunini bayon etishdan avval “igtisodiyot”
tushunchasiga to‘xtalamiz. Iqtisodiyot tushunchasining qisqa va “aniq”
ta’rifini Rossiya FA ning akademigi V L. Makarov quyidagicha bayon ctgan:
“Igqtisodiyot kishilarning mahsulotlari ishlab chigarish, tagsimlash-
ayirboshlash va iste’'mol qilish usuilari bilan bog ‘langan faoliyati doirasidan
iborat”. Uning ta’birt bo‘yicha igtisodiyotming 4 elementi bor:

1) kishilar (igtisodiyotning bosh elementi);

2) mahsulotiar (moddiy, nomoddiy ~ turli xizmatlar);

3) kishilarning turli facliyatlari (bir xil mahsulotlarni boshga turga
aylantirish, mahsulotlarni iste’mol qilish bo‘yicha faoliyat);

4) tashkiliy struktura.

Igtisodiyot tushunchasi shunchalik keng va murakkabki, unga aniq
chegara qo‘yib bo‘lmaydi, Hamma narsa qanday aniq iqtisodivot
ko‘rilayotganiga bog‘liq. Bu esa iqtisodiyotning holatini tavsiflaydigan
o‘zgaruvchilarga bog ‘liq. Bu o zgaruvchilaming ba’zilani o‘zgarmas, ba’zilari
esa o‘zgaruvchi bo‘lishi mumkin. Iqtisodivot elementlarining 7 vaqtdagi
qiymati iqtisodivotning shu + momentdagi holatini tavsiflaydi. Odatda,
boshlang‘ich 7, momentda o°rganilayotgan iqtisodiyot hotatt berilgan bo‘ladi.

Igtisodiyot holatining o*zgarishini vaqt uzluksiz o‘zgarib borganda ham,
vaqtning butun giymatlarida ham o‘rganish mumkin. Agar iqtisodiyot 0 dan
T momentgacha bo‘lgan vaqt davomida o‘rganilsa, iqtisodiyot holatlarining
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shuvaqgt oralig 'igamosmamued igtisodiyot trayektoriyasi deyiladi. Bunda
T> Orgaladhtirish ufqi deyiladi. Makroigtisodiyotda 7"V etarli"katta gilib;
tanlanadi.

Igtisodiyot holatining vagt o'tishi bilan o'zgarishi uning holati
0 'zgaruvchilari orasidagi ba'zi munosabatlar bilan tavsiflanadigan gonunlar
bo'yichakechadi. Albatta, bundaiqtisodiyot holati faget empirik (taxminan)
tariflanadi. Ammo ko'pinchashuning 0'zi ham igtisodiyotni bashorat qilish
uchun yetarli bo'ladi. Igtisodiyot modeli, yani igtisodiy jarayon modeli -
iqtisodiy jarayon kechishini uning o'zgaravchilari orasidagi munosabatlar
bilan tavsflanishidir. Agar iqtisodiy jarayonning matematik modelidavaqt
uzluksiz 0'zgarsa- uzluksizmodel, agar u diskret (uzlukli) o'zgarsa- diskret
model deyiladi.

Biz iqtisodiy jarayonlarning uzluksiz modellarini, anigrog'i, iqtisodiy
dinamikaning matematik modellarini o'rganamiz. Ular, birinchidan, biror
malum me'yorda abstraktlashtirilgan iqtisodiyot holatining kechishini
tavsiflaydi, ikkinchidan, bunday modellar matematik jiddiylik bilan
0 'rganilgan vamodelami tavdflash uchun dastlabki shart-sharaitlar tamomila
aniq igtisodiy manogaega.

Igtisodiyotning birinchi modellari yaratilishining gisgacha tarixiga
to'xtalamiz. Edatib o'tamizki, igtisodiyot moddlarini qurish, o'rganish va
tatbiqg etish igtisodiyotni (igtisodiy jarayonlami) modellashtirish deyiladi.
Igtisodiy jarayonlami mode lashtirish 0'zining azaliy tarixigaega. Fransuz
olimi doktor Fransua Keneni bu sohaning pioneri desa bo'ladi. Fransua
Kene (1694-1774) o'zining "Iqgtisodiyjadval” (1758), "Arifmetik formula’
(1766) nomli asarlari bilan nom gozondi. Shu asarlardau milliy igtisodiyotni
miqdoriy jihatdan tavsiflab berishga harakat qildi. Iqtisodiy jarayonlami
modellashtirish sohasida Adam Smitning katta hissasini aytib o'tish lozim.
U1776-yildaLondonda"Xalglar boyligi, tabiati vasabablari hagidatadgigot”
nomli mashhur kitobni chop etdi. A.Kumo 1838-yilda Parijda "Boyliklar
nazariyas matematik pringplarining tadgigoti” nomli nodir asarni nashr
qildi. Bu sohadayana V.Geyl, Jon Fon Neyman, L.VVaradaming go'shgan
ulkan hissalarini ham eslatib o'tish lozim. L.Varas o'zining "Ele-
mentsd"Economic Politique Pure" (Lausanne, 1874) nomli asaridaquyidagi
mashhur so'zlarni yozgan: "Sof igtisodiyot nazariyas butunlay fizika
matematikafanlarini edatuvchi fandir”.

Tabily ravishda mutaxassislami ko'proq iqtisodiyotning shunday
matematik modellari gizigtiradiki, bu modellar yordamida igtisodiyotning
o'sishini uning butun trayektoriyas yoki alohida o'zgamvchilari bo'yicha
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kuzatib borish mumkin bo‘ladi. Tegishli modellar “Iqtisodiy o°sishning
vmatematik modellari” degan nom bilan ataladi. Bunday modellar dastlab XX
asmning o‘rialarida paydo bo‘ldi (Ramsey, Solou, Shell va boshqalar
modellari). Birinchi bo‘lib Solouning igtisodiy o*sish modelidaiqtisodiyotning
kechishini tavsiflash uchun “ishlab chigarish funksiyasi” jalb etildi. Bu
fanksiya oxirgi ishlab chiqarilgan mahsulot hajmi ¥ bilan mehnat L va
asosiy fondlar X hajmini bog‘laydigan munosabatdir Ma’lumki, ICHF
tushunchasi amerikalik olimlar K. Kobb (matematik) va P.Duglas (igtisodchi)
nomlari bilan bog‘langan. Birinchi ICHF 1928-yilda xuddi shu olimlar
tomonidan kashf etilgan. Iqtisodiy dinamika modelarida mablag‘ni optintal
sarflash (optimal kapital go‘yish) masalalarini o‘rganish R Solou (1956)
ishlaridan boshlangan. Solou milliy daromad ¥ ni (ishlab chiqarilgan
mahsulotni) kapital qo‘yishga (investitsiya) va iste’molga optimal ajratish
masalasi bilan shug‘ullangan, ya’ni ¥ =171+ C = sY + (1-s)Y tenglikda s ni
topish masalasini qo‘ygan, unda J- kapital hajmi, C — iste’mol hajmi.
Optimallik jon boshiga iste’molni ( s = const ) yoki iste’molning integral
fondini (s = 5(f), t € [0; T] ) maksimum qilish ma’nosida tushuniladi. Bunda
S(r)=%, 0<s(H <l
miqdor jamg ‘arish normasi (tejash normasi) deyiladi.
s(¢) funksiya uchun ikki hol ko‘rilgan:
1) s(t) =5, s=const (0 <s < 1) — jamg*arish normasi o‘zgarmas bo‘lgan
holni R.Solou o°rgangan;
2) 0<s(H) <1 - jamg“arish normasi o‘zgaruvchi, aniqrog‘i, bo‘lakli~
uzluksiz bo‘lgan holni K.Shell ko‘rgan.
Har ikki holda ham ICHF lar dinamik funksiya bo‘lgan.
Endi dinamik ICHF lar ta’rifiga to‘xtalamiz:
S.1-ta’rif. Faraz etaylik, ishiab chigarish faktoriari X,,%;,...,X, vagt
t ning funksivalari: x,(),%,(1),...x,(t), Y esa ishlab chigarilgan
mahsulot migdori bo ‘Isin. Unda
Y(6)=F(x,(t), x,(?),...,x,(1); 1) ©e.n
munosabat dinamik ICHF (DICHF) deyiladi.

(9.1) dan ko“rinadiki, F funksiva ¢ ga oshkorva x,,x,,..., X, lar orqali
oshkormas bog‘liq. Vaqt 1 ga oshkor bog‘liglikda iqtisodiy jarayonni
o‘rganishda ikmiy-texnik progress (ITP) natijalari hisobga olinadi. Turgan
gap, ITP dan foydalanish iqtisodiy o‘sishga olib kelishi kerak buesa ¥ (¢)

149



funksiyaning monoton o‘sishini anglatadi. Agar (9.1) funksi
R? x [ 0 ; T} sohadauzluksiz differensiallanuvchi bo‘lsa, uning o‘suve
bo‘lishi uchun ¢ bo‘yicha to‘lig hosilasi musbat bo‘lishi kerak, ya'd
Y (21)>0, ¥r e [0; T]. Butengsizlikning bajarilishi iqtisodiy osish
bo‘lishining faqat zaruriy shartidir.

9.1-teorema, Igtisodiy o 'sish bo ‘lishi uchun

day(t)
df

tengsizlikning bajarilishi zarur,

Teoremaning ma’nosi shuki, har yili avvalgi yildagidan ko*proq ishlab
chiqarish iqtisodiy o°sish uchun yetarli shart bo‘la olmaydi. Quyidagi tecrema |

>0, vielo;T] ©.2

zaruriy vayetarli shartlarni ifodalaydi.
9.2-teorema. Iglisodiy o 'sish bo ‘lishi uchun ushbu
av(t Y{) Y(-i
() o re-h . ©3)

—_r
dt » L@y Le-D-
tengsizliklarning bajarilishi zarur va yetarli.

Mazkur teorema x, =L (1), x,= K(7) bolgan hol uchun yozilgan.
Agar L () - ahoti soni bo‘lsa, ¥ (t) /L (t) - jon boshiga ishiab chiqarilgan
mahsulot migdorini anglatadi. Gap shundaki, (9.2) shart bajarilsa ham, aholi
soni shunday ko‘payishi mumkinki, (9.3) ning ikkinchi tengsizligi
bajarilmasligi mumkin. Aksincha, (9.3) ning ikkinchi tengsizligi bajarilsa ham,
(9.2) bajarilmasligi mumkin. Bu tqtisodiy o°sish sodir bo‘lmaganda, ya'ni -
ishlab chiqarilgan mahsulot miqdori kamayganda, aholi soni yanada tezroq
kamayganda sodir boladi.

¥ (¢) fanksiyaning to‘liq hosilasini yozamiz:

dY (l‘) 5Y(f) or o) . ar () 61’ (t)
@ o e WG BT 0=
_oY(@) (oY (t)
-20.(29 (r)]
oY
unda'iﬁ)=£§)-, ( © x(t)) — skalar ko*paytma.

Agar F funksiya ¢ ga oshkor bog‘liq bo‘lmasa, unda ushbu
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Y (1) = F(x, (1), x, (1),.... x, (1)} (94)
$o'rinishdagi DICHF avtonom DICHF (ADICHF) deyiladi. Bu holda ITP
“mstijalari e’tiborga olinmaydi. Barcha masalalar x, (#),x,(¥),...,x,(f)

faktorlar orasidagi optimal munosabatlami topish bilan bog‘tangan boladi.
Makroigtisodiy jarayonlarda ko‘proq ikki faktorli ADICHF lar uchraydi.

Utar quyidagi
Y()=F(L(.X (t)) (9.5)
ko‘rinishda yoziladi,
Agar (9.5) funksiya (1°-5°) neoklassik shartlami qanoatlantirsa (5-bob,
2-§ ga qarang), uni neoklassik ADICHF deyiadi.
ADICHF gamisollar keltiramiz:
L Y{©)=a,K* () ™), a,>0, 0<a<l, ¢€[0,7] ~ Kobb-Duglas

ADICHF.

1
2 Y()=a,|aK Py +(U-a)LP () | e, a0 >0, 0<a<l, p>-1-
Solou ADICHF.
3. Y()=aK()+b (i), >0, b> 0—chizigl ADICHF.

9.2-§. Iqgtisodiy dinamikaning o‘zgarmas jamg‘arish normali
modeli; mehnat resurslari eksponensial funksiya

Quyida biz Solouning sodda dinamik modelini ko‘ramiz. Bu model
quyidagi munosabatlar bilan tavsiflanadi:

KO =I)-pK(©), 0sp<l, p=const (0,02<1<0,04), (9.6)
L=nL(t), n=const (0,005<n<0,001), 9.7)

Y()=F(L(1),K(1) )=I(1)+Ct)=5 Y +(1-5)Y, s=const, 0<s<], (9.9)
bunda F (L(¢), K(t)) neoklassik shartlarni qanoatlantiradi, /(¢) = s¥(¢) -
investitsiyalar (kapital qo‘yish), C(t) = (1 —s) ¥(¢)—iste’'mol, K(t) - mavjud
asosiy fondlar hajmi, L(t) —mavjud mehnat resurslani hajmi, s = I(t)/ ¥(1)
(=consf)— jamg"arish normasi, 1 — asosiy fondlaming chizigli yaroqsizianishi
koeffitsiyenti. (9.7) munosabat ishchi kuchining o'sish sur’ati L(0)/L(¢)
o‘zgarmas va 1 ga tengligini anglatadi. Endi jon boshiga iste’mol
tushunchasini kiritamiz;
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k ning vaqt bo‘yicha o*‘zgarishini (9.10), (9.11) munosabatlar bo‘yicha
tekshirish yetar)i.

(9.10) tenglama avtonom bo‘lgani uchun uning statsionar yechimlari
{muvozanat holatlari) quyidagi tenglamadan topiladi:

s FR)-(p+) k=0, 9.12)
Statsionar vechimlarning mavjudligi hagidagi teoremani bayon etish
uchun quyidagi
lim £(k) = £(+0) |
miqdor hagida gapiraylik. /* (+0) migdor chekli bo‘lishi ham (p > 0 da Solou
funksiyast uchun}, cheksiz bo‘lishi ham mumkin {Kobb-Duglas funksiyast
uchun).

9.3-teorema. Agar (9.10) asosiy differensial tenglama uchun (9.11}
boshlang ‘ich shart berilgan bo lib, ushbu

p+n<s £(+0) (9.13)
tengsizlik o ‘rinli bo ‘Isa, unda (9.10) tenglama yagona (sodda yechimdan
tashgari) musbat va asimptotik turg ‘un (Lyapunov bo yicha) [0; T] vagt
oralig ‘ida aniglangan statsionar yechim k{f)yak, >0 ga ega.

Isbot. Statsionar yechimlar {9.12) tenglamadan topiladi. Bu tenglama
yagona musbat yechimga ega. Haqgigatan, ikkita y =5 f(k) va y={uin) k
funksiyani ko‘ramiz. Ulaming grafiklari kesishgan nugtalar statsionar
yechimni aniqlaydi. Ma'lamki, 7(0)= 0, shuning uchun %4{t)=0 sodda
yechimga egamiz. Ammo bizni &> 0 bo‘lgan hol qiziqtiradi. Musbat
statsionar yechimni izlaymiz. Har ikki funksiyaning grafigi koordinata boshi-
dan chiqadi va I chorakda joylashgan. Ammo (9.13) ga ko‘ra y=sf(%)
funksiya grafigi urinmasining burchak koeffitsiyenti koordinata boshida
¥ = (p4n) & nurning burchak koeffitsiyentidan katta. Undan tashgan, /()
funksiya neoklassik shartlarmi ganoatlantiradi (ya’ni /' (£)>0, /" (k)<0,
Y/ k>0), shuning uchun y =s (k) funksiya botiq. Bu y=sf(k) va
¥ = (u+n) kfunksiya grafiklan abssissasi £.>0 bo‘lgan nuqtada kesishishini
tasdiglaydi. Shu %, son izlangan statsionar yechim k(¢)=%, bo‘ladi.
Demak, musbat statsionar yechim yagona ekan. Endi uning asimptotik
turg‘un ekanligini isbotlash goidi (9.1-chizma).

Agar (9.10) tenglamaning o‘ng tomoni y = s 1 (k) ~ (u+n) & uchun
¢ (k.) <0 tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, bundan skalar differensial teng-
lama uchun Lyapunov-Puankare teoremasiga ko‘ra (M.Salohitdinov,
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G* Nasnitdinov, Oddiy differensial tenglamalar. Darslik. “Q‘zbekiston”
nashriyoti, Toshkent, 1994, 11-bob, 11.3-§, 314-bet) k(7)) =k, statsionar
yechim asimptotik turg'un bo‘ladi. Hagiqatan, ¢'(%k.)=s f'(£k.) -
{p+n) < G. Shuni isbot etish talab etilgan edi. 9.3-teorema to‘liq isbotlandi.

» A
y=sf{k)
y=(u+1§.)k
¢ k.&s) _ k,
9 1-chizma

9.2-ta’rif. Igtisodiy o ‘sishning qurollanganlikning o ‘zgarmas k.
qivmatiga mos rejimi balanslangan o ‘sish deyiladi.

Makroiqgtisodiy sistemaning parametrlari s, , n berilgan bo‘lsa, %,
migdor bir giymatli aniglanadi. Amalda mehnat resurslari hajmining o*sish
sur’ati n (0,005 <4 <0,01) va yarogsizlanish koeffitsiyenti p
(0,02 < p£0,04) avvaldan ma’tum bo‘ladi. Shuning uchun k, ni jamg arish
normasining funksiyasi deb qarash mumkin: £, = % (5) .

9.1-lemma. Balanslangan o'sish rejimi k (s) funksiya (0;1)
intervalda aniglangan, differensiallamvchy va monoton o 'suvchi.

dk.(s)
5

uchun s- ' (£.(s)) - (1) £.(s) = 0 sonli tenglikni ko‘ramiz. Tkki
tomonini s bo‘yichadifferensiallaymiz;

f(k,(S))+S f'(k.(S))-—d—‘%éEl-(u+n)_ dk‘;(s) =0 )
A

Isbot. Ushbu

> 0, Vs e (0;1) tengsizlikni isbotlaymiz. Uning

Bundan

dk.(s)_ ___ Sk(s)
ds  (u+w)-s f{k.(5))
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formula kelib chigadi, unda kasrning mahraji va surati musbat. Shuning
dk. (s)

uchun

>0, Vs e (0;1) tengsizlik o‘rinli.

Shunday qilib, balanslangan o‘sish k.(s), 0 < s < 1 funksiya bilan
aniglanadi. Har bir s { 0 <s<1)uchun balanslangan o‘sishning bitta rejimini
hosil gilamiz. Bunday rejimlar cheksizko‘p. Ulaming ichidan (9.9) funksiyaga
eng katta qiymat beradiganini topish lozim. Boshqacha aytganda, jamg‘ansh
normasining ushbu

c()=(1-5) flk.(s))>max, O<s<l (9.14)
masalaning yechimi bo‘ladigan qiymatini topish kerak. ¢(s) funksiya (0; 1)
intervalda aniglangan va ikki marta uzluksiz differensiallanuvchi hamda
c{s)>0, ¥Yse(0,1).

Ravshanki, quyidagi munosabatlar hajariladi;

lim ()= fim o)=0, Bmk.0)=0, (>0, Ve (0;)
Bundan (s)> 0 funksivaning eng kaita qiymati mavjud ekani kelib chigadi.
Endi shu funksiyaga eng katta giymat beruvchi 5e(0,) ni topamiz. Buning
uchun avval (9.14) dagi o(s ) funksiyani o zgartmb yozamiz (s f ( k.(s)) -

{p+n) k. (5)=10 tenglikka ko‘ra):

o(s)= flk ()~ (r+n)-ku(s). (9.15)
Endi ¢’(s) ni hisoblab, nolga tenglashtiramiz:

Fl) - i El g
yoki

L7 )-tuorm L2 -

dk,(s)
ds

>0 gako‘ra

SEs))-(n+w)=0 (9-16)
tenglama kelib chiqadi. Bundan statsionar nuqtani topib bo‘imaydi, chunki
unda s oshkormas qatnashgan, Aslida k ga nisbatan (9.16) tenglamani

S®)=pu+n .17
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ko‘rinishda yozamiz. (9.13) gako‘ra s=1 da p+n<f(+0) tengsizlilé’_
o‘rinli. Ma’lumki, %> 0 uchun y = (k) botiq. Shuning uchun biror k da
f¢)=p+n tenglik o*rinli, Shunday qilib, (9.16) tenglama yagona nusbat
k yvechimga ega.
Endi (9.12) tenglamaga k= k ni qo‘yamiz:
s f(k)-(p+n)k=0.

Bundan yagona statsionar naugta 3 ni topamiz:

sk
J&)
Endi f '(E }=(u+n) tenglikdan foydalanib, ¥ ni uzil-kesil aniqlaymiz:
- kf1E)
5= L = 9.18)
J&)
Avvaldan ma’lum ediki, neoklassik ICHF lar uch\m. 0<%ﬂ <1,

Wk >0 tengsizlik o°rinli. Bundan 0 <§ <1 ekanikelib chiqadi. Statsionar
nugta yagona va ¢(s) funksiyaning (0; 1) da eng katta giymati mavjud
bo‘lgani uchun shu g = § nugtada c(s) funksiya o*zining eng katta qiymatiga
erishadi. Shu bilan quyidagi teorema isbotlandi, desak bo‘iadi. -

9.4-teorema. Agar k chekli (9.17) tenglamaning yechimi bo 'Isa,
optimal jamg ‘arish normasi § (9.18) formula yordamida topiladi.

Shunday qilib, iqtisodiy sistema trayektoriyasini § va % lar orqali
hisoblash mumkin: '

K@O=L@) -k =Le"k, L{t)=Le", Y(rj:L(r)- FEY=Le" 1),
HO=5Y(@O)=L, § fk)-e", c)=(-)YO)=U-5) Lo f(k)-e".

Oxirgi munosabatlar ko'rsatadiki, qurellanganlikning statsionar
trayekioriyasi k(f)=% bo‘ylab modelning barcha asosiy o‘zgaruvchilari
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* vagt bo‘yicha o‘zgarmas bo‘lgan holdamehnat resurslarining o°sish sur’atiga

teng bo‘fgan sur’at bilan o‘sadi.

Endi statsionar yechimdan farq qiladigan yechimlar qanday bo‘lishini
ickshiramiz. 9.1-teoremaga ko‘ra statsionar yechim asimptotik turg‘un.
Buning ma’nosi shuki, (9.10) differensial tenglamaning ixtiyoriy boshlan-

g‘ich shartni qanoatlantiradigan #(r) yechimi (k(Q)=4k., &, #4£.) ¢
ning yetar}i katta qiymatlarida k(f) = k, —statsionar yechimga intiladi.
Avval k, > k. bo'lsin, Buholda s £ (ko) —(i+m) k, <0 tengsizlik o*rinli
bo‘ladi. Bundan k(;) <0,t>0 tengsizik kelib chigad. Endi £ ni tekshiramiz:
ks ) k-t =[s - )k

ko >k, gako‘ra s /'(k)—(u+7) <0 tengsiztik o'rinli bo‘lgani uchun F>0.
Demak, &, > k. bo‘lganda A(f) trayektoriya qavanq (9.3-chizma).

k(D p & Ao
k(0)=k, Solou—Neyn:xan

k. magistrali

k ___?/e;a — K()=k. L(1)
— K=k

0 {0 758

9.3chizma 4- chizma

Endi k&, <k, holni ko‘ramiz. Uch hol yuz berishi mumkin;
Dk, =k<k ; 2DO0<k<k; 3 k<k<k.

1) k, =k <k, bo'lsin, Bunda k(s)= k chizig (nur) k(1) fanksiyaning
burilish nugtalaridan tashkil topgan bo‘ladi. 2) va3) hollami ko‘rgandabunga

ishonchimiz komil bo'iadi. Agar 2) 0<k, <k bo‘lsa, unda, ravshankn
k=5 f®-Gurk>0, £=[F fE) -Gt | k>0 bo'ladi. Bu o<k, <E da
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k() funksiyaning qavarigligini anglatadi. Agar 3) k <k, <k, bo‘lsa, yxma-.?E
k>0, ammo k<0 bo‘ladi. Bundan k(7) funksiyaning botigligi kelib !
chiqadi. Demak, & = £ dan o‘tishda qavariqlik botiqlikkao‘tadi, ya'ni k, =k -
da k(f) = i chiziq £ (¢) funksiyaning burilish nuqtalaridan tashkil topgan
bo'ladi.

L va K o‘zgaruvchilar tekisligida K(f)=%, L(¢) nur Solou—-Neyman
magistrali deyiladi (9.4-chizma).

1966-yilda E.Felps “oltin qoida™ni taklif qildi (ba’zida “optimal qoida™
deganda optimal jamg*arish normasi 5 ni topish usuli tushuniladi).
Ko'‘rilayotgan holda quyidagicha aytiladi: asosiy fondlarga go yilgem kapital-
mablag * kapitaldan olingan daromadga teng.

Bu quyidagi munosabatlarda ko‘rinadi:

kapitaldan olingan daromad.
Misollar.

I-misol. F(LK)=a,K*L'™, a,>0, 0<a<l.
Ravshanki, buholda f(k)=a, k%, f'(kK)=ca,k*"; % ni aa, k™" =
= p+ntenglamadan topamiz;

Fefe )
R+7 s S -

2-misol. F(L K)=a,[ak~® +@~a)L ™ | %, >0 0<a<l, p>-1

1 i+
Bunda f(k) =g ak*+(1-a)] ", f'(k)=aa[ a+(1-a)k* | *
Endi ushbu .
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e
aao[ a+{1-a)k* ] P o=p+n
tengiamadan topiladi:

1 A+p)fp e
k=Q1-a) ® (%a J -a D > g Voe)
1 © o p#n

Oxirida optimal jamg arish normasi 5 ni topamiz:

)F'f'(i:) =a[’l+an;0+p)
Slk) a0 '
Ma’lumki, 0 <5 «] tengsizlik o‘rinli. Oxirgi formuladan iqtisodiy

¥ =

sistemaning parametrlan a,a,,4, N, p orasidagi bog lanish kelib chigadi:
]

p+n<a,e -

9.3-§. Iqtisodiy dinamikaning o‘zgarmas jamg‘arish nermali
medeli: mehnat resurslari hajmi chizigli-botiq funksiya

Bt
I. Mehnat resurslari (aholi soni) o ‘sishining botiq qonuni hagida

Igtisodiyotda, asosan, mehnat resurslarining o'sishi haqida gap boradi.
Isk bilan bandlar soni aholi soniga bog'liq. Ish bilan bandlar sonining
ko*payishi (o*sishi) esa faqat aholi soniga bog‘liq emas. Ko'pgina ilmiy
rsolalarda mehnat resurslart {aholi soni) eksponensial gonun bo‘yicha o ‘sadi

deb qaraladi. Bu L(7) funksiyaning hosilasi I;(s) shu Z(f)ga chizigli bog‘liq
deb qaraladi degan so‘z, ya'ni L{f)=n-L(f), bunda n — o‘sish sur’ati.
Bundan Z(f) = Z,-¢", L, > 0 kelib chiqadi (9.5-chizma). Shuning uchun

j_f(:):«rl"' }f,(t)> 0, ya'ni L =L{/) funksiya gavariq (9.5-chizma). Demak,

1 ning biror giymatidan boshlab L(#) ning giymati vetarli katta bo*lib ketishi
mumkin, Tug‘ilishlar soni hagida L.Eyler quyidagi gipotezani aytgan:
*“tug ‘ilishlar soni yildan vilga geometrik progressiva bo*yicha ortib boradi”.
Ingliz ruhoniysi Maltus iqtisodiyot bilan, aniqrog’i, cemografiya bilan
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shug‘uilangan. U Eyler gipotezasiga qo‘shimcha qilib, “ozig-ovqat
mahsulotlari arifmetik progressiya bo‘yicha ortib boradi” degan. Eslatib -
o‘tamizki, aholt sonining (umumiy holda mehnat resurslari hajmining)
eksponensial o‘sish gonuni vaqti-vaqti bilan va gisqa vaqt oralig‘ida
rivojlangan mamlakatlarda sodir bo‘lad: hamda o°sish tezligi vaqt o‘tishi |
bilan barqarorlashadi. Bunda ma’lum vaqt oralig ‘ida egri chizigning qavariq
gismi botig, aksincha, botiq qismi qavariq gismga o‘tadi (9.6-chizma).
Umuman, o°sish biror botiq egri chiziq yaginida S-simon egri chiziq bo‘ylab
sodir bo‘ladi. Tegishli botiq egri chiziq o*sish tezligining barqarorlashishini
anglatadi (qarang: P.Doctep. OGHOBICHHE MPOH3BONCTBA: ATAKYIOILMEC
punrpusaor. M., Tlporpece, 1978, mi.4, ¢.78-94) (9.5 - 9.7-chizmalar).

L L) L@

A AL

' by obd

0 t ol oy 4 o8 % 0 '
9. 5-chizma 9.6~ chizma 9.7- chizima

Mehnat resurslari hajmining (zholi sonining) o‘sish tezligiga qanday
parametrlar ta’sir gtladi? — degan savol tug‘iladi. Umuman, o‘sish tezligi

ko'pgina parametrlarga bog‘lig. Eyler gipotezasi bo'yicha L(z) (o‘sish
tezligi) shu L(?) ning hajmiga bog'lig: [ =nl . Ba’zi mamlakatlarda
aholining yashash sharoitining yaxshilanib borishi, iqtisodiy rivojlanish sodir
bo‘layotganiga sabab ishlab chigarishga qo‘yilayotgan mablag‘laming
(kapitalning) ortib borishidir, bunday sharoitda ishlab chiqariladigan mahsulot

(milliy daromad) hajmi ortib boradi. Demak, L(r) miqdor fagat L(?) ga
bog‘liq bo‘lib qolmasdan, yana K(7) ga — kapital sarfga ham bog‘liq. Agar
bu bog ‘lanish 1.(#) va K{(t) ganisbatan chizigli bo‘Isa, }f,(r) uchun quyidagi
munosabatni yozish mumkin:
LO=nL@)+vK(@E), n>0, v>0. .19)
Ravshanki, I()=n L{f)+v K(f),t> 0. Qanday shartlar bajarilganda
L(#) <0, ya'ni L(#) funksiyaning grafigi botiq boladi?
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Ushbu
L) <0 (9.20)
tengsizlikni ganoatlantiradigan botiq L(/) funksiyani chizigli-botiq deb
ataymiz. Chiziglilik £(r) ning L(#) vaK(f) gachizigli bog‘ligligini, botiglik
esaL(1) funksiyaning botigligini anglatadi.
Izokvantalar F(L,K)=C, C > 0 tenglama bilan beriladi. Undan,
ma’luraki, ‘
—_—— <0
dL oLl &K

tengsizlik kelib chiqadi. Har bir izokvanta ICHF ning sath chiziglaridan iborat
bo‘lib, gavariq egri chizigdir (9.8-chizna).

KA LA

C3 1 me)

= 4

9 8-chizma 9.9- chizma

Endi (9.19) ning ikki tomonini differensiallaymiz:

. : o7 K dK
L(f)=nL(t)+vK(f)=L(t)[n+va=L(n+vjé-). (9.21)

9.5-teorema. L(?) funksiya botig bo lishi uchun har bir izokvanta
bo ‘ylab ushbu

dk n
e
dL < v < 0-22)

tengsizlik bajarilishi yetarli,
Isboti J > ¢ va (9.22) tengsizliklardan kelib chigadi. Haqiqatan,
(9.21}) ga ko‘ra
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;E:(t)= ﬁ-(n+v-%§}<£-(q+v [—%D= 0

Misollar,

1-misol. L(f) =In(t +¢), 20 (9.9-chizma) deylik. Unda L(f) =T4IT. >0,
e

1

L(r)=_(t+e)z <0, t> 0. Quyidagi [ =nl+vk, ﬁ:nf,-w]{' muno- ;

- sabatlami ko‘raylik. £(f) va L(f) laring ifodalaridan foydalansak,

l | ;
= +v. K
(t+e)’ Ve
kelib chiqadi. Biz birinchi tartibli differensial tenglamaga keldik. Uni

integrallaymiz:

= N ing
v(!+e)+v n +e)_
Endi dK/dL ni hisoblaymiz:
£=£= -———l-——ﬂ—ln(r+e) :L=— l ~a..n
dl. L vit+e) v t+e  v{tre) v v’

Shunday qilib, ICHF izokvantalarida (9.22) tengsizlik bajariladi . Kobb-Duglas
ICHF uchun (9.22) tengsizlik ushbu
K n_ a
L vl
tengsizlik uchun bajariladi,
2-misol. Ikkinchi misol o‘mida 1991-2001-yillar davomida O°zbekiston
Respublikasi aholisining o°sish dinamikasini ko‘raylik. Avval shu villardagi
aholi soni jadvalini keltiramiz:
Jadvaldan ko‘rinadiki, N (¢) funksiya o‘suvchi, ammo o‘sish tezligi
(A, miqdorlar) asosan kamayib borayapti. Faqat 1995 va 1996-yillarda o“sish
tezroq bo‘lgan. N (¥) funksiya 1991-1994-yillarda botiq, 1994-1996-yillarda
gavariq va 1996-2004-yillarda yana botiq. Demak, N () chiziq S-simon
ko‘rinishda (9.9a chizma).
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‘ i Yillar Aholi sani (min) ¥, A, =N, - N,
) 1991 20,862
2 1992 21,360 0,498
3 1593 21,852 0,498
4 | 1994 22828 0,430
5 1995 23,002 0,720
6 1596 23,444 0,442
7 1957 23,867 0,423
8 1998 24,231 0,364
9 1999 24,583 0,352
10 | 2000 24,908 0,325
11 | 2001 25211 0,303
12 | 2002 25.523 0,312
13 | 2003 25,803 0,280
14 | 2004 26,116 0,313
(Ma’lumotlar “O*zbekiston Respublikasi Davlat statistika go‘mitasi,
2005” dan olingan).
N
A

.

-
-

b

0

1991 1994 19%

>
2004,

9 9a-chizma

IN. Igtisodiy dinamikaning mehnat resurslari hajmi chizigli-botiq
bo'lgan modeli.
Iqtisodiy sistema (igtisodiy jarayon) quyidagi munosabatiar bilan
avsiflansin, deylik:

K=I-pK, 0<p<l,

f,=nL+vK, n=const>0, v=const>0,

Y=FALK)=I+C=sY+(1-5)Y, s=const>0, O<s<l, (
c@)

c()=—=

L)

—max, 0<s<l,

163

(9.23)



Bu munosabatlardan ko‘rinadiki, asosity fondlarning chiziq
yaroqsizlanishi va mehnat resursianining hajmi chizigli-bog ‘lig bo*Igan holl
egamiz. Masala jon boshiga iste’molning eng katta giymatini ta’minlaydig
{optimal) jamg‘arish normasini topishdan iborat. Endi ko'rilayotg
jarayonning asosiy differensial tenglamasini chigaramiz. (9.23) muno-
sabatlardan ikkinchisini

L
—=n+vk
I7 n
" ‘ : cp_dk .
ko‘rinishda yozib olamiz. Endi & == Vi hisoblaymiz:

;gﬁi(ﬁ]_fel-fi_ (sY-pK)-K(nL+vK)
df L - L2 - Ll

= [6L W -RR)L-KL+vEO]=s )~ (uame—vi,

Shunday qilib, asosiy differensial tenglama ushbu i
k=s fU)~(n+mk-vk:,  k(0)=k >0 (9.24)
ko‘rinishga cga. (9.24) ixtivorty £(0}=k, >0 boshlang‘ich shart uchun
yagona yechimga ega. Bu tasdig Koshi teoremasidan kelib chigadi, chunki
(9.24) ning o‘ng tomoni @(k)=s f(k)-(p+n)k-vk’ uzluksiz diffe-
reustallanuvchi (£ bo‘yicha), va'ni

Pk =s ')~ (p+m)-2vE.
9.6-teorema. Agar asosiy differensial fengiama uchun
p+n<s f(+0) (9.25)

tengsizlik ((2.13) bilan taggoslang) o ‘rinli bo ‘Isa, unda (9.24) tenglama
yagona (Sodda yechimdan tashqari} musbat va asimplotik turg ‘un staisionar

yechimga ega, ya'ni k(t)=k,.
Isbot. Quyidag: @(k)=0,va'n
sy~ (p+)k-viki=0 (9.26)

chekii tenglamani ko‘ramiz. Bu tenglama k= sodda yvechimga egaligi
ravshan. U musbat yechimga ham ega. Shuni isbot etish uchun y, = s f( k)

164



3

ve y, = (n+n) k+v k'’ funksiyalami o‘rganamiz. Har ikki funksiya grafigi
koordinata boshidan chigadi va I chorakda joylashgan. Shu bilan birga,
¥k} <0, y;(k)=2v>0 tengsizliklar o°rinli. Demak, y, (%) funksiya
boliq, y, (k) funksiya esa qavariq. Grafiklar koordinata boshidan mos
ravishda ((9.26) ga qarang)
lims ') =5 £/+40)>0  lim yi(k)=p-+n
burchak koeffitsiyentlar bilan chiqadi. Shunday qilib, y,(*) va y, (%) funk-
siya grafiklan I chorakda albatta kesishadi (9.10-chizma).
Tkkinchi funksiya y, (k) =(u+n) k+v k? grafigi paraboladan iborat

bo‘lib, u koordinata o*qlarini (—(u+n) /v; 0) va(0; 0) nugtalarda kesib

o f_u+n. @)’
o‘tadi, uchi ( v v

parabolaning £ 2 0 bo‘lgandagi bo‘lagi giziqtiradi, u 9.11-chizmada quyuq
chiziq bilan belgilangan,

] nuqtada joylashgan, Bizni shu

v y
_ftn
> 0 k
BN b -
" L] _ﬁi_:i
o | v
9.10-chizma 9.11- chizma

Grafiklar kesishgan nuqtaning abssissasini £, > 0 deymiz. Bu bilan (9.24)
tenglama yagona musbat statsionar yechimga ega ekani isbot etildi.

Endi shu k{/) =k, statsionar yechimning asimptotik turg‘un ekanini
isbotlash goldi. Buning uchun o' (%) <0 tengsizlikni isbot etish yetarli.
Hagiqatan,

gk)=s5 k)~ (p+n)-2vE, <0,
chunki y{(k.)=s f(k.) migdor y,(k} funksiya grafigiga k, da o‘tkazilgan

urinma burchak koeffitsiyenti, 1,(k)=(u+m)—-2vk, esa y,(k) grafigiga
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o‘tkazilgan urinma burchak koeffitsiyenti. Ravshanki, /(%) <4(
tengsizlik o‘rinli {9.10-chizma). Teorema isbotlandi.
Ta’kidlab o‘tamizki, £, ning o‘mi (abssissa o‘gida) s ning qiymatig
bog‘lig, ya'ni k.(5). .
9.2-lemma. Statsionar yechim k.{s) monoton o ‘suvchi funksiya (9.10
chizma). :
Ishot. Avvalo k,(s) funksiya (0; 1) intervalda aniqlangan va diffe-
rensiatianuvchi, u (9.26) chekli tenglamani qanoat!antiradi, ya’ni quyidagi
sonli tenglik o‘rini:
s Sl (9)- @+ k(5)-vki(s)=0. ©.27) |
Bu tenglikning ikki tomonini s bo'yicha differensiallaymiz:

Fleds))y+s £, (s))ﬂ @+ dk-(s) VA )dk.is)

dk.(s)
ds

0.

Endi ni topamiz;

dk(s) _ flk(s)
ds  pun+2vik(s)—s f k()
dk.{(s)

(9.10) chizmadan ko‘rinadiki, > (. Lemma isbotlandi,

k() =k/(s) funksiya balanslangan o‘sish rejimi bo‘lgani uchun
(s€(0; 1)), bunday rejimlar cheksizkop. Har bir rejim jamg‘ arish normasi
s ning (0;1) intervaldan olingan bitta giymatiga mos keladt. Agar jon boshiga
iste’molni maksimallashtirish masalasi ko‘nilsa, bu masalaning yechimi
balanslangan o‘sishning optimal rejimini va optimat jamg*arish normasini
aniglab beradi. Masala quyidagicha go‘yiladi:

c(s)z%z(l—s) fle(9))>max, 0<s<i  (9.28)

Avval masafaning yechimi mavjudligini ko‘rsatamiz.
Ravshanki, quyidagi munosabatlar bajariladi:

}iinmc(s) =82gx_oc(s)=0 va c(s)>0, ¥se(0,1),
bunda liﬁ'o k,(s)=0 tenglik e’tiborga olingan. Bu munosabatlar (9.28)
masalaning yechimi mavjudligini isbotiaydi. Endi c (s) funksiyaning statsionar
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nuqialarini topamiz. Uning ¢’(s) nihisoblab, ¢’(s) = 0 tenglamani yechamiz.
Dastlab (9.27) ga ko‘ra ¢ (s) funksiya ko‘rinishini o°zgartirib olamiz:

o(s)= flk(8) -G+ k. (5)-vEZ (). 9.29)
Endi ¢'(s) ni hisoblaymiz:

() =] £k () -@+n)-2vk,(s)]

ak,(s)
ds
F ke (8))-(u+M)-2vE,(s)=0 ko‘rinishni oladi. Bu tenglamadan stat-
sionar nuqta — s ni topib bo‘lmaydi, chunki s oshkormas shaklda
gatnashyapti. Aslida biz ushbu
S E)=(p+n)+2vk (9.30)
k ga nisbatan tenglamaga egamiz. (9.30) tenglamaning vagona musbat 4

yechimi mavjud. Hagiqatan, ravshanki, y, =(u+n)k+vk*® va v, =/
funksiyalaming grafigi koordinata boshidan chigadi, f (k) — botig va

dk.(s)
ds

>0, Shuning uchun ¢’(s) = 0 tenglama

9.2-lemmaga ko‘ra

(M+n) k+vk® — qavariq bo‘lgani uchun ularga o‘tkazilgan urinmalar
yagona ¥ nuqtada o*zaro parallel boladi, ya'nt f(?)=p+n+vf (9.12-
chizma). Shuning uchun k=k da
s fE)-(p+n)k -vE2=0
tengiik o°rinli bo‘ladi. Bundan yagona statsionar nuqta § ni topamiz:
)k +vE? S
f&)

Endi (9.30) ga kora p+n=F"(F)+2vFE ni e’tiborga olsak, ushbu

- f'fé‘) B w’é; 2

f&y  flr)

5=

0 9.31)

(9.32)

formulani hosil qilamiz. ¥ >0 va 0<%?<1 tengsizliklardin 0 < ¥ <1
kelib chigadi.
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A yr=prn) ok yA

d y=f )tk Ty =8/
= f(k) ] E
a’ v
] P ] [
) F I3 i !
: ,‘ : re L
' 7 Ly = (kv
P :..; N > :': iL > z
03 i k k 0 z keky Kk
9 12-chizima 9.13- chizma

Ravshanki, ¥ > ¥ ((9.18) ga garang). Demak, 1-F>1-%, ya'ni
iste’molga ajratiladigan bo‘lak kattalashadi. Bunga sabab mehnat resurslari -
hajmi chizigli-botiq funksiya deb qaralishidadir. Shunday qilib, (9.28)
masalaning yechimi mavjud va statsionar nugta yagonabo‘lganiuchun s =%
nugtada c (s) funksiya eng katta qivmatga ega bo‘ladi. Quyidagi teorema
isbot etildi.

9.7-teorema. (9.28) masalaning yechimi mavjud va yagona. Optimal

Jamg ‘arish normasi § (9.32) formula yordamida, balanslangan o ‘sishning

optimal rejimi k (9.30) tenglamaning yagona musbat yechimi sifatida
aniglanad;.

Shunday qilib, (9.23) iqtisodiy sistemaning trayektoriyasi quyidagi
munosabatlar bilan tavsiflanadi:

KO=k0), RKO=FLey=EaLn+vko)=Fhio+ELo)-
=k Lln+vE). Bundan Ly=LoyfnsvE), L@y=1, P,
K@Oy=LE- e, yoy=1, P 1),

10=FY =L, 5B (@), C=L,a-F-eb D)
Endi quyidagicha xwlosa chiqarish murkin: modelning barcha asosiy

o'zgaruvchilari K (6), L), Y (1), I(t) va C{t)- statsionar yechim k(1) =k
bo yiab nvk ga teng bo ‘Igan bir xil sur 'at bilan o ‘sadi.
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Mehnat resurstari haymi chizigli-botiq funksiya bo‘lgan modelni

o'rganishni oxiriga yetkazish uchun statsionar yechim k(f)=% >0 dan
farqli £ =k(t) trayektoriyalarni sifat nuqtayi nazaridan iekshiramiz.

Ravshanki, k. >£ (9.13-chizma).

Faraz ctaylik, k=k(f) funksiya (9.24) tenglamaning ixtiyoriy
boshlang‘ich shartni ganoatlantiradigan yechimi bo‘lsin, &, = £(0) > 0. Ikki
hol yuz beradi: 1) k, >k, ;2) k, <k,.Avval 1) k, >k, holni ko‘ramiz,
s =3 bo‘lganda (9.24) tenglama ushbun

k=51 - (n+ k- vk?
ko‘rinishni oladi. Unda ixtiyoriy X, > K, uchun (9.13-chizma)
ko =51 (ko) — (n+ 1Dk, —vE§ <0,
shuning uchun £(r) <0 tengsizlik kelib chiqadi. Endi f ni hisoblaymiz:
k=[5 -meny-2vk | k>0 ,yami §>o0, VE >k

Bu k = k() egri chizigning ixtiyoriy k, >k, da qavariq ckanini angla-
tadi (9.14-chizma).

1 &
k(ty=k,

k.

ey’

9.14-chizma

Endi 2) k, <k, holni ko‘ramiz. Bunda yana uchta qismry hollar yuz
berishi mumkin:
a) ky=k <k b) O<k,<k: V) k <k, <k.:
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Ravshanki, a) holida k(f) = £ nur burilish nuqtataridan tashkil topgan,
Bu b) va v} hollarni ko‘rganimizda kelib chigadi. b) hoiida (9.13-chi
quyidagi tengsizliklar o*rinli:
k=5fk)~(u+nMk vk >0,
E=[5rt)-@men)-2vk }E>0. |
Shu tengsiztiklar % (£) funksiyaning monoton o*suvchi va gavarigliging’
anglatadi. Nihoyat, v) holni ko‘ramiz. Bu holda ushbu

k=5 -m+ndk-vk?>0,
E=[Fr()-(n+m-2vk | £<0
tengsizliklarga egamiz, ular Z(r) funksiyaning monoton o‘suvchiligin{ va _
botigligini bitdiradi. Yoqoridagi mulohazalar ko‘rsatadiki, k(¢) = £ nurda
k() funksiyaning ikkinchi hosilasi o'z ishorasini (musbatdan manfiyga)
o‘zgartiradi. Shunday qtlib, k(r)af , £> 0 nur f<ka <k, da k(7}

funksiyaning buritish nugtalaridan tashkil etganini isbotlaydi (9. 14-chizma).
Igtisodiy dinamikaning ko‘rilayotgan (9.23) modeli uchun Felpsning
“oltin qoida’’sini chigaramiz. (¢.32) gako‘ra

¥ &)=k ri)-v-kr.
Tkki tomonini  gako‘paytiramiz:
?F(f,]?):g%;——?lf—vfﬁ.
Endi “oltin qoida’ni keltiramiz: asosiy fondlarga ajratilgan mablag’

?F(f,f) kapitaldan olingan daromad %)-ﬁ dan vER

miqdorgakam. v £ K miqdorni mehnat resurslari hajmi chizigli-botigligidan
olingan “yutuq” deb ataymiz. Eslatib o°tamizki, (9.6) - (9.8), (9.9) modelda

optimal jamg‘arish normasi ?.:-}f—'f-—@ ga, (9.23) modelda esa

&)

F s i Z, -
KSR VK, teng edi. Ravshanki, §<5. Bu holda £ > £
f(k)  f(k)

Cary
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tengsizlik o‘rinli. Shu sababli aytish mumkinki, mehnat resurslari hajmini
ohizigli-botiq funksiya deb qarash samarador ekan.

Shuni ta’kidlab o‘tamizki, statsionar yechimmi topish uchun ushbu

sFE)-(u+nk-vki=0

tenglamani yechishga to‘g‘ri keladi. Uni analitik usul bilan deyarli vechish
mumkin cmas. Masalan, f(%)=ak bo‘lsa, tenglama v&*+[(u+n)-
~as|k=0 sodda ko‘rinishga keladi va k, =0, k, =]/v[as—(p+r|)]. Agar
f)y=avk bo'lsa, savk=(u+n)k+vi® tenglamaga cgamiz. Agar
Jx =k desak, v x* + (u+1) x* -5 x tenglamahosil bo‘ladi. Undan x =0,
ya’ni £, =0 ni topamiz. Qolgan yechimlarni topish uchua
v’ +(1+W) x—5sa=0 kubik tenglamani yechishga to‘g*ri keladi.

Neoklassik ICHF lar uchun o*rtacha mehnat unumdotligi /(%) ixtiyorty
bo‘lganda ham s f(k)—(+n)k—vi> =0 tenglamani yechishning qator
tagribiy usullari mavjud.

9.4-§. Iqtisodiy dinamikaning o‘zgarmas jamg‘arish normali
modeli: mehnat resurslari hajmi chizigsiz-botiq funksiya
Avvalgi 9.3-§ daigtisodiy dinamikaning mehnat resurslan hajmi chizigli-
botiq funksiya bo‘lgan modeli ko‘rildi. Umumiy holda mehnat resurslar
hajmi chizigsiz-botiq funksiya bo‘lishi mumkin. Faraz etamiz,

L=tfnevu(5)] (o Lanevy(§) )

Endi, iqtisodiy sistema quyidagi munosabatlar yordamida tavsiflan-
sin, deylik:

K=I-pK, 0<p<l,
£=L[n+v-\|f(K/L)], n>0, v>0,
Y=F(LK)=I+C=sY +(-5)Y,s=const>0, 0<s<l, [ (933,

c(r)=%g——>max, O<s<l.

Bunda w(K/L) = w(k) funksiya quyidagi shartlami qanoatlantiradi:
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W(O)=0; ¢'(+0)20; wk)>0; ¢ k)>0; ¢"(k)>0; Vk>0. (9.34) .
Agar W(K/Ly=K/L bo'lsa, L[n+v-w(X/D]=In+vK bo‘ladi.
(933)gako‘ra [ »¢.Endi [ nihisoblaymiz:
L o KL-KL
L=L[r|+v1.|!(k) +Lvy (k)-—Lz—=
=i[n+vw(k)—vkw'(k)+w’(k)—‘§§].

Faraz etaylik, k- y/(k)—~y(k) <n/p tengsizlik o'rinli bo‘isin. Unda L<®
va L{(t) funksiya botiq bo‘ladi. Bundan tashqari, (3.34) ga ko‘ra
w(k) <k y'(k) tengsizlik o’rinli. Bu ushbu sodda

k
W) = [ WD < [ W = ) &
¢ [}
mulohazadan kelib chigadi. Shunday qilib,

0<k-yB-y) <, kv (9.35)

Shu bilan quyidagi teorema isbottandi.
9.8-tecorema. L(!) funksiva botig bo ‘lishi uchun izokvanta bo ‘ylab

ushbu

aK | w(k)

LS S| . 1G24

Ll vy vk (9:36)
tengsizlik bajarilishi yetari:,

dK
Agar y(k) =k bo‘lsa, (9.36) dan Eé—%w kelib chigadi ((9.22) ga

qarang), Agar 0 <k ¢'(k)~w(k) <nfv bo'lsa, (9.36) ning 0‘ng tomoni
manfiy. Bunga (9.36) ni ushbu ,
K __nrvivk) -k yiE)
dL vy/(k)
ko‘rinishda yozib, ishonch hosil gilish mumkin,
Endi (9.36) iqtisodiy dinamika modeli (9.33) uchun asosiy differensial
tenglamani chiqaramiz. Uning uchun £ ni hisoblaymiz;
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i d(K KL-KL LsLyfk)-nK]-KL _
=sfE)-(p+rk-viyK).
Demak, asosiy differensial tenglrma quyidagi ko*rinishga ega:
k=5 f)-(u+mk~vEyK). (.37
(9.37) tenglamaning o‘ng tomoni & bo‘yicha differensiallanuvchi
bo‘lgani uchun avval ko‘nlgan modellardagi kabi bu tenglamaning ixtiyoriy
boshlang ‘ich shartni (k(0)=%,>0) qanoatlantiradigan yagona yechimi
mavjud. Qolaversa, (9.37) — skalar avtonom differensial tenglama. Bizni
uning statsionar yechimlan qizigtiradi. Bunday yechim topilsa, igtisodiy
sistemaning (igtisodiy jarayonning} trayektoriyasini topish mumkin bo‘ladi.
9.9-teorema. Agar (9.37) tenglama uchun ushbu
p+n<s f'(+0) (9.38)
tengsizlik ( (9.25) bilan iaggoslang) o ‘rinli bo ‘Isa, shu tenglama yagona
musbal (sodda yechimdan tashgari) va asimptotik turg ‘un k(t)=k,,
te[0;T} statsionar yechimga ega.
Isbot. Statsionar yechimlar ushbu
(y)=) sflE)-(p+n)k-vky(K)=0 (9.39)
chekli tenglamaning yechimi kabi aniglanadi. Avval bu tenglama k(1) =0 dan
tashqari yagona musbat vechimga ega ekanligini ko‘rsatamiz. Avvalgi
mavjudlik tecoremalaridagi kabi (9.3-, 9.6-tcoremalarga garang) ikkita

»=sf(k) va y,=(p+n)k+viky(k) funksiya grafiklari koordinata
boshidan chiqib, I chorakda albatta k =k,(s) >0 nuqtada kesishishini
ko‘rsatish mumkin. Bu quyidagi munosabatlardan kelib chigadi:

f(0)=0, fx0)=lim f'(k), y,(0)=0; »nE)=p+n,

Y2 (0)= () +v W) +k ¥ (6)),
Yak) =v 29 (k) +k ¢ (k)]> 0, Vk>0.
Demak, y,(k) botin, y,(¥} qavariq funksiya va grafiklan koordinata
boshidan chigadi. (9.38) ga ko‘ra, ular yana bitta X,(s) wmumiy nuqtaga
ega. Shuning uchun quyidagi sonli tenglik o‘rinh:
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s fEA))- (R k() - VRS Wk (s)=0.  (9.40)
Endi k(?) = k,(s) statsionar yechimning asimptotik turg ‘untigini isbote |
lash mumkin. Buning uchun (9.37) ning o°ng tomonidagi (k) funksiya !
(k. (5)) <D tengsizlikning qanoatlantirishini ko ‘rsatish kifoya. Bu
Yk ()=5 £k, ()~ @+ -V [Wlk. () +£.() Wik ()] <0
tengsizlikdan kelib chigadi. 9.9-tcorema isbot etildi.
9.3-lemma. Statsionar yechim k(f)ek.(s), 0<s<1 imtervalda s ning *

monoton o ‘suvchi funksiyasi.
Isbot. (9.40) ning ikki tomonint s bo‘yicha differensiallaymiz:

Sls))s f‘(k.(s))—(wm—v(wz(lc,(s))w.(s)\;f(k.(s)))]%w,

dk,
Bu tenglikda kvadrat gavs ichidagi ifoda manfiy. Ravshanki, d:S)

>0

bo‘ladi; lemma isbotlandi.
Topilgan statsionar yechim k, () balanslangan o*sish rejimint anglatadi.
k.(s) funksiya(0; s) intervalda aniglangan. Demak, rejimlar cheksiz ko‘p.
Ulaming ichidan jon boshiga iste’molga maksimum giymat beradiganini ajratib
olish lozim. Optimal jamg‘artsh normasini topish uchun quyidagi masalani
ko‘ramiz: '
e(8)=(1-8)f 'k (s)) > max, 0<s<l. (941
Masalani yechish uchun (9.41) dagi ¢(s) funksiyani ushbu
e(8) = flk ()~ k(s) —ok.(s) Wk.())
ko‘rinishda yozib olamiz. Endi ¢'(s) nihisoblaymiz:

6= )t -0 (ko)) o) WD LD

s
) >0 _ Shuning uchun ¢'(s)=0 tenglamak ga

9 3.lemmagako‘ra
nisbatan (chunki s oshkormas gatnashadi) ushbu
SE)- @+ ) -v k) +kwE)=0 (9.42)
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tenglamaga ekvivalent. Avvalgi paragraflardagi mulohazalarga o xshash,

(9.42) tenglama vagona musbat k vechimga ega ekanini isbotlash mumkin.

Agar(9.39)da k =k desak, (k <k.(s) ekaniravshan) ¥ nitopish mumkin:
_ i+ z-vkwiE)
f(&) '

Endi (9.42) dan foydalanib, 5§ uchun formulani quyidagi, uzil-kesil
ko‘rinishda yozamiz:

5

kLB _vE )
J&) F %)
(9.33) model uchun topilgan ma’lumotlami teorema ko‘rinishida
ifodalaymiz,
9.10-teorema. (9.41) masalaming yechimi mavjud va yagona. Opli-
mal jamg ‘arish normasi 5 (9.43) formuladen, balanslangan o ‘sishning
optimal rejimi k esa (9.42) tenglamaning musbat yechimi sifatida topiladi.
Topilgan kvas qiymatlar yordamida iqtisodiy sistema trayektoriya-
sining barcha o‘zgaruvchilarini topish mumkin. Albatta, avvalgi
paragraflardagi kabi (9.37) differensial tenglamaning %(?) w £ yechimidan
fargli yechimlarini ham o‘rganish mumkin. £(f) egri chiziglarning chiz-
malari 9.14 chizmadagidek bo‘ladi. Nihoyat, “oltin qoida” ni ham chiganib,
iqtisodiy ma’nosini bayon etish mumkin. Bu fikrlarning asoslanishini
o*quvchiga mustaqi! ish sifatida topshiramiz.

(9.43)

9-bobga oid masalalar
1. Ushbu

k=sa k®—(u+mk, 0<s<l, a;>0, 0<a<l

Bernulli differensial tenglamasi integrallansin.

2. Quyidagi berilgan ICHF ga mos iqtisodiy dinamika modellari uchun
optimal jamg‘arish normasi § va balanslangan o‘sishning optimal rejimi
k topilsin:

2K L

1. FLK)=JKL. 2, F(L,K)=m.
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3. FLK)=Yk. & F(L,K)'_"i‘(‘\/k— L)

4K L

2. FLK)=YK°L. 7. PR =T
_ WKL
s. Feo=kr. 8 FLR=7m—.

3. Ushbu

. A

k=sa|ak®+(-a)| o~ (uemk
differensial tenglamani 5 = 0,5, g, =1, a=0,5, p=-0,5 bo‘lgandainteg-
rallang (ko‘rsatma: % = almashtirish bajaring).

4. Solou ICHF ning turli xususiy hollarida asosiy differensial tenglama-
sini yozing.

9-hohga oid nazorat savoliari

1. Dinamik ICHF (DICHF) ta’rifini bering,

2. Ikki faktorli va ko‘p faktorli DICHF ga misollar keltising.

3. Avtonom DICHF (ADICHF) nima?

4 Iqgtisodiy dinamikaning modellari nima?

5. Iqtisodiy dinamikaning sodda modelini tavsiflang,

6. Sodda model uchun asosiy differensial tenglamant chiqaring.

7. Asosiy differensial tenglama uchun yagona musbat va asimptotik
turg ‘un yechimning mavjudligi haqidagi teoremani aytib bering.

8. Statsionar yechim yagqinida integral egri chiziglar ganday joylashgan?

9. Mchnat resurslari hajmining chizigli-botigligi ta’rifini bering.

10. Chiziqli-botiglik holida asosiy differensial tenglamani chigaring.

11. Mehnat resurslari hajmining chiziqsiz-botigligi ta’rifini bering va mos
asosty differensial tenglamani yozing.

12. Kobb-Duglas va Sotou DICHF gamos tgtisodiy dinamika modellarini
vozib bering.

13. Ko‘rilgan modellar uchun balanslangan o°sish optimal rejimini topish
tenglamasini va optimal jamg ‘arish normasi formulasini yozib bering.
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10-bob. 1IQTISODIY DINAMIKANING ISHLAB CHIQARISH
RESURSLARI CHIZIQSIZ YAROQSIZLANGAN MODELLARI

Avvalgi bobda iqtisodiy dinamikaning faqat asosiy fondlar chizigli
yarogsizlangan modellari ko'rildi. Amalda asosiy fondlar ham, mehnat
resurslari ham yarogsizlanishi kuzatiladi. Asosiy fondlar (masalan, stanoklar)
eskirishi mumkin, mehnat resurslari esa (ish bilan band bo‘lganlar} ishga
yarogsiz holga kelishi (pensiyaga chiqishi, vaqtincha kasal bo‘lishi, vafot
ctishi) tabiiy, Bunday hollarda mehnat resurslari va asosiy fondlaming
majmuasi yarogsizlanishini e’tiborga olish zarur. Ishlab chigarish
resurslarining yarogsizlanishini hisobga olganda iqtisodiy sistemani va uning
trayektoriyasini chuqurrog o‘rganish imkoniyati tug‘iladi. Mazkur bobda
iqtisodiy dinamikaning ishlab chiqarish resurslan chizigsiz yarogsizlangan
modellarini ko‘ramiz.

Faraz etamiz, vaqtning f momentida ishlab chiqarish resurslarining ushbu

K@)
- L(1) X(L(r)]

formula bilan berilgan qismini almashtirish kerak bo‘lsin, unda
% (%} =y (k) funksiya quyidagi shartlami ganoatlantiradi:
210 =0, x(K)>0, x'(+0)20, x'(¥)>0, x" k)20, Vk>0. (10.1)
Shu (10.1) ga ko‘ra %(k) funksiya monoton o‘suvchi va qavariqdir,
%(k) =k bo‘lgan hol chiqarib tashianmaydi. Bunda % (0) = 0, ¥’ (+0) =1,
x' (k)=1, x" (k) =0 bo‘ladi. Shundaham (k) funksiyani, odatda, qavariq
deb hisoblashadi. (10.1) ga ko‘ra x(k)—k-y¢' (k)<0, Yk >0 tengsizlik

o'rinli, Bundan ﬂ%ﬂ >1 tengsizlik kelib chiqadi.

X
Quyida uch holni ko‘ramiz:
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1) mehnat resurslari hajmi eksponensial funksiva;
2) mehnat resurstari hajmi chizigli-botiq funksiya;
3) mehnat resursiari hajmi chizigsiz-botiq funksiya,

10.1-§. Mehnat resurslari hajmi eksponensial funksiya

Iqtisodiy sistema quyidagi munosabatiar bilan tavsiflansin, devlik:

K:I—p-L-x(-{E-], 0sp<l,
L=Ln, n>0,

Y=s5Y+(1-9)Y=7+C, O<s<l, s=consi>0, {10.2)

c=%=(l—s)f(k)~>max, 0<s<l.

Ky K
Ravshanki, agar X.['Z') = T bo‘lsa, 9-bobning 9.2-§ dako rilgan iqtisodiy

dinamika modelini hosil gilamiz,
(10.2) modeini o‘rganish uchun avvalgi bobdagi kabi asosiy differensial
tenglamani chiqaramiz:

- d(KY KL-KIL 1 . (K :
k= =2 e T nlyl —{| L-KL {=
dt(L) I r H g X[LD ]
1 .
= {6Lr0-pLrtyL-K L]=s rt-nk-pr ).
Shunday qilib, (10.2) model vchun asosiy differensial tenglama
k=s f)-nk-px k), kO0)=k,>0 (10.3)

ko‘rinishga ega. Uning o‘ng tomoni ${k)=s f{k)-nk-py (%)
differensiallanuvchi (¢ bo‘yicha). Shu sababli, Koshi teoremasiga ko'ra,
(10.3} tenglama ixtiyoriy boshlang‘ich shartni qanoatlantiradigan yagona
yechimga ega,

Optimal jamg ‘arish normasini topish masalasi bilan shug ‘cllanamiz, bunda
optimallik jon boshiga iste’'molning maksimumi ma’nosida tushuniladi. Bu
masalani yechishda, avvalgi bobdagiga o‘xshash, (10.3) avtonom differensial
tenglamaning statsionar yechimi muhim ahamivatga ega.



10.1.-teorema. Agar (10.3) asosiy differensial tenglama uchun ushbu

B (H0)+n<s f(+0) (10.4)
tengsizlik bajarilsa, unda (10.3) tenglama yagona musbat (sodda yechimdan
tashqari) va (Lyapunov bo ‘Yicha) asimpiotik turg ‘un statsionar yechimga
ega, yani k(y=k, te|[0;7].

Isbot. (10.3) tenglama avionom, uning statsionar yechimlari ushbu

s f(k)-nk-px (k)=0 (10.5)

chekli tenglamadan topitadi. k(7)) = 0 - (10.3) tenglamaning sodda yechimi.
y=sf(k)va y,=nk+py(k) funksiyalarning grafiklari koordinata
boshidan mos ravishda s/ (+0) va n+ u ¢’ (+0) burchak koeffitsiyentlar
bilan chigadi. (10.4) gako‘ra n+ p ' (+0) < s/’ (+0). Demak, k¥ ning
nolgayaqin qiymatlariday, (¥ ) ning grafigi y, ( k) ning grafigidan pastroqda
bo‘ladi. Shu grafikiar & > 0 da kesishishint ko‘rsatish mumkin. Bu
¥,=sf(k)ning botigligi va y,=n k + p y (¥} ning gavarigligidan kelib
chiqadi. y, (k) ning gavarigligi ushbu

Y0 =0, yi(ky=m+px'k)>0, y;()=px" (¥)>0, Vk>0
munosabatlardan ko ‘rinadi.

Grafiklar kesishish nuqtasini (%, , y,) deb belgilaymiz, bunda &, —
(10.5) tenglamaning musbat yechimi. Shunday gilib, (10.3) differensial
tenglama yagona musbat statsionar yechim k(¢) = &, ga ega. Shu yechim-
ning asimptotik turg ‘unligi ham osongina isbotlanadi. (10.3) ning o‘ng tomoni
$(k) nchun ¢'(k,) < 0 tengsizlik bajarilishini ko‘rsatish kerak. Ravshanki,

$ )= ls SO -nk-pr Bl =s EI-1-bL RI<0. (106)

Lyapunov-Puankare teoremasiga ko‘ra, (10.6) tengsizlik k() =k,
yechimning asimptotik turg ‘unligini anglatadi. 10.1-teorema isbot etiidi.

(10.2) iqtisodiy sistema uchun qurollanganlik %, giymati balanslangan
o'sish deyiladi. Ravshanki, avvalgi bobdagi kabi balanslangan o°sish rejimi
k. jamg‘arish normasi s ning funksiyasi bo‘ladi: k£.=%.(s), 0<s<1.

10.1-lemma. (10.2) igtisodiy sistema uchun topilgan balanslangan
o ‘sish refimi k,(5) (0; 1) intervalda aniqlangan, differensiallanuvchi va
monoton o ‘suvchi funksiyadir.



Isbot. %, (s)ning (0; 1) da aniglangan, differenstallanuvchi
dk.(.s‘_) >0, Vse (0]

s "
tengsizlikning o‘rinli ekanini ko‘rsatish kerak. Uning uchun ush
8 J )k )y k())=0 sonk tenglikning ikki tomonini s bo‘yi
differensiallab topamiz ((10.6) ga qarang):

defs) __JGG)
ds d'(k.(s))

Bundan £, (s ) ning monoton o‘suvchiligi kelib chigadi. :

Endi optimal jamg'arish normasi va balanslangan o°sish rejimini |
topish bilan shug‘ullanamiz. Jon boshiga iste’mol funksiyasini quyidagi
ko‘rinishda yozib olamiz:

c(8)=(1-3) [k ()= fk()) -k ()-pyrk(s)), O<s<l. (10.7) |
Shu funktsiyaning eng katta giymati mavjud, chunki c(s) uchun ushbu

ravshan, Monoton o‘suvchiligini isbotlash uchun

lime(s) = lim e(s)=0, c(s}>0, Vse(0;1) munosabatlar o‘rinli. Demak,
=) a0

biror ¥ & (0; 1) uchun 12X 0() = (5) tenglik bajaritadi. Shu 3 ni topish

uchun ¢'(s) ni topib, ¢'(s) = 0 tenglamani yechish lozim. Ravshanki,

6 =[ £ -n-pr ()]

(10.1) lemmaga ko‘ra ¢'(s}=0 tenglama 'k, (5))-n—wy' (k.(s))=0
tenglamaga teng kuchli. Ammo undan bevosita s ni topib bo‘lmaydi, chunki
s tenglamada oshkormas gatnashayapti. Astida biz ¥ ga nisbatan
Fk)-—n-uyx k)=0 (10.8)
tenglamaga egamiz. (10.8) ning chap tomoni hosilasi ( k¥ ga nisbatan) noldan
fargli, ya'ni f"(k)—puyx"(k)=0<0 vk>0. Shu sababli oshkormas
tenglamaning bir giymatli yechilishs hagidagi teoremaga ko‘ra (10.8) ning
yagona k yechimi mavjud. Ikkinchi tomondan, bu tasdiq y,=sf{k)va
»,=nk+py(k) funksiya grafiklari biror % » () da kesishishidan kelib

chiqadi. (10.4) tengsizlik s=1 da ham bajariladi: px'(+0)+n< F(+0). _
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mo k da unga teskari !,lx'(.‘:")-!-‘rps r '(;EH ) tengsizlik ;:;‘rinli. Shu
¥ sababli biror &, 0<k <k qiymatda ¥ (E) =J’5(§ )} tenglik bajariladi.
Yopilgan k ni o(k(s)) =0 gaqo‘yamiz. Undan ¥ ni topamiz:
ybr®)nk
Sk)
Endi (10.8) gako‘ra § uchun formulani uzil-kesil ushbu
ko) | kx@+ad)

5= yo B G (10.9)

ko‘rinishda yozamiz. Ravshanki, § < %—) , chunki kx'(k)—x(k)>0

Vi >0.Demak, (<5 <] tengsizlik o°rinli.
Ko‘rinib tunibdiki, ishlab chigarish resurstarining chizigsiz yarogsizlanishi
hisobga olinsa, optimal jamg ‘arish normasi uchun

ko )+ (k)
———f(k) (10.10)

migdorga teng “yutugqa” egamiz.

Yugqoridagt hisob-kitoblar quyidagi teoremani isbot etadi, desa bo‘ladi:

10.2-teorema. (10.2) munosabatlar bilan tavsiflanadigan igtisodiy
sistema (igtisodiy jarayon) uchun optimal jamg ‘arish normasi § (10.10)
formulaga teng yutug bilan (10.9) formula yordamida topiladi,
balanslangan o ‘sishning optimal rejimi j; (10.8) chekli tenglamaning
yechimi sifatida aniglanadi,

Endi “oltin goida” ni chigarish giyin emas. (19.9) formuladan uning ikki
tomonini § gako‘paytirib, ushbu

EF(E,E)=E?£(££)- —wIley®+2®) o1

181



tenglikni hosil gilamiz. Bunda, bilamizki, S"F(E,f) — asosiy fon

esa kapitaldan olingan darom

ajratilgan kapital migdori, X ﬁf(—-dKF;LL_)

(10.11) dan quyidagi “oltin qoida” kelib chiqadi: "
asosiy fondlarga qo‘yilgan kapital migdort kapitaldan olingan darom
hajmidan

wL ey )2 )
miqdorga kam. f
Shu miqdor ishlab chiqarish resurslarining chizigsiz yarogsizlanishi-
hisobga olingandagi samaradorlilni anglatadi. Bu holda ishlab chiqarilgan
mahsulot migdorining (milliy daromadning) iste’'molga ajratilgan qismi
Solouning sodda dinamik modelidagiga qaraganda {10.10) miqdorga ko‘p '
bo‘ladi. Xulosa shuki, go‘shimcha parametrlarni hisobga olish natijasida
iste’molga ajratiladigan ulushni orttirish va buning uchun ishlab chiqarish
hajmini gisqartirmaslik mumkin ekan,

10.2-§. Mehnat resnrstari hajmi chizigli-botiq funksiya

Endi iqtisodiy dinamikaning ishlab chiqarish resurslari yarogsizlanishi
chizigsiz bo‘lishi bilan birga mehnat resurslari hajmi chizqli-botiq bo'igan
modelni ko‘ramiz. Bunday iqtisodiy sistema (iqtisodiy jarayon) quyidagi
munosabatlar bilan tavsiflanadt:

K =I—p-L-1[-§-], Ospu<li,

L=nl+vk, n>0, v>0, |
Y=sY+(1-8)Y =1+C, O<s<]l, s=const, (10.12)

c=%=(l—s)f(k)—)max, O<s<l,

Igtisodiy dinamikaning (10.12) modeli trayektoriyasini o ‘rganish uchun
avvalgi hollardagi asosiy differensial tenglamani topib olamiz. Sodda
hisoblashiar yordamida topamiz:

E=s f)-prt)-nk-vi, k0)=k,>0. (10.13)

182



Bu (10.13) differensial tenglama ham avtonom va uning o'ng tomoni
# bo'yicha differensiallanuvchi. Koshi teoremasiga ko‘ra (10.13) ning

#tiyoriy boshlang‘ich &(0) =k, shartni qanoatlantiradigan yagona yechi-

mi mavjud.
10.3-teorema, Agar (10.13) tenglama uchun ushbu ((10.11) bilan

logqosiang)
py FH+n<s f(+0) (10.149)
tengsizlik o ‘rinli bo ‘Isa, (10.13) tenglama yagona musbat (sodda yechimden
tashgari) va asimptotik turg ‘un (Lyapunov bo ‘yicha) staisionar yechim
kity=k, >0 gaega unda te{0;,T]
Isbot. (10.13) tenglamaning statsionar yechimlari
sfR)-py(k)-nk-viki=0 (10.15)
chekli tenglamadan topiladi. Uning yagona musbat k =k, >0 yechimi
mavjudligi avvalgi ko‘rilgan modellardagi kabi isbotlanadi.
Shunday qilib,
s fl)-px k) -nk—vE: =0 (10.16)

sonli tengsizlik o‘rinli, Bu esa, {10.13) tenglama vagonamusbat k() =%, >0
statsionar yechimga ega ekanini anglatadi. Endi shu yechimning asimptotik
turg ‘unligini ko ‘rsatish qiyin emas. Uning uchun (10.13) ning o‘ng tomoni

@k)=s f)-px(K)-nk-vE
hosilasimi  k =k, dahisoblaymiz:

(P'(k-) =5 f’(k-)"}lx'(k:)_"l -2v kt .

Bu migdor f{k) va % {k) funksiyalaming xossalanga ko‘ra manfiy.
10.3-tcorema isbot bo‘ldi.

Iqtisodiy dinamikaning (10.12) modeli uchun k() =k, statsionar
yechim balanslangan o ‘sish deyiladi.

Ravshanki, balanslangan o'sish yamg ‘arish normasi s gabog‘liq. Har
bir s ga (0<s<1) bitta balanslangan o‘sish rejimi mos keladi. Demak,
balanslangan o°sish rejimlari cheksiz ko‘p. Optimal rejim esa, jon boshiga
iste ‘molni maksimallashtirish masalasini vechish natijasida topiladi. Shunday
qilib, k,=%,(s), 0<s<1.
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10.2-lemma. (0; 1) intervalda aniglangan va differensiallanuvehi:
k. (s funksiva shu intervalda monoton o ‘suvchi bo ‘ladi,

Isboti avvalgi paragrafdagi kabi, (10.16) ning ikki tomonint s bo‘ylcha
differensiallaymiz; !

SEEN+H s N -px E()-n-2vE,(5)

Bundan

dk.(s) _
]T» =0,

dh(s) _ 10
ds  py (k()+m+2vk,(s)-5 k()
formula kelib chigadi. Endi f (k) va (k) funksiyalaming xossalariga ko‘ra

s
di ) >0 tengsizlik bajariladi. Lemma isbot bo°ldi.

Nihoyat, ushbu

C
c(S)=E=(l—S)f(k.(s))—+maX, 0<s<l
masalani yechish bilan shug‘ullanamiz. Bu masalaning yechimi mavjud,
chunki quyidagi munosabatlar o‘rinli:
lime(s)= lim e(s)=0_ (5)>0, Vse(0;1).

Statsionar nuqtalarni topish uchur c'(s) ni hisoblab, ¢'(s)=0
tenglamani yechamiz: dastavval ¢(s)mi

o(8)= f (k. (s)-ny k() -Mk.(5)-v kL (5)
ko‘rinishda yozib olamiz. Sodda hisoblashlar ko‘rsatadiki,
% =0 yoki [fh(N-nxE(N)-n-2vk(s)] ==

Bundan (&, (s)-po'(k()-N~2vi,(5)=0 tenglama kelib chiqadi.
Undan s ni topib bo‘tmaydt, chunki s oshkermas qatnashgan. Shuning uchun
biz aslida & ganisbatan '

F@®)-pE)-n-2vk=0

dk (.5') ~0.

yoki
L Ey=nytk)+n+2vk (10.17)
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tenglamaga egamiz. Yana f (%) va y (&) funksiyalaming xossalariga ko‘ra
(10.17) tenglama yagona musbat ? , 0 <,-k'= <k, yechimgaega. Endi f ni
(10.16) ga qo‘yib, ¥ ni topamiz:

_hx (k)+nk F+vi’

7®
(10.17) dan 7 ni topib, (10.18) ga qo‘yamiz:

_kErdy _ kx(k) 1) vk’

"-'ll

>0, (10.18)

MH

10.19
I3 N
Bundan >0 va —&d bo‘lgani uchun ¥ <1, ya'ni 0<5 <l
S
tengsizlik kelib chiqadi.

Jamg‘arish normasi bo‘yicha “yutuq”

kx (k) x(k) sz

GG (1020
miqdorga teng.
Ravshanki ( (10.19) ga qarang),
oep EXB-xE) vE )
f&) f (k ) f(&)
tengsizliklar o‘rinh.

Shunday gilib, quyidagi tcorema isbotlandi.
10.4-teorema. Igtisodiy dinamikaning (10.12) modeli uchun optimal

jamg ‘arish normasi § (10.20) yordamida hisoblanadigan “yutug” bilan
aniglanadi, balanslangan o 'sishning optimal rejimi ? (10.17) chekli
tenglameming yechimi sifatida topiladi.

“Oltin qoida” ¢sa, ushbu
wi. [&x (k)+x(k)]—L vE? (10.21)
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munosabat bilan ifodalanadi: asosiy fondlarga gqo'yitadigan mablag
kapitaldan olinadigan daromadga nisbatan

pf-[k val (E)+x (E)]—f vk?
migdorga kam bo ‘ladi. Bu mehnat resurslarini chizigli-botiq, ishlab chiqarish
resurslan yaroqsizlanishini chizigsiz gilib olingan samaradorlikni bildiradi.
Albatta igtisodiy dinamikaning mehnat resurslari chizigsiz-botiq bo‘lgan
modelini ham ko‘rish mumkin edi. Bu ishni mustaqil vazifa sifatida
qoldiramiz. '

10-bobga oid masalalar

. K
1. L=n.L, x[—L)-—
yozlsin,

1
[{—) bo‘lganda asosiy differensial tenglama

2. & ni topish uchun tegishli chekli tenglama yozilsin va yechilsin (hech
bo‘Imaganda tagriban).

3. k¥ bo'yicha ¥ topilsin.
. K I A - .
4. L=nl+vK, 2 )=\ bo‘lganda asosiy differensial teng-

tama vozilsin,

3. ? ni topish uchun tegishli chekli tenglama yozilsin va yechilsin (hech
bo‘Imaganda tagriban).

6. k bo‘yicha ¥ topilsin.

K 32
7% (_f) = (I) bo‘lganda yuqoridagi 6 ta savolga javob benng,

10-bobga oid nazorat savollari

1. Ishlab chiqarish resurslart chiziqsiz yarogsizlanishi qanday ifodalanadi?

2. Mehnat resurslan eksponenstal funksiya bo‘lganda ishlab chiqarish
resurslari chizigsiz varogsizlanishi uchun igtisodiy dinamika modelini
tavsiflang.

3. Mos asosiy differensial tenglamani yozing,.

4, Statsionar yechimning mavjudiigi haqidagi teoremani aytib bering.
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5. Optimal jamg arish normasi § ni topish uchun formulani yozib bering.

6. Optimal balanslangan rejim % ni aniglaydigan tenglamani keltiring.

7. Mehnat resurslari chizigsiz-botiq bo‘lganda ishlab chiqarish resurslani
chiziqsiz yarogsizlanishi uchun iqtisodiy dinamika modelini tavsiflang

8. Mos asosiy differensial tenglamani yozing.

9. Shu model uchun statsionar yechimning mavjudligi haqidagi teoremani

10. Optimal jamg ‘arish normasi ¥ ni topish uchun formulani va optimal

balanslangan rejim & ni aniglaydigan tenglamani yozib bering.
11. Ko‘rilgan modellar uchun sodda misollar keltiring,
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11- bob. IQTISODIY DINAMIKANING IKKI SEKTORE1
MODELLARI

Avvalgi ikki bobda ko‘rilgan iqtisodiy sisiema bitta sektordan iborat
bo‘lib, unga mos ICHF ham berilgan bo*lar va bittagina tur mahsulot (miiliy
daromad) ishlab chigarilar edi. Aslida makroiqtisodiy sistemada ishlab
chigarish ikki vaundan ortiq o‘zaro hamkorlik giladigan sektoriarda amalga
oshirilishi mumkin. Xususan, hatto K. Marks tkki sektorli modellami ko‘rgan.
tnda I sektor ishlab chigarish qurollanini (asosiy fondiami), 11 sektor esa,
iste’mol ‘buyum!arini ishlab chiqargan. Bu sodda va kengaytirilgan takror
ishlab chigarish bilan bog‘langan edi. Quyida biz hozirgi zamonda keng
qo‘Naniladigan ikki sektorli modeliami ko‘ramiz,

11.1-§. Mechnat resurslavi hajmlari yig‘indisi o‘zgarmas bo‘lgan
ikki sektorli model

Makroiqtisodiy sistema ikki sektordan iborat bo*lib, ular mos ravishda
ushbn

Y, =F(L.K), ¥,=F,K,).

neoklassik dinamik ICHF lar bilan xarakterlansin, deylik. Bunda L, L,
- mehnat resurslari hajmi, K|, K, - asosiy fondlar hajmi, ¥, ¥, — ishlab
chigarilgan mahsulotlar hajmi. Faraz etaylik, birinchi sektor ishlab chiqarish
vositalarini, ikkinchi sektor esa iste’mol buyumlarini ishiab chigarsin. I va
11 sektordagi asosiy fondlarga mablag ‘lar birinchi sektordaishlab chiqarilgan
mahsulot migdori ¥, hisobiga amaiga oshiriladi, iste’mol C esa ikkinchi
sektorda 1shlab chiqarilgan mahsulot miqdori ¥, bilan ustma-ust tushadi.
Bundan tashqari, mehnat resurslan yig‘indisi L = L () + L,(/) o‘zgarmas
deb faraz etiladi, ya’ni L:jl(r)+f2(r)=0 va L(O=q(HL, L()=(1-
q() L, bunda L=const, 0<q(f)<1. Biz q(f) = const , te{0; T'] holni
ko‘ramiz. Ravshanki, bu holda 0<g<1.

Yugorida gilingan farazlar bajarilgan deb qarab, iqtisodiy: dinamikaning
quyidagi munosabatlar bilan tavsiflanadigan ikki sektorli modelint ko‘ramiz:
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K =s-FE,K)-mK, 0O<p<l, O<s<l, Ly

K, =@-RIL.K)-mK,, 0<p, <], (11.2)

L=qL, L=(-¢)k, 0<g<l, g=const, (dL3)

C=F(.K,), L+L,=L L=const 1L4
(11.1)~(11.4) modelni o‘rganish uchun belgilashlar kiritamiz;

K K,
k, =Z’ k2=E’ R, K)=L (), F,(L,K)=Lfk,).

Shu belgilashlar yordamida (11.1) va (11.2) tenglamalar ushbu
k=5 filk) -k ,

b= f) -, ars)

ko‘rinishda yozladi, (11.4) csa

C=L f,(k,)=(1-9)L fik,), 0<g<l (11.6)
ko‘rinishga keladi.
11.1-teorema. Agar igtisodiy dinamikaning ikki seltorli (11.5) modeli
uchun ushbu

W, <s £,(+0) (11.7)
tengsizlik o ‘rinli bo ‘Isa, unda normal avtonom sistema (11.5) yagona musbat
(sodda yechimdan tashqari) va asimptotik turg ‘un

E@)y=k =k(s), k,(O)=k;, =k,(s,9)
statsionar yvechimga ega.

Isbot. (11.3) sistemaning birinchi tenglamasiga ko‘ra ixtiyoriy &,(?)
yechim faqat s parametrga, shu sistemaning ikkinchi tenglamasiga ko ra
k (t) yechim ikkita s va g paramectriargabog‘lig bo‘ladi. (11.5) sistemaning
o‘ng tomonidagi funksiyalar &, va k, lar bo‘yicha uzluksiz diffe-
rensiallanuvchi. Shuning uchun bu sistema ixtivoriy boshlang‘ich shart-
lami gqanoatlantiradigan yagona yechimga ega.

(11.5) sistemaning statsionar yechimiari ushbu

s fitk) =k =0,

‘5'1“_ 949 £y -k, =0

(11.8)
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chekli tenglamalar sistemasining yechimi bo‘ladi. (11.8) sistemaning birin-
chi tenglamast faqat bitta £, noma’lumni 0‘z ichiga oladi. U yagona mus- |

bat (sodda &, (1) =0 yechimdan tashqari) %'(s)> 0 yechimga ega. Endi

k =k '(s) bo‘lganda (11.8) ning ikkinchi tenglamasi quyidagi ko‘ri-
nishni oladi:
g(-s)
1-¢
Undan p, #0 da k;(s,g) ni topamiz:

g(l-s)
B, (1-g)
Shunday qilib, (11.5) sistemaning yagora musbat statsionar yechimi
{k (6, k, (O)= (k] (); k3 (5)) maviudligi isbotlandi.

Endi bu yechimning (Lyapunov bo‘yicha) asimptotik turg‘un ekanini
isbotlaymiz. Buning uchun statsionar yechimning asimptotik turg unligi
hagida Lyapunov-Puankare teoremasini qo‘llaymiz. Quyidagi

S ) -pk, =0

ks (s,q)=

SiE ()>0 (11.9)

{i-s)
Pk k) =5 filk)—-wk,, Otk ky) = ql—q Jilk))— ok,
belgilashlami kiritamiz. Barcha birinchi tartibli xususiy hosilalami hisoblaymiz;
oP oF
—= A - —=0
o, s fith)-m | &,
aQ q (1 — S) / aQ
— T ———— k — T |
ok, 1-¢ ALY -, Ha .
Endi ushbu
or P
ok, Ok,
2 9
ok, ok,
matritsani tuzamiz.
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Agar shu matritsaning k, = &, (5). k, =k, (s,q) bo‘lgandaxos sonlari
manfiy haqiqiy gismlarga ega bo‘lsa, unda statsionar yechimning asimptotik
turg ‘un ekani isbhot etiigan bo‘ladi. Hagigatan, mos xarakteristik tenglamani
tuzamiz:

R A (28 EITREY Y 0

_ =0

g_l(l_ﬂ'ﬁ'(k;) ~p,—A
—-q

Uning yechimlasi: A, =5 £y'(k;)—n, <0, A, =-n, <0, O<p, <l
Shunday qilib, 11.1-teorema isbotlandi.
Topilgan (&, ; k,) statsionar yechim mos ravishda birinchi va ikkinchi

sektorlar balanslangan o‘sish rejimlarini anglatadi, ular cheksiz ko*p, chunki
se(0; 1), ge(0; 1). Har bir (s; ¢) juftlikka bitta balanstangan o°sish rejimi
mos keladi. Har bir sektor uchun optimal balanslangan o*sish rejimini topish
masalasini qo‘yamiz. Optimallik jon boshiga iste’'molni maksimallashtirish
ma’nosida tushuniladi, Shunday gilib, quyidagi masalani ko ‘ramiz:

c(s,q) = % =(1-g) f,(K(s,q) = max,0 <s<]1, 0<g<l. (11.10)

Avval (11.10) masala yechimining mavjudligini ko‘rsatamiz. I1, deb
ochiq kvadratni belgilaymiz, ya’ni
IL={(s9): 0<s<l, 0<g<l}.
I1, kvadratning tomonlarini G, G,, G, va G, deb belgilaymiz:
G={(s;9): 0<s<l, ¢=0)}, G,={(s559): s=1, O<g<l},
G,={(s;9) O0<s<l, g=1}, G={(s59) s=0, O<g<l}.

Kvadratning chegarasini 61’[2=f‘; +F2 +F3 +f; deb belgilasak,
TI, =11, U &f1, bo‘ladi, bunda I, — yopiq kvadrat. Ravshanki, (11.9) ga
ko‘ra ushbu
lim k (s, ) = lim k; (s,4) =0
tengliklar o‘rinli, Shuning uchun quyidagi tengliklar o ‘rinli:
jggc(s,q)=lg,ngoc(s,q)=¢L1§900(s,q)=Sl_13]t_106(s,q)=0 s

Ocg<l O<s<l O<a<l O<g<l
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ya'mi " llm 0(.5‘ g) = 0. Bundan tashqari ¢(s,¢)>0, V(s, ¢)€Il,.

Demak, (11.10) masalaning vechimi mavjud, va’ni c(s, q) funksnya -
(5, 9) €I1, nuqtada o‘zining eng katta qiymatiga erishadi. Endi shu (s, q) "

nuqtani topamiz.
. . . . 3 Gc
Avval statsionar nuqtalami aniglaymiz. Buning uchun ushbu 2 ‘é}

hosilalarni £, = k' (s), k, =k, (s,q) dahisoblab, nolga tenglashtiramiz:

dc , ok
el —‘if)fz(»‘-'z)'g2 ’
&k, /&s uchun ifoda topamiz:
ok, _

o5 (l_ ) K,
O‘znavbatida, ok, /@5 uchun ifoda chiqaramiz:
& __ Lk,
os  w-sfik)

Endi 8k, /8s uchun uzil-kesil formuiani yozamiz:

= (1-) z[f( -] T

[f( k)- l-h]‘_"

&
Bundan keyin = 0 tenglamagako'rak, ganisbatan tenglama hosil bo*ladi

{unga s oshkormas kiradi):

fite)-p, =0. (1L.11)

Bundan yagona musbat E, yechimni topamiz. Shu E giymatni (11.8) siste~

maning birinchi tenglamasiga qo‘yib, optimal jamg ‘arish normasi s ni topamiz:
s wk _ Ef{(_/?,)

hk)  filk)
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F(L,,K) IChF ning neoklassikligidan 7/ (k) uchun ushbu

D)
£it)

0< <l

tengsizlikni yozish mumkin.

dc
Endi 5= 0 ni & =k’(s), k, =k}(5,q) nugtadahisoblaymiz:

bc ok
=== f{&)+Q-9) (k)2 .
o FALS FALS o (11.13)
Bundagi ag ni hisoblash uchun (11.8) sistemaning ikkinchi tenglamasini ¢
bo‘yicha differensiallaymiz:
i Q@ o, Ok ok,
(1-6‘)[—f(k)+—f (k) ] P, —2=0
a-g* " 1-¢7 " ag | T og
Bundan &, /3¢ =0 bo‘lgani uchun
Bk 1-s
———5 Silk)
aq “z(]_ )2 1 (1114)

formula kelib chlqach Endi (11.14) ni {11,13) ga qo‘yamiz: 3

_"‘_" Lk)+(1-9) f; (kz)'mfi(kl) .

oq
{11.8) sistemaning ikkinchi tenglamasiga ko‘ra
I-s 1 &
I-¢ g k)

tenglik o‘rinli. Shuni e’tiborga olgan holda &c/ég ni uzil-kesil topish
mumkin:

64':' I3k, )f(k) pk, kfk)

R ') - £,k

3 Jalley)+ " qf(k) fitk;)
Shunday gilib,
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e ko fi (k)
e £ (k)
2 " f k) Lt

i
Bundan ?iq? = () tenglamani g ga nisbatan yechib topamiz: 3y
k)
q 3
(11.16} va (11.8) ning ikkinchi tenglamasiga ko‘ra s=5, £, =E1 _

0<g<l. (11.16)

(bunda k, - {11.11) tenglamaning yechimi) bo‘lganda ¥, ga nisbatan quyi-
dagi tenglamaga ega bo‘lamiz

(l—E)f,(kl)zkz[_H ALY }
K, ki f; (k) |

Bu tenglamaning o‘ng tomoni ixtiyoriy %, > 0 uchur musbat, chunki
neoklassik shartga asosan

(11.17)

_fitka) >1

k, /2 ()
Tenglamaning chap tomoni ¢sa musbat son. Endi (11.17) tenglama yagona
musbat yechimga ega ckanini ishotlash qtyin emas. Avvalo (11.17) ni £, ga
nisbatan bir qiymatli yechish mumkin, chunki (11.17) 0‘ng tomonining &,
bo‘yichahosilasi noldan fargli, anigrog‘i

[k fz(k)] AAAN
AR A I CAAS

Shu bilan birga,

- Salky) |
Yugoridagi munosabatlardan (11.17) ning o‘ng tomoni monoton o*savchi
vauning qiymati 0 dan boshlab o°sib borib, biror ]1_'2 da chap tomonga teng
bo‘ladi.
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Endi topilgan Eﬁ, i (11.16) ga go‘yamiz:

E=EZ£@ 0<g <l 11.18
Sy » 0<9<l (111%)

Shunday qilib, (11.10) masala uchun c¢(s, ¢) funksiyaning yagona stat-
sionar nuqtasi (5, g) €1, topildi. Shu nuqtada (11.10) masalaning yechimi
mavjudligi sababli ¢ (s, ¢) funksiya o‘zining eng katta qiymatiga erishadi,

Topilgan natijalami teorema shaklida bayon gilamiz:

11.2-teorema. Iqtisodiy dinamikaning (11.1}-(11.4), (11.10) modeli
uchun optimal jamg ‘arish novmasi 5§ vamehnat resurslari optimal tagsimoti

koeffitsiventi g (11.12) va (11.18) formuialar yordamida hisoblanady, L:l

- (11.11) tenglamaning, Ez esa (11.17) tenglamaning musbat yechimlari.
Endi “oltin qoida™ ni chiqaramiz, (11.11) gako‘ra:
o o =y ORLLK) =
s-m,K})=—‘§,‘—‘—-K‘
F(1,,K,) ICHF ning chizigli-bir jinsligiga ko‘ra
oK OF

L, +—L.K, = =F
oL, K,

(11.19)

Bundan

K, aL,
Bu ifodani (11.19) ga qo‘yamiz:
(1-5)-K(L.K)=
Endi (11.18) dan foydalanib, ushbu

o (@, Ky)
oK,

tenglikni hosil gilamiz. Nihoyat, F,(L,,K,) ICHF ning neoklassikligidan
foydalanib, yana bir muhim

aFI‘(-L!—sR_‘I) .z
I

o, (11.20)

K, =3-F(L,, K) (11.21)
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éﬁ;(é%_fil L=0-9 -F(L.K,) (11.22)
: |

tenglikni chigaramiz.

Endi “oltin qoida’ni bayon qilish mumkin;

a) (11.19) gako‘rabirinchi sektorga ajratiladigan mablag® shu sekioming |
kapitaldan ofadigan daromadiga teng; ikkinchi sektorga ajratiladigan mablag*
(11.20) ga ko‘ra birinchi sektorning mehnatdan olgan daromadiga teng;

b) mehnat resurslan birinchi va ikkinchi sektorlar orasida ikkinchi
sektorning kapitaldan hamda mehnatdan olgan daromadlariga proporsional
qilib tagsimlanadi. Bu tasdig (11.21) va (11.22) munosabatlardan kelib
chigadi.

Misol. ICHF lar o‘rnida ushbu E=gK“LPt, E:azKI“’[f’ ,
o, +P; =1 o,>0, B,>0, i=L2, a,>0, @ >0 Kobb-Duglas funksiya-
larini olayiik. Quyidagilarga egamiz:

AE)=ak™, fk)=aou k" ! ,
L) =ak,  flk)=a0,k7

(11.11) tenglamani yozamiz: a, Q. k“"l=p .Bundan %, ni topamiz:
1% %y 1 i

1

B2
L

(11.12) formula bo‘yicha §=a,. (11.17) tenglamani yozamiz:

an %2
L geap g e
] g ko it |

Bundan }?2 ni topamiz:
L =
Ez =-———a2(l—a]) 'all_a' ( ﬁ] e .
Ho(l-ay) )
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Endi (11.18) formula bo‘yicha § ni hisoblaymiz

T= EZ fz'(Ez) _ JE'; iy -0y .;2“2-1 _

q= oy LA 2 .
.f:(kg) a, .k21

Shunday qilib, 5§ =a,, ¢ = a, . Kobb-Duglas funksiyasi uchun ko‘ril-
gan misol quyidagi ancha aniqiashtirilgan “oltin qoida” ni chigarishga imkon
beradi;

a} birinchi sektorga ajratilgan mablag‘lar birinchi sektorda ishlab
chiqariigan mahsulotning o, -qismini, ikkinchi sektorga ajratilgan mablag ‘lar
birinchi sektorda ishlab chiqarilgan mahsulotning 3, -qismini tashkil etadi;

b) birinchi sektorning mehnat resurslari hamma mehnat resurslarining
o, -gismini, ikkinchi sektorlar mehnat resurslari hamma mehnat
resurslarining 3, -qismini tashkil etadi.

11.2-§. Mehnat resurslari hajmian yig‘indisi eksponensial
fonksiya bo‘lgan ikki sektorli model

[qtisodiy dinamikaning ikki sektorli modeliarini mehnat resurslani haymtari
yig‘indisi o’‘zgarmas bo‘Imagan holda o‘rganish shu yig‘indi
o‘zgarmas bo lgan holidagiga qaraganda anchagina muhim hisoblanadi.
Mazkur paragrafda mehnat resurslari haymiari yig‘indisi eksponensial, yani
qavariq funksiya bo‘igan holni ko‘ramiz, Faraz etaylik,

L+L,(O=L{) va L) = nL@), n>0 (ya'ni L(1)=L,e" ).

Bu mehnat resurslari haymlari yig‘indisining o‘sish sur’att o‘zganmas
ekanini anglatadi. Shunday qilib, iqtisodiy dinamikaning quyidagi munosabatlar
bilan tavsiflanadigan ikki sektorli modelini ko‘raniz:

Ié’l=s-ﬁ(I,,K',)—ulK,, O<s<l, O<y <l {11.23)
K,=(1-s)F(L,K)~nK, 0O<p,<], {11.24}
L=wnLl, L=qL L=(-g)L, 0<g<l, g=const, (I125)
C=F(L,K,), (12.26)

=E->max, 0<s<l, O<g<l. (11.27)

Mchnat resurslarining sektorlarga tagsimot koeffitsiyenti ¢ o'zgarmas
va 0<g <1 bo‘lgani uchun ushbu Ll =g L , L2 =(I-¢) L tengliklar
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o‘rinli. Endi differensial tenglamalarning asosiy sistemasini chiq;
Uning uchnn ":'1 va 'éz lari hisoblaymiz:
d [K, ']= KL, -KL, _GL k)KL -K.L, _

k=S 2L =
'Tal L L} L

=5 k) -0 +n) k&,

k -_d.{ ] 2 Kzlﬂ [(l ~)F -p,K )L, - Ksz
alL 2 I3

Q-)L, fik) L, L, Q- s)L
- J1[’51 ] u2k2_kz_L_j_ i 9

f( 1)_

_ (l Dal_gqd- s)
Hok, -k, Ty ™ k)~ (ry +M)k,

Shurday qilib, differensial tenglamalanung asosiy sistemast quyidagi
ko‘rinishda yoziladi:

’él =5 fith)-(», +n)k;,
(11.2%)

k= "’f D k)~ g + 1k

Biz ikkita differensial tenglamaning normal avtonom sistemasini hosil
qildik. Bu sistema ixtiyoriy k,(0) =k’ >0, &,(0) =4} >0 boshlangich
shartlarni qanoatlantiradigan yagona yechimga ega, chunki (11.28)
sistemaning o°‘ng tomoni Koshi teoremasining shartiarini qanoattantiradi.
Anigroq aytganda, (11.28) sistemaning 0‘ng tomoni &, va k, lar bo‘yicha
uzluksiz differensiallanuvchi va bu Koshi teoremasining asosiy sharti edi.

11.3-tearema. Agar igtisodiv dinamikaning ikki sektorli modeli
(11.28) uchun ushbu

W+ <s (0 (11.29)

tengsizlik o ‘rinli bo ‘Isa, (11.28) sistema yagona musbat (sodda yechimdan
boshqa) va asimplotik turg ‘un (muvozanat holatiga) statsionar yechimga
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¢ga bo'ladi (11.1-teoremaga tagqoslang), ya'ni k()=k =k(s),

k(=k, =k, (s,q), 0<¢g<l, 0<s<l

Isbot. Mazkur teoremaning isboti 11.1-teoremaning isbotiga o ‘xshash.
Shuning uchun mulehazalami qisqacha olib boramiz. (11.28) sistemaning
gtatsionar vechimlari ushbu

s fhtk)—-(m+) £, =0,
L2 1)~ 4oy +10k, =0 (1130)
~q

chekli sistemaning yechimi sifatida topiladi. Shu yechimni quyidagi
k() =k'(s), k() =k](s,q) ko'rinishda yozamiz. Statsionar yechim
0<s<]1, 0<g<] intervallarda har ikki sekioming balanslangan o°sish
rejimlaridan iborat. Bunday rejimlar cheksizko‘p. Ulaming ichidan (11.27)
belgi bo‘yicha optimal rejimni ajratib olish lozim. Boshqgacha ayiganda,
quyidagi masalani yechish kerak:

c(s.9) =& = -9 £, (5, 9 —> max,
L (11.31)
0<s<l, G<g<l,

Avvalgi paragrafdan ma’lumki, ¢(s, ¢} funktsiva P,.= { (s, ¢):
0<s <], 0<g<1} ochiq kvadratda aniqlangan, uzluksiz differen-

siallanuvchi va (¥, §) & [1, nugtada o°zining eng katta giymatiga erishadi.
11.4-teorema, Iqtisodiy dinamikaning ( (11.23) - (11.27) ) modeli
uchun optimal jamg ‘arish normasi § va mehnat resurslarining optimal

tagsimoti koeffitsiventi g quyidagi formulalar Yordamida topiladi:

S (VRO O ()
Al itk

bunda k, ushbu
L )=y +)=0
tenglomaning, }-c; esa ushbu ( (11.17) bilan taggosieng)
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DR _ |, LK)
™ IYAS
tenglamaning yechimi,

“Oltin qoida™ avvalgi paragrafdagi mazmunga ega,

11.3-§. Mehnat resursiari hajmlari yig‘indisi chizigli-botiq bo‘lgan
ikki sektorli model '

Mehinat resurslar hajmlari yig‘indisi vaqi 7, f € [0; 7'] ning chizigli-botiq
funksiyasi bo‘lsin. Chiziglilik 7(r) ning L() va K() ga chizigli bog ‘liglini,
ya'ni L(f)=nL{)+v K(f)>0, n>0, v>0 ni anglatadi. Botiglik esa,
L(#) funksiyaning botigligini, ya’ni f(j<0, /€ [0;T] ni anglatadi.
Ravshanki,

By =ni@)+v k@)= L(:)[m vi‘;‘ﬂ ,

1i.1-lemma, Agar F| (L, K|) va F,(L,,K,) ICHF lar izokvantalarida

ak, n dk, 7
—L<——=<0 —tc—=<0
a v oy (11.32)

tengsizliklar bajarilsa, unda L(f) funksiva botiq bo ‘ladi.

Isbot. Ma'lumki, L{t) =L, (1) + L, (), K() = K, () + K, (£}, L() =
L@O+L, (). K()=K,(6)+K,(¢). Shuning uchun

ﬁ(f)=E(I)[nw%]ﬂz(f)[nw%]‘

Bundan (11.32) gako'ra, ;[:(t) < tengsizlik kelib chigadi.
Agar (11.32) tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, L,{f) va L,(#) funksiyalar ham

botiq bo‘lishi ravshan.
Endi igtisodiy dinamikaning quyidagi munosabatlar bilan tavsiflanadigan
ikki sektorli modelini quramiz:
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K =sF(L,K)-pK, O<s<l, O<p<]), (1133)
K, =(1-5)F(L,K,)-p,K,, 0<u,<1 (11.34)
Ly=ul, +vK,, j=12, 11 qL, Lz a-gli,

Li=gql, Li=(1-q})L, 0<qg<l, g=const, (11.35)

c=%—>max, 0<s<l, 9<g<l (1136)
Avvalgi paragrafd'agiga o‘xshash L:] va ﬁ}z larsi hisoblab, quyidagi
differensial tenglamalaring asosiy sistemasini hosil gilamiz:
k=5 fitk) -y + ) Ky - Vi

209 fy - vk viy. (137)

k
2 1-g

Bu sistema ixtiyoriy boshlang‘ich shartlarni: k(0)=k, k,(0)=k;

ganoatlantiradigan yagona yechimga ega, chunki (11.37) ning o‘ng tomomni
k,, k, larga nisbatan uzluksiz differensiallanuvchi bo‘lgani uchun yagonalik

hagidagi Koshi teoremasining shartlari bajariladi.
Keyingi mulohazalarda qulaylik bo‘lishi uchun ushbu

k) =k +

*

v v
.r“kl2 , 'iﬁzwz):kz"'l'12 +T|k22 (11.38)

1
belgilashlamni kiritamiz. Natijada (11.37) quyidagi ko ‘rinishda yoziladi:
k=5 file)-0n + k),

b =10 "f(k) SOy, (139

Har ikki x,(k;), %,(k,) funksiya ham quyidagi shartlarni qanoatlan-
tiradi (7=1,2, ij> 0)

‘ vk, 2v
KO=0, ¥,@=1, ®k)=l+—=>0 k)= >0

Bt BN

Bundan ko‘rinadiki, y=(, +0 (%), y=(, +1) 1,(,) fanksiyalar
monoton o ‘suvchi va gavariq. Grafiklani koordinata boshidan g +n vap,+n
burchak koeffitsiyent bilan chiqadi va I chorakda joylashgan.
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Endi (11.39) asosiy sistemaning statsionar yechimlarini o‘rganamiz,
11.5-teorema. Agar (11.39) sisterna uchun ushbu ((11.29) ga garang) -
#, +n<s £(+0) (11.40)

tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, unda shu sistema yagona musbat va asimptotik
turg ‘un statsionar yechimga ega bo‘jadi, ya’ni

k(O =k(s), k(N=kls,qg, 1[0;T].
Isbot. Quyidagi chekli sistemani ko‘ramiz;

s fi(k) - (s +) A k) =0,
1-s
T2 fk)-tsmigst=0. (14D
Bu sistemaning birinchi tenglamasi (11.40) ga ko‘ra, s f{(k,) ning
neoklassikligs va (1, +n) x,(%,) funksiyaning gavarigligi uchun yagona
musbat £, =& (s) yechimga ega. (11.41) ning ikkinchi tenglamasi &, = &, (s)
bo‘lganda ushbu

Z252) flhy (6D =+ 1)
ko‘rinishga keladi. Bu tenglamaning chap tomoni o‘zgarmas va musbat,
o‘ng tomoni esa monoton o'suvchi va (i, +n) %,(0) = 0. Shu sababli
oxirgi tenglama k, ga nisbatar yagonamusbat k, = k,(s, q) yechimgacga.
Shunday qilib, {11.41) chekli tenglamalar sistemasi yagona musbat (sodda
k,=0, k,=0 echimdan boshqa) yechimga ega. Bu esa, (11.39) asosiy
sistema yagona musbat &, (¢} = k,(5) . &,(f) =k,(s, q), ¢ € [0; T] statsionar
yechimga ega ekanini anglatadi.

Endi shu yechim asimptotik turg ‘un ekanini lsbotlayhk Qulaylik uchun
ushbu

Pk ky)=s filk) - +n) 1, (k)

0k =182 £y o+, k)

belgilashlami kiritamiz. P(k,, &,) va Q(%,, k,) funksiyalaming birinchi
tartibli xususiy hosilalarini hisoblaymiz:
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oP . . orP
Ezs-fl(kl)_(ul-kn)XI(kl), 5;;:0’

aQ q (l— S) ' aQ '
==l (k) —==-(p,+ &
2%, I—q H&) » ok, (B +n)22(k2)

Endi & =k(s), & =k,(s,4) bo'lganda birinchi tartibli hosilalardan
matritsa tuzamiz:

s fy ()= (uy +m) 1 (ky) 0

A= -
i:l_;s—)ﬁ’(k,) (L) |

A matritsaring xos sonlari manfty va mos ravishda ushbu
A =5 iU () - + 1k () <0,
Ay ==, + x5 (ky (5, 9)) <0
sonlarga teng. Bu esa, Lyapunov-Puankare teoremasigako‘ra k() =k,(s),

k(O=k,(s,q), te [0;T] statsionar yechimning asimptotik turg‘unligini
anglatadi. 11.5-teorema isbot bo‘ldi,

Ta’kidlab o‘tamizki, statsionar yechim IT = { (s; ¢): 0<s <1,0<g<1 }
ochiq kvadratda aniglangan. Har bir (s; ¢) € I, juftlikka bittabalanslangan
o‘sish rejimi mos keladi. Har bir sektor uchun bunday rejimlar cheksizko p.
Masala optimal re¢jimni topishdan iborat. Shu munosabat bilan ushbu

c(s,q)=%=(l—q) fHl(s,g)—»>max, (s @ell, (11.42)

masalani ko‘ramiz. Bu masataning yechimi mavjudligt avvalgi paragrafdagi
shunga o‘xshash masalaning yechimi mavjudligi isboti kabi olib boriladi.
Biz I, ochiq kvadratning ¢(s,q) funkisiya o'zining eng katta giymatiga
erishadigan nuqtasini topish bilan shug‘vilanamiz, ¢(s,q) funksiyaning
statsionar nuqtalarini topish uchun yana barcha birinchi tartibli xususiy
hostlalarini topamiz va nolga tenglashtiramiz, ya'ni éc/os=0, dcfoq=0
sistemani yechamiz. 8c/ds = 0 hosila osongina topiladi:

o . ok
E=(If'Q) fz(kz)a2 .
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Endi (11.41) sistemaning ikkinchi tenglamasining ikkala tomonini §
bo‘yicha differensiallaymiz:

—i’-[a—s) sy g (kl)]—(uz ) X220
1-¢ Os Os

Bu tenglamada dk, /35 va &k, /35 hosilalar ishtirok ctgan. Ulamning |

ifodasini topish kerak. Avvalo, 8k, /05 nitopish uchun (11.41) sistemaning |
birinchi tenglamasining ikkala tomonini s bo'yicha differensiallaymiz;

k , ok,
fk)+s fil (k) Q_l"‘(l»ll +1) % (k) —L= 0
as os

Bundan &k, /8s uchun quyidagi ifodani chiqaramiz:

O _ Sitk) o bk bk
5 (x5 sty A=A kbl

Endi &k, /85 ni topsabo‘ladi:
Ok, _ q(ﬂ'(h%(uﬁn)xi(k]))_a_& ok, dk,

& (- rxk) & & ds
8k, /s uchun shu ifodani ¢’tiborga olgan holda dc/ds =0 tenglamaga
ko‘ra k, ga nisbatan (5 ga nisbatan emas) tenglama hosil gilamiz:

K )= (y + ) i () =0, (11.43)
Bu tengilama f,(%£,} va ¥, (k,) funksiyalarning xossalariga ko‘ra yagona

musbat I'?, >0 yechimgaega. Endi &, =z m (11.41) sistemaning birinchi
tenglamasiga qo‘yib, ¥ ni topamiz:
_rn)

fitk)

Endi (11.43) tenglikdan foydalanib, i, =% bo‘iganda ¥ (jamg‘arish
normasi) uchun chiroyli formula chiqaramiz:

ol
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it

i3

.( 1) Xl(k)
f(k) k)’
Shu ¥ migdor 0 < §¥ < 1 tengsizlikni qanoatlantiradi. Haqiqatan,
[ >k k), Tatk) <k (k) tengsizliklargako‘ra
<-——k‘ ﬂ(kl)«cl 0(_7(,(1:[) <l
ALY ’ k)
tengsizliklar o‘rinli. Agar §¥ ni

"-'El
'«..s

R

(11.44)

EAG) nE)
A ExE)

ko'rinishda yozsak, 0 < ¥ <1 tengsizlik kelib chigadi.
Mulohazalarni davom ettiramiz, &c/8g hosilani hisoblaymiz:

§=

o (i) 2
5~ S i) TE

bunda
ok, _ 1 %2(k,)
% q(l-q) x3(k) "

Shunday qilib,

éc A2(k3)
5 (k) + f( p )= 1)

Endi dc/dg =0 tenglama ¢ ni aniqlash uchun formulaga olib keladi:

S2 (k) | X2(k)
Salk)  xalks)

Bu formulada hozircha &, noma’lum. (11.41) sistemaninﬁ ikkinchi

q:

tenglamasiga s =5, k= z bo‘lganda g ning ifodasini qo‘yamiz. Natijada
k, ganisbatan tengiama hosil bo‘ladi:
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1-§ = 5k xztkz)]
= k * -1+'____‘
: ) [ i) vy | 143

2

(11.45) tenglama yagona musbat fz echimga ega. Hagiqatan, shu tenglama

chap tomonida musbat son furibdi. O‘ng tomoni esa, &, — +0 da nolga
intiladi va monoton o*suvchi funksiva. Monoton o‘suvchiligi quyidagi
tengsizlikdan kelib chiqadi;
d fz(kz) k) [ LK), % IR AN
X;( 2) X2( 2) )
dk, ) w7k FALY))
Shuning uchun (11.45) ning o‘ng tomoni 0 dan boshlab monoton o*sib borib,

S k)>0

biror ?2 > 0 dachap tomoniga tenglashadi. Endi k,= kzz bo‘lganda ¢ uchun
uzil-kesil formulaga egabo‘lamiz;

fz(k ) x:(k )

fz(k ) xz(k )
Ravshanki, 0 < § < 1. Bunga ishonch hosil gilish uchun (11.46) ni

(11.46)

’?2 fz’(iz) . Xz(zz)

f;(;z) Ez x'z(;-:z)
ko‘rinishda yozish kerak. Shunday gilib, qo‘yilgan masala uchun yagona

&, 3) ,0<F <1, o< $ <] statsionar nugta topildi. Shu sababli jon boshiga

iste’mol funksiyasi c(s, g) xuddi shu (¥, E}"" ) € I, nuqtadao‘zining eng katta

giymatiga erishadi. Shunday qilib, yugoridagi mulohazatar quyidagi teore-
mani isbot etadi.
11.6-teorema, Iqtisodiy diramikaning (11.33) - (11.36) ikki sektorli

modeli uchun optimal jamg ‘arish normasi 5 va mehnat resurslari optimal
tagsimot koeffitsiyenti 3 mos ravishda (11.44), (11.46) formulalar
yordamida topiladi, bunda fl son (11.43) tenglamaming, fz sonesa(11.45)
tenglamaning musbat yechimidan iborat.
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Ko‘rilayotgan model uchun avvalgi paragraflardagi kabi “‘oltin goida” ni
chiqarish mumkin edi. Bu ishni mustaqil ish sifatida qoldiramiz.

11-bobga oid masalalar
O‘rtacha mehnat unumdotligi quyidagi ko‘rinishlarda bo‘lganda (11.5),
(11.28) va (11.39) modellar uchun s, g, &, &, parametriar hisoblansin:

L filk)=1JF .
2. fik)=ye .
3. k)= .
4. fitk)=4k .
5. flk)=4k .
6. ftk)=1/4-(JF +1 -

11-bobga oid nazorat savollari

1. Iqtisodiy dinamikaning ikki sektorli modelida sektorlar orasida qanday
bog‘lanish bor?

2. Mehnat resurslan hajmlari yig“indisi o°zgarmas bo‘lgan ikki sektorli
model tasvifini bering.

3. Differensial tenglamalarning asosiy sistemasini yozib bering.

4. Statsionar yechimnmi topish uchun chekli tenglamalar sistemasini yozib
bering.

5, Jon boshiga iste’molni maksimallashtirish masalasi ganday go‘yiladi.

6. Optimal jamg ‘arish normasi va mehnat resurslarining sekiorlar orasida
optimal tagsimot koeffitsiyenti uchun formulani yozib bering.

7. Balanslangan o‘sishring optimal refimlarini topish uchun tenglamalami
yozib bering.

8. Mchnat resurstari hajmlari yig ‘indisi eksponensial funksiva bo‘lgan
ikki sektorli model tavsifini bering.

9. Shu model uchun 3-7 savollarga javob bering.

10. Mehnat resurslz= hajmlari yig‘indisi chizigli-botiq funksiya bo‘lgan
ikki sektorli model tavsifini bering.

11. Shu model uchun 3-7 savollarga javob bering.
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12- bob. IQTISODIY DINAMIKANING O'ZGARUVCHI I
JAMG'ARISH NORMALI MODELLARI I
VA MAGISTRAL TEOREMALAR 1

Awvdg 9, 10 va 11-boblarda igtisodiy dinamikaning o'zgannas 1
jamg'arish normalibirvaikki sektorli moddlarini o'igandik. Malum bo'ldiki, J
baandangan o'sishning optimd rejimlari qurollanganlik k ning [O; T] vaqt :
oralig'idao'zgannas bo'Lganholatini aks ettiradi. Shu asosdaigtisodiyotning
barchao'zgaruvchilari (igtisodiyot trayektoriyas) kechishini kuzatish imkoni
yaratildi. Agarjamg'arish normas 0'zgannasemas, baki 0'zgaruvchi bo'l sa,
[0; T] vaqt oraligining har bir momentida o'z giymatini o'zgartirib tursa,
ama dabunday iqtisodiyotni (iqti sodiyjarayonni)boshgaribbo'lmaydi. Shuning
uchun o'zgaruvchi jamg'arish normai modellarni 0'zgannas jamg'arish
normali modelarga"yaginlashtiradigan” yangi modellarni yaratish zaruriyati
tugiiladi. Bunday yangi moddlar "meagidrd teoremaaryordamidatavsiflanadi.

Iqtisodiy dinamikaning o 'zgaruvchi jamg 'arish normali modellari birinchi
bo'lib 1967-yildaR. Shell tomonidan o'rganilgan. Uakademik L.S. Pontryagin
vauning shogirdlari tomonidan yaratilgan optima boshgarish nazariyasidan
keng foydalandi. Mazkur bobda biz igtisodiy dinamikaning o'zgaruvchi
jamg'arish normali bir sektorli modelini o'rganish natijalarim bayon etamiz.

12.1-§. Iqtisodiy dinamikaning mehnat resurslari hajmi
eksponensial funksiya bo‘lgan modeli

Masalalarning qo‘yilishi. Iqtisodiy dinamikaning o’zgaruvchi
jamg‘arish normali bir sektorli modelini ko‘raylik. Unda mehnat resurslarni
hajmi eksponensial funksiya va asosiy fondlaming yarogsizlanishi chizigli
bo‘lsin, Bunday model quyidagi munosabatlar bilan tavsiflanadi:

K(®)=I()-pK(¢), 0sp<l, K(0)=K,>0,
LHy=nl(H), LO)<L,>0, n>0,

Y()=FLE),KD)=10)+CO)=sO)Y )+ (1-s@)H¥ (), (12.1)
IO=s(OY), CO=(~s()Y(), 0<s()sl, 0se<T. |
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(12.1) modelga ko‘ra ishlab chiqarilgan mahsulot (milliy daromad}
miqdori ikki qismdan iborat; J{f)— asosiy fondiarga qo‘yilgan (qo‘yiladigan)
mablag® (kapital) va S{) — iste’'mol, jamg‘arish normasi s(f) funktsiya
bo‘lakli-uzluksiz, [0; T} vaqt oralig‘ida aniglangan va 0 <s($} <1
tengsizlikni qanoatiantiradi. Masala bo‘lakli-uzluksiz va 0 <s() <1
tengsizlikni qanoatlantiradigan s(¢) funksiyalar ichidan ishlab chigarilgan
{chiqariladigan) mahsulot {milliy daromad) miqdornini ma’lum ma noda
optimal ikki qismga (I va C ga) ajratadiganini topishdan iborat.

Qurollanganlik k(t)=K(f)/L(t) va jamg‘arish normasi s(#),
0<s(f) <1, te[0; T) bo'lsin. Asosiy differensial tenglama (12.1) model
uchun quyidagi ko‘rinishga ega (9-bobga qarang):

k() =s() f(y-(p+n) bk, k(0)=k,, (12.2)
bunda f(%) — neoklassik shartlarni qanoatlantiradigan o‘rtacha mehnat
unumdorligi funksiyasi {f(0)=20, f(k)>0, f'(k)>0, f"(k) <0,
Vk>0). T - rejalashtirish ufgi va k,>0 tengsizlikni qanoatlantiradigan,
qurollanganlikning biror holatimi anglatuvchi son. Ushbu

k <k, (12.3)
‘tengsizlik muhim ahamiyatga ega. Yana
E(T)2k, : (12.9)
tengsizlikni ganoatlantiradigan nugtalar to‘plami M vaushbu
T T .
Ji51= 1< = Ta-sty) ke (12.5)
o L() )

Jamlama iste’mol funksionali berilgan bo‘lsin.
(12.4) tengsizlik bilan aniqlanadigan M to‘plam (7, £,) nugtadan
chiqadigan va yuqoriga yo‘nalgan (vertikal) nurdan ibotat (12.1-chizma),

P y A y=mk+n',"'
m =0 ’a"
M
o i SISSTEEs
k i(T' kr)
N
v > >
0 T r 0 t
12.1-chizma 12.2- chizma
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O‘zgaruvchi jamg arish normasi s(f}, 0 < s(f) < 1 boshqarish funksiyasi |
vazifasini bajaradi. Agar shu funksiya ixtiyoriy qiymatlar gabul qilsa, bitta
boshlang‘ich ,>0 nuqtadan chigadigan barcha holatlar trayektoriyalari
oxirlari M to*plamni tashkil etadi. Uni oxirgi holatlar to‘plami deyiladi. '

Masalaning go‘yilishini bayon gilishdan avval optimal boshqarishga oid
‘ba’zi tushunchatami keltirib o tamiz.

Masalaning qo‘yilishini bayon gilishdan avval optimal boshqarishga oid
ba’zi tushunchalarni keltirib o*tamiz,

Avvalo (12.2) da s(f) funksiyani boshqarish deb ataladi. Agar s() bo*lakli-
uzluksiz bo‘lib, [0; '] da 0 <s(?) < 1 tengsizlikni qanoatlantirsa, u joiz
boshqarish deyiladi. Agar s(f) joiz boshqarish uchun (12.2) ning trayektoriyast
&(0)=k, va k(f)e M shartni qanoatlantirsa, u obyektnt (igtisodiy sistemani)
k, boshlang‘ich nugtadan % (7) € M nuqtaga o‘tkazuvchi joiz boshqarish

Endi masalaning qo‘yilishini bayon qilish mumkin.

Masalaning go'yilishi: (12.2) - (12.5) obyekini (iqtisodiy sistemani)
qurollanganlikning boshlang ‘ich holati %, > 0 dan Af to‘plamning (numing)
biror k() nuqtasiga o‘tkazuvchi bo‘lakli-uzluksiz boshqarishlar s(7),
0 < s(f) < 1ichidan (12.5} jamlama iste’mol funksionaliga maksimal giymat
beradigani topilsin.

Masala yechimining mavjudligi. Qo‘yilgan masala optimal
boshqarishning e ‘ng uchi go ‘zg ‘alwvehi vatayin vaqtli masalasidan iborat,
Shu masala uchun optimallikning zaruriy shartini ifodalaydigan
Pontryaginning maksimum prinsipi ifodasini keltiramiz (qarang: Pontryagin
L.S. va boshqalar. MareMaTHUecKas TEOPHA ONTHMAILHIIX ITPOLECCOB,
M.: Hayka, 1983, c1p.79).

12.1-teorema (zaruriy shart). Faraz etaylik, n o'Ichovli Yevklid
Jazosi E" da harakat tenglamasi

k=AkD+BEH () (=1, (12.6)
va opfimallik belgisi

T T
J(s)= [l4ok, )+ By (k1) - 5(0)) (= 1/ °de (12.7)

berilgan bo Isin. Bunda A, B, A, B matritsalar E**! dagi C sinfga tegishii
va st)e U, U — gavariq kompakt.
Gamiltonianni

H(\T’,k,f,s) = ‘I’ofo(k,fs-f)"'(‘I’,f(k,f,-s'))’ W=(‘|’09‘|’) (}28)
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va govushgan sistemani

- __OH__ & &
Vo=0, W, o o o f\;; o, W; (12.9)
fuzamiz.

Agar holat nugtasini (qurollanganlik holaiini) boshlang ‘ich k, > 0
holatdan M = {(t; ). ¢ > Tk (T) 2 ky, k. > 0, k, < k, } to ‘plamning biror
nugtasiga o ‘tkazuvchi joiz boshgarish (12.7) funksionalning maksimumi
ma'nosida optimal bo‘lsa, unda (12.9) qovushgan sistemeaning shunday

nolmas yechimi y(t) mavjud bo ‘ladiki, quyidagi shartlar bajariladi:
1°. H funksiya ixtiyoriy 1 > 0 uchun s bo‘yvicha s =s(t)e U nugtada
maksimumga erishadi:

HGO)k,550) = max HEOKOL) . (1210

2.t =T da o'ng uchda transversallik sharii bajariladi, ya'ni
wit) 20, (w(T), k(T)-k)=0. (12.11)
3 y,=const20. (12.12)

Optimallikning yetarli sharti sifatida biz Li-Markus teoremasidan
foydalandik (qarang: Jiu E.B., Mapkyc JI. OcHOBK TeoOpHH ONMTHMATb-
Horo yipasnerHnsa. M.: Hayka, 1972, crp. 2838 —4-teoremaning 2-natijasi).
Ko‘rilayotgan igtisodiy masalani e’tiborga olgan holda bu tcorema
quyidagicha ifodatanisht mumkin,

12.2-teorema (Li-Markus teoremasi). Harakat tenglamasi (12.6)
va optimallik belgisi (12.7) belgisi beriigan bo ‘Isin. Yana ushbu

k@) |, viel0;T)
tekis baho mavjud va tayinlangan k hamda t lar uchun

Vik,1)={(f°(k,1,5), f(k,1,5)): s€U}

to'plam s bo'yicha qavariq bo Isin, bunda f'= A +Bs, f=A4 + Bs.

Agar (12.6) obyekini berilgan boshiang ‘ich k holatdan M to ‘plamning
biror nuqtasiga o ‘tkazuvchi hech bo 'Imasa bitta joiz boshqgarish mavjud
bo ‘lsa, unda (12.7) funksionalning maksimumi ma’nosida optimal
boshgarish s (t) ham mavjud bo ‘ladi.

(12.2) - (12.5) obyekt uchun Li-Markus teoremasining shartlan baja-
riladi. Bunga bevosita teorema shartlarini tekshirish bilan ishonch hosil gilish
mumkin. Shuning uchun go‘yilgan masalaning yechimi mavjud bo‘ladi.
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Masala yechimini qurish. End:t qo‘yilgan masala yechimini qurishga
kirishamiz. Buning uchun boshlang ‘ich & nugqtadan chigadigan vaAfnurning
biror nuqtasiga olib keladigan shunday teayekioriya qurish kerak bo‘ladiki,
shu trayektoriva bo‘ylab jamlama iste 'mol funksionali (12.5) o‘zining eng
katta qiymatiga erishadi. Demak, bo‘lakli-uziuksiz s(f), 0 £s(f) <1 -
boshgarishlar ichidan optimal boshqgarishni topish kerak bo‘ladi. Masalani
yechishga quyidagicha yondashamiz: avval Pontryaginning maksimum
prinsipini ganoatlantiradigan boshqarishni va unga mos trayektoriyant
topamiz. Songra topilgan boshqarish va trayektoriyalaming (12.5) funksio-
nal maksimumi ma’nosida optimalligint isbot etamiz,

Maksimum prinsipini qanoatlantiradigan holatlar trayektonyasnu qura-
miz. Gamilton funksiyasini tuzamiz:

H=y,(t-s)fk)+y-Is fi)-(n+mk ]. (12.13)
Yordamchi funksiyalar uchun govushma sistema quyidagicha yoziladi:
Wy, =const20,
3H -+ F
Y=o =wo(- Wy ls S -] (1214

O‘ng uchdagi transversallik sharti yw{T) (¥{T) ~ ¥,) = 0 tenglik bilan
ifodalanadi. Undan (12.4) gako'ra
y(T)=0 (12.15)
tenglik kelib chigadi.
H funksiyaning s bo‘yicha maksimumga erishishi shartidan quyidagi
natija kelib chigadi:

0, agar y-vy, <0,
(1) . agar Y-y, >0, (12.16)
0<s<1, agar y-vy, =0,

Ta’kidlab o‘tamizki, maksimum prinsipiga ko‘ra y =const 20. y, =0
bo‘lsin. Unda w- w, = 0 bo‘ladigan {1,;1,]  {0; 7] kesma mavjud emas.
Agar Y-y, =0, ytejr;1,) bo'lsa, =y, =0 bo'ladi. Ammo y, va
y(7) lar maksimum prinsipiga ko‘ra bir vaqtda nolga teng bo‘la olmaydi.
Shuning uchun y, 2 0 ga asosan , deb y, =1 ni olish mumkin. Shunday
gilib, (12.6) ni quyidagicha yozish mumkin:

0, agar y<1,
S(f)‘—‘— 1, agar 1]!)1, (1217)
0=<sx1, agar y=1.
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Agar [t ;7 Jc[0; T kesmada yw(¥)=1 ayniyat o‘rinli bo‘lsa, (12.14) dan ushbu

S(k)y=p+n (12.18)
ayniyat kelib chiqadi. Bu ayniyat ¢ ga oshkor bog‘liq emas, shuning uchun
k ganisbatan tenglama deb garash mumkin. Ravshanki, £'(¥) = p + 7 teng-
lama yagonamusbat = yechimga ega. Shunday qilib, (12.2) tenglama

|t,,t,} kesmada yagona musbat statsionar yechim k(7) = k>0 gaega Unga
mos jamg *arish normasining (boshqarishning) o‘zgarmas § qiymati ushbu

se (u+11)f?= ?c'f’g?)
Sf{k) J(&)
formula bilan topiladi. /(%) funksiyaning neoklassikligidan (ya’ni
JE) -k (K)>0,VE) 0<5 <] tengsizlik kelib chigadi.
Demak, y(f) = 1 bo‘ladigan [v,, 1,) kesmada jamg‘ arish nonnas: giymati
o ‘zgarmas va (12.19) formula yordamida bir qiymatli topiladi. Shunday
qilib, s (f) uchun (12.17) munosabatlarni uzil-kesil quyidagi ko‘rinishda
yozish mumkin:

(12.19)

0, agar y<l1,
()= }-, L _ agar y>1, (12.20)
§=k f(k)/f(k), agar y=1.

Endi y, = 1 bo‘lganda (12.14) quyidagi ko‘rinishni oladi:

¥=—1-9)/"(0)-[s f' () -(n+0] w. azzn

Transversallik sharti (12.15) ga ko‘ra w(T) = 0 < I kelib chigadi. Shuning
uchun (12.20) dan (T} =0 bo‘ladi. y(¢) funksiyaning uzluksizligi
bo‘yicha shunday [1;7) kesma mavjudki, unda w(T) <1 tengsizlik
o‘rini bo‘ladi. Ikki hol yuz berishi mumkiin;

A) y()<1 va [1;T]=[0;T];

B) w()<l, te(r;T]c{0;T]); w(r)=1, [;T1c{0;T]

A) holida (12.20) ga ko‘ra s(f) s0, v re[0; T], ya’ni barcha resurslar
iste’molga yo‘llangan va kapital xarajatiarga resurslar ajratilmagan.
Resurslami bunday tagsimlash fagat matematik ma’noga ega, ammo igtisodiy
ma’noga ega cmas. Shuning uchun bu holn: ko‘rmaymiz.

B) holida (12.20) ga asosan s(f) =0, v te[x,; T']. Unda (12.21)
quyidagicha yoziladi:
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v=—fE)+(n+v. (12.22)
Bundan (12.15) transversallik shartini ¢’tiborga olib, (12.21) differensial ;
tenglamani integrallaymiz; '

T
v = [/ (k@)-e* Ve (12.23)

bunda k{¢) ushbu

k=—(u+n)k (12.24)
differensial tenglamaning yechimi, k(T ) =k, . Bu yechim quyidagi
ko‘rinishga ega:

k() =ky T, (12.25)

Endi w(r,)=1 bolgani uchun s(1,)=5 va k(1])=.k- . Shuning uchun
(12.25)dan t =t da

kr i e(l-l"l)(i"—tl) = E ]
kelib chigadi. Bundan

1 -lni

ntn ok
kelib chiqadi. Shunday qilib, t, <7 gako‘ra

kr <k (12.26)
tengsizlikka erishamiz. Bu tengsizlik qurollanganlikning rejalashtirilayotgan
potensiali qurollanganlikning statsionar rejimdagi (balanslangan o'sish
rejimidagi} igtisodiy potensialidan kam bo‘lishi kerakligini anglatadi. Bundan
tashgan, nshbu

T-4=

1, =T -———-In-=>0 (12.27)

tengsizlik o‘rinli bolishi uchun rejalashtirish ufqi 7> 0 yetarli katta bo*lishi
kerak. '

(12.22) ga ko'ra >t migdor y(t) funksiyaning statsionar nuqtasi
bo‘ladi. Hagiqatan,

W) == £ (e(e )+ (R it ) = — (k) + (R +1)
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Shunday qilib, y(#) funksiva¢ =1 nuqtadackstremumga egabo‘Tisht
mumkin. Haqgiqatda ham, shu funksiya ¢ =1, da o‘zining mahalliy
maksimumiga erishadi. Buni ko‘rsatisk uchun ¥ ni hisoblaymiz:

Y= ") k+ (V-
Bundan /'(k)<0, }}(1,)=_(p+rDE<O, ¥(t,)=0 munosabatlarga

ko‘ra (t,) <0 kelib chigadi. Shuni isbot etish talab qilingan edi. Yugoridagi
mulohazalar natijasida w (1) < 1, ¥ te[t,; T'] tengsizlikka ega bo Idik.

Endi rejalashtirish davrining boshqa resurslarning taqsimoti bilan
shug‘ullanamiz. Boshlang“ich vaqt 7 = 0 da uch hol yuz berishi mumkin:

2} w(0)=1; b y(0)<1; v) y(0)>1

Ulami alohida-alohida o‘rganamiz;

a) hol. y(0)=1Dbo‘lganda, o‘znavbatida, uchia kichik hol yuz berishi
mumkin.

1) w(t)=1,1€[0; 7). Unda (12.18) gako'ra k(f)=k ayniyat o‘rinli.
Bundan &, = & kelib chigadi. Ammo {12.3) va (12.26) shartlarga ko‘ra

k, <k tengsizlik o‘nnli. Bu k, = ¥ gaziddiyat. Demak, bu hol yuz bermaydi.

Dyw0)=1,w(@ <1(y)>1), ¥ te(0; t,). Bu hol b) va v) hollarda
keltiri)adi.

b) hol. w(0)< 1. Bunda yoki w({) <1, ¥ic[0; T], yoki shunday
son 7,> 0 mavjud bo‘ladiki, w(7,) = 1,0 <71, <Tbo'ladi. Agar y (1) <1,
V te[0; T'] bo‘lsa, (12.20) ga asosan s(¢) = 0 bo‘ladi, ya'ni barcha
resurslar iste’molga ajratiladi. Yuqorida aytganimizdek, bu hoining iqtisodiy
ma’nosi yo‘q. Agar shunday 1,> 0 son mavjud bo‘lsaki, () =1 bo‘lsa,
[0; 7,) kesmada s(f) = 0 ga egabo‘lamiz. Unda y(¢) uchun mos tenglama
(12.22) bilan, quroltanganlik k{¢) uchun esa - (12.24) tenglama bilan ustma-
ust tushadi. Endi (12.24) tenglamaning k{0) =%, boshlangich shartni
qanoatiantiradigan yechimini topish uchun uni integrallab topamiz:

k() =k, e ® (12.28)
Bundan =1, da w(t,) =1, k(,)=k tengliklar o‘rinli bo‘lgani uchun

k =ky-e” "% (englikka cgamiz. Uning ikki tomonini logarifmlab, 1,
uchun quyidagi formulani chiqaramz:
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1k
Mn-inff-. (12.29)

Bundan t >0 bo‘lgani uchun k(0)>E tengsizlik chigadi. Ammeo bu

Ty =

k, <k tengsizlikka zid. Shunday gilib, b) hof ham sodir bo*la otmaydi.

v} hol. y (0) > 1. Bu holda yoki w(r) > 1, V¥ 1€[0; T'], yoki shunday
©,> 0 son mavjud bo‘ladiki, w(z,) =1 bo'ladi. Agar w(r}>1, re[0; T
bo‘lsa, (12.20) ga ko‘ra s(¢)=1, t]0; T}, ya’ni barcha resurslar butun
rejalashtirish davridakapital harajatga ajratiladi. Bu esaigtisodiy ma’nogaega
emas. Agar shunday 1,> 0 son mavjud bo‘lsaki, yw(t,) =1 bo‘'lsa,s(r)=1,
V¥ te[0; 1,] bo‘ladi. Buholda (12.2) tenglama quyidagi ko ‘rinishni oladi:

;é:f([c)—(p+11) k. {12.30)
Biz o zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglamaga egamiz, Uni £ (0) =&,
boshlang ‘ich shart uchun integraliaymiz;
k()
b= __—-_.L—
ko JE)-+n)E -
Ushbu w(v,) =1, k(v,) =k tengliklarni e’tiborga olib, t, uchun formula
chigaramiz:
'j' 3
.= | ————
C L SE) - (g (1231)
Ma'lumki, k <k da f(¥)—{p+n) k <O tengsizlik o'rinli. Shuning uchun
(1231)dan 7,>0 kelib chigadi.

Endi k(¢) funksiya t, nuqtada mahalliy maksimumga erishishini
ko‘rsatamiz. Hagiqatan,

k(v)=f(k)-(n+nk =f(k)-f'(k)-k >0
(bunda £ (z,) - %(7) funksiyaning , nuqtadagi chap hosilasi). Agar ¢ > 1,

da k(r)EE =const ayniyatni e’tiborga olsak, };:+(1:0)=0 bo‘ladi (Ié+ (v,) —

k(¢) funksiyaning 7, nuqtadagi o‘ng hosilasi). Ushbu munosabatiar
k(1)> 0, k,(3)=0, k(t)=k =const, 1> 1, k(z) fonksiya uchun mahal-
liy maksimum nugtasi ekanini ko‘rsatadi.
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w(¢) funksiya uchun s=1 bo‘lganda (12.21) dan
v=[ (- O] we)
differensial tenglama hosil bo‘ladi. Bundan £'(k(z,)) = f (k) y(t)=1
munosabatlami e’tiborga olib, ushbu
V) =[ e~ £} 1=0
tenglikka ega bo‘lamiz. Bu esa, y(f) funksiya r =1 da ckstremumga ega
bo‘lishi mumkinligini ko ‘rsatadi. y(f) funkstyaning ikkinchi tartibli hosilasini
hisoblaymiz:
V=@ Ey+p+n- £ ®)]v
Bundan ¢ =1, da quyidagiga ega bo‘lamiz:
¥(1) =" 1@~ @ nblw) - E) i) =
=-r"®lr®-w b}

Ushbu f(ic—)-(p+rl)f=f(}')—f(f?)§ >0, f'(f) <( munosabatiarga
ko‘ra (1) >0 tengsizlik kelib chiqadi. Shuning uchun y(¢) funksiya
t =1, nugtada mahalliy minimuiga ega va r&[0; t,Jdaw(¥)2 L.

Shunday qilib, biz <, ((12.31) ga garang) va 7, ((12.27) ga qarang)
migdorlami hisoblash uchun formulatar chiqardik. Agar rejalashtirish ufqi
T>0 shunday tanlangan bo‘lsaki, 0 < v, <t <T tengsizlikiar o‘rinli bo‘lsa,
unda (12.18) tenglama bilan topiladigan balanstangan o°sish rejimt k(f)= k
ko‘rilayotgan igtisodiy dinamika modeli uchun magistral deyiladi. U (/; k)
tekislikda [t ;7] vaqt oralig‘iga mos gorizonial kesmadan iborat. Unda
1, — magistralga go ‘nish, 7, esa magistraldan fushish momentlari deyiladi.

Endi 7> O ni qanday tanlanganda 1, — v, musbat bo‘lishi mumkinligini
tekshiramiz. Shu t, — t, ayirmani hisoblab, T2 7, tengsizlik bajarilishi
1,~1, > 0 ni ta’minlashga amin bo‘lamiz, bunda

1. E k dE
Tp=—— foeo—
RN Ky ;{.f(f..) —(g+n)§ >

-1, =7-T,, T,=t,+(T-1)=T-{(x, ). Boshqacha aytganda,
T mlqdor fo; tJ va [‘r T] kesmalar uzuﬂhklan vig'indisidan iborat.
Shunday qilib, 1, -1, > Oiengsnzhk T-T, 2 0 tengsizlikka ekvivalentdir.
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Agar T=T, tenglik o‘rinli bo‘lsa, 7,= 1, va magistral mavjud emas, k, .
nuqtadan M to‘plamga harakat bitta o‘tish (boshqarishni bir marta
o‘zgartirish) bilan amalga oshiriladi. Agar T T, tengsizlik o‘rinli bo‘lsa,
unda &(f) =% magistral mavjud bo‘ladi. Shu bilan birga, T, vat, momentlar '
ham mavjud va (12.31), (12.27) formulalar bilan hisoblanishi mwmkin. Shu
momentlar boshqarishni o°zgartirish (almashtirish) momentlandir. Agar 7
yetarli katta qilib olingan bo‘lsa, T, ~ T, — magistral bo‘yicha harakat davri
T> 0 gayetarli “yaqin” bo‘ladi.

Masala yechimining optimalligi. Ta’kidlab o‘tamizki, quyidagi

1_, agar 0st<1,,
S(f) =< 5, agar I, st<t, (12.32)
0, agar t, s<t<

munosabatlar bilan tavsiflanadigan s(f) boshqarish zaruriy sharini, ya’ni
maksimum prinsipini va o‘ng uchda transversallik shartini ganoatlantiradi.
Biz M numing shunday nugtasini topishimiz kerakki, shu nugtaga obyekt
o‘tkazilishi kerak va (12.5) jamlama iste’mol funksionali eng katta qiymatga
erishsin.

Shu magsadda maksimum prinsipini qanoatlantiradigan boshqga bosh-
qarishlami ko ‘ramiz. Anigrog’i, quyidagicha aniglangan s () boshqarishni
olamiz

) 1, agar 0sr<1,,
S(f)=< 5§, agar t,<1<@, 123
0, agar Eol$r<T, (12.33)

bunda © quyidagicha aniglangan: k(T) =k, k, <k, <k, deylik. Unda
k{t) uchun

k(f) = g - VT
() fanksiya uchun

VO = [ /)

formulaga cgamiz. Endi  ni k(9)=% shartdan, ya'ni
K, -e%0D - F
tenglamadan topamiz. Bundan O uchun ushbu
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] k
e lng (12.34)

0=7-

formutakelib chigadi.

Shunday qilib, biz (12.2) obyektni berilgan boshlang‘ich ¥(0)=k,,
k, <k, <k holatdan M numing biror nuqtasiga o‘tkazuvchi va maksimum
prinsipini qanoatlantiravchi ikkita (12.32) va (12.33) boshqarishlarga cgamiz,
Bunda (12.32) boshqarish obyekini (7, k) € Mnugqtaga, (12.33) boshqarish
esa, (T, k,) € M, &, > k. nugtaga o‘tkazadi. Endi shu boshqarishlar uchun
{12.5) funksionalning giymatini (12.33) boshqarish uchun hisoblaymiz.
Unda (12.5) funksional © ning funksiyasi bo‘lib goladi. Uni ©(&), ya’ni
J] s} = ®(6) deb belgilaymiz. Sodda hisoblashlar yordamida topamiz:

&(8) = J[s]= T(l—s(r)) F k@) dr = TO-dH f(l—i) (k) de+
T — T
+[ fEEO) dr=A=-5) [ (kYO -1 )+ [ SN (1235)
1] Q

O(1,)= 1-F) ), - 6) [ F k) de

Endi O(B), 0 € [rli T]. funksiyani o‘rganamiz. ®(t,) funksionalning
(12.32) boshqarishdagi qiymaii. (12.35) funksiyaning hosilasini 6 bo‘yicha
hisoblaymiz:

®'0)=(1-5)f(k)- fk)=-5 f(k)=const <O (1236)

Bu @(0) funksiyaning chiziqli ekanini anglatadi. Boshgacha aytganda,
O(6) funksiya [1,; T] kesmada monoton kamayuvchi. Shuning uchun
(0} ning eng katta qiymatiga kesmaning chap uchida erishiladi, ya'ni
O(x) > P(B), v @ e(t,; T']. Shunday qilib, (12.5) funksionalning (12.32)
boshqarishga mos qiymati eng katta bo‘ladi, ya’'ni (12.32) boshqarish (12.5)
funksionalning maksimumi ma’nosida optimal bo‘ladi. Buning ma’nosi
shuki, optimal holatlar trayektoriyasi obyektni (T'; k, ] nuqtaga o‘tkazadi.

Optimal traycktoriyani qurish uchun % (#) funksiyani gavariglikka

tekshiramiz. [0, v ] kesmada s=1 bo‘lganda k= f(k)-(n+n) k
diffcrensial tenglamaga egamiz. (¢) ni hisoblaymiz:
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0= [ ERO)O) -+ O =1 G0) -} 7O - ko),
Ammo [9; 1, } kesmada fE(D))>@p+m (), FfEED>n+n
tengsizliklar o‘rinli (12.3-chizmaga qarang), bunda k(t,) =k, 5

k(t)= fk())-(+n) k() >0 . Shuning uchun k(r)> 0, ya'ni k(¢)
funksiya [0; 7, ] da qavariq (12 4-chizma).

y kﬁ

b : (T, kr)
1 * » AT
ko ! Vo
: P
: —>
0 T w T
12.3-chizma 12.4- chizma

Endi ma’lumki, [ t,; T'] kesmada s = 0 va ushbu k() = ~(pu + 1) k(1)
differensial tenglamaga egamiz. Bundan foydalanib, k(f) ni hisoblaymiz:

k)=t k=) -k O]= ke >0.

Bundan ¥(/) funksiya [1,; 7] kesmada ham qavariq ckani kelib chigadi
{12.4-chizma). Nihovat, (12,32) optimal boshqarishga mos optimal
trayektoriyani wzil-kesil qurish mumkin. 12.4-chizmadan optimal trayektoriya
quyidagicha qurilgani ko‘rinadi: obyekt k  holatdan } holatga (% ydanham
yuqoriroq holaiga) tezkorlik bilan o*tkaziladi, keyin shu ¢ holatdailoji boricha
uzoqroq vaqt ushlab turiladi. Niboyat, ¢ holatdan ( [, ;' ] nuqtadan)
k, holatga ( (T, k,) nuqgtaga ) tezkorlik bilan o'tkaziladi (tushiriladi).
Yugorida aytib o‘tilganidek, 7 —>+w da t, — 1, —> +eo. Shuning uchun
yetarli katta T'lar uchun obyekni (iqtisodiy sistemant) boshqarish usuli iqti-
sodiy dinamikaning o zgarmas jamg* arish nommali modelini boshqarishdagi
usuli bilan “yagin”. Shu yaqintik magistral teorema yordamida ifodalanadi.
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12.3-teorema (magistral teorema). Rejalashtirish davri T > 0 yetarli
katta bo'lsin, Unda (12.1Y - (12.5) masala (12.5) jamlama iste 'mol
Junksionali maksimumi ma’nosida optimal boshqarish s(t) mavjud U
quyidagicha qurilgen: rejalashtivish davrining boshida (va'ni 0 <f<1,
da, bunda v, son (12.31) formula yordamida hisoblanadi) boshqarish
(famg ‘arish normasi) s{(t) = 1 rejalashiirish davrining oxirida (ya’'ni
t, <1< Tda, bunda < son (12.27) jormula yordamida hisoblanadi)
boshqarish s= 0 bo'ladi. Qolgan vaqt davomida (ya'ni 1 <t <1 vagt
oralig ‘ida) harakat k(t)mk magistral bo Yicha s(ty=s boshqarish
yordamida amalga oshiriladi, bunda } son — (12.18) tenglamaning
yechimi, 5 son esa (12.19) formula yordamida hisoblanadi (12.4-chizma).

Misol ko‘ramiz. Hisob-kitoblami Kobb-Duglas ICHF uchun olib boramiz:
F(L,K)=aX Yep®, a,>0, 0 <o <1 Ma'lumki, o‘rtacha mehnat

unumdorligi f(k) = a k. Hisoblashlar jarayonida p van parametrlar kichik

P+
sonlar ckanini ¢’tiborga olish kerak. Shuning uchun ushbu —a—oﬂ sa<l
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi,

Hisoblashlar natijasini keltiramiz;
1
- {aa, \te -
k===t 21, k <k, <k;
H+n
1/(1-a)
k 1 kl-a. e—(u+r|)(l—u)r ]
() [].1+T'| (0 u-‘_n) 1] fG[O,tD),
s()=1;
SN BN ()L S A o 50,)L 2
(- 0’.)(’,1+r|) a,—(p+ k™ (—a)(p+n) a(l—at) 0;
=T +——nky -——1n-%% 0.
K41 (I-a)u+n) p+n -’
1 ela-@rmi]

T TaETn " Q opsis > Fros 0<asl
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12.2-§. Iqtisodiy dinamikaning mehnat resurslari hajmi
chizigli-botiq modeli

Avvalgi paragrafda igtisodiy dinamikaning mehnat resursiari hajmi :
eksponensial (qavariq) funkisiva bo‘lgan modeli to‘lig o‘rganildi. Unda asosty |
fondlaming chizigli yarogsizlanishi hisobga olindi Endi igtisodiy dinamikaning -
mehnat resurslart hajmi chizigli-botiq modelini o‘rganamiz. Asosiy fondiaming
yarogsizlanishi yana chizigli deb garaladi. Amgqrog‘i, iqtisodiy dinamikaning
bir sektorli modeli quyidagi munosabatlar bilan berilgan bo‘lsin: i

K@)=I)-uK(¢), 0<p<l, KO0)=K,>0,

Ly =nLO)+vK@®), n>0, v>0, L0)=1,>0,

YO =F(LE).K(D=1()+C(), , (12.36)

I =s@OY @), CE)=(1-5())Y (), 0<s()<], 0<¢<T.
Shu model uchun asosiy differensial tenglama quyidagi ko rinishga ega: -_

k@ =s@)f)-(p+mk—-vk®, k(0)=k,>0. (12.37)
Rejalashtirish ufqi 7> 0, qurollanganlikning biror holati &, > 0 berilgan
bo'lsin, k, < k.. Yana k(T) = k,(12.4) tengsizlik bilan berilgan M to‘plam
va jamlama iste’'mol funksionali (12.5) ham berilgan deylik. Keyingi
mulohazalarda qulaylik uchun ushbu

v
x(k)=k+mkz, k20 (12.38)

belgilashlarni kiritamiz (11.3-§ga qarang). Bu funksiya quyidagi xossa-
largacga:

2(0)=0, x(®)>0, x'(0)=1, x’(k)=l+ﬂk—>0, x'(k)=——2-y——>0, k20.
p+n Al
Endi (12.37) tenglama ushbu
k=s(0) f)-(w+n) (k) k(Q) =k, >0 (12.39)
ko‘rinishda yozladi.
Faraz etaylik,
p+n<s f(+0) (12.40)
tengsizlik o‘rinli bo‘lsin,
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Masalaning qo‘yilishini bayen etamiz: ((12.39), (12.3)-(12.5))
obycktni (iqtisodiy sistemani) qurollang anlikning boshtang‘ich holati &, > 0
dan M to‘plamning (nurning) biror k(7T') nugtasiga o‘tkazuvchi bolakli-
uzluksiz boshqarishlar s(f), 0 £ s(r) £ 1 ichidan (12.5) jamlama isie’mol
funksionaliga maksimal giymat beradigani topilsin.

Masala yechimining mavjudtigi Li-Markus teoremasidan (12. Z-woranaga
qarang) kelib chigadi.

Masala yechimini qurish. Maksimum prinsipini ganoatlantiradigan
Irayektoriyalami avvalgi paragrafda go‘llanilgan wsul bilan qurish mumkin.
Shuning uchun natijalami gisqacha bayon etamiz.

Gamilton funksivasi va yordamchi o‘zgaruvchilar uchun govushgan
{qovushma) sistema quyidagi ko‘rinishga ega:

H=y(-9)f®)+y[s fE)-u+mx®) ], (124D

‘PD 209 “’0 =Con.§'f3
=Ty (1= B+ [s Loy )], 124

O‘ng uchida transversallik sharti w(T) (((T ) —£,) = 0 kabi yoziladi.
Bundan y(7') = 0(12.15} ga qarang). H funksiyasining maksimumi shartiga
ko‘ra (s bo‘yicha) s(f) boshqarish (12.16) formula bilan topiladi. Avvalgi
paragrafiardagidek w,#=0 ckani va y, deb y,=1 ni olish mumkinligi
isbotlanadi. Shu sababli s(¢) uchun formula (12.17) ko‘rinishda bo‘ladi.

Agar w() =1, Vre[T,,T,]1€[0;T] bolsa, (12.42) ga ko‘ra ushbu
FE)=(p+n) x'%) (12.43)
ayniyatga ega bo‘lamiz. Bu ayniyat s ga oshkor bog‘lanmagan. Shuning
uchun uni ¥ ga nisbatan tenglama deb qarash mumkin. (12.43) tenglama
yagona musbat k=k yechimga ega. Qurollanganlikning k rejimiga
Jjamg‘arish normasining ushbu
n+n) x(k) S (k) X (k)
f) ) x)
formula bilan aniglanadigan qiymati mos keladi. Ravshanki, (<5 <1. Shunday
qilib, w(#) = 1 bo‘ladigan vaqt oralig‘i [t; 1] da jamg‘arma normasining

qiymati (12.44) formula yordamida bir giymatli aniqlanadi va s(),
v t e [0; T]uchun quyidagiga egamiz;

§= (12.44)

223



0, . - agar y<I, _
< _L'(k) x(k) !
S(t)=4 § z=r—mm o I =} »
® S(k) (k) warv (12.45)

1, agar wy>1.

Endi w, = 1 bo‘lganda (12.42) ni quyidagicha yoziladi:
V=-(U=-9)/'®)-[s FE-wrr®]ly. (1248

Transversallik shartiga ko‘ra y(7')=0<1 bo‘lgani uchun (12.45) ga asosan |
5(T) = 0 tenglik o‘rinli, y(¢) funksiyaning uzluksizligiga asosan w (7)< 1

bo‘ladigan [T,; 7] <[0; 7] kesma mavjud. Ikki hol yuz berishi mumkin:

A)w(T)<lva[z;T]={0;T};

B) w(T)<l, te(y;7), wir)=1, [%,T]c{0.7].
A) holiri ko‘rmaymiz, chunki bu hol igtisodiy ma’noga ega emas.
B) holida s()=0, V¢e[7;T]. Bunda (12.46) tenglama quyidagicha
yoziladi:

y=—r"k)-(u+n)x'(k)-y, Vte(T;T]. (12.47)

Shu chizigli bir jinsii bo‘lmagan tenglamaning y(7T) = 0 shartni

qanoatlantiradigan yechimini yozamiz:

T (u+n}jx'(k( PYdp
v=['k@)e * dt, (12.48)
¢

bunda &(/) - (12.39) differensial tenglamaning s(f)=0 bo‘lgandagi yechimi,
ya'ni
k=—(u+n)-xlk), kI)=k, (12.49)
tenglamaning yechimi. x(¥) funksiya (12.38) formula bilan aniglanadi,
shuning uchun (12.49) o‘miga ushbu '
k=—(u+n)k-vk®, kT)=k, (12.49°)
Bernulli tenglamasiga egamiz. Uni integrallab yechimini topamiz:

k(r)= ! -

(_L +_"_}.eﬂ+nxr—r> v
ky pim BN
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kp(p+ n)-e("“‘“)(r*')
- (R+n+voke)—v-ky P ad ) Sl i

(12.50)

Ushbu w(%,) =1 tenglikdan s(%,) =5 va k(T )=#% kelibchiqadi. Shu sabali
= ¥, da (12.50) dan topamiz:

;;.[_L, v }
L, \k pin k(u+n+vk)

T-3
#+n kr(u+n+vk)

"

p+n
Rejalashtirish ufqi 7> 0 yetarli katta bo‘lgani uchun T — 7> 0 tengsizlik
o‘rinli va oxirgi tenglikdangi logarifm musbat. Bundan

E(p+n+vk,.) S
kp(p+n+v f?)
tengsizhikka egamiz, Endi ¥, uchun formulani yozamiz;
1 k(].l.+r|+vk }
pul-r} k (p+n+vk)

Endi (12.43), (12.47} largako‘ra f = nuqta y() funksiyaning statsio-
nar nuqtasi bo‘ladi, Hagiqatan,

V(@) =~ k@) ++r k() w(T) =
=—f'(k)+(p+ny'(k)-1=0
Shy nugtada () ni hisoblaymiz:
$(5) = L EWE)+ ) [ E) vE )+ E) WG |-
== f"(k) k(T + ()1 (R) K(F,) -
(12.39) ga ko'ra k=—(u+m)-xk) va AE)=—(u+mn) k) <0.

Shuning uchun (%) < 0. Demak, y{¢) funksiya ¥ nuqtada mahalliy
maksimumga erishadi. Shunday qilib, keyingi mulohazalarda muhim bo‘lgan

Iyoki £ >k,

(12.51)
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¥O<1, vie@D), wE@)=1 (12.52)
tengsizlikka egamiz. Bu harakatning yakuniy bosgichi s(r)=0, t € [%,, T] .
boshgarish bilan amalga oshirilishini angfatadi. Shu bilan birga, y(%) =1, :

k(g)= % . Harakat tengiamasi quyidagi ko‘rinishgaega ((12.41) ga qarang):

k=—(p+n)x(k) yoki k=—(u+n)k-vk’.

Bu tenglamaning yechimi £(7’) > &, da(12.50) ko ‘rinishdayoziladi. Ammo 1
,l,:(il)zi: bo‘lgani uchun k(7)=—(Q+n)xk)<0 vaVre(7;7] da
k()= - (u+n) % k() <0 tengsizlik o‘rinli. Demak, k(r) funksiya ( 7,; T
da monoton kamayuvchi.

Endi rejalashtirish davrining boshida resurslami optimal boshqarish
masalasi bilan shug‘ullanamiz. Ravshanki, 7 = 0 bo‘lgandauch hol yuz beradi:
B y({0)=1; b} w(0)<1; v) w(0)> 1. Avvalgi paragrafdagidek 2} va b)
hollar yuz bera olmasligi ko ‘rsatiladi.

Biz v) holini ko‘ramiz. w(0) > 1 bo‘lsin, Unda yoki w{#)> 1,
v t€[0; T], yoki shunday T, > 0 son mavjud bo‘ladiki, y{t,)=1,0 <t <7
tenglik o‘rinli bo'ladi. Agar w(f) > 1, we[0; T] bo‘lsa, s(¢)=1,
v te[0; T, kelib chiqadi. Buning iqtisodiy ma’nosi yo'q. Agar shunday 7,
mavjud bo‘lsaki, T, <T vay(t,)=1bo'lsa,unda [0; v } kesmada s(¢)=1.
Endi (12.39) tenglama ushbu

k= f(k)-(+n)xk) (12.53)
ko‘rinishga keladi. Bundan £(0)=£k,>0 da
kD
= dg

.l;[, SE-p+m (&)

kelib chiqadi. y(z,) =1, k(T)= k bo‘lganda t uchun quyidggi formulaga
¢gabo‘lamiz:

0-—-‘?('.',

NG (u+n) (&) (12.54)

Endi k, <k < k da f(k¥)— (p+m) x(k) > 0 tengsizlik o“rinli bo‘lgani
uchun (12.54) integral mavjud.
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Avvalgi mulohazalarga o*xshash {(7) funksiya ¢ = ¥, nuqtadamahalliy
minimumga erishishini isbotlaymiz. Hagiqatan ham,

k()= fB) -rn)ad) = £ -L (""’; $(F) =

fEy k')
chunki f(K)>k f'(k), wk)>ky'(k), vk>0; ;'E+ {7,) =0, chunki
t>%, da k(t) = k =const . Demak, k(¢) funksiya ¢ = T, nugtada mahalliy
minimumga erishadi.

Shunga o‘xshash tasdigni w(?) funksiya uchun ham isbotlaymiz.
Hagiqatan ham, ¢> %, da s(*) =1 va (12.46) ga ko‘ra ushbu

v=-{r®-@+r®lv
differensial tenglama hosil bo*ladi. £'(k(7,)) = f '(E), w(T,)=1 bo‘igani

=f(,-;)[ k@) x(k)]

uchun %, nuqtada ushbu
V@) =-[FE - ® | vE)=0
tenglik kelib chiqadi. Bu esa, T, nuqta y(/) funksiyaning statsionar nuqtasi
ekanini isbotlaydi.
Endi ¢=7, da {(¢) nihisoblaymiz:
v=-[r"® -+ ®l v-1r'® - @+ @l v.
V&)= rE)- e ®)] ) v -
L@ -@rrdliG) =
=-[r®-@ron®) @ -@rnx@)o.

Shurday qilib, y(%,)=0, ¥(%,)>0 va yw(r) funksiva ¢=7, nuqtada
mahalliy minimumga erishadi. Shuning uchun w() = 1, v te [0, 5]).
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Demak, T, moment aniqlandi ((12.54) formulaga qarang). Ravshanln,'

yetarhi katta 7> 0 uchun 0<%, <%, <T tengsizlik o‘rinlt.
Endi ¥ -7%, ayirma musbat bo‘lishi uchun 7ni T>7T, deb tanlash !
ctarli, bunda

fo=?o+T—“1 k (}1+1‘|+ka)+ &
u+n uin+vi) oSG -+ &)

Qurollanganlik k ning (7, , v ) intervalga mos k= ¥ holati magistral
deyiladi. Avvalgi paragrafdagi kabi magistral uchlari (7,5 ) va (3,,%)
nugtalardan iborat bo‘igan gorizontal kesmalardan iborat. Agar T = ff] bo‘isa,

magistral mavjud emas, chunkiunda 7, =% . Agar T > ﬁ tengsizlik orinli
bo‘lsa, magistral mavjud. Asosiy maqsad qurollanganlik holatini iloji boricha
uzoqroq shu magistral darajasida (holatida) ushlab turishdan iborat. Shunda
igtisodiy dinamikaning o*zgaruvchi jamg*arish normali modeli o‘zgarmas
jamg*arish normali modeliga *“yaqin™ bo‘ladi.

Biz yugorida optimallik va transversallik shartlarini ganoatlantiradigan
ushbu

1, agar 0<t<=w,,
§(1)=3 §, agar t,st<1, 12.55
0, agar 1,<I<T (12.39)

boshqarish funkstyasini qurdik. Shu boshqarish funksiyasining optimalligi
avvalgi paragrafdagidek isbotlanadi.

Optimal holatlar trayektoriyasini qurish uchun uni [0;T,] va [T; 7]
kesmalarda o‘rganamiz. Agar 1e{0; 7, 1 bo‘lsa, k = JE-(p+m)xk)>0,

k=) k—(u+n ' (k) >0. Shunday qilib, [0; %, ] kesmada holatlar
trayektoriyasi £ nuqtadan chiqadiva #(f) funksiya monoton o‘suvchi va
qavariq.

" Endi re[%; T] bolsin. Bunda 5(f) = 0 va k=~({u+nxk)>0,
k=—(u+n)y (k) k>0. Bundan holatlar. traycktoriyasi [ %; T'] kesmada
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qevarigligi va monoton kamayuvchiligi kelib chigadi. ; > k. bo‘lganiuchun

qurollangantik holati ; dan £_gacha pasayadi (12.4-chizmaga qarang).
Endi magistral teoremani bayon etsa bo‘ladi.
12.4-teorema {magistral teorema). Rejalashtirish ufqi T > O yetarli
katta bo'lsin. Unda ((12.39), (12.3)-(12.5)) masala uchun (12.5)
Sfunksionalning maksimumi ma’nosida optimal boshqarish s(t) mavjud va

u quyidagicha qurilgan: rejolashtirishning boshi (0, X, ) davrida harakat
s(#) = 1 boshgarish bilan, oxiri (%, ; T'] da s(f) = 0 boshqarish bilan amalga
oshiriladi. Qolgan vagt (X,,%,) davomida harakat k()= § magistral
bo yiab s{f) =5 boshgarish, 0 < § < 1 yordamida amalga oshiriladi, Ushbu
Ty, T, § migdorlar mos ravishda (12.54), (12.51) va (12 44) formulalar

yordamida hisoblanadi, balanslangan o ‘sish rejimi '} esa (12,43)
tenglameming yechimi.

Biz yugorida igtisodiy dinamikaning asosiy fondlaming chiziqli
yarogsizlanishi va mehnat resursiari hajmi eksponensial hamda chizigli-
botiq funksivalar bo‘lgan modellarini to‘tiq o‘rgandik. Shunga o‘xshash,
iqtisodiy dinamikaning mehnat resurslari hajmi chizigsiz-botig bo‘lgan
modelini ham o°‘rganish mumkin. Bu mavzuni mustagil ish sifatida qoldiramiz.

12-hobga oid masalalar
1. Quyidagi ICHF lar uchun igtisodiy dinamikaning mehnat resurslari

hajmi eksponensial funksiya bo‘ladigan modeli uchun k, 5, T, T
miqdorlar hisoblansin:

I F(LK)=VEL. 5. FLK)y=22%
2 FLO=YKE . 6 FLK)=7K+JI).
3. FLK)=YK°L . 7. PLK)=VKI* .

' 4KL JV2K1

4 F(LK)y=——————eu 8 F(LK)=—m—2.
(JE+JE]2 JKz +I?
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I1. Ibo‘limdagi ICHF laruchun igtisodiy dinamikaning mehnat re
lari hajmi chizigli-botiq funksiya bo‘lgan modeli uchun %, 5, ¥, ?l,
migdorlar hisoblansin,

12-bobga oid nazorat savollari AH
1. O'zgaruvchijamg'arishnormali modd uchun masalaningg yilishini  "H
aytib beriitg. AH

2. Iqtisodiy dinamikaning mehnat resurdari hgmi eksponensid funksya ~H
bo ‘'lgan moddi uchun asosy differensd tenglamani  yozing. </l
3. Jamlamaiste'mol funksiondlini yozing. "M
4. Statsonar yechimning mavjudligi hagidagi teoremani aytib bering. M
5. O'zgaruvchi jamg'arish normali model uchun mos Gamilton H
funksiyasini va yordamchi o'zgaruvchilar uchun govushma sistemani fl

yozing. S
6. Balandangan o'sishning optimd rejimini topish uchun tenglamani .
yozing fl
7. Magistralga go 'nish va undan tushish momentlari uchun formuldarni e
yozing. .

8. Maksmum pringpini ganoatlantiradigan boshgarishning optimalligini
ishotlang.

9. Optimd trayektoriyalar tasvirini chizing.

10. Magistral teoremasini aytib bering.

11. Iqtisodiy dinamikaning mehnat resurdari hggmi chizigli-botiq bo'lgan
modeli uchun 2-10 savollargajavob bering.
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13-bob.IQTISODIYDINAMIKANING ISHLAB CHIQARISH
QUWATIGA ASOSLANGAN MODELLARINI O'RGANISH

Awalgi boblarda igtisodiy dinamika modellari o'rganildi va ishlab
chigahlgan mahsulotni (milliy daromadni) kapital xargjatga vaiste€'molga
optimal tagsimlash masalas yechildi. UndalCHF dan foydalanildi, ularga
neoklassik shartlar (5-bobdagi 1° -5° -neoklassik shartlargagarang) qo'yildi.
Har bir ko'rilgan holdamos asosy differensia tenglamayoki differensia
tenglamalarning asosy sistemas chigarildi. Ulardaqurollanganlik k(t) yoki
qurollanganliklar £,(/) va kx(t) (ikki sektorli igtisodiy jarayon uchun)
nomalum funksiya sifatida ishtirok etdilar. Jon boshiga istemolni
maksimallashtirish masalasini yechib, optimal jamg'arish normasini
(s; 0<s< 1) vabalandangan o'sishning optima rejimini (k; k= const)
topdik. Shundan keyin model trayektoriyasini, ya'ni L(t), K(t), Y(t), C(f)
funksiyaarni topish mumkin bo'ldi.

A.A. Petrov vauning shogirdlari igtisodiy dinamikaning modellarini
o'rganish uchun boshgacha yondashishni taklif etishdi (garang: 1leTpoB
A.A. llocneJOB VL.T., LUgHeHHH A A. Onur MareMarHHeKao MOflgiH-
poBaHHH KCHOMIFHKH —M.: "3HeproaTOMH3flar™, 1996). Quyidabizshu
yondashi shning mohiyatigato'xtalamiz vaba'zi masalalami hal gilamiz.

Ishlab chigansh imkoniyatlari ishlab chigarish quwati’ -birbirlik vagt
davomida maksimal ishlab chigarilgan mahsulot migdori bilan oichanadi.
I shlab chigarish quwatiniM bilan bel gilaymiz. I shlab chigarish imkoniyatlari
ICHF bilan tavsiflanadi. Bn funksiya bir birlik vaqt davomida maksimal
ishlab chigarilgan mahsulot migdori 7 bilan ishlab chigarish quwati M va
foydalanilayotgan (foydalanilgan) ishchi kuchi R orasidagi bog'lanishni
beradi. Mos ICHFni Y= F(M,R) deb belgilaymiz. Shu ICHF uchun
quyidagi xossalar gabul gilinadi:

a) agar M- 0 yoki R=0 bo'lsa, 7=0 boiadi, agar hech bo'lmasa bitta
ishlab chigarish faktori bo'lmasa, ishlab chigarish mumkin emas;

b)R>R boisa, 7=A/boiadi,bundai?* ="*(A/)-q«vvatnitoiigishga
tushirish uchun zarur bo'lgan ishchi kuchi migdori; agar M<M* bo'lsa,
7=Mbo'ladi, bundaA/*= M'(R) - ishchi kuchi migdori R quwatM'(R)
ni to'liqishgatushirib yuboradi;
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oY
V) Y > 0, agarM > 0; —>0_agar R < R"bo‘lsa. Ma’nosi - ishlab chiqa-

nsh faktorlari noldan fargli limit unumdorlikka ega;

2

&Y
8) aMYZ <0, agar M>0; e —5<0, agar R < R~ ishlab chiqarish faktorla-

i 4
rining kamayuvchi imit unumdorligi gonuni, 2R 20;
d) F(AM, \R) = AF(M, R), \ > 0 —ishlab chiqarish masshtabini oshirishdan
samaradorlik vo*g.
Yugoridagi d) xossaga ko'ra quyidagi tengliklarni yozish mumkin:

Y=M f(x), x=R/M, f(x)=F(x), f(0)=0, f(x")=1 x" =R'/M.
Quyidagi formulalar o*rinli:

—=f(x}>0; g—;=f(x)—x'f(x)>0; 0gx<x";

MER?? =f)<0; p<rcx

Shunday qilib, /{(x) funksiyauchun (< y < x* yarim intervalda quyidagi
munosabatlar o°rinli;

A0)=0, fx)=1, f(x)>0, f(x)<0, 0<XL @
7@

lim fix) ={ _{:0(4'0) - chekli son

x*—=+0

13.1-§. Iqtisodiy dinamikaning ishlab chiqarish quvvati chiziqli
yaroqsiziangan modeli

Iqtisodiy sistemaning (igtisodiy dinamikaning) shunday modelini
ko‘ramizki, unda ishlab chiqaruvchilar majmuasi o‘zaro mukammal
raqobatda bo‘ladi, bir jinsli mahsulot ishlab chigaradi va ishlab chiqarish
faktorlaridan biri sifatida bir jinsli ishchi kuchidan foydalanadi. Bu modelda
ishchi kuchi eksponensial gonun bo‘vicha berilgan va ishlab chiqarish
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quvvatining chizigli yaroqsizlanishi ’tiborga olingan. Shunday qilib, quyidagi
munosabattar bilan tavsiflanadigan igtisodiy diramika modelini ko ‘ramiz:

M=I-pM, 0<pc<l,

R =2 R (R =Re™!), 120, Ry 20,
FMR)=J+C, xzﬁ—, 13.1)
R<R’,

bunda R* - taklif gilingan ishchi kuchi migdori, R — foydalanilgan ishchi
kuchi miqdori, J - vaqtning bir birligida yaratiladigan quvvat, J=51 - b
vaqtda J birlik pulga (fondga) aylanadigan mahsulotdan foydalanish zarur,
FM, Ry=J+ C - ishlab chigarish va mahsulotni taqsimlash balansi
tenglamasi. Ushbu

A
5] J&} (o 1)

x% D [ it '
B - . :
!B ©h=100)

0 M § M

13.1-chizma 13.2- chizma
M=I-pM (13.2)

differensial tenglama ishlab chigarish quvvatining vagt o‘tishi bilan yangi
quvvat Kiritilishi hisobiga ortib borishini ifodalaydi, unda ishlab chiiqarish
quvvati M{¢) ning chizighi yarogsizlangani e’tiborga olingan. F(M, R) —
neoklassik ICHF, bu funksiya uckun quyidagi munosabiatlar o*rinli:
FM.R)=M f(x), f(x)=F({, x), x=Rfx, f(0)=0.

Ishiab chiqariiadigan makisuiot' migdori ishiab chiqarish quvvati bilan
chegaralangan, ya'ni- F(M; R')=M; R 2 R". Shuning uchun M = A1 (x")
va fi(x")}= 1, x"= R'/M, bunda R - ishchi Kuchining quvvatni to‘liq
ta’minlash uchun zangr-migdori.
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Ish bilan band bo‘lganlar uchun jon boshiga iste’'mol migdorini
o‘rganamiz. Uni @ =C/R deb belgilaymiz. Eksponensial balanslangan o*sish
traycktonyasining mavjudligi masalasi quyidagi teorema bilan yechiladi.

13.1-teorema. Agar (13.1) ob’'eld uchun ushbu

b(h, +R)+x"f(x") <1 (133)

tengsizlik bajarilsa, unda eksponensial balanslangan o ‘sish trayektorivalori

majmuasida o(x) ko ‘rsatkich ([0, x"]) maksimal giyvmatga erishadigan

trayektoriya mavjud, unda x migdor {statsionar nugta) quyidagi tenglama-
ning yechimi bo ‘ladi:

Fx)=br, +p)+x f'(x). (13.4)

Agar x, nuqgta (13.4) tenglamaning yechimi bo‘lsa, unda x <x < x’
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Yuqoridagi (13.3) tengsizlik isklab chiqarishning
samaradorligi sharti deyiladi.

Misol sifatida Kobb-Duglas funkstyasini ko ‘ramiz:

FMM,Ry=aM*R™™, a,>0, 0<a<l Unda f(x)=ax"*, x=RM

F(x")=1 tenglikka ko‘ra x" =a0'*"(°"n . (13.4) tenglama ushbu

[b O, + p)] 1/

Xy =| ————
a,o

yechimga ega. Samaradorlik sharti soddalashtirilgandan keyin

L]

b

ko‘rinishga keladi. Ravshanki, x, < x* tengsizlik o‘rinli. Hagiqatan ham,

Yii-a) -r-a)
xo =|:b(lp +l'l')] {[b'a/b:l = ao]’.‘(l_a) = x-.

a,0 a,o

A, +n<

13.2-§. Iqtisodiy dinamikaning ishlab chiqarish quvvati va ishchi
kuchi chiziqsiz-yarogsizlangan modeli

Iqtisodiy dinamika modellarida asosan ishlab chiqarish quvvati chizigti
yarogsizlangan hollar ko‘riladi. Aslida ishlab chiqarish quvvatigina emas,
balki ishchi kuchi ham “yaroqsizlanadi” (stanoklar eskiradi, sinadi va h.,
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ishchilar kasal bo‘ladi, nafagaga chigadi yoki vafot etadi). Biz ishlab chiqarish
guvvati va ishchi kuchi majmuyining chiziqsiz yarogsizlanishiga oid model
bilan shug ‘ullanamiz.
Igtisodiy dinamikaning modeli quyidagi munosabatlar bilan tavsiflansin,
deylik:
M:!—uRq:(%), 0spsl,
R =AR (R =R,,e""‘], t20, R0,
R
FMR)=J+C, x=—,
{M.R) v,

R<R’,
J=b-1,

bunda @) = ¢(1/x) funksiya (0; 1/x") intervalda aniqlangan, ikki marta
uzluksiz differensiallanuvchi va quyidagi shartlami ganoatlantiradi:

(13.5)

. " 1 .,
#D=0, 90)>0, $>0, #6)>0, ue{0:-) limpe)=0. (13.6)
Shu (13.6) shartlarga ko‘ra p(x) funksiya qavariq, grafigi koordinata
boshidan abssissa o*qiga urinib chigadi va koordinata tckisligining I choragida
joylashgan. Bunda ¢(0)=0 tenglik M = 0 bo‘lganda ¢ (M/R ) = 0 dan kelib
chigadi (13.3~chizma), ya’ni # = 0 bo‘lganda A= 0 bo‘ladi.

Q)A Y

fre-e--e

L)
Ty
=,
=V
=3

gy N
«V

>
i
" 'x 0 Xg

13.3-chizma 13.4a- chizma 13.46- chizma

(13.5) obyekt uchun ham (13.1) obyektdagidek iqtisodiy o‘sish trayek-
torzyasi boshlang‘ich shart M{(0) =M, val(t), 1= 0 funksiya bilan anig-
lanadi. Demak, (13.5) model uchun ishchi kuchi R*(¢) dan qanchalik darajada
foydalanilganligiga va ishlab chiqarilgan mahsulotni J () va C {t) ga qanday
tagsimlanganligiga bog‘liq bo‘lgan o°sish traycktoriyalarini o ‘rganamiz. Ular,

w gmem——e-—

[—J
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odatda, quyidagi shartiar bilan ajralib turadi: to‘lig bandlik sharti R<R* va
x=const, Mf(x)=J+C. Ravshanki, R =xM, M= A M),
Shuning ychun (13.5) ning birinchi tenglamasi ushbu

A, M (1) =I(t)-p R(E)- ¢[‘;f(“))J

ko rinishda yoziladi. (13.5) da balans tenglamasi quyidagi
M) f(x)=b ) M(t)+1b R() (p(l)+C
x
ko*rinishni oladi. Shu tenglikning ikki tomonini M () ga bo‘lamiz:

f(x)=b[ l,+ux<p(%]]+-ﬁ%.

:uln
|

=x-0(x} ckanini hisobga olib, quyidagi tenglikni hosil

&Jn

Bundan
qilamiz;

f(x):b[kp+pxtp(l):|+xco(x), X — parametr. (13.7)
X

Bunda o(x) - ish bilan band bo‘Iganlar uchun jon boshiga is’temol miqdori
{jons boshiga is"temol funksiyasi).
Masala parametr x ning 0 < x < x" yarim intervaldagi giymatlari ichidan
jon boshigais’temol @ (x) = C/R funksiyasiga maksimal qiymat beradiganini
topishdan iborat. Quyidagi teorema bu masalaning yechimini beradi.
13.2-teorema, Agar (13.5) obyelt uchun ushbu

b +bp(p[l)+xf(x <1 (13.8)

tengsizlik bajarilsa, unda balanslangan eksponensial o 'sish irayekioriyalari
majmuasida (13.1-teorema bilan taqqoslang) jon boshiga iste 'mol funk-
siyasi o(x) ga maksimal giymat beradigan trayektoriva maviud,

Isbot. (13.7) bo'yicha w(x) ni differensiallaymiz:

reresn o ore (Yoo,

bunda shtrix* f*(x} da x bo‘vicha, ¢'(}/x)da ¢ () dan u bo‘yicha

d ' d . +
hosilani, ya’ni d_f =@, (%) E“ ni anglatadi. o(x) funksiyaning statsionar
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nugtasini topish uchun _{f_ﬂ;_ix_) =0 tenglamani yechish lozim. de(x)/dx =0

ni ganoatlantiradigan x nuqtada f*(x) uchun formulaga egamiz:

M1
f'(x)=m(x)+bu-[<p(i-]—xcp (;)] (13.10)
Endi (13.9) ning ikki tomonini yana differensiallaymiz:
1) = ig+ do d © by [qa (i/x) ¢ (1/x) P (l_lx)( 12 )] .
aft d’x x* x x
Bundan ako(x)/ dx =0 ekanini hisobga olsak, ((13.6) ga qarang) quyidag

natijagakelamiz:

2
sz -;[f( )“—' {i)]d) 0<x<x".

Agar x, nuqta do(x)/dx=0 tenglamaning yechimi bo‘lsa, x=x, da o(x)
funksiya mahalliy maksimumga erishadi. {13.10) tenglamani o(x) ga nisbatan
yechamiz va @(x) uchun topilgan ifodani (13.7) ga go‘yamiz:

F)=bA +bwp[ ]+xf(x) a3.01)

Shu tenglama musbat x, , 0 <x,<x" yechimga cga. Bu tasdiq quyidagi
mulohazalardan kelib chiqadi. Birinchidan, f(x) funksiya 0 <x<x" da
botiq va f(0) =0, f(x*) = 1. Ikkinchidan, 0 < x< x" intervalda
Wx)=bh, +bp'(i/x)+x f'(x) funksiya musbat. (13.8) ga ko‘ra
@ (x") < f(x) = 1. Shuning uchun (13.11) tenglama musbat x,, 0 <x, <x
yechimga ega (13.4a,b-chizmalar). Shu x, son balanslangan eksponensial
o‘sishning izlangan trayektoriyasidan iborat bo°lib, unda jon boshiga is’temol
funksiyasi o(x) maksimal qiymatga erishadi. (13.8) tengsizlik ishlab
chiqarishning samaradorlik sharti deyiladi.

Misol. Faraz etaylik, ¢ () =#* va F(M,R)=a,M*R"™®, a,>0,
0 <a<1 (Kobb-Duglas ICHF). ¢ () funksiya uchun (13.6) shartlar
bajariladi. (13.11) tenglama quyidagi ko‘rinishni oladi:

““=b, +2iu+ao(l -a)x

I-a

Bu holda f(x)=a,x"® va f(x)=1 dan x" = aOV(“ D Topilgan x* ni
e’tiborga olsak, ishlab chiqarish samaradortigi sharti
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.
b, +2bpal™ <a-
ko‘rinishga keladi,

Agar a,=1 bo‘lsa, x’=1 bo‘ladi va samaradorlik sharti soddagina
ko‘rinishga keladi, ya’ni :

o

A +2pu<c—

pteH B

13.3-§. Iqtisodiy dinamikaning ishchi kuchi chiziqli-botiq,
ishlab chigarish quvvati chizigli yarogsizlangan modeli

Avvalgi ikki paragrafda iqtisodiy dinamika modellarida ishchi kuchi
eksponensial qonun R° = Roe"l"f bilan o*zgargan hol ko‘rildi. Aslida ishchi
kuchi o°zgarishining tezligi faqat ishchi kuchigagina emas, balki ishlab
chiganish quvvatigaham bog‘liq. Bu bog‘fanish R va M larga nisbatan chizigli
yoki chizigsiz bo‘lishi mumkin. Biz bog ‘lanish chizigli bo*lgan holni ko*ramiz.

Faraz etaylik, R=2% SR+VM | AL>0,v>0,R- foydalanilayotgan (yoki
foydalanilgan) ishchi kuchi., Ishehi kuchi o*sishining eksponensial gonuni model
o‘rganilayotgan butun vaqt oralig‘ida o‘rinli bo‘lmaydi. Odatda R=R(/) egri
chiziq S-simon ko‘rinishga ega bo‘ladi va vaqt otishi bilan barqarortashadi
(13.5-chizma) (garang: P.®ocTep. ObHOBIEHNE TIPORIBOICTRA: ATAKYIOIIME
BLinrpLiBator. Mocksa. Tlporpecc. 1987, rn.4). Shuning uchun R=R(7) funk-
stya botiq bo‘lishini, ya'ni R(¢) <0 tengsiziknita’minlaydigan shartni topish kerak.

Ra L52Y

Ro

13.5-chizma 13.6 - chizma

A
13.1demma. Agar FiM, R") ICHF ning izokvantalarida % < —T" <0

tengsizlik o 'rinli bo Isa, unda R(f) <0 tengsizlik ham o ‘rinli bo ladi.
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Ishot. Neoklassik IChF uchun izokvantalar F(M, R")=C, C = const
tenglama bilan tavsiflanadi. Bundan

dM __OF oF _
dR R aM
kelib chiqadi. Endi R(¢) ni hisoblaymiz:

0

R=lP'R+M=R(lP+VE}SR(lP+vT‘EJ‘

af A, . . O
Shartga ko‘ra R <= v bo‘lgani uchun R(f) <0 boladi.

Agar F(M, R ) Kobb-Duglas ICHF, ya'ni F(M,R)=a,M*R"™*,a,>0,
0 <o <l, bo'lsa,

ad _ l-aM
dr a R
bo‘ladi. Shu sababli R(f) ning botigligi ushbu
1 - M z’p M ?LPa
———— gl i —_—
a R v yoki R (l-a)v

tengsizlik bilan ta’minlanadi.
Endi iqtisodiy dinamikaning modeli quyidagi munosabatlar bilan
tavsiflansin:
M=I-uM, 0<psl,
R=) R+vM, %,>0, v>0,
R
FMR)=J+C, x=—, :
(MR) v,
R<R?,
J=b-1, )
Agar ishchi kuchi R(f) uchun 13.1-lemmaning sharti bajarilsa, unda
R(#) ni chizigli-botiq ishchi kuchi deyiladi. Chiziglilik g ning R va M ga
chizigli bog ‘ligligini, botiglik R(f) ning botigligini anglatadi.
(13.12) obyekt uchun (13.5) obyekidagidek igtisodiy o°sish trayekto-
riyasi boshlang"ich shart A/(0) = M vai(r), 20 funksiya bilan aniqlanadi.

(13.12)
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Bu (13.12) obyekt uchun ishchi kuchi R’(r) dan ganchalik darajada
foydalanilganiga va ishlab chigarilgan mahsulotni J(¢) va C(t) ga qanday
tagsimlanganligiga bog ‘liq bo‘Igan o°sish trayektoriyalan majmuasi mavjud
ckanini anglatadi.

Iqtisodiy o°sish trayektoriyalart ichida balanslangan o‘sish (noekspo-
nensial) trayektoriyalarini o‘rganamiz. Ular, odatda, avvalgi paragrafdagidek
shartlar bilan ajralib turadi: to‘liq bandlik sharti R< R* va x = cons!,

Mf@=J+C, B =) R +vM, x:j";_((’?‘;. Bundan
{

M= %R(r) . M) =%R(r) =-l£[x RO+vM@O)=

=lpﬂ’_).+l vM(t)=A M() +-;:"}lf1’(r)=(?~p +§JM(0 .
X

x
Shunday qilib, ushbu

M=, +v/x)}M©

tenglikka egamiz. M (¢) uchun topilgan ifodani (13.12) sistemaning birinchi
tenglamasiga qo‘yamiz:
(lp +v/x)—M(;‘) =l-p-M

Bundan I{(H)= (7&,, +pt+vf x)-M (). Balans tenglamasidan foydalansak,

M@ f(x)=b (xp +p+l)M(:)+C(:)
X

yoki
v C(f)
x)=b|A +p+t—|——
Jfx) (,, [ x)MU),
() e o .
Ushbu e(x)= Y0 belgilash kiritamiz, u, ma’lumki, ishiab chiganish bilan
band bo‘lganlar uchun jon boshiga iste’ mol migdorini anglatadi.
C CR
—_—z———zx 0x)
M R M
ifodadan foydalanib quyidagi tenglamani hosil qilamiz:
f(x)=b(?~,,+u+§)fm(x). (13.13)
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Endi o(x) funksiyaning 0 £ x< x° yarim intervalda mahalliy maksimu-
mini izlaymiz. Tekshirishlar natijasini keltiramiz.
13.3-teorema. Agar (13.12) ob ekt uchun ushbu

b(r, +1)+ 25

tengsizlik o'rinli bo'lsa, unda balanslangan o ‘sish trayektoriyalari
majmuasida (13.2-tecrema bilan tagqoslang) jon boshiga iste 'mol funk-
siyasi o(x) ga maksimal giymat beradigan trayektoriva mavjud.

Ishot. (13.13) tenglikning ikki tomonini differensiallaymiz;

+x' f(x") <1 (13.14)

do
J'x)= ———+m(x)+x— (13.15)
dx
statsionar nuqtada de(x)/dx =0 bo‘lgani uchun shu nuqtada

. bv
f(x)=—?+m(x) (13.16)
tenglama hosil bo*iadi. Endi (13.15) ni vana differensiallaymiz:

(=t T
e SR R
Bundan do(x)/dx =0 ni e’tiborga olib, statsionar nuqtada
" 2bv  dlo . d2
f(x)=?‘+"'&7 yoki =fx )———<0

2

©
precy < 0. Demak, statsionar nugtada
o(x) — jon boshiga iste’mol mahalliy maksimumiga erishadi. Statsionar
nuqtani topish wchun (13.16) tenglamant o (x) ga nisbatan yechamiz va
(13.13) ga qo‘yamiz

tengsizlikka kelamiz. Shunday gilib,

f(x)=b(l,,+u)+%b-+xf'(x), =0, f&)=1. (13.17

Bu tenglama quyidagi xossalarga ega: uning chap tomonidagi funksiyva
y=f(x) botiq, grafigi koordinata boshidan f'(+0)> 0 burchak koeffitsiyent
bilan chiqadi va f{x") = 1. (13.17) tenglamaning o‘ng tomoni esa, x> 0 da
musbat, ammo qavarigligi haqida hech nimani aytib bo‘lmaydi. Shunga
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qaramasdan (13.14) tengsizlik bajanilganda 0 <x<x" da y=f(x) va
y=b(h, +W)+2bv/x+x f(x) funksiyatar grafiklari o*zaro albatta kesishadi
(13.4a,b-chizmalar). Demak, (13.17) tenglama musbat x,, 0 <x <x*
yechimga ega. (13.14) shart iqtisodiy dinamikaning (13.12) modeli uchun
ishlab chigarish samaradorligi sharti deyiladi.

Misol ko‘ramiz. F(M,R)=a,M*R"“, a,>0,0 <a<] bo'Isin. Unda
fx)=ax'™. f(x") =1 tenglikka ko‘ra x* = ao"’(“_”. Endi (13.14)
tengsizlik

b(lp+p,)+2£: va /P cq (13.18)

ko‘rinishini oladi. Bu samaradorlik shartidir. Endi (13.17)ning o°ng tomonini
¢ (x) deb belgilasak,

cp(x):b(xp+g)+§’—+ao(l —a)x >0
h o

ifodaga ega bo‘lamiz. Ravshanki, liglo @(x) = lim @(x}=+co. Bundan
¢ () funksiya (0:+o0) da global minimumga ega ekani kelib chigadi, ammo
x € (0; x"). Hisoblashlar ko‘rsatadiki, ¢'(x) = 0 tenglamaning yechimi:

1

v

" (x)=0 tenglamaning yechimi (13.6-chizma).
1

4bv 2o
[“oa(l—a) J
vax, <x, bo‘ladi. (13.18) shart bajarilganda 0 <x, <x,<x" va 0 <x,<x" teng-
sizlik o‘rinli boladi. Agar v=0bo‘lsa, 13.1-§ dagi natijalar chigadi, samara-
b, 1)
—t—<x

dotlik sharti A, + p<-‘;’i ko‘rinishda bo‘ladi va x, =
a,o.

tengsizlik bajariladi.
13-bobga oid masalalar
I. Quyidagi neoklassik IChF uchun (13.1) modelga oi d samaradorlik

sharti yozilsin va x” son f(x") = 1 shartdan topilsin. (13.4) tenglamaning
yechimi x, topilsin. x, va x” sonlar tagqoslansin:
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1. F(M,R)y=vMR . 2. FM.R)=YMR* .
3. FM.R)=4MR. 4 FM R =VMR* .

2MR l 2
==L FM R ==\WM +JR
5. F(M.R) MR 6. F(M,R) 4( + )
7. F(M,R)-;_..i___"mt_ 3. F(M . R)= VIMR

(a7 +JR)’ MR
II. I bo‘limda berilgan neoklassik IChF uchun ¢ (x) =14 bo‘lganda
(13.5) ga oid samaradoriik sharti yozilsim va x" son f(x") = I shartdan
topilsin. (13.11) tenglamaning yechimi x, topilsin. x, vax® sonlar taqqoslansin.
I I bo‘limda berlgan neoklassik IChF uchun (13.12) modelga oid
samaradorlik sharti yozilsin va x* son f(x") = 1 shartdan topilsin, (13.17)
tenglamaning yechimi x, topilsin, x, vax® sonlar tagqoslansin.
Eslatma. Agar (13.4), (13.11) va (13.17) tenglamalami analitik usul
bilan yechishning iloji bo‘lmasa, tenglamalami taqribiy yechish usullaridan
foydalanilsin, .

13-bobga oid nazorat savollari '

1. A.A. Petrov vashogirdlarining igtisodiy dinamika modellarini o*rganish
uchun o°ziga xos yondashishi nimadan iborat?

2. A.A. Petrov bo‘yicha ICHF xossalarini keltiring.

3. Iqtisodiy dinamikaning mehnat resurslari hajmi eksponensial bo‘l-
ganda ishlab chigarish quvvati chizigli yarogsizlanadigan modeli tavsifini
keltiring.

4. Eksponensial balanslangan o‘sish trayektoriyasining mavjudligi
haqidagi teoremani aytib bering.

5. Ishlab chigarishning samaradorlik sharti nimadan iborat?

6. Igtisodiy dinamikaning mehnat resurslari (ishchi kuchi) va ishlab
chiqarish quvvati chizigsiz-yarogsizlangan modeli tavsifini keltiring.

7. 13.2-§ da ko‘rilgan model uchun 4 va 5 savollarga javob bering,

8. Iqtisodiy dinamikaning ishchi kuchi chizigli-botiq funksiya bo‘lganda
ishlab chiqarish quvvati chizigli yarogsizlangan modeli tavsifini bering,

9. 13.2-§ da ko‘rilgan model uchun 4 va 5 savollarga javob bering.

10, 13.2-, 13.2- va 13.3-paragraflarda ko‘riigan modellarga misollar
keltiring,
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