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SO*ZBOSHI

Ushbu o*quv go‘llanma «Matematik analizdan ma'ruzalars (1- gism)
kitobining davomi bo‘lib, dastur materiallari 6 bob, 39 ta ma’ruzaga
ajratib bayon qilingan. Bu ikkinchi gism ko‘p o*zgaruvchili funksiya,
uning limiti, vzluksizligi, differensial va integral hisobi, funksional
ketma-ketlik, funksional gatorlar mavzularini o'z ichiga oladi.
Qo‘llanmani yozishdagi asosiy tamoyillar 1- qismda yozilgan
so‘zboshida keltirilgan bo‘lib, 2- gismni tayvorlashda ham shu
tamoyillarga amal qilindi. -

Mazkur o*quv qo‘llanma matematika va mexanika bakalavr yo'na-
lishlarida ta’lim olayotgan talabalarga mo‘ljallangan bo‘lsa-da, undan
matematika kengroq o‘gitiladigan oliy ta’lim muassasalari talabalari
ham foydalanishlari mumkin.

Qo‘llanmani tayyorlashda mualliflar Mirzo Ulug'bek nomidagi
O‘zbekiston Milliy universiteti mexanika-matematika fakultetida
matematik analiz fanining o°gitilish jarayonida yig‘ilgan tajribalaridan
imkon darajasida foydalanishga harakat qildilar.

Kitob go‘lyozmasini sinchiklab o‘gib chigib, uning ilmiy va
metodik jihatdan yaxshilanishiga o'z hissalarini gqo*shganliklari uchun
professor R.R. Ashurov, R.N. G‘anixo‘javevlarga mualliflar minnat-
dorchilik bildiradilar.

Qo‘llanmaning sifatini yaxshilashga garatilgan fikr-mulohazalarini
bildirgan hamkasblarga ham avvaldan o‘z minnatdorchiligimizni
bildiramiz.

Mualliflar.



11-BO B
SONLI QATORLAR (davomi)

53-ma’ruza
Ixtiyoriy hadli qatorlarda yaqinlashish alomatlari

1°. Leybnits alomati. Ushbu
i{—]}”"cﬂ = -6 +6G-C+.+(-1)"¢, +... (n
n=]

gatorni gqaraymiz, bunda ¢, >0, (n=1,2,3,...).
Odatda, bunday gator hadlarining ishoralari navbat bilan o ‘zgarib
keladigan gator deviladi.
Ravshanki, (1) gator ixtivoriy hadli gatorning bitta holidir.
Masalan, ushbu

B, oo E oo BB I wi'l
;(—1) -’}-}—2-:»3 4+...+(—1) ot

gator hadlarining ishoralari navbat bilan o‘zgarib keladigan qator
bo‘ladi.

1- teorema. (Leybnits alomati.) Agar hadlarining ishoralari navbat
bilan o‘zgarib keladigan (1) gatorda:

1) Cpy €0 k0 =1,2.3,..);
2) lim¢, =0 bo‘lsa, u holda (1) qator yaginlashuvchi bo‘ladi.
<« (1) gatorning dastlabki 2m ta (me N) hadidan iborat gismiy
yig‘indisi
S}m :C] ‘C: + 0y ‘—C_‘ +"‘+(-3m 1 '-CEM
ni olaylik. Unda S;(,,.;, uchun
SE{M‘II = Slm 3 [""Enhl < {'Zm‘.‘.]

bo’lib, ¢,,,, < ¢, bo‘lganligi sababli (bunda c,,., ~¢,,., >0
bo‘ladi)
Ssimety > Sams (M=12,3,..)

bo‘ladi. Demak, {S,,,} ketma-ketlik o’suvchi,
4



Endi S,,, yig‘indini quyidagicha yozamiz:
Som =0~y —6) —{cs — €)=~ (Cpy = Cyppy) = Cpy -

Bu tenglikning o‘ng tomonidagi ifodada qatnashgan gavs ichidagi
ayirmalarning, shuningdek, ¢,,, ning musbat bo‘lishini e’tiborga olib,
S, <G
bolishini topamiz. Demak, {S;,, } ketma-ketlik yuqoridan chegaralangan.

Monoton ketma-ketiikning limiti hagidagi tecremaga ko'ra
l,if}u S2m =8, (5 — chekli son) 2)

mavijud.

Endi (1) qatomning dastlabki 2m — ) ta (m e N) sondagi hadidan
iborat ushbu

Simt =€ mC ¥ € —Cy + o Oy
gismiy yig‘indisini olaylik. Ravshanki,
S2m-] = SEm RRSTE

Teoremaning n — o da ¢, — 0 bo'lishi sharti hamda (2) muno-

sabatdan foydalanib topamiz:

]im 52!?'-] = llm(Szm + sz) = S,

Shunday qilib, berilgan {1) qatorning gismiy yig‘indilaridan iborat
ketma-ketlik chekli limitga ega ekani ko‘rsatildi. Demak, (1) gator
yaginlashuvchi.

1 1 (-r?

4L 3
Masalan, i sty t + .. (3)

qator hadlari keltirilgan teoremaning barcha shartlarini ganoatlan-

tiradi. Teoremaga ko‘ra (3) qator yaginlashuvchi bo*ladi ((3) gqatorning

vaginlashuvchanligi va yig‘indisi in2 ga teng bo‘lishi ko' rsatilgan edi).
2°. Dirixle—Abel alomati. Faraz qilavlik,

iy h, By, oy Gy ey

b, by, b. . b,, ..
ixtiyoriy haqigiy sonlar ketma-ketliklari bo‘lib,

S,=aq +@4 +..+aq,
bo'lsin. U holda Vhe N, ¥Yme N uchun



nam n4n-1

Yoabo= Y Silb—b )+ Spm bpm—Suiby @
k_

= k=n
munosabat o‘rinli bo‘ladi.
Odatda, (4) munosabat Abel ayvnivari deyiladi.

fn+m

<«Ravshanki, @, = 5, -, ; bo'ladi. U holda ' a, b, yigindi ushbu

n+m n+m n+m

Zakb.t Zzstba “Zsa 10, (5)
k=n k=n k=n

ko‘rinishga keladi. Bu tenglikning o*ng tomonidagi birinchi go*shiluv-
chini quyidagicha:

rem nim-1

zSibk"' Z Sﬁ ﬁ*'snmnfm

k=n
shaklda, ikkinchi go Shlhl\chml esa quyidagicha

nm nim—1 nem-|

ZS“ k= z Sib = S,ab, + z"'-‘ Sib i
k=n

k=n k=n-]

shaklda yozib olamiz. Natijada (5) tenglik quyidagicha:

n+m n+m-1 nem-l

Z.S'kbk— Z b +Sn’m z Sﬁ'bk-v]ﬂ*n-lbn:
k=n K=n k=n
nim-1
Z S (bk_bk l) nom_sn-lhn
bo'ladi. »

2- teorema. (Dirixe—Abel alomati.) Aytaylik,

zﬂxba =ab +aby + ..+ b + .. (6)
k=]

gator berilgan bo'lsin. Agar:
1) {b,} ketma-Kketlik kamayuvchi va u cheksiz kichik migdor,
2) E 4 gatorning gismiy yig‘indilari ketma-ketligi chegaralangan
k=]
bo‘lsa, (6) gator vaginlashuvchi bo'ladi.
f



« Agar Z a, qatorning gismiy yig‘indisini
k=1
S,=0,+8 +..+a,
desak. unda teoremaning shartiga ko‘ra, shunday M > 0 son topiladiki,
barcha ne N uchun
S, <M (7)

bo‘ladi.

Shartga ko‘ra {b,} ketma-ketlik kamayuvchi va u cheksiz Kichik
miqdor. Unda ve > 0 ga ko‘ra shunday n, € N topiladiki, ¥n > n, da

£
0<h, < T (8)
n+m
bo‘ladi. Endi Z a. b, vig‘indiga Abel aynivatini go‘llaymiz:
k=n
Hem nem-1
Z ayby = Z Si (b - bk—l} + S _Sn-lbn.
k=n k=n
Natijada
nim rem-|
Eakbk = Z Sk(bk _blnl) ¥ Smmbmm +'Sﬂ—lbn =
k= k=n
n+m-1
= z Sk U’A — bkwi) +!Sn+m|bmm L Sn--l 'bn
k=n

bo‘ladi.
(7) tengsizlikdan foydalanib topamiz:

nem rem-1

> ah <MY (b =b,)+b,, [+M b,
k=n k=n

Agar
nsm-1

Z (h\ 'hk-l)"'ﬁnsm _l’bn _")u-l)*”,ml = bn.,"*---‘f(b
k=n

wem-| e m

bo‘lishini e'tiborga olsak, unda

Y ab <2M -5,
K=n



bo‘lib, (8) munosabatga ko‘ra

n+m
z ab <t
K=
nem
bo'ladi. Bundan Koshi teoremasiga ko‘ra | a.h <e qatoming
k=n
yaginlashuvchanligi kelib chigadi. »
. i o cosk 2x sic oy
Misol. Ushbu cn; f = cf’:-x $ 2Ly r‘r’-’i’{“ +... qator

a=l
yaginlashuvchanlikka tekshirilsin, bunda x — tayinlangan haqiqiy son.

« Agar x = 2n bo‘lsa, berilgan
coskx _ X cos2mk x|
Z Z. - Z k

k=1

gator garmonik qator bo‘lib, u uzoglashuvchi bo‘ladi.
Avtaylik, x # 2n bo'lsin. Berilgan qatorda

a, =coskx, b = l
belgilashlarni bajaramiz.
Ravshanki, {b, } = {i} ketma-ketlik kamayuvchi va cheksiz kichik

migdor bo'ladi (k — « da l - 0).

Endi z & = Z cos kx gatorning gismiy vig‘indisi S, ni topamiz:

k=1 k=1
- 1 - X
S =Zcoskx= Xz2sin2co&kx=
k=1 2sin1 k=1
| R ] 1 sjn{n+li.r—91ﬁi
i Z[Slﬂ(k+—]x—sin(k— )x]=_ 2 2
I‘.sinx k=1 : 2 Isin>
2 =2



Keyingi munosabatdan, 2x ga Karrali bo'lmagan x lar uchun

1961 %

%il"l{
S

bo'lishi kelib chigadi. Demak, {S,} ketma-ketlik chegaralangan. Unda
berilgan qator 2- teoremaga ko‘ra yaginlashuvchi bo‘ladi. P

Mashglar

1. Quyidagi munosabatda 2n xatolik topilsin:

In2=l-—é+;—l+...=(1+ - +;+...)—2( +- + ):
=(l+;+;+_‘1+ .-)—(l+;+ ;+ 1«cu...):()
B t_mn: i
2. Ushbu ,.21' T ln'(;m) ( 1+ H) qator yaginlashuvchanlikka tek-
shirilsin.

54- ma’ruza
Cheksiz ko‘paytmalar

1°. Cheksiz ko‘paytma tushunchasi. Faraz qilavlik, biror
le ¥ 0058y Cyinn
haqgiqiy sonlar ketma-ketligi berilgan bo‘lsin. Ular yordamida ushbu
Cp €yt €5 e G (1
ifodani tuzamiz.

(1) ifoda cheksiz ko ‘paytma deyiladi va u HC,, kabi belgilanadi:
-1

Hc,, R s T e

n=]
bunda ¢,c;,....¢,... sonlar cheksiz ko‘paytmaning hadlari, c, esa
ko'paytmaning umumiy yoki »- hadi deviladi.
9



Quyidagi Bom bty (8=112,3,..)
ko‘paytma (1) cheksiz ko'paytmaning »#- gismiy ko*paytmasi deyiladi.
Demak, (1) cheksiz ko*paytma berilganda har doim uning gismiy
ko‘paytmalaridan iborat ushbu {2, }:
BBy Byus
ketma-ketlikni hosil gilish mumkin. Masalan,

1 1 1 -
(-3} (-0)- (-5 ) =230
cheksiz ko'paytmaning n- gismiy ko‘paytmasi
i [ |

P - l— d l— l- =

(2 ) H-0)
324 n-1 ndl 1 mil
3R - (n=2,3,4,..)

n n 2
bo'lib, ulardan tuzilgan {P,} ketma-ketlik

2|

1 om+l
n

uJI‘-.)

3
a 5|"'|

ml'.,,n

3
A’

(]

bo‘ladi.

I-ta’rif. Agar n — o da {P,} ketma-ketlik noldan fargli chekli
P songa intilsa (vaginlashsa), (1) cheksiz ko*paytma yaqginlashuvchi
deyiladi, P esa uning giymati deyiladi:

lim B, = P, P=[]A.
. n=1

Agar {P,} ketma-ketlik limitga ega bo‘lmasa (yoki uning limiti 0
bo‘lsa), (1) cheksiz ko‘paytma uzoglashuvchi deyiladi.

Masalan, yuqorida keltirilgan H ( ) cheksiz ko‘paytma uchun

m=2

I ntl _ 1

hm B, =lim 5

bo'ladi. Demak, H(l . | ] cheksiz ko'paytma yaginlashuvchi va
n=2 "

uning qiymati .l, ga teng.

10



2°. Yagqinlashuvchi cheksiz ko‘paytmaning xossalari. Aytaylik, biror

Hc,,:c,-cz-c3»...-c,,-... )
n=|
cheksiz ko‘paytma berilgan bo'lsin.
Ushbu
l_I Cn = Cmat "Cma2 " (2)
n=m+l

cheksiz ko‘paytma (bunda m — tavinlangan natural son) (1) cheksiz
ko‘paytmaning goldig‘i deyiladi.
1) Agar (1) cheksiz ko'paytma vaginlashuvchi bo‘lsa, (2) cheksiz
ko*paytma ham vaqinlashuvchi bo‘ladi va aksincha.
4 (1) cheksiz ko*paytmaning gismiv ko paytmasi
B, =Cj+Cyuily s
(2) cheksiz ko‘paytmaning gismiy ko'paytmasi

im) _ ) ! . i
k£ = Cmet Cpe2 o Ok

lar uchun B =P O™,
(bunda n=m+ k) bo'ladi. Bu munosabatdan, n — - da P, ning
chekli limitga ega bo'lishidan & — < da Qi'”' ning ham chekli limitga
ega bo‘lishi; shuningdek, k& — - da O™ ning chekli limitga ega
bo'lishidan, n — « da P, ning ham chekli limitga ega bo'lishi kelib
chigadi. »

2) Agar (1) cheksiz ko*paytma yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda

D (Lot =i o ok snf =1

bo‘ladi.
<4 Aytaylik, (1) cheksiz ko'paytma yaginlashuvchi bo'lib, uning
givmati P bo'lsin. Unda °®

P”' " Comsl *Consd Vi * Cpppiivi = P
bo‘lib, undan m — = da
P P
Cm‘I 'bm;" .""(“m.;k--- P - = ’
2 PP

bo‘lishi kelib chiqadi. p



3) Agar (1) cheksiz ko‘paytma yaginlashuvchi bo‘lsa, v holda
: limeg, =1

bo‘ladi.
4 Avtaylik, (1) cheksiz ko‘paytma yaginlashuvchi bo‘lib, uning
giymati P bo‘isin:
lim £, =lim(¢ ¢ -...-¢,)=P.
H—pau H—po

5
P 1
P

Uholda P, = P, -¢,, ya'ni ¢, = bo'lib,

. T w P
hme, = im - -1
bo‘ladi. »

Yugorida keltirilgan xossalardan quyidagi xulosalarni chigarish
mumkin.

Cheksiz ko‘paytmalarning yaqinlashishida, ularning dastlabki chekli
sondagi hadlarining ta’siri bo‘lmaydi.

Agar cheksiz ko'paytma vaqinlashuvchi bo‘lsa, unda 7 — o da
¢, — | bo'lganligi sababli, uning biror hadidan boshlab keyingi had-
larini musbat deb clish mumkin bo‘ladi.

Bu xossalar vaginlashuvchi cheksiz ko‘paytmalarda ularning
hadlarini musbat deb olish imkonini beradi.

3°. Cheksiz ko‘paytmalar bilan gatorlar orasidagi bog‘lanish. Faraz
gilayiik,

HC,, =0 € Gy (6, >0, n=1,2,..)

r=]

cheksiz ko‘paytma berilgan bo‘lsin. Bu cheksiz ko‘paytma hadlarining
logarifmlaridan ushbu

> Ine, =lng +Inc +..+1Inc, +.. 6))
=1

gatorni hosil gilamiz.
1- teorema. (1) cheksiz ko‘paytmaning yaginlashuvchi bo‘lishi
uchun (3) qatorning yaginlashuvchi bo‘lishi zarur va yetarli.
o Zarurligi. Avtaylik, (1) cheksiz ko‘paytma yaginlashuvchi bo‘lsin:
lim £, =lim(e - o - €)= P, (P~ chekli son).

H—oe

12



U holda (3) qatorning qismiy yig‘indisi uchun

il
S, = Zlnck =lng +Ing +...+1In¢, =ln(g “¢ - ... 6,) -
k=1

bo‘lib,

limS, =limln{c, -¢; -...-.¢, ) =In P

H=yoa

bo‘ladi. Demak, (3) qator yaqginlashuvchi.
Yetariiligi. Avraylik, (3) gator vaginlashuvchi bo‘lsin:

im §, =lim Y In¢, = limIn(¢, ¢ )= § .
n—ea k:l H e

U holda (1) cheksiz ko*paytmaning gismiy ko‘paytmasi uchun
‘D" = cl ' Cz f et Cn - 81“(‘]‘5‘2",.(“]

bo‘lib, lim £, = lim g tn) _ g8

R

ho‘ladi. Demak, (1) cheksiz ko‘paytma yaginlashuvchi. p-

n=]

Ko‘pincha, H ¢ cheksiz ko‘paytmani o‘rganishda, uning umu-
miy hadi c, ni quyidagicha ‘
c, =l +a,
ifodalash qulay bo‘tadi. U holda (1) cheksiz ko*paytma

=

[T0+a)

=]

ko‘rinishga, cheksiz qator esa

i In(l +a,)
a=1

ko‘rinishga ega ho‘ladi.
Faraz qilaylik, » ning {(#e N) yetarlicha katta giymatlarida
a,>0 (voki a, <0) |
bo‘lsin,



2- teorema. Ushbu H (1+a,)
m=l

cheksiz ko‘paytmaning vaqginlashuvchi bo‘lishi uchun
> 4
n=]

gatorning yaginlashuvchi bo‘lishi zarur va yetarli.

<« Ravshanki, H (1+a,) cheksiz ko‘paytma va Zan gatorning
n=1

yaginlashuvchi bo‘lishi uchun avvalo

lima, =0

f

bo‘lishi kerak. Shu munosabat bajarilsin.
Keltirilgan teoremaning isboti

. In{l+a,)
lim =]

Ny a,

munosabat hamda - teoremaning qo‘llanishidan kelib chigadi. P
Masalan, bu teoremadan foydalanib, ushbu

I'I[1+.I ]:(1+1).(1+ ! ]-[1+ ! ][n ‘ ]
o n(l 2(1 30’. ”Ll
cheksiz ko‘paytmaning « > 1 bo‘lganda yaginlashuvchi bo‘lishini

(chunki z L (o > 1) — yaginlashuvchi),
n

(1+2)=a+n +l](1+'1)(1 #1.

cheksiz ko‘paytmaning esa uzoglashuvchi bo‘lishini (chunki z :1 —
n=|

n=]

uzoqlashuvchi) topamiz.
14



Mashgqlar

1. Ushbu .. H(l+x2”3, (xl<1)
: r=l
cheksiz ko‘paytmaning vaqinlashuvchiligi ko‘rsatilsin va giymati
topilsin. 5
i
en
2. Ushbu 11 T
H”

tenglik isbotlansin, bunda

(Eyler o‘zsannasi).

15



12-BOB

KO‘P O*ZGARUVCHILI FUNKSIYALAR,
ULARNING LIMITI, UZLUKSIZLIGI

55-ma’ruza
R" fazo. R" fazoda ochiq va yopiq to‘plamlar

1°. R™ fazo tushunchasi. Haqigiy sonlar to‘plami R yordamida
ushbu

RxRx -+ xR={(x,%,...%,) 1 X, € R, x, € R,...,x, € R} (1)

mia

to'plamni (R ning dekart ko‘paytmalaridan tuzilgan to‘plamni) hosil
gilaylik. Ravshanki, (1) to‘plamning har bir elementi m ta x,, x;, ..., X,,
hagiqiy sonlardan tashkil topgan tartiblangan m lik
(% X s )
dan iborat bo‘ladi. Uni (1) to‘plamning nugtasi deyilib, bitta harf
bilan belgilanadi:
X = {Xg, X35 oves X

Bunda x,, x,, ..., x,, sonlar x nugtaning mos ravishda birinchi,
ikkinchi, ..., m- koordinatalari deyiladi.

Agar X = (X, X3, ey X)), ¥ = (s Y2y ey ¥,) Duqtalar uchun
X =V, L=V, ., X, =V, bo'lsa. x=y deyiladi.

Faraz qilaylik,

X = (0 Xy o Bods T =P By ooos Vi)

lar (1) to*plamning ixtivoriy ikki nugtasi bo‘lsin. Ushbu

Iilz (Ve = x; )2
\A-l

migdor x va y nuqtalar orasidagi masofa deyiladi va p(x,y) kabi belgilanadi:

[m
p(x.3) = vaZ e =) - @
k=1
Endi masofaning xossalarini keltiramiz:
16



1) Har doim p(x,y) 20 va p(x.y) =0 < x =y bo'ladi.

4 (2) munosabatga ko‘ra, har doim p(x.y) =0 bo'ladi. Agar
p(x,y) =0 bo'lsa, u holda

=% +(2=8) + et (= Xn) =0

bo‘lib, natijada x, = y;, ;= ¥, ..., X,,= ¥, ¥a'ni x = y bo'lishi kelib
chiqadi. Aksincha, agar x; = y,, x,= y,, ..., X,,= y,, bo'lsa, unda (2)
munosabatdan foydalanib p(x,y) = 0 bo‘lishini topamiz. W

2) p(x.y) masofa x va y ularga nisbatan simmetrik bo‘ladi:
plx.y)=ply.x).

« Bu xossanig isboti (2) munosabatdan kelib chigadi:

jr——

plx.y) = fZ(h—xA) —JZ(M—V;L) =p(y.x). »

3) (1) to'plamning ixtiyoriy
X=(XsXyssXm)s P =P V3r0es V) s TG s B3rererZy)
nugtalari uchun
p(x,2) < p(x,¥) +p(y,2)
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.
« Ma'lumki, ixtiyoriy aq,,a,, ..., a, Va .5, ..., b, haqiqiy sonlar
uchun

U m m
\!Z(a,‘, + b )2 < JZ a + JZ b; )
k=1 k=1

k=1
bo‘ladi (qaralsin, [I], 12- bob, I- §: odatda, bu tengsizlikni Koshi—
Bunyakovskiv tengsizligi deyiladi). (3) tengsizlikda
QG =V =Xy O =5 -y, (k=12,....m)
deb topamiz:

p——— — - P ——

Z(zk %) < v'i(}’k —x ) 4 \’Z(u -n).

k=1



Bu esa

p(x,z) s p(x,¥)+p{y.2) -~ -
bo'lishini bildiriladi. &

Shunday qilib, (1) to‘plamda (to‘plam elementlari orasida) masofa
tushunchasining kiritilishini hamda masofa uchta xossaga ega bo'lishini
ko‘rdik.

Odatda, (1) to‘plam R™ fazo deviladi. Demak,

R™ ={(x),%),....x, ) :x, € R, x, € R,....,x, € R}.

Endi R” fazodagi ba’zi bir to‘plamlarni keltiramiz.

Aytaylik, biror @ = (4,4, ,....4, ) € R™ nugta va r > 0 son berilgan
bo‘lsin.
Ushbu

B, (a) ={(x1,x2,...,xm) e R™; J(x, —g) +..+(x, -a,) < r}
yoki gisgacha,
B,(a)={xe R" : p(x,0) < r}
to‘plam markazi 2 nugta, radiusi » bo‘lgan shar (m olchovli shar)
deyiladi.
Quyidagi
B(a)={xe R" :p(x,0) < r}
to‘plam R” fazoda yopiq shar,
B’ (a)={x < R" :p(x,a) = r}

to‘plam esa R" fazoda sfera (m o‘Ichovli sfera} deyiladi.
Ravshanki,

B,(a)= B,(a) v B} (a)
bo'ladi.
“Ushbu

l—_[(al1-°-$am;bl'!b23"':bm)=.
={(x. %Xy )e R" 10y <X, < B, @ <X <by,uny@y < Xy, <b,,,}

to‘plam R” fazoda parallelepiped deyiladi, bunda g,,4y,...,a,;
b, by ,--., B, — haqiqiy sonlar.
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2°. R™fazoda nugtaning atrofi. Biror x’ ={x/.x}....x) }e R™
nugta hamda € > 0 son berilgan bo'lsin.
1- ta’rif. Markazi x* nuqtada, radiusi € bo‘lgan R™ fazodagi shar
xX’e R” nuqtaning sferik atrofi deyiladi va U,(x") kabi belgilanadi:
U, (x*)={xe R™ : p(x,x°) < £}.
2- ta’rif. Ushbu

I—[{é's1 BaaBu) = {(JcI Ky ) & K™

X B < 8, -8 <xp<H] +8,.000 -8, <x, <X +8,

et

parallelepiped x” nuqtaning parallelepipedial atrofi deyiladi va
ga, 31 (x") kabi belgilanadi, bunda 3, > 0,3, >0,...,8, >0.

R" fazodagi nugtaning bu atroflari orasidagi munosabatni quyidagi
lemma ifodalavdi.

Lemma. x” € R™ nugtaning har qanday U,(x?) sferik atrofi olin-
ganda ham har doim x” nuqtaning shunday Uy 5, 5, (x") paralle-
lepipedial atrofi topiladiki, bunda

Us 3.5 (X°) € U (x°)
bo'ladi.
Shuningdek, x* nuqtaning har qanday Uy 5, 5 (x") parallele-

pepidial atrofi olinganda ham har doim X nuqtaning shunday U_(x?)
sferik atrofi topiladiki, bunda

Ue(x") c Usisy.. .5, (x")
bo‘ladi.
4 x" € R™ nugtaning sferik atrofi
U (x°)={xe R™ : p(x,x°) < &}
berilgan bo'lsin. Demak, £ > 0 son berilgan. Unga ko‘'ra § <
tengsizlikni ganoatlantiruvchi & sonni olib, X’ nugtaning ushbu
Us(x*) =Ug s(x*) ={(x1,%3,00r Xy ) € R™ :
X ~8<X < +8, X -8< X <X} +8,.., X0 =B<x, <2l +8}
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parallelepipedial atrofini tuzamiz. Natijada x° nugtaning
U(x) va Ug(x”)
atroflariga ega bo‘lamiz.
Aytaylik, Vx e U;(x") bo'lsin. U holda
1%, ~x¢| 28, (k=1,2,.m)
bo'lib,

Ji(xt—x’k }25— =8-Vm

bo‘ladi. Yuqoridagi § < j_ tengsizlikni e’tiborga olib topamiz:
m

\!Z(xk - rt) <E,

Demak, p(x.Xxy) <€ bo'lib, xe U, (x") bo‘ladi. Bundan

Us(x") c U, (x%)
bo‘lishi kelib chigadi.
x" € R™ nugtaning parallelepipedial atrofi
Uy, o OO )= 108 2y, Y€ R™
-8 <X < +8, -8<x <X} +8,...,x) =5, <x, <xb +8,}
berilgan bo‘lsin. Berilgan §,,3,,...,8, musbat sonlar yordamida
¢ = min{§,,$,,...5,,}
sonini topib, x* nugtaning ushbu
U, (x")={xe R : p(x,x°) < €}
sferik atrofini tuzamiz. Natijada x* nugtaning
U(x") va Uai&:_l_ﬁ"{x”)
atroflariga ega bo‘lamiz.
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Avtaylik, ¥x e U, (x") bo‘lsin. U holda

p(x,x") = {Z(xk -x0) <e<8,, (k=12,.,m)
k=1

bo'lib,
5y = xol< By (k=1,2:m)
bo‘ladi. Bundan esa x € Uy, 5 (x") bo'lishi kelib chigadi. Demak,

U,(x*) c Ualf,z“ju (x").»

Bu lemma R" fazo nugtasining bir atrofidan ikkinchi atrofiga
o‘tish imkonini beradi.

3°. R™ fazoda ochiq va yopiq to‘plamlar. Aytaylik. R™ fazoda
biror G to‘plam (G < R") berilgan bo'lib, X’ € G bo‘lsin.

Agar X’ nugta G to‘plamga tegishli bo‘lgan U.(x") atrofga ega
bo‘lsa, (UAx") © G) x, nugta G to'plamning ichki nuqtasi deyiladi.

3-ta’rif. G to‘plamning har bir nugtasi uning ichki nugtasi bo‘lsa,
u ochig to ‘plam deviladi.

1- misol. R™ fazodagi ushbu

B.(a) = {x e R" : p(x,a) < r}

sharning ochiq to‘plam ekanligi ko‘rsatilsin.

4 vx" € B, (a) nugtani olamiz. Unda

r-p(x°,a)
miqdor musbat bo‘ladi. Uni § deylik:
8 =r-p(x", a) (22-chizma).
Endi x* nugtaning ushbu
Ug(x") ={xe R™ : p(x.x") < 8}
atrofini garaymiz.

Bunda U;(x") < B,(a) bo'ladi. Haqi-
gatan ham,

Vx e Uﬁ{x[’) =plx,x")< 8

22- chizma.



bo‘lib, masofaning 3- xossasiga ko‘ra

p(x, ) < p(x, x"Y+p(x°, @) <5+ p(x°, @) =r
bofladi. Demak, :

vxe Ug(x®y= xe B,(x°).

Bundan U5(x") c B (x*) bo‘lishi kelib chiqadi.

Demak, B.(a) to‘plamning har bir nugtasi uning ichki nugtasi
bo‘ladi. Binobarin, B (¢) — ochiq to‘plam.

Aytaylik, F < R™ 10'plam hamda x° € R™ nuqta berilgan bo'l-
sin. Agar X* nuqtaning ixtiyoriy U,(x%) atrofida (ve > 0) Fto‘plamning
x¥ dan farqli kamida bitta nugtasi bo‘lsa, x° nuqta F to‘plamning
limit nugtasi deyiladi.

Masalan, ushbu

B.(a) = {x e R . p(x,0) < r}
to‘plamning har bir nuqgtasi uning limit nuqtasi bo‘ladi. Ayni paytda,
B = {x e R” :p(x,aq) = r}
- to‘plamning barcha nuqtalari ham shu B, (@) to‘plamning limit nuqtasi
© bo‘ladi. Biroq, bu limit nuqtalar B,(¢) to‘plamga tegishli bo‘lmaydi.
4-ta’rif. Agar F < R™ to‘plamning barcha limit nuqtalari shu
to‘plamga tegishli bo‘lsa, F yopig to plam deyiladi.
: Masalan,
B.(a) = {xe R™ 1p(x,a) £ r}
to‘plam (R" fazodagi yopiq shar) yopiq to‘plam bo‘ladi
Biror M c R™ to‘plam hamda x® € R™ nugqtani garaylik.
Agar x* nuqtaning ixtiyorly U.(x?) atrofida ham M to‘plamning,
ham R™M to‘plamning nuqtalari bo‘lsa, x° nugta M to‘plamning
chegaraviy nugtasi deyiladi. M to‘plamning barcha chegaraviy nugtalari

uning chegarasini tashkil etadi. M to‘plamning chegarasi o{ M) kabi
belgilanadi. Masalan,

B (a)={xe R" : p(x,a) = r}

P
e

to‘plam

U B (a)={xe R" :p(x,a) < r}
22



to‘plamning chegarasi bo‘ladi:
9(B.(a)) = BY(a).

Agar F c R™ to‘plamning chegarasi (M) shu to‘plamga tegishli
bo‘lsa, F yopiq to‘plam bo‘ladi. Masalan,

B.(a)={xe R" : p(x,a) s r}
yopiq to‘plam bo‘ladi, chunki
(B, (a)) = B*(a) c B.(a).
4°, R " fazoda to‘g‘ri chiziq va kesma. Faraz qilaylik, R™ fazoda
a= (ﬂ] ’025'--:am)= b= (bl ’bla""bm)
nugtalar berilgan bo‘lsin. Bu nuqtalar koordinatalari yordamida quyidagi
' Cx =af+b 0-1), '
X, =at+ b (1=1), ‘

X, =a,f+b,1-1)
ni tuzib, (bunda s R) ¢ o’zgaruvchiga bog'liq bo‘lgan R™ fazoning
X=X, %502 %)

nugtalarini hosil gilamiz. Bunday nuqtalar to‘plami
{x = (X, XXy de B™ 10y =af + 5 (1 -4),
X =at+b (-0, . ,x, =a,t+b,(1-1),1e R}
R™ fazoda a =(ay,ay,...,4,) va b=(h,b,.,b,) nugtalar orgali
o‘tuvchi o g 'ri chiziq deyiladi.
Endi vuqoridagi @ va 6 nuqtalaming koordinatalari yordamida
tuzilgan (4} munosabatda Q < ¢ <1 bo'lsin. R™ fazoning bunday nug-

talari to*plami
{x =(X,X,0X,)e R” iy =ai + B (1=-1}, x; =ayt + b, (1-1),
o Xy =aut+5, 11, 0<r<1}

R™ fazoda ¢ va b nuqtalarni birlashtiruvchi w0 g chizig kesmasi
deyiladi.
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R" fazoda chekli sondagi nuqgtalar berilgan bo‘lsin. Bu nuqtalarni
birin-ketin to‘g'ri chiziq kesmalari bilan birlashtirishdan tashkil topgan
chiziq sinig chizig deyiladi.

Agar M < R"™ to'plamning ixtivoriy ikki nuqtasini birlashitruvchi
shunday siniq chiziq topilsaki, u ushbu M to‘plamga tegishli bo‘lsa,
M bog ‘lamli to ‘plam deyiladi.

5-ta’rif. Agar M < R™ to‘plam ochig hamda bog'lamli to‘plam
bo‘lsa, u soha deyiladi. Masalan,

B.(a) = {x e R" :p(x.a) < r}

to‘plam soha bo'ladi.

5°. Xususiy hollar. m = 1 bo‘lganda R™ = R bo'lib, u barcha
haqiqiy sonlardan iborat to‘plam bo‘ladi. Bu to‘plamning har bir
elementi to‘g‘ri chiziq nuqtasini, to‘plamning o‘zi esa to‘g'ri chizigni
ifodalaydi.

Ikki xe R, ye R nuqtalar orasidagi masofa

plx,y)=x-yl,
X, € Rnuqtaning atrofi
U (xy)={xe R:p(x.x)) <e}=(x) —€, Xy +¢)

bo‘ladi.

m = 2bo‘lganda R™ = R? bo'lib, u barcha tekislik nuqtalaridan
iborat to‘plam bo‘ladi. Bu to‘plamning ikki x = (x;. x;), ¥ = (1. 33)
nuqtalari orasidagi masofa

p(x,y) = \/(J’l - X ) +(¥ - x )2 ’

x" = (x;,¥,) nuqtaning sferik atrofi
U (x") ={(x.y) e R* :p((x.), (X0, %)) < €} =
= {(x._v)e R?: J(x - Xg Y + (¥ -y ¥ < L‘}

bo‘ladi.
R? fazoda ushbu

{{x._v)e R* : p((x, 7). (X9, 7)) < r}
to‘plam ochiq, quyidagi
24



23- chizma.

{(x,»)e R*:x20, y20, x+y< 1}
to‘plam esa yopiq to‘plam bo‘ladi. Ular 23- chizmada tavsirlangan.

Mashgqlar
1. Agar G, < R", G, < R™ ochiq to'plamlar bo'lsa,
G, uR", G, R"
to'plamlarning ochig to'plam bo'lishi ko'rsatilsin.
2. Agar F, <« R™, F, ¢ R" yopiq to'plamlar bo‘lsa,

FuRt; FEnR®
to'plamlarning yopig to‘plam bo‘lishi ko'rsatilsin.

56- ma’ruza
R™ fazoda ketma-ketlik va uning limiti

1°, R"™ fazoda ketma-ketlik va uning limiti tushunchalari. Aytaylik,
biror goidaga ko‘ra har bir natural son # ga R" fazoning bitta

a1 G o YR B A

nugtasi mos qo‘yilgan bo‘lsin. Bu moslik natijasida R” fazo nugtala-
ridan tashkil topgan ushbu

(1) ..(1) (1) (2) ,42) A2) (el aln) (n)
007 X5 " anes X' )5 €57 257 sucs X557 ) 5 s (g™ s 3™ 4o Y, s
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yoki qisqacha,
X0 x® g
to'plam hosil bo'ladi. Uni R” fazoda ketma-ketlik deyilib, {x"'} kabi

belgilanadi. Demak, {x("} ketma-ketlikning hadlari R™ fazo nuqtalari-
dan iborat bo‘lib, bu nugtalarning koordinatalari m ta

{xl(”’}, {xg"’}, o XY, (=12,

sonlar ketma-ketliklarini yuzaga keltiradi.
Faraz qilaylik, R™ fazoda {x‘"}:
0 B ()
ketma-ketlik hamda

a=(e,8),ap)e R"
nugta berilgan bo‘lsin.
1- ta’rif. Agar Ve > 0 olinganda ham shunday n,e N son topilsaki,
archa n > n, uchun
- op(x™ gy <e,

ya'ni

Ve>0, Anye N, Yn>ny: p(x{",a) <e
bo‘lsa, a nuqra (X"} ketma-ketlikning limiti deyiladi va

limx* =g yoki n— e da x*

m—ho

kabi belgilanadi.
Vn> n,da

-2 4

p(x" a)<e
AN tengsizlikning bajarilishi, (1) ketma-ketlikning », dan katta nomerli
hadlari 2 nugtaning /(@) atrofiga tegishli bo‘lishini bildiradi. Bu hol
(1} ketma-ketlikning limitini quyidagicha ta’riflash imkonini beradi.
2-ta’rif. Agar a e R™ nugtaning ixtiyoriy U(a) atrofi olinganda
bam, {x'"} ketma-ketlikning biror hadidan keyingi barcha hadlari shu
atrofga tegishli bo'lsa, a nuqta {x\"'} ketma-ketiikning limiti deyiladi.

1- misol. R™ fazoda ushbu {x"'} = {% ) l", vers %} ketma-ketlik-

ning limiti ¢ = (0, 0, ..., 0) bo‘lishi ko‘rsatilsin.
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« V¢ > ( sonini olib, unga ko‘ra ny = [‘[_’;

] + 1 ni topamiz.
£

U holda ¥n > n, uchun

e

t%yoladl Demak, limx'" =a. P
2°. Ketma-ketlik limitining mavjudligi. Faraz gilaylik, R™ fazoda
{x("} ketma-ketlik va a € R” nuqta berilgan bo‘lsin.
1- teorema. Agar R" fazoda

ﬁ

p(x“"),a)=P(£a ‘l‘! ) (00’ ’0)) _JM:

"

. x = (", xi L xi), (n=1,2,00)
ketma-ketlik
a=(a,a,..,2,)
limitga ega bo‘lsa: limx" =g,
n—aoe
u holda
lim x{" = a,,
A
lim x{™ = a
mx
imx{" =4, '
n—ios
bofladi.

< Aytaylik lim x'™ = a bo'lsin. Limit ta’rifiga binoan ¥n > nye ¥
uchun
e U, (a)={xe R™ :p(x,a) <2}, (Ve>0)
bo‘ladi. Ravshanki, g

L]

U (a) c U, (a),
bunda
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U.(a) ={(x,%3,..,x,. )€ R™ :
A —€<X; <A +E G ~€E<X; <U +€ ..., Gy —E <X, <Qq, +E}.
Kevingi munosabatlardan, Vn > n, uchun
o —e<x"

g -e<xi” <a, +¢,

<y e,

(n
e —E< X R B, +8,

ya'ni X" -gi<e ,

X! = | < €
bo‘lishini topamiz. Bundan esa
limx™ = g,

N b

limx{™” = g,

M —b

bo'lishi kelib chigadi. »
2- teorema. Agar R” fazodagi
{x"}= {( (”’, B s x}:’)}. (n=1,2..)

ketma-ketlik va a = (a;, a,, ..., a,,) nuqta uchun

lim x;" = a,
N—don
. (my _
}’lil}' " =a,
\n)
limx,’ =a,
=y

28



bo‘lsa, u holda {x"'} ketma-ketlik limitga ega bo‘lib,

lim x'" = a
e

bo‘ladi.
4 Tearemaning sharti hamda limit ta’rifidan foydalanib topamiz:

] . n L3
limx{" =a =Ve>0, 3" e N, Vn> " :|x ’—q‘<ﬁ!

© A=y

mx{" =a, = Ve>0, P e N, va> a4l :

-------------------------------------------

limx" =a, =Ve>0, 3™ e N, Va>n": |xf,:"-am‘<%

H-doo m
bo'ladi.

Agar

ny = max{ni", m ey 1™}
deyilsa, u holda ¥# > ny da bir yo'la

|x“" - a,‘\ < 4, (k=1,2,...m)
tengsizliklar bajariladi. U ho]da
2
J-r

\Li (x™ ~g,)? < J;z;[

p(x!" @) <e

limx™ =a. » W
H—te
Bu teoremalardan quyidagi tasdiq kelib chigadi.
R™ fazoda gx(“’}={(x§"1, X7, ., xf;”)} ketma-ketlik

a={a,a, .., a,) lImit:

Sk

3

ya’ni

bo‘ladi. Demak,

limx™ =a
H—po=
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ga ega bo'lishi uchun bir yo‘la

lim x{" = g,
N—soa

lim x;"’ =&y,
" —rea

2 (n _
.l =g,
M=o

bo‘lishi zarur va vetarli.

Bu muhim tasdig bo‘lib, u R™ fazodagi ketma-ketliklar limitlarini
o‘rganishni sonlar ketma-ketliklar limitlarini o*rganishga olib keladi.
Sonlar ketma-Ketliklarining limiti esa 6—8- ma’ruzalarda batafsil bayon
etilgan.

Agar (1) ketma-ketlik limitga ega bo‘lsa, u yaginlashuvchi ketma-
ketlik deyiladi.

Yugorida keltirilgan tasdigdan foydalanib, isbotlanadigan muhim
teoremani keltiramiz. Avvalo R™ fazoda ketma-ketlikning fundamen-
talligini ta’'riflaymiz.

3-ta’rif. R™ fazoda {x"} ketma-ketlik berilgan bo'lsin. Agar Ve > 0
olinganda ham shunday n,e N topilsaki, ¥z > n,, ¥ P> n, lar uchun

(n)

p(x™, x™)<e

tengsizlik bajarilsa. {x"} fundamental ketma-ketlik deyiladi.

3- teorema. (Koshi teoremasi) {x''} ketma-ketlikning vaginlashuv-
chi bo'lishi uchun uning fundamental bo‘lishi zarur va yetarli.

Bu teorema 9- ma’ruzada keltirilgan 3- teorema kabi isbotlanadi.

3°. Ichma-ich joylashgan yopiq sharlar prinsipi. R fazoda mar-
kazlari

a'® =(al{"’.a£"' ..... a™), (n=12,.)

nugqtalarda, radiuslari r, > 0 (» = 1,2,...) bo‘lgan ushbu

B =B,I(a”')={xe R™: p(x, a“')srl}.
B, =B (a")={xe R": p(x,a?)< 1},
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yopig sharlar ketma-ketligini qaraylik. Agar bu yopiq sharlar ketma-
ketligining hadlari uchun quyidagi
BoB >.o8 >..
munosabat o‘rinli bo'lsa, {B,} ichma-ich joylashgan yopiq sharlar
ketma-ketligi deyiladi.
Aytaylik, {B,}] R" fazoda ichma-ich joylashgan yopig sharlar
ketma-ketligi bo'lsin.
4- teorema, Agar » — « da shar radiuvslari », nolga intilsa, ya’ni
limp, =0
o
bo'lsa, u holda barcha yopiq sharlarga tegishli bo*lgan @ nuqta (2 R™)
mavjud va u yagona bo‘ladi.
+« Shar markazlaridan tuzilgan

{a™}, (& e R™, n=12,.)

ketma-ketlikni garaylik. Uning fundamental ketma-ketlik bo‘lishini
ko‘rsatamiz. '

Shartga ko‘ra limz, =0. U holda

Ve>0, 3mye N, n>my. 1, <¢
bo'ladi. Ayni paytda, yopiq sharlar ichma-ich joylashganligidan ixtiyoriy

P>n>n
uchun B (a'"¥6 B, (a'™))
bo'lib, pla™, o)< r,<& boladi.

Demak, {a'®} — fundamental ketma-ketlik. U holda Koshi teo-
remasiga ko‘ra u yaqinlashuvchi bo‘ladi:

lima"” =a, (aec R™).

Ti—ee
Bu a nugta B, (') to‘plamning limit nuqtasi va B, (a'™) yopig
bo‘lganligi uchun ee B, (™), (n=1.2....) bo‘ladi. Demak, 4 — bar-
cha sharlarga tegishli bo‘lgan nuqta. Faraz qilaylik, 2 nuqtadan farq}i
barcha sharlarga tegishli bo‘lgan 4 nuqta (be R™ mavijud bo‘lsin;
be E,ﬂ (@), b= a. Masofaning 3-xossasidan foydalanib topamiz:
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pla, b) < pla.a'™)+p(a'"™, b) = 2r,.

Agar n — o da r, —» 0 bo'lishini e’tiborga olsak, keyingi muno-
sabatdan p(a,b) = 0, ya’ni @ = b bo'lishi kelib chiqadi. »

Odatda, bu feorema ichma-ich joylashgan yopiq sharlar prinsipi
deyiladi. .

4°. Qismiy ketma-Ketliklar. Bolsano—Veyershtrass teoremasi.
R™ fazoda {x'"}:

(1) (2) (n)

'r ] x ® rray x . e
ketma-ketlik berilgan bo‘lsin. Ushbu ketma-ketlik

xal o m) o xim
bunda B € el e, =kl

berilgan {x'"} ketma-ketlikning gismiv ketma-ketligi deyiladi va u
{x'=)} kabi belgilanadi. Ravshanki, bitta ketma-ketlikning turlicha
gismiy ketma-ketliklari bo‘ladi.
Agar {x'""} ketma-ketlik yaginlashuvchi bo'lib,
lim x™ = q

bo‘lsa, bu ketma-ketlikning har ganday gismiy ketma-ketligi {x"’}
ham yaqinlashuvchi bo‘lib,
iim ) = o
bo‘ladi. Bu tasdigning isboti ketma-ketlik limiti to'rifidan bevosita
kelib chigadi.
Aytaylik, R™ fazoda biror M to‘plam berilgan bo'lsin: M < R™.
Agar R™ fazoda markazi (0.0....,0) € R™, radiusi r > 0 bo‘lgan shar

U0 = {(x,. Xy s Xy ) € R™ 1 p (X2 Xg4 s X ) (0.0, ..., 0)) < "}

topilsaki, bunda
McU®
bo'lsa, M chegaralangan to‘plam deyiladi.

Endi Bolsano-Veyershtrass teoremasini isbotsiz keltiramiz.

5- teorema. (Bolsano-Veyershtrass teoremasi.) R™ fazoda har
ganday chegaralangan ketma-ketlikdan vaginlashuvchi gismiy ketma-
ketlik ajratish mumkin.
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5°. Xususiy hollar. m = 1 bo'lganda R™ = R bo'lib, undagi
ketma-ketlik sonlar ketma-ketligi bo‘ladi. Ma’lumki, sonlar ketma-
ketligi va uning limiti 6—8- ma’ruzalarda batafsil o'rganilgan.

m = 2 bo'lganda R™ = R’ bo'lib, undagi ketma-ketlik tekislik
nugtalaridan iborat

Cxpadp 3 (s Pads s KBan: P Yonny Xy & By P 6 R mw=1,2:)
ketma-ketlik bo'ladi. Bu ketma-ketlikning limiti {x,} va {y,} sonlar
ketma-ketliklarining limitlari erqali o‘rganiladi.

Masalan. ushbu

{=1"). (-1)"}: (<1, -D, (D, (=L=1, .., (-1)",(-D"), ...

ketma-ketlik limitga ega bo‘lmaydi. chunki
X, ==, ¥, =1, (=L2..)
ketma-ketliklar limitga cga emas.

Mashgqlar

1. Agar x" € R™ nugta M c R” to‘plamning limit nuqtasi bo‘lsa,
M to'plam elementlaridan teshkil topgan va X! nugtaga yaginlasha-
digan
{x), (x" el x™ 2x, n=12,..)
kctma-ketlikning mavjudligi ko' rsatilsin.
2. Agar
(m)

Iimx™" =a, (x*eR™, aecR", n=12..)

"o

bo‘lsa, {x¥"} ketma-ketlikning chegaralanganligi ko*rsatilsin.

57- ma’ruza
Ko*p o‘zgaruvchili funksiya va uning limiti
1°. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiya tushunchasi. Faraz gilaylik, R”
fazoda F to‘plam berilgan bo‘lsin: £ < R”.
I- ta’rif. Agar E to‘plamdagi har bir x = (x,x,,...x,,) nuqtaga
biror fqoidaga ko'ra bitta haqigiy « son mos qo'yilgan bo‘lsa, £ to‘p-
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lamda ko‘p o‘zgaruvchili (m ta o‘zgaruvchili) funksiya berilgan (aniq-
langan) deyiladi. Uni
Fix=(x,%, Xy > u Yoki u=f(x)=f(x,%,..x,)
{x =(x,%,...x, )€ R", ue R)
kabi belgilanadi. Bunda E — funksivaning berilish (aniglanish) to‘p-
lami, x;, X, ..., X,, (erkli o‘zgaruchilar) — funksiya argumentlan,

U esa x|, X, ..., X, larning funksiyasi deyiladi.
Masalan, f ~ har bir

X =(X,%,..X, ) e M,

M={xe R": p(x,00<1}
nugtaga ushbu

1 _ .2 )
(xg,%,.00Xp) — \ﬁ—xl - Xy == X,

goida bilan bitta hagigiy « sonini mos go‘ysin. Bu holda Mc R”
to‘plamda aniglangan

u=\l-xl —x —..—x}

funksiya hosil bo‘ladi,

Aytaylik, u = f(x,x,,....x,) funksiya (ko‘p hollarda bu funk-
sivani ¥ = f(x) kabi yozamiz) £c R™ to‘plamda berilgan bo‘lsin.
% =(x), x}, ..., x})e E nugtaga mos keluvchi ty son u = f(x)
Sunksivaning xX* nuqtadagi xususiy giymati deyiladi: .

Berilgan funksiyaning barcha xususiy giymatlaridan iborat ushbu

{u=rf(x):xe £} | (1)
sonlar to‘plami ¥ = f(x) funksiya gqiymatiari to‘plami deyiladi. Agar
(1) to'plam chegaralangan bo‘lsa, u = f(x}= f{X,X;,..., X,,, ) Jfunk-
siva E to'plamda chegaralangan deyiladi.

R™ ! fazodagi ushbu

{(x,f(x)) cx =(X),%,--X, )& R, f(x)e R}

to‘plam ko'p o‘zgaruvchili u = £(x,%;,...,X, ) funksivaning grafigi
deviladi. ' C . .
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Faraz qilaylik, yugorida qaralayotgan f(x,.x,.....x,,) funksiyada

X =@ () =@ (. 1.....1),
X =@ (1) =@ (0. 4,....4),

Xy = ‘Dm“} = («pm(!‘].f:.....rk}

bo‘lsin, bunda ¢,(7) funksiva (i=1,2,...m) T < R* to‘plamda
aniglangan bo‘lib, r=(4,4,...5;)e T bo‘lganda unga mos
x=(x,%...x,) e E bo'lsin. Natijada
Sx@) = f(@ (s @ (s e s eoes @ (B ) = F1) 1y o)
funksiya hosil bo‘ladi. Uni murakkab funksiva deyiladi.

2°. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiya limiti (karrali limiti) ta’riflari.
Faraz qgilaylik, f(x) funksiva (x e R™) E < R™ to‘plamda berilgan,
x" e R™ nuqta E ning limit nuqtasi bo‘lsin. U holda R™ fazoda
shunday {x™}:

XD XD oM

ketma-ketlik topiladiki, bunda

1) Vne N da xX"e E, x'™ #x°;

) n—>swda x'M - x°
bo‘ladi (bunday ketma-ketliklar istalgancha bo‘ladi).

2- ta’rif. (Geyne ta’riif.) Agar

1) Vne N da x'" e E, x'" #x";

2) n—oeda x'™ - x°

shartlarni ganoatlantiruvchi ixtivoriy {x'*} ketma-ketlik uchun
n—eda f(x'")—> A4

bo‘lsa, Ason f(x)= f(x.%.....x, ) funksiyaning x" = (x}’, x}. ..., x)

nuqtadagi limiti (karrali limiti) deviladi. Uni Jdim f(x) = A yoki

X—X
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lim f(x,%,..,x,)=4

Ty tm

x - x;

kabi belgilanadi,

Eslatma. Agar

™}, (X e E,x" 2 x% n=1,2,.),
), e £, y™ «x® n=1,2,.)
ketma-Ketliklar uchun # — < da
x5 xB Pty K0
bo'lib,
Fx"y S5 A, FA)Y o B, A+ B

bo‘lsa, f(x) funksiva x? nugtada limitga ega bo'lmaydi.

2- ta’rif. (Koshi ta’rifi.) Agar Ve > 0 son olinganda ham shunday
8 = d(e) > 0 topilsaki, 0 < p(x, x%) < ¢ tengsizlikni ganoatlantiruv-
chi Vxe £ (FEc R™) da

1f{x) - Al<e

tengsizlik bajarilsa, A son f{x) funksiyaning x* nuqtadagi limiti (karrali
Iimiri) deyviladi. .

Bu ta’rifni gisgacha gilib quyidagicha ham aytsa bo‘ladi. Agar

ve>0, 3850, Vxe EnUs(X)\{x*D: flx)-4 <=

bo'lsa, A son f(x) funksiyaning x® nuqtadagi limiti deyiladi.

3°. Funksiya limitining mavjudligi. Faraz qilaylik, f{x)=
= f(x;,%,.-- X, ) funksiva £¢ R™ to'plamda berilgan bo‘lib,
xl = (x,° I S xﬂ,) nuqta £ to‘plamning limit nuqtasi bo‘lsin.

1- teorema. (Koshi teoremasi.) f(x) funksiva x® nuqtada limitga

ega bo‘lishi uchun Ve > 0 son olinganda ham shunday & > 0 son
topilib,
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Vx'e En(Us(x*)\{x"})), Vx"e En(Us(x")\ {x"})
nugtalarda
f(x)-f(x) <e
tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.
o Zarurligi. Aytaylik, f(x) funksiva X nugtada A limitga ega bolsin:
lim f(x)=4.

XX

Limit ta'rifiga ko‘ra,
ve>0, 33>0, Yxe En(Ug(x")\ {x"):
E
f(x)-A < 5

bo‘ladi. Jumladan,

x'e En(Us; X))\ {x"}), x"e EnWUs(x")\{x*}):
nugtalar uchun
f(x')- A <;. S(xX) =A<
bo‘ladi.
Keyingi tengsizliklardan
f(x)=f(x) |f(xX)-A|+|f(x)-A <E
bo‘lishi kelib chiqgadi.
Yerarliligi. Avtaylik, Ve > 0 son olinganda ham shunday 8> 0 son
topiladiki, bunda
vx'e En(Us(x)\{x"}), ¥x"e En(Us(x")\ {x"))
nugtalar uchun

f(x)-f(x") <e

tengsizlik bajariladi.

+ nugtaga intiluvchi ikkita {x'"'}, {3} ketma-ketliklarni ola-
miz: n — o da

tr) |

>x% (xXMeE, XM £x" n
>x", O'MeE, y"ex®, n=|,

X

Jn)

o A

2
2,

L
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Bu ketma-ketliklar hadlaridan foydalanib, ushbu

xlll. Vllr x(l L,tl xim I’,rmrl

ketma-ketlikni hosil gilamiz. Uni {Z™} ketma-ketlik deyllk Ravshanki,
bu ketma-ketlikning ham limiti X* bo‘ladi: n — « da

#2580 (e E, EX, n=l2,.)

Limit ta’rifiga binoan yuqoridagi 8 > 0 songa ko'‘ra shunday n,e N
topiladiki, Yn > n', Ym> n’da

e En(Us(x")\ {x*}),
) e En(Us(xH\ D

bo'ladi.
Teoremaning shartidan

(")~ f(z'™)| <e
tengsizlikning bajarilishi kelib chigadi. Demak, {/(z")} sonlar ketma-
ketligi fundamental ketma-ketlik bo‘ladi. Binobarin, u yaqinlashuvchi:
n—o dafizd" - A
U holda n — = da

Sy >4, fO")>4
bo‘lib, funksiya limitining Geyne ta’rifiga ko‘ra
limn f(x)=A

X=X

bo‘ladi. »

4°. Takroriy limitlar. Faraz gilaylik, f(x) = f(x.%,.., X, ) funk-
siva Ee R™ to'plamda berilgan bo‘lib, x* =(x!, x}, ... x5) € R™
shu £ to‘plamning limit nugtasi bo‘lsin.

mta x,. X,, ..., X,, o‘zgaruvchilarga bog‘lig bo‘lgan f(x;.....x,,)
funksiyada x,, x5, ..., x,, 0‘zgaruvchilar tayinlansa, ravshanki, u bitta
x, o‘zgaruvchining funksiyasiga aylanadi. Aytaylik, bu funksiya
X — x| da limitga ega bo‘lsin:

Hm f(X, %0 X)) = @ (3, Xy sy X ) -

X =y
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Endi ¢, (x,,x;.....x,,) funksivada x;, x;, .... x,, o‘zgaruvchilar
tayinlanib, so‘ngra x, —» x) limitga o'tilsa.

m @ (. X% X)) = 0y (X5, X s %)

13 —+X,
bo'lib, berilgan funksivaning

Iim‘ limﬂ S, %00 Xy)

X} Xy X| %

limiti hosil bo‘ladi.
Xuddi shunga o‘xshash f(x,,x;,...,x,,) funksiyaning

Xy v Xy iy Xy
¢ : . . < 0 0 g S
o‘zgaruvchilari mos ravishda .x,f;*. Xy, 5 s X larga intilgandagi limiti
lim .. lim_ f(x.%,....X%,)
II‘ al' 1»] ;_1:
X

ni ham garash mumkin.

Odatda. bu limitlar f(x,,x,,...,x,,) funksiyaning takroriy limitlari
deyiladi. f(x;.x;,...,x, ) funksiya argumentlari x;, Xy, ..., Xx,, lar
mos ravishda x', x), ..., x;, sonlarga turli tartibda intilganda funk-
sivaning turli takroriv limitlari hosil bo‘ladi.

Ko*p o‘zgaruvchili funksiyaning limiti (karrali limiti) hamda uning
takroriy limitlari turlicha munosabatda bo‘ladi. Ular haqgida xususiy
holda, keyingi bandda bayon etamiz.

5°. Xususiy hollar. m = 1 bo‘lganda bitta o‘zgaruvchiga bog'lig
bo‘lgan R fazodagi biror to‘plamda aniglangan u = f(x) funksivaga
ega bo‘lamiz. Bu funksiva va uning limiti 11- va 12- ma’ruzalarda
o‘rganilgan va to‘lig ma'lumotlar keltirilgan.

m = 2bo‘lganda R’ fazodagi (tekislikdagi) biror to‘plamda anig-
langan ikki o‘zgaruvchiga bog'lig bo'lgan u = f(x,y) funksivaga
ega bo‘lamiz. Masalan,

e 1
y= x4y -l

{4 -x? -}'3
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24- chizma. 25- chizma.

Bu funksivaning aniglanish to*plami tekislikning ushbu
2 +y?-1>0,
§axt =yt
sistemani ganoatlantiradigan nuqtalar to‘plami 24- chizmada tasvir-
langan halgani ifodalaydi:

Ikki o‘zgaruvchiga bog'lig bo‘lgan « = f(x.y) funksivaning grafigi
umuman R° fazoda (biz yashab turgan fazoda) sirtni ifodalaydi. Masa-
lan, ushbu

u=x*+y?
funksivaning grafigi R* fazoda 25- chizmada tasvirlangan aylanma
paraboloid bo‘ladi.

Aytaylik, f(x, y) funksiva E < R? to‘plamda berilgan bo'lib,
(x,.¥) € R? nugta £ ning limit nuqtasi bo‘lsin. Bu ikki o‘zgaruvchili
funksiya limiti ta’riflari quyidagicha bo'ladi:

Agar: 1)Vne Nda (x,,y,)e E, (x,.5,) # (xq.7),

2) n »eda (x,,y,) > (x5, ¥)
shartni gqanoatlantiruvchi ixtiyoriy {(x,.y,)} nuqgtalar ketma-ketligi uchun
n—e~da f(x,.y,) > A
bo'lsa, A4 son funksivaning (x,, »,) nuqtadagi limiti (karrali limiti)
deyiladi va

lim  f(x,y)=4 yoki lim f(x,y)=4
X

(x.¥)+(x5 )

kabi belgilanadi.
40
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Agar Ve>0 olinganda ham shunday & > 0 topilsaki,
0 < pl(x,y).(x4.¥)) < & tengsizlikni qanoatlantiruvehi V(x.y)e E da
flx,y)-A <¢
tengsizlik bajarilsa, A son f(x, y) funksivaning (x,.),) nugtadagi limiti
(karrali limiti) deviladi.
Berilgan funksivaning ikkita takroriy limitlari:

lim lim f(x,y). lim lim f(x,»)
X=3Xnp ¥ y=4yp X%

bo‘lishi mumkKin.
1- misol. Ushbu

xy
f.(x!_}') = \-‘r.l': -l—]-'2
0 , agar x*+y’ =0 bo'lsa

agar x° +y° #0 bo'lsa,

funksivaning (x, ¥) — (0. 0) dagi limiti 0 bo'lishi ko'rsatilsin.
<« Koshi ta'rifidan fovdalanib topamiz:
Ve > 0 son uchun § = 2¢ deyilsa,

0<p((x.»),(0. 0))<8

tengsizlikni ganoatlantiruvchi ¥(x,v)e R? da

Fx,y)-0 = |2 Sl x2+y2:-lp(lx.}'l,[ﬂ.(}]){lﬁ:s
r+y - 2 2
bo‘ladi. Demak, Iinéf(x.y)=0. [ 2

y—al)
2- misol. Ushbu
2.2
.f(x*.".) = :] 1“ '_v . ]
Xy H{x-y)°
funksivaning (0, 0) nugtada limiti mavjud emasligi ko‘rsatilsin.
<« Ravshanki, bu funksiva
R*\{(0.0)}

to‘plamda aniglangan va (0. 0) nugta shu to‘plamning limit nuqtasi.
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(0,0) num intiluvehi G L-0 ketma-ketliklamni
olaylik:

()= 0o. (oo

(1 )hamda (-— ——) nuqtalarda (n=1, 2, 3) berilgan funksiya-

ningglynmatlan
) At s ot
bolib, R R R R B

bo‘ladi. Funksiya limitining Geyne ta’rifidan foydalanib, berilgan funk-
sivaning (x, ¥} = (0, 0) da limitga ega emasligini topamiz. »
3- misol. Ushbu

Xy 2.2 .
— ,agar x- +y° =0 bo'lsa,
Fx,y) = (V¥ +p?
0 ,agar x’+y’ =0 bo'lsa

fonksivaning (0,0) da takroriy limitlari topilsin.
< « Berilgan funksiyaning takroriy limitlarini topamiz:

hmf(x y)= ilmT—=v =0, limlim f(x,¥)=0,
x2+y2 y—+0 x—0

llm fix,y)= llm =0, l1m lun flx,y) =

Jx2+y2 x40} y»
Demak, berilgan funksiyaning (0, 0) nuqtadagi takroriy limitlari bir-
biriga teng bo‘lib, ular 0 ga teng. P
2xy
4- misol. Ushbu f(x,y} =2 Jx+3y’
0 ,agar x+3y =10 bo'lsa

agar x+3y #0 bo‘lsa,

funksiyaning (0,0) nuqtadagi takroriy limitlan topilsin.
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« Berilgan funksiyaning takroriy limitlari quyidagicha bo‘ladi:
2x-y _ 1 im limZx—y 1,

T =——_ 1

x—0 x+3y 37yl xal x+3y 3’
lim 252Y =2, lim lim 2X2% = 2
»=0 X413y x=0y=0 x43y

Ayni paytda, berilgan funksiva {x.y) — (0,0) da limitga (karrali Li-
mitga) ega bo‘lmaydi, chunki

(L0, (8=

ketma-ketliklar uchun

RO R

ba‘lib, ular bir-biriga teng emas. »
5~ misol. Ushbu

]
x+ysin -, agar x #0 bo'lsa,
fle,py=4 7Y
0 , agar x =0 bo‘lsa

funksivaning (0,0) 'nuqtadagi takroriy limitlari topilsin.
<« Bu funksiva uchun

lm f{(x,y)=x, limlim f(x,y)=0
yol x—0 p0
bo‘lib,
Ll_rg lim 7 (x, y)
esa mavjud bo‘lmaydi. ’
Ayni paytda, (x, y) — (0,0) da berilgan funksiyaning limiti (kar-
rali limiti) mavjud bo‘ladi, chunki
|fix,») =0 = "x+ysm ‘4 x|+l (x=0)
bo'lib,
lina flx,y}=0
¥
bo‘ladi. »
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Faraz qilaylik, f(x,) funksiya R‘ fazodagi
E = {(x e R x-xl<a, y—yu|<b}
to‘plamda berilgan bo'lsin.
2- teorema. Agar

1) (x,y) - (xg,y;) da f(x,y) funksiyaning limiti (karrali hmm)
mavjud va

im f(x,y) = 4;
N

2) har bir tayinlanigan x da

Em fxp)=et) L @)
mavjud bo‘lsa, u ho_lda oo
C lim lim f(x,p)

X=X V=¥ TS SV HES
takroriy limit mavjud va
lim lim f(x,y)=A
X=Xy ¥+
bo‘ladi. e
4 Aytaylik, . lim fx,y)=A
J’*ﬂh

bo'lsin. Limit ta’rifiga binoan, ve >0 olmganda ham shunday §>0
topiladiki, ushbu

{(x,)e R: x-x] <8, [y-wl<8}cE
to‘plamning barcha (x, y) nuqtalari uchun

S, y)-Al<e S
tengsizlik bajariladi, Keyingi tengsizlikdan, y — y, da limitga o‘ﬁbtommizz
p(x) - Al <e.

Demak, Jin;) p(x)=A. o 3)

(2) va (3) munosabatlardan
lim im f{x,»)= A

XXy Y=g
. bo'lishi kelib chigadi. b
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Xuddi shunga o‘xshash quyidagi teorema isbotianadi.
3- teorema. Agar:
1) (x,¥) = (x,¥p) da f(x, y) funksivaning limiti (karrali limiti)
mavjud va
lim f(x,y) = 4,

XX

]
2) har bir tayinlangan y da
lim f{x,y}=0(y)
y-3
mavjud bo‘lsa, u holda
' lim lim f(x,y)
XXy ¥Y¥o
takroriy limit mavjud va
lim lim f{x,p)=A
X=X YY)
bo'‘ladi.
Natija. Agar f{x,)) funksiya uchun bir vaqtda yuqoridagi 2- va
3- tecremalarning shartlari bajarilsa, u holda
Hm f(x, )= lim lim f(x,¥)=lim lim f(x,
X—A X—LI]] F—rn y—)}’ﬂ X=X
Y=+
bo'ladi.

Mashqlar

1. Funksiya limiti Geyne va Koshi ta'riflarining ekvivalentligi
ko'rsatilsin.

2. Limitga ega bo'lzgan funksiyalarning xossalari keltirilsin. -

3. Ushbu

im f(x,y)= A4 ’
X—pon .
F—pea .

limit ta’riflansin.

4. Ushbu
Em (XZ ,V2 )e—(X'I-JII) f/.
X 30 ’
Yo e

limit hisoblansin.
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58- ma’ruza

Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning uzluksizligi.
Tekis uzluksizlik. Kantor teoremasi

1°. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiva uzluksizligi tushunchasi. Faraz qi-
lavlik, f(x)= f{x,x;,..-, x,,) funksiva R™ fazodagi £ to‘plamda
berilgan bo‘lib, X’ € E nugta E to‘plamning limit nugtasi bo‘lsin.

1-ta’rif. Agar

Jirm f(x) = 7(x%) ¢y

bo‘lsa, f(x) funksiya x® nuqtada uzluksiz deyiladi.

2-ta’rif, (Geyne ta’rifi.) Agar;

1) ¥vre Ndaxi?e E

2) 1 > eo da X — x?
shartlarni ganoatlantiruvchi ixtivoriy {x%} ketma-ketlik uchun

n e da f(x") - ")

bo‘lsa, f(x) funksiya xX° nuqtada uzluksiz deyiladi.

3- ta’rif. (Koshi ta’rifi.). Agar

Ve>0, 36>0, Yxe ENU(x"), |f(x)-f(x°)| <e
bo‘lsa, f(x) funksiya x° nugtada uzluksiz deyiladi.
Umuman, # = f(x) funksivaning x° e F nuqtadagi uzluksizligi
quyidagini anglatadi:
ve>0, 38>0, Yxe ENU;(xY), f(X)e U (S(x*)).
Qdatda, ushbu .
A= f(x)-fx"), (x=(x, %, Xn) X* =,y X))

ayirma u = f(x) funksiyaning x® nuqtadagi orttirmasi (to‘liq orttirmasi)
deviladi.

Agar
Ax] le""x::), M2=x2—x§, tny Axmzxm—xg
deyilsa, u holda
— 0 0 0 ¢ 0 0
Au = fx] +Ax, X +4xy, ., X, +AX ) - F{x], X3, ., Xp)

bo‘ladi. Yuqoridagi (1) munosabatdan foydalanib quyidagi tasdigni
ayta olamiz:
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f(x) funksiva x* nuqtada vuzluksiz bo‘lishi uchun

lim Au =0, va'ni

X 2p

bo'lishi zarur va yetarli.

lim Au=(
Axy =0
Axy 30

Yugoridagi ta'riflar ekvivalent ta'riflar bo‘ladi.
Agar (1) munosabat bajarilmasa. f(x) funksiya x” nugtada uzilishga

ega deyiladi.

4- ta’rif. Agar f(x) funksiya £ to'plamning har bir nugtasida
uzluksiz bo‘lsa, funksiya shu £ to‘plamda uzluksiz deviladi.

Ko'p o‘zgaruvchili funksiyalarda funksivaning nugtadagi to'lig
orttirmasi tushunchasi bilan bir gatorda uning xususiy orttirmalari

tushunchalari ham kiritiladi.
Ushbu

Ju= O+ A0 ) - (R, ),
nx:uuf(x] XA, X)) = (2, ),
Ay = FOd oy tpg o #85)~ Flof A ...
ayirmalar mos ravishda f(x) funk@.yanmg x! nugtadagi 9T R 3
o‘zgaruvchilar bo‘yicha xususiy orttirmalari deyiladi. Ravshankl
xl\]ﬂl»nA“u 0,
lim A, u=0,
im Au =0 = {30 2
lim A, u=0
vy 30 "

bo'ladi. Biroq, A, —0da A, u—0 (k=12,.

.»m) bo‘lishidan

lim Au =10

x-3xp

bo'lishi har doim kelib chigavermaydi (bunga misol keyingi bandda

keltiriladi).
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2°. Uzluksiz funksiyalarning sodda xessalari. Faraz gilaylik. /(x)
va g(x) funksivalar £ R” to‘plamda berilgan bo'lib, X" € E nuqgtada
uzluksiz bo'lsin. U holda

¢ fx) SR ). ) -g). T (g(x") 20)
funksiyalar ham x" negtada uzluksiz bo‘ladi, bunda ¢ = const.
Bu tasdigning isboti 15- ma’ruzadagi mos tasdigning isboti kabidir.
Avtaylik,
Xy =0 (o) =@ (1),

x_? = lpz(!],fz....,f£)= (p:(f).

xm — (pm“l-tl!""[k) = ‘Pm(”

funksiyalarning har biri M R* to‘plamda aniglangan bo‘lsin. Bu (2)

munosabat natijasida M to‘plamning har bir 7 =(#,.4.....7;) nug-

tasiga mos keluvchi R™ fazoning x = (x;.x,...., X, ) nuqtasi hosil bo*-

ladi. Bunday nuqtalar to'plamini £ deylil:. Ravshanki, £< R"™ bo‘ladi.
Faraz qilaylik, E to‘plamda

U= f(x)= f(x1,% s Xp)
»funksiva aniglangan bo‘lsin. Natijada
te M »xe E—-uc R,
ya'ni  (4,4,....0,)e M = (x,%;....,x,,) € E = ue R bo'lib,
u=f(x())= £(@ (s i) (tsisty )soeis @y s ty)) =

= Q’(I) = (D(ll,fz....,fk)

murakkab funksiva hosil bo‘ladi.
1- teorema. Agar

% =00, % S0l =0lt), (=, )
funksivalar t* = (t]....1))e M ¢ R* nugtada uzluksiz, u= f(x)
funksiya x” =(x/,.x},..,x%)e Ec R™ nuqtada (x) =g, ("),
Xy =y ("), X5 = @, (")) uzluksiz bo‘lsa, u holda f(x(1))=
= f(¢;.9;.....9,) murakkab funksiya /° nugtada uzluksiz bo‘ladi.
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4 Shartga ko'ra f(x) funksiva x* nugtada uzluksiz. U holda ta’-
rifga binoan

Ve>0, 38 >0, vxe Enls(x°): i/ (x)- fG:P)<e 3
bo'ladi. Ravshanki.
vxe Enls(x")=lx, - X% <&, (1=1,2,..,m) E)]
bo'ladi. Shartga ko'ra @ (1) (f =1,2,..,m) funksivalar ° nugtada
nziuksiz, Ta’rifga binoan & > ¢ uchun shunday §, > 0 topiladiki, bunda
Vie MU (©°): lp, (1) - (") < 8
boladi, i =1,2,...,m.
Endi min{3,,3,,...,5,} =& deb olamiz. U holda ¥/ & M nUs (")
va barcha i =1,2,....m lar uchun
Do ") < 5, yani x, -xP| < B
bo‘ladi. (3) va (4) munosabatlardan vie M U, (%) 'uchun

L (x(0)) - f(x(i) <€

bo'lishi kelib chigadi. Demak, murakkab f(x(s)) funksiya r* nugtada
uziuksiz, I+

3°. To‘plamda uzluksiz bo‘lgan funksiyalarning xossalari. Endi
to'plamda n2fuksiz bo‘lgan funksivalarning xossalarini keltiramiz.

2- teorema. Agar f(x) funksiva chegaralangan yopiq £E< R”
to'plamda nzluksiz bo'lsa, funksiya E da chegaralangan bo‘ladi.

4 Aytaylik, funksiya shu F to'plamda chegaralanmagan bo‘lsin.
U holda

vie N, X" e E:{f(x*")2n (n=1,2,.)

bo‘ladi. Ravshanki, {x"'} ketma-ketlik chegaralangan. Bolsano—Veyer-
shirass teoremasiga ko‘ra yaginjashuvchi

{xtw} (X" e E, k=12,.)
gismniy ketma-ketlik mavjud:

koo da x5 x"va x"<¢ E.
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Ayni paytda, f(x) funksiyaning E da uzluksizligidan
k > da f(x") 5 f(x)
bo‘lishi kelib chigadi. Bu ¢sa
k= da f(xX'"™) 2m — 4o

deyilishiga zid. Ziddivat f{x) funksivaning £ da chegaralanmagan de-
yilishidan kelib chigdi. Demak, f(x) funksiya £ da chegaralangan. b

3- teorema. Agar f(x) funksiva chegaralangan yopiq £ R" to'p-
lamda uzluksiz bo‘lsa, funksiva shu to‘plamda o‘zining aniq yugori
hamda aniq quyi chegaralariga erishadi, ya'ni

IxM e E, sup{fi(x)}=f(x"),
\-.L‘
" e E, in{{f(x)}: (™)
bo‘ladi.
4 Yugoridagi teoremaga ko'ra f(x) funksiya £ to'plamda chega-
ralangan bo‘ladi. U holda bu funksiva aniq chegaralarga ega:
sup{f{x)}:a. i‘n{_{f(x)]-—.b.
Xe L e
Aniq yuqori chegara ta'rifiga ko'ra
Vne N, Ix'" e E:a- rla < flx")<sa (a=12,s)
bo‘ladi. Ravshanki, {x”} chegaralangan ketma-ketlik bo‘lib, undan
{x} gismiy ketma-ketlik ajratish mumkinki,
koo dax!™ 5 x vax"ek 5
bo‘ladi. Berilgan funksivaning uzluksizligidan foydalanib topamiz:
k—eda f(x'")) 5 f(x).
Ayni paytda,

Yne N da q- : c f(x" 'y a
L

bo'lib, undan & — ~ da

f(x'"™))y 5 a (6)
bo‘lishi kelib chiqadi. (5) va (6) munosabatlardan
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S(x) =a =sup{f (%)}, (x' &)

bo‘lishini topamiz.

Xuddi shunga o xshash

Ny =b=inf{f(x)}, (x™ e E)

bo'lishi isbotlanadi. &

4- teorema. Faraz qilaylik, f(x) = f(x;,%;,...,X,,} funksiya bog‘-
lamli £¢ R" to plamda berilgan bo'lsin.

Apar:

1) f(x) tunksiva £ da uzluksiz,

Na=(a.a.. . ,a,)e E, b=(h.,b,. b )e E
nugtajarda turli ishorali giymatlarga ega.

(fla)y>0. f(b)<0 yoki f(a)y< 0, f(b)>0) _
bo‘lsa. u helda shunday ¢ = (¢;.¢,....,¢,, ) € £ nuqta topiladiki,
fle)=0
bo'ladi. o
o Ayiaylik. f(x) funksiya bog'lamli £ R to‘plamda uzluksiz
bo‘lib. '
fla)<0, f(by>0

bo‘lsin.

£ — bog'lamli to'plam. Binobarin, & va b nuqtalarni birlashtiruvchi
va shu to‘plamga tegishli sinig chiziq topiladi. Agar bu siniq chiziq
uchlarini ifodalovihi nugtalaming birida f{x) funksiya nolga aylansa,
teorema isbotlanadi.

Agar siniq chizig uchlarida f(x) funksiya nolga aylanmasa, u
holda sinig chizigning shunday kesmasi topiladiki, uning bir uchi
" =(a).a;.....a,) da f(a') <0, ikkinchi uchi »"=(#,5},....,5,)
da f{6) >0 bo'ladi.

Endi fix)= f(x,x;,...,%,) nishu kesma

k={(x, Xy, X, )€ R™ 1 =0 +1(& ~ a]),
X =a; + (b —ay), ... x,, = a,, + (b, - a,,)}
(0<¢<1) da gqaraymiz. U holda
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Sla + Uy -a), a +1(& -a), .., a, +i1(b, -a,)) = F(7)
bo‘lib, bitta r o‘zgaruvchiga bog‘liq funksiya hosil bo‘ladi. Bu funksiya
[0, 1] segmentda uzluksiz va

F(0)y=f(a) <0, F)=Fb)>0
bo‘ladi. U holda 16- ma’ruzada keltirilgan teoremaga ko‘ra shunday
i, € (0,1) nuqta topiladiki, bunda
F(ty)=0,
ya'ni _

flal + (5 -q)), ay +1(b —a)), ..., df +5(5, ~a,)) =0

bo'ladi. Agar

c=a +1,(h ~a), o =a; +ty(By —~a3), ..., &, =a, +4{b, —a,,)
deyilsa, u holda ¢ =(¢;,c5,...,c,,) € £ nugtada

fey=0
bo‘ladi. P

5- teorema. Faraz qilaylik, f(x) funksiya boglamll E < R”
to‘plamda berilgan bo‘lsin. Agar:

1) f{x) funksiva £ da vziuksiz,

2) ae E, be F nuqtalarda f(a)=A, f(b)=8
qiymatlarga ega va A = B bo'lsa, u holda 4 bilan B orasida har
ganday € son olinsa ham, shunday ¢ ¢ £ nugta topiladiki, bunda

flay=C

bo‘ladi.

4 Bu teorema yuqoeridagi 4- tecrema Kabi ishotlanadi. W

4°. Funksiyaning tekis uzluksizligi. Kantor teoremasi. Avtaylik,
f(x) funksiya £c R™ to‘plamda berilgan bo‘lsin.

5-ta’rif. Agar ve > 0 son olinganda ham shunday 8 = 8(s) > 0
son topilsaki,

p(x',x") < 3
tengsizlikni qanoatlantiruvchi idtiyoriy x"e £, x*e E uchun
f(x) - f(xX)| <

tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiva E to ‘plamda tekis uziuksiz deyiladi,
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Agar f(x) funksiya E to‘plamda tekis wzluksiz bo‘lsa, u shu
to‘plamda uzluksiz bo‘ladi.

4 Hagiqatan ham, yuqoridagi ta’rifda x” nuqta sifatida x®e £
olinsa, funksiyaning x* nugtada uzluksizligi, binobarin, E to‘plamda
uzluksizligi kelib chigadi. »

f(x) funksiyaning £c R™ to‘plamda tekis uzluksiz emasligi quyi-
dagicha:

Jg, >0, v8>0, e £, Ix"e E, p(x,x")<8:|f(x")- f(x") 2 g,
ko‘rinishda bo‘ladi.

6- teorema. (Kantor teoremasi.) Agar f(x) funksiya chegaralangan

yopiq £c R™ to‘plamda wzluksiz bo‘lsa, funksiya shu to‘plamda
tekis uzluksiz bo‘ladi.

o Faraz qilaylik, f(x) funksiya chegaralangan yopiq Ec R"
to‘plamda uzluksiz bo‘lib, u shu to‘plamda tekis uzluksiz bo‘lmasin.
U holda biror £, > 0 son va ¥# € N uchun £ to'plamda

p(x”,y") < 1y (n=1,2,3,.0)
tengsizlikni ganoatlantiruvchi shunday
xMe E, yeE
nuqtalar topiladiki, bunda

£y = FOA™)

2

bo‘ladi. Ravshanki,

X"}, x™e E, n=1,2,3.) . . |
ketma-ketlik chegaralangan. Undan yaginlashuvchi gismiy ketma-
ketlik ajratish mumkin:

k= oo da x5 x® va x"c E.

Masofa xossasidan foydalanib topamiz:
PO, x) < p™), X)) +p(x ), 1) < L4 p(x ™), x0).
k
Keyingi munosabatdan, k& — o da limitga o‘tish bilan

PO 5 0

bo‘lishini topamiz. f(x) funksiva E to‘plamda, jumladan, x% E
nuqtada uzluksiz. U holda & — = da
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f(x") 5 f(x"), fO™) = f(x°)
bo‘lib, undan

f{xlﬂil)_f(ylml)_)o
bo'lishi kelib chigadi. Bu esa

f(x(ﬂi | ) _ f(}.l”ﬁ ]) > €
deb qilingan farazga ziddir. Demak. f(x) funksiva E to‘plamda tekis
uzluksiz. p

Aytaylik, R™ fazoda biror E to'plam berilgan bo'lsin: £c R"

Ushbu
o= sup p(x’,x")
xeEx"eE
miqdor £ o ‘plamning diametri deyiladi.
6- ta’rif. f (x) funksiva Ec R" to‘plamda aniglangan bo‘lsin. U holda
o(f,E)= sup {f(x)-f(x")}
xel x%ek
son f(x) funksivaning £ 1o ‘plamdagi tebranishi deyiladi.

Natija. f(x) funksiva chegaralangan vopiq £ < R" to‘plamda
uzluksiz bo‘lsa, u holda Ve > 0 son uchun shunday 8 > ( son topiladiki.
bunda £ to‘plamni diametri § dan kichik bo'lgan £, to‘plamlarga
ajratish mumkin:

x*JEi =E, E,nE =0, (k=i)
va har bir £, da
w(f; E& } =g
bo‘ladi.

<« Natijaning shartidan f(x) funksiyaning E to‘plamda tekis uz-
luksizligi kelib chigadi. U holda ta’rifga binoan Ve > 0 uchun shunday
8 > 0 topiladiki, bunda p(x’,x") <& tengsizlikni ganoatlantiruvchi
ixtiyoriy x"e E,x"e E nugtalarda

f(x) - f(xX)<e
bo'ladi.
Ravshanki, Vx"e E;, Vx"e E;, nuqtalar uchun

p(x".x") <3
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tengsizlik bajariladi. Demalk,

f(x") - f(X)|<e.
Keyingi tengsizlikdan
sup  {f(x)=-f(x)}<e,
xeky xe by
va'ni
‘-U(f: 'Ek )<e
bo‘lishi kelib chigadi. P
5°. Xususiy hollar. m = 1 bo‘lganda R” = R va bundagi to‘plamda
berilgan funksivaning uzluksizligi bir o‘zgaruvchili « = f(x) funksiya-
ning {x e R, u < R) uzluksizligi bo'lib, uning xossalari 15—17-ma’-
ruzalarda o‘rganilgan. m = 2 bo‘lganda R™ = R? va undan M to‘p-
lamda berilgan funksivaning uzluksizligi, ikki o‘zgaruvchili u = f(x,y)
funksiyaning ((x,y)e E « R?.ue R) uzluksizligi bo‘lib, uning
(xy.¥y) € E nuqtadagi uzluksizligi quyidagicha bo‘ladi. Agar:
J(11"1’;‘“}‘ F(x,»)=f(%,%)
Y=
bo‘lsa yoki Ve>0, 38>0, V(x,y)e EnUs((x;, ) :
f(x!y)-f(xﬂ:yﬂ): <E
bo‘lsa, voki Vne N da (x,.y,)e E bo‘lgan va n—e da
(x,,¥,) = (X4, ¥,) boladigan ixtiyoriy {(x,, y,)} ketma-ketlik uchun
f(x,.v,) = f(x,¥) bo‘lsa, yoki
lim f(x,y) = lim [f(x + &%, 3 +43) = f(%. %)] =0
Ay =0 Av_-a-U
bo‘lsa, f(x,y) funksiya (x,, ¥,) nuqtada uzluksiz bo‘ladi.
1- misol. Ushbu
flx,y)=x+y
funksivaning R’ da uzluksiz bo‘lishi ko‘rsatilsin.
« Ve > 0 sonini olamiz. Unga ko‘ra § > 0 soni & = © deyilsa, u
holda -

PUCx, 1), (X9, 0)) = (X =% ) +(y =3 ) < B
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tengsizlikni qanoatlantiruvchi ¥(x,y)e R’ nugqtalarda
Sx,3) = f(x%, %) =x+y—(x +3)| <

SIx-x +ly -yl S2y(x-x,)? <28 =¢

bo‘ladi. Bu esa ta'rifga ko‘ra berilgan funksiyaning ¥(x,, ¥,) e R’
nugtada uzluksiz bo‘lishini bildiradi. »
Avtaylik, f(x,») funksiva Ec R’ to‘plamda berilgan bo‘lib,
(xy,¥p) € E bo‘lsin. Ma'lumki, bu funksivaning to‘lig orttirmasi
Af (xg,¥0) = f(xg + Ax, yo + Ay) = (X4, %)
xususiy orttirmalari
A S (Xg:30) = [(Xo + 8%, ¥o) = f(X5. })s
Ayf(-"ﬂ‘yo) = f(x. Yo +AY) = f(%3.%)

bo‘ladi ((x) +Ax, yo +Ay) e E, (x5 +Ax, )€ E, (X, ¥ +AV)e E).

A lim Ao, 30) =0, (Jma, fGa, %) =0)

Ax—0
bo'lsa, f(x,y) funksiva (x;, »y) nugtada x o‘zgaruvchi bo‘yicha (y o'z-
garuvchi bo'yicha) uzluksiz deyiladi. Ravshanki, f(x,») funksiya (x;, v,)
nuqtada uzluksiz bo‘lsa, funksiya shu nuqtada har bir o‘zgaruvchisi
bo‘yicha uzluksiz bo‘ladi.

Birog, f(x,y) funksiyaning (x, y,) nugtada har bir o‘zgaruvchisi
bo‘yicha uzluksiz bo'lishidan uning shu nugtada uzluksiz bo‘lishi
har doim ham kelib chigavermaydi.

2- misol. Ushbu

3”2 , agar x> +y* 20 bo'lsa,
f(x,y) =<4 Xty
0 , agar x* +y’ =0 bo'lsa
funksiya (0, 0) nuqtada uzluksizlikka tekshirilsin.
<« Berilgan funksiyaning (0, 0) nuqgtadagi xususiy orttirmalari
A S(0,0)= f(0+Ax,0)- £(0,0)=0,

A,.f((].{]) - f(O,O‘F A,]r') = f(O.U) =10
bo‘lib, ’
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‘gr?oz\xf(0.0) =0, li’EﬂA“’f(O'O] =0

bo‘ladi. Demak, £(x,y) funksiva (0, 0) nuqtada har bir o‘zgaruvchisi
bo'vicha uzluksiz.
Qaralayotgan funksiyvaning (0,0) nuqtadagi to'lig orttirmasi

AF(0,0) = £(0 +Ax, 0+ Ay) - £(0,0) = 24
AX* +Ay
bo‘ladi. Ushbu
lim Af(0,0)
Ax -l
Ayl
limit mavjud bo‘lmaydi, chunki
AT=-!—)U 2_____2 ] 4
2 & FgEtyprgtn
Ay = .?]' -0 ’;2 + nl
Ax=1 50 g 1 1
! da Af(0,0)= "7 =] 1.
Ay == >0 =+
n n n

Demak. berilgan funksiya (0, 0) nuqtada uzluksiz bo‘lmaydi. »
3- misol. Ushbu

S(x.y)= o '"!"_ i
sin® mx+sin® my
funksivaning uzilish nugtalari topilsin.
<« Bu funksiya R? to'plamning

sinmx = 0,

sinmy =0
sistemasini ganoatlantiruvchi (x, y) nuqtalarida uzilishga ega. Ravshan-
ki, sistemaning yvechimi

{(.‘C._V)E R, x=neZ, y=me Z}
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to‘plam nugtalaridan iborat. Demak, berilgan funksiyaning uzilish nug-
talari cheksiz ko‘p bo'lib, ular

{(n,m)e R; neZ. me Z}
to‘plamni tashkil etadi. p

Mashglar

1. Agar biror Ec R™ to‘plam va x< R™ uchun
p(x,E)=infp(x,y)
yek£
bo‘lsa, ushbu
f(x)=p(x,E)

funksivaning R™ da uzluksiz bo‘lishi isbotlansin.
2. Ushbu

o
fix,¥) —i;‘;* agar x* +y* >0 bo'lsa,
N =AX 'y

0, agar x=y=0 bo'lsa
funksiya uzluksizlikka tekshirilsin.



13-BOB

KO‘P O‘ZGARUVCHILI FUNKSIYANING HOSILA
VA DIFFERENSIALLARI

59- ma’ruza
Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning xususiy hosilalari.
Funksiyaning differensiallanuvchanligi

1°. Funksiyaning xususiy hosilalari tushunchasi. Faraz gilaylik,

f(x) = f(x,x5,.... X, ) funksiy Ec R™to'plamda berilgan bo‘lib,
=0, x2,...x0)e E, (X +Ax,x),....x2)e E, (Ax 20)
bo'lsin. Bu funksiyaning x" nugtadagi x, o‘zgaruvchi bo'yicha xususiy
orttirmasi
Aqf(x“) = FOR AT, 85 i B = (R 8 10s )
Ax; ga bog‘liq bo‘ladi.
Ax, f(x")
- ta’rif. Us i 1

I- ta’rif. Ushbu .x].],r-I]u =

limit mavjud bo‘lsa. bu limit f(x) = f(x,,x,,....x,, ) funksivaning

¥0 = {xf‘ X3, ... x}) nugtadagi x, o'‘zgaruvchisi bo'vicha xususiy
hosilasi deyiladi. Uni

af (x*) o
o oK £ (x")

kabi belgilanadi:

F) _ e S e, D) A A )
ax, M H.s:qm.u A ag—0 Axy '
Berilgan funksiyaning bu xususiy hosilasini quyidagicha
Flaiad, v 2500, 2. ..
£ (= tim s RV AL B R)

. X=X

deb ta'riflasa ham bo‘ladi.
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f(x,x%,..,X,) funksivaning boshga x,,x;,..., x,, o‘zgaruvchilari
bo'yicha ;{mumr hosilalari ham xuddi shunga o xshash ta'riflanadi:

I _ éxzftX°> = im T2 ) AR B )

F - M?Pro Axy Ay 0 .1‘C_3_
YOO _ gy 5Dy SOy ) i
Wy Ag0 Ay T Aty 0 - Ax,,,' . B

(%20, k=2,3,...,m).

Yuqorida keltirilgan ta'riflardan ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning
xususiy hosilalari bir o‘zgaruvchili funksiyaning hosilasi kabi ekanligi
ko‘rinadi. Demak, ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning xususiy hosilalarini
topishda ma’lum jadval va qoidalardan foydalanish mumkin. Jum-
ladan, agar

F(x) = flx: 0%, ) 8(X) = 80X %50 25)
funksivalar Ec R™ to‘plamda berilgan bo‘lib, xe E nuqtada xususiy
hosilalarga ega bo‘lsa, u holda:

1) Vee R d(cf (x)) Bf(x)

-)Ik - B.tk !
A/ ()+8(x) _ af (x)  dg(x),
Xy = th Bxk !
a(f(x)
3) {f(f_}_g_(_x}) af(x)g(X)‘f‘f(X)ag(x)

Bxk

g
4 A5 =g"-'(x)[af-‘-"-’-g(r) f(x)ag‘”]

(g(x)#0), k=12,...m
bo‘ladi.
2°. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning differensiallanuvchanligi.
Zaruriy shart. Aytaylik, f(x)= f(x,.x,...,x,,) funksiva Ec R"
to‘plamda berilgan bo‘lib,
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X =, %), L x8) e E, (xf + A%, ] +Ax,, XD+ 8%, )e E
bo‘lsin. Ma'lumki, berilgan funksiyaning x* nugtadagi to‘la orttirmasi
AF(X®) = F(x® + Ax, XY+ Axy, o, XD+ AX,) - £, XD, L xD)

bo'lib, v Ax;, Axy, ..., Ax,, larga bog‘liq bo‘ladi.
2-ta’rif. Agar Ax,, Ax,, ..., Ax,, orttirmalarga bog'liq bo‘lmagan
shunday 4, 4,, .., 4, soniar topilib, funksivaning x* nugtadagi to‘lig
orttirmasi ushbu
A(xY) = A 8x + A Axy +.. + A Ax, +
+ oA+ OaAX O, AX, )
ko‘rinishda ifodalansa, f(x) finksiva x* nugtada differensialianuvchi

deviladi, bunda o, o, ..., &, 1ar Ax;, Ax,, ..., Ax,, larga bog‘liq va
Ax, = 0,Ax, — 0, ..., Ax,, - 0 da cheksiz kichik migdorlar.

Agar (x?, x), .., x%) hamda (x} + ax,, X} + Axy, ., X0+ Ax )
nuqtalar orasidagi masofa L

p=yax] +Ad +. rax)
uchun Ay, - 0, Ax, —»0,...,4x, -0 da

oy AX) + 0L AX, + ...+ ¢, A%, = 0{p)
bo‘lishini e’tiborga olsak, (1) munosabat ushbu
Af (x") = A)Ax) + A Axy 4.+ A, Ax,, + 0(p) )
ko‘rinishga keladi.

Odatda, (1) va (2) munosabatiar f(x} funksiyaning X nmugtada
differensiallanuvchantik sharti deyiladi,
I1- misol. Ushbu

L) = £00, Xy, X ) =X + X3 + 4 X2

funksiyaning V(x}, x3, ..., x2)e R™ nuqtada differensiallanuvchi
bo‘lishi ko‘rsatilsin.

o Berilgan funksiyaning x° = (x{, x7, ..., x%) nuqtadagi to‘liq
orttirmasini toparmiz:
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MO = (% + A +(x) + A6+ + (X0 +Ax, ) -
A 28 xS = 2 122 A
DX AX, + AX] +AXT 4.+ AXD
Agay

0 0 1
A} = Zx, R A2 = 2x2, vy Am 2x,,,_.
o = AX, ®; = Ax;, ., Q, = AX,

m

devilsa, u holda

ALY = A Ax; + AAxy +o + A A, + OAX, + 0,AX, +o + 0 A,
bo'ladi. Demak, berilgan funksiva vx” ¢ R” nuqtada differensial-
lanuvchi. »

Agar f(x) funksiva £c R™ to'plamning har bir nugtasida diffe-
rensiallanuvchi bo‘lsa, funksiva K to*plamda differcnsiallanuvchi de-
yiladi.

1- teorema. Agar f(x) funksiya x°c Ec R” nuqtada differensial-
lanuvchi bo‘lsa, u holda funksiva shu nuqtada vzluksiz bo'ladi.

4 Shartga ko‘ra f(x) funksiva x* nuqtada differensiailanuvchi.
Demak, funksivaning shu nuqtadagi to’liq orttirmasi

A(x) = A A%, + 8%y + .. + A, A%, + 0AX, + 0LAY, + ... + O,AX,,
bo‘ladi. Bu tenglikdan

Ax,, =0 - £

bo‘lishini topamiz. Demak, f(x) funksiya x® nuqtada uzluksiz. &

2- teorema. Agar f(x) funksiya x° nuqtada differensiallanuvchi
bo‘lsa, u holda funksiyva shu nugtada barcha xususiy hosilalarga ega va

Fo %)= 4, L0600 =4, ., £ ()= 4,

bo'ladi.

« Shartga ko‘ra f(x) funksiya x° nugtada differensialianuvchi.
Binobarin, (1) shart bajariladi. U holda

Ax1 #U, sz =Ax3 =...=Mm =0
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deb olinsa, quyidagi
Ay S (x%) = A Ax, + 0yA%
tenglik hosil bo‘ladi. Bu tenglikdan topamiz:

. AX| f[ 0)
= a, dim (A v )= 4
Demak, f;l (xg) = 4.

Xuddi shunga o‘xshash f(x) funksiyaning x° nugtada f_ o*),
fo (x%), ., £ (x®) xususiy hosilalarining mavjudligi hamda

6 =4y, G0 =4, fi ()= 4,
bo'lishi korsatiladi. b
Bu teoremadan x° nugqtada differensiallanuvchi f(x) funksivaning
orttirmasi uchun

A (x®) = i (XD)ax + fr (30 Ax +..+ £y (x7)Ax, +0(p)
bo‘lishi kelib chigadi.

Eslatma. f(x) funksiyaning biror x? nuqtada barcha xususiy
hosilalari

L 0O, o (X0, £, OO,y F (X0)
ning mavjud bo‘lishidan, uning shu nugtada differensiallanuvchi bo‘-
lishi har doim kelib chigavermaydi (bunga misol keyingi bandda
keltiriladi).

Yugorida keltirilgan teorema va eslatmadan f(x) funksiyaning x®
nugtada barcha xususiy hosilalarga ega bo'lishi funksiyaning shu nugtada
differensiallanuvchi bo'lishining zaruriy sharti ekanligi kelib chigadi.

3°. Funksiya differensiallanuvchanligining yetarli sharti. Faraz
gilaylik, f(x) funksiva £c R™ to‘plamda berilgan bo‘lib, Usx®)c E
bo‘lsin (8 > 0).

3- teorema. Agar f(x) funksiya Uy(x?) da barcha xususiy hosilalarga
ega bo‘lib, bu xususiy hosilalar x* nuqtada vzluksiz bo‘lsa, / (x) funk-
siya x° nugtada differensiallanuvchi bo‘ladi.

<« Ushbu

(x + A%y, x5 + Ay, ., X0+ AX, ) e U (x°)
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nugtani olib, berilgan funksiyaning x° = (x?, x7, ..., x*) nugtadagi
to‘liq orttirmasini gqaraymiz:
A (XY = fOF + 80, 08 + Axy, o Xgy + AX, ) = (X, X7

s X0
Bu orttirmani quyidagicha yozib olamiz:

AFGO) = [ +ax, & +Ax, ., 1+ Ax, ) -
-, 1 +ax, .. x”+.»’_\.x,,,}+ o
+[f()4c,,x2 + A%y ey X0 HAX, ) — (3)
—f(xl, x;,x3 ANy, oy X0+ AX,, ]+
+...+[f(xf’,x§,... x% ., x2 +Ax, ) - f(x{’,xf,‘..,lxo)].
Lagranj teoremasidan foydalanib topamiz:
FOS v o0, +ax%,.., 0 +8%,)- (X, £ +45, ., §h+8%])=
= ol +6, 4%, 5 +8%, .., %, +4%,) A, ;
SR v ax, o, v ax,) - f(X, X, X +8%,.., R +Ax,)=
=fo (8 48, A%, X +4%, .y X, + A%, ) A%

(xl x2a'- xgllsxg-x""&xm) (#]s —"f,---, Jﬂ,): t (4)

= JIx, (xl :!xlo!'"o &4!)£r+emﬂxn)'A&ns " '

([} < gk < 1) k = l) 23 T m) . . zrt‘ C

Shartga ko'ra £, fy, » . fy, xususiy hosilalae &% (), 25 .., X )
nugtada uzluksiz. U holda S :

Lo (R v0ax, Q0 +ax, . +ax )= £ () o,
£, 58 400, 8 + 4%, .0 X +AX,) = £ (F) + 0y,



bo‘ladi. Bunda
Axy =0, Ax; »0,....4x, -0 da oy 0. o; »0,....¢, - 0.
Yugqoridagi (3), (4) va (5) munosabatlardan

A (Y= £ (x")Ax + fo (X")Ax +..+ £ (X")Ax, +
+ 0 A +0hAX +.L 0, A,

bo‘lishi kelib chigadi. Demak, f(x) funksiva x” nuqgtada differensial-
lanuvchi.

Bu teorema f(x) funksiyaning x” nuqtada differensiallanuvchi
bo'lishining yetarli shartini ifodalaydi.

4°. Murakkab funksiyaning differensiallanuvchanligi. Murakkab
funksiyaning hosilasi. Aytaylik, ushbu

x! _('pl({):(m ([].32,....1;().
X7 _LPZ(();(PE (ﬁ.f;.....!;‘),
'tm '(pm(r)—(pm (rl-f:..... Ik)

funksivalarning har bir Mc R* to'plamda,
=18, %5 s Xy )
funksiva esa
E = {(.xl 3 .\':1 FRPR, 3 }F— lex] - (P] (I). .X:Q = (Pz (f). STy Xm = (pm(f)}
to‘plamda berilgan bo‘lib, ular yordamida

Fo ) 9a(8), o, 0 (D))= F(1y, 13, o 1)
murakkab funksiva hosil gilingan bo'lsin.

4- teorema. Agar x;, = @; (f, 6. ..., {; ) funksivalarning har biri
(i=1,2,..m). (if,4).....1{)e M nuqtada differensiallanuvchi
bo'lib, f(x;, X;. .... X, ) funksiya mos (x. x5, ..., x2 ) nugtada
(x]“ =g (.8, ) X =0y (s )y s X2 =, (1) ) ])

differensiallanuvchi bo’lsa, u holda murakkab
(@1 (fs e t0) @2 (s et 1) ooy @ (B s 1))

funksiya (#'. 7). ..., #{ ) nugtada differensiallanuvchi bo‘ladi.

L=
wh



« (1.4, ...t )e M nugtaning koordinatalariga mos ravishda

Aty Aty , ..., At orttirmalar beraylikki, bunda
(1 08,8 + &by, ) +85, ) M

bo‘lsin. U holda har bir x; = @; (#;, f,, ..., #; ) funksiya (i =1,2,...,m)
ham Ax, (i =1,2,...,m) orttirmalarga va nihoyat f(x) funksiva Af
orttirmaga ega bo‘ladi.

Shartga ko'ra x; =, (#, 1, ....1;) funksiyalarning har biri
(), 4)....,¢)) nugtada differensiallanuvchi. Demak,

3 2
Ax, = ;: At + 2L AL+, +a LA, +0(p),

ar
Axa—aﬁ—At,+aX3Arz+ + 2 AL, +0(p),
- 1 di4 3
....................................... (6)
X, X, dx,,
AX,, M Af + 3 Aty +... 3 A +0(p)

bo‘ladi, bunda
a'xf

dat;

, U=42,....0; j=12,..Kk)

xususiy hosilalarning (#, 73, ..., #{ ) nuqtadagi giymatlari olingan va

p=yAR +AB +..+ AL .

Shartga ko‘ra f (x,, X5, .., X,,) funksiya (x, x, ... xJ ) nugtada
differensiallanuvchi. Demak,

’{ Axy + f Ax;_ +. +§r Ax,, + 4 Ay +0LAX, + ..+ 0,AX, (7)
ey m

bo'ladi, bunda ;{ . (i=1,2,...,m) xususiy hosilalaming (x, x{, ..., x2)

nugtadagi giymatlari olingan va

Ay -0, Ax; - 0,..,Ax, 20 da oy 20, o, - 0,...,0a, 0.
(6), (7) munosabatlardan topamiz:
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_ r-'f [Bxl

dxl (}.ﬁ
et = . +
I Aty + = h Aty + ...+ 3, Aty 4 O{p}]

N ;ffl
daf | dxy dxy X3
- = Al + = Ay + ...+-*A1 +0 +
ax, [ an 20t an  x (p)]

X, d h ot 5}

+ 0y AX) + M AX, + ... + O, AX,, ={:-{1 ?:: - ;i
+ df ) ax,, ]ﬂfl +[t}f ax] + af .a.fz. + + Bf dx

ax,,, Bl 1

ot

4 af aI[ & ri'f _a.tz c?f t_i.fm Al
d‘tl F)fk 3.\:2 BI* me Blk

+[r?f+r'!f of

F ot — ]‘O(p)+a,:u1 + 0,A%; + ...

dxp S‘xz ax m

aof |, df Bf
Bu tenglikdan [ax, + 3, +.. - ] 0Lp) = 0(p) .

dx
i FFT

ax1 af_z axz 8:3 = me a!z

+ _df [rh"' Al + Gl Aty +. d;:"' Aty + 0(p)]+
oy

5
C;f]

)At-,-l» +

F AX,, .

At -2 0,A1 -5 0,..,Ay -0, ya'ni p—> 0 da

A - 0,Ax, 5 0,..,Ax, 52 0va ¢, 20,0, 20, ...,

bo‘lgani sababli
oA + 0 AX, ..+ o, Ax, = 0(p)
bo‘lishi hamda quyidagi
4 - o Y o,

o ?rr ax, a, T Ax A
(j =1,2,....k) belgilashlar natijasida

A = AAL + A AL + .+ A AL, +0(p)

m =0

(¥)

(&)

bo'ladi. Demak, murakkab funksiya 7" nuqtada differensiallanuvchi. p
Avtaylik, f (x(7)) murakkab funksiva yuqoridagi teoremaning shart-

larini ganoatlantirsin. U holda

_v of af
Af (1) = an Aty + 7 Afy + ...+ ¥ At +0(p)



bo‘ladi. Bu hamda (8), (9) munosabatlardan foydalanib murakkab
funksiyaning xususiy hosilalari quyidagicha

I _ S Y

a  ax oy axy oy oxy, on
Y _ Y S Y
9 dx o 9xy o ax,, ot

.................................

af _ of oax + af ax2+ + af ax,

B dxp B oxy oty dx, of
bo‘lishini topamiz.
5°. Xususiy hollar. m = | bo'lganda bir o‘zgaruvchili ¥ = f{x)
(xe R,ue R) funksiya hosilasi tushunchasiga kelamiz. Bular ha-
qidagi ma’lumotlar 19—21- ma’ruzalarda bayon etilgan.
m = 2 bo‘lsin. Bu holda ikki o‘zgaruvchili u= f(x,y)
((x,y)e £ c R, ue R) funksiyaning xususiy hosilalari

¥ i 22 _ iy {802 1(09)
X  Ax—0 AX  Ax—D AX
¥ oy 2 i )-S5y
dy  Aps0 AY A0 Ay

hamda quyidagi
A = f(x+ax, y+Ay)-f(x,y) = AAx + BAy + o) Ax + 0y Ay
differensiallanuvchanlik shartiga ega bo‘lamiz.

2-misol. Ushbu  f(x,y)=In tg%

funksiyaning xususiy hosilalari topilsin. o
« Berilgan funksiyaning xususiy hosilalari quyidagicha be*ladi:

g:i ]ntgf =__]_. L l: 2 .
ax ax ¥ lgi cmzi ¥ ysin il
¥y y
@:Zi(mtgz]hln. L (Lx)\a_ 2K
y oy gt cos?l »* y?sin=t
y y
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3- misol. Ushbu

2xy
s, agar (x.y)# (0,0) bo'lsa,
Pl AP gar (x,y)# (
0 . agar (x.y)=(0.0) bo'lsa
funksiyaning xususiy hosilalari topilsin.
« Avtaylik, (x, ») # (0,0) bo‘lsin. U holda
af o ( 2xy }: 2y(x%+p?)-2xy-2x _ ?._}'(9-'2 ~%%)

3x T ax| x240 Lty ¥ {s24p2 y o
o _of 2xv )_ 2x(x3 +y2)- 2xy-2y _ 2x(x2—y2)
ay | xtey? {34357 (tis2)
bo‘ladi.
Avtaylik. (x, ¥) = (0, 0) bo'lsin. Bu holda ta’rifdan fovdalanib topamiz:
AO.0) _ o f0+4x,0)-£(0.0) _ . 2460 _
ox Ax-»D) Ax T a0 AP
ar0,0) lim f(0.0+Ay)- £(0,0) _ fim 24y 0 _ 0. »
Jay B Ay—=D Ay - Ay -3 A_vi o

4- misol. Ushbu f(x.y)= J;r-l-? funksivaning xususiy hosi-
lalari topilsin.
o Aytaylik, (x, ) # (0. 0) bo‘lsin. Bu holda

df d 7 2 L' >
e R s S
ox ox .?,V"X ty yxi+y?
i a (3 3 2y '
ALY e pur i I
v o Lyxt+ps xT+y

bo‘ladi.
Avtavlik, (x, ¥) = (0. 0) bo'lsin. Ta’rifga ko‘ra

Jf(ﬂ_._f_)_) = Tisi f{_(h.&t.()]— £(0,0) lim M
X Axo0 Ax T Arb Ax ]

YO0 _ o S00449)-£(00) _ 1 (]
dy Ap b Ay Ap-s0 Ay

bo'lib, bu limitlar mavjud bo‘lmaganligi sababli berilgan funksiya
(0,0) nugtada xususiy hosilalarga ega bo‘lmaydi. p
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Z-miscl. Ushbu

3

y ‘ i
fxy) g I ot agar (x,y) #(0,0) bo'lsa,

0 . agar (x.y)=(0,0) bc'lsa
funksivamire (0, 0) nuqgtadagi xususiv hosilalan topilsin.
4 Ta’rifea ko'ra
A(O0.0) _ o S(0+8x,0)-£(00) _
dx - Ax -0 Ax il
af(g[‘_) i ]Im f(_{l.nhi}')—f(n_ﬂ] - 0
oy Ayl Ay

bo‘ladi. Biroq berilgan funksiya (0, 0) nugtada uzluksiz bo‘lmaydi.
chunki

()00 @ s )1 de oo s

-

6- misol. Ushbu

,_2_1 agar (x.y)#(0.0) bo'ls..

flx,y) =4y +y?
0 , agar (x,y)=1(0.0) bo'lsa
funksivaning (0, 0) nugtada xususiy hosilalarining mavjudligi. ammo

¢hu nuqtada differensiallanuvchi emasligi ko rsatilsin.
<« Ravshanki,

ax Ax—s0) Ax "
0.0 _ o f0.49)-7(00) _
Ay Apd Ay '

Demak, berilgan funksivaning (0, 0) nugtada xususiy hosilalari mavjud
va ular 0 ga teng.

Bu funksiva (0, 0) nugtada differensiallanuvchi po‘lmavdi. Shuni
isbotlaymiz. Teskarisini faraz qilaylik, garalayotgan funksiva (0,0)
nugtada differensiallanuvchi bo‘lsin:
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df({} 0) \ o o ¥O0)
47 (0,0)= ay

= o AX + 0y A, (Ax -0, &y -0 da oy -0, o, -0).
Avni paytda,

AY + 0 AX + 0, AV =

A (0.0)= £(0+Ax, 04 ay) - £ (0.0) = F (ax, ay) = 2
NyAXT +AYT
AxAy

bo‘ladi. Demak, ———5 = G AX + WAy,

VAX® +Ay*°
Bu tenglikdan, Av = Ay > 0 bo'lganda
1
5
bo'lishi kelib chigadi. Buesa Ax = Ay >0 da oy - 0, @, — 0 bo'-

lishiga zid. Demak, berilgan funksiva (0, 0) nuqtada differensialla-
nuvchi emas. »

7- misol. Agar f(x.y) funksiva R? da differensiallanuvchi bo‘lib,

. af o .
X =rcosg. y=rsing bo'lsa, 9{ , aip lar topilsin.

<4 Ravshanki.

fx.v)= f(rccso, rsing).
Murakkab funksivaning xususiy Losilalarini topish qoidasiga ko‘ra

ar  dx dr  dv dr

ar:,y_r_;.‘-+fyf_a}-:cmma{___smwaf: 1 [ i | af)
cl 2

dy \,‘rl.‘ 4y E)
af of ax af oy o o of
=T T2 =y S + I CO =P X
"5 e b g THORZ tromeu =y txgs W
Mashglar

1. Ushbu
y Y . X+l
fix, %) 2("‘) . flx, ) =Insin %
funksiva'arning xususiy hosilalari topilsin.
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2. Agar
f(X,JJ’)=xSiny+ysinx, X = %'y =y v

bo‘lsa, %, Y ar topilsin.
du’ ov

3. Aytaylik, f{x} va g(x) funksiyalar U5(x®} ¢ R” da aniglangan
bo‘lib,

1) f(x) funksiya x* nuqtada differensiyallanuvchi va f(xp) = 0,

2) g(x) funksiya x® nuqgtada uzluksiz bo‘lsa, f(x} - g(x) funksiyaning
x? nuqtada differenstallanuvchi bo‘lishi ko‘rsatilsin.

4. Ushbu f(x,¥) = ,/ixy}

funksiyaning (0,0) nuqtada differensiallanuvchi emasligi isbotlansin.

60- ma’ruza
O‘rta giymat haqida teorema. Yo‘nalish bo‘yicha hosila

1°. Ofrta giymat hagida teorema. Faraz qilaylik, f(x)=
= f(x,,%;,...,X, ) funksiva Ec R” to‘plamda berilgan bo‘lsin. Bu
F to‘plamda shunday
a=(a,8,....48,), d=(h.,b,..bh,)
nuqtalarni garaymizki, bu nugtalami birlashtiruvchi to'‘g‘ri chiziq
kesmasi F to‘plamga tegishli bo‘lsin. }
Ravshanki, bu kesma ushbu

K = {(x,,xz,...,xm)e R" . x;=a +t{H -aq),
Xy =0y +H(By — )y Xy = 4y + 1B, —a,), (D<)}
nuqtalar to‘plami bilan ifodalanadi; K< E.
1- teorema. Agar f(x) funksiya K kesmaning a va & nuqtalarida
uzluksiz bo‘lib, kesmaning qolgan barcha nuqtalarida differensial-

lanuvchi bo‘lsa, u holda X kesmada shunday ¢ ={¢;, ¢3, ..., ¢, ) nuqta
topiladiki, bunda

FB)=f(@) = fo ()b =a)+ fo ()b — )+ .+ fy (cHB, -a,) (1)
bo‘ladi.
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« f(x) funksiva K < E kesmada quyidagi
f(X) = f(xlaxz !"'*xm)':
=f(a +1(h -a), a +1(h -a), .., a, +1(b, —a,})), (0<r<])

ko‘rinishda bo‘ladi. Bu £ o'zgaruvchining funksiyasini /{(7) bilan belgi-
laylik:

FO=f(a+it(h-a),a+t(b,-a), e, a, +t(b, —a,)).
Ravshanki, A#) funksiya [0, 1] segmentda uzluksiz bo‘lib, (0, 1) da
F'ty=foh—a)+ fob —a)+..+ f (b, -a,)
hosilaga ega bo'ladi. Bunda f, f,, , ..., f;_ xususiy hosilalarning
(m+t(h-a), am+t(by-a), - 8, +1(b, - a,))

nuqgtadagi giymatlari olingan.
Lagranj teoremasidan foydalanib topamiz:

F-FO)=F), O<h<l). @
Agar . |
F(0) = f(a), F(l)= f(b) (3
hamda
Fig)=fo(a+iu{b-a),a+46( ~a), . a, +5 (b, -a,))x
(b —a )+ f (a+h (b-a), 6 +6 (B -0 ), . Gy +h (B -G, )X (4)
By~ )t fy (646 (B1=8 ), o, 8y +o (8, —4,))- (5, -4,

bo‘lishini ¢'tiberga olsak, so‘ngra ushbu

ﬂl ‘Jrrg (b] -—al)zcl,
@+l (h~a) =0,

belgilashlami bajarsak, u holda
c=(¢, it )e K

bo'lib, (2), (3) va (4) munosabatlardan
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FBY = (@) = [L(NB - @)+ by @)+t [ ()b, —ay)
bo‘lishi kelib chigadi. P
Odatda, (1) formula Lagranjning chekli orttirmalar formulasi
deyiladi.
2°. Xususiy hollar. Yo‘nalish bo‘yicha hosila. m = 1 bo‘lganda
yuqgoridagi teoremada keltirilgan formula

f(b)- f(a)= f"(c)-(b-a)

(e R.be R.a<c < b) ko'rinishga keladi. Bu Lagranj teoremasini
ifodalovchi formula bo‘lib, 21- ma'ruzada o‘rganilgan.
m = 2bo'lganda (1) formula

f(b) - fla) = [i(c)h —a)+ [y ()b, - ay),
(b=(b.b)e R, a=(q.a)e R}, c=(¢.c;)e R?)

ko‘rinishda bo'ladi.

Ma'lumki, # = f(x). (xe R.ue R) funksiyaning hosilasi f’(x)
shu funksivaning o‘zgarishini (o‘zgarish tezligini) ifodalar edi.
u=f(x). ((x,y)e R'.ue R) ikki o‘zgaruvchili funksivaning
Sl(x.y). f/(x,y) xususiy hosilalari funksivaning mos ravishda OX
hamda OV o‘glar bo‘yicha o‘zgarish tezligini bildiradi. Boshgacha
aytganda, f(x,y) funksivaning xususiy hosilalari koordinata o‘qlari
vo‘nalishi bo‘yicha hosilalar bo‘ladi.

Endi f(x,v) funksiyvaning tekislikdagi ixtiyoriy tayin yo‘nalish
bo‘vicha hosilasi tushunchasini keltiramiz.

Faraz qilaylik. f(x,)) funksiva Ec R? to*plamda berilgan be‘l-
sin. Bu funksivani Dekart koordinatalar sistemasida tasvirlangan
Ay = (%, 1) nugtaning U (4) < E. (3>0) atrofida garaymiz.
Ushbu A = (x,y) c Us(4,) nuqtani olib, A, va A nuqtalar orqali
to'g'ri chiziq o‘tkazamiz. Undagi ikki yvo'nalishdan birini musbat
vo'nalish (26- chizmada ko'rsatilgandek). ikkinchisini esa manfiy
yo‘nalish deb gabul gilamiz. Bu vo'nalgan to‘g'ri chizigni / bilan
belgilaymiz. A, va 4 nuqgtalar orasidagi masofa

p = p{/dq)! A) = -\,"I(x - xu)l <+ (_V - _!',} );‘
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26- chizma.

bo‘lib, bu masofa m vektorning vo‘nalishi / ning yo‘nalishi bilan
bir xil bo'lsa, musbat ishora bilan, aks holda, manfiy ishora bilan
olinadj.

Agar [ ning musbat yo‘nalishi bilan OX va OY koordinata
o‘qlarining musbat yo‘nalishlari orasidagi burchakni mos ravishda
o va B deyilsa (26- chizma), u holda

X=Xy

___F_)..__ = Cosq, XT}JP = COSB
bo‘lishi topiladi.
I-ta'rif. Agar lim £ A4S ()
Ay p

limit mavjud bo‘lsa, bu limit £ (x,y) funksiyaning 4, = (x, yo) nuq-
tadagi ! yo‘nalish bo‘yicha hosilasi deyiladi. Uni

& (4) . of (xg.Y0)
a7 voki 5
Kabi belgilanadi. Demak, 7% = 1 im f_‘f’l;fif*ﬂ‘

1- misol. Ushbu flx,p)=3Yxty

funksiyaning {0, ) nugtada barcha yo nahshlar bo‘icha hosnlalanmng
mavijudligi ko'rsatilsin.
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4 Avtaylik, o # i bo‘lsin. Bu holda

y=1go-x
bo‘lib,
fx) ={x 1ga

p((x.).(0,0) = Jx* + X 1@ a = x\1+1g7
boladi. U holda berilgan funksiyaning (0.0) nugtadagi o # + 7 bo'lgan
ixtivoriy yo‘nalish bo‘yicha hosilasi, ta'rifga binoan, ;

FO.0) _ o S-S 00) _ . g x
8! —p-)n P

g = xJ1g a,

+0 \jlugz o Ixl
bo‘ladi.

Agar - < o < bo'lsa, u holda x >0, |x/ = x bo'lib,

¥ (0,0) _ th{ |
boifiad a \f1+lg o
o'ladi.
Agar §<a< ¥ bo'lsa, u holda x <0, x| = -x bo'lib,
¥0.0) __ e«
a

bo‘ladi.

Aytaylik, o # t; bo‘lsin. Bu holda x =0, f(0,y)=0 bo'lib,
bu yo'nalishlar bo‘yicha hosila

_af(ﬂ.ﬁ) =)
al

bo'ladi. P

1- teorema. Agar f(x,y) funksiva A, =(x,,¥,) nuqtada diffe-
rensiallanuvehi bo‘lsa, u holda funksiva shu nugtada har ganday
vo'nalish bo‘yicha hosilaga ega va

¥lh) _ ¥ (xn) _ & (%)

af (xg, ¥o)
bl = . 0% il o s
al al TR

cosf (5)
bo‘ladi.
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« Avtaylik. f(x,y) funksiva 4, = (xy, ¥, ) nuqgtada differensialla-
nuvchi bo‘lsin. U holda

S D= f(4)=fx0)-fx.0)

orttirma uchun

A= ()= T (o) + ) (- 3y) 4 0(p)

bo‘ladi, bunda p= \,-’( X~ % )2 +(¥-» )2 _
Keyingi tenglikning har ikki tomonini p ga bo‘lamiz:
[A)-f(4) _of(4) x-x +8f(_z_101 =¥, 0p)
P ox P ay p p -
M’ lumki, x_px" = cosa, -y_:“ = cosp .

Shuni e’tiborga olib, p - 0 da limitga o'tib topamiz:

tim 4= A) _ ¥ (A) (o, Y (A) cosp.
p—r0 P dx ay
Demak. 'y(AU} = 'j‘{(xﬂ * Yo ) COS L + af(x“_l _'r“ ) COSﬂ B3
al dx P

2- misol. Ushbu flx,y)=x*+)°

funksiyaning (1.1) nugtada 7 = i + 2/ vektor vo'nalish bo‘yicha hosi-
lasi topilsin.
« Ravshanki, bu holda

1 2
coso = ~, CosP=

V5 Vs
- Al
Ploy) _ Aldey?) o a0 _,
dx dx dx
2 2,.2
Iey) _ Al wy?) 5 0D _,
dy dy dy

bo'ladi. (5) formuladan foydalanib topamiz:
AN _ 5 1 2 _ 6
a_f Jg +2 \:'3' B \_.'3 . ’



Farmaz qilaylik, f(x,y) funksiya ochig Ec R" to*plamda differensial-
lanuvchi bo‘lsin. Binobarin, funksiya £ to‘plamning har bir {(x,y) e E
nuqtasida _

Yxy)  Ulxy) :
ax dy _
xususiy hosilalarga ega bo*ladi. Koordinatalari shu xususiy hosilalardan
iborat bo‘lgan vektorni tuzamiz:

Yy 5, S(xy) 3 |
Ix L ay s : - (©)
bunda / va / — koordinata o°qlari bo‘yicha yo*nalgan birlik vektorlar.

(6) vektor f(x,y) furksiyaning gradiyenti deyiladi va grad f kabi bel-
gilanadi:

gradf = E*{_f;;_f).;;,a_{(a%;_}-_{!‘;,

Demak, grad f E to‘plamning har bir (x,») nuatasiga bitta vektorni
mos qo‘vuvehi qoida, boshgacha aytganda, ikki o‘zgaruvchili vektor
funksiya bo‘ladi.

f(x,y) funksiyaning ¢ = (cosa,cosp) vektor yo‘nalishi bo‘yiéha

a‘—f—(a'j—'y—} hosilasini uning gradiyenti orqali ifodalash mumkin. Hagi-
gatan ham, grad fva é vektorlaming skalyar ko‘paytmasi
5 _ of (x.y) f (x.y) '
3 gradf—cosa—ér+cosﬁ—-é;— )]
i,
of (x, . z
bo'lib, u (5) formulaga ko‘ra l—%—y—) ga teng bo‘ladi:
egradf = %’-}J—J .

Ayni paytda, € va grad f vektorlarning skalyar ko‘paytmasi shu
vektor uzunliklari ko‘paytmasining ular orasidagi burchak kosinusiga
ko‘paytirilganiga teng bo‘ladi:

é gradf = |gradf|-|€]- cos (é':gradf)l a )

Ravshanki, |€| = 1. (7) va (8) munosabatlardan
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Bf;y)_ _|gmdf(x,.l’)' 008(8 gradf (x,y))

bo‘lishi kelib chigadi.
Keyingi tcnglikdan ko‘rinadiki, € hamda grad f(x,y) vektorlar

parallel bo* lganda -===£ ning qiymati eng katta va u

lgradf (x,y)l = £ = y)+ 5 (x)
ga teng bo‘ladi.

Shunday qilib, f(x,y) funksivaning gradiventi grad f funksivaning
(x,») nugtadag? eng tez o‘sadigan tomonga yo'nalgan bo‘lib, uning
uzunligi shu yo“nalish bo‘yicha o'sish tezligiga teng ckan.

3- misol. Ushbu Fix,y)= xt +2)?

funksiyvaning (], 1) nugtada eng tez o‘sadigan yo‘nalishi aniqlansin
va shu yo‘nalish bo'yicha o'sish tezligi topilsin.

-4 Ravshanki,
Yy _3l42)?) 5 v
ax ax * T '
Fley) 3 (242y7) 0 Al
v w7 Ty
bo‘lib, gradf (1,1)=2i +4/,

lgrad f (1,1) = V2 +4% =25
bo‘ladi. P

Mashgqlar

1. Aytaylik, f(x) funksiva bog‘lamli £e K™ to‘plamda differen-
siallanuvchi bo‘lsin. Agar £ to'plamning harbir x € £ < R™ nuqtasida
J(x} funksiyaning barcha xususiy hosilalari nolga teng bo‘lsa, funksiya
E to'plamda o'zgarmas bo'lishi isbotlansin.

2. Agar f{x,y) funksiya (0,0) nugtada barcha yo*nalishlar bo‘yicha
hosilaga ega bo‘lsa, f (x,)) funksiya (0,0) nuqgtada differenstallanuvchi
bo‘ladimi?
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61- ma’ruza
Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning differensiali

1°. Funksiya differensiali tushunchasi. Faraz qilavlik. /f(x) =
= f(x),X3,....,X,,) funksiva EcR" da berilgan bo'lib, 1=

=(x, x,...x2)e £ nuqtada differensiallanuvchi bo‘lsin. U

holda ta’rifga ko‘ra funksiyaning x" nuqtadagi to‘lig orttirmasi

Af (x°) = f}f(J: )Atl af{xn)Ax - df(xo)Ar +o(p) (1)

5

g 2T T,
bo‘ladi. Bu munosabatda

;‘::JAJ{I2 +AXS +...+ AX2

bo'lib, Ax; - 0,Ax, = 0,....Ax,, >0 dap—0.
I- ta’rif. f(x) funksivaning Af(x") orttirmasidagi
A (x® J af(x” ) af(x” )
T &% ¥ - AXy + ... o
a-l'] a-'i") ax,,,
ifoda f(x) funksiyvaning x" nuqtadagi differensiali (to‘liq differensiali)
deyiladi va

A,

df (x") voki df (r'f A 3y x,‘f,)
kabi belgilanadi:

df(x )= af(r ) Ax, aj;(';zﬂ)&x: +M+3,;ixn)mm.

m
Demak. f(x) ﬁmksiyanmg x" nugtadagi differensiali Ax,, AX; , ooy AX,,
larga bog‘lig va ularning chizigli funksivasi bo‘ladi.
Agar
Axy = dxy, Axy = dxy, ..., AX,, = dx,,
deyilsa, f(x) funksivaning x° nuqtadagi differensiali ushbu

0 ) i

ko‘rinishga keladi. Demak,
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Af(x")y =df (x°) + 0(p) -
Keyingi tenglikdan p — 0 da
; Af (x") = df (x")
bo‘lishi kelib chigadi. Bu taqribly formulaning mohiyati shundaki,
funksiyaning orttirmasi Ax,, Ax,, ..., Ax,, larning, umuman aytgan-
da, murakkab funksiyasi bo‘lgan holda funksiyaning differensiali
Ax;, Axy, ..., Ax,, larning chizigli funksiyasi bo'lishidadir.
2°. Murakkab funksiyaning differensiali. Differensial shaklning

invariantligi. Aytaylik,

x] =@ (r) = (tl 3 r}a seey r}( )}

=00 =@ {(f, 4, ..., ),

..........................

Xy =P () =0 (4., s 1)

funksiyalarning har biri Me R* to'plamda berilgan bo‘lib,

E ={(x,, Xy X )ER™ Xy = (D) =9, (4, b, 1),

X =@ =@ (s i)y s X =0 (D) =@ (4, s 1))
to'plamdaesa f (.rpxl,...,xm] funksiva aniglangan bo‘lsin. Bular yor-
damida

S = fl (), x(8), o, X, N = F (4, 8y, .., 1)
murakkab funksiya hosi} gilingan bo'lsin.

Ma'lumki, % =@ (f;, . 4} (i=1,2,....m) funksiyalar ¢° = (20, ..., #})
nugtada differensiallanuvchi bo‘lib, f(x) = f(x,, x,, ..., x,,,) funk-
0= {xP, x}, ..., x)) nugtada () =¢ (), & =g,t°),
v X2 =, (£°)) differensiallanuvchi bo‘lsa, murakkab funksiya

siva mos x

" = (¢, ..., /) nuqiada differensialanuvchi bo'ladi.

Modomiki, f(x(5)) funksiya f,, 4, ..., t, o‘zgaruvchilarga bog'liq
ekan, u holda
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=2 d:, + I Lty +v L Y_a, 3)

be'ladi.
Murakkab funksivaning xususiy hosilalarini hisoblash formulalari-
dan foydalanib topamiz:

¥ _U W o, A

.
8{1 axl aﬁ 8.‘!:2 af] axm afl !

.ai_:_af...ﬁ+af.§¥i+ +_a.f_'_(__j.x_{"_
afz al'l afz 8x2 afz o axm ar2 !
Ao o o Yy
ol oxy di  dx3 Iy ax,, Iy

Bu xususiy hosilalarni (3) ifodadagi -af ;f . ;f larning o‘rmiga
2 L

go‘vamiz, Natijada

axl afl BX2 af] me afl

+[i.ﬁﬂ+_¥,.aﬁ,+ L axm]d,z "

axy afz ax: afz me afz
JT Ly, &ﬁ]mﬁ

dxy oy axz afk 2y, a.fk
_ af Bxl axl Bxl
_a_xl[arl I + d[z ﬁdrk +

af ax axz + o '
[ar,z dt + dr2 +. ar_dfk +o

of | axp m
+5:’,,,[aq dh + Edr’ * +_'dr“]
bo‘ladi.
Ravshanki,

an

e dr, +

a.‘f[ -
azdlz +-a—adl‘k—-dxl,
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J1 (J
Ry + 224y +. "“ iy = dx,.

diy aty

dX Xy, Xy

dy +—-"dt dr, = dx;
iy ify ol

Demak. murakkab funksivaning differensiali

a{/—d’rd +]fa'x,+ +fdx (4)

dx,
bo‘ladi.

Biz yugorida f(x) hamda f (x(r)) murakkab funksivaning differen-
siallari uchun (2) va (4) ifodalarni topdik. Bu ifodalarni solishtirib,
ularning shakli (ko‘rinishi) bir xil. va'ni (2) va (4) formulalarda funk-
sivaning differensiali xususiy hosilalarming mos differensiallarga ko payt-
malaridan tuzilgan yig'indiga teng ckanligini paygaymiz. Bu xossa
differensial shaklining invariantligi deyviladi.

Eslatma. f(x) funksiva differensialining (2) ifodasidagi
dx; .dx, . ....dx,, lar mos ravishda Ax;.Ax,....,Ax,, larbo'lsa, f(x (7))
funksiva diﬂertnsialidagi dxy.dx,,....dx,, lar #.t;,..., f, o‘zgaruvchi-
larning funksivalari bo'ladi. Demak. (2) va (4) formulalarning ko'ri-
nishlarigina bir xil bo‘ladi.

3°. Sodda goidalar. Avtaylik.

= iR ks )y O=008, Boeai®s)
funksivalar Ee R” to‘plamda berilgan bo'lib, x° =(x/,x),....x, e E
nuetada differensiallanuvchi bo'lsin. U holda:
1) du+v)=du+dv,
2) du-v) = vdu + udv.

3) d(f) . r.'du—_‘udu - o=

v-
bo’ladi.
Bu munosabatlardan birining, masalan, 3) ning isbotini keltiramiz.
. i
4 Aytavlik. F=
.
bo'lsin. Bu helda F funksiva » va v larga hamda » va v lar o'z
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navbatida x;.x,.....Xx,, o‘zgaruvchilarga bog'lig bo'lib, murakkab funk-
sivaga ega bo‘lamiz. Differensial shaklining invariantlik xossasiga ko‘ra
doF Fiivsb al

aF= 3

duv
bo‘ladi. Ravshanki,

aF _ 1 AF _ u

Dh‘ 2 : v L.‘z "
Diiitak. AR e 1 ol — 1: i viu ;Rdl-‘ .
v e e
. du—udv
a'ni d (") e
Y v L‘l:

bo'ladi. P

4°. Xususiy hollar. Funksiya differensialining geometrik ma’nosi.
Aytaylik, m = 1 bo’lsin. Bu holda u = f(x). (xe R, ue R) funksiya
va uning differensiali

du=df = f'(x)dx

ga ega bo‘lamiz.

Ma'lumki, u = f(x) funksiyaning differensiali shu funksiya tasvir-
langan egri chizigga (x,, f(x)) nuqgtada o‘tkazilgan urinma ordina-
tasining orttirmasini ifodalaydi (27- chizma).

Ylh

(xy- S (x0) - _1 df

0O Xy XyTAx X

27- chizma.
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= 2 bo‘lsin. Bu holda ikki o‘zgaruvchili w= f(x,)),
((x,y)e R?,ue R) funksiyaga ega bo'lib, uning (xy, ¥y) nuqtadagi
differensiali

) a s
du - df (xg,¥y) =~ ;[; %) dx + —f(%‘;-}—{”—:' dy

bo‘ladi, bunda dx = Ax, dy = Ay.
Ax va Ay lar yetarlicha kichik bo’lganda
A (x5, 0 ) = df (x5, )5),

9 (x0.%0)
31.']

af (x0.%0)
Ax + — --a!;-— Ay

ya'ni f(x, + &,y + A7) = f(xg.p0)+
taqribiy formula hosil bo'ladi.

1" misol. Ushbu U= x-r
funksivaning differensiali topilsin.
oyl Ay
s T, =X In x.

4 Ravshanki,
ay
U holda (5) formulaga ko‘'ra

it = yx*dx + x¥ In xdy
bo‘ladi. W
2- misol. Tomonlari x =6 mva x = 8 m bo‘lgan to‘g‘ri to*rtburchak
berilgan. Agar bu to'g'ri to'rtburchakning x tomonini 5 sm ga oshi-
rilsa, y tomonini 10 sm ga kamaytirilsa, to‘rtburchakning dioganali
ganchaga o'zgaradi?
« Agar berilgan to‘g’ri to‘rtburchakning dioganalini ¢ desak, unda

u=qxt 4y

bo‘ladi. Endi

X H
AH(X‘),yG)-‘"‘ 20 2M+' 10 lﬁy
un +_Vﬂ JXU +y0
bo‘lishini e’tiborga olib, topamiz:

Au (xl]! Yo) = _"2'—2— SAx +- ;Vﬂ 5 Ay = EMT+%£&!
X X \ﬁ‘u + Vg %9 +¥g
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Bu munosabatda
Xg=6m, Ax=0, OSm, » ..Bm Ay=-0,10m
deyilsa. u holda
pu - S0068C0N0) oo
;}364-64

bo‘lishi kelib chigadi.

Demak, to‘g'ri to‘rtburchakning diagonali taxminan 5 sm ga
kamayar ¢kan. »

Endi f(x, ¥) funksiya differensialining geometrik ma’nosini kel-
tiramiz.

Avtaylik, z=f(x,y)
funksiva ochiq Ee R® to'plamda differensiallnuvchi bo‘lsin, Bu funksiya
grafigi R? fazoda biror F(f) sirtni ifodalasin. T(f) ={(x,y,2)e R*:
(x,¥)e E,z = f(x,¥)} sittda (xp,¥,2) € T(f), (2 = f(%.30))
nuqtani va shu nugtadan o‘tuvchi, garalayotgan sirtga tegishli bo‘lgan
sillig

F={x=x(,y=ylt}z=2(t) ;0 <t <P}

egri chizigni olamiz. Modomiki, egri chiziq sirtda yotar ekan, u holda

2() = £ (x(), ¥(1)),
((x(tg), yltg) 2(10) ) = (X0, ¥ 29 )5 Fo € (@, B))
bo‘ladi. Ravshanki,

() = [ (xl), y(0))
murakkab funksiva bo‘lib, umng 1, nuqtadagi differensiali, dlﬂ'emnsial
shaklining invariantlik xossasiga binoan, ushbu

& (oy0) = de = LEOW) gy T020D gy

ko‘rinishga ega.

Koordinatalari dx, dy, dz bo‘lgan vektor T egri chiziqga ( Xy, ¥g, % }
nuqtada o‘tkazilgan urinma vektor bo‘ladi.

Endi koordinatalari

_Yoy)  _Hlwr)
ax gy
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bo'lgan 71 vektorni qaraylik. Yugqoridagi (6) munosabat A vektor
urinma vektorga (X, ¥y, %) nugtada ortogonal bo'lishini bildiradi.
Shuning uchun # vekfor egri chizigga (X, Yo, %) nugtada ortogonal
deviladi.

Ma’lumki, T egri chiziq {xg, ¥y, Z) nugtadan o‘tuvchi va F(/)
sirtda votuvchi ixtivoriy egri chizig edi. Binobarin, # vektor shu
(xy> ¥4, 20 ) nuqtadan o‘tuvchi va C(f) sirtda yotuvehi ixtiyoriy egri
chizigga ortogonal bo'ladi. Shuning uchun # vektor T°(f) sirtning
(x4 Y0, 2o ) nugtasidagi normal vektori deyiladi.

Sirtning (xg, ¥, %) nugtasidan o‘tuvchi va sirtning normal vek-
toriga ortogonal bo'lgan tekislik, I'(f) sirtga (Xp,)9,% ) nuqgtada
o‘tkazilgan wurinma tekistik deyiladi. Uning tenglamasi

Z-2= TN (x4 i‘_(%e’q) (¥ = 3,)
bo‘ladi, bunda (A, Y,Z) urinma tekislikdagi o'zgaruvchi nugta. Bu
tenglikdan foydalanib,

'__ay__ y- yl’})

ifodani olamiz. Keltirilgan tenglik va (6) munosabatdan
df (xo,)=2Z -7

Z-g = af(?;yg)(x %)+ o (xa-¥0)

bo'lishi kelib chiqadi.

ZJ\

& )
(g Vo) o

L J

N Y

28- chizma, .
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Shunday qilib, z = f(x,y) funksivaning (x,. y,,) nugtadagi diffe-
rensiali df (x,, »,) bu funksiya grafigiga (x,. v,/ (x,. ¥,)) nugtadagi
urinma tekislik applikatasining orttirmasini ifodalar ekan (28- chizma).

Mashglar

1. Ushbu f(.\f2 +y* . arctg :] (x? +y? >0)
funksiyaning differensiali topilsin.

2. Ushbu « = (1.02 miqgdorning tagribiy givmati topilsin.

62- ma’ruza

Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning yuqori tartibli hosila va
differensiallari. Teylor formulasi

1°. Yuqori tartibli xususiy hosilalar. Faraz qilavlik, f(x)=
= f(x,%,....x,,) funksiva ochiq Ec R" to'plamning har bir
x =(x, X3, .... X, )€ E nuqtasida
df (x)
ax,
xususiy hosilalarga ega bo'lsin. Bu xususiy hosilalar x;, x,, .... X,
o'zgaruvchilarning funksivasi bo‘lib, ular ham xususiy hosilalarga ega
bo'lishi mumkin:
3 (Y _ gy o
a_ﬂ[ A ]-(j!, (s (k=12 0m).
Bu xususiy hosilalar berilgan f(x) funksivaning ikkinchi tartibli
xususiy hosilalari deyiladi va

sl s okl

3 f(x)
d'\‘.ﬁ d.\}

voki £, (%), (ik=12,..,m)

kabi belgilanadi:

r)z X ” d df (x
f{l) :fl;lk (X)Z ax* [Jj[l}].

dx; dx; dx;
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3fx)

ox % ax,'

ikkinchi tartibli xususiv hosila arafash hosila deyiladi.
Agar [ = k bo‘lsa, ikkinchi tartibli

Agar { = k bo‘lsa,

al
f(x) — I

X X
xususly hosilalar guyidagicha yoziladi:

a
af(zx} f,\f (x).
f{x) funksiyaning uchinchi, to‘rtinchi va h.k. tartibdagi xususiy
hosilalari xuddi yuqoridagiga o‘xshash ta’riflanadi. Umuman,
fx)= f(x,x,..., %, )} funksiyaning X;,%;, ,...,X; , .X; ©‘zganuvchi-
far bo‘yicha s~ tartibli xususiy hosilasi berilgan funksiyaning {(# — 1)-

tartibli xususiy hosilasi
)

inet ax;"_l ...Bx‘;‘

ax . (i|+!.2 +...+fﬂ_1=ﬂ—|)

ning X; o‘zgaruvchi boyicha xususiy hosilasi sifatida ta’riﬂanﬁdi:
2 [ a0 ]

Ox;, 3x; | -.0X;, 8x,| ax,n Xy ax
Bu holda ham i, iy, ..., i, lar bir-biriga teng bo‘lmaganda
S '
ax; ...0x;, 9%,

aralash hosila deyiladi.

Agar §) =i = ... =i, = k bo'lsa, n-tartibli xususiy hosilalar qu-
yidagicha yoziladi;

CALY)

n
E)x],r

2y ?f ,
Ushbu éx—k—a'g, 5}&; . (: # k)

aralash hosilalar funksivaning turli o zgaruvchllan bo‘yicha differen-
siallash tartibi bilan farg qiladi:
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3ys

da f(x,%,.... X ) funksivaning avval x, o*zgaruvchi boyicha, so‘ng-
ra x, o‘zgaruvchi bo‘yicha xususty hosilasi hisoblangan bo‘lsa,
L
aXfa'Xk
ifodada esa avval x, o‘zgaruvchi bo‘yicha, so‘ngra x, o‘zgaruvchi
bo*yicha xususiy hosila hisoblangan. Ular bir-biriga teng ham bo'lishi
mumkin, teng bo‘lmasdan qolishi ham mumkin (misollar keyingi
bandda keitiriladi).

Aralash hisilalarning tengligini quyidagi teorema ifodalaydi.

I- teorema. Faraz qilaylik, f{(x.,x,...x,) funksiya x®=
=(x),x3,...x% ) e E c R™ nugtada » marta differensiallanuvchi bo‘l-
sin. U holda x° nuqtada f (X, %3,...,X,, ) funksiya ixtiyoriy #- tartibli
aralash hosilalarining giymati x,, x,, ..., x,, o'zgaruvchilar bo‘yicha
ganday tartibda differensiallanishiga bog‘liq bo‘Imaydi.

4 Buteoremaning isboti, keyingi bandda ikki o‘zgaruvchili funk-
siya uchun keltiriladigan teorema isboti kabi bo‘ladi. P

2°. Yuqori tartibli differensiallar. Faraz qilaylik, f(x) =

= f(x,x5,..., %, ) funksiya ochiq £c R" to‘plamda berilgan, xe E
nugtada ikki marta differensiallanuvchi bo‘lsin.

I- ta’rif. f(x) funksiya differensiali df (x) ning differensiali berilgan
Junksiyaning x nuqtadagi ikkinchi tartibli differensiali deyiladi va d ¥ (x)
kabi belgilanadi:

d’ f(x) = d(df (x)).

Endi funksiva ikkinchi tartibli differensialini uning xusuéiy hosilalari
orqali fodalanishini ko‘rsatamiz.
Ravshanki,

_#(x) af (x) af (x)
df(x) = EP dx, +a—”—a’x2 +ot ox,, dx,,

bo‘lib, u x = (x,%3,..., X, ) 282 hamda dx,,dx,,...,dx, larga bog'liq
bo‘ladi. Bu tenglikda dx; , dx,, ..., dx,, lami tayinlangan deb hisoblab,
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df (x) ni x,. Xy ..., X,, o‘zgaruvchilarning funksiyasi sifatida qarab,
uning differensialini topamiz:

d(df):d(gl dx,+g—dx2+ ﬁf;dxm] =

p e R )

o o (of ERE -
+ dx, [ax, [3;2—] ax, + 552"[_3«-\’"2_ )dx2 4o+ S (ax,, )dxm}+ vt

.................................................

Pf o2 3 Pf a2 o] 3f
x? dxi + Ts dx; +...+ dem + 2[ax'.ax dx,dx,y +
3/ 3 f e kil
+ éil_a?}- dx|dx-; + + éx]éxm dx,dxm + éxzdx3 dxldx3 + axza dxzdx;; +
2
&f 3*f ]
+ot+ ——-dx dx,, + ot =2 dx @%b =
O dx +w—dx +-% dx f.
axl 1 ax 2 axﬂ‘ m

Bunda simvolik yozuvdan foydalaniladi. U quyidagicha tushuniladi:
gavs ichidagi yig‘indi kvadratga ko‘tarilib, so‘ng fga «ko'paytiriladi».
Keyin daraja ko'rsatkichlari xususiy hosilalar tartibi deb hisoblanadi. -
Demak,

2
de(x)=[£1 dx, +%dx2 +...+af—m—dxm]f_ D
f1{x) funksiyaning x nuqtadagi uchinchi, to‘rtinchi va h.k. tartibdagi
differensiallari ham yuqoridagidek ta’riflanadi.
Umuman, f(x) funksiyaning x nugtadagi (»—1)- tartibli differensiali
d 7Y (x) ning differensiali /(x} ning #- rartibli differensiali deyiladi
va d"f(x) kabi belgilanadi:

d" f(x) = d(d"™ f(x)).
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Agar f(x) funksiva x nugtada # marta differensialanuvchi bo'lsa,
u holda

M
d”f(x) = dﬁ ey 9 dxy + it a;:,,, ]f (2)

bo'ladi.

3°. Murakkab funksiyaning vuqori tartibli differensiallari. Biz
vuqgorida funksiyvaning yugori tartibli differensallarini bayon etdik.
Unda funksiva argumenti x,, x,, ..., x,, lar erkli o‘zgaruvchilar edi.

Aytaylik, f(x) = f(x;, x,, ..., x,) funksivada x,, x;. ..., x,, 0°zga-
ruvchilarning har biri 4, #,. ..., f, o'zgaruvchilarning funksiyalari bo'l-
sin (xf =, ('rl s iy )] :

Qaralayotgan f(x) va x; =¢@,(f), (i=12,...m) funksivalar
n marta differensiallanuvchanlik shartlarini bajargan deb. murakkab
f(x(7)) funksiyaning yuqori tartibli differensiallarini hisoblavmiz

Ma’lumki, differensial shaklning invariantligi xossasiga binoan
murakkab funksivaning differensiali

_ of o a
df = 5 dx; + a dxy + ..+ S dx,,
bo‘ladi. Differensiallash qoidalaridan fovdalanib funksivaning ikkinchi
tartibli differensialini topamiz:

dlf;d(df)zd{'f d + ey vt ), )

d["*f dx,)+d[ fdxz) +d[ ¥ o, ]

dX

d d qd
[a{lex, ld(dx,)+d(a£]-dx3 + ()
af r')f_ B

+d[ax,,, ]-dx,,, on d(dr,) =
_d[af ]-dxi+d[af- }dx3+ a'[ 4 )dx,,, +
| oxy Xy

rLf af o 2. _
d\', dx2+ a-xmdx,,,_

(9 d _ d a 2 o o o
"[}ix,df'+at2dx34"'+mmdtm]f+hldx'+ax2dx3+"‘+r’ix,,,dx”"
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Demak,

2y (3 4 . @ a i
d’f = [d"l dx, + o dx, + ...+ ;}xmdx,,, )f+
: : (3)
& . A i 2.
+ a, d x; + -~ d°x;, + .4 . a*%,..

Shu yo'l bilan berilgan murakkab funksivaning keyingi tartibdagi
differensiallari topiladi.

l-eslatma. (1) va (3) formulalarni solishtirib, ikkinchi tartibli
differensialarda differensial shaklning invariantligi xossasi o‘rinli emas-
ligini ko‘ramiz.

2-eslatma. Agar f(x,X,..,X,) funksiya argumentlari
Xy, Xy, ..., X, larning har biri 7, 1,, ..., 1, o'zgaruvchilarning chiziqli
funksivasi bo‘lsa, u holda f (x) funksiyvaning ikkinchi tartibli (umuman.
n- tartibli) differensiali differensial shakining invariantlik xossasiga
ega bo'ladi.

<« Aytaylik,

X;=b+raf+a th +..+q.h, (i=12,.,k)

bo’lsin. U holda, ravshanki.

dzl(l = dztz =gy = dz.'k = 0
bo'lib,
d*x; = a, d*t + @, d’ty + ..+ a, dt =0

bo‘ladi. (3) formuladan foydalanib topamiz:

2
20 [ 9 a d
&f = i+ ey ot ] )f_

Bu esa d?f ning (1) formula ko'rinishiga cga ekanligini bildiradi. P

4°. Ko‘p o'zgaruvchili funksiyaning Teylor formulasi. Aytaylik,
f(x)= f(x, x;,.... X,,) funksiya ochig £< R™ to‘plamda berilgan
bo‘lib, Us(x") c £ bo'lsin, bunda x" =(x/', x},...,x2) va s > 0.
Ravshanki,

Vx = (X s X300 X ) € Uglx®), x° = (., s x22)
nugtalarni birlashtiruvchi tog'ri chiziq kesmasi
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A={0 +1(x — 2y B +100 =), ooy + 8%, —x2); 02681}
shu Uz (x") ga tegishli bo‘ladi.

Faraz qgilaylik, / (x;,% .., X,, ) funksiva Us(x") to‘plamda (n+1)
marta differensiallanuvchi bo ].xm. Bu funksivani A to‘plamda garasak.
[0, 1] segmentda aniglangan ushbu

F() = f{xf +10g =), o] # 200 =), ooy X% +#(x,, - 22))
funksivaga ega bo‘lamiz. F{(7) funksiva [0, 1] da hosilaga ega bo'lib.

F'(t) =3 Y (o -x)+ Yy -xD bt T (x, -x°) =
ox

rJ.\’: E: EJxm "
o 0 d (. 0 d (. .0
= [a:n A =x7 )+ 5 {2 =20 Yt - fe, ~2% )}f

bo‘ladi, bunda f(x) funksivaning barcha xususiv hosilalari

(sl —~a0) o + el - ), sald vtla, —22)) &
nuqtada hisoblangan.
Umuman, hosil gilingan A7) funksiva k- tartibli (k =1.2.....n+1)
hosilalarga ega va u
o ad Ry a ) 0 a 0 4
FOO (0 (n=ad)e ) b -xd)es 2 (e -x0) )/

ga teng, bundagi barcha xususiy hosilalar (4) nugtada hisoblangan.
Bu munosabatning to‘g'riligi matematik induksiya usuli yordamida
isbotlanadi.

Shunday qilib. £7) funksiva F'(1). F*(t), .... F""'(¢) hosilalarga
ega bo‘ladi. Tevlor formulasiga ko'ra (garalsin, 24- ma’ruza) 7, nugtada
(0<t, <1)

’ l
F()y=F(t)+ F'()(-1) E.F ({0)("“‘0) +.
D o ne 2 )
+mF‘Wm>0-%}+mHnF‘”wrn-m)l
bo‘ladi. bunda ¢ =1, +0(t —1,),0 <6 <1, Butenglikda 1, = 0,7 =1
deyilsa, u holda
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l - " l S arh 1 ‘-|M+”-
211 (D)4 ..+ ”!f- (0) 4 (”_.“!f (8)

F(hy= F(O)+ |, F/(0) 4
bho'lishi kelib chigadi,
Ayni pavtda,
F(0)=f(x', x)....x2).

F[l) = f{x!. ."-_:. T— .’C,_,,).
FP{0) = (vc, =x1 )+ }2’ A2 -~x§')+...+a§ Ko, w\&}}f (6)

{hundaj'ilmksi_\_-’uning barcha xususiy hosilalari (x',x}, .... x ) nug-
tada hisoblangan) bo‘lishini e’tiborga olsak, u holda (5) va (6) tenglik-
lardan ushbu

£ (e g s ) = £ (8 s 22) 4 3 L
__ -
PRSI
1[ d ( e ) d (.’l‘: - X?J-l'.._-[-_'? (xﬂa—xﬂf))mix
fmli ax iy

xf(xl +8(x —x0), 27 +0(x, ~ ), .o X2 +8(x,, - r:,))

(0 < 8 < 1) tenglikka kelamiz. Bu ifoda ko'p o‘zgaruvchili £ (x;. Xy ,.... X, )
funksivaning Lagranj ko ‘rinishidagi qoldiq hadli Teyior formulasi deyiladi.

5°. Xususiy hollar. Aralash hosilaning tengligi hagida teorema.
m =1 bo'lsin. Bu holda u = f(x) (xe R, ue R) funksiyaning vuqori
tartibli hosila va differensiallariga kelamiz. Ular 23- ma’ruzada bataisil
bayon etilgan.

m = 2 bo'lganda u = f(x, ¥), ((x,)) € R, ue R) ikki o‘zgaruvchili
funksiva bo'lib, uning ikkinchi tartibli xususiy hosilalari (ular 4 ta
bo‘ladi) quyidagicha bo‘ladi:

Pflxy) _ 9 [af{_x,_}_-}] Ff(xy) _a (af{,_r,_\-)]

ax?  adx|  ax dyax A

Pr(xy) _ a (o (x.y) 3 f(x,y) _ a (af(x.y)
oxdy  dx ay P ay? dy dy ’



1- misol. Ushbu £ (x,y) = arctg ; (y #0)

funksiyaning ikkinchi tartibli xususiy hosilalari topiisin.
<4 Ravshanki,

o _ 1 1y o _ 1 ( x3y_ x
= §~x2+y2‘8—y_11;§[;7]_ Eie)
y ¥
bo‘ladi.

Endi ta’rifdan foydalanib, bernlgan funksivaning ikkinchi tartibii
xususiy hosilalarini topamiz:

a_z'f“zf*a*[ y ]( >

ax? x4yt

a*f a[ y _]_ x1- 2
;= _

dyox oy | x?4y (x?+y? )‘? ’
Af 8l x Yo x-y
ady ax xP eyt (x2+p2 ) ’
Ff_af x \__w
a? W] Xyt (x24y? )2 >

-3~ misol. Ushbu
o o

(xy) Xy Ft agar x° +y? >0 bo'lsa,

0 , agar x*+y’ =0 bo'lsa,

funksivaning (0, 0) nugtadagi aralash hosilalari topilsin.
Aytaylik, (x,y) = (0,0} bo‘lsin. Bu hoida

g —y i{2__y2 +_4:¥2y2 af I_y-Q- _ _.4X2}'2
x | x4yt (2 y?) ET R (xzﬂ,z)z

ﬂ_g(g_)uf—y’. 4 820
Byax*ay ox h):2+y LI

(x2+p?)
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Hlf _ d (df _ .\.':—}'2 d1a 8x7y?
oxdy  dx ( ay X2 +_;-‘g {x.-‘ o J:
bo'ladi.
Aytaylik, (x.y) =(0.0) bo'lsin. Bu holda funksiyaning hosilalarini
ta'rifega ko'ra hisoblaymiz:
df (0,0) = T SlAax )~ £10.0) =
I:L\' Ax =) Ax

o (00) _ o F(0.80)-7(0.0) _

ay Ayl Ay
ar(0.ay) f(0.0) }
& f(0.0) . T Ax LAY
SO0 _ fim —ax & = fim ¥ <4,
r}ydx Ay} A}' Ay -0 Ay
af (ax.0) 9/(0,0)
2 =8 3
a /(0.0) = lim - Vo2 lim Y =1.p
axoy Ax—0 Ax Ax 0 AY

Yugorida keltirilgan misollardan ko‘rinadiki, f(x,y) funksivaning
Pf
dxdy © dyax
aralash hosilalari bir-biriga teng ham bo‘lishi mumkin. teng bo'lmasdan
qolishi ham mumkin ekan.
2- teorema. Faraz gilaylik, f(x,y) funksiya (x,.v, )= R’ nugtaning
Us ((x5.¥5)) atrofida
Fflxy) Ffl(xy) PO
axdy dydx ((x' y)eUs ((l...} Y ]n

aralash hosilalarga ega bo'lib, bu hosilalar (x,.y,) nugtada uzluksiz
bo'lsin. U holda f(x,v) funksivaning aralash hosilalari (x,.y,) nugtada
teng bo'ladi:
azf(-\u Jo) @ S(xp.0)
dyax dxay
o Avtaylik, (xy + Ax, ¥y + AV), (x5 + Ax, ¥y ). (x,. 3, + Ay) nug-
talar (x,,5,) nuqtaning atrofiga tegishli bo'lsin:
97



(Xo +Ax, yy + A1) e Us (X 00 1) (g -+ A0, 3y ) € Us ((%9.30))-
{xp ¥y + fl.‘r’) e U, ((xn-}’i) ))
Ushbu
Q{Ax, Ay} = f{xp + Ax. yg + Ay) - f(xy + AX.yy )~
=S (X Vo + AV + (X0, 00)
() = f{x, 5 + AYY- f{x, ;)
funksiyalarni garaylik.
Ravshanki,
D (Arx. Ay ) = (% + &%)~ 9(xp)
bo‘ladi. Bu tenglikning o'ng tomoniga Lagranj teoremasini ikki marta
qo‘liab topamiz:

(X + AX) —9(xg) = 9"(xg + 8 - Ax} - &x =

: [V (0 +8 ax.yy+ay) ?‘!Mz_‘éx_‘w] Ar o
ox ax -

E} f(¥0+9 AX, y0+925y)

Sy ‘Ax- Ay, {0<9,,8, <1).

Shartga ko'ra aralash hosila (x,,);) nuqtada uziuksiz. Demak
Ax =0, Ay - 0 da

azf(xga-elm Yo +83AY) P! f(xo Yo )
Sy AxAy = T AxAy + 06(1)

bo'lib,

2
® (Av, Ay) = i%*gxﬂ’l Axay +0(1) @

bo‘tadi.
Endi ®{Ax,Ay) funksiya bilan birga quyidagi
W) = f{X +Ax,¥) - f(x5.7)
funksiyani qaraymiz. Ravshanki,
@ (Ax, Ap) =y (¥ + &)~ w ()
bo‘ladi. Yuqoridagidek, bu tenglikning o‘ng tomoniga Lagranj teore-
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masini ikki marta go'llab. so'ng aralash hosilaning (x,.y,) nugtada
uzluksizligidan foydalamb topamiz:

I (g +Ax. vy +D7AY) af (X .00+ A
iy +Ay) - wipg)=| 0T 2 0002397 |y
gl \"‘H? R GAY) AxAy = ":"-_[ \._""v“} AxAy + 0(1),
dxdy axdy
(0<6;, 85 <1, Ax -0, Ay > 0).
r’: = »
Demak. D(Ax.Ay) = /(% 'H]}.'M‘Ay +0(1). (8)

dxdy
(7) va (5) munosabatlardan
’J: S (xy.yq) . azf{)-(luVU}
dxay dydx
bo*lishi kelib chigadi. »

Mashgqlar

1. Ushbu w = f(x.¥). x=¢>+s>, y=1-s funksivaning ikkin-
chi tartibli differensiali topilsin.
2. Ushbu « = vy @(x? = y) funksiva quyidagi

| E)t.t+ | du  u
xdx  ypdy  4?

tenglikni ganoatlantirishi isbotlansin.

63- ma’ruza
Ko*p o‘zgaruvchili funksiyaning ekstremumlari

1°. Funksiya ekstremumi tushunchasi. Zaruriy shart. Faraz qi-
laylik. f(x) = f (x5, X3, .... X,,) funksiya Ec R™ to'plamda berilgan
bo'lib. x" =(x), x7, ..., x, ) E bo'lsin.
1- ta’rif. Agar shunday & > 0 son topilsaki,
Us(x") < E bo'lib, ¥xe Ug(x") da f(x)< f(x")
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bo'lsa, f(x) funksiva x" nugtada lokal maksimumga, f(x) 2= f(x")
bo'lsa, f(x) funksiva x" nugtada lokal minimumga erishadi deyiladi.

2- ta’rif. Agar shunday & > 0 son topilsaki, U;(x") < E bo'lib,
VYxe Ug(x")\{x"} da f(x) < f(x") bo'lsa, f(x) funksiya x nuqta-
da qgat’iy lokal maksimumga; f(x) > f(x") bo‘lsa, f(x) funksiva x"
nugtada gat’iy lokal minimumega erishadi deviladi.

Funksivaning lokal maksimumi. lokal minimumi umumiy nom
bilan funksivaning lokal ekstremumi deyiladi. Bunda x"' nugta f(x)
funksiyaning lokal ekstremum nugrtasi, f(x") ga esa funksivaning lokal
ekstremum qivmati deviladi.

Funksivaning maksimum (minimum) givmati quyidagicha bely
lanadi:

fO"y= max f(x). | f(x")= max f(x) |
B I-',a[.\]l \-f,u‘l”\
Ma'lumki, A (x%) = f(x) - f(x")
ayirma funksivaning x” nuqtadagi to'lig orttirmasi deyilar edi.
f(x) funksiva x* nuqtada lokal maksimumga ernishsa, u holda
vx e Us(x") da
M(x")<0
bo‘ladi va aksincha. Shuningdek. f(x) funksiva x' nugtada lokal
minimumga erishsa, u holda ¥x e U, (x") da
A (x")20
bo‘ladi va aksincha.
1- teorema. Agar f(x)=f(x, Xy, .... x,,) funksiva x’= (x',
x3, ..., Xy ) nugtada lokal estremumga erishsa va shu nugtada barcha
¥ (=1
daxi
xususiy hosilalarga ega bo'lsa, u holda

i 11

af (x0) =0, (i=12,...,m)

dx;

bo‘ladi.



« Aytaylik, f(x)= f(x. X, ..., X;,) funksiya x° =(x, 5, ... x},)
nugtada lokal minimumga erishsin. U holda

VX = (X0 K geren X ) & Ug (x%) 8 £(305%1 505X } 2 £ {20 575 50005 X5, )
tengsizlik bajariladi. Jumladan,
Flaaat. o o Yo r i 08 nil)
bo'ladi. Agar
o(x) =/ (x. . x5 .. 5, )
deyilsa, vx, e (x) -8, x] +8) da
o(x)>o(x')

bo'lib, bir o*zgaruvchili ¢(x,) funksiva x{ nuqgtada lokal minimumga
erishadi. U holda 25- ma’ruzada Keltirilgan teoremaga ko‘ra

)
ax

¢'(x) =0, ya'ni 0

bo‘ladi. Xuddi shunga o‘xshash
o (x") _ Iy _
- 0, ..., el 0

bo'lishi isbotlanadi. »

l-eslatma. Agar f(x) funksiva biror X’ nugtada lokal ekstre-
mumega erishsa va shu nuqtada differensiallanuvchi bo‘lsa, u holda

df(x")=0

bo‘ladi.

2-eslatma. f(x)=/f(x.x,, .., x,) funksiyaning biror x* nug-
tada barcha xususiy hosilalarga ega va

=, (I = ].E.m‘J

bo‘lishidan, berilgan funksivaning shu nugtada lokal estremumga eri-
shishi har doim kelib chigavermaydi (misollar kevingi bandda kelti-
riladi).
Demak, 1- teorema funksiyaning lokal ekstremumga erishishining
zaruriy shartini ifodalaydi.
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S(x) funksiya xususiy hosilalarini nolga aylantiradigan nuqtalar
uning statsionar nugtalari deyiladi.

2°. Funksiya ekstremumga erishishining yetarli sharti. Avtaylik,
f(x)=f(x,%,..,X%,) funksiya x*e R nuqtaning biror U;(x") atro-
fida berilgan, shu atrofda barcha ikkinchi tartibli uzluksiz xususiy
hosilalarga ega va

0
df (x ):0 (f:l,Z,--'sm)

%, ’

ba‘lsin. Bu funksivaning Teylor formulasi (62- ma’rzada keltmlmn
Teylor formulasida #» = 2 bo‘lgan hol)

af(x ) .
>, =0, (i=12,...m)

shartni hlsobga olgan holda quyidagicha a1

S =r0y L i 2L D
ko‘rinishda ifodalanadi, bunda 1kk1nch1 tartibli xususiy hosilalar
(x? +0.Ax, 22 +0-Axy, ..., x° +0-Ax,, )
{0 < 8 < 1) nuqtada hisoblangan va bunda
AXy =X — X0, AXy =Xy —XJ, ey DXy =Xy — Xy

Berilgan /(x} funksiya ikkinchi tartibli xususiy hosilalarining x° statsio-
nar nuqtadagi qiymatlarini

Bzf(xo . Lot
ay = Gy (k=12,.m)
bﬂan bc]gl.laymlz Barcha ikkinchi tartibli xususiy hosilalar -+
3 f
ax;ax;

larning x° = (x{, x7, ..., x2} nuqtada uzluksizligidan
Ay = Gy
hamda
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r}z}'[x;’ +0AX], .r‘;+{1 AXs wre X040 Axm) - a2 r(x0) -
dx;jex, - ax;aik k= G+ Ol
bo‘lishi kelib chigadi, bunda
Ax; -0, (i=1,2,..,m) da az; >0,

Natijada (1) tenglik ushbu

Af (x") = f{x)- f('xo) = i i Q. AXAX +ia,i&x,axk
1.k

th=1
ko‘rinishga keladi, Agar
D= JAX? +AX] 4.+ AXD
Ax; =p-G;, (i=1,2,...,m)

deyilsa, so'ngra Ax, -0 (i=1,2,...,m) da, ya’'ni p — 0 da

"t

Z Oy “k P Eufk'b:gk = p [I.(p)

1.k=]

(bunda, p — 0 da w«(p) — 0) bo‘lishini e’tiborga olsak, u holda

A (x*) =" [Za,‘t;,“ +a(p]] (2)
1.k=1

bo‘lishini topamlz.
Ma'lumki. Af(x") = f(x)- f(x") ayirma U,(x%) da ishora
saglasa, ya'ni vxe U, (x") da

A (x") 20

bo‘lsa, f(x) funksiva x* nuqgtada lokal minimumga;

Af(x") <0
bo'lsa, f(x) funksiya x” nugtada lokal maksimumga erishadi.
Yugoridagi (2) tenglikdan ko‘rinadiki, A/ (x") ning ishorasi koeffitsi-
yentlari
a° f(x ‘
ali ax! A ( k - l 2 )
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bo‘lgan Z ay G Sx (3)
1.k=1
kvadratik shaklga bog‘lig bo‘ladi.

2- teorema. Agar (3) kvadratik shakl musbat aniglangan bo'lsa.
f(x) funksiva x” nugtada lokal minimumga; manfiy aniglangan bo‘lsa,
lokal maksimumga erishadi.

Agar (3) kvadratik shakl noanig bo'lsa, f(x) funksiva x* nugtada
lokal estremumga erishmaydi.

« Bu teorema, keyingi bandda, xususiy holda, ya'ni ikki o‘zga-
ruvchili funksiyalar uchun isbotlanadi. » (Qaralsin, [1]. 13- bob).

3°. Xususiy hollar. m = | bo'lsin. Buholda u= f(x),(xe R.ue R)
funksivaning lokal ekstremumlari, ekstremumning zaruriy va yetarli
shartlari kabi tushuncha va tasdiglarga kelamiz. Ular 25- ma’ruzada
bayon etilgan.

m = 2 bo'lsin. Bu holda u = f(x,»), ((x,y)e R*.ue R) ikki
o‘zgaruvchili funksivaning lokal ekstremum tushunchalari yuzaga kelib,
bu hol uchun ularning ta’riflari quyidagicha bo‘ladi.

Aytaylik, u = f(x,y) funksiva Ec R" to'plamda berilgan bo‘lib,
(x,%) € E bo'lsin.

Agar & > (0 shunday son topilsaki. Ug((x)")) c E bo'lib,
V(x.y)e Us ((x9.¥0)) uchun

Sy 2 f(xo.0)s (F(x,0) € f(x0.3))
bo‘lsa, f(x,y) funksiya (x,,y,) nugtada lokal minimumga (lokal mak-
simumga) erishadi deyviladi. (x,,y,) nugta f(x,y) funksivaning lokal
minimum (maksimum) nuqtasi, f(x,.y,) migdor esa funksivaning
minimum (maksimum) qiyvmati deyiladi.
Agar shunday 8 > 0 son topilsaki, U((x°,)")) c E bo‘lib,

¥ (x,) € Us ((x0:30)) \{(% ¥0)} uchun
f(x,5)> f(x:%) (f{-“-.‘-’) < f(xt1~J'D))
bo'lsa, f(x,y) funksiva (x,,),) nugtada gat’iy lokal minimumga (gat’iy
lokal maksimumga) erishadi deyiladi.
1- misol. Ushbu f (x,¥) =yl - x* — y* funksivaning (0,0) nug-
tada gat’iv maksimumga erishishi ko‘rsatilsin.
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45> 0, (0 <8< 1)sonni olib, (0,0) nuqtaning U4((0,0)) atrofini
hosil gilamiz. U holda v (x,y)e U ((0,0))\ {(0,0)} uchun

F(xy)=1-x* - y? < £(0,0)=1
bo‘ladi. Demak, berilgan funksiya (0,0) nugqtada maksimumga eri-
shadi. »
Agar f(x,y) funksiva (xp,¥) € £ < RS6>0" nugtada lokal

ekstremumga erishsa va shu nugtada

o o

'
xususiy hosilalarga ega bo‘lsa, u holda

af(-r[]!yﬂ)__o Qf(xﬂiyﬂjao
ox ay

bo'ladi.

9 9
Biroq, f(x,y) funksivaning biror (x*,»*) nuqtada éé, a—Jyf Xususiy

hosilalari mavjud bo‘lib, ular shu nuqtada nolga teng bo'lsa, gara-
layotgan funksiya (x*,y*) nugtada ekstremumga erishmasdan golishi
mumkin. Masalan,

Fooy) = xy
d d
funksiya Ty L=x
xususiy hosilalarga ega bo‘lib, ular (0,0) nugtada nolga teng:
#l00 _ o F00) _,
ox )

bo‘lsa ham, bu funksiya (0,0) nuqgtada ekstremumga erishmaydi (funk-
siva grafigi — giperbolik paraboloidni tasavvur giling).
Aytaylik, f(x,p) funksiya (x,.%) € R? nugtaning biror Uy((xg,0))
atrofida (& > 0) berilgan bo‘lib, quyidagi shartlarni bajarsin:
- 1) f(x,p) funksiyalj((x,,),)) da uzluksiz va uzluksiz f;, f,, f;l ,
f;} [ ;2 xususiy hosilalarga ega,
2} (xq, ¥o) statsionar nugta:

j;(xﬂvyﬂ) = 0, j;(%)yo)= 0.
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Bu f(x) funksiva uchun 2° da yuritilgan mulohazalarni go‘llab
Af (x0.30) = F(x.3) = f(X0:20) =
= ;(a“mrz + 28, AXAY + a3 AY® + 0y A + 20, AXAY + 055AY% ) (%)

bo‘lishini topamiz, bunda

bo‘lib,
Ax -0, Ay -0 da o; -0, o, -0, v, -0
bo‘ladi.
3- teorema. Agar

A Ax? + 2a,,AXAY + @y, AY? (4)
kvadratik shakl musbat aniglangan, va’ni
a a
g >0, P = g4, —afh >0
i a4y

bo‘lsa, f(x,y) funksiya (x,.y,) nuqtada lokal minimumga erishadi,
agar (4) kvadratik shakl manfiy aniglangan. va'ni

a4y

2 2
ay <0, | =ayay —a; >0
91 O

bo'lsa, f(x,y) funkusiya (x,,y,) nugtada lokal maksimumga erishadi.
4 Ma'lumki, f(x,y) funksivaning (x,.»,) nuqtada ekstremumga
erishishi Uy((x;,),)) da ushbu

Af(xn‘}’u) = f(x-}')—f(xu-}’n)

ayirmaning ishora saglashi bilan bog'liq:
V(x,¥)e Us ((x9,30)) da &f (x5,5) >0 bo'lsa,
(x5,99) nugtada lokal minimum: Af (x5,¥;) <0 bo'lsa, (x;.)
nugtada lokal maksimum sodir bo‘ladi.
Af (x4, ¥y ) ayirmaning ishorasini aniglash qulay bo'lishi magsadida

(4) da

Ax=p-cos® , Ay =p-sing



almashtirish bajaramiz, bunda

p= \foz +Ay? .

Natijada (*) munosabat ushbu

p 2 ‘ -
A (X5, 3) = S [(a” cos® ¢+ 2ay, COS QSN ¢+ ay, sin’ @) +
+ (o, cOs? @+ 20, COSPSIN @ + oty sin’ (p)] 5)

ko‘rinishga keladi. Aytaylik,
a“ -2 0, allan —0122 > 0
bo‘lsin. Ravshanki,

oy, cos’ ¢ +2a;, COSQSin @ + a, sin? ¢ =
1 : 2 2 <2
= [(a“ cos +ap; Sin @) + {46y ~afy ) -sin’ ¢|.

Ayni pavtda, bu funksiya ¢ ning funksivasi sifatida [0,2n] da
uzluksiz bo‘lib, o zining eng kichik giymati {uni m bilan belgilaylik)
m ga ega bo‘ladi:

!a“ cos? ¢+ 2a;, COS 9SIin @ + ay, sin’ ¢lz=m>0.

Ikkinchi tomondan, Ax = 0, Ay — {,ya'ni p - 0 da o, - G,
oy, — 0, a;, — 0 bo‘lganligi sababli, p ning vetarli kichik giymat-
larida

oty €os? @ + 2015 COS @SN @ + ey SIN% Q| < Jogy |+ 2oty |+ Jetyy | <
bo‘loladi.

Demak, @, >0, a,m,, - ah >0 bo‘lganda (5) tenglikning o‘ng
tomonidagi ifoda musbat bo‘ladi. Binobarin,

Af (xp.¥9) > 0
bo‘lib, /(x,y) funksiya (xg,y,) nuqtada lokal minimumga erishadi.
Aytavlik, a < 0, a1 —‘3‘122 >0
“bo'lsin. Bu holda (3) tenglikning o‘ng tomonidagi ifoda manfiy bo‘ladi.

Binobarin,
M (xﬂ » Yo ) <0
bo‘lib, f(x,y) funksiya (x,,¥,) nuqtada lokal maksimurnga erishadi.
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3-eslatma. Agar a4y —ah <0 bo'lsa, f(x,y) funksiya (x,,1,)
nugtada ekstremumga erishmaydi.

4-eslatma. Agar ay,ay - ah =0 bo'lsa, f(x,y) funksiya (xo,¥)
nugtada eckstremumga erishishi ham mumkin, erishmasligi ham
mumkin (qaraisin, [1], 13- bob).

2- misol. Ushbu

S y)y=xt+xyp+yt -2x-3y
funksiva ekstremumga tekshirilsin.
< Avvalo berilgan funksiyaning statsionar nuqgtalarini topamiz:

i, ¥)=2x+y-2, 2x+y-2=0, x=

1

m.Aw"“

f;,(x,y)=x+2y—3, x+2y-3=0, w=

Demak, (%, g) — statsionar nuqgta. Ravshanki,

fa(ey)=2, f5(xp)=1 fi(xy)=2.
Demak, a,=2, g, =1, a,=2. Bunda g4, =2>0 va

a3y — a,z2 =3>0 bo'lganligi uchun berilgan funksiva (%, ;}
nuqtada lokal minimumga erishadi va

i 1 4
n-unf(x!y)"f(g’ 3’)'—_“3'
bo‘ladi. » B
3- misol. Ushbu e .
fi(st’)=X4+y4, e P L
fz(x,}’)=—(x4+y4)" o
filx,p)=x+ 5
funksiyalar ekstremumga tekshirilsin,

<« Berilgan funksiyalar uchun (0,0) statsionaf duﬁta bo‘ladi. Bu
funksivalar uchun

i _
a,ay; —aj =0
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bo'ladi. Ravshanki, (0.0) nugtada /,(x,y) funksiya minimumga. /,(x,y)
funksiva esa maksimumga erishadi, f.(x,v) funksiya (0.0) nugtada
ekstremumga ega bo'lmaydi. P

Mashglar

1. 3- teoremada keltirilgan f(x,)) funksiyva uchun (x,,y,) statsionar
nugtada

[" (Xo: %) fr.i (%o ¥ ) [fr: (-‘;J Yy )I] <0

ho'lsa.  f(x,y) funksiva (x,.y;) nuqtada ekstremumga erishmasligi
isbotlansin.

2. Ushbu f(x.v)=(y-x }2 +(v+ 2)3 funksiva ekstremumga tek-
shirnlsin,

64- ma’'ruza
Oshkormas funksiyalar

1'. Oshkormas funksiya tushunchasi. Ma'lumki. XY= R, Yc R
to’plamlar va biror £ qoida berilgan holda har bir xe X songa f qoidaga
ko'ra bitta y € Y son mos go'vilsa, X to‘plamda y = f(x) funksiva
aniglangan deyilar edi.

x va v o‘zgaruvchilarnt bog'lovchi goida turlicha, jumladan,
analitik ifodalar vordamida, jadval yordamida, egri chiziq vordamida
bo'lishi mumkin.

Endi x va y o*zgaruvchilar tenglama yordamida bog‘langan holda
funksiya yuzaga kelishini ko‘rsatamiz.

Avtaylik, x va y o‘zgaruvchilarning F(x, y) funksivasi

E={(x.y)e R®:a<x<b, c<y<d}
to‘plamda berilgan bo‘lsin. Ushbu
F(x,y)=0 (1
teglamani qaraylik. Har bir tayinlangan x = x;, da (1) tenglama y ga
nisbatan tenglamaga aylanadi. Bu tenglama yagona y, vechimga ega
bo‘lsin. Demak,

F(xy,5)=0.
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Bunday xususiyatga ega bo'lgan x, nugtalar bit gancha bo'lishi
mumkin. Ulardan tashkil topgan to'plamni X devlik. Ravshanki, bunda
X (a, b)bo'ladi.

Endi X to‘plamdan olingan har bir x ga (xe X) (1) tenglamaning
yagona yechimi y ni mos go‘yaylik. Natijada X da aniglangan funksiya
hosil bo‘ladi. Uni ¢(x) deylik. Demak.

¢:x -y va Fx,p(x))=0.

Bu ¢(x) oshkormas (oshkormas ko‘rinishda berilgan) funksiya
deyiladi.

1- misel. Ushbu

Fx,y)=yJIx2-1-2=0 (2}
tenglama yordamida oshkormas fuksiva aniglanishi ko‘rsatiisin.

« Ravshanki, (2) tenglama har bir x e {—,—1) U (1, +e) da yagona

y=o(x) = e
\f.‘JC2 -1

yechimga ega va
F(x,q)(x)) =0,

Demak, (2) tengltama oshkormas funksiyani aniqlaydi. » "
2- misol. Ushbu : o

4

F(x,y):x—y+-;siny=0

tenglama yordamida oshkormas funksiva aniglanishi ko'rsatilsin.: . .-
o Berilgan tenglamani quyidagicha yozib olamiz:

Xx=y- %siny =aly), (¥e (—o,+)).

Bu a(y) funksiva R da uzuluksiz va o’ (¥} =1- :—12 cos y > 0 bo‘ladi.
U holda o(y) funksiya (—es, +oo) da teskari y = o™ (x) funksiyaga ega va
Flx,a(x})=0

bo‘ladi. Demak, bu tenglama ushbu
P x — o (x)

oshkormas funksiyani aniglaydi. »
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3- misol. Ushbu

Fix,y)=x>+y' =Iny=0, (y>0)
tenglama v n1 x ning oshkormas funksivasi sifatida aniglaydimi?

« Aniglamaydi. chunki harbir x € (-o0, +==) da vy’ —In ¥ >0 bo'l-
ganligi sababli. vechimga ega emas. P

Oshkormas funksiyalarni o*rganishda quyidagi masalalar muhimdir:

1) Fx,») funksiva biror £< R* to’plamda berilgan holda y = ¢(x)
oshkormas funksiya mavjud bo‘ladimi va bu funksiyaning aniglanish
to'plami ganday bo‘ladi?

2) (1) tenglama bilan aniglangan y = ¢(x) oshkormas funksiya
ganday xossalarga ega va bu xossalar F(x,y) funksiva xossalari bilan
ganday bog‘langan?

2°. Oshkormas funksiyvaning mavjudligi.

1- teorema. Faraz qilaylik, Fix,y) funksiva (x,.y,) nugtaning biror
atrofi
U (%0 30)) ={(x.¥)e R : %y ~h<x <X+ b yy~k<y<y+k}

da (h> 0, k >0) berilgan bo‘lib, quyidagi shartlarni bajarsin:

1) Ax,y) funksiya U, (_( x.,-).-'..)) da uzluksiz:

2) Har bir tayin x e (x, - A, x; + h) da y o'zgaruvchining funk-
sivasi sifatida o'suvchi;

3) F(xq.¥)=0.

U holda (x,.y,) nugtaning shunday atrofi

Us (.(-"u-.lv"u)) - {(-"-}')E R : Xg—0<X<Xy+8, Yy -e<y<yy+ "}

topiladiki (0 <8 < h, 0 < ¢ < k). bunda:

a) Vxe (x5 -8,x, +3) da

F(x.y)=0

tenglama yagona y(ye (v, - €.y, +€)) yechimga ega, va'ni
F(x.y)=0 tenglama vordamida v = @(x) oshkormas funksiva
aniqlanadi;

b) @(xy) =y bo'ladi;

d) ¥y = @(x) funksiva (x, -9, x, +8) da uzluksiz bo'ladi.
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« U, ((x,.y, )] atrofga tegishii bo‘lgan
(x4, Vo =€), (X4, o +2). (O<ce<k)
nugtalarni olib. [y, — €, ¥, + €] segmentda
wiy)=F(x5:¥)
funksivani qaravmiz. Teoremaning 2- shartiga ko'ra w(y) o'suvchi,
3- shartiga ko‘ra w(v,) = F (x,.¥;) = 0 bo'ladi. Bunda esa
wiy, —€)=F(x5,y —£) <0,
iy +8)=F(xg,p +€)>0
bo‘lishi kelib chigadi.
Teoremaning 1- shartiga ko‘ra Ax,y) funksiya Uy ((x4. ¥ )) dauzluk-
siz. U holda uzluksiz funksiyaning xossasiga ko'ra, x, nugtaning shunday
(xy — 8. x, +8) atrofi (0 <3 < h) topiladiki, ¥x e (x, - 8, x, +8) da
F(x,y,~¢)<0,
F(x.,yg+€)>0
bo‘ladi. Endi (x,.),) nuqtaning

(3)

Use ((x0. 3% )) = {(x. ye R? ixy~8<x< Xg+0, ¥y ~€E<y<h +r}
atrofida
F(x,y)=0
tenglama y ni x ning oshkormas funksiyasi sifatida aniglashini ko‘r-
satamiz.
Ixtivoriy X" e (x; -3, X, +8) nugtani olib, [y; —£. ¥, +¢] da
ushbu
g(y) = F(x'.,y)

funksivani qaraymiz. Ravshanki, bu funksiya [yo —€. ¥y + e] segment-
da uzluksiz va ayni pavtda (3) munosabatga binoan

gy ~£)=F(x" .y, —£) <0,

tE( I’D +£) = P‘(x"'cvﬂ * e) > 0
bo‘ladi. U holda Bolsano—Koshi teoremasiga ko'ra shunday
¥' & [y —£. » + €] nuqta topiladiki, bunda
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gy )=F(x',y')=0
bo‘ladi.

Ayni paytda, g(y) funksiva [y, —¢€, ¥, +¢] da o‘suvchi (qgat’iy
o‘suvchi) bo'lganligi sababli. y shu oraliqda bittadan ortiq nuqtada
nolga aylanmavdi.

Shunday qilib. ixtiyorly xe (x; -8, x, +8) uchun yagona
ye (y, —€.,y, +¢) topiladiki, bunda

F(x,y)=0
bo‘ladi. Bu esa Ug ((x5,¥,)) da F(x,y)=0 tenglama y ni x ning
oshkormas funksivasi sifatida aniglashini bildiradi:
y=0(x): F(x,@(x))=0.
Avtaylik, x = x, bo'lsin. U holda teoremaning 3- shartiga ko'ra
F(x3,)=0

bo‘ladi. Binobarin. aniglangan oshkormas funksivaning x, nugtadagi
giymati ¢(x,) = ¥, bo‘ladi.

Modomiki. ¥x e (x5 =8, x5 + 8) uchun ¢(x) ga ko‘ra unga mos
keladigan y e (y, — €. ¥, +€) bo'lar ekan, u holda

X-Xg <d=ly—yol=lolx)-0(x) <¢
bo'ladi. Demak, oshkormas funksiva x, nugtada uzluksiz.

Oshkormas funksiyaning ¥x" e (x, -8, x, + §) nugtada uzluksiz
bo‘lishini ko‘rsatish bu funksivaning x, nugtada uzluksiz bo‘lishini
ko‘rsatish kabidir. Demak, mavijudligi ko‘rsatilgan oshkormas funksiya
(x5 = 8. x5 +8) da uzluksiz bo‘ladi. B

3°. Oshkormas funksiyaning hesilalari. Oshkormas funksivaning
hosilasini aniglaydigan teoremani keltiramiz.

2-teorema. Faraz gilaylik, Fx, ») funksiva (x,, »,) nugtaning
biror atrofi Uy, ((Xy.¥)) da (h > 0, k > 0) berilgan bo‘lib, quyidagi
shartlarni bajarsin:

1) Upi ((x0.%)) da uzluksiz:

2) Uy ((x9. %)) dauzluksiz F,(x.y), F/(x,y) xususiy hosilalarga
ega va F(x.¥)=0;

3) F(xy.¥)=0.
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U holda (x,, y) nuqtaning shunday Us ((x;.5,)) atrofi
(0 <8< h,0<e<k) topiladiki, F(x,y)=0 tenglama y ni x ning
¥ = ¢{x) oshkormas funksiyasi sifatida aniglaydi va bu y = @(x)
funksiva (x4 -8, xg +8) da vzluksiz differensiallanuvchi bo‘lib,

oy = Ex(x0(x))
Q{x)=— ‘F—J:-(‘Ja“(*ﬁj
bo'ladi.

4 Teoremaning shartiga ko‘ra F;(x, y) funksiya Uy, ((xo, Yo )) da
uziuksiz va £, (xg,¥y) # 0. Aytaylik, £ (xg,¥,) > 0 bo‘lsin. Uzluk-
siz funksiya xossasiga ko‘ra {x,,),) nuqtaning shunday Uy, ((xu, yu))
atrofi (0<8<h,0<e<k) topiladiki, V(x,y)e Ug ((Xy,%)) da
£, {x,y) > 0 bo'ladi. Bundan esa har bir tayin x e (xp - 8, x, +3) da
F(x,y) funksiya y o‘zgaruvchining funksiyasi sifatida o‘suvchi bo‘lishi
kelib chigadi. U holda 1-teoremaga ko‘ra F(x,y)=0 tenglama
(xp — 8, xy +8) da y ni x ning y = o(x) oshkormas funksiyasi sifatida
aniglaydi va y = @{x) oshkormas funksiya x e (x5 -8, x; +8) da
vzluksiz bo‘lib, ¢{x;} = y, bo'ladi.

Aytaylik, xe (x3 -8, xg +38), x +Axe (X -8, x5 +8) bo’lsin.
Ravshanki,

F{x,y)=0, F{x+Ax,y+Ay)=0
bo‘lib, bundan quyidagi ifodani hosil gilamiz: : :
AF (x,y)= Flx+Ax, v+ ay)- F(x,¥}=0. &

Teoremaning shartidan F(x,y} funksiyaning (x,y) nuqtada differen-
sialanuvchi bo‘lishi kelib chigadi. Binobarin,

AF (x,y) = F (x,y)ax+ F{x, ) Ay+o-ax+B-Ay (5
bo'lib, Ax 5 0,Ay 50 da o« - 0, B — 0 bo‘ladi.

(4) va (5) munosabatlardan topamiz:

Ay _ Fixyla v
ax T ORxmp

Keyingi tenglikda Ax — 0 da limitga o‘tsak, u holda .
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hosil bo‘ladi. Uy ((%p,¥0)} da F;(x,¥), FJ(x,¥) xususiy hosilalar
uzluksiz va £/ (x.y) # 0 bo‘lishidan oshkormas funksiyaning hosilasi
o) =~ 2l
ning (x; - 8, x + &) da uzluksiz bo‘lishi kelib chiqadi. »
4- misol. Ushbu
F(x,p)=¢ +ysinx-x>+7=0
fenglama (2, 0) nugtaning atrofida y ni x ning oshkormas funksiyasi

sifatida aniglashi va bu oshkormas funksivaning hostlasi topilsin.
<4 Ravshanki,

F(x,p)=¢’ +psinx-x’+7
funksiva R? da aniglangan va uzluksiz. Binobarin, u (2, ¢) nugtaning

atrofida uzluksiz, Fx,y) funksivaning xususiy hosilalari quyidagicha
bo‘ladi:

oF(x, ¥} _ 0 7, 3 _ a2
—a}-__ax(e +ysinx-x*+7) = ycosx -3x?,
aF{x,y} o0 ¢, . 3 — ¥

e _§P(e +ysinx-—-x +?)-e +sin x,

Demak, Ax,y) funksivaning xususiy hosilalati R? da, jumladan,
(2, 0) nuqtaning atrofida uzluksiz.
So‘ngra
aF(2,0 . .
_EET}J ={¢/ +5inX), 5,0 =1+8in220,
Va nihoyat,
F(2,0)=(¢’ +ysinx-x° + 7} ez 0 =0
bo‘ladi. U holda 2- teoremaga ko‘ra
Flx,y)=¢ +ysinx—x*+7=0
tenglama (2, 0) nugtaning atrofida y ni x ning oshkormas funksiyasi
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sifatida aniqlaydi va bu oshkormas ¢(x) funksiyaning hosilasi quyida-
gicha bo'ladi:

F (x.y) _ yccsx-—3x

F S(0y) e asinx

1-eslatma. Oshkormas funksiyaning hosilasini quyidagicha ham
hisoblasa bo‘ladi:

¢'(x} =

F(x,y):O

ni {y o‘zgaruvchi x ning funksiyasi ekanini hisobga olib) differensiallab
topamiz:

F(x,p)+ B (x,y)- ¥ =0.
Kevingi tenglikdan esa quyidagi ifoda kelib chigadi:

Fi(x,y)
ey

Aytaylik, F(x,y) funksiya Uy ((x,,¥,)) da uzluksiz ikkinchi tartibli
Fi(xy), B5(xp), E2(xy)
xususny hosilalarga ega bo‘lsin. Ma’lumki,

F(JL »
AN

y=-

Y=
Buni differensiallab topamiz:

. (Ften) Bxn-(B(x0) - E(x 3
(F (el

Agar - (F(x9)), = F5 (x.0)+ Fy (,9)- ¥, ®)
(F/(x.), = Fp (x.y)+ Fa(x ) ¥
ekanini hisobga olsak. U holda
yr o e By (o V) B p-( B2 (x b B (%) 9) B(x D _
(Fye))

116



Eixlxp) R(x.0)- Fa(x) F(xm[{s(m E(x9- 533 f(xd] ¥

(£ ()Y
bo‘ladi. Bu ifodadagi y’ ning o‘rniga
_Fxy)
F(x,y)

ni go‘yib, oshkormas funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi uchun
quyidagi formulaga kelamiz:

' g 1} e e

. EFx F), ny F}, o ~F e
12
Fy

y =
2-eslatma. Oshkormas funksivaning ynqori tartibli hosilalarini
quyidagicha ham hisoblasa bo‘ladi. Yuqorida

Fix,y}=0

ni dfferensiallab,
F(x,y)+ E(x,y)-y =0
bo‘lishini topgan edik. Buni yana bir marta differensiallab topamiz:
[Ex.0)+ B(x, )] =
=(F;(x,y)); +¥ - (F(x, y));_ + F(xy) Yy =0.
Agar (6) munsabatlardan foydalansak, keyingi tenglik ushbu
Folop) + 2E(x,y)- ¥ + Fr(x,p) - y? + Fl(x )y =
tenglikka keladi. Undan esa

. FaxRE () Y+ B (x 3y /2
Fy(x.y)

bo‘lishi kelib chigadi.
- §- misol. Ushbu

F(x,y)=xe’ +y& -2=0

tenglama bilan anigianadigan oshkormas funksivaning ikkinchi tartibli
hosilasi topilsin.

117




, + 4 Differensiallab topamiz:
(F(x,9)). =(xe +y& -2), =0,

et +ye* +(xe¥ +e%) y' =0, o @
f_ ePayeX
T eNexe? - )

Endi (7) ni yana bir marta differensiailaymiz:

ey +yer +ye* +et yexe’y yexe’ yT4ye 4y =0.
Keyingi tenglikdan

o 207y 42e y v ae -y 1 pet
yo= xe’ ye*
bo‘lishi kelib chigadi. Bu tenglikda y* ning o‘rniga (8) da ifodalangan
giymatini go‘vib, oshkormas funksivaning ikkinchi tartibli hosilasi
topiladi. p

Mashglar
1. Ushbu Y 4y-x=0
tenglama bilan aniqlangan oshkormas funksivaning grafigi yasalsin.
1. Ushbu x¥ =y, (xz¥)

tengiama bilan aniglanadigan y = ¢(x) oshkormas funksiyaning y’
va y " hosilalari topilsin.

- s [
W,

1
L
froantt
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14-B O B
FUNKSIONAL KETMA-KETLIK VA QATORLAR

65- ma’ruza

Funksional ketma-ketliklar va ularning tekis
yaqinlashuvchanligi

/ 1°. Funksional ketma-ketlik va limit funksiya tushunchalari. Avtaylik,
har bir natural n songa E < R to'plamda aniglangan bitta £ (x)
funksiyani mos go‘yuvchi qoida berilgan bo‘lsin. Bu goidaga ko‘ra

F8xY Sl XS i BLXY s (1
to'plam hosil bo'ladi. Uni funksional ketma-ketlik deyiladi. £ to*plam
(1) funksional ketma-ketlikning aniglanish to ‘plami deyiladi.

Odatda. (1) funksional ketma-ketlik, uning #- hadi yordamida
{/.(x)} yoki f,(x) kabi belgilanadi. Masalan,

£.(x) = nel 2 3 n+l

" nix’ lix? ' 24x° nx
oNx WX L WX oo VX

f,(x) = sin o - Sy , sin 5 5 sin "

lar funksional ketma-ketliklar boladi va ularning aniglanish to‘plami
mos ravishda

E=R,E =[0,+»)
bo‘ladi, Ravshanki, x o‘zgaruvchining biror tayinlangan x=x, & £
giymatida ushbu

{fn (X )} Ji(xg)s o (Xa)s ces f (X )5 o
sonlar ketma-Kketligiga ega bo‘lamiz.

VA- ta’rif. Agar {f,(x,)) sonli ketma-ketlik yaginlashuvchi (uzogla-
shuvchi) bo‘lsa, {f,(x)} funksional ketma-ketlik x = x, nugtada yaqgin-
lashuvchi (uzoglashuvchi) deviladi. x;, nugta esa bu funksional ketma-
ketlikning yagqinlashish (uzoglashish) nugtasi deyiladi.

2-ta’rif. {f,(x)) funksional ketma-ketlikning barcha yvaginlashish
nugtalaridan iborat £, < E'to'plam {f,(x)} funksional ketma-ketlikning

vaginlashish to'‘plami deyiladi.
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Masalan, ushbu

Fo(x) =" x,x x5, X,
funksional ketma-ketlik aniglanish to‘plami £ = Rba‘lib, u vx e (-1,1]
nuqtada yaqinlashuvchi, xe R\ {(-1,1] da uzoglashuvchi bo‘ladi.
Demak, ketma-ketlikning yaqinlashish to'plami £ = (—1, 1] bo'ladi.
Faraz qilaylik, {f,(x,)} funksional ketma-ketlikning yaginlashish
to‘plami £, (£, € R) bo'lsin. Ravshanki, bu holda har bir xe £; da

L), [0, s £ ()
ketma-ketlik yaqinlashuvchi, ya’'ni : : AN

lim f, (x)
mavjud bo‘ladi. Endi har bir xe E£ga lim £, (x) ni mos go‘ysak, ushbu

fix - lim f,(x)

funksiya hosil bo‘ladi. Bu f(x) funksiya {/,(x,)} funksional ketma- .
ketlikning limit funksiyasi deyiladi:

lim £,(x) = f(x), (xe £)-

Bu munosabat quyidagini anglatadi: ixtivoriv € > 0 son va har bir
x € Eyuchun shunday natural », = n, (¢, x) son topiladiki, ixtiyoriy
n> nda
5 I (x) - f(x) <¢,
yva’'ni
Ve>0, Iy =nm(e,x)e N, Yn>n,: ]L(x)- f(xﬂ <E ..
bo‘ladi.

er gk

1-misol. Ushbu  £.(x) = nsin ﬁ

funksional ketma-ketlikning limit funkswas: topilsin, N
o Berilgan funksional ketma-ketlik £ = [0, +~) da aniqglangan.
Uning limit funksiyasi

sm—-—

Jx = f

f(x)= ’Ili_’nlﬁ,(x) hm nsm-‘C = lim -

et J‘
n
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bo‘ladi. Demak, funksional ketma-ketlik £ = [0, +) da yaginlashuy-
chi va

. oo A s
lim nsin ”n =Jx.p

2- misol. Ushbu S (x) = Xx"
funksional ketma-ketlikning limit funksiyasi topilsin,
<« Bu funksional ketma-ketlik £ = R da aniglangan. Ravshanki.

Vx e (1,400) da 1112 1%} = ’11112 x" = 4oo,

vxe (-1.1) da llm [ (x)=limx" =0,

oo

x=1lda limf(x)=liml=1,

1
Ho—pam

vx e (—e,-1) da lim f,(x) mavjud emas.
Demak, berilgan funksional ketma-ketlik £, = (-1,1] da yaginlashuv-
chi bo‘lib, uning limit funksivasi

f(x) = limx" =

e

0, agar —1<x<1 bo'lsa,
I, agar x=1 bo‘lsa
bo‘ladi.
3- misol. Ushbu
f(x)=n (Fx -"¥x), (x>0)

funksional ketma-ketlikning limit funksiyasi topilsin.
« Berilgan funksional ketma-ketlikning limit funksiyasi quyida-
gicha topiladi:

I 1
f(x)= li_{g(fn(x)) = lml n? (Fx - "¥x) = lim n? (x" - xml ) =

o
1 ( 11 ) 3 i {
_ g B o MY s XEANE
= lim n x4 \x7 " 1) = lim . x#1 . =lnx. »
Hye (o (] 1
n4n
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2°. Funksional ketma-Kketlikning tekis yaqinlashuvchanligi. Faraz

gilaylik, {£(x)}:
.;} (x)r j?z {'x)‘l heat ] fn (x)r b
funksional ketma-ketlik £ to‘plamda yaginlashuvchi (ya'ni yaginia-
shish to‘plami £;) bo‘lib, uning limit funksiyasi f(x) bo'lsin:
lim £, (x) = f(x).
Ma’'lumki, bu munosabat
ve>0, 3 =mle,x)e N, Y>>t (£,(xX)- fAixii<e

bo‘lishini anglatadi. Shuni ta’kidlash lozimki, yugoridagi natural #,
sofl ixtiyoriy olingan € > 0 son bilan birga garalayotgan xe £, nuqtaga
ham bog‘liq bo‘ladi (chunki, x € £, ning turli gqiymatlarida ularga
mos Ketma-ketlik, umuman aytganda, turlicha bo‘ladi).

3-1a’rif. Agar Ve > 0 son olinganda ham shu e > 0 gagina bog‘lig
bo‘lgan natural #y = 15, () son topilsaki, Y# > m, va ixtiyoriy xe £, da

'fn (I) _f(x)i; <E
tengsizlik bajarilsa, ya’'ni
ve>0, dny =me)e N, Ya>n, Yxe Ey: |f,(x)- f(x)<e

bo'lsa, {f,(x;)} funksional ketma-ketlik & to'plamda f(x} ga tekis
yaqinlashadi (funksional ketma-ketlik E, to‘plamda tekis yaginla-
shuvehi) deyiladi.

Shunday qilib, {£,(x,)} funksional ketma-ketlik £; to'plamda f (x)
limit funksivaga ega bo‘lsa, uning shu limit funksiyasiga yaginalishish
ikki xil bolar ekan:

N ve>0, Ing=m(e,x)ec N, Ya>n: |f(x)- f(x)]-ca_
bo‘lsa, {f,(x)} funksional ketma-ketlik £, da f(x) ga yaqginlashadi
(oddiy yaginlashadi). Bu holda

Li(x) - f(x), (xeE)
kabi belgilanadi.

2} ve>0, Im =me)e N. Vr>n,Vxe K |f(0)~ f(x)<e
bo‘lsa, {f,(x)} funksional ketma-ketlik £, da f(x) ga tekis yaqmlashadl
Bu holda

LX) Zfx), (xe B)
kabi belgilanadi.
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Jfilx)+e

SO\
\\f _}%

e P

flx)—e

0 ¥
29- chizma.

Ravshanki, {f,(x)} funksional ketma-ketlik £ to‘plamda f(x)
funksiyaga tekis vaginlashsa, u ushbu to‘plamda f (x) ga vaginlashadi:
LX) 31(x) = f(x) = f(x), (xe E).

Avtaylik, L x)3f(x), (xe Ey)
bo'lsin. Bu holda Vn > n, va Vxe £, da
Sulx) = flx) <e, ya'ni f(x)-e< f,(x)< f(x)+¢

bo'ladi. Bu esa {f(x)} funksional ketama-ketlikning biror hadidan
boshlab, keyingi barcha hadlari f(x) funksiyaning «e-oralig‘i»da
butunlay joylashishini bildiradi (29- chizma)

4- misol. Ushbu

_ sinnx
Jlx) ==

funksional ketma-ketlikning R da tekis yaginlashuvchanligi ko' rsatilsin.
« Ravshanki,

lim £, (x) = lim **7% = 0.

Demak, limit funksiya f(x) = 0.
Agar Ve > () son olinganda n, = [:} deyilsa, u holda ¥n> n, va
¥xe Ruchun
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]f t-’f) f(x) sinnx 0l 1smnx % gl’.ﬁ ce
bo‘lishini topamiz. Demak, ta’rifga binoan
: : sin nx : 0

n

bo‘ladi. »
Faraz qilaylik, {/(x)} funksional ketma-ketlik £, to‘plamda f(x)
limit funksiyaga ega bo‘lsin.
I- teorema. {/,(x)} funksional ketma-ketlik £; to‘plamda f(x) funk-
siyaga tekis yaqgilashishi uchun

lim sup 7, ()~ ()] =
bo'lishi zarur va yetarli.
A Zarurligi. Aytaylik,
LX) Zf(x) (xe Ey)
bo'lsin. Ta'rifga binoan
ve>0, Imy =m(e)e N, vYn>ny,Vxe Ey: |f,',(x) f(x)|<e
bo‘ladi. Bu tengsizlikdan :
sup |fu (x) - / (x)se
bo‘lib, undan ) _ A
lim sug £ (X)) - f(x)]=0 RS
e e : P neesE ol

bo‘lishi kelib chiqgadi.
Yetarliligi. Aytaylik

Lim sup £, (x) - f(x)| =

H—)xe

bo‘lsin. Limit ta’rifga ko'ra
‘ Ve>0, 3me N, Vaxn: iug]ﬂ,(x)—f(x)ke
bo‘ladi. Ravshanki
£, ()= f(x) s sup £ (x) = f ().

U holda Vxe £ uchun
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[, - f(x)<e
bo‘ladi. Bundan

fo(0) D f(x), (xe E)
bo‘lishi kelib chigadi. P
S-misol, Ushby  £(0) = \F i

funksional ketama-ketlikning £,= R da tekis yaginlashuvchiligi ko'r-
satilsin.
« Berilgan funksional ketma-ketlikning limit funksivasi

1

j(r)—llmf,,{r)—llm ,) =lx|, (xe R)
" —pou ’
bo‘ladi. Endi sup £, (x)— f(x)
ni topamiz:
! ! | n’ ; | 3
‘sllp \ + 5 = Xl = bllp - = Sup-—:—' M e —— ';;
e R n R { oF, 11 +le] YeR M 'X2+—-r+111]
\ n; -
_ [5 1 -
Demak, limsup /x*+ ~ —x=lim =0
= se RV n nse N
f 2 1
bo'lib, N Clx|, (xeR)

ifodaga ega bo‘lamiz. P
Eslatma. Agar {f(x)} funksional ketma-ketlik uchun £c< R
to‘plamda

limsup f,(x)- f(x) #0

A= e £
bo'lsa, {f,(x)} funksional ketma-ketlik £ da tekis vaniglashishi shart
emas.
Endi funksional ketma-ketlikning limit funksivaga ega bo‘lishi va
unga tekis vag‘inlashishini ifodalovchi teoremani keltiramiz.
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2- teorema. (Koshi teoremasi.) {f,(x)} funksional ketma-ketlik
£ to'plamda limit funksiyaga ega bo‘lishi va unga tekis yaqinlashishi
uchun ve > 0 son olinganda ham shunday #y = g, € N topilib,
Ya>n,Vpe N vavxe Eda

=f"+P(X)‘-fn(x)§€E,
ya'ni Ve>0, dmy =m(@©)e N, Yn>n, YVpe N vaVxe £ da
!j;,+p(,vc)-f,,(x)!<e (2

bo‘lishi zarur va yetarli.
A Zarurligi. Aytaylik, Eto‘plamda {f,(x)} funksional ketma-ketlik
limit funksiya f(x) ga ega bo'lib, unga tekis vaqinlashsin:

LX), (xe E).
Tekis yaginlashish ta’rifiga ko‘ra

Ve >0, gy =nle)e N, Vk>n, Vxe E:m(x)—f(x)|<§
bo‘ladi. Xususan, k=n, a>uny va k=n+p, pe N da
00 = FO <5, [fonp () - 0| < 5
tengsizliklar bajarilib, ulardan
[foep 00 = £ (0] = [frap () = F0) = (£ (0) - f ()]

< foup () = O]+ 14 00) - SR < 5+ 5 =6

bo*lishi kelib chigadi. Demak, (2) shart o'rinli.
Yetarlifigi. {f,(x)} funksional ketma-ketlik uchun (2) shart bajarllsm
Uni quyidagicha yozamiz: .

Ve>0, Iny =m(eye N, Yan>n,, Vpe N, Vxe E da

Urep (X) = £ ()] < 5 3)

bo'ladi.

Ravshanki, tayin x, € £ da {f,(x)} sonlar ketma-ketligi uchun (3)
shartning bajarilishidan uning fundamental ketma-ketlik ekanligi kelib
chigadi. Koshi teoremasiga ko‘ra {£,(x,)} yaginlashuvchi bo‘ladi. Bino-
barin, chekli
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(4

lim £, (x,)
limit mavjud.
Modomiki, har bir xe E da (4) limit mavjud bo‘lar ekan, u
holda avval aytganimizdek, £ to‘plamda aniglangan
x = lim f,(x). (xe E)
e
funksiva hosil bo‘ladi. Uni f(x) bilan belgilaymiz. Bu funksiva {£,(x)}
funksional ketma-ketlikning limit funksiyasi bo‘ladi:
[i(x) = f(x), (xe E).
Endi (3) tengsizlikda n va x larni tayinlab (#n > n,, xe E) p -« da

limitga o‘tamiz. Natijada
f(x)= f(x)| s

<€

hosil bo‘ladi. Bu guyidagicha bo‘lishini bildiradi
Ja(x) 3 fix), (xe Ey). P

6- misol. Ushbu
L =25
v hXx
funksional ketma-ketlik £ = (0,1) to'plamda tekis vaginlashuvchan-
likka tekshirilsin.
o Agar ixtivoriy k€ N uchun
P ¢
n=»Ak; p=K=m; X =

deyilsa,
frop@ =103 = fin (L) £ (1) =
bo‘ladi. Demak,

3e, VYke N, dnzk, Ipe N,

Ix* ~€ 0,1): S p(x") = fr(x") 2 8.

Bu esa yuqoridagi teorema shartining bajarilmasligini ko‘rsatadi
Demak, berilgan funksional ketma-ketlik £=(0,1) da tekis yaqginla-
127
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Aytaylik, {f,(x)} funksional ketma-ketlik £to‘plamda yaginlashuv-
chi bo'lib, f(x) funksiya uning limit funksivasi bo'lsin:
S, (x) = f(x), (xe E).
Agar
e, >0, Vke N, In>k, 3Ix e E: f(X')-f(x") 2¢g
bo‘lsa, {f,(x)} funksional ketma-Kketlik £ to‘plamda f(x) funksiyaga
notekis vaginlashadi deyiladi.

7- misol. Ushbu [, (x) = nsin :
nx

funksional ketma-ketlik £= (0, 1) da tekis vaginlashuvchanlikka tek-
shirilsin.
l
sin

i . 5 | " - I
d Ravshanki Ym f.(x)= limasin =~ =lim ™ =" .
Hodpas . nx B | X X

nx

Demak. berilgan funksional ketma-ketlikning limit funksivasi f(x) = i
bo'ladi. '

Aytaylik, x* = L bo‘lsin. U holda

£,(x")= f(x")=nsinl=n 21-sinl =g,
munosabat ixtiyoriy ne N da o‘rinli bo'ladi.

Demak, f,(x)=n sinulx funksional ketma-ketlik limit funksiya
flx)= i ga E£=(0.1) da tekis vaginlashmaydi. P

V/3°. Tekis yaginlashuvchi funksional ketma-ketlikning xossalari.
Tekis yaginlashuvchi funksional ketma-ketliklar gator xossalarga ega.
Bu xossalarni keltiramiz.

Aytaylik, {f(x)}:
Kz, Hx) vu L0680 v
funksional ketma-ketlik £c R to*plamda vaginlashuvchi bo‘lib, f(x)
uning limit funksiyasi bo‘lsin:
fr(x) = f(x). (xe E).
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1- xossa. Agar {f,(x)} funksional ketma-Kketlikning har bir £, (x),
n=1,2,3....) hadi E to‘plamda uzluksiz bo‘lib,

El{x) 3 fix), (x& E}

bo'lsa, limit funksiva f(x) shu £ to‘plamda uzluksiz bo‘ladi. Demak,
bu holda

lim(lim f,,(r)) = lin‘l‘ﬁi_mj;,(r))

T=sX \A—psa

munosabat o‘rinli bo‘ladi.
V' 2- xo0ssa. Agar {f,(x)} funksional ketma-ketlikning har bir f,(x),
(n=1,2,3.,...) hadi E=[a,b] da uzluksiz bo‘lib,

L) 3 f(x), (xela.b])

bo‘lsa,
h Py
lim _ff,,{x)dx 5 jf(x)dx

bo’ladi. Demak. bu holda

b b

tim [ £, (x)dx = [(1im f,,(x))dx
d a

munosabat o'rinli bo‘ladi.

o 3- xossa. Agar {f (x)} funksional ketma-ketlikning har bir /,(x).

(n=1,2,3,...) hadi E= [a,b] da uzluksiz f,(x), (n=1,2,3,...) hosi-

lalarga ega bo‘lib,

L0 3 o(x), (xelab])
bo‘lsa,

o(x) = f'(x)

ga ega bo‘lamiz.

Shu kabi xossalarga keyinroq o'rganiladigan tekis yaginlashuvchi
funksional gatorlar ham ega bo‘ladi. Ayni paytda, ular bir mulohaza
asosida isbotlanadi. Mazkur xossalarning isbotini funksional qatorlarga
nisbatan keltiramiz.
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Mashqglar

1.Ushbu  f,(x) = H[J;C + i - \/,;) funksional ketma-ketlik
E= (O.-em) da tekis vaginlashuvchanlikka tekshirilsin.
2. Aytaylik, f(x) funksiyva (a,b) da uzluksiz f’(x) hosilaga ega
bo‘lib,
flxy= n(f(x + }I)—f(x)}

bo‘lsin. Bu funksional ketma-ketlikning [g;.b,] < (a,b) da f’(x) ga

tekis vaginlashishi isbotlansin.

66- ma’ruza

Funksional qatorlar va ularning tekis
yaqinlashuvchanligi

I°. Funksional qator va uning yig‘indisi. Faraz gilaylik, Ec R
to‘plamda aniglangan
w (x). s (x). v, 14, (X)), ...
funksional ketma-ketlik berilgan bo‘lsin. Bu ketma-ketlik hadlari
yordamida tuzilgan quvidagi
1 (X) + Uy (X) + o4 1, (X)) + ...
ifoda funksional gator deyiladi va z i, (x) kabi belgilanadi:

n=1
izfﬁ(x)=a,(.r)+ Uy (X)) + . 41, (X) +... ()]
n=|

Bunda E — funksional gatorning aniglanish to*plami deyiladi. Masalan,

DY X =lax+xd ++x" 4,

e

= x - - - .
2) Zne”" = +2F +38% 4 .+ ne™ 4.
=1
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funksional gatorlar bo‘lib, ularning aniglanish to‘plami E = (-0, 40)
bo‘ladi. (1) funksional gator hadlaridan ushbu

8, (x) = z:l(x):
85 (x) = u (x) +uy (x),

...................... (2)

yig‘indilarni tuzamiz. Ular (1) funksional qatorning qismiy yig ‘indilari
deviladi. Demak, (1) funksional gator berilgan holda har doim bu
gatorning (2) qismiy yig‘indilaridan iborat {§,(x)}:
Si(x). 55 (x), .y S, (), ...
funksional ketma-ketlik hosil bo‘ladi. Ravshanki, x = x, € F nugtada
{.5,(x,)} sonlar ketma-ketligi bo'ladi. '
I- ta’rif. Agar {S,(x,)} vaqinlashuvchi (uzoglashuvchi) bo‘lsa,

Zu,, (x) funksional gator x = x, nuqtada vaqinlashuvchi (uzogla-
n=1

shuvchi) deyiladi, x, nugta funksional qatorning vaginlashish (uzog-
lashish) nugtasi deviladi.

2- ta’rif. z u, (x) funksional gatorning barcha yaginlashish nug-

n=1 i
talaridan iborat E < E; to‘plam, Zu,,(x} funksional gatorning
n=1

vaginlashish to ‘plami deyiladi. Bu holda Z u, (x) funksional gator
n=1
E; to'plamda yaginlashuvchi deb ham vuritiladi.
Agar F, to‘plamda ushbu

2 Uy (X)) = g (x) + i (X)) + ... + |, (x) + ...
n=]

gator yaginlashuvchi bo‘lsa, Z u, (x) funksional gator E, da absolut
=1

yvaginlashuvehi deyiladi.
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J- ta’rif. ZH,,[X} funksional gatorning gismiv vig'indilaridan

n=l1
iborat {S,(x)} ketma-Kketlikning limit funksivasi S(x):
S,(x) = S(x), (xe E),

Z u, (x) funksional gator yig ‘indisi deyiladi va quyidagicha voziladi:

n=1

3w, (0) =S, (xe E).

n=1

1- misol. Ushbu Zx”" =] ot @™ b
n=1
funksional gatorning vaqginlashish to‘plami va yig‘indisi topilsin.
<« Berilgan funksional gatorning aniglanish to‘plami £ = Rbo'ladi.
Qatorning gismiy yig‘indisini topamiz:

1-x"
S,()=l+x+x? +..+x" ={T1x
n , agar x=1.

Ravshanki, # — o= da S,(x) ning limiti x ga bog'liq bo‘ladi:

, agar x 21

a) xe(=1,1) da limS,,(x)=lim( b ): :

e\ l-x l-x
b) xe [1, +e) da limS,(x)=c;
N=dee
d) xe (—=, -1} da lim S, (x) mavjud emas.
Demak, berilgan funksional gatorning vaginlashish to‘plami
E,=(—1, 1) bo'lib, yig‘indisi
5ix)w -1
l-x
ga teng bo'ladi. P

2- misol. Ushbu z " J;z,, funksional gatorning yaginlashish to‘p-
§ i ] *V
lami topilsin. "
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<« Sonli gatorlar nazarivasidagi Dalamber alomatidan foydalanib
topamiz:

. 4 . xn*l P . | 2
fim dip £30) o i i ) _hm!t ]”\ ’
n-pw Un[x] n—ses |4 x=0*< ’+x"” n- ""ll+\""°"
- |x(1+x27)
a) xe (-1,1) da lim|——|=|x|.
nvem | |4 x= e

Bu holda berilgan funksional gator (—1.1) da yaginlashuvchi
bo‘ladi.

b) x e (=, ~1)u(l,+) da

1 1

+

2 Ja+]
. feki+x®®) aoe [F X 1
lim - = lim =
Hpoa l+x“n+*- By | X

i

X=h+s

bo‘lib, funksional gator xe (-eo,~1)uw(l,+) da vaginlashuvchi
bo‘ladi.
d) x = +1 da berilgan funksional gator mos ravishda ushbu
SRS E
$L 34
sonli gatorga avlanadi va ular uzoglashuvchi bo‘ladi.
Shunday qilib, qaralayotan funksional gatorning yaginlashish
to‘plami
Ey = R\{~1, 1} = (—eo.=1) U (=1,1) U (1, +=)
bo‘ladi. »
2°. Funksional qatorning tekis yaqinlashuvchanligi. Aytaylik,

Zun(x) = (X)) +u (X)+ .o+, (X) + ...
=]

funksional qator £, to‘plamda yaginlashuvchi (va'ni gatorning yagin-
lashish to‘plami £;) bo‘lib, yig‘indisi S(x) bo‘lsin:
S,(x) = S(x), (xe £E,). 3)
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bunda S,(x)}=u (x)+u;(x) +...+u,(x). (3) munosabat

ve>0, vxe Ey, In, =n(e,x)e N, Va>n: |S,(x)- S(x)|<e
bo'lishini anglatadi.
4- ta’rif. Agar £, to‘plamda
S,(x) 2 8(x), (xe £)
ya'ni
Ve>0, 3ng =m(ele N, Yn>m, Vxe £y: |S,(x)-Sx)<e

bo'lsa, Z u,(x) funksicnal qator £, to‘plamda tekis yaginlashuvchi
n=1

deyiladi. Agar
rn(x} = S(x) - Sﬂ'(x}

deyilsa, funksional qatorning £, to‘plamda tekis yaginlashuvchanligini

quyidagicha .
r{x)20, {(xe E;),

va'ni

Ve>0, 3n =mic N, Ya>n, Vxe £y n(x)<e
ko‘rinishda ta’'Hash mumkin bo‘ladi. Shunday qilib,

i U (x) =4 (X)+ i (X} + .+ H, (X)) +
n=|

funksional gator, uning gismiy yig‘indisi
S,(x) = (x)+u(x)+... + u,(x)
va yig'indisi S(x) uchun
S, (x) = S(x), (xe Ey)
bo‘lsa, funksional qator £, da yaqinlashuvchi;
S, (x) 3 S(x), (xe £,)
bo‘lsa, funksional qator E; da tekis yaginlashuvchi bo‘ladi.

1- teorema. Y u,(x) funksional gator E, da qator yig‘indisi
=1

S(x) funksiyaga tekis yaginlashishi uchun
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lim sup S, (x) - S{x)f=
Ao ye b

ya'ni
lim sup ir, (x)| =
N—pe XEE
bo‘lishi zarur va vetarli.
<« Bu teoremaning isboti ravshan (qaralsin, 65- ma’ruza, |-teo-
rema.)
. i 1
3- misol. Ushbu . (x + H)(x-l‘ n+ 1)

funksionsl gatorning [0, +e) da tekis yaginlashuvchi bo‘lishi isbot-
lansin.
4 Berilgan funksional gqatorming qismiy yig'indising hisohlab, so‘ng-
ra yig‘indisini topamiz:
Sn (x) = ]‘_..__,- + ..___]. [ U e — _._}_

GDx+2) * (x+2)(x+3) i (xentl)
_ (__' - .L.]+(L _ ___1_..]+ (_L _ ) B
T lxel  x+2 x+2  x+3 xen  xtnl) x4l xansl’?

fim S, (x) = 11rn(x’+.1 1_)= L

R x+n+l +1°
— l__
Demak, S(x) = —1 -
{ L o
U hO]da S (X) S(x) = ;-I-_I ;;;;4-_1 - ;:-T-i = ";;—n:—l bO hb‘

1
Sup )IS.,(x)— S(x)| = —

ga ega bo‘lamiz. Keyingi tenglikdan
lim sup IS, (x)-S8(x)|=

H—ren xe[o fg_]

bo‘lishi kelib chigadi. |- teoremaga ko‘ra berilzgan ﬁmksiona! gator
[0, +e0) da tekis yaqinlashuvchi. o ,
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Eslatma. Agar lim sup S,(x)-S8(x) =0

= g [0, 4e)
bo'lsa, z u, (x) funksional qator £, da tekis yaginlashuvchi bo'lishi

n=1
shart emas. Masalan,

- = b
Zx”l=1+x-+x‘ R . ol I W
n=1

funksional gatorning (—1.1) da vaginlashuvchi, yig‘indisi
S(x) = 11

bo‘lishini ko‘rgan edik. Bu funksional gator uchun

lim sup S, (x)~-S(x) —llm sup E. = 4o

R _Jexe] 4o _lexe] [ 1=X]

bo’ladi. Demak, funksional gator (—1,1) da tekis vaginlashuvchi emas.
Faraz gilaylik,

iu,,{x] = (X)+ i (X)) + o+ 1, (X) + ...

n=l

funksional qgator to‘plamda berilgan bo‘lsin.

2- teorema. (Koshi teoremasi.) Z u, (x) funksional gator £1to‘p-

prasy
lamda tekis vaqinlashuvchi bo‘lishi uchun
Ve>0, Iny =ny(e)e N, Yn>n,, VYpe N, Vxe E da

S p (X) = 8, (X)) = [ty (X) + 1,5 (X) + ...
bo'lishi zarur va yetarli.
Bu tenglamaning isboti 65- ma’ruzadagi 2- teoremadan kelib chigadi.
3°. Funksional gatorlarning tekis yaqinlashuvchanlik alomatlari.
a) Veyershtrass alomati. Aytavlik. £ to‘plamda

+U,, ,(X) <t

iu,,(x]=ul(x)+u2{x)+...+u,,(x)+... (4)

n=1

funksional gator berilgan bo‘lib,
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1) Vvne N, Vxe E da u,(x) <C,,

2) Z-"C,, =C, +C, +...+ C, + ... sonli gator yaginlashuvchi bo'l-
n=1
sin. U holda (4) funksional gator E to‘plamda tekis yaginlashuvchi
bo'ladi.

« 1- shartga ko‘'ra Vn > n,. Vpe N va ¥Yxe E uchun
Uy (X) + 3 (X + o4 1y, (X)) S Uy (X)) 4 1y (X)) + + 5u,,.rp(x)r <

€Cr + G ...+ C

n+p

bo'lib, 2- shartdan, yva'ni ZC,, gatorning vaginlashuvchanligidan

el
Koshi teoremasiga binoan
Ves 0, 3n, =n(e)e N, Va>n,, Ype N da
Cust ¥ iz Foi #0405 <8
bo‘ladi. Demak,

Upay (X) + 1y 5 (X) + ooy, (X)) < 2,

" Yugoridagi 2- teoremaga ko‘ra Zu,,(x) funksional gator E to‘plamda
n=1

tekis vaginlashuvchi bo'ladi. »

4-misol. Ushbu Z . ;r?mx - funksional gator tekis vaginla-
n=l N1 +1° Tenx?)
shuvchanlikka tekshirilsin.
« Berilgan gatorning aniglanish to‘plami £ = (-, +=0) bo'lib,
uning umumiy hadi
u, (x) = "-;'mx : =300
Vitr (lenx?)

bo'ladi. Ravshanki,

xsinx [x]

<
Vier Uend) ;In.'thmc”'

UH(X) =



Endi vx e (—es,+4<0) uchun

le 1
l+nx T

bo‘lishini e’tiborga olib topamiz:
|x| < | < |
ler? (lemx?)  2n(14n2) 2132 -
Demak, berilgan funksional qatoming hadlari uchun

ot (X)] < 3!2

oo

bo‘ladi. Ma’lumki, Zn}% gator yaginlashuvchi. Binobarin, Veyer-

n=1
shtrass alomatiga ko‘ra berilgan funksional gator (—=, +s) da tekis
yaginlashuvchi bo‘ladi, »
Funksional gaterlarning tekis yaqinlashishini ifodalovchi keyingi
alomatlarini isbotsiz keltiramiz.

b) Dirixle alomati. Aytaylik, £c R to'plamda aniglangan u,(x)
va v, (x), {n=1,2,3,..) funksiyalar quyidagi shartlarni bajarsin:
1) ¥xe Eda {u,(x)} ketma-ketlik monoton;
2} {u,(x)} funksional ketma-ketlik £ da 0 ga tekis yaginlashtivchi:
u,(x) 30, (xe E);
3) shunday Ce R mavjudki, Vrne N, ¥xe Eda

oy () + vy (X) + o 40, (X)) = 20;‘ (x)| <C.

k-l
U holda 3 4, (%) v, (x) 3
“t

funksional qator E to‘plamda tekis vaqinlashuvchi bo‘ladi.

5- misol. Ushbu 2=

funksional gator £ = [0, 4+o0) da tekis yagintashuvchiligi isbotlansin.
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o Aytaylik,
W (x) = _ﬂfl: v, (x) = sin x - sin nx

bo‘lsin. Bu funksiyalar uchun Dirixle alomatidagi uchta shart baja-
riladi. Haqgiqatan ham,

1) Vxe £ da u,(x)= ?_l’s uchun

nrx

i \In+‘1+x—Jn_+— 1
Jrrx  Jnelax  JnexJnelex ~ Jrex)(n+14x)- (Jn+l+x+s)'n+x]

bo‘lganligidan, uning kamayuvchiligi kelib chiqadi;

>0

2) Ravshanki, u,(x)= \TLZ < %, n—oe da % —0.
n+X M n
Demak, u,{x) 2 0, (xe E). :

3) Bu holda
i
2 x Esnxsmkx 2lcos Hsm--sm1’f—x <2
k=l vk( ) 1 ‘ l 2
bo‘ladi.

Dirixle alomatiga ko‘ra berilgan funksional gator £ = [0, +) da
tekis yaginlashuvchi. »

d) Abel alomati. Aytaylik, £c R to‘plamda aniqlangan «,(x) va
v, (x), (n=1,2,3,..) funksiyalar quyidagi shartlarni bajarsin:

D Vxe Eda {u,(x)} ketma-ketlik monoton;

2) shunday Ce Rtopiladiki. ¥ne N,¥xc £da

b (x)2C
3) i v, {x) funksional qator £ to*plamda tekis yaqinlashum
U thd::l |
ilu,,(x) v, (x)

funksional qgator to'plamda tekis yaginlashuvchi bo‘ladi.
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( 1)||+l .

6- misol. Ushbu

funksional gqatorning £=[0, 1] da tekis vagintashuvchi ekantigi isbotlansin.

4 Aytaylik, u,(x)=x", v,(x)= (——l’:-——. (xe [0,1])

bo‘lsin. Bu funksiyalar uchun Abel alomatidagi uchta shart bajariladi
(bu ravshan). U holda Abel alomatiga ko‘ra berilgan funksional gator
[0, 1] da tekis yaginlashuvchi bo‘ladi, »

Mashglar

1.Agar Zu,, (x), (xe E) funksional qator E to‘plamda tekis

n=i
yaginlashuvchi bo‘lsa, {u,(x)} funksional ketma-ketlikning £to‘plamda
0 ga tekis yaqginlashishi isbotlansin,

.P'H-X

s}
2. Ushbu Z (——)—— arctg nx, {x e R) funksional qator R da tekis
n=l

yaqginlashuvchi ekanligi isbotlansin.

67- ma’ruza
Tekis yaginlashuvchi funksional gatorlarning xossalari

1°. Funksional gator yig‘indisining uzluksizligi. Faraz qilaylik,
Ec Rto'plamda

Zu,,(x)=ul(x)+u2(x)+“.+u,,(x)+... (1N
n=1
funksional qator berilgan bo‘lib, uning vig‘indisi S(x) bo‘lsin.
1- teorema. Aytaylik, (I) qator ushbu shartlarni bajarsin;
1) gatorning har bir u,(x), (#=1,2,3,...) hadi E to‘plamda
uzluksiz;

2) Z u,(x) qator E da tekis yaginlashuvchi. U holda funkstonal

]
qatorning yig‘indisi S(x) funksiya £ to‘plamda uzluksiz bo‘ladi.
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4 Aytaylik, ;e £
S, (x) =y (x) + tp (XY + .. + 1, (X)
bo‘lsin. Teoremaning 2- shartiga ko'ra

S,(x) 3 S(x), (xe E)
bo‘ladi. Ta’rifga bincan

Ve>0, Imy=m(ele N, Vau>n va ¥xe k£ da
[, (x) = S(x)[ < 3, : @

jumladan, 1S, (x5) = S(xy)} < E _ . 3

tengsizliklar bajariladi. '
Ravshanki, (2) va (3) tengsizliklar » ning m, dan katta biror
muayyan #, qiymatida ham o‘rinli bo‘ladi:

[Sp () =S| < 3, | O (2)

[Sn (16) - SCx)] < 5. G')

Teoremaning 1- shartidan va chekli sondagi uzluksiz funksiyalar
yig‘indisi yana vzluksiz bo‘lishidan

Sy (%) = 1y (X) + 33 (X) +... + ly (X)
funksiyaning E to‘plamda uzluksiz ekanligi kelib chigadi. Demak, S, (x)
funksiya x = x; da uzluksiz. U holda, ta'rifga bincan ve >0, 38=8¢e) >0,
x = xgl < & tengsizlikni qancatlantiruvchi barcha xe £ da

(S () = 8, ()] < 5 @
bo‘ladi. Yuqgoridagi (2), (3") va (4} tengsizliklardan foydalanib topamiz:

IS0 =8 (x)] = [(S(x) = S, )+ (S, (-8, () +{Sy (%) -S{x)) <

<IS(R) = Sy (X +18y (0= 5y () +[Sy () =S () <5+5+5 =

Bu esa S(x) funksiyaning x; nuqtada uzluksiz bo‘lishini bildiradi.
Modomiki, x;, nugta £ to‘plamning ixtivoriy nuqgtasi ekan, S(x)
funksiyva £ to‘plamda uzluksiz bo‘ladi, b
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Yuqorida keltirilgan teoremaning shartlari bajarilganda uning
tasdigini quyidagicha ifodalash mumkin:
lim ) u,(x)= lim w,(x) |.
Jim 3,0 = 3 Jim i ()

2°. Funksional qatorlarni hadlab integrallash. Faraz gilaylik, |a, b]
segmentda

Zu,,(x) =u(X)+ (X)) +. U, (X)+... (5)
n=1
funksional gator berilgan bo‘lsin.
2- teorema. Aytaylik, (5) qator quyidagi shartlarni bajarsin:
1) qatorning har bir u, (x), (n=1,2,3,...) hadi |a, b] segmentda
uzluksiz;
2) Zu,,(_r) qator |a, 5] segmentda tekis yaqinlashuvchi;

n=1

3) iu,,[x) =5(X)-.
n=l

U holda iiu,,(r)dr = ju, (t)dr + juzir)dz T
n=l g a a

gator |a, b] da yaginlashuvchi va

ijll,.(r)dr s IS(r)dr, (x e [a.b))
n=l 4 d

bo‘ladi.
<« Berilgan funksional gatorning gismiy vig*indisi
S, (x) =y (x) + 1y (x) + ... + 1, (x)

ni olamiz. U holda teoremaning 2- va 3- shartlariga ko'ra
S, (x) 3 5(x), (xela,b))

bo‘ladi. Tekis yaginlashish ta’rifiga binoan Ve > 0, 3m, = n,(e)e N,
VYn>n, va Vte [a,b] da
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S, (1) - 8(1)| < b‘
tengsizlik bajariladi.
Teoremaning 1- shartidan hamda yuqorida isbot etilgan - teorema-
dan foydalanib

ju,,(r)dr. (n=1,2,3,...); IS(r)dr

a

integrallarning mavjudligini topamiz. Ushbu

ZJ“ (z)dr—ju;(r)dm_[u,(r)dn j‘un(:)dm...

m=1 4 a a a

funksional qatorni garaymiz. Bu gatorning gismiy vig‘indisi

e, (%)= Eﬂ:juk (Ndt, (xela, b))

k=1 g
bo‘lsin. Ravshanki,

ijuk(r)drzj{iuk{r)]dr

k=1 a \ k=1
Demak, 0, (x) = [ S, (.
Endi Y fun e
=l g

funksional qatorning |a, 4] da tekis yaginlashuvchi ekanligini ko*rsa-
tamiz. Quyidagi

g, (x) - J' S(1)dr

a

ayirma uchun

6, (x) - J’smdz jS(z)dr-jS(:)dts

sIS,,(r]—S(r)dm Idr— (x-a)<e
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bo‘ladi. Demak,

6, (x) 2| St (xe[a,b]).

Bu esa i]u,,(:}dr

n=] a
funksional gatorning |a,b] da tekis vaginlashuvchi va

iju,, ()dt = TS(t)dr

n=l 4
bo‘lishini bildiradi. P
Keltirilgan teoremaning shartlari bajarilganda teoremaning tasdi-
g'ini quyidagicha ifodalash mumkin:

ij”k (1dt = T[i"ﬁ (1) ]dt.

k=1 a a k=1

3°. Funksional gatorlarni hadlab differensiallash. Faraz gilaylik,
la, b] segmentda

iu,,(x)=ul(x}+u3(x]+...+u,,(x)+... (6)

n=|l
funksional qator berilgan bo‘lsin.
3- teorema. Aytaylik, (6) funksional gator quyidagi shartlarni bajarsin:
1) Qatorning har bir u,(x), (n=1,2,3....) hadi|a, b] segmentda
uzluksiz w,(x), (n=1,2,3,..) hosilaga ega;
2) Ushbu

iu;(x) =0 (X)+ Uy (X) + ...+ Up(X) + ...

n=]
funksional qator [a, b] da tekis yaginlashuvchi;
3) x, € |a, b] nugta mavjudki, bunda

z::,,(.r) = (X)) iy (X)) + ...+ u, (X)) + ...
n=1
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gator vaginlashuvehi, U holda

i) z u, (x) funksional gator |a. b] da tekis yaginlashuvchi;
et

b) bu gatorning vig'indisi

Six) = Zh,:‘.\}

n=|

|a, b] da uzluksiz S'(x) hosilaga cga

d) S'(x) = Zu,:(.\') bo-ladi.

n=1
<« Ushbu Y utx)
” _]

gatorning yig‘indisini o(x) bilan belgilaylik:

o(x) = 2, U (x). (7)
=i

Bu gator tekis vaginlashuvchi va har bir hadi |a, b| da uzluksiz.
Yugorida keltirilgan 2- teoremaga ko'ra (7) ni hadlab integrallash
mumkin:

X

jﬁ{ X)dx = Z jid;{l'}dr.

=1
Xp i

bunda x, € |a,b]. x e |a.h]. Ayni paytda,

Z J.u,; (x) funksional gator la, b} da tekis yaginlashuveh

nel X
Ravshanki, _f Uy (x)dx = Uy (X) = Uy (%) .
Xy
Demak. 2(“"("” —u,(xy)) gator [a, b] da tekis yaginlashuvchi.

n=1
Shartga ko‘ra
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i u, (Xg)
n=l

gator yaginlashuvchi (uni [g, b] da tekis yaginlashuvchi deb garash
mumkin). Shunday qilib

i (un (X) —H, ('xﬂ )) , i i, (.xg )
n=1 n=1

qatorlar {q, &] da tekis yaginlashuvchi bo‘ladi. Bundan esa bu qgator-
larning yig‘indisi bo‘lgan

e

Y, u, (x)

n=|

funksional qatorning [&, &] da tekis yaginlashuvchi ekanligi kelib chi-
gadi. Shuni e’tiborga olib topamiz;

Jotdc = (00 - 1)) = Ya (0 - (%) = S - Sx).
Ay n=] n=|

n=1

o(x) funksiya har bir hadi uzluksiz, o'zi tekis vaginlashuvchi

> 4y (%)
=]
qatorning yig‘indisi bo‘lgani uchun 1-tecremaga ko‘ra, (a,b] da
uzluksiz bo‘ladi. U holda keyingi tenglikdan
o(x) = (5(x) - S(x)) = S'(x)
bo‘lishi kelib chigadi. Demak,

Y 4, (x)

n=1

gator yig“indisi uzluksiz hosilaga ega va

5 (x) =Y u(x)
n=l
bo‘ladi. &
Bu keltirilgan teoremaning shartlari bajarilganda uning tasdig‘ini
quyidagicha yozish mumkin:
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n=1

4 [zm] $ (4 u).

1- misol. Ushbu . In (r+mex)
A=l

aln+lexd (0% x < 4e)

funksional qatorning vig‘indisi topilsin.

« Ma'lumki, Z

ot (n+x)( n+1+1

funksjonal qator [0, +e0) da tekis yaqginlashuvchi bo'lib, uning vig‘indisi
|
S0 =
ga teng {garalsin, 66- ma’ruza):

T2
1+x & {A+x) n+l+x)

Ravshanki, bu qatoming har bir hadi [0, +) da uzluksiz. Demak,
uni 2- teoremaga ko‘ra hadlab integrallash mumkin:

'1_+_f Z.[ nee)( n+]+r)

n=1 |]
Aniq integrallami 'msoblaymlz.

x

dt x
!1‘:} =In(1+ )]} =In(l +x),

[ a=f( -t e
n+i)n+l+r “0 A+l onalet )T T

=In(r+ )y ~In(n+1+1); =In (atl)(n+x)

n(n+elex)

Q

Demak, Zl (red)(meX) e x). B

n(n+lex)
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Mashglar

1. Ushbu zm”. (-1 < x < 1) funksional gatorning vig'indisi

n=1

topilsin.

2. Ushbu S(x) = Z : I .. (xe R) funksiva funksional gatorni

- H o+ X"

hadlab differensiallash bilan topilsin,

68- ma'ruza

Darajali gatorlar, ularning yaqinlashish radiusi va
vaqinlashish intervallari

I . Darajali gator tushunchasi. Abel teoremasi. Har bir hadi

ut)y=a,t-t,). (e R, n=0,1,2..)
funksivadan iborat bo'lgan ushbu

Zu,,l-* L) =a+6(t—t)+a (r—r‘,)1 Firr (N

funksional qator darajali qator deyiladi, bunda
B B 5y By ane
haqiqiv sonlar darajali gatorning koeffitsiventlari deyiladi.
(1) da r -1, = x deyilsa, u quyidagi

-

b= y,
Eanx” S@+ X+ ax° .. +a,x" +.... (xe R) (2

"|}
ko'rinishga keladi va biz shu ko‘rinishdagi darajali gatorlarni o'rga-
namiz.

Ravshanki, (2) gatorning gismiy vig'indisi
S, (x)=a, +ax+a,x’ +..+ax"

ko*phaddan iborat. Ayni paytda, x = 0da §,(0) = g, bo‘ladi. Demak,
har qanday (2) ko'rinishdagi darajali gator x = 0 nugtada vaginlashuyv-
chi boladi
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1- teorema. (Abel teoremasi). Agar

Zfz,,x” =Gy + @K+ BX .t QX" .

n=ll
darajali qator x = x, # 0 nuqtada vaginlashuvchi bo‘lsa, ushbu

X < Xy
tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha x larda darajali gator yaginla-
shuvchi (absolut yaginlashuvchi) bo‘ladi.

4 Aytavlik, x = x, #0 da

PILES
n=0

gator yaginlashuvchi bo'lsin. Qator yaginlashishining zaruriy shartiga
ko'ra

lima,xy =0
bo‘ladi. Demak, {a,x7} ketma-ketlik chegaralangan:

3M >0, Vvne N da

Ravshanki,  ja,x"i = |a,% |

R

1 i F ' - : —
va |x{< x3 da :Xi=g<1 bo'ladi. Demak, Z 1 = Zq”

' X0 ear pror
geometrik gator yaqinlashuvchi. U holda ushbu

|x
Sl

gator ham yaqginlashuvchi bo‘ladi. (3) munosabami ¢ tiborga olib,
so‘ngra solishtirish teoremasidan foydalanib,

2 a,x" -
=0

darajali qatorning yaqinlashishini (absolut yaginlashishini) topamiz. »
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; 2
Natija. Agar Z a,X" =y + X+ GX" + .t X"+

=1}
darajali gator x = x, nuqtada uzoglashuvchi ( ushbu
c _N - = n
Za,,.\l =Gy + QX + HX] + .+ 8X]
n=A
sonli gator uzoglashuvchi) bo'lsa. quyidagi
%> o

tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha x larda ZH,, v" gator uzogla-
=)
shuvchi bo‘ladi.

o Teskarisini faraz gilayhik. Zu..l' gator X > x, tengsizlikni

ganoatlantiruvchi biror x = x* nugtada (x° > x, | vaginlashuvchi

bo‘lsin. U holda Abel teoremasiga ko'ra x < x tengsizlikni gano-
atlantiruvchi barcha x larda yaqinlashuvehi, jumladan, x, nuqtada
ham vaginlashuvchi bo'lib goladi. Bu esa shartga ziddir. »

Abel teoremasi va uning natyasi darajali gatorlarning vaginlashish
(uzoglashish) to'plamining strukturasim (tuzihshin aniglab beradi.

2°. Darajali gatorning yaginlashish radiusi va yaginlashish intervali.
Faraz qilaylik,

Za,,x” =Gy + X+ GX 4.+ a,X" + ...
n=l)

darajali gator berilgan bo‘lsin. Bu gatorning vaqinlashish yoki
uzoglashish nugtalari hagida quyidagi uch hol bo'lishi mumkin:

1) barcha musbat sonlar gatorning yaqginlashish nuqtalan bo‘ladi:

2) barcha musbat sonlar gatorning uzoglashish nugtalan bo'ladi;

3) shunday musbat sonlar borki, ular gatorning yaginlashish nug-
talari bo‘ladi. shunday musbat sonlar borki, ular gatorning uzogla-
shish nugtalari bo'ladi.

Birinchi holda, Abel teoremasiga ko‘ra darajali qator barcha
x £ R da yaginlashuvchi bo‘lib, darajali qatorning yaqinlashish to'p-
lami E = (-, ==) bo‘ladi. Bunday gatorga ushbu
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darajali gator misol bo‘ladi.

Ikkinchi holda, Abel teoremasining natijasiga ko'ra darajali gator
barcha x € R\{0} da uzoglashuvchi bo'lib. uning vaginlashish to*planu
E = {0} bo‘ladi. Bunday gatorga ushbu

zn!_\"' =x+2x +3x" +.. +nlx" +..
-

darajali gator misol bo'loladi.
Endi uchinchi holni garaymiz. Bu holga ushbu

4 %Y "
]

darajall gator misol bo'ladi. Bu darajali gator barcha x e (0,13 da
vaginlashuvehn va demak. Abel teoremasiga ko'ra gator (—1.1) da
vaqinlashadi. barcha x e [1.+=) da gator uzoglashuvchi va demak,
Abel teoremasining natijasiga ko'ra qator (—se. 1] |1, 4= ) da uzoq-
lashadi. Demak, darajali gqatorning vaginlashish to'plami £ = (- 1.1)
bo‘ladi.
Aytavlik, Za,_,.\'” =dy + GX+ GXE + .+ @ X" ¥ ...
=)

darajali gator r; nugtada (r, > 0) vaginlashuvchi, R, nuqtada (R, > 0)
nugtada esa uzoglashuvchi bo'lsin. Ravshanki,

rn >R

bo‘ladi. Agar ZH,,,-I" darajali gator
=1}
ri+ Ry
i

nugtada vaginlashuvchi bo'lsa.
_n+h
h="3

N R3 - Rl
deb: uzoqlashuvchi bo'lsa,
15]



deb », va R, nuqtalarni olamiz. Ravshanki,
Ry-n
2
bo‘ladi. Bu munosabatdagi r, va R, sonlarga ko‘ra r, va R, sonlarni
yuqoridagiga o‘xshash aniglayniiz.

Agar Za,,x" darajali gator

n=0
n+&
2

nuqgtada vaqinlashuvchi bo‘lsa,

¥ =.{2_.-|:28.2’ R} :R2
deb; uzoglashuvchi bolsa,

rn=n, K= Q;Rz
deb », va R, nuqtalarmi olamiz. Bunda quyidagicha bo‘ladi.:

Ri-r
nEn, RhzRvalfh-n= 1221

Bu jarayonni davom ettirib borilsa, ZG,,X" darajali qatorning
L
yaginlashish nugtalaridan iborat {r,}, uzoqlashish nuqtalaridan iborat
{R.} ketma-ketliklar hosil bo‘ladi. Bunda

hens<.srs.., BRzRz.2R 2.,

Ri-n

va 1 o da R,—r, = -0

Tan-1 .

bo'ladi. U holda [1], 3-bob, 8- § da keltirilgan teoremaga ko‘ra

lim #, va lim R, limitlar mavjud va

e K —po
limr, =1im R,
= n—pes

bo‘ladi. Uni r bilan belgilaymiz:
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limre, =limR, =r.
Endi x o‘zgaruvchining |x| < r tengsizlikni ‘ganoatlantirnvchi
ixtiyoriy qiymatini olaylik, U holda

limg, =r

M—sm=

bo'lishidan, shunday #, e N topiladiki, bunda
x| < Fo <
bo'ladi. Binobarin, berilgan darajali gator 7, nugtada, demak, qara-
layotgan x nugtada yaqginlashuvchi bo‘ladi.
x o‘zgaruvchining 'x! > r tenglikni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy
givmatini claylik. Bunda

imR, =r

bo'lishidan, shunday #, € N topiladiki,
Xl >R, >r

bo‘ladi. Binobarin, berilgan darajali gator R, nuqtada, demak, gara-
layotgan x nuqgtada uzoqlashuvchi bo‘ladi.

Demak, 3- holda Z a,x" darajali qator uchun shunday musbat

n=Al
r soni mavjud bo‘ladiki, x| < r, va’ni ¥x e (~r,r) da qator vagin-
lashuvchi; ix >r, ya'ni ¥x e (—s,—r}u(r,+e) da gator uzogla-

shuvchi bo'ladi. x = xr nuqtalarda Z a,x" darajali gator yaqinia-
=0
shuvchi ham bo‘lishi mumkin, vzoqlashuvchi ham bo‘lishi mumkin.,

I- ta’rif. Yugorida keltirilgan r son Z a,x" darajali gatorning
=0
yaginlashish radiusi, (—r,r) interval esa darajali qatorning yaginlashish
intervali deviladi,
Eslatma. |- holda dargjali gatorning yaginlashish radiusi 7 = +e
deb, 2- holda darajali qatorning vaginlashish radiusi r = 0 deb olinadj.
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3. Darajali qatorning yaqinlashish radiusini topish. Biror

ZQ,,X" =G +BX+GX 4.+ 8,X" +...

n=i)
darajali gatorni garaylik. Bu gator koeffitsiyentlaridan tuzilgan {a,)}.
{n=0.1.2....) ketma-ketlik uchun

1) Vn20daag, 20,

2) im “ mavjud bo'lsin. U holda Za,,x" darajall gatorning
n=0

Heae g

vaginlashish radiusi quyidagicha bo‘ladi:

. a
r=hmi-%
n—= d,.|

<4 Avtavlik, darajali gator uchun

lim % =L, (a, #0. n=0.1,2.3....)

H—ea am-l

bo‘lsin. Qaralayotgan Za,,x" darajali gatorda x ni parametr hisob-
#=0

lab, Dalamber alomatiga ko'ra uni yaqginlashishga tekshiramiz:

asl
v (e X — . I i
lim |24 | = lim |72} . x| = [x] lim =|x}-
f ﬂnl'n " .ﬂ'” 1w (I” L *
Ups)
X L
Demak, 7 < 1,vani x <L

bo‘lganda qator yaqinlashuvchi bo‘ladi:

X
>1,ya'ni x >L
bo‘lganda darajali gator uzoglashuvchi bo‘ladi.
Bundan Z a,x" darajali gatorning yaginlashish radiusi

n=0

154



2 @

bolishi kelib chigadi. &
1- misol. Ushbu

darajali qatorning yaqiniashish radiusi topilsin.
4 Bu gator uchun

ﬂﬂ (n+1)ﬂ+l
p = oy bpy = i
e"n! e {n+l)!
bo‘ladi. Ravshanki,
1 i
lim, % < fim |- 6 DY e
Aoy p ] H—-ﬁw.e"-n! (n+1}n+l v

e [“_] ]'
H

Demak. berlgan darajali gatorning vaginlashish radiusi r = 1 bo‘ladi. »
Ixtivoriy darajali gatorning yaqinlashish radiusini aniglab beradigan
teoremani isbotsiz keltiramiz.
2- teorema. (Koshi—Adamar teoremasi.) Ushbu

. ,
Za,,x" =0+ AN+ X .+ aX" + .
Hel)

darajali gatorning yaqinlashish radiusi . : i
1
r=— : :
lim & Pia,,| ' ©)
bo‘ladi. ||

Eslatma. Agar limgla, =+ bo‘lsa. %a,x" darajali qa-
toming yaqinlashish radiusi r = 0 deb; ’1,1}2 (1/,_!;"5 =0 bo‘lsa, 20 a,x"
darajali gatoming yaqinlashish radiusi » = +< deb olinadi.
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2- misol. Ushbu 22" X" darajali gatorning vaqinlashish radiusi
n=0

topilsin,

« Awalo 2x* = deb olamiz. Natijada berilgan qator quyidagi

ZI".—.]+I+{’: P L

n=M
ko'rinishga keladi. Bu gatorning yaginlashish radiusi (5) formulaga ko'ra
r=__.,ﬂ], = — ln__ = |
ook

bo'ladi. Demak, 't <1 da qator yaginlashuvchi. ¢ >1 da qator
uzoglashuvchi. U holda

1o 1 : ;
2x* <1, ya'ni X< g da berilgan gator vaginlashuvchi:
N&

2x° >1, va'ni x| > 51- da qator uzoglashuvchi bo'ladi.

Vg
Berilgan darajali gatorning vaginlashish radiusi r = qlﬁ bo‘ladi. »
LA
3- misol. Ushbu E::) x" darajali qatorning vaginlashish
n=l ~ N
to‘plami topilsin.
(-1)" e

4 Ravshanki, 4, = = Oy = T
T T el

Berilgan darajali qatorning yaginlashish radiusini (4) formulaga ko‘ra

topamiz:

o la ] e | DY 3l [n+1
r=lm 2 |=lim o= [— =
noves by | onee (3700 (-])

= 3
Darajali gator x = —3 nuqgtada ushbu 2 = sonli gatorga ayla-

=l v
nadi va bu sonli qator uzoglashuvchi bo‘ladi. x= 3 nugtada esa
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— = n - N .

Z 3007 sonli gator hosil bo'ladi va bu gator Levbnits teoremasiga
n=1 N
ko'ra vaqginlashuvchi bo‘ladi. Demak, berilgan darmali gatorning

vaginlashish to‘plami E = (=3, 3] dan iborat. p

Mashgqlar

1. Agar Zuﬂx" darajali gatorning vaginlashish radiusi » > 0

r=l

bo'lsa, ushbu
ztnz +Da,x" z 1 a5
i ned
0 =)

darajali gatorlarning vaginlashish radiuslari ham r ga teng bo'lishi
isbotlansin

= (n') . , .
2. Ushbu Z{’m"tn darajali gatorning vaginlashish mtervah
=

topilsin.

69- ma’'ruza

Darajali qatorning tekis yaqinlashishi. Darajali gatorning
xossalari

1. Darajali qatorning tekis yaqinlashishi. Avtaylik. ushbu

p
Z a,x" =gy +ax+ax- +..+a,x" +.. (n

w=l
darajali gatorning vaginlashish radiusi r > 0 bo’lsin.
1- teorema. (1) darajali qator |u«.p]l < (-r,r) da tekis vaginla-
shuvchi bo'ladi, bunda «e R. pe R.
« Ravshanki, (1) darajali qator (-7, r) da absolut vaginlashuvchi
bo*ladi.
Aytaylik. oe (0,r) bo'lsin. U holda Vr 2 0 va ¥xe |-, | da

a,x" < a,0"



bo‘lganligi uchun Veyershtrass alomatiga ko‘ra, (1) gator [~o.o] da
tekis yaginlashuvchi bo‘ladi. »

Demak, z a,x" darajali gatorning vaqinlashish radiusi r > 0 bo'l-
n=0
sa, yuqorida keltirilgan teoremaga ko‘ra bu qator |-¢,c| c (—r.r) da
tekis yaginlashuvchi bo‘ladi. Bunda ¢ sonni r songa har gancha yagin
gilib olish mumkin bo‘lsa-da. gator (-r, 1) da tekis vaginlashmasdan
golishi mumkin. Masalan, ushbu

- hl
Z.r" =l+x+x +..+x" +..

=il
darajali gatorning yaginlashish radiusi » = 1, biroq gator (—1,1) da
tekis yvaginlashuvchi emas.
2°. Darajali gatorning xossalari. Ma'lumki. darajali qatorlar funk-
sional gatorlarning xususiy holi. Binobarin, ular tekis yvaqginlashuvchi
funksional gatorlarning xossalari kabi xossalarga ega.
2- teorema. Agar

- 3
Za,,x" =Gy + GX+GX +..+a,X" +..
=l

darajali gatorning yaqinlashish radiusi » > 0 bo'lib, yig'indisi

S(x) = Z a,x”
n=0
bo'lsa, S(x) funksiva (-, ) da uzluksiz bo'ladi.
<« Ravshanki, garalayotgan darajali qator (-r, r) da yaginlashuvchi
bo‘ladi. Aytaylik, x, € (=r, r) bo‘lsin. Ushbu
Xl ce<r
tengsizlikni ganoatlantiruvchi ¢ sonni olaylik. U holda darajali gator
[-c, ¢] datekis yaginlashuvchi bo'ladi. Tekis yaginlashuvchi funksional
gatorning xossasiga ko'ra ZGﬂx" darajali qatorning yig‘indisi S(x)
n=l)
funksiva |-¢, ¢] da vzluksiz, jumladan, x; nugtada uzluksiz. p
3- teorema. Avtaylik, darajali gatorning vaginlashish radiusi r > 0
bo‘lib, yig‘indisi S(x) bo‘lsin:
158



Six) = ianx".

n=0
Bu gatorni (-r, r) ga tegishli bo'lgan ixtiyoriy [a. | bo'vicha
(la.b] < (~r.r)) hadlab integrallash mumkin:

ji.s’(x Jx = i[janx"a‘x ]

n=l\ 4

Xususan. ¥x e (-r. r) uchun quyidagicha bo‘ladi:

.
i - y  _nel
-[[.S(r}dt-;n;]x " (2)

« Ravshanki, darajali qator |a,b] da ([a.b] < (-r.r)) tekis vaqgin-
lashuvchi bo'ladi. Tekis vaginlashuvchi funksional gatorning xossasiga
ko'ra uni hadlab integrallash mumkin. Ayni pavtda. (2) gatorning
vaginlashish radiusi r ga teng bo'ladi. Haqigatan ham. Koshi—Adamar
teoremasiga ko‘ra

-

. ' & p
limy " =lim— =
n—o-—V n+l n Yyl Ho

ifodaga ega bo'lamiz. »

Natija. Aytaylik, Y a,x" darajali qator berilgan bo'lib, uning yagin-
n=0
lashish radiusi 7 > 0 bo’lsin. Bu gatorni [0, x] bo'vicha (vx,e (-r, 1))
ixtivoriy marta hadlab integrallash mumkin. Integrallash natijasida
hosil bo‘lgan darajali gqatorning vaqginlashish radiusi ham r ga teng
bo'ladi.
4- teorema. Faraz qilavlik,

Za,,x” =Gy +AX+GX + .t @ X" ..
n=()
darajali gatorning vaginlashish radiusi r > 0, vig'indisi S(x) bo'lsin:

ia,,x” = §(x).
=0
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U holda tunksiva (=7 r) da 87(x) uzluksiz hosilaga ega va

S'(x) = Z na,x" (3)
n=0
bo'ladi. bunda (3) gatorning yvaqginlashish radiusi ham r ga teng.
<« Berilgan darajali gator [—¢, ¢] da (0 < ¢ < #) tekis yvaginlashuvchi
ho'ladi. Tekis vagmlashuvehi funksional gatorning xossasiga ko'ra darajali
gatorni hadlab differensiailash mumkin. Demak, vx, e (-7, r) da

X} = 2(“:;-"" )’ = inanx"
n=]

n=0)
Bu darajali qatorning yaqginlashish radiusi ham r ga teng bo‘lishi
quyidagi munosabatdan kelib chigadi:

Natija. Aytavlik, Za,,.\'" darajali gator berilgan bo‘lib., uning
=0

yvaqginlashish radiusi » > 0 bo'lsin. Bu gatorni (—r, r) da ixtivoriy marta

hadlab differensiallash mumkin. Differensiallash natijasida hosil

bo‘lgan darajali gatorning yaqinlashish radiusi ham r ga teng bo'ladi.
5- feorema. Aviavlik,

Za,,x” S +aXx+ax +..+ax" +..
n=ii
darajali gatorning vaqginlashish radiusi » > 0, vig‘indisi S(x) bo'lsin:

Z a,x" = §(x), (4)
it
U holda ¥Yn2 0 da
b‘lﬂlto',
a, = -
.
bo‘ladi.
<4 (4) munosabatda x = 0 deb topamiz:
a, = S(0).

(4) qatorni hadlab differensiallaymiz:
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S'(x)= ita"x” Y = ina,,.\"’ J

-0 b
Bu tenglikda x = 0 deyilsa
a, = S(0)
bo'lishi kehib chigadi. Shu jarayonni davom ettirib
in
B LY (0} (n=2.3..)

¥ n!

bo hishing topamiz. P
1- misol. Ushbu an" =x4+2x +3x 4o ...

darajall gator vig‘indisi topilsin.
<4 Ma'lumki, Z x* darajali gator (—1, 1) da vaginlashuvchi vy
n=]

sow I
e vigtindisi | o ga teng:

e
n=1

Bu gatorni hadlab differensiallab topamiz:

A a() Eme-,

-1 |.I .I'J: ’
Keving tenglikning har ikki tomonini x ga ko pavtirsak,

-

X

1 (1 Y)'
bo'lisht kelib chigadi. »

o (=D ]
2- misol. Ushbu Z == =in(] + x)
=0

tenglikning 1o'g'riligi isbotiansin.

« Ravshanki, E x" darajali gator (—1,1) da vaginlashuvehi bo'-

=l
’ : S ges  gmee,
lib, uning vig‘indisi |, Bateng
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X LS

n=0

Bu tenglikda x ni —x ga almashtirsak, natijada

Y x =]
l+x

n=0

fenglik hosil bo‘ladi. Uni [0,x] bo‘vicha (0 < x < 1) integrallab topamiz:

[ 0 rde = nx(f;‘

o a=0

i(-l)” ]'r”dr =In(l+ rl: s
=0 {i '

+

- n+l
DT S =4 x).
= n+l

-

- (‘ )" Ine
3- misol. Ushbu Z 1;” i
=0 =

darajali qator yig'indisi ropilsin va undan foyvdalanib
i (- I.')_"T -
o 2nel 4

bo'lishi ko'rsatilsin.
' : e ] _ .
« Ma’lumki, "Z;.x"' == Cl<x<l).

1

Bu tenglikda x ni —x? ga almashtiramiz. Natijada z(—l)"f” e
n=) o

hosil bo‘ladi. Uni |0, x] bo‘vicha (0 < x < 1) integrallab topamiz:

I[it—l)"ﬁ” )m;‘ W
a\ =0 I‘llﬂ'—

i -n" ] t*"dt = arctg t ; .

p=l) 0
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. - ® _rln-\ - .
E (1) =arctg x .
nd 2n+l

Kevingi tenglikda x = 1 deylik. U holda tenglikning chap tomoni

2{-1}"

"ﬂ’25+l

sonli gatorga aylanib, u Leybnits teoremasiga ko'ra, vaginlashuvchi
bo'ladi. Demak,

" e
Z -arLtgl-4_>

In4
".u..f-rl

Mashglar
1. Hadlab differensiallash bilan ushbu

1+ 3 1 a1 ..
darajali gatorning vig'indisi topilsin.
2. Hadlab integrallash bilan ushbu
x—4x2 +9x° -16x* + ...
darajali gatorning yig'indisi topilsin.

70- ma’ruza
Teylor gatori

1°. Funksiyaning Teylor qatori. Avtayhk, f(x) funksiva x & R
nugtaning biror
Us(xp)={xeR; x-8<x<x5+8 8>0}
atrofida istalgan tartibdagi hosilaga ega bo'lsin. Bu hol f(x) funk-
siyaning Tevler formulasini yozish imkonini beradi:

f(x)= f(x)+ / ‘l'rt')(x - Xp)+ ! .{?T“](I = Xa )3 AN
)
+2 H[[I“](x - XV +1,(X),

bunda r,(x) — qoldigq had.
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Modomiki, f(x) funksiya Ugx,) da istalgan tartibdagi hosilaga
ega ekan. u holda

“f 3 2 ] e
P} D (- u.)+”x"}(x sl st D e A1)

1! n'
darajali qatorni garash mumkin bo‘ladi.
(1) darajali gatorning koeffitsiventlari sonlar bo'lib, ular f (x) funk-
siya va uning hosilalarining x, nuqtadagi giymatlari orqali ifodalangan.
(1) darajali gator f(x) funksivaning Teyvlor gatori deyiladi.
Xususan, x;, = 0 bo'lganda (1) darajali gator ushbu

- Uﬂ’ﬂ - (i
£(0)+ ffOl _}ff(}]xz_’_ +f i i-‘_,,+"_z; HII‘

2! n! n!

n-1
ko‘rinishga keladi. Faraz qilaylik. f(x) funksiva biror (-, r) da (r > 0)
istalgan tartibdagi hosilaga ega bo‘lib, uning x, = 0 nuqtadagi Tevlor
gatori

d - 8.1
f0) + f Im X+ f;,mx' " f nlm)x” + ... (2)
bo‘lsin. Bu q.ltommg goldiq hadini r,(x) devlik:

i - (n)
£(0) + "l“”xw» f.ff”:nc2 . ”,[m.r” +1,(x) .

'

1- teorema. (2) darajali qator (-r, r) da f(x) ga yaginlashishi uchun
ushbu
’ ”, iml
F(x)=f(0)+ fllﬂ)x+f {le;' RO A LU

i ()
! 2! n! '

Teylor formulasida Wx € (-r, r) uchun
limr,(x)=0

b
bo'lishi zarur va vetarli.
o Zarurligi. Avtaylik, (2) darajali gator (-r, r) da yaginlashuvchi.
yig‘indisi f(x) bo'lsin. Ta'rifga binoan
lim 8, (x) = f(x), (xe (-r, 1))
bo‘ladi. bunda

f’(m - f'(mxz - A ()
2! n!

S, (x)=f(0) +
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Ravshanki. ¥xe (-r.r) da lim §,(x) = f(x) bo‘lishidan

li_nluif(x) -8, (x)] = lim r{x) =
bolishi kelib chigadi.
Yetarliligi. Avtaylik, vx ¢ (-r.r) da lim r,(x) = 0 bo’lsin. U holda

Emlf(ﬂ -5,(x)]= lmj r(x)=0
bo‘lib, undan
lim 5, (x) = /(x)
bo'lishi kelib chigadi. Demak,

rl im)
fix)= f(0)+ “m,+f(mx2+ +f {0)+

2! n!
bo'ladi.
Odatda, bu munosabat o'rinli bo'lsa, f(x) funksiya Teylor gatoriga
voyilgan deyiladi.
2°. Funksiyani Teylor gatoriga yoyish. Faraz qilaylik, / (x) funksiva
biror (-r, r) da istalgan tartibdagi hosilalarga ega bo‘lsin.

2- teorema. Agar 3M >0, vxe(-r,r). vn=20 da

)< M
bo'lsa, f(x) funksiva (-, r) da Teylor gatoriga yoyiladi:

U:I e (n)
flx)= Zf —f )+ " (ﬂ) f;,mxz oot d n'(mx” ... 3
p=0 =1 L
« Ma'lumki, f(x) I'unksiyaning Lagranj ko*rinishidagi qoldiq hadli
Teylor formulasi quyidagicha bo‘ladi:

» 3 (m}
fx) = £(0)+ f““ X + f;!mr PR | m‘“’

()
bunda r,,(.x’):f O0) 1 (0<o<).
(el

Teoremaning shartidan fovdalanib topamiz:

x" +20x);

o j-inlio_‘,-' o - ' rml ¥
(X)| = {r+]}! . <M (1)’ [xEl r.r).
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I'_J|'+l ) A

Ravshanki, limo—— =0.
rr—sea (141!
Demak, Vi e {~r, ) da
limr, (x}=0

bo‘lib, undan garalayotgan f(x) funksiyaning Teylor qatoriga yovilishi
kelib chigadi. »

3°. Elementar funksiyalarni Teylor gqatoriga yoyish.

a) Ko'rsatkichli va giperbolik funksiyalarning Teylor qatorlarini
topamiz. Aytavlik,

Fx)=¢"

bo‘lsin.  Ravshanki, f(@ =1, /" (0)=1,(ne N) bo'lib,
¥xe (-a,a} da (o> 0)

O< f(x)<e®, 0< /U (x)<e* e

bo'ladi. Binobarin, 2- teoremaga ko'ra f(x) = ¢* funksiya (~c.r) da
Teylor gatoriga yoyiladi va (3) formulada foydalanib topamiz:

" 2
x X x"
e ="=0;I-!=l+]_ +'§'—+...+"ﬁ+..., (0!=]). (4)
a > 0 ixtivoriy musbat son. Demak, (4) darajali gaterning vaqin-
lashish radiusi » = 4 bo‘ladi.

(4) munosabatda x ni —x ga almashtirib topamiZ'
n 2
Z(x) J‘-’+J—c— et (1Y ——+

Ma’lumki, glperbollk sinus hamda giperbolik kosinus ﬁmfslyn]an
quyidagicha ta’riflanar edi:

shx:ex";_x, chx=EI+e_x
Yuqoridagi
e"=1+%+§!—+ g
8”‘=1——'+§—..+(—1)"§+
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formulalardan foydalanib topamiz:

o 2nsl = 2n+l
% - R X" X
shx=—4 4ot s By .
1! 3! 2nil) ! (2n+1)!
n=0

hxml s i Xy —S £
X= = [ttt = s

2! 4! (2n)! & (2n)!

Bu shx, c¢hx funksiyalarining Teylor qatorlari bo‘lib, ular ifoda-
langan darajali gatorlarning vaginlashish radiuslari 7 = +ee bo'ladi.
b) Trigonometrik funksivalarning Teylor gatorlarini topamiz,
Aytaylik, f(x) =sinx bo‘lsin. Ravshanki. ¥Vxe R, Vne N da
flx) sl [f"(x) <1
bo'lib. £, £/ =1, [P0 =0, £ =(-1)". (ne N)
bo'ladi Demak, 2-teoremaga ko'ra f(x) =sinx funksiva Tevlor
gatoriga voviladi va (3) formulaga binoan

s - i 1.3 1

T L =ETHS U
bo‘ladi. Avtaylik.

f(x)=cosx
bo'lsin. Bu funksiva uchun vxe R, ¥Yne N da
fx)<l, (M ix)s]
bo'lib.
fO =1, £70=0, f2M=D", 20 =0, (ne N)

bo‘ladi. U holda 2- teoremaga ko'ra f(x)=cosx funksiva Teylor
gatoriga voviladi va (3) formulaga binoan

- | 2 I 4
cos x = XM=l X 4 X - (6)

bo'ladi.
(5) va (6) darajali gatorlarning vaginlashish radiusi r = += bo'ladi.
d) Logarifmik funksivaning Teylor gatorini topamiz. Aytaylik,
J{xy=m(l+x)
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bo‘lsin. Ma’lumki,

") - (-—l)’:_:l_(n—l)! )
£ Lax) (ne

bo(lib ’ f("}(o) _ (—l)n_]
’ o T on
bo‘ladi. Bu funksivaning Teylor formulasi

2 2 Xt -1 x"
]n(l+x)=x—7+§~—~z-+...+(—l) —nx)y (@
ko‘rinishga ega.
f(x)=1In{+ x) funksiyani Teylor qatoriga yoyishda 1- teorema-
dan foydalanamiz. Buning uchun (7) formulada r,{(x) ning 0 ga intili-
shini ko‘rsatish yetarli bo*ladi.
Aytaylik, x= [0,1] bo‘lsin. Bu holda Lagranj ko‘rinishida yozilgan

n+l
r.( =——(_”nx—|, (0<a<l)
(n+D)(14+6x)""
i 1< L
goldiq had uchun Jr(x) < 1
bo‘ladi va '111_1’11 r{x)=0

tenglik bajariladi. Avtaylik, x e [-o, 0] bo‘lsin (0 < e < 1). Bu holda

Koshi ko‘rinishida yozilgan

_Y(-g ) x
(148;x)™"’

r,(x) , (0<8, <1)

goldiq had uchun

am]

1—¢x

1 ()] <
bo‘lib, quyidagiga ega bo‘lamiz:
hmr(x)=10.

Demak, vxe (-1,1]

limr, (x)=0.

LT
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U holda 1- teoremaga ko‘ra

-1 2 3
In{l+x)= E-—l‘;—----x" =x=5 X s A + )
n=1
bo‘ladi.
(8) darajali gatorning yaginlashish radiusi » = | ga teng. Agar
yugoridagt (I + x) ning vovilmasida x ni —x ga almashtirilsa, u
holda

- n 2
mMl-x)=-Y Yooyt 2% X
; n 2

formula kelib chigadi.
¢} Darajali funksiyaning Teylor qatorini topamiz.
Aytaylik,
fixy=0+x), (xe R)
bo‘lsin. Ma'lumki,

F') =ale - D~ da-n+ DA +x)""
bo‘lib,
MO = ole-D@-2)...(c~-n+1)
bo‘ladi. Bu funksivaning Teylor formulasi ushbu

A+x)" =1+Zx+ " ool 2, olol)lammi) r(x)
1! 21! n!
ko‘rinishga ega.
Endi # — e da #,(x) — 0 bo‘lishini ko‘rsatamiz.
Ma’lumki, Teylor formulasidagi qoldiq hadning Koshi ko‘rinishi
quyidagicha

(a~1Xa-2)...[{o-1)-(n-1]] N

nt

(0 <8 < 1) bo'lar edi. Aytaylik, x € (-1,1) bo‘lsin. Bu holda:

m{x) =

o - .7c(1+8.?c)°”(I 9) ,

1+6x

1) llm—(a—l)(a Do Jlo-D—(r-D]x" =0 bo‘ladi,

Hepoo H!

chunki limit ishorasi ostidagi ifoda vaqinlashuvchi ushbu
169



1+ z; ala-1 ).;Ea—nt}_z 2
H=

gatorning umumiy hadi;
2) jou- xj{l~ |;!¢:|)m_1 <o x(l+6x)" <la-x(l+ ix|)a_]

3) -139—1 s -’ZB-§<} bo‘ladi. Bu munosabatlardan foydalanib,
.l+9xi ] 9

vYxe(-1,1) da
lim 7, (x) =0

bo‘lishini topamiz. 1- teoremaga ko‘ra

+xP =1+ l'l + “(%’]—) x s “{-Oi?llgf‘iﬁn Mt (D)
bo‘ladi. Bu darajati qatorning vaqinlashish radiusi =0, c ¢ N bo'l-
ganda 1 ga teng: r=1.

(9) munosabatda o = —| deb olinsa, u holda ushbu

L_i)-(- = Z(—l)" xt=l-oxax? ¥ +xt oL+ ) x4
n=0

formula hosil bo‘ladi. Bu formulada x ni —x ga almashtirib topamiz:

2( D x =lex+x? +o+x"+...

] —_
l-x o
I+x

1- misol. Ushbu f(x) = ln g funkswa Teylor gatoriga voyilsin.

- Ma’'lumki, ln --_— =In0+x)-1n{l -x) bo‘ladi.
Biz yugorida
xr X3 n-y x"
In+x)=x-2 + -+ D7 4.,
2 3 n :
_ PLES x
ln(l—x)-—x—-i——T—...—? —

bo‘lishini ko‘rgan edik. Bu munosabatlardan foydalanib topamiz;
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Mleax)-al - ag—5 4 5 ~uuid-11"" &
2 n
_,3‘-._1:_."‘_ A" _2r+2r3+2r‘ b ol
’ 2 3 n - 3 5 201
l+x X w2
demak, In S 2l XS ¥ = Fint + o | 0
Remak I-x 37 s 2n-1 o)

(10) darajali gatorning yaginlashish radiusi » = 1 bo‘lib, yagin-
lashish to‘plami (—1, 1) bo‘ladi. »

x

2- misol. Ushbu f(x) = ISE:'” dr funksiva Teylor gatoriga yoyilsin.

0
3 5 2n-]
: A Y T
4 Ma'lumki, sint =t TR T t(=1) Qn_1”4
. 2 4 Y3
sint * o0 VR T
U holda : =l~3!+5!—...+{—li Q’;__”!+...boladl.

Bu darajali gatorni hadlab integrallab topamiz:

fsint 1 il & w22
j.r d!zji{l—,_ﬁ EPSRRTL (= | o PR SRSSSENTOR,

51 (2n-1)!
] 1]

=X~ x . £ _ =1 2 +
- 313 515 U Qn-10Q2n1) 7

Keyingi darajali gatorning vaginlashish radiusi » = 4 bo‘ladi. P
3- misol. Ushbu f(x) = 3 L3 z funksiya Teylor gatoriga voyilsin
X4

va bu gatorning vaqinlashish radiusi topilsin.
« Awvvalo f(x) funksivani quyidagicha yozib olamiz:

oo’ IV B S S

Pexb x4 x-3 "[l+|x] 3{I—lr].
LS ] .

—ry 5 ]____ C 1Y en 1 »
Ma’lumki, hx—;’;( . x", —Zx .
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Bu formulalardan fuydalanib mpumiz:

1 1 ) !1} 35
= ¥ ¥, (r=12),
2[l+lx] n=0 3 [2 J':f.l“'.ri
2
1 R S VLD S T B
[ 1 ‘Zj(_‘a'\) “Z;m X"y (r=3).
3I—1_r] p=() n=hy

Demak. quvidagi Tevlor gatorini olamiz:
2x- = (1) ‘ (-1
"xl _“z llxﬂ_ ]1x’3:2(la)'l = II]_\-”_
x°+x-b6 o i e e — 2" 3ne

Bu darajali gatorning vaqinlashish radiusi r = 2 bo‘ladi. W

Mashglar

I Ushbu f(x)=sin’x, f(x)=lnli-x), f)= '
+X4+X"
funksivalar Teylor gatoriga yoyiisin.

in

2. Ushbu Z = (x € R) gatorning vig‘indisi topilsin.

— (3nm)!’

71- ma’ruza

Uzluksiz funksiyani ko‘phad bilan yagqinlashtirish.
Veyershtrass teoremasi

1°. Bernshteyn ko‘phadi. Aytaylik, /(x) funksiva |0,1] segmentda
berilgan bo‘lsin. Ushbu

Zf )Cuu X = £(0)-(-x)" +f( )C'v(t—n”H Ff) X

k=d)

ko‘phad f(x) funksiyaning Bernshteyn ko ‘phadi deyiladi va B, (f:x)
kabi belgilanadi:

B, (5i0)=Y 7 (*)cixt a -0
k=0



i aln=1n=2) ... (n-k+l)
Bunda C, = —=- o) .

Demak. Bernshteyn ko‘phadi n- darajali ko‘phad bo‘lib, uning
koeffitsiventlari f(x) funksiyaning

_JE, (k=0,1,2.....n)
n

nuqtalardagi giymatlari orqali ifodalanadi. Masalan,

B(fix)=f@+[f(1)-f(0)]x,

8, (f;x):f(0)+[2f[%)—2f(0)]x+[f(0)+2f(%}+f(1)]x2

bo‘ladi.
2°. Muhim lemma. Ushbu

"

Y it -0mt =1, o
pars
- [k Pk nk _ x(l-x) '
2(_;_1») Crxt (U -x)™ =22, (0gx <D Q@

k=0
“ayniyatlar o‘rinli.
<« Nyuton binomi formulasi
Y Crakb* = (a+ b)Y
k=0
da a2 =x, b=1—x deyilsa, u holda
Y Chxt (-0 =1
: =0
bo‘lishi kelib chigadi.
(2) ayniyatni isbotlash uchun quyidagi

" L]
zk_c:-xk a _x)n-k’ Z%C:xk Qa _x)n-.t
_ k=0 " k=0 "
yig*indilarni hisoblaymiz.
Bu yig‘indini hisoblashda yuqerida keltirilgan C* ning ifodasi va
Nyuton binomi formulasidan foydalanamiz:
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n

Y Akt a0t - Z Chx* (1 -xf™ = ) Chix* (- x)* <
k=1

k=0 k=1

=x- 3 CHIX Q-0 cxlx+ -0 ' =
k=1

Demak, Bkt =2 eu 3)
="
" -~k k n-k
Endi ( ~ %)
k=0

vig'indini hisoblaymiz:

no,3 n

Zk, ik (l-a* =Y Eertb g x)* =
k=0 k=1

o on-l k-1 iy i ni Yokl ok nok
;n = CHx* (1~ x) +ZC‘¥(1 x)

n
n-1 _» k=2 k-2 \i-2-0k-2) k-1 j‘ 1 rr -1-(k-1)
=) Chixt2(1 - %) +nx§ chig - =

_n-1 3 a2 1o At x(l:x]
=—X [x+(1 x)] +nx[.x+(1«-x)] =2+ 22,

E s = 5% x(]1-x)
Demak, th Cix* (1 -x)’ =) @)

Yugoridagi (1), (3) va (4) munosabatlardan fovdalanib topamiz:

i(f’ —;vr‘)2 Cixt (1= __i lurj Chxt (1-x)"™* -

k-0 k=0 "
n A 3 [ _
2y Echa- 0t 42 Chx* -2 =
k=01 k=0
% s xl)-
=l +.r(] 'ﬂ—2x-x+x* - ] x]l >
n n
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Natija. vx e {01}, ¥yne N uchun

n

Z(k—x): Chat (1-x)"" < ! (5)

=i\ 4n

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.
<« Ravshanki, ¥x e [0,1] uchun
]
x(l-x)= 4
bo'ladi. Bu tengsizlik va (2) munosabatdan (5) tengsizlikning o‘rinli
bo‘lishi kelib chigadi. »
3. Uzluksiz funksiyani ko‘phad bilan yaqinlashtirish.

1- teorema. (Bernshteyn teoremasi.) Agar f(x) funksiya [0, 1]
segmentda uzluksiz bo'lsa, u holda

lim max | f(x) - B, (/.x) =0
- Dex <]

bo'ladi, bunda

B,,(f:x)ﬁif(i)C,fx‘!I—x)"". (6)
k=0

« (1) va (6) munosabatlardan foydalanib topamiz;

SN N kY Kk (1 - )"
B, (f:x)- f(x) = g[f(") f{x)]C,,x (-2

Kantor teoremasiga ko'ra garalavoigan f{x) funksiva |0, 1] da
tekis uzluksiz bo‘ladi. U holda ta’rifga binoan

ve>0, 38>0, vx". x"€[0.1] uchun x"-x" <§

bo‘lganda f(x") - f(x") < i

tengsizlik bajariladi. Ma’lumki,
B, (f:x)- f(x)
ayirmani ifodalovchi yig'indida »+1 ta had bo‘lib, ular & ning
0.1.2.....,n giymatlarida yuzaga keladi. Bu k ning ushbu
k

n

x <8 (xel0,1])



tengsizlikni ganoatlantiradigan giymatlari to‘plamini E, (k) bilan;
-x =298, (xe]0.1])

tengsizlikni ganoatlantiradigan giymatlari to*plamini £,(k) bilan bel-
gilaylik. Ravshanki,

E. (KywF(k)=1{01,2,...n}
bo'ladi. Shuni e’tiborga olib, yugoridagi yig'indini ikki gismga ajratamiz:

n

Z[J‘(i) flx)]C,fx" (1-x)"" = Z [f(f')—f(\'JJ Crati(i=x"

k=0 Enlk)
+ 3 [7(5)-feo]eixt a-xm
Fulk)

Endi bu vig‘indilarni baholaymiz. £ (x) funksivaning [0, 1] da tekis
uzluksizligidan hamda lemmadan foydalanib topamiz:

2 [f(k]“ﬂ""’}qf“ <Y /(5)-rgra-xt <
En(k) " Enlk)
= % f( ] () Cr (1 - <z ¥ G -0 <
,\I‘ d<s < Entk)

¢ n
<3 2.6
Ravshanki, f(x) funksiya |0. 1] da chegaralangan. U holda
ll}lga}% f(x) = M € R bo'ladi. Shuni ¢’tiborga olib topamiz:
2X5.

k &k nk

-»f(')]C,,. (1-x) " <

;zh[f(”) X X x
< ¥ f() F() CAr (1= <
;.|" 4

<2M Y chF -0t

Po LI S
|

ta| ™
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2
26:#(-6-—.1') v—]:,—zl
n &

bo‘lishini hisobga olsak, u holda lemmaga ko'‘ra

Chxt (-x) < L 2 [%—x)z CExf(1-x

Agar o |f--x

fl

bo‘iadi. Shunday qilib,

&

i ot ol
|
| |

k ok -k £
f(x)]Cx 1-x) \ 3458

+ [
F k)

bo‘ladi. Agar n > - 2 deyllsa u holda

M ]

RGN S o
280 2 _
bo’lib, natijada quyidagiga ega bo‘lamiz: -
B, (f:x)~f(x)<e

Bu munosabatdan esa
limmax B, { f1x)- f(x)} =

f1—ee Qax <l
bo‘lishi kelib chigadi. P
Bu teoremadan » — o da
B.(fix) 2 f(x), (0gx<1) \
bo‘lishini topamiz. Demak, |0, 1| da vuzluksiz bo‘igan f(x) funkswa
B, (f;x) ko'phad bilan yaqginlashtinidi:

(x)~2f( Ikt X (0<xx).
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Aytaylik, f(x) funksiya |a, b] segmentda uzluksiz bo‘lsin. Ma’'-
fumki, vshbu
T b-a b-a
chizigli almashtirish [a,#] segmentni [0,1] segmentga almashtiradi.
Bu almashtirishdan foydalanib ushbu
oty = fla+(b-adt), O<rc]) (N

funksivani hosil gilamiz. Ravshanki, @(f) funksiya [€, 1} da uzluksiz
bo‘ladi. Yuqoridagi teoremadan foydalanib topamiz:
lim max|B (g:1)-(7) = (8)

| 4

bunda
B (1) = 2¢( )c"rJk -0
(7) va (8) munosabatlardan

lim max

n—e EXSH

,.(f;E)—f(x)‘=

bo‘lishi kelib chigadi, bunda

Bl Sl e () -5 -
:if(a b-a )ck({—_ﬂ)_M

Shunday qilib quyidagi teoremaga kelamiz. ‘
2~ teorema (Veyershtrass teoremasi.) Agar f(x) funksiva [a, 6]
segmentda uzluksiz bo‘lsa,

lim max

H—ben gLxLh |

B, (7:322)- 10| =

bo‘ladi.
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Mashgqlar
1. Agar f (x) funksiva [0, 1] segmentda uzluksiz bo'lsa, vx  [0; 1] da

tim ' 1 £ (4 )eaxt a0t <o
L
bo'lishi isbotlansin.
2. Agar f(x) funksiva [0. 1] segmentda uzluksiz bo’lsa,
3 3
sup B, (f:x)- f(x) < )w( L]
Oex<l e N

bo'lishi isbotlansin. bunda w(3) — tunksiva f(x) ning uzluksiz moduli.

72- ma’'ruza
Furye qatori tushunchasi

1°. Davriy funksiyalar hagida ba’zi ma’lumotlar. f(x) funksiva
R = (—=,4==) to'plamda berilgan bo‘lsin. Ma'lumki. shunday
T € R\ {0} son topilsaki, ¥xe R da

Sx+T)= f(x)
tenglik bajarilsa. f(x) — davriy funksiva. T#0 son esa uning davri
devilar edi.

Agar f (x) davriy funksiva bo'lib, 7+ 0 son uning davri bo'lsa, kT
sonlar (k - +1,+2,...) ham shu funksivaning davri bo‘ladi.

Agar f(x) va g(x) davriy funksivalar bo'lib, 7'# 0 ularning davri bo'lsa,
fix)xglx), flx)-g(x), {;::: (g(x) =0)
funksivalar ham davriy bo'lib, ularning davri 7 ga teng bo'ladi.

Avtavlik. f(x) davriy funksiva bo’lib, uning davri 7 bo’lsin. Agar
bu funksiva graligining tasviri [a. a+7 | oraligda (ae R) ma’lum bo'lsa,
uni birin-ketin

x=a+kT, (k=%1,42,...)
vertikal to'g'ri chizigga nisbatan simmetrik Ko'chirish natijasida
F(x) ning (—e=, +==) dagi grafigi hosil bo‘ladi (30- chizma).

Bu jaravonni |a, a+71 | da berilean funksivani (o, o) da davriv
davom ettirish deb ham vuritiladi.
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-
b -

a a+T

30- chizma.

Shuni ta’kidlash lozimki, 7 davrli f(x) funksiva [a.a+7] da
uzluksiz bo‘lsa, uni (—e=, +e<) ga davriy davom ettirishdan hosil bo‘lgan
funksiva (uni ham f(x) deymiz) (—e=, 4==) da uzluksiz voki bo'lakli
uzluksiz (va’'ni x = a + kT nuqtalarda (k = +1,+2,...) uzilishga ega
bo‘lib, boshga barcha nugtalarda uzluksiz) bo'lishi mumkin.

Masalan, [0, 1] da berilgan

Flx) = 2\& (1-x)
funksivani (o=, 4+s0) da davriy davom ettirishdan hosil bo*lgan funksiva
(—oo, +02) da uzluksiz bo‘ladi (31- chizma).

-1, 2] da berilgan
fx)=x
funksiyani (—e=, 4+e<) da davriy davom ettirishdan hosil bo‘lgan funksiya
(—o2, 400) da bo‘lakli uzluksiz bo‘ladi (32- chizma):
Lemma. Agar f(x) — davriy funksiva, uning davri 7 bo‘lib,
|a. a+T7] da integrallanuvchi bo‘lsa, u holda

a+T bl
_[f(x)dx: J’f(x)dx. (be R)
a h

bo‘ladi.
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S,

32- chizma.

44 Anig integral xossasidan foydalanib topamiz:

i d heF a+T
j;(x)dx_jf(x)d“ jf(x)dx+ J roods. )
b+T
u+l
Bu tenglikdagi I S{x)dx
b+

“ integralda x = ¢ + TP almashtirish bajaramiz. Natijada

a+!

_[j(x)dx Jf(wT)dz—If(t)dt -jf(x)dx ')

bo'ladi. (I} va () munosabat]ardan
a+T b+T

[ reoda= | renax
a b

bo‘lishi kelib chiqadi.
2°. Garmonikalar. Ushbu
- f(x)=Asin{ox+p) ' 3
funksiyani qaraylik, bunda A, «, 8§ — haqigiy sonlar. Bu davriy
funksiva bo‘lib. uning davri
T=2" («#0)
o

ga teng bo‘ladi.
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4 Hagigatan ham,

f(x+2£) =Asin(cx(x+ -25)+ BJz Asin{ox + B +2n) =
= Asin{ox+p) = f(x). »

Qdatda, (3) funksiya garmonika deyiladi. Garmonikaning grafigi
¥ = sinx funksiya grafigini QX va OY o'glar bo‘yicha sigish (cho'zish)
hamda OX o°q bo‘yicha surish natijasida hosil bo‘ladi.

Garmonikani quyidagicha yozish ham mumkin:

f(x) = Asin{ox +B) = A(cosaxsin B +sinaxcosP) =
= Asinf-cosox + AcosP - sinax = a cos ax + bsin ox,
bunda

4 =Asinf, b= Acosf.
Aksincha,

JF(x)y=acosox + Hsin ax
funksiya garmonikani ifodalaydi:

J(x) = acosox + bsin ax = Va? +b2[

= A(sin B cosox + cosPsincx) = A sin(ox +B),
bunda Va® +4 = = sin
-Jal +h & Va? +sz
Y. Furye qatorining ta’rifi. Har bir hadi
u,(x)=a, cosnx+ b, sinnx, (n=0,12,..)
garmonikadan iborat ushbu

=cos .

ay + ¥ (a, cosnx + b, sin nx) 0

n=l
funksional qator trigonometrik gator deyiladi. Bunda
ay. 4, b, a4, b, 8,00, .
sonlar wrigonomerrik gatorning koeffitsiventlari deyiladi,
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Qdatda, (4) trigonometrik gatorning qismiy vig‘indisi
I
T,(x)=a, + Z(ak cos kx + b, sin kx)
k=1

trigonometrik ko '‘phad deyiladi.

Avtavlik. f(x) funksiva |-, nt] da berilgan bo‘lib. u shu oraligda
integrallanuvchi bo'lsin.

Ravshanki,

f(x)cosmx, f(x)sinmx, (n=12.3...)
funksivalar ham integrallanuvchi bo‘ladi. Yuqorida keltirilgan funk-
sivalarning integrallarini quyidagicha belgilaymiz:

1 n

ay = __[Ff(x)dx.

4, = I Jf{x)cosnxdx, (n=12,..) (5
T

b, = ! jf{x)sin widx, (r=12,..)
T T

So‘ng ushbu az“ 4 Z(a,, cos nx + b, sin nx) (6)
n=l

trigonometrik gatorni tuzamiz.
Ravshanki, (6) trigonometrik gator (5) munosabatlardan topiladigan
Qo 018,85 855 i 8,5 8,5 0
sonlar bilan to‘la aniglanadi.

I-1a’rif. Koeflitsiyentlari (3) munosabatlar bilan aniglangan (6)
trigonometrik gator f(x) funksivaning Furye qgatori deviladi. Bunda
Ay Qs baas, by, ina, b,

sonlar f(x) funksivaning [‘ur_w koeffitsiventlari deyiladi.

Demak, f(x) funksivaning Furve gatori shunday trigonometrik
qgatorki, uning koeffitsiventlari (3) formulalar yvordamida aniglanadi.
Shuni e’tiborga olib, funksivaning Furye gatori quyidagicha yoziladi:

f(x)~2+ Z(a cos nx + b, sin nx).

=1



1- misol. Ushbu
f(x)=e¢*, (-mn<x<naz0)

funksiyaning Furye gatori topilsin.
4 (5) formulalardan foydalanib, berilgan funksiyaning Furve koef-
fitsiyentlarini hisoblaymiz:

x

1 1 . 2
ag = Ie‘”dx =—(e™ -e )=~ shanr,
T o an
-X
n - x
1 1  w@cos nx+nsin nx
a,,:—je‘“cosnxdx: : e e =
L n o +n° =
-X
1 2a
=(-1)"=. “sshom, (n=1,2,..),
oo +n
n . %
1 b 1 asin ax-ncos nx
b, = je‘“ sin nxdx = - - e | =
R n o +n &

=) :]: M shon, (n=1.2...).
o +n”

Demak, f (x} = em
funksiyvaning Furye qatori

Sx)=e™ ~®+Y (a, cos nx + b, sin nx) =
- n=1

2shan| 1 o (=1 .
-l +z ,1 5 (acos nx — nsin nx)

n 2a = o +n
bo‘ladi. »
Avtaylik, ushbu shartlar bajarilsin:
1) Quyidagi
"2" + Y (@, cos nx + b, sin nx) 7
n=1

trigonometrik qgator [-m, n] da vaginlashuvchi va uning vig'indisi
S(x) ga teng:
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f(x):?2—°+i(a,,cosax+b"sinnx); (8)
n=1

2) (8) ifoda hamda uni coskx va sinkx larga (k=0,1,2,...) ko‘pay-
tirishdan hosi! bo‘lgan

S{x)coskx = a]" cosk.x:+i'(1:2ﬂ €OS nx cos kx + b, sin axcos kx),

n=1

S(x)sinkx = -g29- sin kx + i(a,, cos nx sin kx + b, sin nx sin kx),

=1
gatorlar [-r, nr] da hadlab integrallansin. U holda
a.a.b,a,b,..,a,. b, ..
sonlar £(x) funksivaning Furye koeffitsiventiart bo‘ladi, (7) trigono-

metrik gator esa f {x) funksivaning Furye gatori bo‘ladi. Bu tasdigning
ishoti quyidagi

‘Tf(x)dx, ]Ef(x) cos kxdx, Tf(x)sin kxdx

integrallarni hisoblashdan kelib chigadi.

4°. Juft va toq funksiyalarning Furye qatori. Faraz gilaylik, f(x)
funksiya [-n, n| da berilgan juft funksiya bo‘lib, u shu oraligda
integrallanuvchi bo‘lsin. Bu funksivaning Furye koeffitsiyentlarini
topamiz;

n n
-n -n

n I} .4
a, = ! j f{x)cos nxdx = ] U f(x)cosnxdx+]f(x)cosnxdx} =
]
= i‘{[f(x)cos nxdx, (n=0,1,2,..),

n 1} L4
b, = :T If(x)sinnxdx =;1t“ f(x)sin nxdx+£f(x)sin nxdx] =

it 4

-

= ?lt —Jf(x)sin nxdx + ]f(x)sin nxdx} =0, (n=12.).
0 0
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Demak, juft /(x) funksiyaning Furye koeflitsiyentlari

a, = %jf(x)cosnxdx, (n=0,1,2,..)
1]

b,, -='0, (n=l,2,...)
bo‘lib, Furye gatori

S(x) ~ %h_+2rzﬁcosnx
n=1
bo‘ladi.
Aytaylik, f(x) funksiva [-xn, n] da berilgan toq funksiya bo‘lib, u
shu oraligda integarallanuvchi bo‘lsin. Bu funksivaning Furye kKoef-
fitsiyentlarini topamiz;

T 1] T
a, =% J f{x)cosnxdx:%lij f(x)cosnxdx+J'f(x)cosnxdx]=
-n -n 0

= }:—If(x) cos mxdx — f(x)cos nxdxj] =0, (n=0,1,2,...),
J

1
n o n
b, = ;lt~ _[f(x)sinnxdx =%{j‘f(x)sinnxdx+_"f(x)sinnx¢bc]= :
-x -n 0

_2
B

jf(x) sin nxd:x], (n=12,..).
3
Demak, f(x) toq funksiyaning Furye koeffitsiyentlari
a, =0, (n=0,1,2,.),
27 :
b, == J'f(x) sin mxdx, (n=1,2,..)
T a
bo‘lib, Furye qatori quyidagidan iborat:
fix) -~ an sinnx ,

n=l
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2- misol. Ushbu flx)=x* (-nsx<sm
juft funksiyaning Furye gatori topilsin.
<« Avvalo berilgan funksivaning Furye koeffitsiyentlarini topamiz:

'}
x*dx =
b4

2 sinmx™ 4 g
x“cosnxdx =" x - xsin axdx =
m p M

0

n

ol
i ,.

4 | xcosnx|" n 4
= o cos d _('-1) 2 3 :1.2-.--- ‘
= - U nx dx p 3 (n )

Demak. f(x) = x° funksiyaning Furye gatori

f(x) = 2 T & 42‘ % cm_m

n

bo‘ladi. P

3- misol. Ushbu f(x) = x, (-x < x < n) toq funksiyaning Furye
gatori topilsin.

<« Berilgan funksiyaning Furye koeffitsiventlarini hisoblaymiz:

n

2 ; 2 xcosnx® 1
b, = stmnxdxz = tcaduiiood I Icnsnxdx =
R 2 n noog o n 2

wd
2l

o |
H »

Demak, f(x) = x funksivaning Furye qatori
g N n-12 . i
j(,\)-nz:{{—l) sin nx

bo'ladi. »

5%, |1, I] oraligda berilgan lunksiyaning Furye gatori. Faraz
gilavlik, f(x) funksiya |—/, /] oraligda (/ > 0) berilgan bo’lib. u shu
oraligda integrallanuvchi bo‘lsin.

Ravshanki, ushbu 1= ’;x almashtirish natijasida [—/, /] oralig

|-m. n] oraligga o‘tadi. Agar
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£ =£ ()=o)

. deyilsa, ¢() funksiya [-x, n] oraligda berilgan va shu oraligda integral-

lanuvchi funksiva bo‘ladi. Uning Furye gatori

cp(t)~—+z (a, cosnt + b, sinnf)

=l
bo'lib, a, = % f otrycosmar, (n=0,,2,..)
[ .
== _I o(t)sinndr, (n=1,2,..)

bo‘ladi. Endi 1 = ?x bo‘lishini e’tiborga olib topamiz:

(-- } g(a cos# “x+b, smn,x)

’
1 n n
a,,:i:[(p(Tx)cosn!-xdx, (n=10,1,2,..),
»
LI ST _
b, = ?J.(p(fx)smn:-xdx, (n=12,.).

Natijada berilgan f(x) funksiyaning Furye qatori quyidagichar ..

N X b sin T
S(x)~ 5 +Z{(aﬂcos = +b,sin " )
bo‘lib, bunda:
{

a, = ?j (x)COS—dx (n=012..)
-f

-

by =

T | s

_[f(x)sm xdx, (n=12,.).

188



4- misol. Ushbu J(xy=¢€", (~l<x<1)
funksiyaning Furye qatori topilsin.
« Yugoridagi formulalardan foydalanib, f(x) = €* ﬁmksmmmg
Furye keeffitsiventilarini topamiz:
1
ay = Ie*dx -¢-e
-1
[ (
a, = Ie COs naxdxX = —— 53-8
-1 -1

-1
'

a
:-——-i-(ecosn et cos ) = (1" £, n=12 .1,
140w T g frrtnd ( ’ )

I )
SMHX-HATCOS Mt X

b :Ie"cosnnxdx: x

n )

l+#Pn

-1 -1

1 - nn(-1)"
- (enmcos nm + e cos nm) = M )2

l+nin? l+rn

_e)_.

1
ST (n=1,2.0).

l+min

Demak,

flx)y=¢*, {-1sx81)
funksiyaning Furye qatori quyidagicha

]
x E—e ~l) [( ”r? - Dm- N :'
[ - COSHMR+ - An SN
2’ 1+n211:2 '

ko'rinishda bo'ladi. ¢

Mashglar

I. Ushbu f(x) =2sin(2x + 2) garmonikaning grafigi topilsin.

2. Ushbu f(x)=|x|, {-x<x<n) funksivaning Furye qatori
topilsin.
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73- ma’ruza
Furye qatorining yaginlashuvchanligi

1°. Lemmalar. Furye qatorining yaqginlashishini isbotlashda muhim
bo‘lgan lemmalarni keltiramiz.
1- lemma. Agar @(x) funksiva [a,b] da integrallanuvchi bo’lsa.
b b
lim | @(x)sin pxdx =0, lim Jq)(x) cos pxdx =0
P pre
it a
bo‘ladi.
<« Ravshanki. lemmaning shartidan
¢(x)sin px, @(x)cos px
funksivalar [a,b]| da integrallanuvchi bo'ladi. |a,b]| segmentda
Higs Ko BiksXys (0 =% <X € Xy Cors €%y < X, =8)
nugtalami olib,

b
J @(x)sin px dx

ni quyidagicha vozib olamiz:

b r—] Xhat
j(p(x) sin px dx = 2 j- o x)sin pxdx =
I k:[l ’Yi
H-] ¥hsl n-l i
= 2 j- [9(x) — my ]sin px dx + Z m, I sin px dx, (H
k=0 5, =0 d
bunda m, = Iinf_ o(x), (k=012.....n-1).

Bu (1) tenglikning o'ng tomonidagi integrallarni baholaymiz:

n-1 Xksl n-1 M1 n-1
z I [o(x) — my [sin px dx < Z J. ®, dx = Zﬁn A% ,
k=0 5, k=0 3, koo

bunda ®, — funksiva @(x)ning [x,, x;, ] dagi tebranishi, Ax, = x, ; —x,.
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Modomiki. ¢(x) funksiva |a,b| da integrallanuvchi ekan, u holda
-1 .
kaé\xk <z (2)
k=0 =
qgilib olinishi mumkin.
Endi (1) tenglikning o°ng tomonidagi ikkinchi integralni baho-
laymiz:

n-1 n-1

: COs px; —COS pX; .
Em,lj-smpxdxsz:mﬁv £ sl ) &
=0y k=0 L

rr—I
< 2 mk S IO = z mk "
k=0 P k=0
Ravshanki, p ni yetarlicha katta qilib olish hisobiga
-1

€
my < 3

ga erishish mumkin. Natijada (1) . (2) va (3) munosabatlardan

2

]
Jcp{x) sin pxdx <€

a

bo‘lishi va undan

h
lim j(p(x)sin pxdx =0
o)

ifoda kelib chigadi. Xuddi shunga o*xshash
h
lim | @(x)cos pxdx =0

P
a

isbotlanadi. »
Agar |a, b] oraligni shunday

a0, & ], (&, &), s |60y, 4], (@ =a.a, =b)
bo'laklarga ajratish mumkin bo‘lsaki, har bir (¢.a,,,) da
(k=0.1,2,...,n-1) f(x) funksiya uzluksiz bo'lib, x = a, nugtalar-

da chekli o'ng
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Slap+0), (k=0,1,2,..,n-1),
va chap
S, -0}, (£=0,1,2,..,n0)

limitlarga ega bo'lsa, f(x) funksiva [a,b] da bolakli uzluksiz deyiladi.

Yugoridagi lemma @(x) funksiya [a,8] da bo‘lakli uzluksiz funksiva
bo'lgan holda ham o‘rinli bo‘ladi.

1- lemmadan quyidagi natija kelib chigadi.

Natija. Agar f(x} funksiva {-=, n} oraliqda bo‘lakli uzluksiz bo‘Isa,
uning Furye koeffitsiyentlari n - o da nolga intiladi:

H —hoa

lima, :lim-}; If(x)cosnxdx:[),

limb, = lim% If(x)sin nxdx = 0.

sm(2n+l)— N
2- lemma. Ushbu + Z cos ku = ————2  tenglik o'rinli.
2sin—
2
<« Ravshanki,
3 Z dag = L. {sm +225m cmku] l
k=l ©o Zsi

2
bo‘ladi, Agar
ZZ sm 4 cos oy = kzl[sin(k + j_!) i —sin (k - ;) u] =sin (n+ %) L~ Sin ‘;
bo‘hshlm ¢’tiborga olsak. u holda yuqoridagi tenglikdan

" .
Ly Y cosku = sin(2n+1)

.
= 2s5in—
2

tenglikni keltirib chigaramiz. »

2°. Furye qatorining qismiy yig‘indisi. Dirixle integrali. Funksional
qatoriar nazarivasidan ma’lumki, gatoming yaginlashishini aniglashda
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avvalo uning gismiy vig‘indisi topilib, so‘ngra bu gismiy yig‘indining
limiti o‘rganilar edi.

Funksiya Furye gatorining yaqinlashishini aniqlashda ham avvalo
uning gismiy yig-indisi topiladi.

Aytavlik, f(x) funksiya [-r, nt] oraligda integrallanuvchi bo‘lsin.
Bu funksiyaning Furye koeffitsiyentlarini topib, uning Furye qatorini
tuzamiz:

a, = ‘; [ r@ycoskedr, (k=0,1,2,..),
b, = i [ rwysinkedr, (k=1,2,..),

f(x) - %"+i(ak cos kx + &, sin kx).
=1

Ravshanki, bu gatorning gismiy yig‘indisi
Ll
F(fx)= ? + 3 (a, cos hox + by sin kx)
k=1

bo‘ladi. Bu tenglikdagi a, va b, laming o‘miga nlarning yugorida
keltirilgan ifodalarini go‘yib topamiz:

Fo(fix)= %ﬁ __{ f)dt + kZ:} :‘ J F(t) [cos kt cos kx + sin k¢ sin kx] df =
=1 j’ f(r)[l +icos k(- x)]dr.
rc_x 2 ot

Ma’lumki, 2- lemmaga ko‘ra

= . sin(2n+l)t—-—x
+ Y cosk(t—x) =

M=

hd]

. -Xx
2sin——

-~
ll_

boladi. U holda £, (f; x) vig'indi quyidagi ko‘rinishga keladi:
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sm(2n+l}——-

£ )= [70) Za. . ®

25m~—-
Odatda, (4) tenglikning o“ng tomonidagi integral f(x) funksiyaning
Dirixle integrali deyiladi,

F, (f: x) yig'indining bu ifodasini yanada o‘zgartirib, n - « da
E_( f; x) ning limitini topishga qulaylik keltiradigan ko‘rinishga olib
kelamiz.

Avvalo (4) integralda t — x = 4 almashtirishni bajaramiz. Bunda

integral ostidagi funksiya 2n davrli bo'lganligi sababli integrallash
chegarasining o‘zgarmay qolishini e’tiborga olib topamiz:

sin(2n+1%
F(f;x)=5- If(xHJ) — 2du.
2sin¥
2
Bu tenglikni ikki gismga ajratib:
sm[2n+l)— sm(2n+l)—
F(f,x).-— If(x+u) 2da+j)"(x-|-m) uzdu .
25111i 2sm5

o‘ng tomondagi birinchi integralda u ni -1 ga almashtirib topamiz:

sm(2n+1)—
F(f,x)_—j[f(x+u}+f(x u)] ——= du.‘

2sin¥
2

Xususan, f(x)=1 bo‘lganda

i
E,(1; x)__jﬂm—zk
1] .

u
2sin—

2

bo‘lib, u 1 ga teng bo‘ladi.
Hagigatan ham, 2- lemmadan foydalansak, u holda
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r

F, {1, x)=.£j2[%+§cosku]du=l+%i£cos kudu=

0 k=]
2 x> sin ku -
=]+ =]
=R
bo'tishi kelib chigadi. Demak,
. 1
n s n+—
1 = i I\.__A(_zk du .

R ¢ 2sin-;

©)

3°. Lokallashtirish prinsipi. /(x) funksiya Furye gatorining gismiy

yig'indisi

F(f, x)-~-j[f(x+u)+f(x u)]SIi(n+;}4du

2 sin

ning bitta muhim xossasini keltiramiz.

(6)

Ixtiyoriy & sonni (0 < 8 < x} olib, (6) integralni ikkita integralga

ajratamiz;

FA(f:x)== J[f(x+u )+ f(x - u]ﬂ,—:—}‘daw |
I[f(x-l-u )+ f{x-u} ]ﬂt—l‘a‘u-ﬂ (n, 8)+J,{(n, 8).

sm—

M

- 1- teorema. #n — = da J, (#,8) ning limiti nolga teng bo‘ladi:

limJ; {n,8)=0.

« f(x) funksiya [-x, nt] da integrallanuvchi bo‘lganligi sababli

- u)]

1
o(u) = m
2sin=
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funksiya ham [8 Ttl da integrallanuvchi bo‘ladi. U holda 1- lemmaga

ko'ra
1% . sin n+%
lim J; (n,8) = —j[f(:.:"q-:a)-u-'j’(x-u)]i_knr du =
ns 2sin >
= ;iﬂj(p(u}sm(n + )udu =0 .
bo‘ladi.P

{7) munosabat va keltirilgzan teoremadan mulnm natua kelib chi-
gadi. Ushbu .

J, (n,8) = = I[f (x+u)+ f(x- u]itidu

sm—

integralning # — oo dagi limiti mavjud bo‘lgandagina F, (f; x) ning
limiti mavjud va

lim £, (f, x) = lim J; (n, 8)

11—pon Fr—pom
munocsabat o‘rinli bo‘ladi.

Ma’lumki, J, (n, 8) integralda f funksiyaning [x —§, x + 8] ora-
ligdagi giymatlarigina gatnashadi.

Demak, f(x) funksiya Furye gatorining x nugtada yaqinlashuv-
chanligi yoki uzoglashuvchanligi bu funksiyaning shu nugta atrofi

{x -8, x + 8) dagi qiymatlarigagina bog‘liq bo‘ladi. Buni lokallash-
tirish prinsipi deb yuritiladi.

4°. Furye gatorining yaginlashuvchanligi. Endi funksiya Furye
gatorining yaqinlashishi hagidagi teoremani keltiramiz.

Agar har bir (4;, 6, )} da (k=0,1,2,...,n~1) f(x) funksiya dif-
ferensiallanuvchi bo‘lib, x = g, nuqtalarda chekli o‘ng

fa, +0), (k=0,1,2,...,n-1)

va chap
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S e, -0), (k=012,...n)

hosilalarga ega bo'lsa, f(x) funksiva |a,b] da bolakli differensial-
lanuvchi deyiladi.

2- teorema. 2 davrli /(x) funksiya [-x, n] oraligda bo‘lakli diffe-
rensiallanuvchi bo‘lsa, u holda bu funksiyaning Furye qatori

£(x) ~ a_? + Z(a,c cos kx + by sin kx)
T k=l
[-r. ®] da vaginlashuvchi bo‘lib, uning yig‘indisi
S(x40)+f(x-0)
2

ga teng bo‘ladi.
<« (5) tenglikning har ikki tomonini

[ e+ 0)+ £ (x-0)]
ga ko‘paytirib, ushbu
E (£3x)- [ £ (x+0)+ £ (x - 0)]

ayirmani quyidagicha

Fn(flx)-;[f(x+0)+f(x-0)]=

I x Siﬂ[ﬂ'+ 5 }J
= “f(x+u)+f(x—u)-—f(x+0)—f(x-0)] /- du
ne 2sin
2
ko‘rinishda yozib olamiz. Bu tenglikning o‘ng tomonidagi integralni
ikkita

Ji = ij[f(x+u]—f(x +U]]?in(n_+-2}‘du.
0 :’.smé

Jy = l}[_f(x—u)—f(x—O)] Sin[n+;}du

.U
2sin

(3]
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integralga ajratamiz. Natijada

Fy (f:) = 5[ f (x+0)+ £ (x~0)] = J; +J,

bo‘ladi.

Endi J, va /, integrallarni baholaymiz. J, integraini baholash
uchun avvalo ixtiyoriy 8 (0 <8 < x) sonni olib, J, ni ikki gismga
ajratib yozamiz:

Jy = I[ (x+u)-f( x+0)]s“11}ldu+

Zsm
. (®)
I T Slﬂ[u+2}l
+- || f(x+u)-f(x+0 ——4_du.
UG- sG]
2
Lokallashtirish prinsipiga asosan
1
Sm[n+§}l
lim I[f(x+u) f(x+0)] du=0
Sln—-
2
Demak, Ve >0, 3ny =n(e,8)e N, Yan>n, da
| Sln(ﬂ'l- }l ‘
j[f X+u)- f(x+0)] da<2 9

I]'li |

bo‘ladi. Shartga ko‘ra, f(x) funksiya [-n, ] da bo‘lakli differen-
siallanuvchi. U holda Vx e [-n,x] da
f(x+u) Sl t+0}

u-w[l
mavjud bo‘lib, 35, >0, 0<u <3, da

f{x+0)

S (x+u)-f (x+0) < M,, (M, = const)

u
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tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Shuningdek, 35, >0, 0 <u <3, da

u

2 _ ;
= <M, (M, =const)
sm2

tengsizlik bajariladi.

Endi nﬂn{ﬁ,.ﬁ;..,xfﬂ— }=5 deb olamiz. Natijada, VYne N
b

bo‘lganda (8) tenglikning o‘ng tomonidagi birinchi integral uchun

ushbu

1 sin(n+ l]udlq <
. u 2
Sll'l—z- |

| u
]‘-[f x+u) f(x+0}] 3
0

sin

8 u
< ‘[[ e/ i ““0)] 2 du<! MM5<E
: n S 2

(R

bahoga ega bo‘lamiz. (8), (9) va (10) munosabatlardan

l
'Jl|= pu

[f(x+u)- f(r+0)]sm{ }‘duics

c!._...,u

bo'lishi kelib chiqadi.
J, integral ham xuddi shunga o'xshash baholanadi va

”f(t u)- f(r—O)]sm[ "’}'duq

3‘sm

L]

bo'lishi topiladi. Demak,

E (i) [f(x+0)+ fx-0)] <2e
bo'lib, undan

(10)
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li_T,E'(f; x)=%[f(x+0]+f(x—0)]

bo‘lishi kelib chigadi. Bu esa f(x) funksiya Furye qatorining yaginia-
shuvchi va

@ X ; _
= +§(ak cos kx + by sin kx) _E[f(x+0)+f(x 0}]
bo‘lishini bildiradi. »
Natija. Agar ffunksiya yuqoridagi teoremaning shartlarini bajarib,
x nuqtada vzluksiz bo‘lsa, u holda quyidagi natijaga ega bo‘lamiz;
%" +Z(ak cos kx + B, sin kx) =f(x) .
k=l

Misol. Ushbu
f(x)=cosax, (-n<x<n, a#ne Z)
funksiyaning Furye qatori topilsin va uni yaginlashishga tekshirilsin.

4 Bu funksiyaning Furye koeffitsiventlarini topamiz. Qaralavotgan
funksiva juft bo‘lgant uchun

b, =0, (n=1,2,3,.)
bo'lib,

a, = %b[cosaxcosnxdx =I[cos(a —-n)x+cos(a-fn)x]dx =

= sinan _py [_‘_,,L]
I

at+n  a-n

bo‘ladi. Demak,

f(x)~sm;n[ Z( " (m+a—)003nx:|.

Agar f(x) = cos ax funksiya teoremaning hamda natijaning shart-
larini bajarishini e’tiborga olsak, u holda

cos qx = —nan |:1 + E(—l)" (—l— + L)cos nx:|
i a =l a+n a-n

bo‘lishini topamiz. P
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Keyingi tenglikda x = 0 deyilsa,

1 n
sman";“z( (Gt an
bo‘lishi kelib chiqadi.
Mashglar
1. Ushbu
x, agar —n<x<0 bo'lsa,
f{x)= { , agar O<x<n bo'lsa

funksiyaning Furye gatori topilsin va uni yaginlashishga tekshmlsm.
2. Ushbu

fi{x)= —ln\sm l (x = 2km, ke Z}
funksivaning Furye gatori topilsin va uni yaginlashishga tekshirilsin.
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15-BOB
PARAMETRGA BOG‘LIQ INTEGRALLAR

74- ma’ruza
Ikki o‘zgaruvchili funksiyaning bir o‘zgaruvchisi
bo‘yicha yaqinlashishi
1°. Limit funksiya. Faraz qilaylik, f(x,y) funksiva R? fazodagi
M={(x,y)e R*:asx<bh, ye Ec R}
to'plamda berilgan va y, € Rnuqta £ to‘plamning limit nugtasi bo‘lsin.
Ravshanki, har bir tayin x e [a,b] da f(x,y) funksiya y o‘zga-
ruvchining funksivasiga aylanadi. Aytaylik, bu funksiva x ¢ [a.b] da
lim f(x,y)
Y=y
limitga ega bo‘lsin,
Har bir x e [a, b] ga f(x,y) funksivaning y — y, dagi limitini mos
go'yish natijasida
©: x— lim f(x,y)
Y—¥a
funksiva hosil bo‘ladi.

Qdatda, bu funksiva f(x,y) funksivaning v — y, dagi limit funksiyasi
deyiladi:

lim f(x,p)=9(x), (xela,b)). ()
(1) munosabat quyidagicha tushuniladi: Ve > 0 son olinganda
ham shunday & = §(e.x) > 0 son topiladiki, bunda 0< y -y, <8
tengsizlikni ganoatlantiruvchi vy e £ uchun
Sx,y)-p(x) <e, (xela.b))
bo‘ladi.
Endi f(x,y) funksiva
M ={(x,y)e R*; xela,b], ye E c R}
to‘plamda berilgan va = «nugtas E to*plamning limit nugtasi bo‘lsin.
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Agar Ve > 0 son olinganda ham shunday § = §(e,x) >0 son

topilsaki, ¥ > 8 tengsizlikni ganoatlantiruvchi Yy e E uchun
(f(x,y)-o(x) <¢

tengsizlik bajarilsa, @(x) funksiya f (x,y) ning y — = dagi limit funksiyasi
deyiladi.

1- misol. Ushbu f(x,y) = xy funksiyani

M = {{x,y)e R*: 0<x<l, ye [0,1]}

to'plamda qaraylik. Bu funksiyaning y — y, =1 dagi limit funk-
sivasi @(x) = x bo‘lishi ko‘rsatilsin.

<« Ixtivoriy € > 0 songa ko‘ra, har bir x e [0,1] uchun § =€ deb
olinsa, u holda |y -y, =y -1 <38 tengsizlikni ganoatlantiruvchi
ye[0,1] uchun

[f(x,»)-o(x)=lxy-x|=|xjly-1lisly-1l<d=¢

bo‘ladi. Demak,

limxy=x.p
)f—;-l

2-misol. Ushbu f(x,¥)=x", (0" =0) funksiyani
M ={(x,y)e R*: 0<x<l, ye [0,]]}
to‘plamda garaymiz. Bu funksiyaning y — y, =0 dagi limit funk-
siyasi topilsin.
< Aytaylik, x = 0 bo‘lsin. Bu holda vy e {0,1] uchun
f(0,y)=0
bo‘lib, y = 0 da f(0,y) — 0 bo‘ladi.
Avytaylik, x # 0 bo‘lsin. Bu holda y — 0 da
f(x ) =x" -x" =1
bo‘ladi. Hagigatan ham, ixtiyoriy € > 0 songa ko‘ra 3 = log, (1-¢)
deyilsa (x > 0), u holda y — ¥,/ = v - 0| = |y < § tengsizlikni ganoat-
lantiravehi y e [0, 1] uchun
fxp)-ox) =|x" -1 =1-x" <1-x" =] _(1-¢)=¢
bo‘ladi. Demak, y » 0 da f (x.y)=x" funksiyaning limit funksiyasi
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1, agar xe (0,1] bo'lsa,
@(x)= .
0,agar x=0 bo'lsa
bo‘ladi. »
2°. Limit funksiyaga tekis yaqinlashish. Faraz gilaylik, f(x,y)
funksiya
M :{(x,y)e R:a<x<b, ye Ec R}

to‘plamda berilgan bo‘lib, y, € R nuqta E to‘plamning limit nuqtasi
bo‘lsin. Bu funksiya har bir tayinlangan x € |a,b] da y o'zgaruvchining
funksiyasi sifatida y — y, da limit funksiyaga ega bo‘lsin:

}ig;“ S(x,y)=9(x).
f(x,y) funksivaning ¢(x) ga intilish xarakteri olingan x ga bog‘lig,

chunki x ning turli givmatlarida f(x,y) funksiya, umuman aytganda,
v o‘zgaruvchining turlicha funksiyalari bo‘ladi. Bu vaziyat

lim f(x,y) =@(x), (xela,b])
¥—=¥

tushunchasidagi ixtivoriy £ > 0 songa ko‘ra topiladigan 3 > 0 sonning
garalayotgan x ga bog‘lig yoki bog‘liq emasligida namoyon bo‘ladi.

Yugorida keltirilgan misollarning birinchisida § =¢ bo‘lib, u fagat
e > 0 gagina bog'liq, ikkinchisida esa § = log, (1 - €) bo'lib, u olingan
£ > 0 bilan birga garalavotgan x ga ham bog‘liq ekanini ko‘ramiz.

I- ta’rif. Agar Ve > 0 son olinganda ham shunday 8 = §(g) > 0
son topilsaki, ¥ -y, <8 tengsizlikni ganoatlantiruvchi ye E,
Vx e [a,b] uchun

f(x,y)-9(x) <e
tengsizlik bajarilsa, ya'ni
Ve>0, 35=8(e)>0, [y-y|<d,yek,
Vxe [a,b]: [f(x,p)-@(x) <¢

bo'lsa, f(x,y) funksiva @(x) ga |a,b] da tekis yaginlashadi deyiladi.
3-misol. Ushbu f(x,y)= xsiny funksiyani
M = {(x,_v)e R: 0<x<l, ye [O.nl}
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to‘plamda qaraylik. Bu funksiyaning y — y, = z da limit funksiyasi

topilib, unga [0, 1] da tekis yaqinlashishi ko‘rsatilsin.
<4 Ravshanki,

. . 3
lim xsiny = 5 X-
!'—';

Demak, o(x) = ? X,

Agar Ve > 0 ga ko'ra 8 = ¢ deyilsa, u holda y - ’33 <d tengsiz-
likni qanoatlantiruvchi y e [0,n] va vx e [0,1] uchun

| 3 | '
f(x,¥)-¢(x) = xsiny - 3'2-3 xE = x siny - -;- =

|
pid

= x| /sin y — sin 3

iSéy—;cS:e

n

bo‘ladi. Ta'rifga binoan, y — ; da f(x,¥)=xsiny funksiya

o(x) = ¥ x limit funksiyaga {0,1] da tekis yaginlashadi. B

Eslatma. Aytaylik, PP: S(x,¥) = ¢(x) bo'lsin.

Agar ¥8>0 son olinganda shunday ¢, >0, x,€ [a,b] va
¥ - ¥y < & tengsizlikni gqanoatlantiruvchi y, € E topilsaki, bunda
S (X 0)-0(x) 2 €

bo‘lsa, f(x,y) funksiya y — y, da limit funksiya @(x) ga tekis yaqin-
lashmaydi deyiladi. Masalan,

fix,»)=x", (0° =0)
funksiva y — 0 da limit funksiya

1, agar xe(0,1] bo'lsa,
¢(x)= = ]_,
0, agar x=0 bo'lsa
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ga tekis vaqinlashmaydi. Hagigatan ham, ¥&> 0 son olinganda,
1

£y = %, 0 < y, <3 tengsizlikni qanoatiantiruvchi y, va x, =2 ¥

deb olinsa, u holda

‘f(xﬁ’yi)“ﬁp(xo)!zl—x[}"l =1__12_=%>Eo

bo‘ladi. Faraz gilaylik, f{x,)) funksiva R? fazodagi
Mz{(x,y)e R:a<sx<h, ye Ec:R}
to‘plamda berilgan va y; e R nugta Eto’plamning limit nugtasi bo'lsin.
Agar Eto‘plam y, ga intiluvchi {y,} ketma-ketlikdan iborat bo‘lsa,
JS{x,») funksiyani [a, b} da aniqlangan
fi(x)=f{x,y,)
funksional ketma-ketlik sifatida qarash mumkin. Masalan,

2
fley) =52
X +y

funksiyani M, ={(x,y)e R xel0,1], yeE ={1%;}} to°p-

lamda garasak, u quyidagi

2xn
L) = —S—

l+r’x

o

funksional ketma-ketlikka avlanadi.

1- teorema. Agar y -» y, da f(x,)) funksiva o(x) ga [a,b] da tekis
yaqginlashsa, u holda £ to‘plamdagi y, ga intiluvchi har bir {y,} ketma-
ketlikda (y, = £)

fo XY= F{x,yn) )
funksional ketma-ketlik ham [z,8] da ¢(x) ga tekis yaginlashadi.

4 Aytaylik, f{x,») funksiya y — y, da ¢{x) funksivaga [a,b] da
tekis vaginlashsin. U holda ta’rifga binoan ve > 0, 38 = 8(¢) » 0,
0<|y-y| <8 tengsizlikni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy ye E,
vxe [a,b]: |F(x,¥)~o(x) <& bo'ladi.

206



Modomiki, {y,} ketma-ketlik y, ga intilar ekan,
v8>0, 3nge N, Ya>ny ly, — vl <8
tengsizlik bajariladi. Demak,
ve>0,38>0,ly, — ¥ <8,y E Vxe [a.b]: |f(x,y,)-9x) <e,
ya'ni,
f(x)-0(x) <t
bo‘ladi. Bu esa f,(x) funksional ketma-ketlikning [a,b] da ¢(x) funk-
sivaga tekis yaginlashishini bildiradi. »

Endi f(x,y) funksiyaning limit funksiyaga ega bo‘lish va unga
tekis yaginlashishi hagidagi teoremani keltiramiz.

2- teorema. f(x,y) funksiva y — y, da limit funksiya ¢(x) ga ega
bo'lishi va unga tekis yaginlashishi uchun Ve > 0 olinganda ham x ga
bog‘liq bo‘lmagan shunday 38 =8(e) >0 topilib, y-y,/ <38,
'v" =¥y <8 tengsizliklarni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy y, y'e E
hamda Vxe [a.b] da

S (xy)=f(xy)<e 2)
tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.

o Zarurligi. Aytaylik, f(x,y) funksiya y — y, da limit funksiya
o(x) ga [a,b] da tekis vaginlashsin. U holda ta’rifga binoan

Ve>0, 38>0, |y-yyl<d, VYrvek,

vxe [ab]: [f(x,0)-ox) <3, (3)

jumladan, |y’ -y, <8, y’e E uchun ham

FO ) -o(x)] < )
bo‘ladi. (3) va (4) munosabatlardan
f(x,y)-f(xy)<e
bo‘lishi kelib chigadi.
Yetarliligi. Avtaylik, (2) shart bajarilsin. Modomiki, har bir tavin-
langan Vxe [a.b] va [y -yl <8, [y' =y <8, ye E y'ec E da
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[ (x,y)- flx.y) <e
tengsizlik bajarilar ekan, u holda Koshi teoremasiga ko‘ra y — y, ca
f(x,y) funksiya limitga ega bo‘ladi. Uni @(x) bilan belgilaylik:

lim f(x,y)=o(x).
Y-

Endi y o‘zgaruvchining |y"—y,| <8 tengsizlikni ganoatlantira-

digan givmatida (2) tengsizlikda y’ — y, da limitga o‘tib topamiz:
Sf(x,y)-9(x) <se.

Bu esa y — y, da f(x,y) funksiyaning ¢(x) ga [a,b] da tekis
yaqinlashishini bildiradi. »

3- teorema. /(x,y) funksiya uchun quyidagi shartlar bajarilsin:

1) har bir tayin y € E da f(x,y) funksiva |a,b] da x o‘zgaruv-
chining funksiyasi sifatida uzluksiz;

2) y - y, da f(x,y) funksiya [a,b] da ¢(x) ga tekis yaginlashsin.

U holda @(x) funksiya |a,b] da uzluksiz bo‘ladi.

4 E tof plamda ¥, £a intiluvchi ixtivoriy {y,} ketma- ketlik olib
(vpe E,n=1,2,..., y, = ¥) la,b] segmentda aniqlangan ushbu

fn (I) - j(x.‘yn)

funksional ketma-ketlikni hosil gilamiz. Teoremaning shartlariga ko‘ra:
1) £,(x) funksional ketma-ketlikning har bir hadi [a,b] da vzluksiz
bo'ladi;
2) mazkur ma’ruzadagi 2- teoremaga binoan y — y, da f (x)
funksional ketma-ketlik @(x) funksiyaga [a,b] da tekis yaqinlashadi.
U holda @(x) funksiya |a,b] segmentda uzluksiz bo‘ladi (garalsin,
65- ma’ruza).

Mashglar

1. Ushbu f(x,y):n[,}x«r-:-'-\/;]

funksivani M = {(x,n)e R*: xe (0,=), ne N} to'plamda garab,
uning n — = dagi limit funksiyasi topilsin.
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1y |
2. Ushbu f(x,y)= 1(1 - x-")x-‘“

funksiyani M ={(.\:.y Je R : xe

;.1]. ye (0,1]} to‘plamda ga-
rang. Bu funksiva uchun quyidagi tenglik o‘rinli bo‘lishi isbotlansin:
}Lmof(x y)=0.

3. Aytaylik, f(x,y) funksiva
M ={(x,y)e R : xelab), ye Ec R}

to‘plamda berilgan va y, € R esa E ning limit nugtasi bo‘lsin. y — y, da
f(x,y) funksivaning ¢(x) ga |a,b] da tekis yaginlashishi uchun £ to‘p-
lamdagi ), ga intiluvchi ixtiyoriy {y,} ketma-ketlikda

LX) = [(x,3,)
funksional ketmz-ketlikning [a,b] da ¢(x) ga tekis yaqginlashishi zarur
va vetarli ekani isbotlansin.
75- ma’ruza
Parametrga bog‘lig integrallar

1°. Parametrga bog‘liq integral tushunchasi. Avtavlik, f(x,y)

funksiva
M ={{x.y)e R:agxsh, yeEc R}

to‘plamda berilgan bo‘lsin. Bu funksiya har bir tayinlangan ye £ da
x o‘zgaruvchining funksivasi sifatida |a,b] da integrallanuvchi, va'ni

Tf(x.y)dx

mavjud deylik. Qaralayotgan integralning giymati tayinlangan y ga
bog‘lig bo‘ladi:

b
J(}')=Jf(x.,v)dx. (1)



Masalan, y # 0 bo‘lganda
L

Ieﬂdx = fl -
¥ = 0 bo‘lganda
o P 1
Je“*dx =1
0
bo‘ladi. Demak,
- er -1

. . 1 3
f(y)=_[e”‘dx= 5+ agar y =0 bo'lsa,
0 1, apar y=0 bo'lsa.

Odatda, (1) integral parametrga bog‘liq integral, y esa parametr
deyiladi.

Ravshanki, J(y) funksiyva (parametrga bog‘liq integral} berilgan
f(x,y) funksiya orqali anigianib, unga bog‘liq bo‘ladi.

Parametrga bog‘liq integral mavzusida f(x,y) funksiyaning funk-
sional xossalariga ko‘ra Ay) funksiyaning funksional xossalari (limiti,
uzluksizligi, differensiallanuvchanligi, integrallanuvchanligi) o'rganiladi.

2°. J(y) funksiyaning limiti. Aytayiik, f(x,y) funksiya

M:{(x,y)e R asx<h, yeEcR}

to‘plamda berilgan bo'lib, y,e R esa £ to‘plamning limit:;l‘l'uqtasi
bo'lsin. Bu funksiya uchun har bir tayin ye £ da

]
J) = [ £ (xy)dx

mavjud bo‘Isin.

1- teorema. Faraz gilaylik, f(x,»} funksiva quyidagi shartlarni
bajarsin:

1) har bir tayin ye E da f(x,y) funksiya x o‘zgarvchining
funksivasi sifatida [a,b] da uzluksiz;

2) y - ¥, da f(x,y) funksiya limit funksiya ¢(x) ga [2,b] da tekis
vaqinlashsin.
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U holda y — y, da J(») funksiva limitga ega bo'lib,

h
lim J(y) = !cp(x)a‘x @
bo‘ladi.

« Keltirilgan teorema shartlarining bajarilishidan, 74- ma’ruzadagi
3- teoremaga ko‘ra, limit funksiya ¢(x) ning |a,b] da uzluksiz bo'lishi
kelib chigadi. Demak,

b
I¢(-r)dx

integral mavjud.

Avni pavtda, y — y, da f(x,y) funksiyaning |a,b] da ¢(x) funksiyaga
tekis vaginlashuvchi bo‘lishidan, ta’rifga binoan,
Ve>0,38>0,ly—y,l <8, Vye E,Vxe [a.b]: f(x,y)-o(x) < bf}:

bo'lishini topamiz. Ushbu

b
J(y}—_[cp{xmx

ayirmani garaylik.
Ravshanki, y -y, <® tengsizlikni qanoatlantiruvchi ixtivoriy
ve E uchun

J(y) - i(p(x)a‘x = -j:f(x.y)dx ~ jiq;(x)dx <

b b
< I f(x,¥)=-o(x)dx < bfa.[dx =g

a

bo‘ladi. Keyvingi munosabatdan
¥

b
lim J(y) = Itp(x)dx

bo‘lishi kelib chigadi. »
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(2) munosabatni quyidagicha
3 &
lim J.f(x,y)dbc = _[[ lim f(x,y)]dx
¥ / 2 ¥—=i

ko‘rinishda ham yozish mumkin. Bu integral belgisi ostida limitga
o‘tish qoidasini ifodalaydi.

3°. J(») funksiyaning uzluksizligi. /(v) funksivaning uzluksizligini
quyidagi teorema ifodalaydi.

2- teorema. Agar f(x,)) funksiya

My ={(x,y)e R* ta<xsbh, c<ysd}

to‘plamda uzluksiz bo‘lsa, J(y) funksiva [c,d} da uzluksiz bo*ladi.

« Ixtiyoriy y, € [c.d] va y, + Ay e [c,d] nugtalami olib, J(3)
funksivaning orttirmasini topamiz:

b
A (p)=d(y+ar)-J(n)= f[f(x,yo + Ay} - [(xy)]dx.
f(x,y) funksiya M, to‘plamda tekis uzluksiz. Unda Ve > 0 uchun
shunday & > 0 topiladiki, [Ay| <& bo‘lganda, Vx e [a,b] uchun
|f (% +89) - f (%, 1) <&

bo‘ladi. Demak, |Ay| <& bo'lganda

&
187 (ra) = [ (630 + &49) - £ (x,30)] x| < e(b - a)

bo‘ladi. Keyingi munosabatdan
: -0
};‘_‘}n AJ (J’o )

bolishi kelib chigadi. Bu esa J(y) funksiyaning ixtiyoriy y, nuqtada,
binobarin, [¢,d] da uzluksiz bo‘lishini bildiradi. »

4°. J(y) funksiyani differensiallash. Aytaylik, f(x,») funksiya M,
to‘plamda berilgan bo‘lsin,

3- teorema. Faraz qgilaylik, f{x,¥) funksiya quyidagi shartlarni
bajarsin:
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1) har bir tayin y e [¢,d] da f(x,») funksiya |a,b] da x o‘7ga-
ruvchining funksivasi sifatida uzluksiz;

2) f(x,y) funksiya M, to'plamda f, (x,y) xususiy hosilaga ega va
£ (x.y) funksiya M, da uzluksiz.

U holda J(y) funksiva [c, d] da hosilaga ega va

b
T3 = [ f (x.p) 3

bo‘ladi.
4 yc[c.d]. y+Aye|c.d] nugtalarni olib, topamiz:
b .
J(y+av)-J4(y) _ Jf(x..vmy)-f(x,}')d
= - - x =
Ay Ay
Lagranj teoremasiga ko'ra

Flx. y+Ay)-f(x.y)

o = f/(x,y+06ay), (0<0<I)

bo‘lib,

J{}ﬂ:}? /0 j] (x,y +0Ap)dx, (0<B<l) 4)
bo‘ladi.

J (x.y) funksiya M, to‘plamda tekis uzluksiz bo‘lganligi sababli
ve>0,38>0, Ayl < 8. Vxe [a,b]: |f) (x,y+0ay) - ] (x.¥) < r
tengsizlik bajariladi. (4) munosobatdan foydalanib

J($+Aﬂ Sy

L ffhy}dr<ff (x, +0ay) ~ f; (x, p) dx < &

bo‘lishini topamiz. Demak,

b
ST [ prqe s
lim et If,. (x,y)dx .

Ay =0

h
Buesa J'(y) = [ /;(x,y)dx ckanini bildiradi. b



(3) munosabatni quyidagicha

d g
Ejf(x,y)dx = Iaf(x,y)dx
[ a
ko‘rinishda ham vozish mumkin. Bu differensiallash amalini integral
belgisi ostiga o‘tkazish qoidasini ifodalaydi.

5°. J(y) funksiyani integrallash. Faraz qgilaylik, f(x,») funksiva
M, to'plamda berilgan va uzluksiz bo‘lsin. U holda 2- teoremaga ko‘ra

J(¥)= Jf(x y}dx

funksiva [¢,d] da uzluksiz bo‘ladi. Binobarin, bu funksiya [c,d] da
integrallanuvchi, ya’ni

o
[+ )ay
mavjud bo‘ladi.

4- teorema. Agar /' (x,y) funksiya M, to‘plamda uzluksiz bo‘lsa, v
holda quyidagi ifoda o‘rinli bo‘ladi:

Tl(y)dy =T[if(x,y)ﬂ]@= T[Tf(x,y)dy}dx

d V1 e [c,d] nuqtani olib, ushbu

rl# ul s
Fiy=| [If(x,y)dx} dv,  D(1)= I[If(x,y)dy]dx

funksiyalarmni garaymiz. Ravshanki,

F’(f) :[j[if(x»y)dx]dy} zjf(xs!]dxs |

1

(1) = [i[jf(x,y)dy]dx] = j!jf(x,y)dy] dx = j'f(x,t)dx.
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b
Demak, F'(:):KD’U).-—-Jf(x,:)cir

bo‘lib, undan
F@)=®u)y+C, (C=const)
bo‘lishi kelib chigadi. Agar ¢+ = ¢ deyilsa,

F(e)=P(c)=0
bo‘ladi va keyingi tenglikdan C = 0 bo’lishini topamiz. Demak,
F(ry=®(r).

Xususan, r = d bo'lganda fA(d) = @(d) bo'lib,

j[jf(x,_v)dx} dy = j[j f{x,y) dy] dx

cpLa

bo‘ladi. P

Mashglar

1 1
1. Ushbu f(xp)= ;(1 —x )xJ'

funksivani {(x.y)e R :xe (; -1]-)‘ € (0.1]}

to‘plamda garaylik. Bu funksiya uchun

1 1
‘!’P']“‘][f(h y)dx # ![ lim f (x. y)]tix.
2 2
ba‘lishi isbotlansin.
2. Agar f(x) funksiya [0,1] segmentda uzluksiz hosilaga ega bo'lsa,

1
J(¥)= Jf(x).s‘.'};nsin (xy)dx, (y>0)
[t}

funksivaning hosilasi topilsin.



3. Agar  Jy(y) = :[ICOS(}’ cosx)dx, (yve R)
0

bo'lsa. u quyidagi g (y)+ Jo(y) +yJ,(¥) = 0 tenglamani ganoat-
lantirishi ko‘rsatilsin.

76- ma’ruza
Chegaralari o*zgaruvchi parametrga bog‘liq integrallar

Faraz qgilavlik, f(x,y) funksiya
M, = {(x,_r)e R:asx<sh, c<ys u'}
to‘plamda berilgan va har bir tayin ye [c,d] da f(x,y) funksiya
x o‘zgaruvchining funksivasi sifatida |a,b] da integrallanuvchi bo‘lsin.
a(y) va B(y) funksivalaming har biri [¢,d] da berilgan va Yy € [c,d] uchun
a<al(y)<p(y)<h (1)
tengsizliklar bajarilsin. Ushbu
By}
[ rixy)ax
wly)
integral, ravshanki, y o‘zgaruvchiga bog'liq bo'ladi:
By
L= [ flxy)dx. @
wly)

2) integral chegaralari ham parametrga bog ‘lig integral deyiladi.

1°. J;(y) funksiyaning uzluksizligi. J,(y) funksiyaning uzluksizligini
quyidagi teorema ifodalaydi.

1- teorema. Faraz gilaylik. f(x,y) funksiya M, to'plamda uzluksiz
bo‘lib, a(y) va B(y) funksiyalar esa [c,d] segmentda uzluksiz bo‘lsin.
U holda

B(y)
L= [ r(xy)ax
ofy)
funksiya [¢,d] da uzluksiz bo‘ladi.
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o Ixtiyoriy ¥, € [c.d ] nugtani olaylik. Integralning ma’lum xossa-
laridan foydalanib topamiz:

By i) M)
L= [ rxnac= [ fxy)des [ 7oy des
aly) al y) ufm)
By Mo Bly) af )
+j f(x,y)dx= J' S{x,y)dx+ _[ Six,yydx~ f f{x,y)dx. ()
Bl ) ol Wy ) By ) o)
Blx»)
Ravshanki, I S(x,y)dx
afyy)

integral chegarasi o‘zgarmas bo‘lgan parametrga bog'liq integral. Bu
funksiva 75- ma’ruzada Keltirilgan 2- teoremaga muvofiq y o‘zgaruv-
chining uzluksiz funksivasi bo‘ladi. Demak,
ﬂ{.i‘ul B{ve)
yopda [ fxydeo [ fom)d=d(n) @)
¥y} afyg)
bo‘ladi.
f(x,y) funksiva M, to’plamda uzluksiz bo‘lganligi sababli y shu
to‘plamda chegaralangan bo‘ladi:
f(x,y) <C, (C = const).
Shartga ko‘ra o(y) va B(y) funksivalar |c,d] segmentda uzluksiz.
Demak:
Y=y da a(y) - ay),
y—=ydap(y)-B(»m).

Byl
Endi [ rxpac<Cpm-pn).
B(ra)
aly)
| 7xp)dx < Claly)-a(n)
oy ) f
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munosabatlardan

Py} B(v)
yonda [ flep)dvs0, yoyda [ f(xy)dx—0
v} uf¥ye)

bo‘lishini topamiz.

(3) tenglikda, y — y, da limitga o‘tish va unda (4) va (§) muno-
sabatlarni hisobga olish natijasida

vy daJ(y)-J(»)

bo‘lishi kelib chigadi. Demak, Ji(y) funksiva [c,d] da uzluksiz. »

2°. J,(y) funksiyani differensiallash. Faraz gilavlik, /(x,y) funksiya

M, :{(x.y)e R azx<h, c-s_véd}
to‘plamda, a(y) va B(y) funksiyalar esa [e,d] segmentda berilgan bo‘-
lib, a(y). B(¥) funksiyalar (1) shartni bajarsin, ya'ni ¥y € [¢,d] uchun
a<o(y)<p(y)sbh

bo‘lsin.

2- teorema. Aytaylik, f(x,y), a(y) va B(y) funksivalar quyidagi
shartlarni bajarsin:

1) f(x,y) funksiva M, to'plamda uzluksiz;

2) f(x,y) funksiya M, to‘plamda uzluksiz f; (x,y) xususiy hosi-
laga ega:

3) a(y) va B(y) funksivalar [c,d] da a'(y) va B’(y) hosilalarga ega.
U holda

B(y)
L= [ fxy)ax

aly)
funksiya [c,d]| segmentda J/(y) hosilaga ega bo'lib,

Bly)
Ji(y) = j £ (x,y)ydax+ B (¥) £ (B(¥).y)-a'(¥) fa(¥),¥)

aly)
bo‘ladi.
4 y, e [c.d], y, + Ay € [¢,d] nugtalarni olib, topamiz:
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Bl +ay) By )

e ‘:;y I S(x,yy + Ay)dx - j F{x, ) dx|.

T (vo+A¥)-4 (1)

il yy +4¥) ol ¥ )
Agar
Blyo +av) Blow)
F(x, 5 +Aay)dx = I F(x,y +Ay)dx +
afyy +A¥) afyp)
By +ay) alyo+ay)
b ] Srmrayd- [ F(xn+ay)dx
B{») afy)

bo'lishini e’tiborga olsak, u holda

By )

hOytark-hin) 7y [7Cexotany-Sxm)]
Ay Ay
af v )
, Blyg +ax) 1 (¥ +A¥)
+A}; j F{x,p + Ay)dx - -~ f F(x.0 +Ay)dx  (6)
Blw ) T oulw)

bo‘lishi kelib chigadi. 75- ma’ruzadagi 1- teoremaga ko‘ra

i By [‘_f‘-qun +A_V}”f(x'}iﬂ_)]dx P
Ay-+l) ay “
af vy ) (7)
Blw) T
[ ar)- S (e :
- | g | g
alvy) . o

bo'ladi. O° rta givmat hagidagi teoremadan foydalanib, topamiz:
Plya +A¥)
[ xyy +avyax = f(xX, 3 +a9)[B(oy +29) - B(n)],
Blx)
of vy +A¥)
f(x.p +Ay)dx = f(x",y, + Ay)[a(n + Ay)-a(n)].
a(y)
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Bunda x" nuqta B(y,), B(y + Ay) nuqtalar orasida, x” esa
(v ), @(yo + Ay) nugtalar orasida joylashgan. y — y, da limitga

o‘tishi bilan quyidagi tengliklarga kelamiz:
Blyy +ay)

. 1
Al:rr'mgdy J S(x, ¥, +Ap)dx =
By )

= lim f(x".3 + Ay)[B(y"m::_B{y”” = f(B(3%): 2)B(%).

i afyy +ay)
.:lJTu Ay .[ S (%, 3y + Ay)dx = (8)
afy)

- tim £+ 20) O £ () 0.

Yuqoridagi (6) munosabatda Ay — 0 da limitga o‘tib, (7) va (8)
tengliklarni e’tiborga olib, ushbu

Plye)
. Jio+ay)-di(n) _ ’
fm "R [ e

+1 (B ). 30 )B ()= Fe(on ). 3 ) e’ (35)

tenglikka kelamiz. Demak,

Blw )
Fo)= | £ er)de+ £(BOR)30)B 08) - S (o). 3 ) (5). »

el }
1

Misol. Ushbu J, () = je* y - x|dx funksiyaning hosilasi topilsin.
0

4 Avtaylik, y € (~o=,0) bo‘lsin. Bu holda

1 1
J,(y)=-y[etdx+ [xe*dx = y(1-e)+[e-(e-1)] = -y +]
0 0

bo'lib, J{(y)=1-¢ ga ega bo‘lamiz.
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Avtaylik, y e (0,1) bo‘lsin. Bu holda

Ji(y)= j(_v-— x)e*dx - _ll'(_v— x) e dx= jye‘dx—
0 ¥ 0

¥

—-Jxe"dx-jye"dx'+j-xe‘dx=2e" ~(e+1) y-1
0 v 5 3

bo'lib, J{(y)=2e" —e~1 bo'ladi.
Aytaylik, y e [1,+e) bo’lsin. Bu holda

1 1
Ji (y)ryjexdx—jxe"dx=y(e--l)~[ea(e—ll]:(e~l)y—1
D 0

va J{(y)=e~-1 bo'ladi. Demak,

1-e, agar —o <y <0,
Ji(y)=1{2¢" —e-1, agar 0<y<l,
e-1, agar 1<y <4
bo‘ladi. P
Mashglar
‘t
T etdx
1. & = | e, (0€x<1)
Agar L () !J?-'E x

bo‘lsa, u holda 0 < y < | uchun

3
’ I *
Ji(y)= = +I —
bo‘lishi isbotlansin.
l+y
dx : 2 S
2. Agar J,(y) = I ——5 5 bo'lsa, limJ, (y) topilsin.
4 l+x=+y y=+0

221



77- ma’ruza
Parametrga bog‘liq xosmas integrallar

1°. Parametrga bog'‘liq xosmas integral tushunchasi. Faraz gilaylik,
f(x,y) funksiva

M ={(x,y)e R’ : xe la,+=), ye E c R}

to'plamda berilgan bo‘lsin. Bu funksiya har bir tayin ye £ da x 0'z-
garuvchining funksivasi sifatida [a.4+e] da integrallanuvchi, ya'ni

Tf(x-y)dx

xosmas integral yaqinlashuvchi. Ravshanki, integralning giymati y 0‘z-
garuvchiga bog'lig bo‘ladi:

F(y)= [ f(x.y)dx. 1)

Masalan, y > 1 bo'lganda
oo i
[ 2 =tim [% < gim (A 1) =
: x? r_.-lx.)' f—se 1= ¥-1
bo‘ladi. Demak, bu holda
1
F(}] Tt y-l‘
ifoda kelib chiqadi.
(1) integral parametrga bog'liq chegarasi cheksiz xosmas integral,

y esa parametr deyiladi.
Xuddi shunga o*xshash

R = [ fley)de F()= [/ (xr)ds

parametrga bog‘liq xosmas integrallar tushunchalari kiritiladi.
Avtavlik, f(x,y) funksiyva

M= {(’x.y}c—: R :xelab), yve Ec R}



to‘plamda berilgan bo‘lsin. Bu funksiya har bir tayin ye E da x o'zga-
ruvchining funksiyasi sifatida qaralganda uning uchun » maxsus nugta
bo'lib, u |a,b] da integrallanuvchi, ya’'ni

if(x.y)it

xosmas integral yaginlashuvchi bo‘lsin. Ravshanki, bu holda ham
integralning giymati y o‘zgaruvchiga bog'liq bo‘ladi:

b
P(y)= _[f(x-y)dx‘ (2)

Masalan, 0 < y < 1 bo‘lganda

’

-

I & ~= lim |(2-x)"dx = lim X! [(2_,)"3“_1]___ i
F 2-x) 404 152-0 y-1 1-

bo‘ladi. Demak, bu holda

y

D(y)= ifly

bo‘ladi.

(2) integral parametrga bog‘lig, chegaralanmagan funksivaning
xosmas integrali, y esa parametr deyiladi.

Umumiy holda, parametrga bog'lig, chegaralanmagan funksiyaning
chegarasi cheksiz integrali tushunchasi ham yuqoridagidek Kiritiladi.

Parametrga bog'liq xosmas integrallarning funksional xossalari
(limiti, uzluksizligi, differensiallanishi, integrallanishi)ni

F(y)= [ f(xp)dx
integral uchun keltirish bilan kifoyalanamiz.
2°, Integralning tekis yaqinlashishi. Aytaylik, f(x,y) funksiya

M :{(x.y)e R’ :xela,+=), ye Ec R}
to‘plamda berilgan bo‘lib, har bir tayin ye £ da

FO)= [ £x)dx
a 22‘



xosmas integral yaqinlashuvchi bo‘lsin. Ta’rifga binoan
o I
F(y)= Jf(x,y)dx:il_i’n;'l'f(x,y)dx, (a<t<eo)
bo‘ladi. Natijada berilgan f(x,y) funksiya yordamida

G(y,t) = _[f(x,y)dx, (@<t <o)

FO)= [ f(x,p)dx
funksiyalar yuzaga keladia\ra o
}L’E‘,G(}’,!):F(y), (yGE)

munosabat bajariladi.
Demak, G(y,f) funksiya 1 — +e da limit funksiva F(y) ga ega
bo‘ladi.

I- ta’rif. Agar t — + da G(y,#) funksiva limit funksiya /Ay) ga
E to‘plamda tekis yaginlashsa,

F(y)- Tf(x,y)dx

integral £ to‘plamda tekis yaginlashuvchi deyiladi.
Integralning £ to‘plamda tekis yaginlashuvchanligini quyidadcha
anglash lozim:

1) har bir tayin ye £ da j SF{x,p)dx xosmas integral vagin-

lashuvchi;

2) Ve > 0 olinganda ham shunday 8§ = 8(¢) > 0 topﬂadllﬂ bunda
Yt > 8 va ¥y e Euchun

<€

;Tf(x,yldx

tengsizlik bajariladi.
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oo

1- misol. Ushbu J e " cos xy dx
0

xosmas integralning (—os, +o0) da tekis yaginlashuvchi ekani ko'rsatilsin.

« Har bir tayin y € (—es, 4=} da garalayotgan xosmas integralning
yagintashuvchi ekanligi ravshan,

ve >0 gako'ra § = ln% deyilsa, u holda V7 > 8 va Vy € (—eo, 4}
uchun

L+o0

J e cos xy dx
i

e
5 =In=
ije“dx:e"sg‘ e =
¥

bo'ladi. Demak, berilgan integral (—oo, +oo} da tekis vaqinlashuvchi. »
2-ta’rif. Agar t 5 +oo da G(y,?) funksiya limit funksiya F{(y) ga
F to'plamda tekis yaginlashmasa,

FO)= | £ ()

integral E to‘plamda tekis yaqginlashmaydi deyiladi.
Integral £ to‘plamda yaginlashuvchi, ammo v shu to‘plamda
tekis yaginlashmaydi degani quyidagini anglatadi: :

1) har bir tayin ye Eda jf(x,y)dx vosmas inteeta] ‘vaninla-

shuvchi;
2} ¥8 > O olinganda ham shunday ¢, >0, y,e £ vaf, > §
bo‘lgan ¢, € [a,+) topiladiki, bunda quyidagi ifoda o'rinli bo*ladi:

Tf(anI)dx

Y

2. misok. Ushbu . .

2809

-

o
J' ve Ydx
0

xosmas integralning (0, +o2) da tekis yaqinlashmasligi ko‘rsatilsin.
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<4 Ravshanki,

F =3 ioe

+o0 i
j ye ¥ dx = lim jye**?dx —lim(I-e?)=1.
0 0

Demak, berilgan xosmas integral vaginlashuvchi. Aytaylik,
ye E =(0,+) bo‘lsin. Ixtivoriy musbat 8 sonni olaylik. Agar

£y =

;. Iy >8 va y = rl deb olsak, u holda
0
|j yoe Pdx ="M =g > : =g,
!

i

{#5]

bo‘ladi. Bu esa Tye"‘y dx integral E = (0,+e) da tekis yaginlash-
0
masligini bildiradi. -P-
Yugoridagi F(y)= Tf (x,y)dx
parametrga bog'liq xosmas intc;ralning parametr y bo'yicha E to'p-

lamda tekis yaqginlashishini quyidagicha ham ta’riflasa bo‘ladi.
J-ta’rif. Agar

I | 4o
lim sup.iF(y)—J.f(x.y) dx! = lim sup;j S{x,p)dx =0
"'**”_W-E: < \ 13400 ye [ | .
(a <t < +2) bo‘lsa,

FO)= [ £ )

xosmas integral to‘plamda tekis yaginlashuvchi deyiladi.

3- misol. Ushbu F (y) = I df xosmas integralninig E = [2,+ec)
.
1

to‘plamda tekis yaginlashuvchi ekani ko‘rsatilsin.

226



<« Ravshanki, I <t < +e= uchun

o

dx 1 1
0< su —| = Ssu ——— =
el e -,[ x” ye[z.?m} -1t T
: T d
bo‘lib, lim sup 1) —=0
I ye D o) T X

ho‘ladi. Demak, berilgan xosmas integral £ = [2, 40} to‘plamda tekis
yaqinlashuvchi. p

Endi integraining tekis yaqinlashishini ifodalovchi teoremani
keltiramiz.

1- teorema. Ushbu F(y)= J f(x,y)dx

integraining £ to‘plamda tekis vaqinlashuvchi bo‘lishi uchun ve > 0
olinganda ham y ga bog‘liq bo‘lmagan shunday & = 8(e) > 0 topilib,
t'>8, t" > 8 tengsizliklami ganoatlantiruvehi ¢, ¢” va Yy e E da

<€

Hf(x,y)dx

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.
Bu teoremaning isboti ravshan.

3°. Parametrga bog‘lig xosmas integrallarning parametr bo‘yicha
tekis yaqginlashish alomatlari.

2- teorema. (Veyershtrass alomati.) Aytaylik, f(x,») funksiya
M ={(x,y)e R :xe[a,+=), yec Ec R}

to‘plamda beriigan va har bir tayin ye £ da f(x,y) funksiya [a,+) da
integrallanuvchi bo‘lsin,

Agar |a,+) da aniqlangan shunday ¢(x) funksiva topilsaki,

1) ¥x e [a,+), Yy e E uchun if (x,7) € 9(x) bo'lsa,

2) ushbu J p(x)dx xosmas integral yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda
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F(y)=Tf(x,y)dx

integral £ to plamda tekis yaqmlashuvchl bo‘ladi.
4 Modomiki, I ¢(x)dx yaginlashuvchi ekan, v holda ve > § olin-

ganda ham shunday & = 8(e) > 0 topiladiki, ' > 8, " > & bolganda

<&

e
‘If (x,y)dx
2

tengsizlik bajariladi. Ayni paytda,

” ¢

< [ (e p)dx < Jotaax, <)
p

t?

-
[ 7Gx, p)x
)

bo‘lganligi sababli

-

[ fx,y)dx

< g

bo‘ladi. Yuqorida keltirilgan 1- teoremaga muvofig

F(y)= _ff(x,y)dx

integral E to‘plamda tekis vaginlashuvchi bo‘ladi. b

4- misol. Ushbu j osxy dx, (ye E =(—0,4m))

1+x2
integralning tekis yaginlashuvchi ekani ko‘rsatilsin.
4 Ravshanki, vx e [0,4e0) va ¥y € (—o,+=) Bchun
H

1+x

c05 xy

|f (x,5) =

bo‘ladi. Ayni pavtda,
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o

I ]+]x2 dx

1]
xosmas integral yaginlashuvchi bo‘lganligi sababli Veyershirass
alomatiga ko‘ra berilgan integral £ = (-0, +oo) da tekis yaginlashuv-
chi bo‘ladi. P
Integrallarning tekis vaginlashishini aniglashda ko'p foydala-
niladigan Abel hamda Dirixle alomatlarini isbotsiz keltiramiz.
3- teorema. (Abel alomati.) 7 (x,y) va g(x,y) funksiyalar

M ={(x,y)e R* : xe |a,+=), ye Ec R}
to‘plamda berilgan bo'lib, quyidagi shartlar bajarilsin:
1) har bir tayin y € £ da g(x,y) funksiya [a.+e<) da monoton bo‘lsin;
2) V(x,y)e M uchun g(x,y) <c, (c=const) bolsin;

Joo
3) ushbu J [ (x.y)dx integral E to‘plamda tekis yaginlashuvchi

bo‘lsin. U holda
| £ xp)g(x,p)dx

integral £ to‘plamda tekis yaginlashuvchi bo‘ladi.

4- teorema. (Dirixle alomati.) /(x,y) va g(x,y) funksiyalar M to‘p-
lamda berilgan bo‘lib, quyidagi shartlar bajarilsin;

I) Vi 2a hamda vVrie E da

:jf(x.y)dx < e, (c=const)

L
tengsizlik bajarilsin;
2) har bir tayin y € £ da g(x,») funksiya limit funksiva ¢(x)=0 ga
tekis yaginlashsin. U holda

[ £(xp)g(xy)ax

integral £ to'plamda tekis vaginlashuvchi bo®ladi.
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5- misol. Ushbu

+ua

(8 e, (ye £=[1,2))

X

integral tekis yaginlashuvchanlikka tekshirilsin.
<« Berilgan integralda

. 1
Fx,y)=sinxy, g(x.y)= "
deyilsa, u holda

) vi>0, V¥ye[l,2] uchun

ljf(x,y)dx £2,

‘[sinxydx\ = 11_0030’
0 ¥y

2) x —» 4o da g(x,y)=£ funksiya E=1{1,2] da nolga tekis

yaginlashuvchi.
Dirixle alomatiga ko'ra berilgan integral £= |1, 2] da tekis yvaqin-
lashuvchi bo‘ladi. M

Mashqlar

+myici:}s 2dx
1. Ushbu | 25222
h y+Xx

integralning E = {2, 10] to‘plamda tekis
vaqinlashishi isbotiansin. S

2. Ushbu _[ ldxv , (¥ > 1) integral tekis yaginlashishga tekshinlsin.
+x

0

3. Aytaylik, f(x) funksiya R da uzluksiz bo'lib, Vxe Rda f(x) >0
bo‘lsin. Ushbu

o - [
Jr-x)ax, [ 5r-xax
0 —en

integrallarming y parametr bo‘yicha ixtiyoriy chekli [a,b] ¢ R seg-
mentda tekis yaginlashuvchi bo‘lishi isbotlansin,
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78- ma’ruza

Parametrga bog‘liq xosmas integrallarning
funksional xossalari

Ushbu ma’ruzada parametrga bog‘lig xosmas integral
o
F(y) = [ f(x.y)dx

ning limiti, uzluksizligi, differensiallanishi hamda integrallanishi
masalalarini bavon etamiz.

1°. F(y) funksiyaning limiti. Aytaylik, f(x,») funksiya

M ={(x,y)e R? : xe |a,+=), ye E c R}

to‘plamda berilgan, y, € R esa E to‘plamning limit nugtasi bo‘lsin.

1- teorema. f(x,y) funksiya quyidagi shartlarni bajarsin:

1) har bir tayin ye E da f(x,y) funksiva x o‘zgaruvchining funk-
sivasi sifatida |a.+e<) da uzluksiz;

2) y — y,da f(x,y) funksiya ixtiyoriy |a, t] da (@ < 1 < o) limit
funksiva ¢(x) ga tekis yaqginlashsin;

3) ushbu F(y) = I [ (x,y)dx integral E to'plamda tekis yaqinla-

shuvchi bo‘lsin. U holda y — y, da F(y) funksiya limitga ega va

lim F(y) = j o(x)dx
Y=y ol

bo‘ladi.

« Teoremaning 1- va 2- shartlarining bajarilishidan ¢(x) funk-
sivaning |a,+e) da uzluksiz bo‘lishini topamiz. Binobarin, @(x)
ixtivoriy |a,f] da (a < t < ) integrallanuvchi bo‘ladi. Modomiki,

F(y) = Tf(x._v)a’x

integral £ to‘plamda tekis yaginlashuvchi ekan, u holda 77- ma’ruza-
dagi 1- teoremaga ko‘ra
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Ve 0, B=58(e)>0, ¢>8, ">8 VI, 6 Vye £

< £

i'J‘f(-vc,y)a'x
.

bo'ladi. Keyingi tengsizlikda, y — y, da limitga o'tsak, u holda

<E

p
[ otxyax
:

tengsizlik hosil bo‘ladi. Bundan ¢(x) funksiyaning {a,+) da integ-
rallanuvchanligi kelib chigadi. Ushbu

]

Tf(x,y) dx —Tcp(x)dx

ayirmani qaraymiz. Uning uchun quyidagi tengsizlik bajariladi:

Tf(x,y)dx-j(p(x)dx

a

-4

< [1fGx.y) - olx)|dx + +

Tf(x,y)dx

| q:(x)dx1, (a<t<e). (1)
F
Bu tengsizlikning o‘ng tomonidagi qo‘shiluvchilarni baholaymiz.

Ao
J S (x,y)dx integral E to‘plamda tekis yaginlashuvchi bo‘lganligi

sababli,
ve>0, 3§, =8,()>0, Vvi>3§, VvekE:
Afroama <5 )
I -
bo‘ladi. - :
| otxydx

integral vaqQinlashivchi bo‘lganligi sababli
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Ve > 0,35, =8,(e) >0, Vi>d;: <§ &)
I

ifodaga ega bo'lamiz.

Ravshanki, ¥t > 8 : (8, = max(5,5;}) da (2) va (3) tensizliklar bir
yo‘la bajariladi. Funksiva f{x,y) ¥y — », da {a#] segmentda {f > §;)
limit funtksiya @(x) ga tekis yaginlashuvchi bo‘lganligi sababli

ve>0,38 =8(e)> 0, ly-y|<8, Yye E, Vxelat], {(a<t<e)

£ p) =00 < 3555 (@)
bo‘ladi. (1), (2), (3) va (4) munosabatlardan

<E’

Tf(x,y)a’x —Ttp(x)dx

bo‘lishi kelib chigad:. Demak

=
a

lim F(y)= ylLl'il If(x,y)dx:j o(x)dx. p

Keyingi tenglikni quyidagicha ham yozish mumkin:

Jlim Tf(x,y)dx =TULT“ f(xsy)]dx-

1- misol. Ushbu fim j -7 85 g = [90% 4y tenglik isbot-
yosl . ) X

lansin.
4 Agar 9(x) = %ﬁ funksiyaning x=0 nugtadagi qiymatini
@(0)=1 deb olinsa, u holda

Fx,p)= e S0x

X
funksiya {(x,7)e R? : x & [0,+w),y e [0,4)} to‘plamda wzluksiz
bo‘ladi.
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Ravshanki, har bir tayin y € [0,+) da f(x,)) funksiya x o‘zga-
ruvchining funksiyasi sifatida [0,+e<) da uzluksiz bo'lib, y — + da
sin x

bu funksiva ixtiyoriy [0, #] da (0 < 7 < «)} @(x) = —— funksiyaga
tekis yaqinlashadi. Endi
+‘°|-° e—xy w
0
xosmas integralni parametr y bo‘yicha [0,400) da tekis yaqinlashuvchi
bo‘lishini ko‘rsatamiz,
Agar 77- ma’ruzada keltirilgan Abel alomatida fOx,y) funksiya

sifatida %; £(x,») funksiva sifatida e funksiyalar olinsa, ular

uchun Abel alomati barcha shartlarining orinli bo‘lishini ko‘rsatish
giyin emas. Demak, alomatga ko‘ra

o sin x dx
A x
integral tekis yaqinlashuvchi.

Yugorida keltirilgan 1- teoremaga binoan

hm oo smxdx ,[( ™ smx]dx

y—+0 > }'—H-O

bo'lib, undan  lim [ e TEde=~ [ M2 dx botlishi kelib
chiqadi. » ‘ ’
2°. Ry) funksiyaning uzluksizligi. Aytaylik, f{x,)) funksiya

My ={(x,y)e R? : xc[a,+=), ye [c,d]}
to'plamda berilgan bo‘lsin.
2- teorema. Agar f{x,y) funksiya M; 1o°plamda uzluksiz bo‘lib,

Fy)= Jf(x y)dx

integral [c,d] da tekis yaqmiashuvchl bo'lsa, u holda Hy) funkswa
[c,d] da uzluksiz bo‘ladi.
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<4 Ixtiyoriy y; e [¢.d], y, + Ay € |¢,d] nuqtalarni olib, F{y)
funksivaning orttirmasini topamiz.;

A

AF(¥y) = Fly + &3 - F(3) = [ [F(x3p + AY) - £Cx,3))dlx

a

Shartga ko‘ra j S (x,y)dx integral [c, d] da tekis yaginlashuvchi.
U holda ‘

T 7 (x,)dx

fq

Ve > 0,38 =3(e) >0, V4 >3, Yyeledl: <.§. 5

bo‘ladi, Ravshanki, f(x,y) funksiya

M, ={(x,y)e R . xela,], ve [c,d]}, (@<t < +)
to‘plamda tekis uzluksiz bo‘ladi. U holda
ve>0, 35, =§,(e)>0, Ay<§,(e):

[flx, 3 + AY) = f(x, 3 J< a} (©)

ga ega bo‘lamiz. Agar 8, = max{5,§,} deyllsa, uning uchun (5) va

(6) tengsizlikiar bir yo*la bajariladi. {5) va (6) munosabatlamni e'tiborga
olib topamiz:

[AF(yy)| = +Ay)—f(x,yu)]dxt <

jff(x Yo #AV) = f(x, ¥y x| + + Ay)dx|+

T reem

fa

<E,

Demak, gmo AF(yy) =0
Bu esa A(y) funksivaning [c, d] oraligda vzluksizligini bildiradi. »

iy 2
2- misol. Ushbu F(y) = I ¢ dx integral ¥ parametrning uz-
1

luksiz funksiyasi bo‘lishi ko' rsatilsin.
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« Berilgan integralda x — y = ¢ almashtirish bajaramiz. U holda

F(y)= Te*”dx : T e dt + Te-" dt = j’e"" dt + f e’ dr
-y —¥ 0 0 ]

bo‘lib, bu yig‘indining har bir qo‘shiluvchisi y ning uzluksiz funksiyasi
bo‘lgani uchun berilgan integral y parametrning uzluksiz funksiyasi
bo‘ladi. P

3°. F(y) funksiyani differensiallash. Faraz gilaylik, f(x,y) funksiya
M, to*plamda berilgan bo‘lsin.

3- teorema. /' (x,y) funksiya quyidagi shartlarni qanoatlantirsin:

1) f(x,») funksiva M, to‘plamda uzluksiz:

2) f,(x,¥y) xususiy hosila mavjud va u M, to‘plamda uzluksiz:

3) Har bir tayin y e [c,d] da

F(y) = | fOx,p)dx

integral yaginlashuvchi;

4) Ushbu I /v (x,»)dx integral [c, d] da tekis yaginlashuvchi.

U holda RAy) funksiya |¢, d] da F(y) hosilaga ega va

Fiiy) = f fy(x,y)dx

bo‘ladi.
4 y, € lc,d], ¥y + Ay € |c¢,d] nuqtalarni olib, topamiz:
Flyo+a)-F(y) _ I S0 +a9)-F(630) 4
Ay B Ay ‘
a
Lagranj teoremasiga ko‘ra

f_‘_’“-’.’fﬂ’ﬁ;%-f{x.}'n) = fl(x, ¥ +0Ay), (0<B<1),

f{_Vﬂ:fAy]—f‘l o)

AV = J- f;[x- ¥ + BAV)dI
’ a
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bo‘ladi. Demak,

llm F(yl]"'Ay}"f(yﬂ) =

Ay—0 Ay .3210 J- fy(x.yy + 0AY)dx. M

Shartga ko‘ra f; (x,y) funksiya M, to‘plamda uzluksiz. Kantor
teoremasiga binoan u
M, = {(x,y)e R*:xelat),ye [c,dl}, (@a<it<w)
to‘plamda tekis uzluksiz bo‘ladi. U holda
ve > 0,338 = 8(e) > 0, |Ay| < 3(e), Vx e [a,f],
|, (x, 30 + 04y} - £, (x, »)| <t

bo'ladi. Demak, Ay — 0 da f;(x,y, + 8Ay) funksiya /) (x,¥,) ga
tekis vaqginiashadi. Shartga ko‘ra

Tf,,’(x,yo)dx

integral tekis yvaginlashuvchi. U holda
vVe>0, 38=8(e)>0, >3, t7>8,V1,¢, vyeled]:

<€,

If; {x,y)dx

jumladan,

<E

-
If},'(x,yo + BAy)dx
e

bo‘ladi. Keyingi tengsizlikning bajarilishidan esa
[ £,y + 0ay)ds

integralning tekis yaqinlashuvchanligi kelib chigadi. Ushbu ma’ruzada
keltirilgan 1- teoremani (7) tenglikning o‘ng tomeoniga qo‘llab, to-
pamiz:
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T S (x,yo +0Ay)dx = I[hm 5 (x, 3 +0Ay)]dx..

®)
£ (x,3)dx.

nl——.f

(7) va (8) mumbatlardan
F'(po) = [ 1;(x,p0)x ©
bo‘lishi kelib chigadi. | _ |
(9) munosabatni quyidagicha ham yozish mumkin:
d o0 +oo
& reopax = [ LD dx

Bu differensiallash amalini integral ostiga o‘tkazish goidasini ifo-
dalaydi. »
4°. Ky) funksiyani integrallash. Aytaylik, f(x,y) funksiya

M, = {(x,y)e R :xea+=), ye [c,d]}
to‘plamda berilgan bo‘lsin.
4- teorema. Agar f(x,y) funksiya M, to‘plamda uzluksiz va

F(y)= [ 7(x,y)dx integral [c, d] da tekis yaqinishuvchi bo‘lsa, u

holda £{(y) funksiva [c, d] da integrailanuvchi va

TF(J’)@ =T[Tf(x,y-)dx:|dy =T[Tf(x,y)dyj|dx
bo‘ladi.

< Ravshanki, A(y) funksiya [¢, d] da uzluksiz bo‘ladi. Bmobann,
ufc,d] da 1ntegrallanuvch| Shartga ko‘ra

F(yy= [ flx,p¥x

integral [c, 4] da tekis yaginlashuvchi. U holda
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ve>0,36=8(e)>0, vi> 38, Yyeled: <g

T romax

bo‘ladi. Shu tengsizlik bajariladigan ¢ ni olib topamiz:

Tf(x,yldx = jf(x,yldx+Tf(x,y)dx.
a a i

Natijada

dﬁf(x,y)dx]dy T[J f(x.y)dx]dy+][j f(x,y)dx} dy.

[

=] Tf(x ») dy]d::nj{: [ re, y)dx] dy -

da{dy<a(d-c) |

d
[j fix, y)dy]dx

bo‘ladi, Agar

d r e d
IF(y)dy —I jf(x.y)dy]d-\{ <

bo‘lishini e’tiborga olsak, u holda

TF(y)dy = }ngﬁ f(x,y)dy]dx

nt._....,g

bo‘lib,

| 4o edem| d

I[J f(x,y)dx] dym: | [I S(x, y)dy] dx
ekanligi kelib chigadi. » ' '

Mashglar -
1. Agar f(x) funksiya (0, ) da integrallanuvchi bo‘lib,

F(y) = [e™ fixyax
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_'Ir'—'«ﬂ

bo‘lsa, lim F(y) = }lli_'njn]:e"”f(x)dx - -jf(x)dx
bo‘lishi isbotlansin. “ 0

2. Ushbu F(y) = ]e_'vzxy dx, (—eo < y < 4o2) funksiya uzluksiz-
likka tekshirilsin. D

79- ma’ruza
Ba’zi xosmas integrallarni hisoblash

Parametrga bog‘liq integrallar va ularning funksional xossalaridan
foydalanib, ba’zi xosmas integrallarni hisoblaymiz.

4on

1. J S':x dx integralni hisoblash. Bu integralning vaginlashuv-
0

chiligi 77- ma’ruzada keltirilgan.

Ma’lumki, [esinxax= ", (1)
0

l+y

Bu tenglikdagi
F(y)= j e ™ sin xdx
0

parametrga bog'liq integral y parametr bo'yicha ixtivoriy [, A] da
(> 0) tekis vaginlashuvchi bo‘ladi. Bu tasdiq
e Psinx|<e™?, I ¢ Vdx =]
1 t
bo‘lishi hamda Veyershtrass alomatini go‘llashdan kelib chigadi. (1)
tenglikni integrallab topamiz:

Al 2o A
I Je " sin x dx dy:J---—l 5y dy = arctg A-arcig 1.
’ . l+y

0



Bu tenglikning chap tomonidagi integral uchun

Al 4o 4ol A -
J'l:j e~ sin xdx} dy = j [I e sin xdy] dx = j ¢
/ o LY

0 L

_e"‘u .
= - sin xdx

va ¥x2 0 da sinx}<x bolib,

o e_‘d‘x +au 1
: - Ax

J ——sinx < _[ e Vdx = y

o 0

bo‘ladi. Natijada A4 = += da

= .
E—arctgt=_[e"" S0X e D)

2 x
0

bo‘lishi kelib chigadi. Endi

lim he'@ DX e = j ﬂ“_’idx
-] 5
tenglikning o‘rinli ekanini (qaralsin, 78~ ma’ruza) ¢’tiborga olib (2} da
t — +0 da limitga o‘tib topamiz:
i sinx

[ S dx=
0

A

2, | "°2 dx integrani hisoblash. Bu integralning (o, +oc) da
[t

vaginlashuvchi bo'lishi ravshan. Aytaylik, y > 0 bo‘lsin. Bu holda
integralda yx = ¢ almashtirish bajarib topamiz:

T sin yx T sin !
[ Tt
0 0 . .
Aytavlik, y < 0 bo‘lsin. Bu holda garalayotgan integralda yx = —¢
almashtirish bajarib topamiz:

TSi“yxdx=-—I§i—:l—{—dt=—-;.

X
0
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Aytaylik, y = 0 bo‘lsin, Bu holda

+oo

J‘ sin0x dx =0
X
0
bo‘ladi. Demak,
2, agar y >0,

- 3

I Smxyx“" ={ 0, agar y =0,

0 -;, agar y <0,

oo . -

ya’ni | S dx = 2 signy bo'ladi.

1]

o a-1
3% I Lx dx integralni hisoblash. Avvalo bu parametrga bog’-
5 _

lig xosmas integralni yaginlashuvchanlikka tekshiramiz. Buning uchun
berilgan integralni quyidagicha yozib olamiz:

A | L aa g s |
X X X
Fa= [ ige= e [ &
Aytaylik, 0 < x <1 bo‘lsin. Bu holda
x91 < g
T+x
bo'lib, @ > O da ushbu .

1 .
Ix“"ldx
]

integralning yaginlashuvchi bo'lganligidan, @ > 0 da

! xa—l

dx

1+x

integraining ham yaginlashuvchi bo‘lishi kelib chiqadi.
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Aytaylik, x = 1 bo‘lsin. Bu holda

a-1
X -
< x?

1+x

bo‘lib, a < 1 da ushbu
J' x4 dx
1
integralning yaginlashuvchi bo‘lganligidan, ¢ < 1 da
e a-l :
X
_! s dx

integraining ham vaqiniashuvchi bo‘lishi kelib chiqadi.
Demak, garalayotgan

e a-1
Fla)= jflf:;dx

integral 0 < a < 1 da yagqinlashuvchi bo‘ladi.
Endi M) integralni hisoblaymiz. Ma'lumki, 0 < x< 1da

Bu tenglikdan

bo‘lishini topamiz. Tenglikning o‘ng tomonidagi qator [a,, b;] da
(0 < ay < x £ by < 1) tekis yaginlashuvchi bo‘lib, uning gismiy yig‘indisi
n-1 a-1 n
Sn (x) = Z(-l)k xa+k—l — X (1—(—x} ]

pard l+x
bo‘ladi. Agar Yne N, ¥xe (0,1) uchun

x* (i~(-x)"1 < ot ,
+X
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1
tengsizlikni hamda J'x""dr, (0 < a < 1) integralning yaginlashuvchi
ekanligini e’tiborga olsak, u holda Vevershtrass alomatiga ko‘ra

1

j S, (x)dx

0

tekis yaginlashuvchi bo‘ladi. Demak,
i

1
1imjs,,(x)dx = j(m 5, (1)) dx
0 0
va'ni
1““]{2( 1 2ot )dx = lj[um E(—n“ X e = i.x_"i'_dx
il -1 St 4 I+x
bo‘ladi. Demak,

:!flfi;dx lim i[Z( D x“"“]zix—

k=0

1
- j'((—l)* x@61) dy = Z‘ 2l @)
0

g o |
Endi j' %x dx integralda x =: almashtirish bajarsak, u holda
1

e a-l (1~a)|
X _dr= }] dr = L dt
Q

T+x 14t
1

bo'lib, yuqoridagi (4) munosabatga ko'ra
=t B
V=2 5)
bo‘ladi. (3), (4) va (5) munosabatlardan
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I 1w k[ 1 |
.! l+xdr“}1+kzu](m” [a«-k_+a-kJ
bo‘lishi kelib chigadi. Ma'lumki,
J 1 n :
+2( 3 [a+k+a A} sin an * (O<a<l)

(garalsin, 76-ma’ruza). Demak, quyidagi ifoda kelib chigadi:

IHX _5;,;, (0<a<l).

T flax)- f(bx)
a. [ 7T dx integraini hisoblash. Bunda £(x) funksiya

i
: T —_—
[0,+e] da uzluksiz, istalgan 4 > 0 da J = dx integral yaginla-
A

shuvchivaa > 0. b > 0.
Berilgan integralni quvidagi ikkita integralning limiti deb garavmiz:

ijn ftbx)dx jflmr)d Jf(bx)

Bu tenglikning o‘ng tomonidagi birinchi integralda ax = ¢, ikkinchi
integralda bx = t almashtirishlarni bajarib topamiz:

e b
II(‘E‘—)-'-{E{"‘) hm I AU hm J- SO 4 = tim j.J—rmdr .
x t

620

Ravshanki, f(7) — uzluksiz funksiya, i funksiya esa ishora saqlavdi
(chunkia > 0. 5 > 0, xe (0, + =) ). Demak,

bd

[10 4
I

b

integralda o‘rta giyvmat hagidagi teoremani go‘llash mumkin:



bh b&
)y, dt
,}LTdt —f(g)él-aT

b5 » :
. . F 1, o b
Natijade  lim ;L L0 = tim (5,)!5 ~dr = lim £ (£)n 2 7)
bo'ladi. Medomiki, & nuqta «8 bilan 3 orasida ekan, 3 >0dag -0 va

1@1333 fE) =1 _ @®)
bo‘ladi. (6), (7) va (8) munosabatlardan

j H@P 4y~ £ @)In 2

bo‘lishi kelib chlqadl

5°. Ba’zi xosmas integrallarning qiymatlari. Quylda ba’zi xosmas
integrallarning qiymatlarini keltiramiz:

+oe 7
_xz _'JE T 3 2 5
1. je dx__z_‘ . : 2. jsmx dx——i—
0 0
e \ﬁ | .
1. N2 CosXy , _ T —|y|
3. Icosx dx 5 - 4 '! . dx 5
T xsinx i T sin x°
I Y dx s:gnye_lyl 6. j‘smx dle-:-.
o 1+x 0 x 4
doa 4 . 4
sin” ax-sin” bx 3. 4
7. g—x ax=glng.
‘e —ax by
8. Je — sinnxdx:arctg%—arctg%, (@a>0,b6>0,n20),
0
2
9, Cosnx dx = lnsz

2 gient
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Mashqlar

1. Ushbu j""’“” ~hx 21,1 (1+__} (r >0, k > 0) tenglik

isbotlansin.

2. Ushbu j‘“ lva’x?) o (a0, b 0) integral hisoblansin.

b2+x
3. Ushb T"‘ ="~ (a > 0) tenglikdan foydalanib,
shbu 0x2+a 5 , {a ) teng 1 foydalani
T &
L. N
_(l}-(xz"_a)ml (ne )
integral hisoblansin.

80- ma’ruza
Eyler integrallari

Biz 48- ma’ruzada ushbu
1

J'xa—l (1 _ x)b—l dx
0
xosmas integralning a > 0, » > [} bo‘lganda yaginlashuvchi ekanligini,
J x* Ve *gx
0
xosmas integralning esa g > 0 bo‘lganda yaqinlashuvchiligini isbot-
lagan edik.
Ravshanki, bu xosmas integrallar a va » larga bog‘liq, ya’ni para-
metrga bog'lig xosmas integrallar bo‘ladi.
1°. Beta funksiya va uning tekis yaginlashuvchanligi. Ushbu

1
Jx“"l(l - x)¢dx
0
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parametrga bog‘liq xosmas integral beta funksiva (1- tur Eyler integrali)
deyiladi va B{(a,b) kabi belgilanadi:

1
Bla,b) =[x (1-x)""dx, (a>0,b>0).
o

Demak, beta funksiya

{(a,p)e R? 1ae (0,+=), be (0, +eo}}
to‘plamda aniglangan funksiya.
1- teorema. Ushbu

1
Bla,b) = Ix““'(l - x)*dx
0

integral MU = {(arb) € R2 -ae [aﬂ$+°°)st [b09+°°)1a0 > 0:% >0}
to‘plamda tekis yaqinlashuvchi bo‘ladi.
4 B(a, b)funksiyani ifodalovchi integralni ikki gismga

L= L el

1 L
Jeet =0 dx = [0 - 00 + [ x5
0 1

3 .

ko‘rinishda-ajratib, har bir integralni tekis yaginlashishga tekshiramiz.

Parametr a > a;, (gy >0), Vb>0, Vxe (0, %] da

A - X <xH(] -x) < 2x™
va @ > (} bo‘lganda

. It can

x%Lddx

22 Lt ) |

inwgmlnmg yaqmlashuvchl bo‘lishidan Vemshtrass alomat:sa ko'ta

A

x* (1 -x)"'dx

Oty b |
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integralning a > a,, (@, >0) da tekis yaginlashuvchanligini topa-
miz. Shuningdek, parametr & > &, (§ >0), Va >0, Vxe (; 1] da

¥ =% < V(1 -5V 520 ~x)®!

)
va b > 0 bo‘lganda j(l —x)"dx
1

integralning yaginlashuvchi bo‘lishidan Veyershtrass alomatiga ko‘ra

2= i

Pl | e Sy e

integralning b > b, (& > 0) da tekis yaginlashuvchi bolishini topa-
miz. Demak,
1
B(a,b)= [x*'(1-x)"" dx
1]

integral M, ={(a,b)e R* : ae [ay,+), be |hy,+), gy > 0, b, > 0}
to‘plamda tekis yaginlashuvchi bo‘ladi. »
Natija. B(a, b) funksiva
M ={(a,h)e R* :ae (0,4<),be (0,+)}
to'plamda uzluksiz bo’ladi.
1
<4 Bu tasdig jx" T - x)dx
0
integralning tekis yaginlashuvchanligi hamda integral ostidagi funksiya-
ning M to‘plamda uzluksiz bo‘lishidan kelib chigadi. »
2°. B(a, b) funksiyaning xossalari. Endi
1
B(a,b) = [x*1(1-x)"" dx
13
funksiyvaning xossalarini keltiramiz.



1) B(a, b) funksiva ¢ va b argumentlariga nisbatan simmetrik
funksivya, va’ni:
B(a,b) = B(b,a), (a>0,b>0).
4« B(a, b) ni ifodalovchi integralda x = 1 — ¢ almashtirish bajarib
topamiz;

L 1]
Bla,b)= fx*1(1- x> dx=-[(1- 1y i+ dt =
1

11 -0 dt = B(b,a). P

=
2 ey

2) B(a, b) funksivani quyidagicha ifodalash ham mumkin;

= ra—l
Mmﬂ—{azﬁg )
o B(a, b) ni ifodalovchi integralda x = ltj almashtirish bajarib
topamiz:
l o a-1 Bl o= ]
N R S S 4 dt o
Bla,b) = il}'x (J-x)"dx= -I(l+r) (1 1+r) T -[[—h_(lﬂ)‘”"
Agar (1) da bh=1~a, (0 <a <1) deyilsa, u holda
Yo [ g ®
Bla,1-a)= -! 1+# "~ sinna
bo‘ladi. Xususan: 8(2 ;) . oo
3) B{a, b) funksiya uchun ushbu AR

Bla+1,6)= - B(a,b), (a>0,5>0)

formula o‘rinli bo‘ladi.
1
« Ravshanki, B(a+1,b) = j (1 - x)y* .
H

250



Bu integralni bo‘laklab integrallaymiz:

1 1
T.a b1 4 _ 1 by _
B(a+1.b) = | x*(1- x)*" dx - b!xﬂd((hx}»

0

1
¥ o 8T e b
- x(1-x) n+b£x (1—x)"dx =

1

1 1
_a a~let 30 — a a-1¢1 _ b=l _ acq _ bl =3
--b_([x (1-x) 5 _[l;x (1-x)""dx J}-x (1-x)""dx|=

=" B(a, ) - " Ba+1,b).
Natijada
B(a+l.b)=-z B(a,b)—zB(a+l.b) Q)
bo‘lib, undan

a
B(a + l,b} = ;‘J:-E B{a.b)

bo‘lishi kelib chigadi. »
B(a, b) funksiya simmetrik bo‘lganligidan

B(a,b+1) = aib B(a.b) 3)

ifodani yozish mumkin.
Natija. B(m, n) funksiyaga (me N.ne N) (2) va (3) formula-
larni takror go‘llash natijasida

(m-D!{n-1)!
(m+n-1)!

B(m.n) =

bo‘lishi kelib chigadi.
3°, Gamma funksiya va uning yaqginlashuvchanligi. Ushbu
I x* e *dx
0
parametrga bog'liq xosmas integral gamma funksiva (2- tur Eyler
integrali) deyiladi va T'(a) kabi belgilanadi:
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C(a) = J- x4 e *dx .
0

Demak, gamma funksiva (0, +e) da aniglangan funksiya.
2- teorema. Ushbu  T'(a)= | x“e™"dx
3
integral [a,.B] da (0 < g, < B < +oo) tekis vaqinlashuvchi bo‘ladi.

4 I'(a) funksiyani ifodalovchi integralni ikki integral vig‘indisi
sifatida yozib olamiz:

] oo
T(a)= Ix“"e""dx+ J x e dx .
0 ]
So‘ngra ikkala integralning ixtiyoriy [a,H1 segmentda
(0 < g, < By < +=) tekis yaginlashuvchi bo‘lishini ko‘rsatamiz. Para-
metr a 2 a, (a, > 0), Yxe (0,1] da
X F < x%o!
1
va g, > 0 da [xstax
a
integralning yaginlashuvchi bo‘lishidan Veyershtrass alomatiga ko‘ra
1
Jx"‘le"‘dx
¢

integralning a 2 a, da tekis yaqinlashuvchi bo‘lishi kelib chiqadi.
Shuningdek, parametr ¢ < b, Vxe [1,+) da
e < xP e va jx"}"e"‘dx
1

integralning vaginlashuvchi bo‘lishidan yana Veyershtrass alomatiga
ko‘ra

4oa
J xle=*dx
i
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integralning a < A, da tekis yaginlashuvchi bo‘lishini topamiz. Demak,
I(a)= [ x*'e "dx
0

xosmas integral |a,, by] da tekis yaginlashuvchi bo‘ladi. P
Natija. (@) funksiya (0, +s) da uzluksiz bo‘ladi.
<« Bu tasdiq

T xete-ax
1]
integralning tekis yaqinlashuvchiligi hamda integral ostidagi funk-
sivaning M = {(x,a) e R? : x € (0, +x),a € (0,+=)} da uzluksiz bo‘li-
shidan kelib chigadi.
4°. I'(a) funksiyaning xossalari. 1) Gamma funksiya (0, +~) da
barcha tartibdagi uzluksiz hosilalarga ega va

™ (g) = J’ e *(Inx)"dx, (n=1,2,3..)
1]
bo‘ladi.

« Ravshanki, I'(a) = j x4 e % dx
0

integral ostidagi f(x,a) = x*'e¢* funksiya
M ={(x,a)e R* : x e (0, +0),a e (0,+)}
to'plamda uzluksiz bo'lib, uzluksiz
fl(x,a)=x*"e*Inx

hosilaga ega bo‘ladi. Yuqorida aytganimizdek,
1 ot
I'(a) = Ix"'] e dx + I x* e *dx
0 1

tenglikning o*ng tomonidagi integrallar ixtiyoriy |a,, by] da
(0 < ay < By < +=) tekis yaginlashuvchi.
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1 e
Ushbu Ix“" In x- e *dx, _[x"‘l Inx. e *dx integrallami garay-
0 1
lik. Bu integrallardan birinchisi, ¢ 2 @, > 0 da

Ix““ Inx &=

|
<x*Ming va [x*7|inx|dx
0

integral yaginlashuvchi bo‘lganligidan Veyershtrass alomatiga ko‘ra
tekis yaginlashuvchi bo'ladi. Shuningdek, ikkinchi integral ham

ash <+~ da

4
th’l'l ]nx.e‘x =xh] .e_x Y¥a jxh]-l In.r'e_xdx

!
integral yaginlashuvchi bo‘lganligidan yana Veyershtrass alomatiga
ko‘ra tekis yaginlashuvchi bo‘ladi. Parametrga bog‘lig xosmas integral-
ning parametr bo‘yicha differensialiash haqidagi teoremadan foyda-
lanib topamiz:

Ix"" Inx-e*

I 4o 1
d 4 e A x ol (e
T =2 i!'x“ e dx+Jl'x" e dx _l%(f e )dx+

".“d -1 -x _+“ =1 -
+_]"%(x" e )dx..-l[x" lnxedx

Demaks r'(ﬂ) = .[ xa_l I ln X e—xdx' DL ..i__'-.\l' .!‘ '_"..'.
. _

I "(a) funksiyaning [a,, &,] da uzluksiz bo‘lishi ravshan.

Xuddi shu yo‘l bilan funksiyaning ikkinchi, uchinchi va hokazo
tastibdagi hosilalarining mavjudligi, uzluksizligi hamda

I (a) = [ x*e™(In x)" dx
D

bo‘lishi ko‘rsatiladi.
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2) T'(a) funksiva uchun ushbu
[(a+1)=al(a) 4)
formula o‘rinli bo‘ladi.

4 Ravshanki, I'(a) = I X le *dx.
0
Bu integralni bo‘laklab integrallaymiz. Natijada
Ma+1) = j e tdx = -j Xd(e*) =-x"e ;;" + aj X dx = ai(a)
0 0 0

bo‘ladi. »

Ma'lumki, a < (0,1} bo'lsa, a +1e (1,2} bo'ladi. I'(g) funksiya-
ning bu xossasini ifodalovchi (4) munosabat I'(¢) funksivaning (0,1}
dagi giymatlariga ko‘ra uning (1,2] oraligdagi giymatlarini, umuman,
ixtiyoriy (n,n+1] dagi gqiymatlarini topish imkonini beradi.

Natija. I'(n) funksivaga (ne N) (4) formulani takror qo‘llash nati-
jasida (I'(1)=1)

Tn)=(r-1!
bo‘lishi kelib chigadi.
3) I'(a) funksivaning o'zgarish xarakteri. Ravshanki,
ry= [edx=1.
1]
Yugoridagi (4) formulaga ko‘ra
r)=1-r()=1
bo‘ladi. Roll teoremasiga muvofiq, shunday a, (1< @, <2) nugta
topiladiki,
IMay) =0
bo‘ladi. Ayni paytda, Vae (0,+=) da
I(a) = I e In? xdx > 0
0
bo‘iganligi uchun I' “(4) funksiya (0,4e<) da qgat’iy o'suvchi bo‘ladi.
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Binobarin, I" "(a) funksiya a, nugtadan boshga nuqtalarda nolga aylan-
maydi. Demak,

e

r'(a)= [ x*e™ In xdx = 0
i
tenglama (0,+-=) oraligda yagona yechimga ega. U holda
D<a<agy daI'(a) <0,
ay <a<+e da I'(a) >0
bo'lib, I'(2) funksiya a, nugtada minimumga ega bo‘ladi. (@, = 1,4616....
I'(g,) = min I'(2) = 0,8856... bo'lishi topilgan).
I'(a) funksiya a > a, da o‘suvchi bo‘lganligi sababli ¢ > n+1
bo‘lganda I'(a) > I'(n+1) = n! bo‘lib, undan
lim I'(@) = +oo

A=t

bo‘lishi kelib chigadi. Agar @ - +0 da I'(@+1) — I'(1) =1 hamda
r(a) = T2
a

bo‘lishini e’tiborga olsak, u holda
lim I'(a) = +eo
a—+0
ekanligini topamiz.
5°. Beta va gamma funksiyalar orasidagi bog‘lanish. Beta va gamma
funksiyalar orasidagi bog'lanishni quyidagi teorema ifodalaydi.
3-teorema. Y(a.b) e {(a.h)e R : ae (0,4}, he (0,+0)} uchun

_ [(a)r(h)
e, 2) = [(a+h) )
formula o‘rinli bo‘ladi.
4 Ushbu T(s)= J- x“te *dx

(1]
integralda x =(1+w)7. (+r > 0) almashtirish bajarib, 5 ni a+b ga
almashtiramiz. Natijada

oo
F(a+ b) — I(l + u)m-;‘a-] {uéﬁ-]e—(lﬂa‘)?“ i H) dt
0



bo‘lib,

Fr
{]1—(‘:;—::_)‘;, = Jfﬂ+b_l€_(I+u’”d[
+i

bo'ladi.
Endi bu tenglikning har ikki tomonini 4% ga ko'paytirib, so'ngra
(0,+e)oralig bo‘yicha integrallab topamiz:

IFNa+5h) I )mb du = T [T b1 g-(va)r dt} o du,

2LD

$oa | 4oa
ya'ni T(a+b) Bla, b= j { j 24P e““*““dt]w’" du.
010
[1]. 17- bob, 8- §da keltirilgan teoremadan fovdalanib, keyingi
tenglikning o*ng tomonidagi integrallarning o‘rinlarini aimashtiramiz.
Natijada

+aa

F(a+b)-Ba,b) = [| [urt et du}f‘*”“l dt
b L0
bo‘ladi. Integralda wt = y almashtirish bajarib topamiz:

T(a+b)- Bla,b) = T J' ylptet ey dy] dt =
0

-

= [#Hetar [ ylevdy = T(8)- TYa)
i] 1]

_ Ha)T(b)
Demak, B(ﬂ,b) = m)—“
Natija. vae (0,1} uchun
r(a)r(l -a)= eyl (6)

bo'ladi.
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4 (5) tenglikda b=1-a (0 <a<1) deb olinsa, unda
Na)U{l-a)

B(U.I—ﬂ): ()
bo‘ladi. Ma’'lumki,
B(e,1-a)=-"— rQ)=1.
51N Gl
- T
Demak, MNa)I'(l-a)= T O<a<l). P

Agar (6) formulada a = ; deyilsa,

rfy)=Vr
bo‘lishi kelib chigadi.
F o2
1- misol. Ushbu | e dx integral hisoblansin.
E 0
« Bu integralda x* = f almashtirish bajaramiz. U holda

P

1 1
ax = oW dr = 3! dar
bo‘lib,

aoi: 1 oS
5 . EPE S

J-e dx—zjt edt..zj.!

0 0 0

bo‘ladi. »

L
2

S e

2- misol. Ushbu _[ :
0

dx . .
l integral hisoblansin.
« Bu integralda 1+ x° =-; almashtirish bajaramiz. U holda

1

x=(l;yT . dx= _1;['1‘3 )2 [‘j} )
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d ] 0 1 l i ; : I ; 5
X o dy g s _
1 ; )

bo‘ladi. »

Mashglar

(|
1. Vae R\ {0,-1,....-n,...} da (@) =1lim "™ bo'li-

H—poe ﬂ( a+1}...{ a+ ﬂ}
shi isbotlansin.

2. Ushbu _[
0

orgali ifodalansin.

X
(asburyr + (@ > 0. b >0, 1> 0) integral beta funksiya

3. Quyvidagi (I'( a))2 < I'(a) - I'"(a) tengsizlik isbotlansin.
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16-BO B
KARRALI INTEGRALLAR

81- ma’ruza

Tekis shakining yuzi hamda fazodagi jismning
hajmi hagida ba’zi ma’lumotlar

Aniq integralning tatbiglari mavzusida tekis shaklning yuzi hamda
jismning hajmi hagida ma’lumotlar keltirilgan edi. Bu tushunchalar
karrali integrallar nazarivasida muhimligini inobatga olib, ular to*g‘ri-
sidagi ta'rif va tasdiglarni talab darajasida bayon etishni lozim topdik.

1°. Tekis shaklning yuzi va uning mavjudligi. Tekislikda Dekart
koordinatalari sistemasi berilgan bo‘lsin. Bu tekislikda sodda yopiq
chizig bilan chegaralangan tekislik gismidan tashkil topgan Q shaklni
(tekislik nuqtalari to‘plamini) garaylik. Q shaklning chegarasini (sodda
vopiq chizigni) 9Q bilan, QwdQ ni esa Q bilan belgilavmiz:

Q=Q0uaQ.
Masalan, koordinatalari ushbu
x>0, y>0, x+y<l
tengsizliklarni ganoatlantiruvchi (x,») nuqtalardan tashkil topgan
A={(x,9):x>0.y>0,x+y <1}
to‘plam 33- chizmada tasvirlangan uchburchak shaklini ifodalaydi.
0OX o‘'qdagi birlik kesma
(0 < x <1) OY o‘adagi birlik kes-

Yy ma (0<y<1) hamda (1,0) va
(0.1) nugtalarni birlashtiruvchi
(©.1) to'g'ri chiziq kesmalari birgalikda

uchburchak shaklining chegarasi
dA ni tashkil etadi.

Tekislikda uchburchaklar, vopiq
siniq chiziq bilan chegaralangan te-
kislik gismidan tashkil topgan
0 (1,0) X ko‘pburchaklar yuzaga ega va ular-
ni topish o‘quvchiga maktab mate-
matika kursidan ma’lum.

Y

33- chizma.
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Tekislikda Q shakl bilan birga A va B ko'pburchaklarni olaylik.
Agar A ko‘pburchakning har bir nuqtasi Q ga tegishli bo‘lsa, 4 ko'p-
burchak Q shaklning ichiga chizilgan deyiladi (bunda Ac Q bo‘ladi).
Agar Q ning har bir nugtasi B ko‘pburchakka tegishli bo‘lsa, B ko'p-
burchak Q shaklni oz ichiga oladi deyiladi (bunda Q < B bo‘ladi).

Agar pA va uB lar mos ravishda 4 va B ko‘pburchaklarning vuza-
lari bo‘lsa, u holda

ud suB (1)
tengsizlik bajariladi.

Avytaylik, Q shaklning ichiga chizilgan ko'pburchaklardan iborat
to‘plam — {4}, Q shaklni o'z ichiga olgan ko‘pburchaklardan iborat
to'plam {B} bo'lib, ulamning yuzalaridan iborat to‘plam esa mos
ravishda {uA) va {uB} bo‘lsin.

Ravshanki, {u4} va {pB} lar sonlar to‘plami bo‘lib, {pA}
yuqgoridan, {uB} esa quyidan chegaralangan to‘plamlar bo‘ladi. U
holda to*plamning aniq chegaralari haqidagi teoremaga ko'ra

sup{ud} =w.Q. inf{uB}=pnQ
lar mavjud. Odatda, pu.Q son shakining quyi yuzasi, u*Q son esa Q
shakining yugori yuzasi deviladi.

Tasdiq. p.Q va p* Q migdorlar uchun

pQsp'Q (2)
tengsizlik bajariladi.

Avtaylik, 1.0 > p'Q bo'lsin. Bu holda, ravshanki, p.Q — p'Q
ayirma musbat bo‘ladi. Aniq chegara ta'riflariga ko‘ra Ve > 0, jumladan,

e= ;(IJ-Q ~u'Q)>0
uchun shunday 4, < Q. Q < B, ko‘pburchaklar topiladiki,
pdy >peQ -2, puB <’ Q+e
tengsizliklar bajariladi. Bu tengsizliklardan foydalanib topamiz:
UBy —pdy <p'Q+e-(Q-e)=p'Q-p.Q+2=

=p'Q-pQ+(n.Q-p'Q)=0.

Keyingi tengsizlikdan {uA, > pB, bo‘lishi kelib chigadi. Bu esa
(1) munosabatga zid. Demak, (2) tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. P
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I- ta’rif. Agar p.Q =1'Q tenglik o'rinli bo'lsa, Q shakl yuzaga
ega deyiladi. Ushbu p.Q = p1'Q migdor Q shaklning yuzi deyiladi.
Uni uQ Kkabi belgilanadi:
i u@=u0=u'Q.

I- teorema. Tekislikdagi shak! yuzaga ega bo'lishi uchun Ve > 0
soni olinganda ham O shakini ichiga joylashgan shunday A ko‘pbur-
chak, O shaklni ichiga olgan shunday B ko'pburchak topilib, ular uchun

nA-pB<e 3)
tengsizlikning bajarilishi zarur va vetarli.
A Zarurligi. Aytaylik, tekislikdagi Q shakl yuzaga ega bo‘Isin:
HO=p.Q=p0Q.
Aniq chegara ta’riflariga ko‘ra, ¥e > 0 uchun shunday
Ac @, QcB
ko'pburchak topiladiki, bunda

pAbp.Q—%, l-lB.—;l_l‘Q'b%,

ya’ni |-1A>IIQ—§, uB<uQ+§
bo‘ladi. Bu tengsizlikdan
uB-ud<e
bo‘lishi kelib chigadi. '_
Yetarliligi. Aytaylik. 4 0, QcamwmmﬂMmmm“
uB-ud <e
tengsizlik bajarilsin. Ravshanki,

pA S0, pB2p'Q.
Yugqgoridagi (2) munosabatdan foydalanib topamiz:

pA < p.Q <p’'@sulB.
Bu va (3) tengsizlikka ko‘ra
pQ-pQ<uB-pd<e

bo‘ladi. Demak, p.Q =p’'@. » s PO
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Faraz qilaylik, tekislikda f chiziq (u yopiq yoki yopiq bo‘Imasligi
mumkin} berilgan bo‘lsin.

2- tarif. Agar shunday A; ko‘pburchak topilsaki,

) Ic 4,

2) Ve > 0 uchun pAd,; < e bo‘lsa, I nol yuzali chiziq deyiladi.

Masalan, / chizig y = f(x) € C|a,b] funksiyaning grafigidan
iborat bo‘lsa, u nol yuzali chiziq bo‘ladi.

4 Ve > { sonni olib |a,b] segmentni shunday [x,,x,.]
(k=0,1,2...,n—1,xy = a,x, =b) bo‘laklarga ajratamizki, har bir
1%, %, ] da f(x) funksiyaning tebranishi

bo‘lsin. U holda / chizigni o'z ichiga olgan A, ko‘pburchakni_h,g yuzi

n-1
Hdy = Z(Mk = M W Xyg = Xy)
k=0

bo‘ladi, bunda
Mk = Squ(x), X € [xk sxk+] ]9 (k =Oslv'“1n_l)’
m, =inf f(x), xelx,x.,], (k=0,1,..,n-1).

n-1 n-}l
. e
Ravshanki, pd, = %mkaxk < 5—_:1%“" =g,

Demak, { — nol yuzali chizig. »

Bu tushuncha yordamida yuqoridagi 1-teoremani quyidagicha
ifodalasa bo‘ladi.

2- teorema. Tekislikdagi O shakl yuzaga ega bo‘lishi uchun uning
chegarasi 3 nol yuzali chiziq bo‘lishi zarur va yetarli.

Natija. Agar tekislikdagi Q shaklning chegarasi ¢Q, har biri

y=/f(x)eCla,b] yoki x=g(y)e Cla,b]
funksivalar tasvirlangan bir necha egri chiziglardan tashkil topgan
bo‘lsa, u holda Q shakl yuzaga ega bo‘ladi.

Odatda, uzunlikka ega bo'lgan egri chiziq fo 'g'rilanuvchi chizig
deyiladi. Quyida Q tekis shaklning yuzaga ega bo‘lishining vetarli
shartini ifodalovchi teoremani isbotsiz kettiramiz.
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3- teorema. Agar @ tekis shaklning chegamasi 20 to'g‘rilannvchi
egri chiziq bo‘lsa, u @ yuzaga ega bo‘ladi.
2°. Yuzaning xossalari. Endi yuzaning asosiy Xossalarini keltiramiz.

1} Agar tekislikdagi @, va O, shakllar yuzaga ega bo'lib, Q) c @
bo‘lsa, u holda

uQ £,
bo‘ladi.

2} Agar (, va 0, tekis shakllar yuzaga ega bo‘lsa, u holda Q, v Q,
ham yuzaga ega va
MG o) <png +no,
bo‘ladi, Agar bu Q, va @, shakllar chegaralaridan boshqa umumiy
nuqtaga ega bo‘lmasa, vani ¢, @ =& bo'lsa, u holda
u(G, u@)=uQ +u@, bo'ladi. Bu yuzanring additiviik xossasi
deyiladi.
3°. Tekis shakini ho‘laklash. Tekislikda biror yuzaga ega bo‘lgan
O shakl beriigan bo‘lib,
0, --C,
shakllar uning yuzaga ega bo‘lgan gismiy shakllari, yani
Oiel, (k=12,..,n)
bo‘lsin. Agar 0,0, ...0, lar uchun

DOV v.ul, =0,

2) ixtiyoriy Q, va Q. lar (k =1,2,.,n:¢=12,...,n) umumiy
nugtaga (chegaralaridagi nuqtalardan boshqga) ega bo‘lmasa, u holda
0,0,...0, lar @ da bo‘laklash bajaradi yoki @ shakl Q,Q,...0, shak/-
larga bolaklangan deyiladi.

@ shakini QQ,...Q, larga bo‘laklashni P bilan belgilanadi:

P={0,0,.0,).
Ushbu d(Qy) =sup p((x,y"),(x", ¥,
(x” yJ) € Qk ? (x" y’) E Q’( 3 (k = 1’ 2s ...,H)

miqdorlarning eng kattasi P bo faklashning diametri deyiladi va A,
kabi belgilanadi:
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Masalan, ushbu

O ={(x,¥)€ R 1%, XX, ¥ SV S Viug»)
{(k=01..n-1i=01L..m-Lx=ax,=08y,=¢y,=d)
to'g‘ri to‘rtburchaklar )

Q={x,y)e R :asxshcsysd
tekis shaklning P bo‘laklashini hosil giladi. Bunda
A, = max Jax” + 4y

1sksn-1
[EGE )

boladi.

4°. R® fazoda jismning hajmi. R’ fazoda Dekart koordinatalar
sistemasi berilgan bo‘lsin. Bu fazoda, chegaralangan yopiq sirt bilan
(yoki bunday sirtlarning bir nechtasi bilan) o‘ralgan Viismni (R?fazo
qismini) qarayvliX. ¥ jismni o‘rab turuvchi sirtni — ¥, jismning che-
garasini a bilan, ¥ eV ni V bilan belgilaymiz:

V=VuoV.
Masalan, koordinatalari ushbu
x*+yt+72 <l
tengsizlikni ganoatiantiruvchi (x,y,2)) nuqtalardan tashkil topgan
S={x,y,0e R :x*+y+7 <1}

to‘plam, markazi (0,0,0), radiusi | ga teng bo'lgan shami — jismni
ifodalaydi. Uning chegarasi esa

oS = {(x,y,0e B : x> +y* + 2 =1}
sfera bo‘ladi. Bunday jism — shar hajmga ega va quyidagiga teng:
4
uV = —3~r|:_
Umuman, fazoda ko‘pyogliklarning hajmga ega bo‘lishi va uni
topish goidalari o‘quvchiga o‘rta maktab matematika kursidan ma’lum.
Endi R® fazoda Vjism bilan birga Fva G ko‘pyoqliklarni garaylik.
Agar F ke‘pyoqlikning har bir nuqtasi V' ga tegishli bo'lsa,
F ko‘pyoqlik ¥ jismning ichiga joylashgan deyiladi (bunda Fc ¥
bo‘ladi). Agar ¥ ning har bir nuqtasi G ko‘pyoqlikka tegishli bo‘lsa,
G ko‘pyoqlik Vjismni o‘z ichiga oladi deyiladi (bunda V c G).
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Agar pF va puG lar mos ravishda £ va G ko’pyoqliklarning hajm-

lari bo'lsa, u holda
ufF <uG
tengsizlik bajariladi.

Aytaylik, V jismda joylashgan ko‘pyvogliklar hajmlaridan iborat
{WF} to'plam, V jismni o'z ichiga olgan ko‘pyvogliklar hajmlaridan
iborat {pG} to'plam bo'lsin. U holda

sup{ul} = w V', influGl=p'V
lar mavjud.
J- ta’rif. Agar
11- V = H‘ V
tenglik o‘rinli bo‘lsa. jism hajmga ega deyiladi. Ushbu
LLIV = H.V
migdor V jismning hajmi deyiladi. Uni pV kabi belgilanadi:
}.l;zV - p-V = p, V -

Tekis shaklning vuzi, fazodagi jismning hajmi tushunchalarida
bir-biriga o‘xshashlik borligini inobatga olib, jism hajmining mav-
judliligi hagidagi teoremani keltirish bilan kifovalanamiz.

4- teorema. Fazodagi V jism hajmga ega bo‘lishi uchun ve >
son olinganda ham Vjismning ichida joylashgan shunday £ ko'pyoqlik,
V jismni o'z ichiga olgan shunday G ko‘pyoqlik topilib, ular uchun
wG - uF <e tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.

Mashqlar

1. Aytaylik, f(x)e C[a,b] bo'lib, Vxe [a.b] da f(x) =0 bo‘l-
sin. Bu funksiya grafigi — x = a4, x = b chiziglar hamda |a, 5] kesma
bilan chegaralangan shakl yuzaga ega bo'lishi isbotlansin.

2. Tekislikda Q shakl berilgan bo'lib, {4,} va { B,} ko*pburchaklar
ketma-ketligi uchun 4, < Q, B, < Q (n=1.2,...) bo'lsin. U holda

Q shakl yuzaga ega bo'lishi ’l'im A = anl B, tenglikning bajarilishi

orgali ifodalanishi mumkinmi?
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82- ma’ruza
Kkki karrali integral tushunchasi va
uning mavjudligi

1°. Funksiyaning integral va Darbu yig‘indilari. Faraz qilayiik,
tekislikda yuzaga ega bo‘igan D shakl (to‘plam) berilgan bo‘lsin. Bu
to‘plamda f(x, )} funksiya aniglangan va chegaralangan:

IM = const, Im = const, ¥Y(x,y¥)e D, m< fix,y)< M.
D ning biror
P ={D1!DZ""=D:1}
bo‘laklanishi va har bir D, da ixtiyoriy (£, ,7k)e D, nuqtani (k= 1,
2,...,n) olib quyidagi

z S G i Dy
k=1
yig'indini tuzamiz.
I-ta'rif. Ushbu o= f (&, n)uds
k=1

yvighindi f(x,») funksivaning integral vig'indisi (Riman yig‘indisi)
deyiladi.
Keltirilgan ta'rifdan ko‘rinadiki, integral yig'indi /' (x,y) funksiyaga,
D to'plam va uni bo‘laklash wsuliga hamda har bir (§,,n,)e D,
nugtalarga bog‘liq bo‘ladi:
¢ =0, (kM)
Modomiki, f(x,y) funksiya D da chegaralangan ekan, u har bir
D, da (k= 1, 2,...,n) ham chegaralangan bo‘ladi. Demak,
m, =inf{f(x, )1 (x,p) e Dy},
M, =sup{f(x,y):(x,y) e D}
mavijud. Ayni paytda, V(x,y)e D, uchun _
m, < f(x,y)s M, _— )
tengsizliklar bajariladi.
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2- ta’rif. Ushbu

n M
s=Y muD,, §=2 Mub,
k=l k=1

yig‘indilar mos ravishda Darbuning quyi hamda yugori yig indilari
deyiladi.
Funksiyaning Darbu yig‘indilari f(x,¥) funksiyaga, D to‘plam va
 uning bo‘laklashiga bog‘liq;
s=5(), S=S,)
bo‘lib, har doim 5 £ Stengsizlik bajariladi. (1) tengsizlikdan foydalanib
topamiz:

H n Lid
Y mnD < (& )nD, €Y Mub, .
k=l k=1 k=1
Demak, s<a=<S.

2°, Ikki karrali integral ta’riflari. Aytaylik, f{x,») funksiya yuzaga
ega bo'lgan £ to*plamda aniglangan va chegaralangan bo'lsin. - ning

P={D,D,,... D}

bo‘laklashini olib, berilgan funksiyaning integral yig‘indisini tuzamiz:

c=§f(ék,m)uok -

3-1a’rif. Agar Ve > 0 son olinganda ham shunday & > 0 son
topilsaki, D ning diametri A, < & bo‘lgan har qanday P bo‘laklash
hamda har bir D, da olingan ixtiyoniy (£, ,n, ) lar uchun
le-J|<e

tengsizlik bajarilsa, Json o yig‘indining A, - 0 dagi limiti deyiladi va
limo=J
&,—0

kabi belgilanadi.

4- ra’rif. Agar A,— 0 da f(x,y) funksiyaning integral yig‘indisi
limiti mavjud va chekli J ga teng bo‘lsa, f(x,y) funksiya D da integ-
rallanuvchi deyiladi. J/ soniga esa f(x,y) funksiyaning D bo‘yicha ikki
karrali integrali deyiladi. Uni quyidagicha

[ £y
L
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kabi belgilanadi. Demak,

[ 70, p)dxdy = lim o= lim S G monD; .
) &p—i P-—P &=

Masalan, f(x,y) = C = const bo‘lsin. Bu funksiyaning integral
yig‘indisi

6= 3 Cub, = CuD
k=1
bo‘lib, uning ikki karrali integralj

H Caxdy = lim CuP = Cubd
D Ap =0

bo‘ladi. Xususan, C = 1 bo'lganda quyidagiga ega bo‘lamiz
H ldxdy =nD .

D

Funksiyaning ikki karrali integrali yugori hamda quyi integrallar
yordamida ham ta’riflanishi mumkin.»

Faraz qilaylik, f{x,y) funksiya yuzaga ega bo‘lgan D to‘plamda
berilgan va chegaralangan bo‘lsin. [ ning turli bo*laklashlaridan tashkil
topgan to‘plamni {F} deylik: P ={D,D%,...D,}.

Har bir P € {P} bo‘laklashga nisbatan f(x,y) funksiyaning Darbu
yig‘inditarini tuzib, ushbu {s,(/)}. [S,(/)} to‘plamlarni hosil
qilamiz. Bu to‘plamlar chegaralangan bo‘ladi.

5 ta’rif. {S,, f )} to'plamning aniq yuqgori chegarasi f(x,y) funk-
sivaning quyi ikki karrali integrali deyiladi va

J =[] f (x,y)dxdy
B

kabi belgilanadi. Demak,
J = , V)dxdy = su = D).
J j;_;[f(x Y)dxdy = sup (5, (/) g:l;}(émku )

6-ta’rif. {S,{f)} to‘plamning aniq quyi chegarasi f(x,y) funk-
sivaning yugori ikki karrali integralf deyiladi va
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T =[] £(x, yyaxdy
kabi belgilanadi. Demak, o
7= _[Jf(x, Vidxdy = Jnf (5,(/)) = jnf O MynDs).
Demak, chegaralangan f(x,y) funksiyaning har doim quyi hamda
yuqori integrali mavjud bo‘ladi,

7- 1a’rif. Agar J=J

bo'lsa, f{x,y) funksiya D to‘plamda integralianuvchi, ulaming umumiy
giymati Jf =J =J esa f{x,y) funksivaning D bo‘yvicha ikki karrali
integrali deyiladi. Demak,

[{roaydedy =7 =1.
D

Eslatma. Agar J = J bo'lsa, f(x,)) funksiva D da integrallan-
maydi.

3°. Darbu yig‘indilarining xossalari. Aytayhik, f(x,») funksiya yuzaga
ega bo‘lgan D to*plamda berilgan va chegaralangan bo‘lsin. D to‘p-

lamning bo‘laklashliari to‘plami P =(P) dagi P={D,D,,....,D,}

bo‘laklashga nisbatan f(x,y) funksiyaning integral hamda Darbu
yig 1ndllarm1 kiritamiz; ;

0, (f1& M) =Z,f(§k,nk)uDk ,

() = Smud,, S, =3 Ml ,
k=1 k=1

bunda my =inf{f(x,y): (x,y)e D},
M, =sup{fi(x,y):(x,y)e D;}
bo‘lib, ¥(x,y)e D, uchun quyidagi ifoda o‘rinli:
sf(x,y)s M,.
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Ma’lumki, 33- ma’ruzada f(x) funksiya Darbu yig'indilarining
xossalari keltirilib, ular batafsil isbotlangan edi.

Xuddi shunday xossalar f(x,y) funksiya Darbu yig'indilari uchun
ham o‘rinli bo‘ladi. Ular avvalgidek mulohaza asosida isbotlanishini
¢’tiborga olib, mos xossalarni keltirish bilan kifoyalanamiz.

1) ¥e > 0 olinganda ham (&, ,n,) e D, nugtalarm (k=1,2,...,n)
shunday tanlab olish mumkinki,

0<5,(f/)-0,(f& ) <e,
shuningdek, (£, .n, ) e D, nuqtalarni yana shunday tanlab olish mum-
0<0,(fi& M)-s,(f}<e
bo‘ladi. Bu xossa Darbu vig‘indilari integral vig‘indi uchun aniq
yuqori va aniq quyi chegara bo‘lishini bildiradi.
2) Aytaylik, B ={Di, D5, Dy, Dy Dt s Dy},
PZ = {D] » D2 1oy Dk—l * 'Dl‘(' ’ DI: * Dk+l rrr ‘Dn}
lar D to‘plamning bo‘laklashiari bo‘lib,
Do=D ubDy, DinD' =0
bo'lsin. U holda
Sp S5, (), S,()<8, ()
bo‘ladi. Bu xossa D ning bo‘laklashdagi bo'laklar soni orta borganda
ularga mos Darbuning quyi vig'indisining kamaymasligi, yuqori yig‘in-
disining esa oshmasligini bildiradi.
3) Agar P, va P, lar D ning ikki bo‘laklashi bo‘lib, s, (), S, (F)
va sp, (f), 8, (f) lar f(x,) funksiyaning shu bo‘laklashlarga nisbatan
Darbu yig'indilari bo'lsa, u holda

Sy 28, 5, (128, ()
bo‘ladi.

Bu xossa, D ning bo‘laklashlariga nisbatan tuzilgan quyi yig‘in-
difar to‘plami {s, ()} ning har bir elementi (yugori yig‘indilar to‘p-
lami {S,{/)} ning har bir elementi} yuqori vig‘indilari to‘plami
{8, ()} ning istalgan elementidan (quyi yig‘indilar to‘plami
{s,(/)} ning istalgan elementidan) katta (kichik) emasligini bildiradi.
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4) Ushbu
sup{sp(f)} < inf{Sp(f)}

munosobat o‘rinli. Bu xossa f(x,») funksivaning quyi ikki karrali
integrali, uning yuqori ikki karrali integralidan katta emasligini bildiradi:
ET

5) Ve > 0 olinganda ham shunday & > 0 topiladiki, D ning diametri

A, <8 bo’lgan barcha bo‘laklashlari uchun

0<8,(f)-J<e, 0sJ-5,(f)<e
bo‘ladi. Bu xossa f(x,y) funksivaning yuqori hamda quyi integrallari
A, — 0 da mos ravishda Darbuning yuqori hamda quyi yig‘indilari-
ning limiti ekanligini bildiradi.

4°, 1kki karrali integralning mavjudligi. / (x,y) funksiyaning Darbu
vig'indilari va ularning xossalaridan foydalanib, ikki karrali integralning
mavjudligi hagidagi teoremani keltiramiz.

Aytaylik, yuzaga ega bo‘lgan D to‘plamda f(x,») funksiva beril-
gan va chegaralangan bo‘lsin.

1- teorema. f(x,y) funksiva to‘plamda integrallanuvchi bo‘lishi
uchun, Ve > 0 son olinganda ham, shunday & > 0 soni topilib. D ning
diametri A, > 8 bo‘lgan har ganday P bo‘laklashiga nisbatan Darbu
vig‘indilari ushbu

S,(f)-s,(f)<e (2)
tengsizlikni ganoatlantirishi zarur va yetarli.

o Zarurligi. Faraz qilaylik, f(x,y) funksiya D da integrallanuvchi
bo‘lsin. Ta'rifga ko‘ra J =J =J bo‘ladi, bunda

J = sup(s, (f)) = sup(}, muDy),
P P k=g

J =inf(S,(f)) = inf (3 MyuDy).

k=q
Avni paytda, Darbu yig‘indilarining 5- xossasiga ko‘ra
ve>0, 33>0, A, <3, Vpe (P):

SN =d <3, I-5,(N) <3

()
~3
()



va J =J = J bo‘lgani uchun

£ E
S,(N-J <3 f—S,,(f)*iE
tengsizliklar o‘rinli bo‘ladi. Keyingi tengsizliklardan
S,(f)-s,(f)<e
bo‘lishi kelib chigadi.
Yerarlifigi. Aytaylik, ve >0, 35>0, A, <8, ¥pe (P):
S,(f)-5,(f)<e
bo‘lsin, f(x,y¥) funksiya D da chegaralanganligi uchun
sup{s,(f)} =4, inf{S,(N)}=7

mavijud bo‘lib, Darbu yig‘indilarining 4- xossasiga ko‘ra J < J bo‘ladi.
Demak,

5, (f)sdsT<S,(f).
Bu tengsizliklar va (2) shartdan foydalanib topamiz:
0<d -J<8,(f)~s5,(f)<e.
Demak, J < J . f(x,y) funksiva D da integrallanuvchi. »

Avtaylik, D ning P ={D,,D,,....,D,} bo‘laklashning D, bo‘la-
gida (k = 1,2,...,n) f{x,y) funksiyaning tebranishi

Wy = Sup{f(x:y) : (I,}’) = Dk}_inf{f(xsy) : (xsy) £ Dk}
bo'lsin. Unda f (x,y} funksiyaning D da integrallanuychi bo'lish sharti

Y wpb, <g, - o 3)
k=1 .
ya'ni
lim ) opb, =0 " T @
lp-»(i s .

ko‘rinishlarga keladi.

Demak, f(x,») funksivaning D to‘plamda integrallanuvchi bo‘li-
shini isbotlash uchun (2), (3), (4) shartlardan birining bajarilishini
ko‘rsatish vetarli bo‘ladi.
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Mashglar

1. Ushbu D = {(x,_v) eR:0<x<1,0<y< 1} to'plam (tekislik-
dagi kvadrat)
K k=1,23,.n
Hn

chiziglar yordamida D, larga bo‘laklangan. Shu bo‘laklashning diametri
topilsin.

2. Yuqoridagi D to‘plam va uning P ={Dy:i.k =1,2,...,n} bo'-
laklashga nisbatan f(x,y) = x* + y* funksivaning

a) Darbu yig‘indilari,

¥ s
x:x,:;. i=1,23,..,n, y=y=

b) har bir D, da &, = ;, Ny = i deb, integral yig‘indisi topilsin.

3. Avtaylik, D — tekislikdagi yuzaga ega bo‘lgan to'plam bo‘lsin.
Ushbu
1, agar (x,¥)e D,xe Q.ye Q bo'lsa,

0, agar (x,y)e D,xvay
larning kamida bittasi irratsional bo‘lsa, funksivaning D da integralla-
nuvchi bo‘Imasligi isbotlansin.

4. f(x,y) funksiya yuzaga ega bo‘lgan D to'plamda chegaralangan
bo‘lib. J/ va J lar mos ravishda funksiyaning yuqori va quyi ikki
karrali integrallari bo'lsa, J <J bo‘lishi isbotlansin.

5. f(x,y) funksivaning Darbu yig‘indilari uchun

fim $,() =7, Jim5,(/)=J

bo‘lishi isbotlansin.

g(x.y)={

83- ma’ruza
Integrallanuvchi funksiyalar sinfi. Integralning asosiy
xossalari

1°. Uzluksiz funksiyalarning integrallanuvchi bo‘lishi. Uzluksiz
funksiyalarning integrallanuvchi bo‘lishini quyidagi teorema ifodalaydi.
1- teorema. Agar f(x,y) funksiva chegaralangan vopiq D to‘plamda
uzluksiz bo‘lsa, u shu to‘plamda integrallanuvchi bo‘ladi.
274



<« Ixtiyoriy € > 0 sonni olaylik. f(x,y) funksiva chegaralangan
yopiq D da uzluksiz. Binobarin, funksiva D da tekis uzluksiz. U holda

£
0
wn

songa ko‘ra, shunday & > 0 son topiladiki, D ning diametri &, > §
bo‘lgan

P={D,.D;....D,)
bo‘laklashning har bir D, bo‘lagida (k = 1,2,...,n) f(x,y) funksiyaning
tebranishi o, uchun

£

mk < “D
tengsizlik bajariladi.

Shunday P bo‘laklashlarga nisbatan
S, (f)-s,(f)= 2{0)‘“1[),L < ;Dz‘pl)k =€
k=1 k=1

bo‘ladi. Demak, f(x,y) funksiva D da integrallanuvchi.

2°. Uzilishga ega bo‘lgan funksiyaning integrallanuvchi bo‘lishi.
Ba’zi bir uzilishga ega bo‘lgan funksivalarning integrallanuvchi bo'‘lishi
hagidagi teoremani keltirishdan avval bitta sodda tasdigni bayon etamiz.

Avtaylik, tekislikda yuzaga ega bo*lgan D to‘plam berilgan bo‘lib,
! esa shu to‘plamga tegishli nol vuzali chizig bo‘lsin.

Tasdiq. Ve > 0 son olinganda ham shunday & > 0 topiladiki, D
ning diametri A, > 8 bo‘lgan VPe P bo‘laklash olinganda, bu
bo‘laklashning / chiziq bilan umumiy nuqtaga ega bo‘lgan bo‘lakchalari
vuzalarining vig‘indisi € dan kichik bo‘ladi.

4 / chizig nol yuzali bo‘lganligi uchun shunday A ko‘pburchak
topiladiki,

1)ic A,

2) Ve > 0 uchun pAd < ¢ bo'ladi. Avtaylik, /n34 =2 bo'lsin.
[ chiziq nuqtalari bilan d4 nuqtalari orasidagi masofaning eng kichigini
8 (8 > 0) deylik. U holda A, >3 bo'lgan VPe P bo'‘laklashning
/ chiziq bilan umumiy nugtaga ega bo'lgan burchaklari 4 ko‘pburchak-
ka tegishli bo‘ladi. Binobarin, bunday bo‘lakchalar yuzalarining yig“in-
disi ¢ dan kichik bo‘ladi. P
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2- teorema. Agar f(x,)) chegaralangan yopig D da berilgan bo'lib,
bu to‘plamga tegishli chekli sondagi nol yuzali chiziglarda uzilishga
ega, gqolgan barcha nuqtalarda uzluksiz bo‘lsa, f(x,v) funksiya D da
integrallanuvchi bo‘ladi. _

4 Soddalik uchun f(x,y} funksiya D dagi bitta nol yuzali { chi-
zigda uzilishga ega, qolgan barcha nuqtalarda vzluksiz deylik.

Ixtiyoriy € > 0 sonni olamiz. U holda / c A4, p4 < e bo'lgan
A ko‘pburchak (4 c D) D ni A va D\4 gismlarga ajratadi.

Ravshanki, f(x,y) funksiva D\4 da tekis uzluksiz. U holda
ve>( ga ko'ra shunday 8, > 0 topiladiki, D ning diametri &, > &,
bo‘lgan P bo‘laklashining har bir bo‘lakchasida f(x,y) funksivaning
tebranishi quyidagicha bo‘ladi:

W, <t.

Yuqoridagi tasdigga binoan va ¥e >0 ga ko‘ra shunday &, > 0
topiladiki, D ning diametri 4, > 8, bo‘lgan P bo‘laklashining A4 ko'p-
burchak bilan umumiy nugtaga ega bo‘lgan bo‘lakchalari yuzalari
yig“indisi € dan kichik bo‘lishini topamiz.

Endi § = min{§;, 5, }
deb, diametri &, > 8 bo‘lgan D ning
P-{D,D,,..D,}
bo‘laklashini olib, unga nisbatan tuzllgan Darbu yig mdllarl mrmasn
5,00 ~s,(f)= kapnk W

_ k=1
ni qaravimiz.

(1) tenglikning o‘ng tomonidagi yig'indi » ta haddan iborat. Uni
ikki qismga ajratamiz:

n ’ ”
D oD, = oub, + Yy opuby,
k=1

bunda > @,nD, ifoda— Pbo‘laklash bo‘lakehasi D, laming A ko‘p-
burchakdan tashqarisida joylashganlariga mos (1) ning hadlaridan

iborat yig‘indi, Z'EukuDk esa (1)} ning golgan barcha hadlaridan
tashkil topgan vig‘indi.
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Yuqgerida aytilganlarmi e’tiborga olib topamiz.

S, () ~5, (<Y b, + 3 D, <Y ub, +Q.2¢ = e(uD +29).
k=1

Bunda Q — funksiya f (x,))ning D dagi tebranishi. Keyingi tengsizlikdan

bo‘lishi kelib chigadi. Demak, f{x,»} funksiya D da integrallanuvchi. P

3. Ikki karrali integralning xossalari. lkki karrali integral ham
{11, 35- ma'ruzada batafsil bayon etilgan aniq integralning xossalari
singari qator xossalarga ega. Shuni ham aytish kerakki, ularni isbotlash
jarayonlaridagi mulohazalar bir-biriga o‘xshash bo‘ladi. Shularni
¢’tiborga olib, quyida keltiriladigan xossalarning ba’zilarini isbotiash
yo‘l-yo‘riglarini, ba’zilarini esa isbotsiz keltirish bilan kifoyalanamiz.

1) Faraz qilaylik, f(x,y) funksiva D to'plamda integrallanuvchi
bo'lsin. Agar D nol yuzali f chizig bilan umumiy ichki nugtaga ega
bo‘lmagan bog‘lamli D, va D, to‘plamlarga ajralgan bo‘lsa, f{x.y)
funksiya har bir D, va D, larda integrallanuvchi va

_U FAx,y)dxdy = H S, y)dxdy + H S/ {x, y)dxdy )
b ¥ Dy

bo‘ladi.
4 Avtaylik,
P = {D(l) D(2) D(ﬂ)} P2 {D(l) D2(2) Dz(m}}
lar mos ravishda D, va D, larning bo‘laklashiari bo‘lsin. Bu bo‘lak-
lashlar D to‘plamning
P= {DI(IP’D(I)’Dl(l},Dél’},._,Dl(n),D;m}}
bo‘laklashlarini hosil giladi. Agar
S (F), S, (f), 5, (), §,, (), 5,(), S,(f)

lar f(x,y) funksiyaning P,, P, P bo‘laklashlariga nisbatan Darbu
vig‘indilari bo‘isa, u holda

DicD=S,(f)-5,{)s8,(f)-5,(f),
D2 CD‘“_'?sz(f)rspl(f)ssp(f)_sp(f)
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bo‘lib, quyidagi ifodaga ega bo‘lamiz:
S,(f)=-s5,()<e=5,(f)-35, ()< 5, (f)-5,(f)<e.
Demak, f(x,y) funksiya D, va D, to‘plamlarda integrallanuvchi. Ushbu
S,(N)=S, ()48, (f), 5,(f)=8,(f)+5,(f)
tengliklarni ¢’tiborga olib,

[[ 7Gx, yyaxdy = [[ £x, yyaxdy + [ £ (x, yydxdy
D B b

bo‘lishini topamiz. »

Yugoridagi xossaning aksi ham o‘rinli, ya'ni f{x,¥) funksiya har
bir D, va D, to‘plamlarda integrallanuvchi bo‘lsa, u D da integralla-
nuvchi bo‘lib, (2) tenglik o‘rinli bo*ladi.

2) Agar f(x,y) funksiyva D da integrallanuvchi bo'lsa, ¢f (x,y) funk-
siya (¢ = const) ham D da integrallanuvchi va

[fer e, pyaxdy = [[ £(x, yydxdy
D D
bo‘ladi. Bu xossaning isboti ushbu
Tim > of (B WD, = ¢ lim 3 [ (&, ,ne JnDy
hp —iy il ?‘-p_’u k=1

tenglikdan kelib chigadi.

3) Agar f(x,p) va g(x,y) funksiyalar D da integrallanuvchi bo‘lsa,
Sflx,») * g(x,») funksiva ham D da integrallanuvchi va

JUrey) 2 g0x, )1y = [[ £ x, yyaindy + [ gx, y)aieay
D D o
bo‘ladi.
4) Agar f (x,y) funksiya D da integrallanuvchi bo‘lib, ¥ (x,y)e D da
F(x,¥) 20 bo‘lsa,

[] £x.praxdy 20
D
ga ega bo‘lamiz. Bu xossaning isboti
lim, ; fEen Dy 20

bo‘lishidan kelib chigadi.
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5) Agar f(x,v) va g(x,y) funksivalar D da integralanuvchi bo‘lib,
V(x,¥)e D uchun f(x,y) < g(x,y) bo‘lsa, u holda

[[7 e yydedy < [[ gx.yyxdy
D D

bo‘ladi.

<« Bu xossaning isboti g(x,y) — f(x,y) funksivaga 5- xossani tatbiq
etish va 3- xossadan foydalanish natijasida kelib chiqadi. P

6) Agar f(x,») funksiya D da integrallanuvchi bo‘lsa, u holda
f(x,y) funksiya ham D da integrallanuvchi va quyidagi ifoda o‘rinli
bo‘ladi:

Hf(x,_v)dxd_v < H f(x,y) dxdy .
D

D
4°. O‘rta giymat haqidagi teoremalar. Aytaylik. f(x,y) funksiya
yuzaga ega bo'lgan D to‘plamda berilgan va chegaralangan bo‘lsin:
IM =const, 3m=const, V(x,y)e D: m< f(x,y)s M.
3- teorema. Agar f(x,y) funksiva D da integrallanuvchi bo'lsa, u
holda, shunday o son (m < a < M) topiladiki, bunda

I f(x,y)dxdy = ouD
D
bo‘ladi.
<4 Yugorida keltirilgan ikki karrali integralning xossalaridan
foydalanib topamiz:

1
ms< f(x,y)<sM = S(x,y)dxdy = 0. = || f(x,y)dxdy = ouD,

(m<a<sM). P
Bu teoremadan quyidagi natija kelib chigadi.
Natija. Agar f(x,y) funksiya bog‘lamli yopiq D to‘plamda uzluk-
siz bo‘lsa, u holda shunday (£.n)e D nuqta topiladiki,

Hflx-.v)dxdy = f(E,n)uD

0
bo‘ladi.
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4- teorema. Agar f(x,y) va g(x,y) funksiyalar D to‘plamda integ-
rallanuvchi bo‘lib, V(x,y)e D uchun g(x,y) = 0 (voki g(x,¥)<0)
bo‘lsa, u holda shunday o son (m <« < M) topiladiki, bunda

[] 7Gx, 98(x, pyaxdy = o[ g(x, y)dxay
bo‘ladi. ’ ’
Mashqlar

1. Agar f(x,y) funksiya chegaralangan vopiq D c R’ to‘plamda
chegaralanmagan bo'lsa, uning D da integrallanuvchi bo‘Imasligi isbot-
lansin.

2. Agar f(x,y) funksiva D c R? da integrallanuvchi bo‘lsa, | f(x.y)
funksiyaning ham D da integrallanuvchi bo‘lishi ko‘rsatilsin.

3. Ma’lumki, ushbu

MUY= 5 Jf £ ey
D

migdor f(x,y) funksiyaning D dagi o‘rta qiymati deviladi.
Quyidagi
2

f(x,y)=sin? xsin® y

funksivaning D = {(x.y) eR:0<x<sn0<sy< n:} dagi o‘rta qiy-
mati topilsin.

4. Ushbu —g < _”(Jc2 - y) dxdy < 4% tengsizliklar isbotlansin,
D
bunda D ={(x.y)e R* : x> +y* -2x<0}.

84- ma’'ruza
Ikki karrali integralni hisoblash

1°. To‘g‘ri to‘rtburchak to‘plam bo‘yicha ikki karrali integrallarni
hisoblash. f(x,y) funksiva tekislikdagi D ={(x,y)e R* : a<x <b,
¢ <y <d} to‘plamda berilgan bo‘lsin. Bu f(x,y) funksivaning D
bo‘yicha ikki karrali integralini hisoblash masalasini garaymiz.
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1- teorema. f(x,y) funksiya quyidagi shartlarni bajarsin:
1) f(x,y) funksiva D da integrallanuvchi;

2) Har bir tayin x € [a,b] da

b
J(x)=_[f(x.y)dy

integral mavijud.
U holda J(x) funksiva [a,b] da integrallanuvchi, ya'ni

[r0oa = HJ fx, y)dy]dx

mavijud va H f(x,y)dxdy = jﬁ f(x, _v)dy] dx
D ale

bo‘ladi.
d |a,b] segmentning
BEXy € X <X € SX,; =0,
[c,d] segmentning
C=P LN <Y <l Yy=d
nuqtalari yordamida D uchun ushbu
P={D,} :{{x.y]e R*: X, SXEX Ve SV SyH}.
(i=012,..n-1; k=0,12,..m-1)
bo‘laklashni hosil gilamiz. Uning diametri

A, = Max Jm:f +Ay; ,

(Ax, =Xia —Xi» A}'k = Vs “_}'.k;f= 0.1,2.....!3—]; k =0.1.2....

bo‘ladi. Aytaylik,
my =inf{f(x.y):(x,y)e D;}.
My = SUP{f(X‘}')Z (x,y)e D:‘k}-
(i=012,..n-1 k=012,...m-1)
bo'lsin. Ravshanki, ¥ (x,y)e D, uchun

&

,m-1)
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m,-k éf(x.y)i Mik

Y+t Fi+l Y41
bo‘lib, Im,—kdys jf(x,y)dys j M, dy,
Vi k Y
Yica1
ya'ni my Ay < j f(x,yMy < My Ay,
I

bo‘ladi.
Keyingi tengsizlikni & ning k =0,1,2,...,m =1 giymatlari uchun
yozish, so‘ngra ularni hadlab go‘shish natijasida

m-1 d m-1
D myAyy < Jf (x,3)dy <3, My Ay, (2)
k=0 ¢ k=0
d
hosil bo‘ladi. Ushbu [ rex.pydy
a:.
integral x ning F(x)= J F(x,»)dy

funksiyasi bo‘lib, bu funksiya [a,b] da, jumladan, [x,,x,,,| da che-
garalangan bo‘ladi. Agar

m; =inf {F(x), x € [x;,%,,1},

M; =sup{F(x).xe [x,x,1}, (i=0,1,23,..n-1)
deyilsa, (2) munosabatga ko'ra

m 1 m-1
Zm,-kﬁyk <m <M< Z M, Ay,
k=0 k=0

be'lib, undan
m—1
O0<M;—m < Z(MFHL = My )AY,
k=0
bo‘lishi kelib chigadi. Bu tengsizlikni Ax, ga Ko‘paytirib, so'ngra
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hosil bo‘lgan tengsizlikni ¢ ning i =0,),....n~1 qiymatlarida yozib,
wlami hadlab go‘shib topamiz:

#-1 a1 m-1
0< Y (M, ~m)Ax, < 3% (My ~m)ub, = S,(f) - 5,(f).
=) =0 k=0

Modomiki, f(x,y) funksiya D da integrallanuvchi ekan, u holda
A, =0 da (maxAxk -—>{}J da
n-1
Z(Mf - m;)Ax, — 0
i=0

o
bo‘ladi. Bu esa F(x)= J.f(x, v)dy

funskiyaning [a,b] da integrallanuvchi ekanini bildiradi.

Demak, j}-F(x,y)dx =H:_T' f(x,y)dy]dx

integral mavjud.
(2) tengsizlikni [x;, x;,, ] oraliq bo*yicha hadlab integrallab topamiz:

Xigl m—

mfk Ay, dx

k-_.--r

d Figl -]
[j fx, y)dy}dxs ['S Moy ax

v k=0

Ai

3

—| -] AR =l m-]
my Ax Ay, < j“ £(x,) dy} dxs Y ¥ MAxay,

=0 k=0 a i=0 k=0
| bl d
ya’ni 5,0/) s j[j fix, y)dy] dx s S,(f) )
m'.unosabatga kelamiz. Ravshanki,
sp() < [[ 1 (x, p)axdy < 5, (f) @
] .
va S, () -5, (f)<e.
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U holda (3) va (4) munosabatlardan - .

o a
bo‘lishi kelib chigadi. P
2- teorema. f(x,y) funksiya quyidagi shartlarni bajarsin:
1) f(x,y) funksiya D da integrallanuvchi,
2) har bir tayin y e [c,d] da

[] £ x»yaxdy = fr f(x,y)dy] dx

b
J() = | flx,y)dx

integral mavjud.
U holda J(3) funksiya [¢,d] da integrallanuvchi, ya’ni

4 d| &
[Ieay = j[j f(x,y)abc] dy

mavjud va Hf(x,y)dxdy = T[T fix, y)dx] dy bo‘ladi.

Fi €

« Bu tecremaning isboti yuqgoridagi teoremaning isboti kabidir. p
1- natija. f(x,p) quyidagi shartlarni ganoatlantirsin:
1} f(x,y) funksiva D da integrallanuvchi;

o
2) har bir tayin x e [4,5] da If (x,y)dy integral mavjug;
f
3) har bir tayin ye|[c,d] da jf(x,y)dx integral mavjud. U

q

holda
hld di{ &
j[ f(x,y}dy]dx, j[jf(x,y)dx]dy

integrallar mavjud va
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H fxpyax= | {jf(x y)dy]dx— [ (j F(x, p)ex

cla

bo‘ladi.

2- natija. Agar f(x,)) funksiva D da vzluksiz bo‘lsa, u holda

ff £ e yydxay, fﬁf(x,y)dy}dx, Tﬁf(x,y)dx]dy.
D glc clLa

integrallar mavjud va ular bir-biriga teng bo‘ladi. Demak, integrallash

to‘plami

D={(x,¥)e R*:a<x<bc<y<d}

bo‘lgan holda f(x,y} funksiyaning D bo‘yicha integrali avval birinchi
argumenti (ikkinchi argumentini o‘zZgarmas deb hisoblab), so‘ngra

ikkinchi argumenti bo‘yicha integrallab topiladi.

1- misol. Ushbu H x’ydxdy integral hisoblansin, bunda

D
D:{(x,y)e R2:2<x<5, 1y 23}.

« Integrallanayotgan f(x,») = x’y funksiya 1- va 2- teorema-

lar shartlarini bajaradi. Ulardan foydalanib topamiz:

(st = | fsaafa - (5]

1

3

v...:r

1
. Shuningdek,

oot

5

5
! Jox? —x*yax = 4[3‘5.] - 156
2

|

: 2
bo‘ladi. P

dy =

3 1
jlzsy 8y)dy = “7[2] - 156.
1

3
1
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2°. Egri chiziqli trapesiya bo‘yicha ikki karrali integrallarni hi-

soblash. f(x,y) funksiya tekislikdagi
D ={(x,y)e R :a<sx<b g(x)<y<ex)}

to‘plamda berilgan bo'lsin, bunda ¢, (x), ¢, (x) funksiyalar [a,b] da
uzluksiz va Vx e (a,b) da ¢,(x) < 9,(x).

3- teorema. f(x,y) funksiva quvidagi shartlarni bajarsin:

1) f(x,») funksiva D da integrallanuvchi;

2) har bir tayin x € |a,b] da

9 (x)

I S (x, y)dy
¢ (x)

integral mavjud. U holda

bl e (x)
j[ i f(x.y)dy]dx

@ (x)
mavijud va quyidagi ifoda o‘rinli bo‘ladi:

()

b 9ix)
[[ £, »xdy =_f[ _[ fIX..v)dyldX-
) al gix)
4 Avtaylik, D = {{x,}‘) eR:a<sx<hesys d} to‘g'ri to'rt-
burchak D, ni o'z ichiga joylashtirsin: D, < D (34- chizma).
Ushbu
Flx.y) = f(x.y), agar (x,y)e D, bo'lsa,
7] 0, agar (x.y)e D\ D, bo'lsa
funksiva uchun, ravshanki,

[] 7Gx, yydxdy = [[ F(x,y)dxay (5)
D D
tenglik bajariladi.

Agar F(x,y) funksiva har bir tayin x & [a,b] da y o‘zgaruvchining
funksivasi sifatida garalsa, u holda teoremaning 2- sharti hamda Flx,y)
funksiyaning tuzilishidan
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d Ya
[F(x.p)ay
¢ 4 @(x)
integralning mavjudligini topamiz. /D\/\
Unda 1- teoremaga ko'ra \’/\/
@s5(x)
jj F (x,y)dxdy = ¢
n
[ } ©® o TS
=j F(x,y)dy |dx
A 34- chizma.
bo‘ladi. Ayni paytda, har bir tayin x e [a,b] da
d @ ix) @ (x) d
JF(x,y)dy: j F(x,y)dv+ j F(x,y)dy+ j F(x,y)dv=
¢ 'y @ (x) @ (x)
@ (x) @ (x) (7)
= [ Fanady= [ f(xy)ay
@ (x) Hix)

bo‘ladi. (5), (6) va (7) munosabatlardan

JJF x.yydxdy = jrf” ES) dy] dx

I alg(x)
bo‘lishi kelib chigadi. »
Aytaylik, f(x,y) funksiya tekislikdagi
b = {(x,y)e R : gy () sxsy(y), cLy< d}
to'plamda berilgan bo‘lsin, bunda , (y) va v, (¥) funksiyalar [¢,d] da
uzluksiz va Vye (c,d) da ¢, (¥y) <@, (¥).
4- teorema. /(x,y) funksiva quyidagi shartlarni bajarsin:
1) f(x,y) funksiya D, da integrallanuvchi;
2) har bir tayin ye [c,d] da

v ()
j f(x,y)dx

wily)



integral mavjud. U holda

d| v2(¥)
J| | rxpa

el wily)

dy

mavjud va quyidagi ifoda o‘rinli bo‘ladi:

d

[[ £ (x.yyanay = |
D

[ 4

w2 (y)

[ fx dx] dy.

v (y)

<« Bu teoremaning isboti 3-teoremaning isboti kabidir. p
Agar f(x,y) funksiva D* da kerakli shartlarni bajarib, integrallash
to'plami D* esa nol yuzali chiziglar yordamida o‘zaro bir-biri bilan
ichki umumiy nuqtaga ega bo‘lmasa hamda vuqoridagi teoremalardagi
kabi
D=Dubu..uD
bo‘lsa, u holda quyidagi tenglik kelib chigadi:

Hf(x.y)dxdy = Hf (x,y)dxdy + Hf(x, y)dxdy + ...
" ' 2

+[[ f (e, p)dxay.
o

2-misol. Ushbu  J = HJx v vdxdy
D

integrallar hisoblansin, bunda D — quyidagi
x=0, y=0,x+y=1
chiziglar bilan chegaralangan to‘plam.

« Bu chiziglar bilan chegaralangan to‘plam 35- chizmada tasvir-
langan.

S (x,¥)=x+y funksiva va D to‘plam 3- teoremaning shartla-
rini bajaradi. Endi
D:{(x.y)e R: 0<x<l1, OSysl—x}
ekanini e’tiborga olib topamiz:
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3- misol. Ushbu J = H (x? +y? ) dxdy
D

integral hisoblansin, bunda D quyidagi
y=x,y=x+a y=a,y=3a (a>0)
chiziglar bilan chegaralangan to‘plam.
« Bu chiziglar bilan chegaralangan to'plam 36- chizmada tasvir-
langan.
Berilgan integralni hisoblashda 4- teoremadan foydalanamiz:

a|y-a

3al ¥ 3a 3 . 3 S
J:J[j (x? +y‘)dx}dy=j[-y§ -(y-ia—J +y (y-a)ldy=

814° 164* 214 4 4 4
s R =14a". »

4- misol. Ushbu J = H dxdy integral hisoblansin, bunda D —
D
quyidagi chiziglar:
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37- chizma.

y = 2x parabola va uning (2; —2) va (8; 4) nugqtalarini birlashti-
ruvchi vatar bilan chegaralangan to'plam.

<« )" = 2x parabolaning (2; —2) va (8; 4) nuqtalarini birlashtiruv-
chi vatar tenglamasi

y=x-4

ko‘rinishda bo‘ladi. y* = 2x va y = x —4 chiziglar bilan chegaralan-
gan D to‘plam 37- chizmada tasvirlangan.

x = 2to'g'ri chiziq yordamida D to‘plamni ikkita D, va D, larga
ajratamiz. Bunda:

D, ={(.r.y)e R*: 0<xs2, —2x Sysq’fi}.
Dz={(x,.V)E R:2<xsh, x—4g_y-5\fﬂ},

Ikki karrali integralning xossalaridan foydalanib topamiz:

H dxdy = H dxdy + j dxdy .
b 7 b,

Bu integrallarni hisoblaymiz:

oo o T o

2 &
=J‘2Jz_x¢x+j(Jz_x_x+4]dx=18. >
0 2



Mashglar

2
1. Ushbu H sin);_i};“dxdy integral baholansin, bunda
i x“+y°+1

D={(x.y)e R : x* +y? < 9}.
2. Ushbu Ij £ (x,y)dxdy integral takroriy integralga keltirilsin,
D

bunda D to‘plam x® +y* =4 va x? -2x+y? = 0 aylanalar bilan
chegaralangan.

3. Ushbu _[ —éx—dy—f integral  hisoblansin, bunda
D (l+xt+p? 2
D:{(x,y)e R’ :ngsl,[]sysl—x}.

85- ma’ruza

IKki karrali integralda o‘zgaruvchilarni
almashtirish

Ikki karrali integrallarni hisoblashda ancha givinchiliklarga duch
kelinadi. Bu qiyinchiliklar:

1) integrallanuvchi funksivalarning murakkabligi;

2} integrallash to‘plamining murakkabligi hisobiga sodir bo‘ladi.

Ba’zan o‘zgaruvchilarni almashtirish natijasida integrallanuvchi
funksiya ham, integrallash to‘plami ham soddaroq ko‘rinishga (integral-
lash uchun qulay ko'rinishga) keladi va integralni hisoblash osonlashadi.

1°. Tekislikda to‘plamlarni akslantirish haqida. Faraz gilaylik,
tekislikda XOVY dekart koordinatalar sistemasiga nisbatan chegara-
langan D to‘plam, #Ov dekart koordinatalar sistemasiga nisbatan esa
chegaralangan A to‘plam berilgan bo‘lib, ularning chegaralar 40 va
dA lar bo'lakli-sillig yopig chiziglardan iborat ba'lsin {38- chizma).

Aytavlik,

{x = o(u,v),
y=wy(u,v) M
sistema A ni D ga akdantirsin. Bu akslantirish quyidagi shartlami bajarsin:
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Py
<

4
Y

1) bu o‘zaro bir giyvmatli akslantirish;
2) o(u,v) va y(u,v) funksiyalar A to‘plamda uzluksiz va uzluksiz
barcha xususiy hosilalarga ega;
3) xususiy hosilalardan tuzilgan
fx  dx

ou  ovl
T=l &)
du vl
funksional determinant A da ishora saglasin va V(u.v)e A da
J(u,v) # 0 bo'lsin.
Odatda, J(u,v) determinant (1) sistemaning yakobiani deyiladi.
Ravshanki, bunday holda (1) akslantirishga teskari

{u = @(x,),
= W(x'v y)

akslantirish mavjud va u D ni A ga bir giymatli akslantiradi.
Tasdiq. D to‘plamning vuzi

ub = H J (u,v)| dudv
aA

bo‘ladi (qgaralsin, [1], 19- bob, 3- §).
2°. Ikki karrali integrallarda o‘zgaruvchilarni almashtirish.
f(x,y) funksiya D to‘plamda berilgan va uzluksiz bo‘lsin. Ushbu
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{x = o(u,v),
¥ =w(u,v)

(2)

sistema A ni D ga akslantirib, u 1° da keltirilgan 1—3- shartlamni bajarsin.

D ning biror
= (AI ] ﬁ2 I )

bo'lakianishi olaylik. Bu bo‘lak]ash N akslantmsh yordamlda Dto'p-

lamning

Py =(D, Dy,.... D)
bo‘laklashlarini hosil qiladi.
Ikki karrali integral ta’rifiga ko‘ra

=Y [ nRDy, (G on)e D)
k=1
bo‘lib,

Jlim o = tim zm,m Wby = Hf(x.y)dm:w_

App

bo‘ladi.
1° da keltirilgan tasdiqdan foydalanib topamiz:

ub, = [[14(u,v)|dudo

4y

O‘rta qiymat hagidagi teoremaga binoan, shunday

(u; :U; ) = é‘k
nuqta topiladiki, bunda

j|1(u,v)| dudv = |J (uy, v )| uDy

tenglik bajariladi.

Natijada f(x,y) funksivaning integral yig‘indisi quyidagi

o= Zf(ikﬂlk )\J(u;,v;)lpﬁk
=1

ko'rinishga keladi, (%4, ) € D, nugtaning ixtiyoriyligidan

€
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Ex = (u;\_v;). N =(“;’U;]
deb olish mumkin. U holda

o= Flo.v). wiug ,vp) (w0} ) pay
k=1

bo'ladi. f(@(u,v),y(u,v))J(u,v) funksiva A da uzluksiz, bino-
barin, integrallanuvchi. Demak,
lim o= _limnzf((p(u;.v; )yl o) I (4 0} Ay =
a.h-ol]' hpy ¥ =l (4)
= J.J'f(tp(u,v),w(u, v)) J(u,v) dudv
l&

bo‘ladi. (2) va (3) munosabatlardan
[Jreem =[f 1oty pluon vy dudo  (5)
D A

bo'lishi kelib chigadi.

(5) ifoda ikki karrali integrallarda o‘zgaruvchilarni almashtirish
formulasidir.

1- misol. Ushbu ﬂ yidxdy
n

integral hisoblansin. D quyidagi y = x?, y= 2x?, xy=1, xp=2
chiziglar bilan chegaralangan.
Y, <« Berilgan chiziglar bilan che-

r _er garalangan D to‘plam 39- chiz-
ry=2 mada tasvirlangan.
Ushbu
y=x
U= :}; .
x* (x>0) (6)
xy =2 v=xy
xy=1 akslantirishda D ning aksi:
0 X A={wv)eR: 1<us2l1<v<2}.
39- chizma.
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Ravshanki, (5) akslantirish o‘zaro bir giymatli akslantirish bo‘lib,
unga teskari akslantirish quyidagicha:
11

x=u v,
12 (6
y=uvi.

(6) sistemaning yakobianini topamiz:

ox  dx f_lu'gv.: lu“ile

Juy=" ¥ 3 ? ==L V@) =
Ay dy 5 1 2 5 11 3u’ TV 3wl
u ju-‘v 3 §u3u 3

Endi y} =wv’ ekanini ¢’tiborga olib, berilgan integralda (6)
almashtirish bajarsak, u holda (5) formulaga ko'ra

” yidxdy = H w? |J (u,v) dudv
D D

bo'ladi. Keyingi integralni hisoblaymiz:
2

guuz J(u,v) dudv = ;vadudv = ;;[[Jvzdv ]du - ; (}; - ;) = ; _

Demak, Vidxdy = - . P
Il
D

7
6 -
3°. Ikki karrali integralning qutb koordinatalarida ifodalanishi.
Yugoridagi (1) sistema sifatida ushbu
X =rcosq,
y=rsing @
akslantirishni olaylik. Bu tekislikdagi qutb koordinatalari sistemasi
bo‘vicha (r,¢) nuqtani dekart koordinatalari sistemasi bo‘yicha (x,»)
nuqtaga akslantirishni ifodalaydi.
(7) sistemaning yakobiani
Pl coz';qa -rsing _
-rsing rcosg

bo‘ladi. XOY tekisligidagi yuzaga ega D to’plamni olaylik.



Bu D ning (7) akslantirish yordamida asli (proobrazi)
Aci{r.g)e R :r20,0<¢<2r} bo'ladi.

Agar O nuqta (koordinata boshi) D ga tegishli bo‘Imasa, u holda
A ni D ga akslantirish o‘zaro bir giymatli bo‘lib, sistemaning vakobiani
0 dan fargli bo’ladi.

Agar O nugta D ga tegishli bo‘lsa, u holda (7) akslantirishning
o‘zaro bir givmatliligi hamda J(r,¢) # 0 shart nol yuzali chiziglar-
dagina bajarilmaydi.

Demak. f(x,y) funksiva DudD da uzluksiz bo‘lsa u holda

H f(x,9)= H flcos o, rsin@)rdrdg (8)
D D
formula o'rinli bo‘ladi.

2-misol. Ushbu /= [[ ' avay
i (x*+y

integral hisoblansin, bunda D — quyidagi x =0, y = 0. x + y = a,
x+y= b (0 < a < b) chiziglar bilan chegaralangan to‘plam.
« Berilgan integralda o‘zgaruvchilarni quyidagicha

xX=rcosgp, y=rsing
ko‘rinsihda almashtiramiz. Unda x% + y? = r* bo‘lib, (8) formulaga
ko‘ra

J = H :3- rdrdg = _U rlz drdo
D A

Y bo‘ladi. Endi A ni topamiz. D ning
1! tekislikdagi tasviri 40- chizmada
ko*rsatilgan.

Ravshanki, qutb burchagi ¢ ning

o‘zgarishi 0 bilan 3.: orasida bo'-

-

ladi: 0<op< ’—.f (r,p) nugta D da

bo‘lishi uchun r qutb radiusi chiz-

mada ko‘rsatilgan 4 nugta bilan
B nuaqta orasida bo‘lishi kerak.
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A nugtada x + y = a bo‘lgani uchun rcos¢@+ rsing =a, yva'ni

a
Ty = s
cos@+sing

B nuqtada x + y = b bo‘lgani uchun rcos@+ rsing = b, ya'ni

b

rB -=f -
cos @+sin @

bo‘lib,
rySrsry

bo‘ladi. Demak, A ={{r.(p)e R*:rysrsr, 0<¢s ;}

Natijada H rl: drde = j-[i‘[ :2 dr ]a‘sp
D 0 r J

ga ega bo'lamiz. Integrallarni hisoblab topamiz:

e}

p 2
j(m“"*"‘“"’ corgusing) gy 51 (cos g in g 252 b
0 0

]

: ):’dw=g[,;-,;)d¢=

A

D ta
::L—-.r.u::r

3- misol. Ushbu J = H (x + y)dxdy integral hisoblansin, bunda
D

Dto'plam x* +y° =1, x* +»* =4, y = 0 (D da y > 0) chiziglar
bilan chegaralangan (41- chizma).
(8) formuladan foydalanib topamiz:

J = _U (x + y)dxdy =J'j (rcos@+rsing)drde.
D D

Ravshanki,
A={(r.9)e R*:1sr<2,0<¢<n}.



Natijada s H r? (cos @ + sin @)drdg =
o

= J'[Irl (cos @ +sin @) dr]dq; = Z j(COS(P+ sin @)de = };
)

ol
ga ega bo'lamiz. »

Mashgqlar

1. Ushbuxy=1,xy=2,x—y—=1=0(x>0, y > 0) chiziglar
bilan chegaralangan to*plamni tomonlari koordinatalar o*giga parallel
bo‘lgan to‘g'ri to‘rtburchakka o‘tkazuvchi akslantirish topilsin.

dxd ; :
2. Ushbu H 1;2 +;3— 5 integral hisoblansin, bunda D quyidagi
D

)
Xyt =4x, xX*+y*=8x, y=x, y=2x

chiziglar bilan chegaralangan.

86- ma'ruza
Ikki karrali integralning ba’z bir tatbiqlari

1°. Tekis shaklning yuzi. Tekislikda yuzaga ega bo‘lgan D shakl
berilgan bo‘lsin. Bu shaklning yuzi

uD = ([ dxay (1)
D



bo‘ladi. Bu tenglikning isboti ikki karrali ¥,
integral ta'rifidan kelib chigadi. 1

Misol. Tekislikning birinchi chora-
gida ushbu

x> +y? =2ax, y? =2ax,
x=2a (a>0)

chiziglar bilan chegaralangan shaklning
yuzi topilsin.

<4 Bu shakl 42-chizmada tasvirlan-
gan. 0 a 2a X

(1) formulaga ko‘ra garalayotgan
shaklning yuzi

ub = jJ' dxdy
D
bo'lib, bunda
D= {(x‘y) e RP:0<sx<2a,V2ax-x*<sy< \!2ax}-

Integralni hisoblab, topamiz:

2a \-'EE la
I-!D=_[ Id}- dx = I(\,an—\an—xJ)dx:
8y Va2 o
8 n o2 16-3rx 1
34 38 =——4@ >

2. Jismning hajmi. 81- ma’'ruzada fazodagi jismning hajmi
tushunchasi va uning mavjudligi sharti bayon etilgan edi.

Endi jism hajmining ikki karrali integral orqali ifodalanishini
ko‘rsatamiz.

R* fazoda Dekart koordinatalar sistemasi va unga nisbatan joy-
lashgan V jismni qaraylik. Bu jism yugoridan z = f(x,y) ifodalagan
sitt, von tomondan yvasovchilari OZ o‘qiga parallel silindrik sirt hamda
pastdan XOY tekisligidagi chegaralangan yopig D to‘plam bilan chegara-
langan jism bo'lsin. Bunda f(x,y) funksiyani D da uzluksiz deb garaymiz.

D to‘plamning

P={D.Dy,...D,}
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bo‘lakiashlarini olaylik. U holda
n, = mf{f(xs}’) : (x!y)E D.k}s

M, =sup{f(x,y): (x,y)e D}
ma\rjud bo‘ladl Ushbu

kaubk, pB = sz“Dk
k=1

yig‘indilar mos ravishda ¥V jismning ichiga Joylashgan A ko'pyoqlik-

ning hajmi va ¥jismni o'z ichiga olgan 8 ko*pyoglikning hajmi bo‘lib,
pA <upB

bo‘ladi.

D to*plamni turli bo‘lakiashlar natijasida hosil bo‘lgan {pA} va
{nB} to‘plamlarning chegaralanganligidan sup{pd}, inf{pB} larning
mavjud be'lishi kelib chiqads.

Sf{x,y) funksiya yopiq D to‘plamda uzluksiz. Demak, u D da tekis
uzluksiz. U holda Ve > 0 olinganda ham shunday § > 0 topiladiki,
D to’plamning A, < & bo'lgan ixtivoriy

P={D.D;,.D,}
bo‘laklash uchun har bir D, da (k=1,2,...,n} funksiyaning tebranishi
E
M, -m < b
tengsizlikni ganoatlantiradi. Shularni e’tiborga olib topamiz:

inf {uB} - sup{ud} < uB - pA =y MyuD, - Y mub, =
. k=1 k=l
d £ £
= Z{(Mk -m b, < E‘D‘Dk = E“D =£

Demak, 0<inf{pB}-supfud}s<e.
+ Keyingi munosabatdan

inf {uB} = sup {ud}

bo‘lishi kelib chigadi. Bu esa ¥ jism hajmga ega bo‘lishi va lmmg
hajmi p¥ ning
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uV =inf {uB} = sup {uA} (2)
ekanligini bildiradi. Ayni paytda,

sup{uB} = Hf(x,y)dxdv , inf{ud} = Hf(x_.,rldxc{v
D D
va (2) tenglikka ko‘ra

Hf(x.y)dfxd.v*—-Hf(x,y)dxdy = H f(x,y)dxdy (3)
D D D

bo'ladi. (2) va (3) munosabatlardan

pv = Hf(x._v]drdy (4)
]
bo'lishi kelib chigadi.
2- misol. Fazodagi .3_’J
x4yl 4z-4=0 ‘J

sirt (paraboloid) hamda tekislik bilan
chegaralangan jismning hajmi topilsin.

4 Bu jism 43- chizmada tasvirlan-
gan bo‘lib, D to‘plam XOY tekislik-
dagi x* + y* <4 doiradan iborat.

Sirtning tenglamasini z=4-x> —)? -2
ko‘rinishda yozib, (4) formuladan 4
foydalanib topamiz: X

uy = H(4—x3 ~y¥)dxdy, (5)
D

Q
b
'-c‘r

43- chizma.

bunda D={(x,y)e R* : * +y* s 4},
(5) integralda o‘zgaruvchilarni quyidagicha
X =rcosg,
y=rsing

ko‘rinishda almashtirib hisoblaymiz:

4-x* -y =4-r J(r.9)=r, 0<r<2, 0s¢<2r,
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2x

J' (4 - x? ~y*)dxdy = J[J(4-r )rdr] ¢=T[2r3 -%]i do=8m.
i

0

Demak, jismning hajmi u¥ = 8r ga teng.

3°. Sirtning yuzi. Faraz qilaylik, tekislikda yuzaga ega bo‘lgan D
to‘plamda z = £ (x,y) funksiya berilgan bo‘lib, u shu to‘plamda uzluksiz
fi(x.¥), f/(x.y) hosilalarga ega bo'lsin. Bu funksiyaning grafigi
R? fazoda S sirtni ifodalasin (44- chizma).

Bunday sirtning yuzasi ikki karrali integral orqali quyvidagicha
ifodalanadi:

s = H J+ £2 (e.p)+ £ (x,y) dxdy. (6)
(¥l
3- misol. Asosining radiusi r, balandligi A ga teng doiraviy konus-
ning yon sirti topilsin.
4 Ma'lumki, konus sirt z = \,‘[;‘ +y? tenglama bilan ifodala-

nadi. (6) formulaga ko‘ra konusmng yon sirti

uS = [[ 1+ @Z @y + (@2 ey ddy

D
bo‘ladi, bunda D ={(x,y)e R : x* +)y? <r’}.
’ h X ’ h v
Agar = . Ty - =
£ e =r \‘W Yoo +y?
Z, I 2 #2 2
‘ W+ G + & Eene))? =
R 2 ¥ _\,3 Jl K I

:”+2"1_'z+ 5 = ]
R S e 4 r

bo'lishini e’tiborga olsak, u holda

. ws = [ 1+kjdxdy=

y E =,{1 2 _L[dxdv—rtr r+h

44- chizma. ekanini topamiz. »




4°. Ikki karrali integralning mexanikaga tatbiglari. Aytaylik,
tekislikda massaga ega bo‘lgan moddiy D shaklning har bir (x,y)e D
nuqtasidagi zichligi p(x.y) bo‘lib, u D da uzluksiz bo‘lsin. D shakl-
ning massasini topish talab etilsin.

Ravshanki, p(x,y) = C — const bo'lsa, u holda D shaklning massasi

m=CuD

ga teng bo‘ladi. Agar p(x,y) ixtiyoriy (k=1,2,...,n) uzluksiz funksiya
bo‘lsa, D shaklning massasini topish uchun D ning

P = {Dl 3 Dz...Dn}

bo‘laklashini va har bir D, da (k=1,2,...,n) ixtivoriy (&, ,c; ) nugtani
olamiz: (£;.¢,)e D,. Har bir D, da p(x,y) ni o'zgarmas va uni
p(E;,n, ) ga teng deyilsa, u holda D, ning massasi taxminan

P&k M Dy
ga teng bo‘lib, D shaklning massasi esa taxminan

Zp(éa Mg Il (7)
k=1

ga teng bo‘ladi.
Pbo‘laklashning diametri 4, — 0 da (7) yig'indining limiti izla-
nayotgan shaklning massasini ifodalaydi.

Ayni paytda, (7) yig'indi funksiyaning integral yig'indisi va p(x, y)
funksiya D da uzluksiz bo‘lganligi sababli bu vig‘indining limiti

_[ p(x, y)dxdy

D
bo‘ladi. Demak, ) shaklning massasi

m= H p(x, y)dxdy (8)
D

tenglik bilan aniglanar ekan.

4- misol. Tekislikda « radiusii doiraviy plastinka berilgan bo‘lib,
uning har bir A(x,») nuqgtadagi zichligi shu nugtadan koordinatalar
boshigacha bo‘lgan masofaga proporsional. Doiraviy plastinkaning
massasi topilsin.
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<« Dekant koordinatalar sistemasining koordinatalar boshiga doi-
raviy plastinkaning markazini joylashtiramiz. U holda plastinkaning
A(x,y} nuqgtasidan koordinatalar boshigacha bo*lgan tnasofa

d=Jxt+y* -

bo'lib, plastinka zichligi

p(x,y) = kx? +y*

bo‘ladi, bunda & ~ proporsionallik koeffitsiventi.
(8) formulaga ko‘ra plastinka massasi

m= H kyx? + y? dxdy
o

bo'ladi, bunda D ={(x,y)e R : x* +3* s}
Ikki karrali integraida

. |x=rcosq,
x=rsing
almashtirish bajarib, uni hisoblaymiz:

m:_”k.,,ix? +y2¢bcdy=T[Tk-r¢dr)d¢=k?[§—]: dq:-:%km3 >
D 610 0

1kki karrali integrallar yordamida statistik momentlar:

o M= [[yp(x,y)dxdy, (OX o'giga nisbatan),
o

M, = pr(x, y)axdy , {OY o‘giga nisbatan),
D :
og‘irlik markazining keordinatalari:

S =
o = gy 5B = g [] sy
D 2 b o
inersiya momentlari:
Ji= ijzp(x,y)dxdy, (OX o'qiga nisbatan),
D : )

;
3



£y = szpt'.r, vidxdy, (OY o'qiga nisbatan).
D

Jo = H (x* + ¥?) p(x.y)dxdy (koordinatalar boshiga nisbatan)
i

topiladi.
Mashgqlar
1. Tekislikda ushbu
Ik VUG )
T g X = Zb'(o a<b)

parabolalar bilan chegaralangan shaklning yuzi topilsin.
2. Fazoda quyidagi

X+ =4x, z=x, 7=
sirtlar bilan chegaralangan jismning hajmi topilsin.

87- ma’ruza
Uch karrali integrallar

Matematik analiz kursi davomida f(x) funksivaning |a¢.b]< R
segment ho‘vicha aniq integrali, £(x,y) funksivaning D< R’ to‘plam
nildi.

Xuddi shunga o‘xshash bu tushuncha uch o'zgaruvchili f(x,v,2)
funksiva uchun ham Kkiritiladi. Unda, avvalgi hollarda keltirilgan
ma’lumotlar va ularni isbotlashda yuritilgan mulohozalar qavtariladi.

Shuni e’tiborga olib, uch Karrali integral hagida tushuncha va
tasdiglarni keltirish bilan chegaralanamiz.

1°. Uch Karrali integral tushunchasi. Faraz qilaylik, R® fazoda
chegaralangan hamda hajmga ega bo‘lgan Vijism (to‘plam) da f(x,y,2)
funksiya aniglangan va chegaralangan bo‘lsin.

m< f(x,v.2)s M. ((x,v.2)e V).
V to*plamning biror
P =V VsV,
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bo'laklashini va har bir ¥, da ixtivoriy (§,,1n,,5, )€ V, nugtani
(k =1,2,...,n) olib, ushbu

6= [N,V
k=1

yig‘indini tuzamiz. U f(x,y,z) funksiyaning integral vig'indisi deviladi.
I-ta’rif. Agar Ve > 0 son olinganda ham shunday & > 0 son
topilsaki, Vto‘plamning diametri 2, > & bo‘lgan har qanday Pbo‘lak-
lash hamda har bir ¥, da olingan ixtiyoriy (%,,n,5:) lar uchun
lo-J|<e
tengsizlik bajarilsa, J/ son ¢ yig‘indining A, > 8 dagi limiti deyiladi va
quyidagicha belgilanadi:

limo=J.

Ag—0
2-ta’rif. Agar ), > 8 da f(x,y,2) funksiyaning integral yig‘indisi
chekli limitga ega bo'lsa, f{x,y,2) funksiya ¥ to‘plamda integralla-
nuvchi, J songa esa f{x,y,2) funksivaning V to‘plam bo'vicha uch
karrali integrali deyiladi va quyidagicha

{JJ 7 x v, yaxayaz
;

ko‘rinishda belgilanadi. Demak,

1] 7 ey ey = B ¥ & e cOuVs .
Vv LS|

-~ J(x,y,2) funksiyva ¥ da chegaralanganligi uchun
mk = inf{f(x,y, z) : (x’y.~ Z) e Vk } H
My =sup{f(x,y,2):(x,y,2) e V} }

mavjud. Ushbu 5= kaka , 8= ZMk“Vk
k=1 k=l

yig‘indilar mos ravishda Darbuning quyi hamda yuqori yig‘indilari
deyiladi.
Ravshanki, s=35,00), $=3,(/)

bo‘lib, {5 =s,(f)}, {5 =35,(f)} to‘plamlar chegaralangan bo‘ladi.
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3-ta’rif. {s,(f)} to'plamning aniq yuqgori chegarasi f{x,v,z)
funksivaning quyi uch karrali integrali deyiladi va

Ja m F(x,y,2)dxdydz
v

kabi belgilanadi.
4-ta’rif. {S,(f) to'plamning aniq quyi chegarasi f(x,,2) funk-
sivaning yugori uc,h karrali integrali deviladi va

J = jﬂf{x.y,z)aim‘ydz
%

kabi belgilanadi.
5-ta’rif Agar J =J bo'lsa, f(x,y,2) funksiva V to‘plamda in-
tegrallanuvchi, ularning umumiy giymati

d=d=d
/(x,v,2) funksiyaning V'to‘plam bo‘yicha uch karrali integrali deyiladi.
2°. Uch Kkarrali integralning mavjudligi. Quyidagi teorema uch
karrali integralning mavjudligini ifodalaydi.

1- teorema. f(x,y,z) funksiyaning V to‘plamda integrallanuvchi
bo‘lishi uchun ¥e > 0 son olinganda ham shunday & > ¢ son topilib.
V to’plamning diametri A, > & bo‘lgan har ganday P bo‘laklashiga
nisbatan Darbu yig‘indilari ushbu

S,(f)-5,(f)<e (1)
tengsizlikni ganoatlantirishi zarur va yetarli.

Agar f(x,y,2) funksiyaning ¥, dagi tebranishini o, desak, u holda

S, ()= 5,(N)= 3. (My ~m ¥, ~Ztoﬁu!f1

k=1
bo‘lib, (1) shart ushbu

imkulv"k <e

k=]
ko‘rinishni oladi. Bu holda

ko +0 e

devish mumkin.



3. Integrallanuvchi funksiyalar sinfi. Uch o‘zgaruvchili f(x,y,2)
funksiyalar ma’lum shartlarni ganoatlantirganda ularning integ-
rallanuvchi bo‘lishini ifodalaydigan tecremalarni keltiramiz.

2- teorema. Agar f(x,y,z) funksiya chegaralangan yopig Vto‘plam-
da uzluksiz bo‘lsa, u shu to‘plamda integrallanuvchi bo‘ladi.

Aytaylik, R? fazoda S sirt berilgan bo‘lsin.

6- te’rif. Agar R* da shunday ¥, ko'pyoqlik topilsaki,

DS< ¥,

2) ve> 0 uchun p#, < ¢ bolsa, § nol hajmli sirt deyiladi.

3- teorema. Agar f(x,»,z) funksiva chegaralangan yopiq Vto‘plam-
dagi chekli sonda nol hajmli sirtlarda uzilishga ega, golgan barcha
nugtalarda uzluksiz bo‘lsa, f(x,y,z) funksiva V to‘plamda integralla-
nuvchi bo‘ladi.

4°. Uch karrali integralning xossalari. Uch karrali integrallar
ham ikki karrali integralning xossalari kabi xossalarga ega.

1) f(x,y,2) funksiva V' da (V< R?Y) integrallanuvchi bo‘lsin. Agar
Vto‘plam nol hajmli S sirt bilan umumiy ichki nuqtaga ega bo‘lmagan
bog‘lamli V| va ¥, to‘plamlarga ajralgan bo‘lsa, f(x,y,2) funksiva har
bir ¥, va ¥, to'plamlarda integrallanuvchi va quyidagicha bo'ladi:

[[[ £y, 2)dxdydz = [[[ £ (x,p. raxdydz + [[f £(x,y, 2dxdydz.
v ¥ 2

2) Agar f{x,y,7) funksiva ¥ to‘plamda integrallanuvchi bo‘lsa,
¢ f(x,y,z) funksiya (¢ = const) ham Vto‘plamda integrallanuvchi va

[l of oy, axayz = ef[[ £ (x.y, D)dxdyez

bo‘ladi.
3) Agar f(x,y,2) va g(x,y,7) funksivalar ¥ da integrallanuvchi bo‘lsa,

flx,y,2)2g(x,y,2), f(x,y.2)-g(x,y,7) funksiyalar integralla-
nuvchi va

H [f(x,,2) £ g(x,,2)| dxdydz =
4
= [[[ £ =y, axaydz = [[[ £x, . )axdyae
¥ 4

bo‘ladi.
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4) Agar f(x,y,2) funksiva V to‘plamda integrallanuvchi bo'lib.
V(x.y,2)e ¥V da f(x,y,z) 20 bo'lsa,

H f(x,vy,.2)dxdydz 2 0
v

bo‘ladi.
5) Agar f(x,y,2) funksiya V'to‘plamda integrallanuvchi bo'lsa, ¢
holda f(x,y.z) funksiva ham V da integrallanuvchi va

mf(w'rz)a‘xdydz S _”J f(x,y,2) dxdydz
¥ v

bo‘ladi.
6) Agar f(x,,2) funksiva V to‘plamda integrallanuvchi bo‘lsa, U
holda shunday o son (m < « < M) topiladiki, bunda

J”f(x.y.z)dxdxya’z =ouV (V(x,y.2)eV:ms fix,y,7)s M)

bo ladi (o'rta giyvmat hagidagi teorema).
5°. Uch karrali integrallarni hisoblash, Uch Karralj mtcgralldl‘ﬂ’
hisoblash formulalari integrallash to‘plamining ko‘rinishiga garab
turlicha bo‘ladi.
a) Aytaylik, f(x,y,2) funksiya R* fazodagi to‘plam
V ={x.y,2)e R rasx<besysd,psz<g)
da (parallelepipedda) uzluksiz bo‘lsin. U holda quyidagicha bo‘ladl:

j‘_[ [(x,y,2)dxdydz = fﬁ[(i f(x,y.2)d2) ]dy} dx. (@
¥V « p

a

b) Aytaylik, R* fazodagi ¥ to’plam pastdan z = y,(x, y), yuqo-
ridan z =w,(x.y) sirt (bunda Dc R® to'plam V jismning xoy
tekislikdagi proyeksiyasi) bilan chegaralangan bo‘lsin. Agar bu V' da
S0 uzluksiz, wy (x,y) va y,(x,y) funksivalar D da uzluksiz
bo‘lsa, u holda quyidagicha bo‘ladi.:

H f(x.y, 2)dxdydz = H[ ‘J:Hf(x ¥, 2) d~]dmr1, 3

b [x,»)
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d) Aytaylik, b) holdagi D to‘plam quyidagicha

D={x,y)e R :a<x<h, @ {x) <y < g, ({x)}
bo'lib, ¢, va ¢, funksiyalar [a,b] da uzluksiz bo'lsin. U holda

H S(x, y, p)dxdydz = j[ﬁj‘m[w TI S(x, y, Ddd) ]dy] dx
V

a| @ ix)| wixy)

bo‘ladi.
1- misol. Ushbu J = _m(x + ¥ + z)dxdydz integral hisoblansin,
¥V

bunda V ={(x,y,2)e R* :0<sx<1,0<p<3,0<z<2).
« Yugoridagi (2) formuladan foydalanib berilgan integralni hi-
soblaymiz:

f{fecess oo ]

0pLoyao z=0

v

1{3 f =3 1
=_[ Il(x+y+l)d[v dx='[2(xv+3 +yI dfx:J-(beS)dx:lS.
aL o ] 2 " i

2- misol. Ushbu J H zzdxa'ydz integral hisoblansin, bunda ¥V —

(18]
konus (z = \IJnc2 + yz ) va z = h tekislik bilan chegaralangan to‘plam.
« Vning XOY tekislikdagi proyeksiyasi

D={(x,y)e R*: x> +y* s I}
bo‘ladi. (3) formuladan foydalanib topamiz:

= H j de dxdy:”[f;— X+ ]E:ldxdy
\.‘t‘-"l'2 pl-
Keyingi integralda

X =rcose,
y=rsing
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almashtirish bajarib, uni hisoblaymiz:

2n k j
J = Jlj[ )rdr}dq;—— i . »
6°. Uch karrali integrallarda o‘zgaruvchilarni almashtirish.

Aytaylik, f(x,y,z) funksiva V< R? to‘plamda berilgan va uzluksiz
bo'lsin. Ushbu

x=o¢(u,v,w),
y=y(u,v,w),
2= lH,0,w)

sistema A c R® to‘plamni V to‘plamga akslantirish bo‘lib, bu akslan-
tirish 85- ma’mzada keltirilgan 1— 3- shartlarni bajarsin. U holda

jﬂf (x,y,2) dedydz =
HIf (@(w,v,w), wlw,0,w), x(w,v w))|!|dududw

bo‘ladi, bunda

b dx dx
du dv dw
Jel® & @
du dv dw
dz dr dz
du dv dw

bo'ladi.

Ko‘p hollarda dekart koordinatalaridan silindiik hamda sferik koor-
dinatalarga o‘tish bilan uch karrali integrallar hisoblanadi.

a) Dekart koordinatalari x, ¥, Z dan silindrik koordinatalar p, ¢, z ga

o‘tish
X=pcosqQ, y=psing, =z
(0 p€ oo, 05@s2n, —oo <7< +eo) formulalar yordamida amal-
ga oshiriladi (45- chizma).
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=)
A
=)

45- chizma. 46- chizma.

Bu almashtirishning yakobiani J = p bo‘lib.
Ijjf(x.y.z)dxd,vdz = H_[f (pcoso, psino. z)pdpdodz
v A

ga ega bo‘lamiz.
b) Dekart koordinatalari x, y, z dan sferik koordinatalar p, @, 6 ga
o‘tish
X =psin0-cosg, y=psin@-sing, z=pcoso

(0 p<+eo, 0<@<2n, 0<0O<n) formulalar yordamida amalga
oshiriladi (46~ chizma).
Almashtirish yakobiani J = p’sin6 bo‘lib,

[[] £ (x.7.2) dxdydz =
¥
= m'f(psin 8cos@. psinBsing, pcosB)p? sin 0dpdede
V

bo‘ladi.
3- misol. Ushbu H zdzdydz
V

integral hisoblansin. Bunda quyidagi
2.3 3

= J',,v =, (h>0)

= h

konusning yuqori gismi va z = h tekislik bilan chegaralangan to‘plam.
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« Berilgan integralda o‘zgaruvchini quyidagicha
X =pcose, y=psing, z=2
ko‘rinishda almashtirib topamiz:

Toi-ad 2 2 2

X+ z 4 h
'}‘J‘;' :ﬁa‘:’pzz&gza-z=i P,
i3 h* r h 4

(0<p<r, 0<@<2rm 0<0<m).
Natijada

r|2x

[ = | | [ oot o
¥ (VR

bo‘ladi. Keyingi integralni hisoblaymiz:

4- misol. Ushbu  J = j J (x* + y* + 2? ) dxdydz
{
integral hisoblansinki, bunda V' to‘plam
ey +Psr?

shardan iborat.

<4 Bu intervalda

x=psin@-cos@, y=psin®-sinQ, z=pcosd
almashtirish bajaramiz. U holda
P +ytet=p' J=psing

bo‘lib,
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Ospsr, 0s9<s2x, 0<0<n
bo‘ladi. Natijada berilgan integral

J = ‘[U(x"' +y? + 2% ) dxdydz = I{I‘[szpz sin qua]dﬁ]dp
¥ olLoL 0

ko‘rinishga keladi. Keyingi integralni hisoblaymiz:

ril=fix ri= ‘i
J[I[ I p' sin qu:Jdel dp = I[J ptsing- 2n dB]dp 4::Jp dp=—F—.
Loy 0 a ?

5
Demak, J = 47: . >

7°. Uch karrali integrallarning ba’zi tatbiglari. Uch karrali integral
yordamida R* fazodagi jismlarning hajmini, massali jismning massasini,
og'irlik markazini, inersiya momentlarini topish mumkin.

Mashgqlar
1. Ushbu

J-H\sz + y? dxdydz
v

integral hisoblansin, bunda V — fazoda quyidagi
2ayr=2,z=1
sirtlar bilan chegaralangan jism (to‘plam).
2. Sferik koordinatalarga o'tib, ushbu

_”J- + L +z" dxdv,dz
integral hisoblansin, bunda V — fazoda

2+ y = 7"’ =z
sirt bilan chegaralangan jism (to‘plam).
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17-BO B
EGRI CHIZIQLI INTEGRALLAR

88- ma’ruza
Egri chiziglar va ularning uzunliklari hagida

1°. Egri chizig tushunchasi. Oliy matematikaning dastlabki gismini
o‘rganish mobaynida o‘quvchi egri chizig va uning tenglamalari,
egri chizigning uvzunligi kabi ma’lumotlar, shuningdek, ba’zi egri
chizigning tasvirlari bilan tanishgan. Egri chizigli integrallar naza-
rivasida (shuningdek, keyinchalik o‘rganiladigan kompleks analiz kursida)
egri chiziglarning muhimligini ¢’tiborga olib, ular haqgida ba’zi ma’lu-
motlarni keltirish lozim topildi. Hozirgi zamon matematikasida egri
chizig turlicha ta'riflangan bo'lib, ular orasida Jordan tomonidan
keltirilgan ta’rif birmuncha tabiiyroq hisoblanadi. U egri chizigni
nuqtaning uzluksiz harakati natijasida goldirgan izi sifatida garagan.

x(9, (1) funksiyalar [o,] segmentda aniglangan va uzluksiz bo'l-
sin. Bu funksiyalardan tuzilgan ushbu

Jlx=x(r).

= F) ast<pP) (1)

sistemani garaylik. Tekislikda dekart koordinatalar sistemasini olib,
x va y larni shu tekislikdagi biror M nuqtaning koordinatalari sifatida
garaymiz: M = M(x,y). Ravshanki, M nuqta |o,p] dan olingan 7 ga
bog'lig. Ayni paytda, M nuqta argument 7 ning (1) akslantirishdagi
aksi (obrazi), ¢ ning o‘zi bu akslantirishdagi M nugtaning asli (proob-
razi) bo‘ladi. Shunday qilib, (1) akslantirish yordamida [a.B] seg-
mentning aksi tekislikda ushbu

"= {(_‘-'}-) x=x(f),y=y(),te IC'-BI}

to‘plamni hosil giladi. Bu I'" to*plamga rekislikdagi egri chizig deyiladi.
Demak, egri chiziq [o.B] da uzluksiz bo‘lgan 2 ta x(¢), »(#) funksiyalar
yordamida ta'riflanar ekan. Odatda, egri chizigning bunday berilishi
uning parametrik ko‘rinishda berilishi deyiladi. Bunda r — parametr,
Masalan:
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-

{x_—rc.osr, (O<t<2nr>0) 2)
¥ =rsint
sistema tekislikda markazi koordinatalar boshida, radiusi » ga teng
bo‘lgan aylanani ifodalaydi. Demak, (2) — aylananing. parametrik
tenglamasi. '

Ba’zi hollarda egri chizigning ta’rifini ifodalaydigan T to‘plam
murakkab bo‘lib, hattc u biz tasavvur etadigan egri chizigqa butunlay
o‘xshamay qolishi mumkin. Masalan, Peano tomonidan [0,1] seg-
mentda uzluksiz bo‘lgan shunday x(#), v(#) funksiyalar tuzilgan:
I to‘plam uchlari (0,0}, (1,0), (1,1), (0,1), nuqgtalarda bo‘lgan kvad-
ratdan iborat bo‘ladi. Boshqacha qilib aytganda, «Egri chizig» kvadrat-
ning har bir nugtasidan o‘tadi. Bu «Egn chizig» shu bilan xarakter-
lanadiki, bunda parametrning cheksiz ko‘p turli giymatlarida x(f) va
y(9) funksiyalar bir xil qQiymatni gabul giladi.

Aytaylik, '{x =x0). G <rep) 3)
y =¥(1)

tenglamalar sitemasi biror egri chizigni aniqlasin, bunda x(f), w(r)
funksiyalar [o,B] da uzluksiz. Agar §,,t, € [o,f8] da # # 4 bo‘lganda
x(h)=x(), y@)=y(t)
bo‘isa, u holda egri chizigning (x(4), ¥(1,)) va (x(%;),¥(5,)) nuqta-
lari uning karrali nuqtalari deyiladi (bu nuqtada egri chizig o‘zini 0°zi
kesib otadi). Karrali nuqtalarga ega bo‘Imagan egri chiziq sodda Jordan
egri chizig’f deyiladi. Bu holda f parametrning turli 5,6 (5 #4)
giymatlariga mos keluvchi egri chizigning (x(t) ), y (4, ), (x(5;), y(4,))
nugqtalari turlicha bo‘ladi. Masalan, [a,b] segmentda uzluksiz bo‘lgan

¥ = f(x) funksiva grafigi sodda Jordan egri chizig'i bo‘ladi. Hagiqatan
ham,

x=t,
'{J’*f(f), (y = f(x), asx<b)

deyilsa, u holda tutli 4,4 (4 =4) uchun x; 2 x; (O =4,x = 1,)
bo‘lishi ravshan. Agar (3) sistema bilan aniglanadigan egri chiziqda
t parametrning turli 4,7, (f #t,) aqiymatlariga mos keluvchi egri
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chizigning (x(7).¥(4,)). (x(#,).»(#,)) nugtalari ham turlicha bo‘lib,
x(a) =x(B),  y(w)=y(P)
bo'lsa. egri chiziq sodda yopiq egri chizig deyiladi. Masalan, ushbu
{x: acosl: (0<r<am a>0, b>0)
y = bsint
sictema bilan aniglangan egri chiziq (ellips) sodda vopiq egri chizig
bo'‘ladi.

Biror sodda egri chizig ushbu

{x = x(0),

y=y(1)
tenglamalar sitemasi bilan aniglanadigan bo‘lsin. (x(o).¥(w)) = A,
(x(B).¥(B)) = B nuqtalar bu egri chizigning mos ravishda boshi va
oxirgi nugtalari deyiladi. Bu holda egri chizigni AB yoy deb ham
yuritiladi.

Parametr 7 € [o.] ning 7.4, (4 # #,) qiymatlari tichen 7, < ¢,
bo‘lganda egri chizigning (x(4),y(#;)) nuqtasi (x(4).y(1))
nugtadan keyin kelishi bilan AB voyda yo‘nalish o‘rnatiladi. Bunday
vo‘nalish A4 dan Bga garab bo‘ladi. Agar (3) sistemadagi

x=x()., y=y()

funksiyalar [o.p] da uzluksiz x'(7), »'(r) hosilalarga ega bo‘lib,
x (1) +y? (1) > 0 bo'lsa, (3) sistema aniglagan egri chiziq silliq egri
chiziq deyiladi. Agar AB egri chiziq chekli sondagi silliq egri chizig-
lardan tashkil topgan bo‘lsa, uni bo akli sillig egri chizig deyiladi.
Sillig egri chizig har bir nuqtasi urinmaga (chetki nugtalarda bir
tomonli urinmalarga) ega bo‘ladi. Bo‘lakli sillig egri chiziglar esa
chekli sondagi nugtalarda bir tomonli urinmalarga ega bo‘lishi mum-
kin. Masalan

(a<t<P)

{x:acosr, (0<t<2m)

y =bsint

ellips — sillig egri chiziq, sinig chiziq esa bo‘lakli sillig egri chiziq
bo‘ladi.
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_’2°. Egri chizigning mavjudligi va uning uzunligi. Faraz qilaylik,
AB egri chiziq

{x =X, st B)

y = y{1)
tenglamalar sistemasi bilan aniqlangan bo‘isin, bunda 4 = (x(a), (),
B = (x(P), ¥{B)), {o,B] segmentning ixtivorly bo‘laklanishi

P = {tﬂsrl !"tn—] !tn}a (![I = a,fn = ﬁ)
ni olamiz. P bo‘laklashning bo‘luvchi 7, (k = 0,1,2,...,n) nugtalari
AB egri chizigda
A = (), v ) (k=0,1,2,3,..,n, 4y = A, 4, - B)

nugtalarni hosil giladi. Bu nuqtalaLni bir-biri bilan to'g'ri chizig
kesmalari yordamida birlashtirib, A8 egri chiziqga chizilgan sinig
chizigni topamiz. Ravshanki. siniq chizig uzunlikka ega (odatda,
siniq chizig vzunligi uning periametri deyiladi). Uni L bilan belgilaylik.
Sinig chiziq perimetri L [c,B] ning bo‘laklanishi £ ga bog‘liq bo‘ladi:
L= L(P). [a.B] segmentning barcha bo‘laklashlari to‘plami P={F}
ning har bir bo‘laklashiga nisbatan egri chizigqga siniq chizig chiziladi.
Bunday siniq chiziglarning perimetrlari {L(£)} to‘plamni hosil giladi.

I-ta’rif. Agar {L(P)} to‘plam chegaralangan bo‘lsa, AB egri chi-
ziq vzunlikka ega deyiladi. Agar {L(P)} to'plam chegaralanmagan
bo‘lsa, AB egri chiziq uzunlikka ega emas deyiladi.

Endi egri chizigning uzunlikka ega bolishini ifodalaydigan teore-
malarni isbotsiz keltiramiz.

Aytaylik, AB egri chiziq ushbu

{x = x(t),
y=y@)
tenglamalar sistemasi bilan aniqlangan bo’lsin. {o,3] segmentning ixtivoriy
P={rﬂst19'"stn—l$tn}: (f = a,t, =P)

bo‘laklashini olib, quyidagi

(@<t <P)

-1

n-1
Sl = Z|x(1k+l) _x(tk )I9 Sz = Zly(tkn)"y(tk )[
k=0 k=D
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yig‘indilarni tuzamiz. Ravshanki, bu yig‘indilar P bo‘laklashga bog' -
lig bo‘ladi:
S = §(P), S, =§,(P).

1- teorema. AP egri chiziq uzunlikka ega bo‘tishi uchun [o,p)
segmentning barcha turli bo‘laklashlari bo‘vicha tuzilgan {S,(P), S,(P)}
to'plamlarning chegaralangan bo‘lishi zarur va yetarli.

Xususan, egri chiziq

y=fix), (asx<bh) @
tenglama bilan aniglangan bo'lib, f(x) funksiya [a4,5] segmentda
uzluksiz bo‘lsin. [a,b] segmentning ixtiyoriy

P={xg. X150 Xgp s Xa )y (X =@, %, = B)
bo‘laklashini olib, unga nisbatan ushbu

S(P) = S 1/ (%) - (%)
k=0

vig‘indini hosil gilamiz.
2- teorema. (4) egri chiziq uzunlikka ega bo‘lishi uchun {a,5]
segmentning barcha turli bo‘laklashlari bo‘vicha tuzilgan

n-1 :
S(P) =31 (Xpa) - F(x)|
k=0

to‘plamning chegaralangan bo‘lishi zarur va vetarli.
1- misol. 1. Ushbu

n
xcos=, agar f<x<l,
X
0

tenglamalar bilan aniqlangan egri chiziq uzunlikka ega emasligi isbot-
lansin.
« Bu funksiya [0,1] segmentda uzluksiz bo'ladi. segmentining

P - {‘xﬂ 1x] 1 '"!xrl—] an}
bo‘laklashini olaylik, bunda

fix)=

, agar x=0

] 1 1
x =0, x =ar =g X =3 Xy =1
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bo‘Isin. Ravshanki,

k=0 da f(xn)=f(0)=0,
k<0 da f(xk) = X, cos

bo‘hb

n~-k+l
cos(n k+)n= ) il

T k+l n=k+1

If(xk-t-l) f(xk )r n 1:4.1

bo‘ladi. Natijada

S(PY= D) (ea)— FO N = |F G () — £ 4+ (%) — f(0)] =

1 i 1 1
e S P |
n n-1 =& +2

1

bo‘lib, bundan S(P)>1+ ;: tite +£ bo‘lishligi kelib chiqadi.

Keyingi tengsizlikdan esa S(P) ning chegaralanmaganligini topamiz. »
2- misol. Ushbu

2 .4
x“cos—=, agar D<x<1,
f(x)={ 5

0, agar x=10
tenglama bilan aniglangan egri chizig uzunlikka ega bo‘lishi isbot-
lansin.
< Bu funksiva (0,11 segmentda uzluksiz bo‘ladi. [0,1] segment-
ning ixtiyoriy
P= {xﬁ 3 Xy 3meey Xy :xn}
bo‘laklashini olib,

S(P) = Zlf(xm) flx)|

yig‘indini qaraymiz. Lagranj teoremas1dan foydalamb topamiz:

Fiid|
S(PY = 3 |f (&) (Xes — %) -
k=0
Agar |f’(x)|=|2xcos~:~+1tsin;'<6, (0<x<1)
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bo‘lishini e’tiborga olsak, keyingi munosabatdan

n-l
S(P)S6) (X —x)=6
k=0

bo‘lishi kelib chigadi. Demak, qaralayotgan egri chizig uzunlikka
ega.

Eslatma. Egri chizigning uzunlikka ega bo‘lishi va uning vzun-
ligini limit orqgali ta’riflash mumkin.

Aytaylik, ushbu

{x = x(¢),
y = y(1)

tenglamalar sistemasi Jordan chizig‘ining ifodasi ﬁo‘lsin, bunda x(#),
y(#) funksiyalar [o,B] da uzluksiz.
{e,B] segmentning

(est<p)

P =ty s tyt st}
bo‘laklashini olib, so‘ngra egri chizigning
(x(ty), y(te)), (x(fy ), ()}, ..y (x(2, ), ¥(2,))

nuqtalarini to‘g‘ri chiziq kesmalari yordamida birlashtirib, egri chi-
zigga chizilgan sinig chizigni hosil gilamiz. Uning perimetri

a-1
L= {Ix(te) = xUOF +Pta) - ¥()F
k=0

bo'ladi.
2- ta’rif. Agar ve > 0 olinganda ham shunday >0 son topilsaki,
diametri A,> 8 bo*lgan [o,B] segmentning ixtiyoriy £ bo*laklashi uchun
L(P) -1 <¢ '
tengsizlik bajarilsa, ya'ni
lim L(P)=1

bo‘lsa, egri chiziq uzunlikka ega deyilib, /esa uning uzuntigi deyiladi.

3°. Egri chiziq uzunligini hisoblash formulalari. 40- ma‘ruzada
egri chiziq uzunligini hisoblash formulalari bayon etilgan. Egri chizigli
integrallarda egri chizigning vzunligi muhimligini e’tiborga olib, tegishli
formulalarni keltiramiz.
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1) AT? egri chizig v = f(x), (a < x < b) tenglama bilan berilgan
bo‘lib, f(x) funksiya [a,b] da uzluksiz va uzluksiz f'(x) hosilaga ega
bo‘lsin. U holda AB egri chizigning uzunligi quyidagiga teng bo‘ladi:

b

1= [J1+ 77 (x)ax.

(5

2) AB egri chizig

x = x(1),
et

tenglamalar sitemasi bilan aniglansin. Bunda x(f). y(f) funksivalar
|a.B] segmentda uzluksiz va uzluksiz x ’(f). y '(f) hosilalarga ega bo‘lib,

A= (x(a). y(a)), B=(x(B).y(B))

bo‘lsin. U holda egri chizigning uzunligi

]
fas Nx'_l(:)-;- ¥ (£)dr

bo‘ladi. _
3) AB egri chizig qutb koordinatalar sistemasida
p=p(8), (a<6<P)
tenglama bilan aniglansin, bunda p(6) funksiya [o.] segmentda uzluk-

siz va uzluksiz p’(8) hosilaga ega. U holda AB egri chizigning uzunligi
quyidagiga teng bo‘ladi:

p
be J' p(8) +p2(8)d6.

Mashglar

v , ¥ ¥y ‘
1.Ushbu f(x) = vxcos ., agar 0<x<1 bo'lsa,

0 ., agar x=0 bo'lsa

tenglamalar bilan aniglangan egri chizigning uzunlikka ega emasligi
isbotlansin.
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2. Agar AB yoy [ uzunlikka ega bo‘lib,
AB = AZ, + A;42 ot A,,:B
bo'lsa, u holda
Ady, A Ay, ..., A B
yoylar ham 1/, ..., &, uzunliklarga ega va
f=h+hL+.+1
bo‘lishi isbotlansin (additivlik xossasi).

89- ma’ruza
Birinchi tur egri chiziqli integrallar

Ma’lumki, integral matematik analizning muhim tushunchalaridan
hisoblanadi. Uning umumlashtirishlaridan biri — ma’ruzalarda bayon
etilgan ikki o‘zgaruvchili funksivaning tekislikdagi to‘plam bo‘yicha
ikki karrali integralidir. Ayni paytda, ikki o‘zgaruvchili funksiya
integralini boshgacha umumiashtirish (bu konkret amaliy masalalarni
hal qilishda zarur ekanligidan kelib chiggan) ham mumkin. Quyida
keltiriladigan egri chizigli integral shular jumiasidandir.

1°. Birinchi tur egri c@ziqli integral tushunchasi. Tekislikda sodda
vzunlikka ega bo‘lgan AFB egri chizigni garaylik (47- chizma).

Bu egri chizigda 4 dan B ga qarab yo‘nalishni musbat yo‘nalish
deb, uning

Ay Ay Ay A (A = A4, = B)
nugtalar yordamida hosil gilingan ¥
F
P={A,4,..4., A}
bo*laklashini olamiz. Natijada AB
egri chizig
h AkAk-i-] (k = 0! l,2$---5n - }“)
bo‘lakchalarga ajraladi. Uning uzun-
ligini AS, (£ =0,1,2,..,7-1) de-
yilsa, P bo‘laklashning diametri 0 Ax, Y

-

A, = mgx{aSk} bo‘ladi. 47- chizma.
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Avytaylik, bu AB eari chizigda f(x,v) funksiya aniglangan be‘lsin
((x.»)e AB ). Har bir A, 4, daixtivoriy (€, ,m, ) nuqtani oiib, so'ngra

bu nugtadagi f(x,») funksivaning qiymati f((&,.n,)) ni AS, ga
ko‘pavtirib ushbu

r-1

c= Zf(&k M JAS,
k=D
yvig‘indini hosii qgilamiz.

- Ta’rif. Agar Ye > 0 olinganda ham shunday 8 > 0 son topilsaki,
AB egri chizigring diametri A,> 0 bo‘lgan har qanday P bo‘laklash
uchun tuzilgan o yig'indi ixtiyoriy (€, ,m, )€ A: A, nuqtalarda

lo~J|<e
tengsizlikni bajarsa, f{x,y) funksiya A?? egri chiziq bo‘yicha integral-

lanuvchi deyilib, Json esa f(x,y) funksiyaning AB egri chizig bo ‘yicha
birinchi tur egri chizigh integrali deyiladi. U

[ rexyyds
A

kabi belgilanadi. Demak,

=1

I flx.y)ds = llirgUZf(iksm)&Sk ‘
AB P k=0

Keltirilgan ta’rifdan ko‘rinadiki, f(x,)} funksiyaning birinchi tur
egti chizigli integrali AR egn chizigning yo*nalishiga bog'liq bo‘lm::ydi;

[ rexds = [ fxevs.
AB B84

2°. Birinchi tur egri chizigli integralning mavjudligi va uni hisob-
lash. Birinchi tur egri chiziqli integral ta’rifidan ko‘rinadiki, u berilgan
JS{x,») funksiya va AB egri chizigga bog‘liq bo‘ladi.
. Faraz qilavlik, A‘E? sodda silliq egri chizig ushbu
I o {;;;8 (0<t<p)
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tenglamalar sitemasi bilan aniglangan va

A=(x(o),yB)), B=(x(p)y()
bo‘lsin. Shu egri chiziqda f (x,y) funksiya berilgan.

Teorema. Agar f(x,y) funksiya AB da uzluksiz bo‘lsa, u holda
birinchi tur egri chizigli integral

_j Sx,p)ds

mavjud bo‘lib, quyidagi tenglik o‘rinli bo‘ladi:

B
| feyyds = [ fix(), yOWNx (1) + 2 (1)de .
AB °
4 |o.B) segmentning
Pz{rﬂsrl!"'!tn_]rtn} (r[} =, fn =B) ST -
bo‘laklashi A8 egri chizigda A

A = (x(), (1)), (k=0,1,2,..,n)
nuqtalarni hosil gilib, u o‘z navbatida egri chizigning

P = {A(MA] !“’!Aﬂ—l’Aﬂ}! (AO = AiAn = B)
bo‘laklashini yuzaga keltiradi. Bu bo'laklashga nisbatan quyidagi

n=l
0=Zf(§k,m)ASk )

yig'indini tuzamiz. Bunda (&, ,n,)e AkAm , aSk esa AkA,H, egri
chiziq IJZLll‘lllgl Ma’lumki,

Iyl
88 = [ NxPuy+y? (ar

L3

* bo‘ladi. O‘rta glymat hagidagi teoremadan foydalanib topamlz. |

a8, = %7 (8,)+y7 (8, )8,
(rk < Bk < tk+1 ] &fk = tk+l _rk )
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Endi Ep =x(0;), m =»(8,)
deb garaymiz. Ravshanki, (§, .0, )& 4 4., . Modomiki, f(x,y) funk-

siva AB egri chizigda berilgan ekan, u holda f(x,y)= f(x(?). ¥(#))
bo‘ladi. Natijada (1) vig‘indi ushbu

n-1
a= Y, f(x(0,). YO NYx2 (6, ) + ¥y (8, )AL (2)
k=0
ko‘rinishga keladi.
x(1), v(r) funksivalar [o,3] da uzluksiz bo‘lganligi sababli
mfx{mk} —»0daa,= mftx{ASk} -0
bo‘ladi. Yana

S, yOWX(0) +y2 (1)

funksiva [o.B] da uzluksiz bo‘lganligi uchun u [e,p] da integralla-
nuvchi bo‘ladi.
(2) tenglikda limitga o‘tib topamiz:

llm c= zllf (x(8,), v(B*))\rx (G,l +v 2 (8, )Ar, =

0 mau u} 05

B
= [ £ (x(0), (0)yx" (8;)+ 7 (8, ).

"

Demak, j f(x,y)ds = jf(x(r), y(l))Jx'z(t} +y*(ydr. (3)
AB “
Bu teorema birinchi tur egri chizigli integralning mavjudligini
ifodalash bilan birga uni hisoblash imkonini ham beradi.
1- natija. Avtaylik, AB egri chizig y = y(x) (a<x<b) teng-
lama bilan aniglangan bo‘lib, y(x) funksiya la b] da uzluksiz hamda
uzluksiz y’(x) hosilaga ega bo'lsin (}(a) =A, yv(b)=B).

Agar f(x,y) funksiva esa shu AB egri chizigda uzluksiz bo‘lsa,
_[ f(x,y)ds birinchi tur egri chizigli integral mavjud bo‘lib,
AB
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b
[ reyyds = [ £ (x,ye14 37 (x)dx @)

AB
bo‘ladi. N
2- natija. Aytaylik, AB egri chiziq qutb koordinatalari sistema-
sida

p=p0), (€<B=P)
tenglama bilan aniglangan bo‘lsin, bunda p = p(8) funksiva [o.f]

segmentda uzluksiz va uzluksiz p” hosilaga ega. Bu egri chizigda
f(x,y) funksiya aniglangan va uzluksiz. U holda

J S(x.y)ds
AB
birinchi tur egri chizigli integral mavjud bo'lib,

B
J- f(x,y)ds = Jf(p cosB,psin 8)yp? +p? do (5)
AB -
bo‘ladi.
1- misol. Ushbu = , ds

AB

integral hisoblansin, bunda AB egri chizig — y* = 2x parabolaning
(1,4/2). (2,2) nuqtalari orasidagi gismi.
4 (4) formuladan fovdalanib topamiz:

2 [ a
J = J'J'_r_ v1+(2x) dx,
1

2x




2- misol. Ushbu Fa I;cos 0ds
C
interal hisoblansin, bunda C — markazi (a,0) nugtada, radiusi @ ga
teng bo'lgan avlana.
<« Ma’'lumki, bu aylananing tenglamasi qutb koordinatalar siste-
masida

- L <“)
p(8) = 2a cosh, ( *g0s?

ko‘rinishda bo‘ladi. (5) formuladan foydalanib topamiz:

_zcosﬁﬁ i P
J_j o (@) +p (e)de_jde_n.b

3°. Birinchi tur egri chizigli integrallarning ba’zi tatbiglari. Birinchi
tur egri chizigli integrallar vordamida egri chizigning uzunligini, jism-
ning massasini, og‘irlik markazini, inersiva momentlarini topish kabi
masalalar hal etiladi.

1. Tekislikda uzunlikka ega bo‘lgan AB egri chizigning uzunligi ushbu
s=[ds (6)
AB
integral yordamida topiladi. _

2. Tekislikda uzunlikka ega bo‘lgan AB egri chizig bo‘yicha
massa tarqatilgan bo‘lib, uning zichligi p = p(x,y) bo‘lsin. Bu egri
chizigning massasi ushbu

m= J p(x_.y)ds (?)
AB

integral yordamida, og'irlik markazining koordinatalari esa
1 1
== j xp(x, y)ds, ¥y = I yp(x,y)ds (8)
AB AB

integrallar yordamida topiladi.
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3. Tekislikda uzunlikka ega bo‘lgan AB egp

OY koordinata o‘glariga nisbatan statik momem’ila;hlllzihqbnl:"b

S, = [ yds, S, = [ xds (9)

0){ va

AB AB
formula bilan, shu o‘qlarga nisbatan inersiya m jdagi
qars " Dl“Entldri esa quy

I = jylds, J, = szds (10)

AB AB
inegrallar yordamida topiladi.
3- misol. Ushbu
el
xl1) = a&.os1 f 0<t< 2?”
y(t) =asin’ ¢

tenglamalar sistemasi bilan aniglanadigan AB I (,lsﬂ-oida)
ning uzunligi topilsin. i chizig (¢

4 Astroida koordinatalari o‘qlariga nibbatan
e’tiborga olib, (6) formuladan foydalanib topam,

=,.‘[;:

metnk bo’ skl

n

() + 7 (e Ji(—Sacos (S oSV gy

+ (3asim

x b
2 o3 )
= 4_” 9 gin? 2tdt =6ajsin 2tdt
0 4 1] 60 c ’

4- misol. Chizig'ining zichligi p(x,y) =y bﬁlg

C:‘—.I-J A

AB massali
egri chizig — y* =2px, (0 <x< J pdrabolanlng massasi D2 amda
og‘irlik markazi topilsin.

« (7) formulaga ko‘ra parabolaning massasj

m= j v ds

AR
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bo‘ladi. Endi birinchi tur egri chizigli integralni (4) formulaga ko‘ra
aniq integralga keltirib hisoblaymiz:

P 7 R f
m= e 2 =2 [Py = L 7 ) -
-4 0 0

3
. 2 2va 2| 2 _
-—},[(p +y') 3I—3p2(2ﬁ 1.

Qaralayotgan massali parabola og‘irlik markazining koordinata-
larini (8) formuladan foydalanib topamiz:

P
%=+ [xlyids=" [y’ + Vv,
AB "

v} =u, du=2ydy

yNp +ydy= 3 |=
I yyp’ +y dy = dv, U:l-(p2+y2)2

517
)’(P + ) IEy(p2+y}zdy_2J;p (p2+y2)2' _
0
2]) (1442 }
15
Demak I 2P5{J-+|) 3 __1 o 1Pq(vr?.+l) 3(3q2+l)
REmTS T1204y) 15 T ®

Xuddi shunga o*xshash
Yo = ; I yylds -3(23‘—2—+"”(3\/5+ In(1+2))

AB
bo'lishi topiladi.
5- misol. Ushbu C aylana (x* + y* = ¢*) ning uning diametriga
nisbatan inersiya momenti topilsin.
« Berilgan aylananing parametrik tenglamasi
{x = @acosf,

, (0<1<2m)
y=asmt
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bo‘ladi. Aylana diametrini OX o‘qqga joylashtirib, so‘ngra (10) for-
muladan foydalanib topamiz:

r=

Je= Iy’ds = J a’sin® t +\J(acos1)? + (asin)? dt =
C 0 o

in

=& [ sin? dlt = na®. B "
0

Eslatma. Aytaylik, AB egri chiziq fazoviy egri chizig bo'lib,
bu chizigda f (x, ,7) funksiya berilgan bo‘lsin. Yuqoridagidek, /(x,y,2)

funksiyaning AB egri chiziq bo‘yicha birinchi tur egri chmqh integral
tushunchasi kiritiladi va o‘rganiladi. . - - :

Mashgqlar

T

1. Ushbu y =1-Incosx, (OSx i

) tenglama bilan berilgan

egri chizigning uzunligi topilsin.

x

. 1 oz ..
2. Zichligi p(x,y) = 7T bo‘lgan ushbu y = g(e" +e “) zanjir

chizigning massasi topilsin.

90- ma’ruza
Ikkinchi tur egri chizigli integrallar

1°. IKkinchi tur egri chizigli integral tushunchasi. Tekislikda

{sodda) uzunlikka ega bo‘lgan AT? egri chizigni qaraylik (48- chizma).
Bu egri chizigning biror

P= {A{hAi ssz"!An}v (AO = A: An = B)
bo‘laklashini olamiz. Natijada AB egri chizig

AAr,, (k=0,1,2,.,n-1)
bo‘lakchalarga ajraladi. 4, 4,,, ning OXva OYkoordinatalar o‘glari-
331



B Yﬂ 1
B
A A
| ;1“
Y :
\/4 : !
4 E
Ax'k i L.

0 Yo X N 4

48- chizma.

dagi proyeksiyalari mos ravishda Ax, va Ay, bo‘lsin:
Pry AAyy = 8%, pr, AAy =48y, (k=0,1,2,..,n-1).

Avtaylik, AB egri chizigda f(x,y) funksiya berilgan bo‘lsin. Har
bir A;:AH da ixtiyoriy (£, ,n, ) nuqtalarni olib, so‘ngra bu nuqtadagi

funksiyaning f(§, .n, ) qiymatini Ax, va Ay, larga ko‘paytirib, quyi-
dagi

n1 : -1
o = 3 fEM)A, 0 =Y fE. M)Ay
k=0 k=0

yig‘indilarni hosil gilamiz. Bu vig‘indilar f(x,y) funksiyaga bog‘liq
ho‘lishi bilan birga AB egri chizigni bo'laklashga hamda har bir

A:Am da olingan (%, ,n,) nuqtalarga bog‘liq bo‘ladi.
1- ta’rif. Agar ¥e > (0 olinganda ham shunday & > 0 son topilsaki,

AB egri chizigning diametri A, < § bo‘lgan har qanday P bo‘laklash

uchun tuzilgan o,(o,) yig‘indi ixtiyoriy (%, .1, )€ A;:‘iku nugtalarda
o, ~Ji| <&, (o2 -Jo<E)

tengsizlik bajarilsa, f(x,y) funksiya AE"»‘ egeri chizig bo'yicha integral-

lanuvchi, J, son (J,son) esa f(x,)) funksiyaning ikkinchi tur egri

chizigli integrali deyiladi. Uni
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[ flx.p), (Iﬂ%ﬂ@)

AB
kabi belgilanadi. Demak,

J- S, yydx = hm Zf(fu i JAXy,

AB

n-l

([ £y = lim 3 £ (Gerne)an).

=0
s Ap—=lizp

Keltirilgan ta’rifdan quyidagi xulosalar kelib chigadi:
1) f(x,») funksivaning A8 egri chiziq bo‘yicha ikkinchi tur egri
chiziqli integrali ikkita bo‘ladi:

[ rex,)ax, jﬂxn@

AB
Avytaylik, AB egri chizigda P(x, v} va Q(x,y) funksivalar berilgan

bo‘lib, _[ P{x, y)dx, I Q{x,y)dy lar esa ularning ikkinchi tur
AB AB
egri chizigli integrallari bo‘lsin. Ushbu

[ PGx,yax+ | 0tx,y)dy

AR AB
vig'indi ikKinchi tur egri chiziqli integralning umumiy ko‘rinishi
deyiladi va

I P(x,y)dx + Q(x, y)dy
AB :
kabi belgilanadi: _
[ Peyyax+ 0 dy = | Py [ 0y .
AR AB AB
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2} f(x,»} funksivaning ikkinchi tur egri chizigli integrallari AB
egri chizigning yo‘nalishiga bog‘lig bo‘lib,

| rexpyax=-| fxax, [ fxndy=-[ foxnay
B4 AB B4 AB
bo‘ladi. =

3) Agar AB egri chiziq OX koordinata o‘qiga ( OYkordinata o‘gi-
~ ga) perpendikular bo‘igan tog'ri chiziq kesmasidan iborat bo‘lsa,

[ femdy =0, ([ flxdy =0
BA AB
bo‘ladi. =
Avtaylik, K= AR sodda yopiq egri chizig bo‘lsin. Bu holda Ava
B nuqtalar ustma-ust tushadi (49- chizma).
Yopiq egri chiziq K da chizmada ko‘rsatilganidek ikki yo‘nalish
bo‘lib, ulardan biri musbat, ikkinchisi esa manfiy bo‘ladi.
Agar kuzatuvchi K chiziq bo‘yicha harakatlanganda X bilan che-

garalangan to‘plam har doim chap tomonda qolsa, bunday yo‘nalish
musbat boladi, aks holda esa manfiy bo‘ladi.

Shu X egri chizigda f(x,)) funksiva berilgan bo‘lsin. K chiziqda
ixtiyoriy ikki 4 va_B nuqtalarni olaylik. Bu nuqtalar & egri chizigni
ikkita AnB va BmA egri chiziglarga ajratadi.

Faraz qilaylik, quyidagi

[ roands, | ey
AnB . BnA
Y, integraliar navjud bo'lsin. Ushbu

[ fixpdxs | fix,y)ax

An8 BnA

vig'indi f(x,y) funksiyaning K yopiq
egri chiziq bo‘yicha ikkinchi tur
egri chiziqli integrali deviladi. Uni

5 > [fp)dx yoki- ¢ fix, y)ax
' 49- chizma. -k x




kabi belgilanadi. Bu holda K vopig chizigning musbat yo‘nalishi
olinadi. Demak,

[reendy= | reemdes | orixyde
% _

AnB BmA

Xuddi shunga o‘xshash
Jf (x,y)dx
X
hamda umumiyv holda

[ PGx.y)dx + Q(x, y)dy
)

integrallar ta‘riflanadi.

Aytaylik, AB fazodagi sodda uzunlikka ega bo‘lgan egri chiziq
bo'lib, bu egri chizigda f(x,y,2) funksiya berilgan bo‘lsin. Yuqoridagi-
dek, f(x,y,2) funksiyaning ikkinchi tur egri chizigli integrallari ta’rif-
lanadi va ular quyidagicha belgilanadi:

J Sx,y,2)dx, j S(x.y,2)dy, _[ f(x,y,2)dz,
AB AB AB
_[ P(x.y,2)dx +Q(x,y,2)dy + R(x.y,2)dz .
AB
2°. 1kkinchi tur egri chizigli integralning mavjudligi va uni hisob-
lash. Faraz gilaylik. AB egri chiziq ushbu
=%ty »
y=y(r
tenglamalar sistemasi bilan aniglangan bo‘lib, x = x(7) funksiya [o,B] da
uzluksiz, x ’(f) hosilaga ega, y(/) funksiva esa [o,p] da uzluksiz hamda
A = (x(o),y(a)), B=(x(B).y(B)
bo‘lsin. ¢ parametr o dan B ga garab o'zgarganda AB egri chizigning
(x,¥) = (x(r),¥(r)) nuqtasi A dan B ga qarab AB ni chizib borsin.

(a<r<B) (1)
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1- teorema. Agar f(x,y) funksiya AB da uzluksiz bo‘lsa, u holda
ikkinchi tur egni chiziqgli integral
[ £ex.yyax
AB

mavjud bo‘lib, u guyidagiga teng:

J 7y = jf(x(r),y(n)x'(r)dr @
AB .
4 [o,B} segmentning

P={tg, b, 0.t} (=01 =P)
bo‘laklashi AB egri chizigda

A = (x(t), ¥()), (k=0,1,2,3,..,n)
nuqtalarni hosil gilib, ular o'z navbatida AB egri chiziqning

P {A A A A} (Ao = A, 4, = B)

bo‘laklashini yuzaga kcluradl. Bu bo‘laklashga nisbatan quyidagi

-1

=Zf(§ksnk JAx, (3

vig'indini tuzamiz. Bunda Ax, migdor A,‘A,-“, nmg OX o'qidagi
proyeksiyasi bo'lib,

Axk = x(fhl) —x(tk )
bo‘ladi. Ayni paytda,
FEom) = Fx(u ) y(w)), (v el tind)
tenglikka ega bo‘lamiz. Endi

L]
ax, = | x'(0ydt
%

bo‘lishini e’tiborga olib, (3) tenglikni quyidagi ko‘rinishda yozib olamiz;
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-] Tkl

n-1 "ena
6, = Z& F(x(T, ), y(1)) J’ X' (tyde =) j fx(t ), (v ))x'(e)dt

fe k=0

Ravshanki, ushbu

B
Jy = [ £, y(0) < (83t

integral mavjud, uni quyidagicha

n=l fesl
5= Y [ rex,po)x e
k=0 4 .
ﬂeb yozib, so‘ngra
n=] fi+l
o =4y = ), [ LFGx(n)p(x)) - Fx), ) x ()t
k=0 3

ayirmani qaraymiz.
Fx(h, ¥() funksiva [o,p) da wzluksiz. U holda ve > 0 olinganda
ham shunday & > 0 topiladiki, bunda barcha Ar, =+, -4, lar 8 dan

kichik bo‘lganda f(x(#), y(H) funksivaning tebranishi € dan kichik
bo‘ladi. x’(#) funksiya esa [o,B] da uzluksiz, demak, chegaralangan:

[x(6)] < M .
Shunday qilib,
loy - | <eM(P-a)
bo‘ladi. Keyingi munosabatdan

limo, = J1
bo‘lishi kelib chiqadi. Bu tenglik integralning mavjudligi va (2) teng-
likning o‘rinki bo‘tishini isbotlaydi. »
Aytaylik, (1) sistemadagi x(#), »(¢) funksiyalar [c.p] da vzluksiz
bo‘lib, y(# funksiya esa uzluksiz y ‘(¢) hosilaga ega bo‘lsin.
2- teorema. Agar f(x,y) funksiya AB da uzluksiz bo‘lsa, u holda
ikkinchi tur egri chiziqli integral
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_[ f(x,y)dx
AB
mavjud bo‘lib, qjuyidagi tenglik orinli bo‘ladi:

]
| rGway = [ £x(e), 3@y (et )
AB “
Aytaylik, (1) sistemadagi x(7), ¥(#) funksiyalar [o,B] da uzluksiz
x'(f), y'(H hosilalarga ega bo'lsin.
3- teorema. Agar P(x,y) va QO(x,y) funksiyalar AB da uzluksiz
bo‘lsa, u holda egri chizigli integral
| Pex.yydx+ 0Cx, y)dy

AR
mavjud bo'lib,

| P(x.y)dx+0(x,y)dy =

AB
B
= [IPG@), ()X () + Qx (), ¥ (1)) (Wi (5)

bo‘ladi.

Bu teoremalar yugoridagi 1- teorema kabi isbotlanadi. Keltirilgan
teoremalar ikkinchi tur egri chizigli integralning mavjudligini isbotlash
bilan birga ularning aniq integrallarga (Riman integrallariga) kelishini
ifodalaydi. Binobarin. egri chizigli integrallarni hisoblash imkonini
beradi. Egri chizigli integrallar (2).(4) va (5) formulalar yordamida
hisoblanadi.

Agar AB egri chiziq ushbu
y=y(x), (asx<h); x=x(y), (c£y<d)
tenglamalar bilan berilgan bo‘lsa, u holda egri chizigli integrallar
birmuncha sodda ko‘rinishga ega bo‘ladi. Aytaylik, AB egri chiziq
y=y(x), (asx<bh)
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tenglama bilan berilgan bo'lib, ¥(x) funksiya [a,5] da uzluksiz y*(x)
hosilaga ega bo‘lsin. U holda (2) va (5) formulalar quyidagi

b
[ Fexopyax = [ 7ex,y (s, (6)

AB
, |
I P(x,y)dx +Q(x,y)dy = I[P(x,y(x))+Q(x,y(x))y’(x)l¢r )
AB a :
ko‘rinishga keladi. Aytaylik, AB egri chiziq
x=x{(y), (csy<d)

tenglama bilan berilgan bo‘lib, x= x(») funksiva [c,d] da uvzluksjr
x ‘() hosilaga ega bo'lsin. U holda (4) va (5) formulalar quyidagi

L 3

d .
[ fenay = [ rxowmay, ®

AR c

d S
[ Px,yydx + 0(x, y)dy = [[PG(), )X () + Q) )y (9)
AB ¢ : ,

ko‘rinishga keladi.
1- misol. Ushbu

ho= [ —yhax, B= [ -y
AB Az

integralfar hisoblansin. Bunda A8 egri chiziq y = x* parabolaning

absissalari x =0, x =2 bo‘lgan nuqtalari orqasidagi gismi.

< AB egri chizig y = x? tenglama bilan aniglanishini e’tiborga
olib, J, integralni hisoblashda (6) formuladan foydalanamiz:
[ 56
- . - v = Lo — v = 08
N [ e Jot - x*yax <
AB 0
J, integralda integrallash egri chizig'i x> = y bo‘lib, (8) formula-
ga ko‘ra quyidagi natijani olamiz:
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4
J; = _[ (x? —yt)dy = !(y—yl)a'y =-?.

AB
*  2-maisol. Ushbu J y2dx + x*dy
AB ‘
. . . e . . x? y2 : :
integral hisoblansin, bunda AB egri chiziq T*ﬁ =1 ellipsning
/]

yuqori yarim tekislikdagi qismi.
<4 Bu ellipsning parametrik tenglamasi

X =4acos!,

y = bsint
bo‘ladi. A= (a,0) nuqtaga parametrning ¢ = 0 qiymati, B= (—,0)
nugtaga esa ¢ = n giymati mos kelib, ¢ parametr 0 dan n gacha
o‘zgarganda (x,»} nuqta A dan £ ga qarab ellipsning yugori yarim
tekislikdagi qgismini chizadi. Ravshanki,

P(x:y) =y29 Q(xa}’)=x2

funksiyalar AB da uzluksiz. Berilgan integralni (5) formuladan foy-
dalanib hisoblaymiz:

n
I Vidx + x*dy = J[bz sin’ t(-asin{) + a’ cos’ thcost]dt =
B 0

= ab_[(a cos® t - bsin® £)dr = --;-.mb2 >
0

L

3- misol. Ushbu 95 2xydx — x2dy
K

integral hisoblansin, bunda X — yopiq chiziqning €©(0,0) va A(2,1)

nuqtalarini birlashtiruvchi to‘g‘ri chiziq kesmasi hamda y? = %x

parabola yoyidan tashkil topgan yopiq egri chiziq (50- chizma).
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!
yesk
| i ; 1
e Poyi=gx
— g
0 2 "X
50- chizma.
Ravshanki,
(ﬁl‘cydx ~-x*dy = I 2xydx + X*dy + j 2xydx + x*dy.
k 0A A0

O0A kesmada x = 2y bo‘lib, (9) formulaga ko‘ra

|
I 2xydx + x*dy = I[2 2y .2 -4y dy = :
04 o
natijaga ega bo‘lamiz.
OA yovda x = 2)? bo'lib, yana (9) formulaga ko'ra

12

1
J2xydx+x2d_v:-[[2‘2y? y4y_4y4]dy:_ :

AD 0

bo‘ladi. Demak, ?nydx +x%dy = ; - 152 == 12

3°. Ikkinchi tur egri chizigli integralning ba’zi tatbiglari. Ikkinchi
tur egri chizigli integrallar yordamida tekis shaklning yuzi, kuch
ta'sirida bo‘lgan maydonda bajarilgan ish topiladi hamda boshga turli
fizik va mexanik masalalar hal etiladi. Tekislikda biror yuzaga ega
bo‘lgan D shakl berilgan bo‘lib, uning chegarasi to‘g‘rilanuvchi yopiq
aD chiziqdan iborat bo'lsin. Bu shaklning yuzi ushbu

wD= [ xdy, D=~ ydx, b= [ xdy-yax (10)
ab

oD ap
formulalar yordamida topiladi.
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Aytaylik, uzunlikka ega bo‘lgan AB egri chiziq berilgan bo‘lib,
uning har bir (x,y) nuqtasi ushbu
F(x,y) = Px, y) +Q(x,y) ]
kuch ta’sirida bo‘lsin. U holda A nuqtani B nuqtaga o‘tkazishda
bajarilgan ish quyidagicha hisoblanadi:
W= [ P(x,y)dx +Q(x,y)dy. (i1
AR
X = aCcost,

0<r<?
y = bsint { ™

4- misol. Ushbu {

ellips bilan chegaralangan shaklning yuzi topilsin.
< Bu shaklning yuzi (10) formulaga ko‘ra

1
uh = 3 (_f) xdy — vdx
D)
bo‘ladi. Egri chiziqli integralni hisoblaymiz:

. .
%J (acost-bcost + bsint - asint)d =
D .

= %ab_[ (cos’t +sin’t)dt = nab . p
0

5-misol. AB egri chiziq y = x* chizigning (0,0) va (1,1) nugtalari
orasidagi qismi bo‘lib, uning har bir nugtasi
F(x,y)=4x°1 + xyj

kuch ta 'sirida bolsin. Bu kuch ta’sirida bajarilgan ish topilsin.
< Izlanayotganishni (11) formuladan foydalanib topamiz. Buholda

P(x,y)=4x°, Q(x,y)=xy
bo‘lishini e’tiborga olsak, u holda bajarilgan ish

W = I4x6dx+xydy J(flx +x*x® *3x )dx =1

AB

bo‘ladi. »
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Mashglar

1. Ikkinchi tur egri chizigli integrallar ham aniq integral xossalari
kabi xossalarga ega. Bu xossalar keltirilsin va ular isbotlansin.
2. Birinchi va ikkinchi tur egri chiziqli integrallar ushbu

[ fxp)de= [ fix,yyoosads, [ flx,p)dy = f(x,y)cosps,
AB AB

AR AB

[ PGe.yydx+ Q(x,p)dy = [ [P(x,y) cos o+ Q(x, y) cos Blds
AB A8

bog‘lanishda bo‘lishi isbotlansin, bunda o va p — mos ravishda OX
va OYo‘qlar bilan urinmaning yoy o‘sishi tomoniga garab yo‘nalishlari
crasidagi burchaklar.

3. Ushbu [ (2a - yydx + xdy
AB

integral hisoblansin, bunda AB vopig chiziq quyidagi

_|x =a(t -sin?),
St <
{y = a{l -cosf) Osrs< 211).
sikloidadan iborat.
|
4. Ushbu ——(dx + d)
P+ )

integra! hisoblansin, bunda X yopiq chiziq uchlari
A=(,0), B=(0,1), C=(-1,0), D= (0-1)
nuqtalarda be‘lgan kvadratdan iborat.

91- ma’ruza :
Grin formulasi va uning tatbiglari

¥'. Grin formulasi. Tekislikda ushbu

y=1(x),y=3,(x), (a<x<h, p(x)<y(x)
hamda '
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51- chizma. 52- chizma, -

x=a, x=b

chiziglar bilan chegaralangan D, to‘pamni olaylik, bunda y,(x) va
¥{x) funksivalar [a,&] da uzluksiz (51- chizma).

Ravshanki, D, ning chegarasi (konturi) o, quyidagi I, 11, III,
IV chiziglarga ajreladi (bunda II va IV chiziglar nuqtalarga aylanishi
mumkin).

Aytaylik, D =D, vaD, da P(xp) funksiya uzluksiz bo‘lib, u
aF(x.y)

dy

xususiy hosilaga ega bo‘lsin. Ushbu

_[ P(x,y)dx

a5,

uzluksiz

egri chiziqli integralni qaraymiz. Uni quyidagicha
I P(x,y}dt:_[P(x,y)dx+JP(x,y)dx+ I P(x,y)dx+ I Plx,y)dx
an i I i v
ko‘rinishda yozib olamiz. 11 va IV chiziglar OX o‘qqa perpendikular
bo‘lganligi jsababli

[Pe,yydce= [ P(x,p)ax =0

i v
bo‘lib,

J P(x,y)dx = IP(x,y)dx+ I P(x,y)dx
_ oD ? mn
boladi. Endi
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_[P(.x yldx + j P{x,y)dx= IP (x y,(x))dx+jP(x ¥ {x))dx =

b

j’[P(x, ¥) - P(x, p,)]dx = jP(x Yo dx =

AT e

al y=n

bo‘lishini e’tiborga olsak, n holda
| Pix,yydx- j

oDy
tenglikka ega bo‘lamiz.

FFaraz qilaylik, tekislikdagi G to‘pam shunday bo‘lsinki, uni vertikal
chiziglar yordamida yuqoridagi 2, kabi G, (k= 1,2,3,...) larga ajratish
mumkin bo‘lsin {52- chizma).

Bunday to‘pam uchun ham (1) formzla o‘rinli bo‘ladi:

e ) ddy (1)

j P(x,y)dx:i | P(x.y)dx =

3G k= 3G,
- BP(x,y) aP(x,y)
= - —=lgdxdy [= -} — dxdy.
A REE
Endi tekislikda ushbus o
x=x(y), x=x(y), (csysd)
hamda y=c, y=d

chiziglar bilan chegaralangan D, to*pamni olaylik, bunda x,(3), x,(3)
funksivalar {¢,d] da uzluksiz (53- chizma).

Ravshanki, D, ning chegarasi (konturi) a0, quyidagi 1, II, 111,
1V chiziglarga ajraladi (bunda 11 va IV chiziglar nuqtalarga aylanishi
mumikin).

Faraz qilaylik, D, = D, w oD, da (Nx,y) funksiya uzluksiz bo‘lib,

ax,»

U uziuksiz —ay’— xususiy hosilaga ega bo‘lsin. Ushbn
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—

" 53 chizma.

j Q(x,y)dy
96,
egri chizigli integralni qaraymiz. Uni quyidagicha
jQ(x y)dy = jo(x y)dy+JQ(xy dy+ [ Q(x,y)dy+ jQ(x y)dy
i
ko rinishda vozib olamiz. IT va IV chiziglar OY o‘qqa perpendikular
bo“lganligi sababli

IQ(x,y)dy= j 0(x,y)dy =0

bo‘lib, j Q(x,M)dy = _[Q(x yidy + j Q(x,y)dy
3Gy 1
ga ega bo'lamiz. Endi

_[Q(x y)dy + j Q(x,y)dy = IQ x {¥),»)dy +

Hi

«[o(x (y).y)dy=I[Q(x1,y)—Q(Ja,y)]dy=

JQ( y)|"""dy J[aQ(x 5 dx}d H aQ(x Y ddy

* bo'lishini ¢’tiborga olib topamiz: .
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[ otx.yay = )
G, (2)

- [[290) wa,

Avtaylik, tekislikdagi Fto‘p- 1
lam shunday bo‘lsaki, uni go-
rizontal chiziglar yordamida T
vuqoridagi D, kabi F, (k=1,
2.3,..)larga ajratish mumkin 3 5 4
bo'lsin (54- chizma).

Bunday to‘plam uchun ham
(2) formula o‘rinli bo‘ladi:

_[er y)dy = ESEQ(X y)dy = Z[HdQu ”dxd ]:H;)Q;::,:..ldw

54- chizma.

=1 3F,

Faraz qgilaylik, tekiclikdagi D to‘plam yuqoridagi D, va D, lar
xususiyatiga ega bo’lib, unda P(x,y), Q(x,y) funksiyalar uzluksiz va
aP;: L8 —Q{aj 2 xususiy hosilalarga ega bo‘lsin. U holda
P(x,y) va Q(x,y) funksiyalar uchun bir yo'la (1) va (2) formulalar
o‘rinli bo'ladi. Ularni hadlab go‘shib topamiz:

[ Plx.y)dx + Q(x,y)dy = _U["Q“‘ ¥) _aP(x.y) )d xdy.  (3)

ay
af)

Bu Grin formulasi deyiladi. Demak, Grin formulasi to‘plam
bo'yicha olingan ikki karrali integral bilan shu to‘plam chegarasi
bo‘yicha olingan egri chizigli integralning bog‘lanishini ifodalavdi.

2°. Grin formulasining ba’zi bir tatbiqlari. Ayvtaylik. yugorida
keltirilgan bir bog‘lamli D to‘plamda P(x,y), O(x,y) funksiyalar uzluksiz
va uzluksiz xususiv hosilalarga ega bo‘lsin. U holda Grin formulasi
(3) o'rinli bo‘ladi.

Grin formulasidan foydalanib, tekis shakl yuzining egri chizigli
integral yordamida ifodalanishini Ko'rsatish mumkin.

Aytaylik, P°(x,»), Q"(x,y) funksiyalar D to'plamda yuqorida kelti-
rilgan shartlamni ganoatlantirishi bilan birga ushbu

20" (x.y) AP (x.y)
ax

uzluksiz

=1
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shartni hara ganoatlantirsin. U holda

Q" (JCJ) dP(x-.)
jj‘[ e ¢ = )d.xd, =uD

bo’lib, Grin formulasiga ko‘ra

uD= [ P (x,pide+ Q' (x,2)dy
a0

bo‘ladi. Xususan, P (x,y)=-y, Q(x.y)=0 yoki

P'(x,y)=0, Q(x,y)=0, yoki P.("'"y)z_;y’ Q('\")'}z;.x
bo‘lsz,

20" (xy) " (x) _

ax o
bo'lib. to‘plamning yuzi quyidagiga teng bo‘ladi:
1
pD:—iydx=§xdy=2—cﬁxdy~ydx. (4)
a D an
Mashgqlar

1. Grin formuiasidar foydalanib. ushbu
I J;z:_y?dx +y [xv +1In (x +x? 4—?)] &y
¥

czri chizigli integral hisoblansin.
2. Ushbu

e 3
{‘\_acw 4 (0<t<2n)

y=asin’ 1,

astroida bilan chegaralangan to‘plamning yuzi top.lsin.
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Parametrga bog'liq xosmas integrallarning

funksional xossalar ...
Ba’zi xosmas integrallarni hisoblash ........................
Eylerintegrallari ..........ccccccoeii

16- bob. Karrali integrallar

81- ma'ruza.

82- ma’ruza.

83- ma'ruza.

84- ma’'niza.
85- ma’ruza.
niza.
87- ma’rza,

86- ma

L
3
L}
3

Tekis shaklning yuzi hamda fazodagi jismning

hajmi haqida ba’zi ma’lumotlar ........................ecl
Fxki karrali integral tushunchasit va uning mavjudligi ...

Integrallanuvchi funksiyalar sinfi.

Integralning asosiy xessalan .....o.ooooconnniiinnn,
Ikki karrali integralni hisoblash ..o
Ikki karrali integralda o*zgaruvchilami almashtirish ...
Ikki karrali integralning ba’zi bir tatbiglari................
Uch karrali integrallar ............ocooiivenn e ninnininn e,

17- bab. Egri chiziqli integrallar

88- ma’ruza.
89- ma’ruza.
90- ma'ruza.
01- ma'mnza.

- Adabiyotlar

Egri chiziglar va vlarning uzunliklari hagida.............
Birinchi tur egri chizigli integrallar ................cccccoo
Ikkinchi tur egri chizigli integratlar ...........................
Grin formulasi va uning tatbiqlati c.oovevcevrnrinnnineencs

.....................................................................................

e 172
. 179

150

202
209

Parametrga bog lig xosmas mtegra]lar ......................

222

231
240
247

260
267

274
280
291
298
303

313
323
331
343

349
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