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KIRISH

Maksimum va minimum hagidagi masalalar sof va amaliy
matematikada tez-tez uchrab turadigan masalalar sirasiga Kiradi.
Igtisodiyotda esa bu tabiiy hoi. Korxonalar Kirimni maksimal-
lashtirishga harakat giladi. Har qanday davlat esa jamiyatning
igtisodiy salohiyatini maksimallashtirishga intiladi. Iste'molehilar
esa 0z mablagHlarini kam sarflab. o0‘z ehtiyojlarini maksimum
gondirishga harakat giladilar.

Klassik matematik analizda ko‘p o‘zgaruvehanlik funksiya-
laraing shartli ekstremumini topish usullari o‘rganiladi. Awaldan
berilgan chizigli ~munosabatlar, ya'ni chizigli tenglik va
tengsizliklar yordamida aniglangan sohada chizigli funksiyaning
maqsad funksiyasining shartli ekstremumini topish chizigli das-
turlashtirish usuli deyiladi. Amaliyotda uchraydigan ko‘pdan kolp
masalalarda yuqoridagi klassik usullar go‘l kelmay goldi.

Chizigli munosabatlar yordamida aniglangan sohada berilgan
chizigli funksiya uchun ekstremal masalalami o‘rganish XX asming
30-yillarida boshlangan edi. Cliizigli dasturlashtirishni umumiy
shaklda o‘rgangan olim Jon fon Neyman edi. Bu olim uning nomi
bilan atalgan iqtisodiy modelni va hozirda matritsali o‘yinlar
nazariyasida juda ko‘p ishlatiladigan minimaks hagidagi teoremani
isbot gilgan.

Matritsali oVinlar va cliizigli dasturlashtirish masalalari o°‘zaro
ekvivalentdir. Minimaks haqidagi teorema cliizigli dasturlashtirish-
ning asosiy teoremasi boigan “ikkiyoqlamalik,,ning xususiy holi
ekanini amerikalik olim D.Geyl tomonidan isbotlangan. Bu hagida
keyinroq to ‘xtalamiz. Cliizigli dasturlasiming asosiy usullaridan biri
simpleks usulidir. Cliizigli dasturlashtirish esa maksimum va mini-
mumning iqtisodiyotda ucliraydigan maxsus masalalari bilan shu-
g‘ullanadi.

Masalaning yecliimlari juda ko‘p boiishi mumkin. Shulardan
eng optimalini tanlash usullari ushbu o‘quv go'llanmada keltiriladi.

Murakkab iqgtisodiy tizimda optimal boshqgarish uning sama-
radorligi uchun muhim bosqich hisoblanadi. “Iqgtisodiyotda mig-



doriy usullar” fani iqtisodiy tizim boshgaruvchisiga tizimning
optimal variantlarini topishga yordam beradi.

‘Tqtisodiyotda miqgdoriy usullar” fani iqtisodiy jarayonlar ti-
zimini samarali boshqarisiming nazariy va amaliy usullarini ish-
lab chigish bilan shug‘ullanadi. Har ganday tizinmi boshqarish
biror jarayonni aks ettirib, u muayyan gonuniyatlarga bo'ysuna-
di. Boshqarish tizimini aniglash jarayonni amalga oshirilishidagi
zaruriy va yetarli shartlarni amalga oshirishda yordam beradi.
Buning uchun jarayonni xarakterlovchi parametrlar miqdoriy
jihatdan aniglangan va oMchangan bo‘lishi kerak. Shuning
uchun iqgtisodiyotda miqdoriy usullarning maqgsadi iqtisodiy ja-
rayonlarni boshgarishni tashkil gilish borasida uning yechimini
miqgdoriy asoslashdan iborat.

“lqgtisodiyotda miqdoriy usullar" fanining asosida iqtisodiy
jarayonning matematik modelini qurish va matematik usullar bi-
lan uni tahlil gilish yotadi. Ma'lumki, model qurish uchun ma-
salaning qo‘yilishidagi ma’lumotlar migdoriy tavsifga ega bo‘li-
shi kerak.

Muayyan iqtisodiy jarayonni yechish tizimi quyidagi bos-
gichlarni o‘z ichiga oladi:

1. Masalaning qo'‘yilishi. Bu bosgichda igtisodiy jarayon
so‘z vositasida bayon qilinib, asosiy elementlari aniglanadi:

» jarayonni ifodalovehi o°‘zgaruvchilar va ularga qo"yi-

ladigan chegaralar;

e optimaliik mezonini aniqlash:

2. Model qurish. Model qurish bosqichida quyidagilarga
e’tibor beriladi:

* masalaning kiruvchi va chiquvchi o‘zgaruvchilarini anig-

lash;

* masalaning dinamik va statistik elementlarini aniglash va
ular orasidagi bog‘lanisiming matematik ifodasini kelti-
rish.

Igtisodiy obyektlarning matematik modellari — uni tengla-
malar, tengsizliklar, mantigiy boglanishlar, grafik, graf va h.k.
lar yordamida tasvirlashdir. Bu tasvir tarkibiga o‘rganilayotgan
narsani tashkil etuvchi elementlar orasidagi bog‘lanishlar, mo-
delda shu elementlarga mos keluvchi elementlarning o4aro
bog'lanishlari ham kirishi kerak bo‘ladi. Bu model garalayotgan



igtisodiy obyektning shartli tasviri ekanligini bildiradi. Modelni
o‘rganish obyekt to‘g‘risida yangi ma’lumotlar olish va turli
holatlarda ularga mos keluvchi eng yaxshi (optimal) yechimlar
topishga imkon beradi.

Igtisodiy modellar garalayotgan iqtisodiy obyekt faoliyatida
muhim o‘rin tutadigan tarkibiy gismlarni aniglashga va shular
asosida shu obyektning kelajakdagi faoliyatidagi o°‘zgarishlarning,
ayrim parametrlarning o‘zgarishiga bogliq ravishda prognozlash
imkonini beradi. Modelda parametrlar orasidagi bogligliklarni
miqdoriy jihatdan baholash mumkin bo‘lgani uchun prognoz
yetarlicha aniglik va ishonchlilik darajasida bajariladi.

Har bir igtisodiy obyekt uchun kelgusidagi ahvolini prog-
nozlash, avvalambor, eng yaxshi natijalarga erishish, har xil sal-
biy holatlarni chetlab olishga xizmat qilishi kerak, xususan,
davlat migyosidagi igtisodiy siyosat ham ana shunday prognozlar
asosida olib boriladi.

Shuni ta'kidlash lozimki, har ganday iqtisodiy model ma'-
lum ma'noda ideallashtirilgan. shuning uchun ham ular toliqg
bola olmaydi. Bu modellarni qurishda modellashtirilayotgan
iqtisodiy obyekt faoliyatida olrin egallagan omillar ichidan.
masalan. mohiyatiga monand eng muhimlari ajratib olinib, qol-
ganlari esa e’tiborga olinmaydi.

3. Tahlil qilish. Masalaning matematik modeli qurilgandan
so‘ng. uning matematik yechimini topishga Kkirishiladi. Olingan
natijalarga ko'ra optimal yechim tavsiya gilinadi. Yechimni tah-
lil gilish jarayonida masalaning birinchi yoki ikkinchi bosgichiga
gaytadan olish zaruriyati tugllishi mumkin.

Yechimni tahlil qilish jarayonida olingan yechimning tur-
g'unligiga katta e’tibor beriladi. Yalii kiruvchi o‘zgaruvchilar-
ning yechimga ta’siri aniglanadi.

“lgtisodiyotda miqdoriy usullar” kursi Kirish gismi va o‘n
bir paragrafdan iborat. 0 ‘quv qollanma matritsa, detemiinant,
chizigli tenglamalar va ularni yechish usullari, Leontyev modeli,
chizigli dasturlash, butun sonli chizigli dasturlash, transport ma-
salasi, matritsali o‘yinlar, bimatritsaii o‘yinlar, gavariqg, chizigsiz
va dinamik dasturlashga oid malumotlarni ok ichiga oladi.

Hozirgi pavtda fan va ishlab chigarishning o‘sishi shu dara-
jaga yetdiki, unda jiddiy masalalarni yechish borasida murakkab
matematik hisoblash ishlarini amalga oshirish tagozo qilinadi.
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Bu holat bir tomondan, yetuk mutaxassislami tayyorlashda ama-
liy matematikaga oid fanlarni o'gitish mazmunini kcngaytirishga
olib keladi. Ikkinchi tomondan, matematik hisoblash ishlarining
kengayishi va murakkablashuvi hamda zamonaviy hisoblash tex-
nologiyalarining jadal sur’atlar bilan rivojlanishi matematik hi-
soblashlarning avtomatlashgan tizimlarini yaratishga olib keladi.
Jadal sur’atlar bilan o‘sayotgan bu ikki jarayon yetuk muta-
xassislami tayyorlash tizimida kompyuter tizimlaridan ogilona
foydalanishni tagozo qgiladi.

Shu munosabat bilan kursda masalalarni kompyuterda
yechishga oid mavzular ham o‘rin olgan.

Ushbu o‘guv go'llanma Oliy va o'rta maxsus ta’lim vazirligi
tomonidan tasdigqlangan hamda Jahon iqtisodiyoti va Diploma-
tiya universitetida 144 soat o'gitiladigan “lgtisodiyotda mig-
doriy usullar” fani namunaviy dasturi asosida yozilgan bo‘lib,
“5341100 — Jahon iqgtisodiyoti va xalgaro iqtisodiy munosa-
batlar” ta’lim yo'nalishida o‘giyotgan talabalar uchun mo‘l-
jallangan.

Ushbu o‘gquv qo'llanmadan biznes va boshqgaruv sohasidagi
igtisodiy oliy o‘quv yurtlari talabalari ham foydalanishlari mumkin.

0 ‘quv go‘llanmada yo‘l go‘yilgan kamchiliklarni to‘g‘rilash
magsadida o'quvchi-kitobxonlar tomonidan bildirilgan ixtiyoriy
taklif va tanqgidiy fikrlarni mualliflar xursandchilik bilan kutib
olishga tayyordirlar.



| bob. CHIZIQLI ALGEBRA
1.1. Matritsalar va determinantlar

Matritsa va determinantlar tushunchasi matematik ibora bo*
lib, juda ko 'pjarayonlaming matematik ifodasini keltirishda keng
qulayliklar tug'diradi. Chizigli tenglamalar yoki tengsizliklar siste-
masini yechish jarayonlariga zamin tayyorlaydi.

1.1.1. Matritsalar va ular ustida amallar

m ta satr va n ta ustunli, mxn ta sonlardan tuzilgan to‘g‘ri
to'rtburchakli jadval mxn ojchamli matritsa deyiladi.
Masalan. sonlarning to‘gki to‘rtburchakli

[3 6
o .

jadvali 2x3 olchamli matritsa boiadi. Matritsani ifodalashda
kichik ( ) yoki o‘rta [ ] qavslardan foydalaniladi. Ixn olchamli
matritsa, ya'ni fagat 1 ta satrdan tuzilgan matritsa satr-matritsa
deyiladi. Masalan, (6 o -3 9) satr-matritsa hisoblanadi.

mx| olchamli matritsa. ya'ni fagat 1 ta ustundan tuzilgan

yoki

. . - 2 .
matritsa ustun-matritsa deyiladi. Masalan, |2 ustun-matri-

-K
tsadir.
nxn olchamli matritsa kvadrat-matritsa deyiladi, n esa uning
'3 1 5
tartibi deb yuritiladi. Masalan. 4 3-tartibli kvadrat

matritsaga misol bo‘la oladi. 1-tartibli matritsa son boiadi.
Matritsani hosil giluvehi sonlar matritsaning elementlari deyiladi.
Matritsaning elementlari, asosan, ikki indeksli harflar bilan
belgilanadi, masalan, a, bunda birinchi indeks shu element
joylashgan satr ragamini, ikkinchi indeks esa ustun ragamini
ko‘rsatadi. Masalan. 3x4 olchamli A matritsa umuman



ko‘rinishida yoziladi yoki qisgacha A=(aj). (i—1,2,3;
j=1,2,3,4) kolrinishida belgilanadi.

Indekslari o‘zaro teng boigan matritsa elementlariga mat-
ritsaning bosh diagonal elementlari deyiladi. Fagat bosh diagonal
elementlari noldan fargli bolgan matritsa diagonal matritsa
deyiladi va quyidagicha yoziladi:

‘au 0 0
0 a 0
............ (O

vO0 0 e amy

Kvadrat matritsaning bosh diagonaldan yugorida (yoki pastda)
joylashgan elementlari nolga teng boisa bunday matritsa
uchburchakli matritsa deyiladi. Agar matritsaning tartib ragam-
larini saqlagan holda satrlari ustun. ustunlari satr ko'rinishida
yozilsa, bunday matritsa transponirlangan matritsa deyiladi. A
matritsaga transponirlangan matritsa .. ko‘rinishida belgilanadi.

Agar mxn oichamli A va B matritsalarda ularning mos
elementlari teng bolsa, ya’ni, a, =b,, bolsa. bu matritsalar teng
deyiladi. Bu holda A =B deb yoziladi. Matritsalar uchun
<,<,>,> tagqoslash belgilarining ma’nosi yo‘q. Turli oichamli
matritsalarning tengligi to‘g‘risida ham so‘z vyiaritilmaydi. mxn
oichamli A va B matritsalarning yigfindisi deb cbD = a, + bv
elementlardan tuzilgan mxn oichamli C matritsaga aytiladi.

Masalan,
(1 4 ‘4 2 n "5 6 \
2 3 + 2 -1 4 2
v3 8 j 8 8

mxn oichamli ixtiyoriy a,8, ¢ matritsalar uchun
e A+B=B+A;
- A+(B+C)=(A+B)+C

tengliklar olinli. Har bir elementi 0 ga teng bolgan matritsa nol
matritsa deyiladi.



A+(-A) =(-A) +A =o tenglikni ganoatlantiruvchi (-4) matritsa
A matritsaga garama-garshi matritsa deyiladi.

a+c =b tenglikni ganoatlantiruvchi C matritsa A va B
matritsalarning ayirmasi deyiladi va a-s kabi belgilanadi.

Misol.
3 44 2 2 1 2
2 3 2 1 = 0 4
O 3 4 2 -4j

A matritsaning a soniga ko paytmasi deb ci} =a m. ele-
mentlardan tuzilgan C =aA matritsaga aytiladi. Bunda quyidagi
tengliklar o'rinli bo'ladi.

* (a+p)A=xl+pA;

* (af)A=a([M);

e a(A+B)= +0cB .

w* o‘lchamli A va rxn o‘lchamli B matritsalarning ko‘paytmasi
deb co=arbX +aib2j+..+airobrxj +a.rbj elementlardan tuzilgan

mxn olcham li C matritsaga aytiladi va C=AB deb belgilanadi.
Misol.

o T '0-3+1-(-3) 0-1+128 '-3 2n
1 0(1331 1 13+0r-3) 11+0-2 3 1
n ) 3+14-3) L1412y 1o 3

Demak, ikkita matritsani ko'paytirish mumkin bo‘lishi
uchun birinchisining ustunlari soni ikkinehisining satrlari soniga
teng bolishi kerak ekan.

Masala. A va B mahsulotlar plastik. po‘lat va shishadan
tayyorlanadi. Har bir mahsulotga gancha xomashyo sarflanishi
1.1-jadvalda ko ‘rsatilgan.

1.1-jadval

plastik po‘lat shisha
A mahsulot 3 1 0.5
B mahsulot 4 05 2



Firmaga xomashyo ikkita x.r zavoddan keltirilgani uchun
transport xarajatlari har bir xomashyo uchun turlicha bo'lib, u
1.2-jadvalda keltirilgan.

1.2-jadval
X zavod Y zavod
Plast ik 10 9
Po‘lat 22 26
Sliisha 14 14

Berilgan ma'lumotlardan foydalanib. har bir mahsulotni har
bir zavodda ishlab chigarish uchun sarllangan xarajatni toping.
Yechish. Har bir mahsulotga zarur bo'lgan xomashyo mig-
dorini ifodalovehi
1 0.5"

4 0.5 2

ishlab chigarish matritsasini va birlik xarajatlarni ifodalovehi

10 9
C =22 26
14 14

birlik xarajatlar matritsasini garaymiz. A mahsulotning X zavod-
dagi umumiy xarajatlarini topish uchun A mahsulot uchun zarur
boigan xomashyo birliklarini xomashyolarning X zavoddagi mos
xarajat birliklariga ko‘paytirib, o‘zaro go'shish kerak. Matritsalar
ko'pavtmasi pc ning au elementi bu xarajatni beradi.

"0 9

@ 105, o B

PC= - .
405 233, 3,70 )

Kolpaytmaning au elementi A mahsulotning Y zavoddagi
xarajatlarini beradi. Ikkinchi satming elementlari B mahsulot-
ning X va Y zavodlardagi xarajatlarini beradi.

Matritsalarni ko'paytirishda har doim ham AB=BA tenglik
bajarilavermaydi. Quyidagi xossalar o ‘rinli.

« (AB)C =A(BC);

e (A+B)C =AC +BC; C(A+B)=Ca +CB .
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Matritsaning darajalari A°=E, Ai=A, A:=A., .., J1"=/1"N4
tengliklar bilan aniglanadi. Bu yerda A kvadrat matritsa. Dia-
gonal elementlari 1 ga, qolgan elementlari 0 ga teng bo‘lgan

f1 0 .. 0

|

E=O 1 . 0!
00

matritsa birlik matritsa deyiladi. Ixtiyoriy A matritsa uchun
ae =ea =A tenglik oiinli.

1.1.2. Determinantlar
Ikkinchi tartibli

v 2y
matritsaning determinanti deb aua=-a=ian songa aytiladi. Bu
determinant

au a,

4% /)
yoki MI simvol, yoki biror n harfi bilan belgilanadi.

Misol.
2

| 3 t2®)-1-4 =110

Uchinchi tartibli

A= a2 a2 ti3 (1.1)
a3 a2 a3

matritsaning determinanti deb
A=and2fB3 + 23R +alRn2aR-r/1x2ad - a na2nR - a J2ALB (1-2)

songa aytiladi. (1.2) ifoda juda sodda tarkibga ega. (1.1) matritsa
elementlaridan o‘ngda uning 1 va 2-ustunini yozamiz.

\ jhd
aA\ a2 @3 Pil a2
%W w2 U3 8l AR

1



(1.2) ifodada tolgki chiziglar bilan o‘chirilgan element-
laming koqaytmalari ishtirok etgan. Pastga yo‘nalgan to‘g#fi
ehiziglardagi elementlar ko‘paytmasi musbat ishora bilan, gol-
ganlari manfiy ishora bilan olingan.

Misol.
-10 -2 -1 0 -2-1 0
3 2 -2 =3 2 -2 3 2=
2 4 5 2 4 5 2 4
(-De2e5+0 (- 2)-2+ (-2 )*34-2
-10+ 0-24+ 8- 8- 0=-34.
a-tartibli
[3
n,
a71

(1.3)

kvadrat matritsani garaymiz. Agar matritsaning / satrini va y-us-
tunini o‘chirsak, n.: tartibli

«f,;-1  anjd till 3

matritsa hosil boiadi. Bu matritsaning determinanti (1.3) matritsa
atl elementining minori deyiladi va Mv bilan belgilanadi.
(-1 son elementning algebraik toldimvchisi deyiladi va
Aj bilan belgilanadi.

«-tartibli  (1.3) matritsaning g detenninanti uning ixtiyoriy
ustuni (satri) elementlarining ularga mos algebraik toldimvehilarga
ko‘paytmalari yig'indisiga teng, ya’ni

A=cUli+ar Ar +...+awAm, i =1.2,.../7.
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] -2
Misol. D = 3 5 -1, determinantni ikkinchi ustun boVicha
1

4 21

yoyib hisoblang.
Yechish. Determinantni ikkinchi ustun bo‘yicha yoyamiz:

D —alAi1 + d2:A22Ma:u32=

= (-2)-(-ha23 ' t5e(- 1) " 3+ 1-(-irf l 20.
4 2 4 2 13-1

Determinantlar uchun quyidagi xossalar o ‘rinli:

» Ikki ustuni (satri) ning o'rni almashtirilsa, determinant-
ning ishorasi almashadi.

e Biror ustuni (satri) ning elementlari nolga teng bo'lsa,
determinant nolga teng.

» Agar biror ustuni (satri) ning elementlari biror songa ko*-
paytirilsa, determinant shu songa ko‘payadi, ya’ni biror ustun
(satr) elementlarining umumiy ko ‘paytuvchisini determinant
belgisidan tashgariga chigarish mumkin.

o Ikki ustuni (satri) elementlari mos ravishda proporsional
bo‘lsa, determinant nolga teng.

e Biror ustuni (satri) ning elementlari bir songa ko‘pay-
tirilib, boshga ustuni (satri) ning mos elementlariga qo‘shilsa,
determinantning giymati o'zgarmaydi.

Misol. Determinantni hisoblang. -1 -2 0 ..n

Yechish. Determinantning ikkinchi satridan boshlab barcha
satrlarning elementlarini mos ravishda birinchi satrga qo‘shamiz.
Natijada quyidagi matritsaga kelamiz:

13



Bu matritsaning giymati berilgan matritsa giymatiga teng
bo‘ladi. Bu uchburehakli matritsa bolgani uchun uning giymati

n\ ga teng.
1.1.3. Matritsa rangi

Ixtiyoriy A matritsaning Kk ta satr va K ta ustunlarini ajratamiz.
Ajratilgan ustun va satrlar kesishgan joyidagi elementlardan k
tartibli matritsa tuzamiz. k tartibli matritsaning determinantiga
matritsaning k tartibli minori deyiladi. Noldan fargli minorlarning
eng Kkatta tartibiga matritsaning rangi deyiladi va r(A) kabi
belgilanadi. Agar matritsaning rangi r bo‘lsa. unda noldan fargli r
tartibli minor mavjud bo'lib. tartibi r dan katta bo'lgan barcha
minorlar nolga teng bo‘ladi. Bunda quyidagi munosabat o ‘rinli

0 <r(A) <min (m, n).

Matritsa rangi kengaytirish yoki elemental* almashtirislilar
yordamida aniglanadi. Matritsa rangini kengaytirish usulida
yechishda kichik tartibli minordan boshlab yuqori tartibli mi-
norlami hisoblashga o ‘tiladi. Agar noldan fargli k tartibli minor
hisoblangan bo‘lsa. k.. tartibli minor Kk tartibli minorni ken-
gaytirish hisobiga hosil gilinadi.

Matritsani elementar almashtirishlarga quyidagilar kiradi:

1) ixtiyoriy ikki satrlarni (ustunlarni) almashtirish;

2) satr (ustun) elementlarini noldan fargli songa ko ‘paytirish;

3) biror satrga (ustunga) boshga satr (ustun) elementlarini
biror songa ko ‘paytirib qo ‘shish.

Agar biror A matritsa chekli sondagi elementar almash-
tirishlar yordamida B matritsaga keltirilsa. bular ekvivalent mat-
ritsalar deyiladi. Ekvivalent matritsa ranglari teng bo‘ladi. Mat-
ritsalar ekvivalent bo‘lsa. A*B kokinishida belgilanadi.

Matritsaning boshlang‘ich bosh diagonallari 1 bo‘lib (bosh
diagonaldagi 1 lar soni nol bolishi ham mumkin). qgolgan ele-
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mentlar nolga teng bo'lsa, bunday matritsa kanonik ko'rinishda-
gi matritsa deyiladi.
Misol. Quyidagi matritsa kanonik matritsadir.

"
0
0,

O o -
O+~ o
O ° o
O ° o

Elementar almashtirislilar yordamida ixtiyoriy matritsani
kanonik kolrinishga keltirish mumkin.
Misol. Kengaytirish usuli bilan matritsa rangini toping.

A 2 4 -2

4 3 0

2
-2 6 6

Yechish. Birinchi tartibli minorlar matritsa elementiaridan
iborat. Masalan, birinchi tartibli minor (element) sifatida an

elementni olaylik, M] = 1 Ikkinchi satr va uchinchi ustun
yordamida kengaytirib, M2 = £ , noldan fargli minor hosil
gilamiz. M2 minorni kengaytirib uchinchi tartibli minor hosil

gilamiz. Bunday minorlar ikkita (ikkinchi yoki to‘rtinchi ustun-
lar yordamida). Bu minorlarni hisoblaymiz:

1 2 -1 1 -1-2
2 4 3=0,2 3 0 =o0
-1 -2 6 -1 6 6

Shunday qilib, kengaytirilgan uchinchi tartibli minorlarning
giymatlari nolga teng bo‘lgani uchun matritsa rangi 2 ga teng.

1.1.4. Teskari matritsa

Kvadrat matritsani olamiz.

a,, a, ...Ci
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Matritsa determinantini A =det A bilan belgilaymiz.

Agar a*o bo‘lsa, A ga xosmas, agar n=o0 bo‘lsa, A ga xos
matritsa deyiladi.

Agar A va B matritsalar uchun A B = B A =E bo‘lsa, B A
ga teskari matritsa deyiladi.

Teorema. A matritsaning teskari matritsasi mavjud bojishi
uchun uning determinant noldan farqli bo 7ishi zarur va yetarli.

A ga teskari matritsa A"l ko‘rinishida belgilanadi. Teskari
matritsa quyidagi formula yordamida hisoblanadi.

Ay AL AN
A2 A2 ..Ar

Al=
A, Ad ..Am
Bu yerda A -y —a yelementning algebraik to‘ldiruvchisi.
Misol. Berilgan matritsaga teskari matritsani toping.

@ -2 1
A= 2 12
A2 Y
Yechish. Matritsa determinantini hisoblaymiz.

2-2 1
detA= 2 1-2
1 2 2

bo‘lgani uchun teskari matritsa mavjud va uni

_ fA, A2 A
A-1= | A, A2A2

"B )
formula yordamida topamiz. Algebraik toTdimvchilarni
aniglaymiz:

A, =(-1) 21 _22=2+4=€s A, =(-1)" (4+2)=-6,

1 2
_ 21 B 2 1 B
AB—(~1)181 , T4l =3 A2=(-1)2H 2—-(-4-2)—6,
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22 1 2 -2
A2=(-TT =4-1 =3, Ah =(-1)24 =-(4+2)=-6.
1 2 1 2

-2 2 1
A7 =(-1)3 =4-1 =3, A3 =(-1)+ =-(-4-2)=6,
1 -2 2 -2
A;,:(.l)*'2 _21—2+4—6
(6 2 2 1
Demak, A 1= — 6 3 2 1
3 s 12 2
I -l
Misol. Elementar almashtirishlar yordamida A= 2 4

matritsaga teskari matritsani toping.
Yechish. Berilgan matritsaning olng tomoniga birlik matri-
f2 11110 o
tsani joylashtiramiz: s 2 4 o 1 o . Bu matritsaning chap qis-
vi 3 2 0 0 p
mini ustun bo‘yicha elementar almashtirishlar yordamida birlik
matritsaga keltiramiz. Matritsaning chap qismida ganday al-
mashtirishlar bajarsak, okig gqismida ham shunday almashti-
rishlar bajaramiz. Birinchi va ikkinchi ustunlar o'rinJarini al-
211100 f12-1010
mashtiramiz: s 2 4 0 10~2 s 4 10 0. Uchinchi ustunga
732001 37200y
birinchi ustunni go‘shamiz, ikkinchi ustunga birinchi ustunni -2
fl 0 0jo 1 o
ga ko‘paytirib go‘shamiz: 2 I 6 | -2 i . Birinchi ustundan
13 1 5jo 0 1
ikkinchi ustunni 2 ga ko‘paytirib ayiramiz, uchinchidan ikkinchi
ustunni 6 ga ko‘paytirib ayiramiz:
4 0 0o -2 1 -6"
o 1 0o 5 -2 13 . Birinchi va ikkinchi ustunlarga uchinchi

J 1 -1 0 0 1

fl 0085 -6

ustunni qo‘shamiz: 0 1 0 18 11 13 .mOxirgi ustunni -1 ga
001 111,

2-40 (1 17
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(\ 00-8-5 6°'
kofpaytiramiz: 0 1 OIS 1L -13 . Vertikal chizigdan o‘ng to-
0011 1 -1,
-8 -5 6]
matritsa bo‘ladi. Shunday qilib, A B8 1 -13
a0 -l

1.2. Chizigli tenglamalar sistemasi

Bu yerda biz chizigli tenglamalar sistemasi tushunchasi va
bunday sistemalarni yechish usullarini bayon gilamiz. Ko plab iqti-
sodiy jarayonlarni, jumladan ishlab chigarish tarmoqlari orasidagi
munosabatlarni aniglash masalasi chizigli tenglamalar sistemasini
0 rganishni taqozo giladi.

1.2.1. Sistemaning birgalikda boiishlik mezoni
Chizigli tenglamalar sistemasi quyidagi koVrinishda bo‘ladi:

an X: + ai2X2 +... +alnxn=bh
Az Xi + az2 X2 +... + axxn= b2, (1.4)

ami X] + amj x. ~K. 'F anwxn —bm.

Bu yerda ayva bj (i = l..m; j = l..n) —berilgan sonlar, X
lar noma’lum sonlar. Matritsalarni ko'pavtirish goidasiga ko‘ra
(1.4) sistemani matritsa ko‘rinishida ifodalash mumkin:

AX=B, (1.5)

bu yerda A = (a,j) (1.4) sistemaning noma’lumlar oldidagi ko-
effitsiyentlaridan tuzilgan matritsa bo'lib, sistemaning matritsasi
deyiladi. X = (xj, Xo..... xnNT, B = (bj, ba..... bm) T — ustun
vektorlar bolib, ular xj noma'lumlar va bj ozod hadlardan hosil

gilingan.
Agar tartiblangan n haqigiy sonlar to'plami (clf c2,..., cj ni
sistemaning noma’lumlari xj, X.,.., xn o'miga go'yilganda

sistemaning har bir tenglamasi ayniyatga aylansa, (ch c2,..., cn
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sonlar sistemaning yechimi deyiladi. Boshgacha qilib aytganda.
shunday C—(ch c2,..., clt)[ vektor mavjud bolsa, unda AC = B
oeinli boiadi.

Agar (1.4) sistema kamida bitta yeehimga ega bolsa. u bir-
galikcla deyiladi. Agar sistema yeehimga ega bolmasa, sistema
birgalikda emas deyiladi.

A matritsa elementlariga ozod had elementlaridan tashkil
topgan ustunni qo'shish natijasida hosil boigan quyidagi

au mmbl * N
2 ‘maz:n b.

vm n2 imn bmy/

matritsa sistemaning kengaytirilgan matritsasi deyiladi.

(1.6) sistemaning birgalikda bolishi quyidagi teorema orqali
hal gilinadi.

Teorema (Kroneker-Kapelli). Agar sistema matritsasi rangi
kengaytirilgan matritsa rangiga teng, ya hi r(A) =r(A) bo‘sa, u hol-
da sistema birgalikda bo 1adi, ya 'ni yeehimga ega bo 4adi.

Demak, bundan quyidagi xulosalarni chigarish o'rinli.

1) Agar HA) =r(A) bo'lsa, sistema birgalikda boiadi.

2) Agar r(A) ¢r(A) bolsa, sistema birgalikda bolmaydi.

3) Agar r{A) =r(A) =n bolsa, sistema yagona yeehimga ega.

4) Agar r(A)=r(A)<n bolsa, sistema cheksiz ko'p yeehimga

ega.

Misol. Quyidagi sistemani birgalikdaligini tekshiring:

5Xj - X2 +2X3 + X4 =7,
2X] + X2+ 4x3- 2X4 = 1,
Xi - 3X2- 6x3 + 5x4 = 0.

Yechish. Sistemaning kengaytirilgan matritsasini yozamiz:

-121 i\
1 4-21
-3 6 5

A =

= N ol

a
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Sistemaning asosiy matritsasining rangini hisoblaymiz. Chap
yugori elementlardan tuzilgan ikkinchi tartibli minor noldan
5 -1

fargli = 7 ¢ 0; bu minorni o‘z ichiga oluvchi uchinchi

tartibli minorlar nolga teng:

5-1 2 51 1
53= 2 1 4 =90 M"3= 2 1 -2=20
1 -3-6 1-3 s

Shuning uchun sistema asosiy matritsasining rangi 2 ga teng,
ya’ni r(A)=2. Kengaytirilgan matritsa rangini hisoblash uchun
quyidagi minorni hisoblaymiz:

5 1 7 5 14 7
2 1 1=2 7 1=-35®0
1 -3 0o 1 0 o

Demak, kengaytirilgan matritsa rangi r{A) = 3. r(A) ¢ j\a)
bo‘lgani uchun sistema birgalikda emas.

1.2.2. Tenglamalar sistemasini homa’lumlar soni
tenglamalar soniga teng bo‘lgan holda yechish

(1.4) tenglamalar sistemasida tenglamalar soni nomaiumlar
soniga teng, ya’ni m=n bolsin:

an xj + al2xz2 +... + alnxn= bh
azi Xj + a2 X2 +... + c2nxn = b2 (1.6)

fl/il X] ‘T"Anl X2 +-- 4"cinnxn  bn.

(1.6) sistema 1) Gauss usuli, 2) Kramer usuli va 3) matritsa-
li usul va 4) Gauss-Jordan usulida yechiladi.

Gauss usuli. Gauss usuli ba’zan o°‘zgaruvchilarni yo‘gotish
usuli deb ham ataladi. Sistemada nomaiumlar shunday yo‘qo-
tilib boriladiki, sistema uchburchakli sistemaga keltiriladi. Ama-
liyotda sistema ustida elementar almashtirishlar bajarilmasdan,
balki kengaytirilgan matritsaning satrlari ustida ish olib boriladi.
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Misol. Sistemani Gauss usulida yeching:
X+ y-3=:2,
3x-2y + z=-1,
2 X + Yy -2 =

Yechish. Sistemaning kengaytirilgan matritsasi

0.

fl 1-3 2n
|3 -2 1-1
2 1-2 0
ko'rinishida boladi. Elementar almashtirishlar bajaramiz:
a) birinchi satrni mos ravishda 3 va 2 ko‘paytirib, ikkinchi
va uchinchi satrlardan ayiramiz:
T 1-3 2”7
3-2 1-1
.2 1-2 0,

bu yerda ~ belgisi matritsalarning ekvivalentligini bildiradi.

b) uchinchi satrni -5 ga ko‘paytirib, ikkinchi satrga qo‘-
shamiz:

" 1 -3 2 s
0-5 10-7
40 0-10 13,

Demak. sistemani quyidagicha yozish mumkin:

X +y -3z =2,

-5v + 10z = -7,
- 10z = 13
Oxirgi tenglamadan z = -1,3. Buni ikkinchi tenglamaga

go‘ysak. y = -1,2. Birinchi tenglamadan x = - 0,7 kelib chigadi.
Kramer formulalari. Kramer usuliga ko‘ra (1.6) sistemaning
asosiy determinantini hisoblaymiz

4 = det (a,j).

Yana n ta yordamchi determinantsmi hisoblaymiz A (i=u ),
bu determinantlar asosiy determinantning i-ustunidagi element-
larni ozod hadlar bilan almashtirish natijasida hosil boladi.

Kramer formulasi quyidagicha boladi:
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A.xr= ALl =1u). (17)

(1.7) dan Kramer qoidasi kelib chigadi: agar asosiy determi-
nant noldan farqli bolsa. —sistema yagona yeehimga ega bo‘-
lib, u gquyidagicha topiladi:

Xj= All A

Agar asosiy Ava yordamchi determinantlar A (r=£ii), nolga
teng bolsa, sistema cheksiz yeehimga ega boiadi. Agar asosiy
matritsa determinanti A = 0 bolib, yordamchi determinant-
larning birortasi noldan fargli bolsa, sistema birgalikda emas.

Misol. Quyidagi sistemani Kramer usulida yeching:

Xj + X2+ Xj + X4 = 5,
Xj+ 22~ x3+ 4X4= -2
2Xj - 3x2- Xj - 5X4 = ~2,
3xj + x2 +2xj + 11x4=0.

Yechish. Sistemaning asosiy determinantini hisoblaymiz:
i
2-14

-3 -1 -5

|
A= 21 = -142 * 0,
3

12 11

Demak, sistema yagona yeehimga ega. Yordamchi determi-
nantlarni hisoblaymiz.

A (i= 1,4):

5 1 1 1 | 5 1 |

A,= 7 27 Y 142 aA2=1 7Y Y=o
-2 -3 -1 -5 2 -2 -1 -5
0 1 2 11 3 0 2 11
1 1 5 1 jl 1 1 5

Az ' 277 Y =426, As-= 1 2T TP = 142
2 3 -2 5 2 -3 -1 -2
3



Bu yerdan xi = Ai/A=1X=A2M =2, X= A3A = 3,
X = A4A = -1, Demak, sistema yechimi —vektor C = (1, 2,
3. -1)T.

Matritsali usul. Agar A0 bolsa, ya’ni A xos boimagan

matritsa bo‘lsa. u holda A~ teskari matritsa mavjud va (1.5)
tenglikdan quyidagilarni hosil gilamiz.

A~\AX) =A IB = (A~IA)X = A~IB =EX =A~IB =X =

bu yerda matritsalarning ko‘paytirish qoidasidan quyidagilar
kelib chigadi:

Yechimni X = zT7™ formula yordamida topish sistemani
yeehishning matritsali usuli deyiladi.
Misol. Teskari matritsa usulida yeching:

X1~x2 + x3 ~ 6*
2Xj +2 + XJ 3,
Xi +x2 +2Xj = 5.

Yechish. Belgilashlar Kiritamiz

1-1 n
A= 21 1,X= (X, x2x3T B =(s, 3,5 T
11 2
U holda sistemani matritsa ko‘rinishida yozamiz: AX=B. A =
-1 1)
det 2 1 1 =5 ¢ 0 boigani uchun A matritsa xosmas va
a 1 2

teskari matritsa mavjud:



X yechimni topish uchun A 1ni chapdan B matritsaga ko*-
paytiramiz: X = A *B. Teskari matritsa

(13 -2
Al="™3 1 |
11 -2 3)
shuning uchun
o 0132 g,
3 1 17
= 5

vi1i -2 V |5
Matritsalar ustida amallar bajarsak,

Xj = 1/5(16+3-3-2-5) = 1/5 (6+9-10) = 1,
Xo = 1/5 (-3-6 +1-3 - 1-5) = 1/5 (- 18 + 3 + 5) = -2,
xs = 1/5 (16 - 2-3 + 3-5) = 1/5 (s -s + 15) = 3.

Demak, C = (1, -2, 3)T.

Gauss-Jordan usuli. Chizigli tenglamalar sistemasini Gauss
usuli bilan yechish jarayonida sistemaning matritsasi uchbur-
chakli matritsaga keltirilishini ko‘rdik. Gauss-Jordan usulida
matritsa diagonal matritsaga keltiriladi va bu noma'lumlarni tez
topishga imkon beradi.

(1.6) sistemaning noldan fargli elementini olamiz.
elementga hal giluvchi element deyiladi. Asosiy matritsaning g-
satri hal giluvchi satr, /?-ustun hal giluchi ustun deyiladi.

Sistemaning koeffitsiyentlari ustida quyidagi hisoblashlarni
amalga oshiramiz:

aij ~~ajj-(ajpflaj)/agp, bj —b/-(ajpbaq)/Iflgp,
(i:|,2 ,...,q-l,q+|,...,n;j=|,z ,...,n). (1.8)

Natijada quyidagi sistema hosil boladi.
an Xxi + ai2’x: +... + aln xn= b{,
az2i xi +az2x: +... +a:nxn= b2, (1.9)
@ni +anj x: +... + am xn —bn.

Bu formulalardan ko‘rinadiki, p-ustun elementlarining #-sat-
ridagisidan boshga barchasi nolga teng: aip=., (i=l,2,...,q-
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l,q+1,...,n). #-satr elementlarini o'zgarishsiz  goldiramiz:
dgj —dgj, bg—bg. Shunday qilib, (1.6) va (1.9) sistemaning Q-
tenglamasi bir xil, xp o°‘zgaruvchi oldidagi q dan boshga barcha
elementi nolga teng.

(1.9) sistema matritsasi elementlarini topishda *“to‘rtbur-

chak” goidasidan foydalanish qulaylik tug'diradi. A matritsaning
to‘rtta elementini qaraymiz: au (o‘zgartirishimiz kerak boigan
element) a(p (hal giluvehi element), aip va ag. ay elementni
topish uchun ay dan aip va aq lar ko‘paytmasini (bular to‘rt-
burchakning diagonalida joylashgan) hal giluvehi element agpga
bolishdan chiggan giymatning ayirmasiga teng:

Oij T ~ ajp

Xuddi shu wusulni go'llab, (1.9) sistemaning elementlari
ustida shakl almashtirish mumkin. Hal giluvehi element sifatida
A matritsaning shunday noldan fargli asr*o elementini olamizki,
unda sog.repp shartlar ganoatlantirilishi kerak. Bir neeha ga-
damdan so‘ng sistema quyidagi ko‘rinishga keladi:

kix2 = ch
k2x2 = c2
Kuxm ~ £n.

Bundan noma'lumlarni aniglash giyin emas.
Misol. Quyidagi sistemani Gauss-Jordan usulida yeeliing:

Xj +x2 —3xj +2x4
Xj -2Xx2 - X4 =-6
X2+ Xj +3X4 = 16

2xj-3x2+ j =6.

Yechish. Sistemaning kengaytirilgan matritsasini olamiz. Hal
giluvehi element sifatida au elementni olamiz. Hal giluvehi
satrning elementlari o°‘zgarishsiz goladi. Birinchi ustunning bi-
rinchi satridagi elementdan boshga barcha elementlarni nol bi-
lan almashtiramiz. Qolgan elementlar (1.10) formula asosida
gayta hisoblanadi:
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f1 1 3 2 6 ! 1 -3 2 6 4
1 -2 o] -1 -6 0 -3 3 3 -12
0 1 1 3 16 o] 1 1 3 16

U -3 2 0 6y ,0 -5 8 4 -6,

Ikkinchi satr elementlarini -3 bolib, a.. elementni hal
giluvchi element sifatida olamiz:

1 1 -3 2 6 1 0 _— 1 2"
0 1 -1 1 4 01 -1 1 4
0 1 1 3 16 0 0 2 2 12
0 -5 8 .- -6, o 0 3 1 14,

Uchinchi satr elementlarini 2 ga bo‘lib. uss elementni hal
giluvchi element deb olamiz.

A o _2 1 2' 10 -2 1 2°' A oo 3 1 N
0 1 -1 1 4 0 1 -1 1 4 0 1 0 2 10
00 1 1 6 00 1 1 6 00 1 1 6

0o 3 14 w 0 3 1 14 ,0 o 0 _2

To‘rtinchi satrni -2 ga bolib, ass elementni hal giluvchi
element sifatida olamiz:

© oobr
et]

o ocor

1 0
10 1

O OO
O PR OO
[N eNoNoe!

N B~ o

0 3
10:
0 1
0 1

» o

0
, 0

Oxirgi matritsadan xj=s, X2 =, X?=4, x4=2 kelib chigadi.

y 1 )

1.2.3. Umumiy ko‘rinisfa<tagi tenglamalar sistemasi

Agar (1.4) sistemabirgalikdabolsa, ya’ni A va A matritsalar
ranglari teng bolsa, ikki holat bolishi mumkin: a) r = n; b) r <n:

a) agar r = n bolsa, n ta boglanmagan rt ta nomalumli
tenglamalar sistemasi hosil bolib, bu sistemaning determinanti
noldan fargli boiadi. U holda bunday sistemani yuqorida kel-
tirilgan usullardan foydalanib yechish imkoniyati tuglladi.

b) agar r < n bolsa, boglanmagan tenglamalar soni no-
malumlar sonidan kichik boiadi.

Erkin o'zgaruvchilar deb ataluvchi ortigcha o'zgaruvchilarni
X r+l, x r+2,..., xn, olig tomonga olkazamiz:
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an xi + 012*2 +eee + airxr — t> - ai,r+i xr+1 - ajnxn,
a2jXj + a22x2 +eem + W2rxr= b2 - a2,rVIl xr+| -mm - a2nxn,

ari XI + &r2x2 Clrr Xr br Gr,r-j Xr™j -... - omxn

Bu sistema determinanti noldan fargli bolgani uchun
sistemadan xj, x2,..., xr larni topish mumkin. Buning uchun
erkin o°‘zgaruvchilarga ixtiyoriy giymat berib yuqorida keltirilgan
usullardan foydalanib yechish mumkin. Shunday qilib, r < n
bolganda cheksiz ko‘p yeehimga ega bolamiz.

Misol. Sistemani tekshiring va birgalikda bolsa, yeehimni
aniglang.

Xl + X2 -2x3 - x4+ x5=1»
3Xj - X2 + X3 + 4X4 + 3X5 =4,
Xi +5x2 - 9X3 - &4 + x5 ~0-

Yechish. Elemental' almashtirishlar yordamida A va A
matritsalarning rangini aniglaymiz:

A -2 -1 1 19 (I 1-2-1 1 n (N 1-2 -1 1 r
3 -1 1 4 3 4 ~ o 4 7 7 o i 0 -4 7 7 o 1
A 5-9 -8 1 oj 0 4 -7 -7 o L © © 9 0o 0 o

Ma’lumki, r(A) = r( A) = 2. Berilgan sistema quyidagi
sistemaga ekvivalent:

X/ + X2 ~ 2x3 - x4 + X3= 1,
- 4x2 + + TXa =1

Xj va X o°‘zgaruvchilar oldidagi koeffitsiyentlardan tuzilgan
matritsa determinanti noldan fargli bolgani uchun sistemani
quyidagicha yozib olamiz

Xj + x2 = 2x3 + x4 ~x5+ 1,
- AX, = - IX3 - Txa + |,

bundan sistemaning cheksiz ko‘p umumiy yechimini aniglaymiz:
Xe = 7/4 Xs + 714 xa -1/4, Xj = 1/4 xs -3/4 X4 - Xs + 5/4. Bu
yechimdagi erkin o”zgaruvchilar hisoblangan X, X«, X5larga aniq
giymatlar berib, xususiy yechimlarni topamiz. Masalan, xs = X
= X5 = 0X]= 5/4, x. = - 1/4. Demak, vektor C (5/4, - 1/4, 0,
0, 0) sistemaning xususiy yechimlaridan biri boiadi.
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1.2.4. Bir jinsli tenglamalar sistemasi

Agar (1.4) sistemaning ozod hadlari nolga teng bolsa. bun-
day sistema birjinsli sistema deyiladi. Uning koTinishi quyida-
gicha bo‘ladi:

aunxj+aizx: +... +alnxn=o,
A *l + azz+2 +... + a2, Xn = o, (1.10)

ami % + ami X2 -K.. 4 amxn —o.

(1.10) sistema har doim yechimga ega. Masalan, Xj = X
=... =X, = 0 sonlar (1.10) sistemani ganoatlantiradi. Ikkinchi
tomondan Kroneker-Kopelli teoremasiga ko'ra (1.10) sistema
doim birgalikda boladi. Chunki kengaytirilgan matritsaning
oxirgi ustuni nollardan iborat boladi va matritsa rangini o°‘zgar-
tirmaydi.

Agar r = n bolsa, nol yeehim (1.10) sistemaning yagona
yechimi boladi; r < n bolganda esa sistemaning noldan fargli
yechimi ham mavjud. Noldan fargli yechimni topish yuqorida
bayon gilingan usullarda amalga oshiriladi.

Demak, (1.10) sistemaning noldan fargli yechimi bolishi
uchun uning asosiy determinanti nolga teng bolishi kerak.

1.2.5 Matritsalarning xos son va xos vektorlari

A kvadrat matritsa bolsin. Quyidagi
AX = XX

sistemaning noldan fargli har ganday X = (xi, X2..., xn)T
yechimi A matritsaning xos vektori, X esa matritsaning Xos
vektoriga mos kelgan xos soni deyiladi.

Matritsaning xos sonlarini topish uchun AX = nX tenglamani
(A - nE)X = 0. ko'rinishida yozamiz. bu yerda E — qa-tartibli
birlik matritsa. Sistemani kengaytirilgan ko‘rinishga keltiramiz:

(an -X)x1 + aiz2x2 +... + alnxn =o
a2lXl 4-(a22 ~Vx2 +... + a2mnn = 0

a,.X1 + arexXz +... 4 (ann-X)xn 0.

28



Natijada bir jinsli tenglamalar sistemasi hosil boiadi.
Sistema noldan fargli yechimga ega bo‘lishi uchun sistemaning
determinanti nolga teng bolishi kerak, ya’ni:

an are .. aim-4

Bu X ga nisbatan sa-tartibli tenglamadan iborat. Bu tenglama
A matritsaning xarakteristik tenglamasi deyiladi. Xarakteristik
tenglamaning yechimlari matritsaning xos sonlari deyiladi.

A matritsaning xos vektorlarini aniglash uchun (A —XE)X =
0 tenglamaga topilgan k ni qo‘yib, (1.11) sistemani yechish
lozim.

Misol. Matritsaning xos son va xos vektorlarini toping.

0
0
-3

2w b ow
| .
P o Rk ok
.
w o o o

1,

Yechish. A - XE matritsaning determinantini hisoblaymiz:

3 1 0] 0 0 -1 0 (r
1 1-n 0 o] A2-44 +4 1-1 [o] (o]
det det
3 0 5-4 3 3 0 5-1 3
v 4 1 1 1+ A 1 1-Ay
A - 49+ 4 0 o]
5+ a 3
= 3 -5-4 -3 . | (q,—4a +4)
3 1- 7
1+ A 3 1-9

Shunday qilib, (A - XE) = (X - 2)2 ¢ (A+2)2. Xarakteristik
tenglamaning (A - XE) = 0 yechimlari Xi = 2 n X2 — -2 bo‘ladi.
Ya’ni biz A matritsaning xos sonlarini topdik. Matritsaning Xxos
vektorlarini topish uchun topilgan X ning giymatlarini (1.11)
sistemaga qo'yamiz. X = 2 bolganda quyidagi tenglamalar
sistemasi hosil boiadi.
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Xj - Xe = 0, Xj - X =0,
X! - X, =0, = 3Xz2 -TXs - 3Xa = 0,
3Xj - s - 3Xs — 5%s 4 X4 = 0.
4xj - X2 + 3xj - X« =0,

Demak. X = 2 xos songa mos kelgan xos vektoming ko'ri-
nishi a (8, 8. -3. 15), bo‘ladi. bu yerda a ixtiyoriy noldan fargli
hagigiy son. X —-2 bolganda esa.

5 -1 0 ON
f1.3 00
1 3 0 0
A - XE=A +2E = 0100
3 0 -3
0 0 11
4 -1 3 3]

va xos vektorning koordinatalari quyidagi tenglamalar siste-
masini ganoatlantiradi:

Xi+3xz = 0,
X2 = o,

Xj+X4= 0.

Shuning uchun X = -2 xos songa p (0. 0.-1, 1), ko'rini-
shidagi xos vektor mos keladi. Bu yerda p noldan fargli ixtiyoriy
haqiqiy son.

1.2.6. Vektorlarning chizigli boglanganligi

Har ganday bir tekislikda yotmagan e2, e3 uchlikka R3
fazoning bazis vektorlari deyiladi. Har ganday a vektor bazis
vektorlar orgali yagona yoyilishi mumkin, vya'ni quyidagi
ko'rinishda boiadi:

a=Xjei +x2 e +xse? (112

Xj, X2, xs sonlar a vektorning e e2 e3 bazisdagi
koordinatalari deyiladi va a(xj, x2, x3 kokinishida ifodalanadi.
Agar ei, er, e3 vektorlarning olzaro perpendikular uzunliklari
birga teng bolsa, bunday bazis ortanormallashgan bazis deyiladi.
Ortanormallashgan bazis i, j, k harllari orqgali belgilanadi.
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a-olchovli eb e2...... em vektorlar berilgan bolsin. Agar

kamida birortasi noldan fargli bolgan Xi, X2, .. , Xm sonlar
mavjud va X\ et + Xo €2 +eee + em = 0 tenglik o‘rinli boHsa,
e, e era vektorlar chizigli bogiangan deyiladi. Agar bunday
sonlarni topish imkoniyati bolmasa, ei, €2, .. , em vektor

chizigli bogianmagan deyiladi, ya’ni keltirilgan tenglik fagat X\
= Xi ~ =~ Kn = 0 bolgandagina o ‘rinli.
Misol. Quyidagi vektorlarning chiziqli boglanganligini tek-
a2

shiring: (1, 1 422
Z‘if 'i 3 zb

ab =

Yechish. Agar xj, X2, xj, X4, x$ sonlar |ch|da birortasi noldan
fargli bolib, quyidagi tenglik:

Xj dj + X2a2+ xj aj + X4 (14 + xs as = 0,

o‘rinli bolsa, vektorlar chizigli bogiangan boladi. Bu
tenglik quyidagi tenglama sistemasiga teng kuchli:

Xj+ X2~ 3X4 ~ x5 =
Xj- X2+ 2x7- X4 = 8
bei - 2x2 + 6x3 +3x4 - dy = 0,

2x1+ 4x2- 2xj + 4x4 - 75~ 0.

Demak, chizigli bir jinsli tenglamalar sistemasi hosil boladi.
Sistemani Gauss usuli bilan yechamiz:

1

1 0 s -r ; \ 1 0 -3 -n
1 2 1 0 0 -2 2 2 0o -2 > 2 1
4 -2 6 3 -4 0 10 10 -5 10 0.2 Y 1 2
2 4 -2 4 -) lo 2 2 10-5 L0 20 10 -5
f. ' 1 0 -3 -1 i 1 0 -3 -f fi 1 -3 0 -r
0 - 2 2 1 -2 2 2 -2 2 2 1
0 0 0 -3 1 0 0 0 -3 -3 0 1
0 0 0 -4 w 0 0 0 o 0 0 O
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Sistemaning rangi 3 ga teng, noldan fargli yechimlari mav-
jud (r < n). xj, Xo, X« o0‘zgaruvchilar oldidagi koeffitsiyentlardan
tuzilgan matritsaning determinanti noldan fargli bolgani uchun
ularni asosiy o°‘zgaruvchilar sifatida olish mumkin:

Xj+ Xe - 3X4 = Xs,
-=2X2 + 2Xa = -2X3 - X5>
- 3Xa = - x$.
Bundan: xs = 1/3 Xs, X2 = 3/6x"+X?, Xj = 7/6 X -Xs.
Sistema cheksiz ko‘p yeehimga ega: erkin o'zgaruvchilar xs
va .x"ar bir vagtda noldan fargli bolganda asosiy o‘zgaruvchi-
lar ham noldan fargli bo‘ladi. Shuning uchun

X]d] + *2a2+x3a3+* W +XjdA5= 0
vektor tenglikning bir vaqtda nolga teng bolmagan koeffi-
tsiyentlari mavjud, masalan, x$ = § xj = 1 bolganda x.=2, X
= s, Xj=6 boiadi va biz
6aj + 6a2 + a3 + 2a4+ 6a3—0,
tenglikka ega bolamiz; ya’ni vektorlar sistema chizigli bog*-
langan.

1.3. Chizigli tenglamalar sistemasining igtisodiy
masalalarda qoilanilishi

Bu mavzuda chizigli tenglamalar sistemasiga keltiriladigan od-
diy iqtisodiy masalalardan tortih, ishlab chigarish tarmoglari ora-
sidagi muvozanat holati aniglash (Leontyev modeli) va umumja-
hon savdo modeli hagida so z boradi.

1.3.1. Chizigli tenglamalar sistemasiga keltiriladigan
oddiy iqgtisodiy masalalar

Chizigli tenglamalar sistemasiga keltiriladigan ba’zi sodda
masalalami kofib chigamiz.

Masala. Bir xil olchovli yassi materiallardan A, B va C tur-
dagi girgimlar tayyorlash kerak. A turdagi girgimdan 360, B tur-
dan 300 va C turdan 675 dona tayyorlash kerak. Materialni
girgishning uch usuli mavjud. Har bir materialdan tayyorla-
nadigan qirgimlar soni jadvalda keltirilgan.
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1.3-jadval

Qirgim Qirgish usullari

tnrlari 1 2 3
A 3 2 I
B 1 6 2
C 4 1 5

Masala shartini gondirishning matematik ifodasini aniglang.

Yechish. x, y, z orqali materiallar sonini mos ravishda birin-
chi, ikkinchi va uchinchi qirgish usullarida bajarishni belgilay-
miz. U holda x sondagi materialdan A turdagi girqimni birinchi
tur girgish usulida 3x dona, y dona materialdan ikkinchi girgish
usulida .y dona va uchinchi qirgish usulida esa z dona qirgim
hosil boiadi.

Rejalashtirilgan A turdagi gqirgimni tayyorlaganda 3x +2y +z
yig‘indi 360 ga teng bolishi kerak, ya’ni:

3x +2} +z —360.

Shuningdek, quyidagi tenglamalarni hosil gilamiz:

X + sy +2z —300
4x +y + 5z = 675.

Bu sistemaning yechimi A, B va C turdagi girgimlarni hosil
gilish uchun neehta materialni birinchi, nechtasini ikkinchi va
nechtasini uchinchi usulda qirgish lozimligini aniglaydi. Siste-
mani Gauss usuli bilan yechamiz.

| 6 2 300N fl 6 2 300" fl 6 1 300"

3 2 1 360 ~ 0 -16 -5 -540 0 16 5 540
A 0015 675) 0 -7 2 15y .0 -14 4 30,

fl 6 2 300 1 6 2 300 fl 6 2 300
o] 16 5 540 (o] 2 9 570 ~ o T 9 570
4o 2 0 570/ ,0 16 5 540; VO 0 -67 -4020,

Demak, sistema quyidagiga teng kuchli:

X + sy +2z — 300,
2y +9z = 570,
-67z = - 4020.
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Bu sistemani yechib z = 60; y = 15; x = 97 giymatlarga ega
bolamiz. Shunday qilib, 90 ta materialni birinchi usulda, 15 ta
materialni ikkinchi usulda va 60 materialni uchunchi usulda qir-
gish kerak ekan.

1.3.2. Leontyev modeli (Balans modeli)

Balans modelining asosiy masalasi makroiqtisodiyotni
tashkil etadigan ko‘p tarmoqli igtisodiyot faoliyatini magsadga
muvofiq tarzda samarali olib borishdan iborat bolib, bu masa-
la quyidagicha go'yiladi: n ta tarmoqgdan iborat xofalikning
har bir ishlab chigargan mahsulot migdori ganday bolsa, ular-
ga ehtiyoj tola qondiriladi. Bu yerda shuni e’tiborga olish ke-
rakki, n ta tarmoqgning har biri ishlab chigargan mahsulotning
bir gismi shu tarmoq ehtiyoji uchun, bir gismi boshga tarmoq-
lar ehtiyoji uchun va yana bir gismi ishlab chigarish bilan bogliq
bolmagan ehtiyojlar uchun sarf boiadi.

Ishlab chigarishning ma'lum bir davrdagi, aytaylik bir yil-
lik faoliyatini garaylik. x, i-tarmoglarning shu davr davomida
ishlab chigargan yalpi mahsulot hajmini pul birligida ifodalan-
gan giymati bolsin, bu yerda /=1 2, boiadi. xv deb /-tar-
mog mahsulotining /-tarmoq ehtiyoji uchun sarf bolgan haj-
mining pul miqgdorini belgilaymiz. y, deb z-tarmoq mahsu-
lotining noishlab chigarish ehtiyoji hajmining pul miqgdorini
belgilaymiz. iste’mol mahsulotlari, investitsiya va saldoning
pul migdorini o‘z ichiga oladi. Tabiiy /-tarmoq ishlab chigar-
gan yalpi mahsulot hajmi x., n tarmoq ehtiyojlari va noishlab
chigarish ehtiyojlariga sarf gilingan hajmlar yigIndisiga teng
bolishi kerak, ya’ni

X j"l)<l/l+y|' 1=12 --m»! (113)
(1.13) tenglamalar balans munosabatlari deb nomlanadi.
Agar  gj x. (,/=i,2,--h)  belgilash  kiritsak, %-j-
xj
tarmoqgning hajm birligi uchun sarf etilgan /-tarmoq mahsulot
hajmi giymatini bildiradi. 5, —bevosita xarajatlar koeffitsiyenti
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deb nomlanadi. a. —koeffitsiyentlar garalayotgan davrdagi ish-
lab chigarish jarayonida qo‘llanilayotgan texnologiyani aniq-
laydi. Qanchalik yangi samarali texnologiya qollanilsa, av— ko-

effitsiyentlar shunchalik kichik bo‘lib. sarf-xarajatlar shunchalik
kam bo‘lib. samaradorlik yugori bo‘ladi. Qaralayotgan davr ichi-

da ay koeffitsiyentlarini o‘zgarmas, ya’ni sarf-xarajatlar yalpi
xarajatlarga chizigli boglig deb olamiz.

X=V-Vv (Z-J =12....,n)

Shuning uchun ko‘rilgan ko‘p tarmogqgli iqtisodiyot modeli
chizigli balans modeli deb ham nomlanadi. (1.13) tenglama
quyidagi ko‘rinishga ega bo‘ladi.

X.=/ g X.tV. [=12e[7

7=1
Endi quyidagi belgilashlarni kiritamiz:
an @2 My a fv
4= ana?y..z,, X = X2 , Y = M
yarl 2 X,

bu yerda a — texnologik matritsa yoki Leontyev matritsasi,
x — yalpi mahsulot vektori. y — yakuniy mahsulot vektori deb
nomlanadi. Bu belgilashlarga asosan (1.13) tenglikdan quyidagi
matritsa ko‘rinishini hosil gilamiz.

X=AX+Y (1.14)

Kog tarmogqli balansning asosiy masalasi berilgan yakuniy
mahsulot vektori va bevosita xarajatlar matritsasi a ga ko‘ra x-
yalpi mahsulot vektorini topishdan iborat bo‘ladi, ya’ni (1.14)
tenglamani noma'lum vektor x ga nisbatan yechish kerak.
Buning uchun uni {e-.<x =y ko‘rinishga keltiramiz.

Agar (e-a)do bo‘lsa, u holda teskari f-aY matritsa mav-
jud bo‘lib, yechim quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:

X =(E-AyiY (1.15)

s =(E-Ay matritsa bevosita xarajatlar matritsasi deb nom-

lanadi. Bu matritsaning iqgtisodiy ma’nosini tushunish uchun
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¥ =(0,0-n,—0) [=12-+») / o'rnida 1, golgan joylarda 0 bolgan
yakuniy mahsulot birlik vektorlarini ko ‘raylik, ularga mos keluv-
chi (1.15) tenglama yechimlarini qursak, ular quyidagiga teng
boladi.

(s X \/ (S

.S,
X 2

521

snny

Demak, S=(sv) matritsaning sv-elementi, /-tarmogning
tarmogning birlik yakuniy mahsuloti y;, ni ishlab chiqgarish
uchun sarf gilinishi kerak bolgan mahsulot miqdori giymatini
berar ekan.

Qaralayotgan masalaning iqtisodiy ma’nosiga ko‘ra (1.15)
tenglamada y;>a (=i«). &1>o (ij =h1) bolib, tenglama yechimi
uchun y>o0 (=i/) Dbolishi kerak. Shu holatni biz
Y>o0. A>o0 Vay >o deb belgilaymiz.

Agar istalgan Y>ovektor uchun x>0 tengsizlikni ganoat-
lantimvchi (1.15) ning yechimi mavjud bolsa, A>0 matritsa
mahsuldor matritsa deyiladi, Shu holda Leontyev modeli ham
mahsuldor model deyiladi.

A matritsaning mahsuldor ekanligining bir necha mezon-
lari bor.

Matritsa mahsuldorligining yetarli sharti. Ulardan biri shun-
dan iboratki, agar A matritsaning ustunlar elementi yigindisi-
ning maksimumi 1 dan kattabolmay, heeh bolmagandabiron-
bir ustun elementlari yigIndisidan kichik bolsa, A mahsuldor

matritsaboladi, ya'ni Tax]nra,,<1, bolib, shunday jo mavjudki,
Joi-l

uning uchun j*aib< okinli bolsa, A mahsuldor matritsa bo*-

ladi.
Matritsa mahsuldorligining zarur va yetarli sharti.
l Agar nomanfiy A matritsaning eng katta xos sonining
moduli birdan Kkichik shartni qanoatlantirsa, u holda A
matritsa mahsuldor boladi.
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2. Agar nomanfiy A matritsa mahsuldor bo‘lsa, u holda
uning eng katta xos sonining moduli birdan kichik shartni
ganoatlantiradi.

Masala. Biz iqtisodiyotning gishlog xo'jalik mahsulotlari,
sanoat mollari va yogilglga asoslangan sodda modelini kokib
chigamiz (1.4-jadval).

1.4-jadval
Qislilog xo*jalik Sanoat  Yoqilgl
mabhsulotlari mollari
Qishlog xofalik 0,5 0.1 0,1
mahsulotlari
Sanoat mollari 0,2 ! 0.5 0.3
Y oqilgl 0,1 0.3 0.4

Birinchi ustun bir birlik gishlog xofjalik mahsulotini ishlab
chigarish uchun zarur bolgan gishlog xojalik mahsulotlari, sa-
noat mollari va yoqilg‘i birliklarini ifodalaydi. Masalan, bir bir-
lik gishlog xojalik mahsuloti uchun 0,1 birlik yoqilgl sarllanadi.

Ikkinchi ustun bir birlik sanoat mollarini ishlab chigarish
uchun zarur bolgan birliklarni, uchinchi ustun bir birlik yoqilgl
uchun zamr bolgan birliklarni ifodalaydi.

Bir birlik yoqilgl uchun sartlanadigan gishlog xojalik mah-
sulotlari, sanoat mollari va yoqilgl birliklari (3-ustun) yigindisi
1 ga teng emas. Buning sababi modelda barcha sohalar ishtirok
etmayapti.

Bu yerda Leontyev (yoki texnologiya, iste’mol) matritsasi
quyidagicha boiadi:

(0,5 01 0,1
A=|0.2 05 03
vo,l 0.3 0,4,

1) Berilgan jadval bo‘yicha quyidagilarni aniglaymiz.

a) 100 birlik sanoat mollarini ishlab chigarish uchun necha
birlik yoqilgl sarllanadi?

b) Ishlab chigarilayotgan qaysi mahsulot qolgan ikKki
mahsulotga eng kam boglangan?

¢) Agar yoqilglning narxi oshsa, golgan ikki mahsulotning
gaysi biriga ko'proq ta'sir etadi?
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Yechish.

a) Ikkinchi ustundan ko'rinib turibdiki, 100 birlik sanoat
mollarini ishlab chigarish uchun 30 birlik yoqilg‘i sarflanar ekan.

b) Ustunlarni ko‘zdan kechirib, bir birlik gishlog xo'jalik
mahsuloti uchun qolgan ikki mahsulotning 02+01=0,3 birligi;
bir birlik sanoat mollari uchun golgan ikki mahsulotning 0.4
birligi; bir birlik yoqilgl uchun qolgan ikki mahsulotning 0,4
birligi sarflanishini ko‘rishimiz mumkin. Shuning uchun qisliloq
xo'jalik mahsulotlari golgan ikkitasiga eng kam bog4diq boladi.

c) yoqilgl narxining oshishi yoqilglni kattarog miqgdorda
ishlatuvchi sohalarga eng ko‘p ta'sir etadi. Bir birlik gishlog xo*-
jalik mahsulotlari 0,1 birlik yoqilgl, bir birlik sanoat mollari 0,3
birlik yoqilg“‘i, va bir birlik yoqilgl 0,4 birlik yoqilgl sartlaydi.
Demak, yoqilgl narxining oshishi gishlog xojalik mahsulotlari
va yoqilglga eng ko‘p ta’sir etar ekan.

2) Biz 85 birlik yakuniy gishlog xofjalik mahsuloti, 65 birlik
yakuniy sanoat mollari va yakuniy 0 birlik yoqilg'i olishimiz
uchun yalpi ishlab chigarilgan mahsulot gancha bolishi kerak?

Yechish. Igtisodivot uchun yalpi ishlab chigarish ushbu

fxn
X = %

yalpi ishlab chigarish vektori orqali ifodalanadi. Bu yerda x,—
yalpi qgishloq xofjalik mahsulotlari, x; — yalpi sanoat mollari,
*3~ yalpi yoqilgl.
Yakuniy mahsulot vektori
(85
I= 65
vey
ga teng.
0.5 -01 -0.1
E-A=-.02 05 -0.3
-0.1 -0.3 0.6

Shuning uchun biz quyidagi sistemani yechishimiz kerak.
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o= o —a vi 85
—o® o <o X2 = 65
7o o= ofe__s ‘ 0

Bu yerdan:
gishlog xofjalik mahsulotlari — xx=300,
sanoat mahsulotlari — x =400,
yoqilgl — v, =250
ekanini topamiz.
Turli tarmoglarning mahsulotlarini umumiy birlikda ifoda-
lash uchun ishlab chiqgarish va talabni dollarda ifodalaymiz.
Misol. Aytaylik, biz ish kuchi, transport va ozig-ovqgat sanoati
tarmoglaridan tuzilgan iqgtisodiyotni garayapmiz. $1 li ish kuchiga
40 sentli transport va 20 sentli ozig-ovgat; $1 li transportga 50
sentli ish kuchi va 30 sentli transport; $1 li ozig-ovqgatga 50 sentli
ish kuchi, 5 sentli transport, 35 sentli ozig-ovgat sarflansin.
Qaralayotgan islilab chiqgarish davri uchun ish kuchiga talab $10
000. transportga talab $20 000 va ozig-ovgatga talab $10 000.
Igtisodiyot uchun ishlab chiqarish vektorini toping.
Iste’mol matritsasi ushbu

o] 0,5 0.5 ¢
A= 0 4 0.3 0.05
0,2 0 0,35 _

matritsa orgali ifodalanadi. Undan

1 -05 -0.5
E-A=-0,4 07 -05
02 0 o5

ekanini topamiz. Endi e-a matritsaga teskari matritsani to-
pamiz.
1,82 13
(E-A) = 108 22
0,56 0,4

Bu matritsaning barcha elementlari musbat bo‘lgani uchun
igtisodiyot mahsuldor boiadi. Berilgan talab vektori uchun

ishlab chigarish vektori
[59,200°
X =(E - A)4l = 64.800
33.600
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ga teng. Demak. $59,200 ga teng ish kuchi, $64,800 ga teng trans-
port, $33,600 ga teng ozig-ovqat ishlab ehiqarilishi kerak ekan.

Masala. Iqtisodivot qishlog xo'jalik. sanoat va ish kuchi
tarmogqlaridan tarkib topgan bolsin. Qishlog xolaligining har $1
i uchun gishloq xofjaligida 50 sent, sanoatda 20 sent, ish kuchi
tarmoglda 100 sent sartlansin. Sanoatning har $1 i uchun
sanoatda 80 sent, ish kuchi tarmoglda 40 sent sartlansin. Ish
kuchi tarmoglning har $1 i uchun gishlog xojaligida 25 sent,
sanoatda 10 sent sartlansin. Igtisodivot mahsuldor ekanini ko‘r-
sating va talab gishlog xojaligida $100 ga, sanoatda $500 ga va
ish kuchi tarmoglda $700 ga teng bolganda ishlab chigarish
vektorini toping.

Yechish. Iste’mol matritsasi

"05 0 0.25
A=02 08 01
1 04 0

matritsa orqali beriladi. e-a matritsaga teskari matritsani to-
pamiz.
16 10 5
(E-A)_1= 30 25 10
28 20 10
Shunday qilib. (¢--a) *>0 va shu sababli igtisodiyot mahsul-
dor boiadi. Bunda ishlab chiqarish vektori
10100
X = 22500
19.800
ga teng boiadi.
Ko‘pincha quyidagi mezondan foydalanish magsadga mu-
vofiq.
Misol. Ushbu

A= 13 12]
[V12 14

matritsani Ko ‘rib chigamiz. Uning xos sonini topamiz.

Demak, sA=s1M<I| ekan. Yugoridagi tasdigga ko'ra A mah-
suldor boiadi.
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1.3.3. Umumjahon savdo modeli

N ta davlat o‘zaro savdo-sotiq ishlarini yo‘lga go'ygan
deylik: Sj, Sz, .. Sn. Davlatlarning milliy daromadlari mos
ravishda xj,xz,...,xn bolsin. ay orgali Sj davlatning S, davlatdan
tovar sotib olishdagi milliy daromad ulushini belgilaymiz. Milliy
daromadning barchasi ichki yoki tashqi tovarlarni sotib olishga
ketadi deb faraz gilamiz. U holda

L 0=1 .2, (1-16)

tenglik 0 ‘rinli bo'ladi.

A=(awn). (i=1,2,...,n; j=1,2,...,n) matritsa savdo matritsasi
deyiladi. (1.16) ko'ra A matritsa ixtiyoriy ustuni elementlarining
yig‘indisi 1 ga teng.

Ixtiyoriy Sj (i=1,2,...,n) davlat uchun ichki va tashqi
savdodagi tushum quyidagiga teng:
Pi=aijxz: +akx2+... +airx,,.

Savdo bargaror bolishi uchun har bir S, davlatning sav-
dodagi tushumi milliy daromaddan kam bolmasligi lozim:

p>% (i=1,2,...,n).

Agar pj>Xj (i=1,2,...,n ) bolsa. quyidagi tengsizliklar
sistemaga ega bolamiz:

auxi + anzX + .. + ainXn > x|,
A21X1 + a2X + -. + a2n >x2,
....................................................... (1.17)
anixi + an:xz + ... + amxn / xfl,
(1.17) sistemaning barcha tengsizliklarini qo‘shib chigsak,
Xj(au+a2j+... +a, 1)+x2aj2+a22+... +tamn) +... +
+xn(aln+an+... +am) >xi +x2+... +xn,

tengsizlikka kelamiz.
(1.16) tenglikni inobatga olsak, gavs ichidagi ifodalar birga
teng boladi va biz

Xj+X2+. ee+xXn > X1+x2+-00+Xk,

garama-qarshi tengsizlikka kelamiz.
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Shunday qilib, Pi>x, (i=1,2,...,n) tengsizlikning bolishi
mumkin emas, va Pi>xt (i=l,2,...,n) shartdan p, = x,
(i=1,2,...,n) kelib chigadi. Agar X=(xj,Xz,...,xn) T vektorini Kirit-
sak, quyidagi matritsa tenglamasiga kelamiz:

AX=X (1.18)

Shunday qilib masala savdo matritsasining xos soni birga
teng boigan xos vektorlarini topishga kelar ekan.

Misol. Uchta davlatning ( SI. S2, S3 ) savdo matritsasi
quyidagicha bolsin:

"1/3 14 12
A=13 12 12
A3 14 0,

Savdo barqgaror bolishi uchun davlatlaming milliy daro-
madlari ganday bolishini aniglang.

Yechish. A matritsaning xos soni A=l bolgandagi xos
vektorlarini aniglaymiz. Buning uchun (A-E)X=0 matritsali
tenglamani yechamiz. Bu tenglamaning kengaytirilgan ifodasini
yozamiz:

Y V ron
x2 = 0
A-v3, IV

Bu sistemani Gauss usuli bilan yechamiz: xj = (3/2)c, x:
= ,C, Xj=c, ya'ni X=(3/2, 2. l)c; c-ixtiyoriv hagiqiy son.
Demak. davlatlaming milliy daromadlari 3/2:2:1 munosa-
batda yoki 3:4:2 munosabatda bolganda savdoda bargarorlik
kuzatiladi.

Tayanch iboralar

Matritsa, determinant, matritsalar ustida amallar, determi-
nantni hisoblash usullari, minor, algebraik toldiruvchi, matritsa
rangi, teskari matritsa, matritsaning xos son va xos vektorlari,
vektorlar, vektorlarning chizigli bogligligi. chizigli tenglamalar
sistemasi, birgalikda boigan sistema. Kramer, Gauss, matritsali
va Gauss-Jordan usullari, sistema yechimi, bir jinsli va bir jins-
siz chizigli tenglamalar sistemasi, Leontyev modeli, matritsa
mahsuldorligi, umumjahon savdo modeli.
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N

© N o Ul

10.
11.

12.

13.
14.
15.

16.
17.
18.
19.

Savollar

Matritsa nima?

Matritsaning rangi deb nimaga aytamiz?

Har ganday matritsalarni qo‘shish va songa ko ‘paytirish
mumkinmi?

Ixtiyoriy oichamli matritsalarni bir-biriga har doim
ko'paytirish mumkinmi?

Teskari matritsa ganday topiladi?

Determinant ganday xossalarga ega?

Matritsaning rangi ganday topiladi?

Yugori tartibli determinantlarni hisoblash qoidasi gan-
day?

Vektorlarning chizigli bogligligi nimadan iborat?
Matritsaning xos soni va xos vektorlari ganday topiladi?
Qanday tenglamalar sistemasi chizigli tenglamalar siste-
masi deyiladi?

Nomalumlar soni tenglamalar soniga teng bolgan sis-
tema yagona yechimga ega bolishi uchun ganday shart
bajarilishi kerak?

Kramer formulalarini bilasizmi?

Sistemani Gauss usulida yechish ganday tashkil gilinadi?
Sistemani Gauss-Jordan usulida yechish jarayoni ganday
tashkil qgilinadi?

Sistema gachon birgalikda deyiladi?

Matritsaning mahsuldorligi ganday aniglanadi?

Leontyev modeli nimani anglatadi?

Umumjahon savdo modelining yechimi ganday ma’noni
anglatadi?

Mashglar

2 bolsa, 2a-BA matritsani toping.
7

1.2. Matritsa berilgan: n=I *j. a. matritsalarni hisoblang.

1.3. Determinantlarni hisoblang.
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1.4. Quyidagi matritsalar uchun teskari matritsalarni toping.

noom 25T

DI i 2) 6 3 4
M S

1.5. Chizigli tenglamalar sistemasini Kramer. Gauss, Gauss-Jor-
dan va teskari matritsani topish usullaridan foydalanib
yeching.

r-3v+3z-7 2y- 4v+2z=0
Ddx+2y-2~-2, 2)g3v- 2V+2Z=10
3v+2v+4z -5 X-5v+3z=-3

1.6. Quyidagi matritsalarning rangini toping.

‘1 0 0 0 57 0 2 o o4
1) 0 0 0 0 o0 2) 1 0 0 4
2 0 0 0 11 0 o 3

1.7. Quyidagi tenglamalar sistemasini tekshiring.

Y +2n'T 43.Y3 =14

T 43%: +5xA +7ya+9x5=1 3y, +2.yt + =10

)i nj-2-y: +3.y?-4x4+5¥ =2 2)  Xj 1Y +x~—6
12Y} + 11Y- + 12x3+ 25.y4 + 22x} = 4 2xj —3m2- Y3 -5
X+Y =3

1.8. ¢ ning ganday giymatida

X+v+z-2
2Xx +y+2z =5,

4x +3v+4z =¢c

sistema birgalikda boiadi?

1.9. Kompaniyada uch turdagi samolyot bolib ular uch turdagi
yuklarni tashiydi. Har bir turdagi samolyotning yuk tashish
xarakteristikalari jadvalda berilgan.



Samolyot turi

Yuk birligi A B C
I tur 100 100 100
Il tur 150 20 350
I tur 20 65 35

Joiz kunda kompaniya | tur yukdan 1100 birlik, 11 tur yukdan
1200 birlik va 111 tur yukdan esa, 460 birlik jo ‘natishi lozim
bolsa, har bir turdagi samolyotdan yuk tashish uchun
ganchadan jalb qilish kerak?

1.10. a=(i;i;0),b =(1-ij);c=(-35-6) vektorlar eb e:,e” bazisda beril-
gan. eb e2J1b bazisda berilgan rf=(4;-4;5) vektorni a b, ¢ ba-
zisda ifodalang.

I.1 I. Leontyev balans modelidagi texnologik matritsa va yakuniy
mahsulot vektori berilgan. a matritsaning mahsuldorligini
aniglang. Yalpi mahsulotni toping.

(0125 0125~ _  Goot
mn 25 0,125;° 1400)

1.12. Igsodiyot tarmoglari orasidagi ko‘rsatkichlar ma’lum davr
mobavnida jadvalda keltirilgan. Agar tarmoq mahsulotlariga
boigan talab miqdori YT=(600,1000,600) ga o°‘zgarsa, yalpi
mahsulotning o'zgarishini aniglang.

Ishlab Iste’molchi tarmogqlari Talab Yalpi
chigarish Qislilog Sanoat Mehnat miqdori mahsulot
tarmoglari  xo*iahgi resurslari
Qishloq 500 300 1300 700 2800
xojaligi
Sanoat J500 800 700 1000 4000
Mehnat 900 4800 700 600 7000

resurslari
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Il bob. CHIZIQLI DASTURLASH

Chizigli dasturlash tushunchasini L.V. Kantorovich tomo-
nidan 1939-yilda chop etilgan “Ishlab chigarishni tashkil gilish
va rejalashtirish" risolasi bilan boglasa bo‘ladi.

L.V. Kantorovich tomonidan ilgari surilgan g'oya oz vag-
tida inobatga olinmadi. Urushdan solng chizigli dasturlash
masalasi amerikalik olim T.Kupmans tomonidan gayta ochildi.
A.Dansing tomonidan 1947-yilda chizigli dasturlash masala-
larini yechishning cfl'ektiv usuli (simpleks usul) ishlab chigildi.

1950-yillardan keyin elektron hisoblash masliinalarining
dunyoga kelishi chizigli dasturlashning tez sur’atlar bilan o°si-
shiga za’min yaratdi. 1975-yilda L.V. Kantorovich va T.Kup-
mans Nobel mukofoti laureatlari boldi.

Ko*p argumentli chizigli funksiya argumentlarining chiziqli
chegaralar ostidagi ekstremumini (maksimum yoki minimumni)
topishga chizigli dasturlash deyiladi.

Misol. Quyidagi ikki argumentli chizigli funksiyaning

fixi , x2)=2x1+5x2
chiziqgli tengsizliklarni ganoatlantiruvchi

JXj +x2 <127
[7X) -x 2 <83

X >0, x2>0.

maksimal giymatini toping.
Keltirilgan misol chizigli dasturlash masalasidir.
/(x132)=2x1+512 funksiya maqgsad funksiyasi deyiladi.
X >0, x2>0 tengsizliklar nomanfiylik shartlari deyiladi. Cliiziqgli
tengsizliklar sistemasi esa chizigli dasturlash shartlari deyiladi.
Chizigli dasturlash masalasi ko‘plab igtisodiy masalalaming
matematik modelidan iborat.
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2.1. Iqgtisodiy masalalaming matematik modelini tuzish

Igtisodiy masalalaming chizigli dasturlash ko'rinishida ifoda-
lashning asosi masala parametrlarini toy ¥i tanlash va ular vosi-
tasida magsadni chizigli funksiya orqali, chegaralami esa chizigli
tengsizlik va tengliklar orgali ifodalashdan iborat.

2.1.1. Korxonada mahsulot ishlab chigarishni rejalashtirish

Korxonada ikki turdagi stul islilab chigariladi. Bu mah-
sulotlarni ishlab chigarishda uch xil xomashyodan foydalaniladi.
Birlik mahsulotni ishlab chigarish uchun sarflanadigan xom-
ashyo miqgdori va har bir mahsulotni sotishdan keladigan foyda
hamda zaxiradagi xomashyo miqdori 2.1-jadvalda keltirilgan.

2.1-jadval
1-tur 2-tur Zaxiradagi
stul stul xomashyo
miqdori

1-xomashyo 4 6 24
2-xomashyo 3 2 12
3-xomashyo 1 1 8
foyda 4 5

Ishlab chigarishni shunday rejalashtirish kerakki, korxo-
naning oladigan foydasi maksimal bolsin. Demak, asosiy mag-
sad maksimal foyda olish. Ishlab chiqgarishni rejalashtirish ja-
rayonining parametrlarini aniqlaymiz. x, o‘zgaruvchi orgali 1-
tur stullarni ishlab chigarish sonini, x2 orqali esa 2-tur stullarni
ishlab chigarish sonini belgilaymiz. Agar xx dona 1-turdagi stul-
lar sotilsa, korxonaning 1-turdagi stullarni sotishdan keladigan
foydasi 4x, ga teng boiadi.x2 dona 2-tur stullarni sotishdan ke-
ladigan foyda esa 52 ga teng boiadi. Korxonaning umumiy
foydasi s1...2 ga teng. Demak, masalaning maqgsad funksiyasi
[ (X, x=4f+5x Korxonaning maqgsadi foydani maksimallashdan

iborat. Bu holat quyidagicha yoziladi.

4x, + 5x% —>max

47



Endi fikrimizni chegaralarni qurishga garataylik. Ko‘ri-
layotgan masalada barcha chegaralarning strukturasi bir xil:

Islilab chigarishga sarf < Zaxiradagi
gilingan xomashyo xomashyo

Endi ishlab chigarishga sarf qilingan xomashyo migq-
dorlarini va x. orqali ifodalaymiz. Birinchi tur stulni ishlab
chigarish uchun 1-xomashyoning 4x, qismi ketadi. Ikkinchi tur
stulni ishlab chigarishga esa 1-xomashyoning .. gismi ketadi.
Demak, ishlab chiqarishga ketadigan 1-xomashyoning umumiy
migdori sxx+sx. ga teng boladi (jadvalning birinchi satriga
garang). Zaxiradagi 1-xomashyo miqgdori 24 ga teng bolgani
uchun biz quyidagi tengsizlikka kelamiz:

4x, + 6%x2 <24
Xuddi shuningdek. golgan xomashyolar uchun ham quyidagi
tengsizliklarga erishamiz:

3Vj +2n2" 12

X, +i, <8
Olingan chegaralarni bir joyga jamlasak, tengsizliklar sistemasini
hosil gilamiz.

[4nj r6n2<24
<3xi +2x2< 12

+/28
Ishlab chigariladigan mahsulotlar manfiy bolmasligidan X va x
o‘zgaruvchilarga nomanfiylik shartlarini yozamiz.
n,>0 n2>0.
Shunday gilib, masalaning matematik modelini quyidagicha
yozish mumkin:

4x, + 5x2 -> max

4x, + 6x-, < 24

<3X, +2x2<12
X +x2<8

X, >0. x2>0



Ishlab chiqarish sharoiti yoki mahsulotlarning realizatsiya
gilish jarayoni o‘zgarganda modelga o‘zgartirishlar Kkiritiladi.
Masalan, mahsulotlarni realizatsiya qilish sharti o'zgarganda
maqsad funksiyasining koeffitsiyentlari o'zgaradi. Zaxiradagi
xomashyo miqgdorlari o°‘zgarganda chegaraning o°‘ng qismlari
0 ‘zgaradi. Ishlab chiqgarish sharoiti okzgargan tagdirda esa yangi
tengsizlik yoki tenglama Kiritilishi mumkin.

2.1.2. Optimal aralashmani tanlash

Hayvonlarni oziglantirishda ularning normal o‘sishi uchun 2

xil modda kerak bo‘ladi. Bu moddalar ikki xil ozuqga tarkibiga

kiradi. 2.2-jadvalda ikki xil ozuqga tarkibidagi moddalar migdori

va birlik ozugalarning narxlari hamda hayvonlarning rivojlanishi
uchun kerak bo‘ladigan moddalar migdori keltirilgan.

2.2-jadval

1-tur 2-tur aralashmadagi
ozuga ozuga modda migdori

1-modda 2 1 12
2-modda 6 4 30
Ozuqga narxi 5 2

Ozugalardan ganday aralashma tayyorlanganda, hayvonlar
uchun zarur boflgan modda miqdorlari kafolatlanib, minimal
narxdagi aralashmaga erishish mumkin?

Xj o0‘zgaruvehi orqali aralashmadagi 1-tur ozuganing mig-
dorini, x» orgali esa 2-tur ozuganing migdorini belgilaymiz.
Kunlik aralashma narxi sxl+2x1 ga teng. Bizning magsad ara-
lashma narxini minimallashdan iborat.

5x{+2x2 —mm

Chegaralarning strukturasi quyidagicha bo‘ladi:

Aralashmadagi > Minimal modda
modda miqgdori miqdori

Belgilashlarga ko'ra jadvaldan quyidagi tengsizliklarni keltirib
chigarish mumkin.

fon, + = > 12

j6\A + 204 > 30
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Keltirilgan tengsizliklarga X va .r. o°‘zgaruvehilarning no-
manfiylik shartlari ham qo‘shiladi. Shunday qilib, masalaning
matematik modeli quyidagicha bo‘ladi:

j2x+x>12
[6.X + ZX > 30

X >0 X% >0

Keltirilgan masalalarda chegaralar tengsizlik kolrinishiga
ega. Chegaralarda tenglik ishlatiladigan hollar ham bo‘lishi
mumkin. Masalan, agar birinchi masalada 1-xomashyoni to‘la
sarf qilish talab qilinsa, birinchi tengsizlik o‘rniga 4x,+6<2=24
tenglik ishlatiladi.

2.2. Chizigli dasturlash masalasining umumiy
shakllari

Bu mavzuda chizigli dasturlash masalalarining umumiy shak-
li bayon qilinib, unda chizigli dasturlashning har ganday masala-
sining umumiy qolipga tushirilishi keltiriladi. Chizigli dasturlash
masalalarining standart va kanonik ko Trinishlarini bayon gilamiz.

2.2.1. Chizigli dasturlash masalasining umumiy ko‘rinishi

Chizigli dasturlash masalasi umumiy ko‘rinishda quyida-
gicha ifodalanadi. Chizigqli magsad funksiyasiga

I(XLX,..... X,) =cx1l+c,x, +...+cC,Xxn
maksimum (minimum) giymat beradigan

aNXX+ai2x2 +.. +am<zZx /=12,..,K

anx] + Gix2 + ... + am>bt. i=k+1..,/
anxx+aix2+... +ain>=bi i=1+
shartlarni ganoatlantimvchi xir*2 0 ‘zgamvchilarni topishdan

iborat. Ko‘pincha chegaralar ichida barcha okgamvchilarning
yoki ularning ma’lum bir gismlarining nomanfiylik shartlari
keltiriladi.

X>0,i=12..f (s<m)
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Bu shartlar yuqorida Kkeltirilgan tengsizliklarning xususiy holida
kelib chigadi, lekin amaliyotda ular alohida guruhga ajratiladi.

Bu yerda ailbr c: berilgan sonlar.

2.2.2. Chiziqgli dasturlash masalasining shakl
ko‘rinishlari

Chiziqgli dasturlash masalasining standart ko‘rinishi quyida-
gicha bo‘ladi:
Magsad funksiyasini

z"Z c,iN max
N mm(max)

Chegaralar:
n —
LauXjZor i=In'
i3
Chizigli dasturlash masalasining kanonik ko ‘rinishi:

n
2=Y C y ->mm(max)
E;
Chegaralar:

+a,, X =br i=lm
j-1

Xj~o,7=1n
Masalaning standart shaklda yozilishining qizig tomoni shun-
daki, juda ko‘p amaliy masalalar standart ko‘rinishda yoziladi.
Chizigli dasturlash masalasining kanonik ko‘rinishda yozilishi-
ning atzalligi shundaki. masalani yechishning asosiy usullari shu
shakl uchun ishlab chigilgan.

Keltirilgan chizigli dasturlash shakllari shu ma'noda ekvi-
valentki, oddiy almashtirish yordamida biridan ikkinchisiga
o4ish mumkin.

2.3. Chizigli dasturlash masalasini grafik usulda yechish

Bu mavzuda chizigli dasturlash masalalarining sodda hollarini
grafik usulda yechish imkoni borligi keltiriladi. Masalaning ma-
tematik modelidagi o'zgaruvchilar ikkiga teng bo Uganda optimal
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yeehim topish imkoniyati bor. Bundan tashgari, bunday hollarda
olingan yechimni tahlil gilish jarayonida qulayliklar paydo bo iadi.

Chizigli dasturlash masalasi ikki o‘zgaruvchidan iborat bo‘l-
gan holda grafik usulda yechish qulay. Chizigli dasturlash lasini
grafik usulda yechish ikki bosgichdan iborat:

 tekislikda chizigli tengsizliklarni ganoatlantiruvchi

to ‘plamni aniglash;

» to‘plamda magsad funksiyasiga ekstremal giymat beradigan

nuqtani topish.

Ikki o‘zgaruvchili chizigli tengsizlik koordinatalar tekisligi
(AA2da muayyan yarimtekislikni ifodalaydi. Tengsizliklar sistemasi
esa shu yarimtekisliklarning umumiy kesishmasidan iborat bo‘ladi.
Bu kesishma joiz soha deyiladi. Joiz soha doimo gavarig sohadan
iborat bo‘ladi. Ya’ni sohaga tegishli ikki nugta olinganda ulami
tutashtirivchi kesmaning barcha nuqtalari ham shu sohaga te-gishli
bo‘ladi. Joiz soha gavariq ko‘pburchak, chegaralanmagan qavariq
ko‘pburchak, kesma, nur yoki yagona nugtalardan iborat bolishi
mumkin. Tengsizliklar sistemasi birgalikda bo‘Imagan taqdirda joiz
soha bo‘sh to‘plamdan iborat bo‘ladi.
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2:
nugmtengsizlikni
1.5: aancatfantimavdi
1 \
0.5:
10 1 2 3 .4
0.5: X
2.1-rasm 2.2-rasm

ax, + bx2=c tenglamani qganoatlantiruvchi to‘plam tekislikda
to‘g‘ri chizigdan iborat (2.1-rasmga garang). axx+bx2<c teng-
sizlikni ganoatlantiruvchi to‘plam esa shu to'g'ri chizigning bir
tomonida yotuvchi yarimtekislikdan iborat.

Tengsizlikka garab yarimtekislikni tanlashni koframiz. Te-
kislikda to‘g‘ri chizigda yotmagan ixtiyoriy nuqgta olinadi. Olin-



gan nuqta koordinatalari tengsizlikka gqo‘yiladi. Bunda ikki hoi
bolishi mumkin. Olingan nuqta tengsizlikni ganoatlantirsa,
nugta tomondagi yarimtekislik tanlanadi. Agar tengsizlik qa-
noatlantirilmasa, nuqta joylashmagan yarimtekislik tanlanadi
(2.2-rasmga garang). Chizigli tengsizliklar sistemasini ganoat-
lantiruvehi soha bareha yarimtekisliklarning umumiy gismidan
iborat bo‘ladi.

cxl+cx2=c to‘gl*i chizigning normal vektori n={ci,c2) ga
teng bolib, u tolgki chizigga perpendikular boiadi. cXk,+c22=c
to‘g‘ri chizigni o‘ziga parallel holda n bo‘yicha siljitganimizda
¢ ning giymati o'sib bo'radi; n vektorga teskari yo‘nalishda esa
¢ ning giymati kamayib boradi.

n vektor / =cM+c2x2 maqgsad funksiyasining sath sirtiga
pedendikulardir. n vektorning yo'nalishi magsad funksiyasining
o‘sish yo‘nalishi bilan mos keladi. Magsad funksiyasining ka-
mayishining yo‘nalishi esa n vektor yo‘nalishiga teskari boiadi.

Masalaning grafik usulda yechishdagi asosiy g‘oya quyida-
gichadir. n vektor yo'nalishida joiz sohadagi optimal nuqgta
ax izlanadi. Optimal nugta shunday nugtaki, bu nuqgta
orgali ofigan maqgsad funksiyasining giymati maksimal (mini-
mal) boHMadi. Optimal yechim joiz sohaning chegarasida joy-
lashgan boiadi.

Chizigli dasturlash masalasining optimal yechimini topish
jarayonida quyidagi holatlar ro‘y berishi mumkin: Masalaning
yagona yechimi mavjud; masala cheksiz kolp yeehimga ega;
magqgsad funksiyasi joiz sohada chegaralangan emas; joiz soha
yagona nuqtadan iborat; masalaning yechimi mavjud emas.

Masalani grafik usulda yechish quyidagi bosgichlarda amal-
ga oshiriladi.

1. Masala shartidagi tengsizliklarni tengliklar bilan almash-
tirib, unga mos kelgan to‘gki chiziglarni chizish.

2. Har bir tengsizlikka mos kelgan yarimtekisliklami belgi-
lab chiqish. nj>o0,r2>0 shartlarga ko‘ra, joiz soha 1-chorakda
joylashadi.

3. Barcha tengsizliklarni ganoatlantimvchi joiz sohani aniq-
lash. Agar bunday soha mavjud bolmasa. masalaning yechimi

mavjud emas.
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4. Agar joiz soha bo‘sh bo‘lmasa, magsad fuiiksiyasini qu-
rish. Buning uchun magsad funksiyasining biror sath chizig‘ini
cixi +Gx. =c olamiz. Bu yerda c ixtiyoriy son, masalan, Cjva c:
sonlarga karrali gilib olish qulay.

5. n=(c1x,) vektorni qurish: buning uchun (0:0) nuqgtadan
boshlanib, (c1x2) nuqtada tugallanadigan vektor chizish. Agar
maqgsad funksiyasi va n=(c1c2 vektor tolg‘ri tanlangan bo‘lsa,
ular o'zaro perpendikular bo‘ladi.

6. Magsad funksiyasining maksimal giymatini topish uchun
magqgsad funksiyasini ifodalovchi to‘g‘ri chizigni n=(c,.c,) vektor
yo‘nalishida siljitib borish kerak. Maqgsad funksiyasining minimal
giymatini topish uchun esa chizigni n=(clic2) vektor yo‘nalishida
teskari tomonga siljitib borish kerak. Siljitish jarayonida joiz so-
haning oxirgi nuqtasini tark etuvchi nuqta maksimal yoki mini-
mal nugta bo‘ladi. Agar bunday nuqta mavjud boimasa, joiz so-
haning chegaralanmaganligi to ‘g‘risida xulosa gilamiz.

7. Magsad funksiyasining maksimal (minimal) nugqtasini
aniglash bu nugtadagi magsad funksiyasining qiymatini topish-
dan iborat. Optimal nuqtaning koordinatalarini topish uchun
nuqgta qaysi to‘g‘ri ehiziglarga tegishliligini aniglab, tenglamalar
sistemasini birgalikda yeehish yetarlidir.

Quyidagi masalani grafik usulda yechishga to”xtalib o‘tamiz.

4xj + 5x-, —>max
4r, +6Tr <24  (2.1)

Awalo joiz sohani topamiz. 4y,+6x2<24 tengsizlikni tenglik
bilan almashtiramiz. 4~+6*, =24 va uning gratigini chizamiz.
To‘g‘ri eliizigning grafigini chizishda uning koordinata o ‘glari
bilan kesishadigan nuqtalarini topish qulaylik tug‘diradi. x,=o0
bo‘lganda x2=4 kelib chigadi. x2=0 bo‘lganda x, =6 bo4adi.
Dekart koordinatalar sistemasida (0;4) va (6;,0) nuqtalar or-
gali to‘g‘ri chizig o‘tkazib, 4x,+6x,=24 ning grafigini hosil gila-
miz. Bu tolglri chizig tekislikni ikki gismga ajratadi. Tengsizlikni
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ganoatlantiruvchi yarimtekislikni aniglash uchun tekislikda
joylashgan to‘g‘ri chizigda yotmagan ixtiyoriy nuqgta, masalan,
koordinatalar boshi (0;0) ni olamiz. Bu koordinatalarni tengsiz-
likka go‘yamiz: 4-0+6 0<24, ya'ni 0<24 Kkelib chigadi. Demak,
yarimtekislikning koordinatalar boshini o‘z ichiga olgan yarim-
tekislikni tanlavmiz. Shunday qilib, birinchi chorakda joylashgan
va (2.1) tengsizlikni ganoatlantiruvchi soha OAB uchbur-
chakdan iborat (2.3-rasm).

6%:
m\

2.4-rasm

2-tengsizlik: svj+2x2<12 =3~ +2xz=12 . Bu to‘g‘ri chiziq
koordinata o'gqlarini (0:6) va (4;,0) nuqtalarda kesib o‘tadi. (0;0)
nuqgtani tengsizlikka qo'ysak, o0<12 tengsizlikni ganoatlantirishini
ko‘ramiz. Demak, yarimtekislikning koordinata boshini 0°z
ichiga olgan gismini tanlaymiz. Yuqorida keltirilgan soha bilan
umumiy gqismini olsak, OAED UVrtburchakdan iborat bo‘lgan
joiz sohaga ega bo‘lamiz (2.4-rasm).

3-tengsizlik: x, +v2<8 = xl+x2=8 Bu to‘g‘ri chizig koor-
dinata o‘glarini (0-8) va (8:0) nuqtalarda kesib o‘tadi. (00) nuq-
tani tengsizlikka qo‘ysak, 0<8 tengsizlikni qanoatlantirisliini
kokamiz. Oldingi joiz soha butunlay bu yarimtekislikda joylash-
ganligi uchun (2.3) tengsizlikni olib taslilash joiz sohaga ta’sir
gilmaydi.
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Shunday qilib. joiz soha
OAED to‘rtburchakdan iborat
boladi.

Endi joiz soliada magsad
funksiyasi

1(;Y).x: )= 4%, + 5

ga maksimal qiymatga eri-
shadigan  nuqtani  topishga
o'tamiz. Buning uchun awal
normal vektor //=(4.5) ni
guramiz. Agar magsad funk-
siyasiga aniq giymat bersak,
4p-+5T: =c bu to‘g‘ri chizig n
vektorga perpendikular bo'ladi (c ga ganday giymat berilishidan
gat'iy nazar). To‘g‘ri chizigni n vektor yo‘nalishida (maksimal-
lashtirish masalasi) o°‘ziga parallel ravishda siljitib boramiz.
To‘g‘ri chizig'imiz joiz sohaning oxirgi tark etadigan nuqtasi
magsad funksiyasiga maksimal giymat beradigan nugta boladi
(2.5-rasm) (E nugta). E nuqtaning koordinatasini topish uchun
AB va CD to‘g‘ri chiziglar tenglamalarini birgalikda yechamiz:

4v, + 6x2=24
3y, +2v, =

2.5-rasm

Endi masalaning maxsus hollariga to'xlalib o'tamiz.
Chiziqgli dasturlash masalasining yechimi mavjud bo'Imagan
hoi.

1 Joiz soha bo‘sh to'plamdan iborat. Bu holda barcha
tengsizliklarni ganoatlantiruvchi soha mavjud bo‘lmaydi
(2.6-rasm).

2. Joiz soha chegaralanmagan (2.7-rasm).

Cliizigli dasturlash masalasining yechimi mavjud bo‘lgan
hollar.

1.Joiz soha yagona nuqtadan iborat. Bu nuqta optimal
yeehim bo‘ladi.

2. Optimal yeehim yagona. Magsad funksivasini sath chizig‘i

joiz sohani yagona nugtada tark etadi (2.8-rasm).
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2.6-rasm 2.7-rasm

3. Optimal yechim cheksiz ko‘p (2.9-rasmda KL chizig‘ining

barcha nuqtalari yechim boiadi).
Ba'zi hollarda o‘zgaruvchilar soni ikkidan yugori bo‘lganda

ham grafik usulda yechish imkoniyati paydo bo‘ladi. Fikrimizni
qguyidagi misolda bayon gilamiz.

f —xy 4 b XN -h XA A rrwx
4> 50 —12
M5x,-x2-2.r4=8 (*)
Ixx+ 10v2+ 7.v5= 70
X >0 x,>0.x3>0.x4>0.x5>0

Tengliklardagi -W ? tashlab yuborish hisobiga tengsizliklar
hosil gilamiz. Tengliklardan x*,xAxs 0°‘zgaruvchilarni x:}x. o‘z-

garuvchilar orqali ifodalab. magsad funksiyasini ham ikki o ‘zga-
ruvchili funksiyaga keltiramiz. Natijada masala quyidagicha ko‘-

rinish oladi.
fo=xx+x, +1(12- 2xj - 4X;)- 7 (8- 5xj +x2)+j (70 - Ixx- 10x2) -> max
2xj + 4x2 <12
< b5xj - x2>8
7x, +10x2 <70



2.8-rasm. Yechim yagona (M 2.9-rasm. Yechim cheksiz ko‘p. KL
nuqta) kesmaning barcha nuqtalari

Bu masalani grafik usulda vecliib. X2 0°‘zgaruvchilar aniqg-
langandan so‘ng, (*) tengliklardan x4 x o‘zgaruvchilar topiladi.

2.4. Turg‘unlik tahlili

Grafik usulda olingan natijani turg‘uniik tahlilida olingan op-
timal yeehimga magqgsad funksiyasining koeffitsiyentlarming orga-
n'shi (narx-navoning optimal yeehimga ta'sinj chegaralaming o ng
tomon tahlili (masalan, ishlab chigarish jarayonida zaxiradagi
xomashyo miqdorlaiining ozgarishining optimal yeehimga ta3iri)
o'rganitadi. Bu tahlil bizga optimal ishlab chigarish rejasini qa-
chongacha saqlash mumkinligini va resurslaming kamyob yoki
kamyob bo 1maganini aniglashga yordarn beradi. Bundan tashqari,
kamyob resurslaming qaysilari samaraliroq ekanligini aniglashga
ham ko maklashadi.

Turgaunlik tahliliga oid fikrlarni masala orgali ko‘rib chi-
gamiz.

Kichik bir sexning kunlik ichlab chigarish rejasini ko ‘ravlik.
Sex bichuvchilari yangi ayollaming shim va ko‘ylaklarini ishlab
chigarishni taklif gilishdi. Sex imkoniyatlari va mahsulotlardan
keladigan foyda jadvalda berilgan.
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2.3-jadval

Ishlab chigarish Birlik mahsulotni islilab Maksimal
resurslari chigarishdagi resurslar resurs

miqdori

shim ko‘ylak

Material, m 15 2 42
Mehnat hajmi, ishchi 3 2 60
soat
Qo‘shimcha xarajatlar 5 5 &
Mahsulotlaming 60 50

sotihsh narxi, $

Kunda gancha shim va gan-
cha ko‘ylak ishlab chigarilganda
tushum eng yugori bo‘ladigan
holatni aniglash zarur. Bu mah-
sulotlarga boladigan talab shuni
ko‘rsatdiki, shimlarga bolgan 2
kunlik talab 18 dan oshmaydi.
Masalaning matematik mo-
delini quramiz. *i orqgali shim-
larni  ishlab  chigarish  kunlik
hajmini. *2 orgali esa ko'ylaklar
sonini belgilaylik. Bizning mag- 2.10-rasm
sad daromadni maksimallashti-
rishdan iborat. Buning matematik ifodasi esa 60X, +50x2-> max
bo'ladi. Har bir resursning chegaralarini va mahsulotlarga bo*-
Igan talabdan kelib chiggan holda masalaning matematik ifoda-
sini quyidagicha yozish mumkin:

Z=60xi + 50x2 ->max

J,5X] + 2x2 * 42 (2.4)
3xj + 2x. < 60, (2.5)
5xj + 5jc2 < 200, (2.6)
X, >0, x>0 (2.7)

Masalani grafik usulda yechamiz (2.10-rasm). Joiz soha
ABCDE ko'pburchakdan iborat. Rasmdan ko'rinib turibdiki,
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maksimal daromad C nuqtada, ya'ni (2.4) va (2.5) lardan hosil
bo‘lgan chiziglaming kesisliish nuqgtasidan iborat boiadi. C
nugtaning koordinatalarini quyidagi sistemani yechib topamiz:

\[.5xx+2x2 = 42.
13V +2.v: =60.

Bu sistema yechimlari: x, =12 x: =12 boiadi. Demak,

kuniga sexda 12 ta shim va 12 ta ko'ylak ishlab eliigarilganda
daromad maksimal boiadi. Bu giymatlarni magsad funksiyasiga
go‘yib, maksimal daromadni topamiz.

-(12,12) = 60 *12+ 50 +12 = 1320$

Endi, turg‘unlik tahlili bilan shug‘ullanamiz. Turg‘unlik
tahlilida masala parametrlarining o’zgarishi optimal yechimga
ganday ta’sir qilishi o‘rganiladi. Masalan, sexning ishlab chi-
garish mahsulotlarini rejalashtirish masalasida talabning o'zga-
rishi yoki resurslaming o‘zgarishi optimal yechimga ganday
ta'sir qgilishi o‘rganiladi. Bundan tashgari. mahsuiotlarga bolgan
bozor narxlarining o°‘zgarishi optimal yechimga qanday ta’sir
gilishini aniglash ham maqgsadga muvofiq.

Turg'unlik tahlili masalaga ma’lum bir ma’noda dinamik
tus beradi. Olingan optimal yechimga masala parametrlari
0 ‘zgarishining ta'siri aniglanadi.

2.4.1. Shartlarning o°‘ng tomonining turg‘uoligi

Optimal yechim topilgandan so‘ng, ishlab chigarish omil-
larining o°‘zgarishi optimal yechimga ganday ta'sir qilishni
o‘rganish zaruriyati tuglladi. Bu yerda quyidagi savollarni tahlil
gilish ahamiyatlidir:

1. Maqgsad funksiyasining optimal giymatini yaxshilash
uchun biror resursning miqdorini ganchagacha oshirish
mumKkin?

2. Topilgan magsad funksiyasining optimal giymatini saqglab
golgan holda biror resurs migdorini ganchagacha kamay-
tirish mumkin?
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Bu savollarga javob berishdan
awal ba’zi tusliunchalarni Kkiri-
tamiz. Optimal nuqtani hosil qi-
lishda qatnashgan shartlarni ifo-
dalovchi resurslar kamyob resurslar
deyiladi. Bunday resurslar ishlab
chigarishda tolig sarf bo‘ladi.
Optimal yeehimni hosil qilishda
gatnashmagan, lekin joiz sohada
joylashgan shartlarni ifodalovehi
resurslar esa, kamyob boMmagan
resurslar turkumiga kiradi. Joiz so-
hani tashkil gilishda gatnashmagan
shartlarga mos keluvchi resurslar

2.11-rasm

esa ortigeha resurslarni tashkil giladi. Bu tushunchalarni kirit-
gandan so'ng yuqorida bayon gilingan savollarni quyidagi tarzda

gayta keltirish mumkin.

1. Optimal yeehimni vyaxshilash uchun kamyob resurslar
miqgdorini ganchagacha oshirish mumkin?

2. Optimal yeehimni o'zgarishsiz goldirish uchun kamyob bo‘l-
magan resurs miqdorini ganchagacha kamaytirish mumkin?

0 ‘ng tomon turg‘unlik tahli-
lini yugorida keltirilgan masala
uchun ko‘rib chigamiz. (2.4) va
(2.5) shartlarni ifodalovehi shart-
lar, ya’ni material hajmi va meh-
nat resurslari kamyob resurs hi-
soblanadi.

Kamyob bolgan material
miqdorini o‘sishi grafikda (2.4)
shartga mos keluvchi BC chi-
zigni o‘ziga parallel holda M
nugtagacha oshirishdan iborat.
BC to‘g‘ri chizigni olkziga pa-
rallel holda M dan yuqoriga sil-
jitish magsadga muvofig emas.
Aks holda, resurs ortigeha bob
lib goladi (shartni ifodalovenhi

6

2.12-rasm



tolg‘ri chiziq joiz sohadan chiqgib ketadi va optimal yechimga
ta’sir gilmaydi). Natijada joiz sohaga BMC uchburchak qob-
shiladi va optimal yeehim M nuqtadan iborat bo'ladi (2.11-
rasm). Material migdorining o'sishini quyidagicha aniglaymiz.
M nugtaning koordinatasini aniglaymiz M(0.30). Bu giymatni
(2.4) shartning chap tomoniga qo‘yib, material miqdorini
maksimal ganchaga ko‘paytirish mumkinligini topamiz:
15-0+2-30=60m. Shunday gilib, material migdorini 60-42=18%
ga oshirish mumkin ekan. Bu holda foydaning o‘zgarishi
1500-1320=180 dollardan iborat bo'ladi.

Endi ikkinchi kamyob resurs — ishchi soat miqdorini
ganchagacha oshirishni ko'ramiz. Bu (2.5) shartga mos
keluvchi CD to‘glri chizigni o‘ziga parallel holda N nuqgta-
gacha siljitishdan iborat bo‘ladi. CD tolglri chizigni bundan
ham yuqoriga siljitish magsadga muvofig emas. aks holda shart
ortigeha bo‘lib goladi. Endi joiz soha ABNE kolkpburchakdan
iborat (2.12-rasm). Yangi optimal nuqta esa N nugta. Qu-
yidagi sistemani yechib.

jLav, +2e=4
] x =18

N nuqgta koordinatalarini topamiz N(18:7.5). Bu koordina-
talarni (2.5) shartning chap tomoniga qolyib, ishchi vaqti-
ning maksimal giymatga oshirish mumkinligini topamiz:
3 0+2-75=8 ishchi soat. Ishchi vaqgtining olzgarishi 69-60=9
ishchi soatdan iborat. Bu holatda foyda 6)-18+5)-75=14% dollarni
taslikil etib, 1455-1320=135 dollarga o‘sadi.

Endi fikrimizni ortigeha kamyob resurslarga garatamiz. (2.6)
shart ortigchaligi uchun uni kamaytinsh mumkin. Bu fikrni
grafik tarzda ifodalaydigan bo‘lsak. (2.6) chizigni C nugtagacha
siljitishdan iborat (chunki qgo‘shimcha xarajatlarni kamaytirish
optimal yechimga ta’sir gilmasligi lozim) (2.10-rasm). C nuqta
koordinatalarini (2.6) shartning chap tomoniga qo‘yib, zamr
bo‘lgan qo'shimcha xarajatlarni aniglaymiz: 5-12+4512=120 .
Demak. qo‘shimcha xarajatlarni 120-200=-80 dollargacha ka-
maytirish mumkin. Shu bilan birga, foyda miqdori o‘zgarishsiz
goladi. (2.7) shart ko‘ylaklarga bo'lgan talabdan kelib chiggan
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edi. Optimal yechimga ta’sir gilmagan holda, (2.7) chizigni
o'ziga parallel holda C nugtagacha siljitish mumkin. Talabning
kamayishi hu holda 6 birlikka teng bo'ladi. Keltirgan tahlil-
larimizni 2.4-jadvalga jamlaymiz.

2.4-jadval
Resurs Resurs furi Resursning Foydaning

maksimal maksimal
o'zgarishi o'zgarislii

1 Kamyob 60-42—18 in 1500-1320=180

2 Kamyob 69-60=9 ishchi 1455-1320=135
soat

3 Ortiqcha 120-200=-80 1320-1320=0
dollar

4 Kamyob 12-18=-6 dona 1320-1320=0

bo‘Imagan

Biz yuqorida kamyob resurslarni ganchagacha oshirish
mumkinligini va bu holatda foydaning o'zgarishini anigladik.
Endi gaysi kamyob resurslarni birinchi navbatda oshirish sadga
muvotiq bolishini aniglaymiz. Qo'shimcha kamyob resurslarni
bir birlikka oshirishdan keladigan foyda migdorini topamiz. ning
uchun go'shimcha resurslar bahosini aniglaymiz. y, go'shimcha
birik i-resursning bahosi boMsin:

Foydaning maksimal o ‘zgarishi
i—-resurs hajmining maksimal o ‘zgarishi

Jadval ma’lumotlari asosida har bir resursning bahosini anig-
laymiz.

M =18"'f >h' =10 dollar TK y = 135 dollar = [5 donar/ ishchi soat;
18w. " 9ishehi soat.
T 80 dollar - e 6dona B

Natijalar shuni ko'rsatadiki, qo'shimcha lag'ni ishchi soat
vagtini kengaytirishga qaratish, so'ngra qo'shimcha material
olishga sarflash talab etiladi. Kamyob bo'Imagan resurslarni
ko'paytirishning hojati yo'q.
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2.4.2. Magsad funksiyasi koeffitsiyentlarining
turg‘unlik tahlili

Masalani grafik usulda yechish jarayonida magsad funk-
siyasining koordinatalar sistemasidagi holati optimal yeehimni
aniglashda asosiy oinil boiadi. Shuning uehun magsad funk-
siyasi koeffitsiyentlarining o‘zgarishi resurs holatlarini o‘zgar-
tirib yuboradi. Ya’'ni kamyob resurs kamyob bolmaganga va
aksineha aylanishi mumkin. Biz magsad funksiyasi koeffi-
tsiyentlarining turg'unlik tahlilida quyidagi savollarni yoritish-
ga harakat gilamiz:

1 Magsad funksiyasining gandaydir koeffitsiyentining

o‘zgarishi optimal yeehimga ganday ta’sir gilishi;

2. Resurs mavqgeyini o‘zgartirish uchun magsad funksiyasi

koeflitsiyentini ganchagacha o‘zgartirish lozim boiadi?

Keltirilgan savollarni tikuv sexi uchun kokib chigamiz.
Shim va ko‘ylakdan keladigan foydani mos ravishda * va c2
bilan belgilaymiz. U holda magsad funksiyasi z=clxl+c22
ko‘rinishida boiadi.

ni oshirganimizda (yoki c2 ni kamaytirganimizda)
maqgsad funksiyasini ifodalovehi z=clIxl +c2x2 tolghkri chizig C
nuqta atrofida soat mili bo‘ylab aylanadi. Agar cA ni kamay-
tirganimizda (yoki c2 ni oshirganimizda) to‘g‘ri chiziq gara-
ma-qgarshi yo‘nalishda aylanadi. Demak, magsad funksiyasini
ifodalovehi tolg‘ri chizigning holati (2.4) va (2.5) to‘g‘ri chi-
ziglar orasida bolganda C nuqgta optimal nuqta bolib golave-
radi (2.10-rasm). Agar z=clIx]+c2x2 to‘g‘ri chiziq og‘maligi
(2.4) shartni ifodalovehi to'g‘ri chiziq og‘maligiga teng bolca
optimal yechim BC kesmani tashkil giladi. Xuddi shuningdek,
z=clxl +c2x2 to‘g‘ri chiziq og‘maligi (2.5) shartni ifodalovenhi
to‘g‘ri chizig og‘maligiga teng bolgan taqdirda, optimal yechim
CD kesmani iborat boiadi. z=clIxl +c2x2 to‘g‘ri chiziq og‘maligi
ko'rsatilgan oraligdan chigib ketganda, optimal yechim o‘z-
garadi.

A&\ va c2 o'zgarishi ganday bolganda C nugqtaning opti-
malligi saglanishini ko4amiz. = 5 ni o'zgarishsiz qoldira-
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miz. Bunda c\ning o‘zgarishi (2.4) va (2.5) chiziglarning og‘-
maligidan aniglanadi. z=cIxl +c2x2 chizigning burchak koefti-
tsiyenti ¢ /50 ga teng. (2.4) va (2.5) chiziglarning burchak ko-
effitsiyentlari esa mos ravishda 3/4 va 3/2 ga teng. o< ning
minimal giymatini c,/50=3/4 tenglikdan aniglaymiz: mine, =37,5
dollar. cx ning maksimal giymatini c j3=3/2 tenglikdan anig-

laymiz: maxG =75 dollar. Demak, cx ning ozgarishi 37.5<"<75

oraligda bolganda C nuqgtaning optimalligi saglanib goladi.
Xuddi shunday tahlilni @ koeffitsiyent uchun ham amalga

oshiramiz. =60 ni o‘zgarishsiz goldiramiz. Magsad funksiya-
sining burchak koeffitsiyenti 60/c2 ga teng boladi. (2.4) va (2.5)
chiziglarning burchak koeffitsiyentlaridan:

60/c2=3/4, bundan maxc: =80;
60/c2=3/2, bundan mine- =40,

Demak, c2 ning ozgarishi 40<c2<80 oraligda bokganda C nug-
taning optimalligi saglanib goladi.

Shuni ta’kidlash lozimki, q =375 bolib. c2 o‘zgarishsiz
golganda, (2.5) resurs kamyob bo‘lmay qoladi. Bu shuni
ko'rsatadiki, agar bitta shimdan keladigan foyda 37,5 dollardan
kam boMsa. kunlik ishlab chigarish rejasini gayta ko‘rib chigish

lozim. Chunki endi B (21;0) nugta optimal nuqta bo‘ladi. cx 75

dollardan oshib ketib, c2 o‘zgarishsiz qolganda esa kunlik rejada
18 ta shim va 3 ta ko‘ylak ishlab chigarish magsadga muvofiq
(D nugta optimal nuqta). Xuddi shunga o‘xshash xulosani
ko‘ylak narxi 40<c2<8 chegaradan chigganda ham keltirish
mumkin.

2.5. Simpleks usul

Agar chizig/i dasturlash masalasining matematik modelidagi
o'zgaruvchilar soni ikkidan ortiq boigan taqdirda (baZzi hollar
bundan mustasno) masalani grafik usulda yechish imkoni bofi-
maydi. Bunday masalalarni yechishda simpleks usul universal hi-
soblanadi.
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Simpleks usulni bayon qilishdan avval chizigli tenglamalar
sistemasining ba’zi tushunchalarini esga olaymiz.

Bizga n olzgaruvehili m ta tenglamalar sistemasi berilgan
bolsin:

5> (v, =b ¢=12..m) (2.8)

Chizigli dasturlash masalalarida 4=().(/=12.. m. ] =12...«) mat-
ritsaning rangi r=m bolib, m<n boigan holat gizigish uyg‘otadi.

Agar (2.8) sistemaning m o‘zgaruvchilari oldidagi koeffi-
tsiyentlardan tuzilgan matritsaning determinanti noldan farqli
bo‘lsa. bunday o‘zgaruvchilar bazis 0 zgaruvchllar deyiladi. Qol-
gan n-m o‘zgaruvehilar esa ozod (nobazis) o‘zgaruvchilar
deyiladi.

Agar (2.8) ning yechimlari (v r:....v,,) X7>0, 0 =1,2...shart_ni
ganoatlantirsa, bunday yechimlar mumkin b0|gan yechlmlar
deyiladi. Aks holda mumkin bolmagan yechimlar deyiladi.

Nobabzis, o‘zgaruvchilar nolga teng boigan sistemaning
yechimi 0aZIS YECNIM deyiladi.

2.5.1. Simpleks usulning geometrik talgini

Chizigli dasturlash masalasini yechish jarayonida masalaning
optimal yechimi mavjud bolsa, bu yeehimni joiz sohaning
tugun nugtalaridan izlash kerakligi kelib chigadi. Shuningdek,
chizigli dasturlash masalasi yeehimga ega bolganda, bu yechim
mumkin boigan bazis yechimlarning biri bilan mos keladi.
Demak, optimal yeehimni topish uchun chizigli dasturlash
masalasining shartlaridan kelib chigadigan tenglamalar siste—
masini barcha mumkin boigan bazis yechimlarining ichidan
magsad funksiyasiga optimallikni tagdim qiladigan yeehimni
topish lozim. Bu geometrik nuqgtayi nazardan joiz sohani tashkil
giluvchi ko‘pburchak barcha tugun nugtalarini tekshirib chigish-
dan iborat boiadi. Albatta, yeehimni bunday aniglash, agar
yechim mavjud bolsa, magsadga olib keladi. Ammo bu usulda
real masalalarning yechimini topishda katta giyinchilikiarga
duch kelinadi.
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Tugun nugtalarini garab ehi-
gish jarayoni magsad funksiyasi-
ning qgiymatini inobatga olgan
holda amalga oshirilganda maq-
sadga tezroq yetiladi. Bunda har
bir keyingi gadamga o‘tish jara- 5
yonida magsad funksiyasining yax-
shilanib  borishiga qarab tugun
nugtalari tanlanadi. Bu fikrni gra-
fik usulda oydinlashtirishga ha-
rakat gilamiz.

Joiz soha ABCDEGH kolp-
burchakdan iborat bo‘lsin (2.11-
rasm). Faraz qilaylik, A nugta 2.11-rasm
mumkin bolgan boshlanglch ba-
zis yechim bolsin. Umuman olganda, optimal nuqtani topish
uchun 7 ta tugun nuqtalardagi magsad funksiyasini hisoblash
lozim. Rasmdan ko‘rinib turibdiki, A tugun nugtadan so‘ng
qo‘shni B nugtaga. so'ngra esa optimal nugta C ga olish mag-
sadga muvofig. 7 nuqgta olrniga uch nuqgtani tekshirish yetarli
boldi. Simpleks usul yechimni gadam-bagadam yaxshilanishini
ta’minlovchi usul hisoblanadi.

Simpleks usulning geometrik talgini shundan iboratki,
boshlanglch tugun nuqtadan keyingi go'slmi nugtaga olishda
magsad funksiyasining giymati optimal nuqtaga erishgunga
gadar yaxshilanadi.

Masalani simpleks usulda yechish jarayonida quyidagi uch
bosgichni amalga oshirish lozim:

1 Mumkin bolgan boshlanglch bazisni aniglash.
2. Yaxshilangan yechimga olish goidasi topish.
3. Yechimning optimalligini tekshirish.

Simpleks usulni gollash uchun masala kanonik ko‘rinishda

ifodalanishi kerak.

2.5.2. Simpleks algoritm

Simpleks usulning mohiyatini muayyan misolda bayon qilish
ma'qulroq.
Bizga standart kolinishdagi chizigli dasturlash masalasi

berilgan bolsin.
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r = 2%, +3x2—max (2.9)
x|l +2xz < 10,
2m +m < 14, (2.10)

X, > 0. =X > 0.

Masalaning optimal yechi-
mini gratik usulda topish oson
(2.12-rasm). Optimal nuqta A
nugta boKib, uning koordinata-
lari (6:2) 9 magsad funksiyasining
optimal giymati z=18 ga teng.
Berilgan masalani kanonik
2.12-rasm kokrinishga keltiramiz. Buning
uchun (2.10) tengsizliklar sistemasidan tengliklarga qo‘shimcha
nomanfiy o‘zgaruvchilar kiritamiz.

(2.12)

(2.11) sistema 4 noma’lumli tenglamalar sistemasiga aylandi.
Ma'lumki, bazis yechimda nobazis o‘zgaruvchilar nolga teng va
joiz sohaning biror tugun nuqgtasidan iborat. (2.11) tenglamalar
sistemasida bazis o‘zgaruvchilar sifatida sI3s2 o‘zgaruvchilarni
olamiz. xrx2 nobazis (erkin) ofzgaruvchilar bo'ladi. (2.11)
sistemani bazis o‘zgaaivchilar orgali yechamiz.

i, =10- x, - 2x2, (2.12)

s2=14 - 2x, - X2.

Nobazis o'zgaruvchilami nolga teng deb olib, bazis o‘zga-
ruvchilami (2.12) dan topamiz. sx=i0,s2=14. slts2 larning giymat-
lari musbat boMHganligi uchun mumkin bolgan bazis okgaruv-
chilardir.

Boshlang'ich bazisni bunday aniglash chizigli dasturlash
masalalarining shartlaridagi munosabatlar “kichik yoki teng”
ko‘rinishida bo‘lganda qulay. Demak, standart ko'rinishdagi
masalani kanonik kokrinishga keltirish jarayonida kiritilgan qok-
shimcha o‘zgaruvchilar bazis boladi. Qolgan barcha o‘zgaruv-
cliilar erkin o‘zgaruvchilar boladi va ular nolga tenglab olinadi.
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Demak. bu holatda koordinata boshi boshlanglch mumkin bo‘1-
gan yeehimdan iborat boiadi.

Agar bazis o‘zgaruvchilar bareha shartlarda ishtirok etmasa,
u holda x1=0,2=0 mumkin bo‘Imagan yeehimdan iborat bolib
goladi. Bunda koordinata boshi mumkin boigan yeehimni
tashkil gilmaydi. Bunday hollarda maxsus usullar ishlatiladi.

Shunday qilib, masalaning boshlanglch yechimi: >x2=0
x2=0. sl —10.5, =14 dan va bu nugta tugun nuqgtalardan biri boi-
gan koordinatalar boshidan iborat. Tabiiyki, bu yechim optimal
emas, chunki magsad funksiyasi z =2xx+3x2 ning giymati nolga
teng, ya'ni hech ganday mahsulot ishlab chigarilmaydi.

Ma'lumki, magsad funksiyasining giymatini erkin o‘zga-
ruvehilar oldidagi koeffitsiyentlarining musbatlaridan topish
mumkin. Buning uchun yangi bazisga oliladi va bu o‘zgaruvchi
noldan fargli giymat gabul qiladi, erkin o‘zgaruvchilar ichida
ishtirok etmaydi. Bunda bazis o‘zgaruvchilardan biri erkin
o‘zgamvehilarga, erkin o‘zgaruvchilardan biri esa bazis o‘zga-
mvchiga o‘tadi. Geometrik nugtayi nazardan bu almashish bir
tugun nugtadan shunday qo‘shni boigan tugun nuqtaga o‘tila-
diki. unda magsad funksiyasining giymati yaxshilanadi. Qara-
layotgan masalada z ning giymatini oshirish uchun bazisga X ni
yoki x, ni Kiritish mumkin, chunki bu o‘zgaruvchilar oldidagi
koeffitsiyentlarning ikkisi ham musbatdir. Aniglik uchun bunday
holatda eng katta koeffitsiyentga ega boigan o‘zgaruvchi bazisga
kiritiladi. chunki shunda magsad funksiyasi tezroq oshadi.

Demak, x2 ni bazisga kiritamiz. Endi X2 ning giymatini
ganchagacha oshirish mumkinligini aniglaymiz.

(2.12) sistema X2 ning o‘sishiga chegara qo‘yadi. Barcha
o'zgaruvchilarning nomanfiy bolmasligidan quyidagi tengsiz—-
liklar bajarilishi kerak (~ erkin o‘zgaruvchi bolgani uchun nol-
ga teng deb olamiz):

bundan (2.13)

(2.12) sistemaning har bir tenglamasi *2 ning ganchagacha
o‘zgarishi mumkinligini aniglaydi. Shuni e’tiborga olish kerakki,
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tenglamadan kelib chigadigan b n*é o‘zgarishiga chegara ozod
hadni X2 koeffitsiyentga bo‘lishdan hosil bo'ladi. Shuni ta’kid-
lash lozimki, X? ga chegara ozod had bilan jo oldidagi koeffi-
tsiyentlar bir xil bolganda unga yuqoridan chegara gokyiladi, x2
oldidagi koeffitsiyent manfiy bolganda yoki O ga teng bolsa, x2
ning o'sishiga chegara go'yilmaydi.

Ozod had nolga teng bolganda ham bazisga kiruvchi o‘z-
gamvchiga chegara hosil gilmasligini aniglash giyin emas.

(2.13) tengsizliklardan X2 ning mumkin bolgan eng yuqori
chegarasi x=mm{5i4}=5 ga teng boiadi. x,=5 bolganda X
0 ‘zgaruvchi nolga teng boiadi va erkin o‘zgaruvchiga aylanadi.

Bazisga kiruvchi mumkin bolgan eng katta giymatni taqdim
giluvchi tenglama hal giluvchi tenglama deyiladi (bizning misoli-
mizda 1-tenglama). Shunday qilib. x2 ni bazisga kiritib, si o‘z-
garuvchini erkin o‘zgaruvchilar gatoriga kirilamiz. Bazis o‘zga-
ruvchilar: ~,x2; erkin o'zgaruvchilar. xxs2.

Navbatdagi gadamda yangi basiz o'zgamvchilarni erkin
o‘zgaruvchilar orgali ifodalaymiz.

(2.14)

Yangi yechim x =ox; =5 «1=0,5,=9 mumkin bolgan bazis
yechim bolib, u navbatdagi qo‘shni tugun nugtadan iborat.
Magsad funksiyasini erkin o‘zgaruvchilar orqali ifodalaymiz.

= 2%, +3x2=2%j +3(5 - Xj /2 -5,/2) = XX2 - 3sx/2 +NQ (2.15)

Magsad funksiyasining yaxshilangan giymati z=15.

Magsad funksiyasining bu giymati ham optimal emas,
chunki (2.15) da jq oldidagi koeffitsiyent musbat bolgani uchun
z ning giymatini yana oshirish mumkin. Yuqorida Kkeltirilgan
mulohazalar kabi (2.14) X\qganchagacha oshirish mumkinligini
aniglash mumkin: x =min{106}=6. Demak, ikkinchi tenglama hal
giluvchi tenglama hisoblanadi va X\ni bazisga kiritib, 2 ni ba-
zisdan chigaramiz. Demak, yangi bazis o'zgaruvchilar: xI3x2,

erkin o'zgaruvchilar esa sl4s2 boiadi.
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Yugoridagidek. bazis o‘zgaruvchilarni erkin o‘zgaruvchilar
bilan ifodalaymiz.

jv, =2-2s,/7 +j, /3, (2.16,
[XI=6+4/3-25 /3.

Navbatdagi bazis yeehim X=6,y, =2 y=0,22=0. Magsad
funksiyasining giymati z=18 bofadi, Endi optimallikka erish-
ganimizni bilish uehun magsad funksiyasini erkin o‘zgaruvehilar
orgali ifodalaymiz.

Z=2x, +3x2=18- 4y1/3-S2/3.

Magsad funksiyasining erkin o‘zgaruvehilari oldida musbat
koeffitsiyentlar qolmagani uchun z ni yaxshilab bo‘Imaydi. Biz
optimal nuqtani topdik. Demalk, =6. x2=2 optimal nuqgta A
nugtaning koordinatasidan iborat.

Endi optimallik mezonini keltiramiz.

Agar magsad funksiyasi erkin o zgaruvchilar orgali ifodalan-
ganda musbat koeffitsiyentlar mavjud boimasa, topilgan vechim
optimal bo adi.

Hisoblashlarda qulaylik varatish magsadida simpleks usul-
ning jadval ko‘rinishidagi ifodasi magsadga muvofiq. Endi simp-
leks usulning jadval ko‘rinishidagi ifodasini keltiramiz.

2.5.3. Simpleks jadval

Chizigli dasturlash masalasini simpleks jadval usulida
yechishda quyidagi algoritmga amal qilinadi.

1-gadam. Boshlang‘ich simpleks jadvalni qurish.

2-gadam. Yechimni optimallikka tekshirish. Optimal yeehim
topilganda jarayonni tugallash.

3-gadam. Optimallikka yo‘naltiruvchi holatni topish.

4-gadam. Yangi yechimga o‘tish va 2-gadamga gaytish.

Simleks jadvalning umumiy ko‘rinishi 2.5-jadvalda keltiril-
gan (m - shaitlar soni, n - o‘zgai*uvehilar soni)
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2.5-jadval

Xj h Sm b
B Ch Magsad funksiyasi
koeffitsiyentlari
[@)]
c
3 £ .
= a Masala shartlarining
g 2> C koeffitsiyentlari
5 N S a
- X © = e
© c O c =
o S0 < -
5 T i
o @ =
= ©
£ gg’% Qo £
N
& g2 B2
Zj cj —zj satrini hisoblasli uchun |
cl ~71 Optimallik mezonini

aniglovchi satr |

Jadvalning birinchi satrida barcha o‘zgaruvchilar (asosiy
va goldiq) gayd qgilinadi.

Jadvalning B harli bilan ajratilgan birinchi ustunida bazis
o‘zgaruvchilar keltiriladi.

Jadvalning ikkinchi chbsatrida 3-katakdan boslilab magsad
funksiyasining koeffitsiyentlari keltiriladi.

cb ustunda bazisga kirgan o‘zgaruvchilarning koeffi-
tsiyentlari joylashtiriladi (oxirgi ikki satrdan tashgari).
Bazis o‘zgaruvchilar uchun ajratilgan satrlarda shartlar-
ning koeffitsiyentlari keltiriladi.

Oxirgi b ustunda bazis o‘zgaruvchilarning giymatlari joy-
lashadi.

Oxirgi ( ~Zj satr optimallik mezonini aniglashga ga-
ratilgan.

Zj satridagi ma’lumot yordamida oxirgi cf-Zj satr hi-
soblanadi, bu satrning oxirgi katagida magsad funksiyasi-
ning joriy giymati joylashadi.
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Birinchi gadam. Boshlanglch simpleks jadvalni tuzish

Yugorida keltirilgan misolning simpleks jadvalini tuzamiz.
Magsad funksiyasini j = 2x, +3v2 +0+g +om ko‘rinishda yozib,
(2.11) sistemani inobatga olgan holda boshlanglch jadvalni
(2.6-jadval) quyidagicha yozamiz.
2.6-jadval
I! Xi x2 sl 2 b
B c, 12 3 o O
si 0 1 211 0 10
s2 0 2 1 jo 1 14
‘0 o o 0 O
o 11 3 10 O

Boshlanglch simpleks jadvalning 2, 3, 4-satrlari bevosita maqg-
sad funksiyasining va (2.11) sistema koeffitsiyentlaridan iborat. z
satr elementlari quyidagicha topiladi. Magsad funksiyasining
bazisdagi koeffitsiyentlaridan iborat bolgan vektor shartlar ustu-
nidagi vektorlarga skalar ko'paytiriladi.

Ya'ni ch— vektor =Qj vektorga skalar ko‘paytiriladi va

h.k. Shu yol bilan 7 satrning barcha elementlari topiladi. o/ - 7
satr elementlari magsad funksiyasining koeffitsiyentlaridan mos ra-
vishda Z satr elementlarini ayirishdan hosil boiadi. Bazisda gat-
nashmagan o‘zgaruvehilar nolga teng bolgani uchun x =o0x2=o.
Bazis o‘zgaruvchilarning qgiymati oxirgi ustundan olinadi:
ji =10,j2=14. zj satrning oxirgi katagida joylashgan son magsad
funksiyasining boshlanglch gadamdagi giymatidan iborat z=a

Birinchi gadamda oxirgi satrning giymatlari magsad funk-
siyasining koeffitsiyentlariga mos keladi. Shu bilan birinchi ga-
dam tugaydi.

Ikkinchi gadam. Olingan natijani optimallikka tekshirish

Olingan natijaning optimalligi 9 - z satrdagi barcha son-
larning nomusbatligidan aniglanadi. Agar 9 - z-satrida joylash-
gan barcha elementlar nol yoki manfiy bo’lsa, olingan natija opti-
mal boiadi va jarayon tugallanadi. Agar bu elementlar ichida
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kamida bitta manfiy element mavjud bo'lsa, optimallikka eri-
shilmagan boladi va yechimni yaxshilash mumkin boladi.

Mazkur misolda oxirgi satr elementlari ichida ikkita musbat
son mavijudligi uchun natija optimal emas. Shu bilan optimallik
shartini tekshirish tugallanadi.

Uchinchi gadam. Optimallikka yo*naltiruvchi holatni topish

Boshlanglch jadvalning oxirgi satridan maksimal elementni
aniglaymiz, bu element 3 ga teng. Simleks jadvalning oxirgi
satrida joylashgan musbat elementlarning eng kattasi joylashgan
ustun hal qilurchi ustun deyiladi (2.7-jadval).

2 7-jadval
vV 5 g2 b hlaw
B cb 2 3 0 O
Lo 1 2 1 0 10 1025
*2 « 2 1 0 1 14 14/1=14
4 O 0 0 0 0 0
A

2.7-jadvalda hal qiluvchi ustun strelka bilan ko‘rsatilgan. Hal
giluvchi satrni topish magsadida qo'shimcha ustun kiritib. b ustun
elementlarini mos ravishda hal giluvchi ustun elementlariga bolib
cliigamiz. Hosil bolgan sonlaming Kkichigini olamiz: mn{514}
(natijani (6) bilan solishtiring). Demak. jadvalning uchinchi satri
hal giluvchi satrdir (satr strelka bilan ajratilgan). Hal qiluvchi satr
bilan hal qgiluvchi ustunlarning kesisliishida joylashgan element hal
giluvchi element deyiladi. Bizning misolimizda hal giluvchi
element 2 ga teng. Shu bilan 3-gadamni tugallavmiz.

To'rtinchi gadam. Yangi yechimga o‘tish

Yangi yechimga olish bazis o‘zgaruvchilarni almashtirish—
dan boshlanadi. Hal giluvchi satr boshidagi bazis o‘zgaruvchi
hal giluvchi ustundagi o‘zgaruvchi bilan almashadi, shunga mos
koeffitsiyentlar ham almashadi.
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Simpleks jadvalning 3 va 4 satrlaridagi elementlar Gauss-
Jordan usuli bilan hal giluvehi element yordamida gayta hisob-
lanadi. Gauss-Jordan usulida quyidagicha yol tutiladi.

1) Hal qiluvehi satr hal giluvehi elementga bolinadi. Hal
giluvehi ustunning golgan elementlari nollar bilan toldiriladi.

2) Qolgan satrlar “to‘rtburchak” usulida gayta hisoblanadi
(I bobga garang).

Qayta hisoblash natijasida quyidagi 2.8-jadvalga kelamiz.

2.8-jadval
XA\ * s1 ss h
B ch 2 3 0 0
X 3 1/2 | 1/2 0 5
<2 0 3/2 0 -1/2 1 9
3/2 3 3/2 0 15
0

c -/ U2 0 -3

Shunday qilib, ikkinchi jadval tuzilib, yangi simpleks jadval olindi.

Hisoblashlarni tezlashtirish inagsadida quyidagi goidalardan

foydalanish magsadga muvofiq.

e Agar hal giluvehi satrda O ga teng elementlar bolsa, unga
mos ustun elementlarining giymati yangi jadvalda o‘zga-
rishsiz qoladi;

e Agar hal qiluvehi ustunda O ga teng elementlar bolsa,
unga mos satr yangi jadvalda o‘zgarishsiz goladi.

Ikkinchi gadamga olib, yana optimallik mezonini tek-

shiramiz.

Yangi simpleks jadvalning oxirgi satrida musbat element

bolgani uchun optimal yechim olingani yo‘g. Demak, yana
yangi jadval tuzamiz. Endi hal giluvehi ustun X1 ustunidir (2.9-

jadval).

2.9-jadval
1 X Sj b b av
B w 2 3 0 0
V> 3 1/2 1 1/2 0 5 10
o 0 32 0 -1/2 1 9 s
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3/2 3 32 0 15
G-%4 vz 0 -32
tr
mm=(io,6) =6 bo'lgani uchun hal giluvchi satr to‘rtinchi satr bo‘-

ladi. Demak. *i bazisga kirib, s2 esa bazisdan chiqgadi. Yuqo-
ridagi qoida bokyicha yangi jadvalni tuzamiz (2.10-jadval).

2.10-jadval
1 X2 4 g P
B b 2 3 0 0
AN 3 o 1 2/3 -3 2
q 2 1 0 -3 23 6
5 2 3 43 13 18
0O 0 -43 -13

Hosil bo‘lgan jadvalning oxirgi satriga nazar solsak, biz optimal
yechimga yetib kelganligimizga ishonch hosil gilamiz. Jadvaldan
xI =6,x2=2,jj =0,5, =0 ekanligini va magsad funksiyasining optimal
giymati z=18 ekanligini aniglash mumkin.

Cliizigli dasturlash masalasi simpleks usulda yechish univer-
sal usuldir. Bu usulda o‘zgaruvchilar soniga chegara qo‘yilmay-
di. Quyidagi masalani simpleks jadval usuli bilan yechisimi kok-
ramiz.

Masala. Korxona velosipedning uch xil modelini ishlab chi-
garadi. Har bir velosiped modellarini yig‘ish, bo‘yash va gadog-
lash uchun talab gilinadigan vaqgt (soatlarda) 2.11-jadvalda kel-
tirilgan.

2.11-jadval
A model B model ¢ model
Yig'ish 2 2,5 i
Bo‘yash 15 2 1

Qadoglash 1 0.75 1,25
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Yig‘ish, bo‘yash va gadoglash bo‘limlarining imkoniyatlari
mos ravishda 4006 soat, 2495 soat va 1500 soatga teng. Har bir
4 model velosipeddan tushadigan foyda $45, B modeldan S50
va ¢ modeldan $55 ga teng. Maksimal foyda olish uchun
velosipedning har bir modelidan ganchadan ishlab chigarish
magsadga muvoftq?

Yechish. a turdagi modeldan x, ta, B dan x2 ta va ¢ model-

dan x3 dona ishlab chigaradi deb belgilasak, masalaning mate-
matik modeli quyidagicha boiadi.
max 45x, +50x2+55x3
2x, +5/2x, +3x3< 4006
X — 2 +X3 < 2495
X, +0.75x2+1,25x3 < 1500
THy'x53-0
Matematik rnodelni kanonik ko‘rinishga keltiramiz:
max 45xj +50x2+55%, +0 " +052+0 >y
2%, +5/2.x, +3x3+5j = 4006
X, +2X, +X, +.V, = 2495
X, +0.75x2+1.25y3+s3= 1500

X, X, . X,.Vv,..v,.8, > 0

Masalaning kanonik ko‘rinishidan boshlanglch jadvalni tuzamiz
(2.12-jadval).

2.12-jadval
—b x 3 Si n?2 s3 b

B lck 6 5O % 0 0 O
= o 2 523 1 0 O 4006
s2jo0 32 2 | 0 1 0 245
7310 1 54 0 0 1 1500

2 0 0 0 0 0 0

., 45 50 5 0 0 0
cj ~2

2.12-jadvalda hal qgiluvchi element ajratilgan. Simpleks usul
goidasidan foydalanib. 2.13-jadvalni tuzamiz.
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2.13-jadval

m 2 3! 2 s3 \
B jcb 45 %5 0 0o
30 25 7/10 0 1 o -12/5'406
210 710 75 0 O 1 45 126
/B !5 45 35 110 0 45 ;120
+ 4 3B 510 0 4 66000
d—Z 1 7 0 0 0 4

Uchinchi jadval quyidagicha boiadi (2.14-jadval).

2.14—jadval
* o Xt 1 Sz Ss b

B o P 55 O 0 10

o 0 47 1 0 107 0 =247 50
., 0 32 0 0 =2 1 4 483
w3 S 87 0 1 -7 0 :207

Y 2/0/7 50 5% 1/0/7 0 4 75860
Qg « 7M™7 0 0 -1/07 0 1007

Jadvalning oxirgi satrida musbat element mavjud bo‘lgani tufayli
hali optimal yechim topilmadi. Bazisga s3 Kiritilib, bazisdan s2
chiqgariladi. Natijada 2.15-jadvalni hosil gilamiz.

2.15-jadval

A x2 X si ® I3 b

B o © 0 % 0 0 0

x2 D 57 1 0 -2/7 67 |0 A

3 0O 3/8 0O 0 -4ar /4 j1 483/4

3 D U4 0O 1 477 57 0 507
55514 50 5% 120/7 25/7 O 77585
714 0 0 1227 A7)0



Navbatdagi jadval ham optimal yechimga kelmadi. X okzgaruv-
chini bazisga kiritib, 2.16-jadvalni hosil gilamiz.

2.16-jadval

XL IxX Si 2 B b
B & 4 |50 5 0 0 0
X iso 0 [T 0 273 8/21 -40/21 764
N s | 10 0 -4/3 2/3 8/3 322
x3 |5 0 jo | 273 -16/21 -4/21 484
2, 45 50 5B 120/7 50/7 100/7 79310
G-z O 0O 0 1 -50/7  -100/7

Demak, oxirgi jadvaldan quyidagicha xulosa gilish mum-
kin. Velosipedning A modelidan 322 dona, B modelidan 764
dona va C modelidan 484 dona ishlab chigarilganda olinadigan
foyda eng ko‘p bo‘ladi. v,, s2 va goldig o‘zgaruvchilaming
bazis o'zgaravchilar ichida gatnashmaganligi ularning giymatlari
nolga tengligini, shuningdek, bolimlarning imkoniyatlari toKa
ishlatilganligini ko‘rsatadi.

2.6. Sun’iy o‘zgaruvchilar kiritish usuli

Agar masala standari ko'rinishda boimaganda bosldang ‘ich ba-
zisni topish onson hal qgilinmaydi. Boshlangich bazisni oson hal
qgilish usuli sun iy o4gamvchilar kiritish usulidir (M-usul). Bu usul
yordamida boshlang'ich bazisni aniglash jarayoni osonlashadi.

Yuqorida keltirilgan misolimizda qoldig o‘zgaruvchilar

~N, N 2n3 oldidagi koeffitsiyentlar birlik matritsani tashkil giladi:

flo d
0 10l

vo 0 Ij

Bunda gqoldig okgaruvchilarni bazis o‘zgaruvchilar deb olib,
boshlang'ich jadvalni oson topish mumkinligini kokdik. Umu-
miy holda boshlang'ich bazisni (boshlangkch jadvalni tuzish)
aniglash oddiy hal gilinmaydi.

Fikrimizni quyidagi misolda bayon gilamiz.

79



zZ = X, - 2XZ +4x3+ 6 y4 —> max
Y, +Y, +., +y. =4
4.4=2 217>
x >0./=1234
Awalambor, bazis o‘zgaruvchilarni aniglash lozim. x"x2 okga-
ruvchilar oldidagi koeffitsiyentlardan tuzilgan matritsa

determinanti noldan fargli boigani uchun bazis olzgaruvchi si-
fatida olishimiz mumkin. Lekin x2,x3 o'zgaruvchilar oldidagi
koeffitsiyentlardan tuzilgan matritsa

\.[—]I Jj
determinanti nolga teng boigani uchun ularni bazis

o‘zgaruvchilar sifatida olib boimaydi. Xuddi shuningdek, vy,,y4

o'zgaruvchilar ham bazis uchun yaramaydi.
x1;x2 o‘zgaruvchilarni bazis sifatida olishga harakat gilamiz.

Buning uchun (2.17) sistemani Gauss-Jordan usuli bilan yechamiz:

11 1 1A N1114 a 1114) A O0O0 12
2-1-12 2 00 3306 [01102 (0 110 2

Yana shuni ta’kidlash lozimki, Xlsx2 mumkin boigan bazis
yechim boia oladi. Erkin o‘zgaruvchilami nolga teng (3=0,y4=0)
boiganda bazis yechim qgiymatlari x,=2,x2=2 boiadi, ya'ni
mumkin boigan bazis yechimni tashkil giladi. Bunday amaldan
so‘ng boshlangich 2.17-jadvalni tuzish mumkin.

2.17-jacval
)q *2 *3  *4 b
B ., 1 2 4 6
X | 10 0 1 2
w 2 o1 1 0 2
. 1 2 21 =2
N ° 0 6 5
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Boshlanglch simpleks jadval tuzilgandan so‘ng keyingi jadval-
larga o‘tiladi.

Demak, xulosa qgilish mumkinki, ko‘p hollarda boshlanglch
jadvalni tuzishdan awal ancha mehnat gilishga to‘g‘ri keladi.
Masala kanonik ko'rinishga keltirilgandan sowvhg, bazis o‘z-
garuvchilarni aniglash lozim. Buning uchun bazisga kiritiladigan
okgaruvchilardan hosil boigan matritsa determinanti noldan
fargli ekanligini tanlash lozim. Sistemani Gauss-Jordan usuli bi-
lan yechgandan so‘ng bazis yechimning mumkin boigan bazis-
ligini aniglash talab etiladi. Ana shundan solig boshlanglch
jadval tuziladi. Simpleks usulning sun’iy bazis kiritish usuli
bunday qgiyinchiliklarga barham beradi.

Sun’iy bazis kiritish usuli M usul deb ham yuritiladi. Sun’iy
bazis kiritish usuli chizigli dasturlash masalasi shartlarida
ixtiyoriy cheklashlar: teng (=), kichik yoki teng (<). katta yoki
teng (>) bolganda ishlatiladi. Cheklashlar > ko'rinishida qat-
nashgan shartlarda masalani kanonik ko‘rinishga keltirish uchun
ortiq o‘zgaruvchilar kiritiladi. Masala kanonik ko‘rinishga kelti-
rilgandan so‘ng eheklashlari > yoki = shartlar bilan berilgan-
larga sun’iy o'zgaruvchi Kkiritamiz. Sun’iy bazis kiritish usuli
boshlanglch bazisni qurish uchun kerak boiadi.

Barcha o'zgamvchilar gatori sun’iy o‘zgaruvchilarga ham
nomanfiylik sharti Kkiritiladi. Sun’iy o‘zgaruvchilaming hech
ganday igtisodiy ma‘'nosi yo‘g, u fagat boshlanglch bazisni
shakllantirish uehungina kerak, xolos.

Optimal yeehimga erishilgandan so‘ng, oxirgi jadvalda
sun’iy o‘zgaruvchilarning giymati nolga teng bolishi lozim.
Agar sun’iy o‘zgaruvchilarning giymati nolga teng bolmasa,
masalaning yechimi mavjud emasligini ko‘rsatadi.

Quyidagi masalani sun’iy ofzgaruvchi Kiritish usuli bilan
yechishni ko’rib chigamiz.

r=2v, +2xn —max

(2,19

XI}x2 > 0.

Bu masalani quyidagi masala bilan almashtiramiz:
6-40 8l



Z:2X, t242+0msj- Ma-, = MaX
p< +2Xx7+45]—4.
*

[ +x2+a2=3

Xj,x2,s%xa2> 0.
Bu yerda s{ —birinchi chegaraning qoldiq o‘zgaruvchisi, a2 —
ikkinchi chegara uchun kiritilgan sun’iy o‘zgaruvchi. Sun’iy
o‘zgaruvchining indeksi sun’ly o‘zgaruvchi qaysi shartlarga
kiritilganligini ko‘rsatadi. Magsad funksiyasidagi M yetarli katta
musbat son. Shuni ta’kidlash kerakki, (2.19) masalani simpleks
usulda yechgandan so‘ng oxirgi jadvalda a.2-0 boisa, (2.19)
ning yechimi (2.18) uchun yechim boiadi. (2.19) masala uchun
boshlangich jadval 2.18-jadval ko‘rinishida boiadi.

(2.19)

2.18-jadval
xi Ti * e b
B o 2 3 o -M
sl 0 1 2 1 0 4
@ —M 1 1 0 3
M -M o -M -3M
c - 2+M 3+M o0 o

Keyingi jadvalda -2 bazisga kirib, bazisdan chigadi (2.19-
jadval).

2.19-jadval
*] x2 * A2 ; b
B ., 2 3 0 -Mj....
w2 0 1/2 1 12 012
a2 -M 1/2 0 -1/2 1 1

3/2-M2 3 32+HM/2 -M 16-M
—/* 1/2+M72 0 -3/2-MV2 0
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2.19-jadvalga ko‘ra, x{ bazisga kiradi va sun’iy o‘zgaruvchi a2
bazisdan chigadi. Sun’iy o'zgaruvchi bazisdan chiggandan
so‘ng, keyingi jadvallarda a2 ustunining gatnashishiga hojat qgol-
maydi. Shuning uchun bu ustunni jadvaldan chiqgarib yuborish
magsadga muvofiq. Natijada 2.20-jadvalni hosil gilamiz.

_ 2.20-jadval
w o2 g D
B 2 3 0
o 3 O 1 1 1
i 2 1 0 4 2
> 3 7
g-z o 0 4

Demak. biz oxirgi jadvalga yetib keldik. Optimal yechim:
X =2,X2=\ Qoldiq o‘zgaruvchi va sun’iy o'zgaruvchilar bazisda
bo‘lmaganligi uchun s,=o, a2=0. Demak, X=2,xz=| z=7 lar
ham (2.18) ning optimal yechimidir.
Misol. Endi shartlarda “katta va teng” ishorasi mavjud ma-
salani ko'ramiz.
r =2 +5x, +3%x, = max
X — 2%, +X > 20.
2 +4x; +x3= % (2 20)
ji,x2,j3>0.

(2.20) misolning birinchi shartiga avval ortig o°‘zgaruvchi
kiritamiz: XY-2xz+y, -sl=0. Endi birinchi va ikkinchi satrlarga
sun’iy o‘zgaruvchi kiritib. misolni kanonik kokiinishda yozamiz.

2= 2X, +5\2+3x?+0 m —-Mal -Ma2—=max
X, = 2N\ +x,-V. +a, = 20,
¢ HA+AG+HE; —50
Xj,x2,x.,s],a2.a, > 0.

(2.21)

(2.21) misolda sun’iy o‘zgaruvehilar bazisga kiritiladi.
Boshlanglch jadval ko‘rinishi 2.21-jadvalda keltirilgan.
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Xi [ *3
B 2 5 3 0
-M | -2 1 -1
a0 -M 2 4 1 0
2 -3M -2M -2M M
. . 2+3M 5+2M 3+2M -M
C] — 2]

2.21-jadval

Birinchi ustun hal qiluvchi ustun va birinchi satr hal giluvchi
satr bo'lgani uchun *i bazisga kiritilib, s ni bazisdan chigara-
miz. Gauss-Jordan usuli bilan yangi 2.22-jadvalni tuzamiz. Shu

bilan birga, a{ustunni ham hisoblashdan chigaramiz.

Xi *2 X
K (0] 2 5 3 0
N 1 4
a2; -M 0 8 -1 2
21 M -8M-4 M+2 -2-2M
0 9-8M 1-M 2M+2

Cj~=]

2.22- jadvalga ko'ra a2 bazisdan chiqib,
jada biz 2.23-jadvalga kelamiz.

X\ *3

B cb 2 5 3
Xi 2 11 0 3/4
5 10 1 -1/8

z/ 12 5 7/8
g-z, \o 0 17/8

a2
-M

1
-M
0

2.22-jadval
b

20
10

-10M+40

bazisga kiradi. Nati-

5

0

172
1/4
1/4

-1/4

2.23-jadval

Oxirgi satrda musbat element mavjudligi optimal yechimga liali
kelmaganligimizni ko‘rsatadi. 2.23-jadvalga ko‘ra Xx bazisdan
chigib, x3 bazisga kiradi. Natijada 2.24-jadvalga kelamiz.
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2.24-jadval

A o si b
B ch 2 5 3 0
3 3 4/3 0 1 213 30
P 5 1/6 1 0 1/6 5
29/6 5 3 716 115
-17/6 0 0 716

ci ~=i
2.24-jadvaldan hisoblashni yana davom ettirish lozimligi ma’lum

boiadi. $\ni *2 bazis o'rniga kiritgandan so‘ng 2.25-jadval hosil
gilamiz.

2.25—jadval
X j X 3 o«a b
B ® 2 5 3 0
3 3 2 1 4 1 0 D
s1 11 © 0 1 0
6 | 12 3 0 150
6_ . 41 0 0

Nihoyat oxirgi jadvalga yetib keldik. Demak, optimal yechim
X¥=0 xX2=0. x3=50 ga teng bo‘lib, magsad funksiyasining
maksimal giymati 150 teng.

Shunday qilib, chizigli dasturlash masalalarining shartlari
“teng” yoki "katta yoki teng" ko‘rinishidagi cheklashlarda biz
sun'iy o‘zgaruvchi Kkiritish bilan boshlanglch bazis yechimga
zamin yaratar ekanmiz. Hisoblash jarayonida sun’iy ozgaruv-
chilar sekin asta bazisdan chiga boshlaydi. Har bir bazisdan chi-
gib ketgan sun'iy o‘zgaruvchi ustunini ham jadvaldan olib tash-
laymiz. Oxirgi jadvalda sun’iy o‘zgaruvchi bazis olkzgaruvchilar
ichida gatnashmaydi. Agar oxirgi jadvalda sun'iy o‘zgaruvchi
gatnashsa, joiz soha bo‘sh to‘plam ekanligidan dalolat beradi.

2.7. Simpleks usulning maxsus hollari

Chizigli dasturlash masalasini grafik usulda yechish jara-
yonida maxsus hollarni kuzatgan edik (optimal yechim cheksiz
Ko p, joiz yechimlar sohasi - ho'sh top/am va magsad funksiyasi
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joiz yechimlar sohasida cheksiz. o'sadi). Bu holatlarni simpleks
usul bilan yechishda ganday aniglash mumkinligini ko ‘ramiz.

2.7.1. Optimal yechimlar cheksiz ko‘p

Optimal yechimlar cheksiz ko‘p bo‘lgan holni grafik usul
yordamida ko'rgan edik. Masalani simpleks usul bilan yeehayot-
ganda so‘nggi jadvalga kelmaguneha optimal yechimlar cheksiz
ko‘p bo'lish yoki bo‘lmasligini bila olmaymiz. Agar so‘nggi
jadvalda bazisga kirmagan o‘zgaruvchilarga mos keluvchi ustun-
lardagi biror c, ~zj son nolga teng bo‘lsa, optimal yeehim
cheksiz ko‘p bo‘ladi. Quyidagi masalani simpleks jadval usulida
yechamiz.

z = 3%, +3%x; —max
1Y +x2<8
<2 -x>1
[Xj —=2x2<2,

X'j,x2> 0.

(2.22)

Bu misolga mos keluvchi so‘nggi simpleks jadval 2.26-jadvaldan
iborat.

2.26-jadval

..... ¥J x2 SL s2 N b
B k 3 3 0 0 0

X 3 [ 0 2/3 1/3 0 5

X> 3 O 1 ]_/3 —1/3 O 3

5. 0 0 0 1 1 1 9

75 3 3 '3 0 0 24
oz -0 0 -3 0 0

2.26-jadvalda c]-z] satrning barcha elementlari nol yoki man-
fiy. Bu esa optimal yechimga kelganimizni bildiradi. Optimal
yeehim x,=3, ~=0, =0 Vva bo‘ladi. Magsad
funksiyasining optimal giymati zn& =24 ga teng.
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Lekin s2 ustunning .. ., satrida O turibdi. Bu esa masalaning

yana boshga optimal yechimi mavjudligini bildiradi. Biz ni
bazisga kiritsak. magsad funksiyasining qiymati o'zgarmaydi
(2.27-jadval).

2.27-jadval
*1 *2 s2 *3 b
B &« 3 3 0 0 0
* 3 1 0 1/3 0 -1/3 2
x2 3 0 1 2/3 0 13 6
w O O 0O 1 1 1 9
4 3 3 3 o 0 24
G~y O O 3 0 0

2.27-jadvaldan boshga Xj=2, x2=6, <=0 s2=9 va s3=0
yeehimni hosil gilamiz. Bu yechim ham optimal, chunki barcha
G -z <0 va magsad funksiyasining bu yeehimga mos kelgan
giymati ham 24 ga teng. Hosil boigan yechimlaming chizigli
kombinatsiyasini olib, yeehimning cheksiz ko‘pligini aniglaymiz:
Xj-5a +2(l-a), x,=3a +61-a). SN\=0 s2=9(1-a) va s =9a.

2.7.2. Joiz yechimlar sohasi —bo‘sh to‘plam

Bu hoi chizigli dasturlash masalasining barcha chegaralarini,
xususan, nomanfiylik shartlarini ham ganoatlantimvchi nuqgta
yo‘q bolganda ro‘y beradi.

Simpleks usul yordamida bu hoi ro‘y berganini ganday
aniglanishini ko‘rib olamiz. Aytaylik, bir neeha yaginlashishdan
keyin -7 satrida musbat son bolmagan so‘nggi jadvalga kel-
dik. Agar jadvalda biror sun’iy o‘zgaruvchining giymati musbat
bolsa, u holda berilgan masalaning joiz yechimlari sohasi bo‘sh
to‘plam boiadi.

2.27-jadvalda quyidagi misolning boshlanglch jadvali kelti-
rilgan.

87



Xl +x2 —=max

X +x2=5
41 +X1" 6
V +2x2>14
X,.x2>0
X1 o
B 1 1
CB
al -M 1
s2 0] 1
ab -M 1 2
-2M -3M
z1l
1+2M 1+3M
CcJ ~ zZ1J

2.28-jadval

«3 b
-M

0 5

0 6

1 14
-M  -19M

0

2.28-jadvaldan keyingi gadamda 2.29-jadvalga kelamiz:

Bazis
cB
X 1
S2 0
«3 -M

cj ~ zj

xi N

I 1

1 1

0

-1 0
i+M 1
-M 0

O O O b O 029

2.29-jadval

ai b
-M

0 5

0 i !

1 4
-M  5-4M

0

So‘nggi jadval g -z] satrining barcha elementlari o yoki manfiy
sonlardan iborat. Go‘yoki biz optimal yechimga kelgandaymiz.
Lekin yechimda <8 sun’iy o‘zgaruvchining giymati =4-
musbat. Bu esa berilgan masalaning joiz yechimlari sohasi bo‘sh
to‘plam ekanligini bildiradi.



2.7.3. Magsad funksiyasi joiz yechimlar sohasida
cheksiz o‘sadi

Magsad funksiyasi joiz yechimlar sohasida cheksiz o‘sadi-
gan holni grafik nugtavi nazardan ko‘rib chiggan edik. Endi bu
hoi simpleks usul yordamida ganday aniglanishini kolib chi-

gamiz.
Ushbu
max 2T, +/%
XN\ 2
xX2<5
Vi, x-, >0

Masalaga murojaat gilamiz. Birinchi chegaraga s} ortig, ikkinchi

chegaraga esa s2 qoldiq ofzgaruvchilami Kiritib, masalaning
kanonik shaklini hosil gilamiz. Masalaning jadval shaklini hosil

gilish uchun birinchi chegaraga ax sun’iy o‘zgaruvchi kiritamiz.
Boshlanglch jadvaldan keyingisini hosil qilish jarayonida Xxr ni
bazisga kiritib va axustunni tashlab yuborib, simpleks 2.30-jad-

2.30-jadval
i N N s2 b
Basis 2 1 0 0
2 1 0 -1 0 2
0 0 1 0 1 5
2 0 2 0 4
0 1 2 0

cj ~zij

valni hosil gilamiz. ct-zj satrdagi musbat sonlarning eng kattasi

*1 ustunda va u 2 ga teng. Agar ‘si 0'zgaruvchi bazisga ki-
ritilsa. magsad funksiyasining giymati ortishini bilamiz. Lekin
hal qiluvchi elementni topish uchun bu ustunda musbat son
yo'q. Bu esa magsad funksiyasining joiz yechimlar sohasi yugo-
ridan chegaralanmagan/igini bildiradi.
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Umuman. agar jadvalning c} -z, satridagi sonlarning ichi-
da birortasi musbat bo‘lib. bu ustundagi atl sonlarning ichida

musbat son topilmasa, u holda magsad funksiyasi joiz yechimlar
sohasida cheksiz o‘sadi.

2.8. Minimallasbtirish masalasini simpleks usulda yechish

Minimallashtirish masalasini simpleks usulda ganday hal qi-
lish mumkinligini ko ‘raylik. Minimallashtirish masalasining simp-
leks usul yordamida yechishning ikkita usulini keltirish mumkin.

1-usul. Maksimallashtirish masalasida eng katta musbat
Cj-zj ga mos keluvchi o‘zgaruvchi bazisga kiritilar edi. Mini-
mallashtirish masalasida biz qoidani o'zgartiramiz. Eng kichik
manfiy Cj-Zj ga mos keluvchi o‘zgaruvchini bazisga kiritamiz.
Masalani yechish gachongacha davom ettiriladi? Minimallash-

tirish masalasida c, - satming barcha elementlari O yoki

musbat bo‘lguniga gadar davom ettiriladi. Qolgan barcha qoi-
dalar maksimallashtirish masalasini yechish kabi boiadi. Yana
shuni nazarda tutish lozimki, sun’iy o‘zgaruvchi kiritish zarur
bolganda masalalarda magsad funksiyasiga yetarli katta musbat
koeffltsiyentli sun’iy o‘zgaruvchi Kkiritiladi. Fikrimizni quyidagi
misolda bayon gilamiz.

w=x +X2 —-mm

(2.23)

Maksimallashtirish masalasidagi kabi ikkala shartlarga ham ortiq
va sun’iy o‘zgaruvchilar kiritamiz. Magsad funksiyasida esa
yetarli katta musbat koeffltsiyentli sun'iy o'zgaruvchi kiritiladi.
w-x1+x2+0m +0m2+Max-+Ma2—>min
|24 +x2 —sx+ax-2.

D +2x2-s2 +a2=2. (2.24)

XI>X2'Sl’S2’ai=a2 —'
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(2.23) masalaga ko‘ra boshlang'ich 2.31-jadvalni tuzish
mumkin.

2.31-jadval
X\ X2 8l 82 * a2 b
B . 1 1 o o0 M M
A M2 1 41 0 | 0 2
az M 11 2 o 1 0 1 2
__j 3M 3M -M -M M M 4M
6z 13V 18M M M 0

Jadvalning oxirgi satridagi birinchi va ikkinchi ustunlarda teng
manfiy sonlar joylashgan. Aniglik uchun chapdagisini olamiz.
Demak, hal qgiluvchi ustun birinchi ustun bo‘ladi. Hal giluvchi
satrni aniglash maksimallashtirish masalasi kabi boMadi. Bizning
misolimizda birinchi satr hal giluvchi boladi. Demak, bazisga.®
o'zgaruvchi kiradi &f esa bazisdan chigadi. Kerakli hisoblash-
larni amalga oshirib, 2.32-jadvalni hosil gilamiz.

2.32-jadval
X\ x2 [ s2 a2z \ b
B N\ cb l l O O M
Ao 1 1 1/2 -1/2 0 0O 1 1
a ; M 0 3/2 1/2 -1 -1/2 ; 1
i o 1 1/2+3M/2 -1/2+M/2 -M M 1+M
Cj -Zj 0 1/2-3M/2 1/2-M/2 M 0

2.32-jadvalga ko‘ra hal giluvchi ustun ikkinchi ustundir. Hal
giluvchi satr esa ikkinchi satr hisoblanadi. d2 sun’iy o‘zgaruv-

chini bazisdan chigarib (keyingi jadvalda sun’iy o'zgaruvchi
ustunini ham chigarib yuboramiz), *2 ni bazisga kiritib, hisob-
lashlar natijasida 2.33-jadvalni hosil gilamiz.
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2.33-jadval

XN xe st 5 b
SR | 1 0 0
1 1 10 -2/3 1/3 2/3
o 0 1 vz -23 23
1 1 -1/3 0 4/3
C -z 0 0 1/3 0

2.33+jadvaluing oxirgi satrida manfiy elementlar yo‘qligi uchun
optimal yechimga yetib keldik. Shunday qilib, masalaning
yechimi x, =2/3, m=2/3, w=4/3 boiadi.

2-usul. Bu wusul minimallashtirish masalasining magsad
funksiyasini -1 ga ko'paytirib, maksimallashtirish masalasiga
o'tishdan iborat. Bu maksimallashtirish masalasini yechib, dast-
labki minimallashtirish masalasining optimal yechimini hosil
gilamiz.

(2.22) masalani shu usulda yechib ko'ramiz.
Masalaning magsad funksiyasini -1 ga ko'paytirib. maksimal-
lashtirish masalasiga o'tamiz.

z = -Xl - x2 -=>max
128 +x2" 2,
u +272, <2'25>

xI?x2 > 0.

Uning jadval shakli quyidagicha boiadi.

z=-X -*2+0m +0+s2-Mas1-Ma2 max
2XX+X2 - S\+ax= 2,
ig+9j2-s2+a2=2, (-26)
xl,x2,sl,s2,al,a2 >0.
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(2.25) ga ko'ra boshlang‘ich simpleks 2.34-jadvalni tuzamiz.

2.34—jadval

B o 4 i 0 -M M
-M g 1 14 0 1 0 2
a -M | 2 0 4 0 1 2
4 M 34 M M -M M -4M

9 -k . -1+3M -1+3M -M -M 0 0

Qolgan jadvalni tuzish jarayoni odatdagidek kechadi. Xulosa
gilish uchun yakuniy 2.35-jadvalni keltiramiz.

2.35—jadval
x2 S h
B I o 1 | 0 0
X4 -1 1 0 23 1/3 2/3
X\ -1 0 1 173 23 2/3
4 -1 - 1/3 1/3 43
9~n 0 0 -1/3  -1/3

Bu jadvalning oxirgi satrida musbat elementlar mavjud emas.
Demak, optimal yeehim xx=HX *2=2/3, z=-4/3 bo‘ladi. Lekin
bu yechimga maksimallashtirish masalasidagi magsad funksiya-
sining -4/3 qiymati mos keladi. Dastlabki minimallashtirish
masalasidagi magsad funksiyasining minimum giymatini topish
uchun uni -1 ga ko‘paytiramiz. Demak, magsad funksiyasining
minimum giymati u=4/3 ga teng ekan.

2.9. Simpleks jadval yordamida turg‘unlik tahlili

Biz turg'unlik tahlili tushunchasi bilan chizigli dasturlash ma-
salasini grafik usulda yechish jarayonida tanishgan edik. Endi
simpleks jadval yordamida turg‘unlik tahlilini ganday hal qilish
lozimligini ko rib o tamiz:
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Taqggoslash magsadida grafik usul yordamida tahlil gilingan
masalaga gaytamiz (2.4-2.7). Shu masalani simpleks usul bilan
yeehishda quyidagi oxirgi 2.36-jadvalga vetib kelamiz.

2.36-jadval
1X1 "2 w 52 v oy b
B @ 6 500 0 0O O
s4a 0 0 O 2,13 283 0 1 6
m 0 0 1 1 -2 0 0 22
o 0 0 B3 H6 1 0 &
A 60 1 0 -23 213 0O 0 12
5 60 S 10 15 0 0 10
0O 0 -0 5 0 O

o}
L

2.9.1. Simpleks usulda o‘ng tomon tahlili

Masalaning ikkiyoglama giymati va zaxiradagi resurs mig-
dorlari o‘zgarishining turg‘unligini jadvalga garab aniglash qoi-
dasi bilan tanishamiz.

Oxirgi jadvalning -7 satrining 2 J3, 54, goldiq ok-
garuvehilar ustuniga mos kelgan giymatlar grafik usul yordamida
olingan ikkiyoglama giymatlarga mos kelishini kuzatish mum-

kin. Qoldig o'zgaruvehilarning zj satriga tolg‘ri kelgan giymat-
lar resurslaming ikkiyoglama giymatidan iborat boiadi. Jadvalga
ko‘ra birinehi resursning ikkiyoglama giymati \=10 ga. ikkin-
chi resursniki y2=15. uchinchiniki v3=0 va to‘rtinchi resursniki
y4=0 ga teng. Bilamizki, ikkiyoglama giymat resurs bahosini
beradi. Bu ma’lumotlar birinchi va ikkinchi resurslaming kam-
yob ekanligini ko‘rsatadi. Shu bilan birga, ikkinchi resursning
ikkiyoglama giymati birinchisiga nisbatan katta bolgani uchun
birinchi navbatda ikkinchi resursni ko‘paytirish magsadga muvo-
fig ekanligini ko‘rsatadi.

Demak, masalaning ikkiyoglama giymatlari oxirgi jadvaldagi
goldig o‘zgamvchilar ustunidagi ij satrda joylashgan sonlardan
olinadi.
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Endi o‘ng tomonning turg‘unlik oralig‘ini simpleks jadval-
dan topishni kolkamiz. Bu shunday oraligki, unda ikkiyoglama
giymat o‘zgarishsiz qoladi. Ya’'ni undan tashgariga chigilganda
shart ortigcha chegaraga o'tib qgoladi.

0 ‘ng tomon turg‘unlik oralig‘ini aniglash uchun simpleks
jadval ustida kerakli hisoblashlami bajarishga to‘g\a keladi.

Shartlarning o'ng tomoni okgargan taqdirda simpleks jad-
valning o‘zgarishini ko‘ramiz. Buning uchun biror shartni ofz-
gartirib, masalani gayta simpleks usulda yechish yetarli. Agar
simpleks jadval ning h ustunidagi miqdorlarning hech gachon hal
giluvchi element bolmasligini inobatga olsak, o'ng tomoni o‘z-
gargan masala uchun yangi simpleks jadvalni qurish shart emas.
Fikrimizni yuqoridagi misol bilan asoslaymiz. Aytaylik, birinchi
shartning o‘ng tomonini 42 birlikdan 45 birlikka oshirib va uni
simpleks jadval yordamida gayta hisoblab chigsak, oxirgi 2.37-
jadvalga kelamiz.

2.37-jadval
A X2 s2 *3  Agq h

5 cb 60 50 0 0 o o
s 0 0 0 2/3 -2/3 0 1 8
x2 50 0 1 -1/2 0 0 15
n 0 0 0 -5/3 -5/6 1 0 75
Xj 60 [ 0 -2/3 2/3 0 0 10

; Zj 60 50 10 15 0 0 1350

-~-, 0 0 -0 -15 0 O

Agar 2.37-jadvalga nazar solsak, uning 2.36-jadvaldan farqi
fagat oxirgi ustunda ekanligini ko‘rish mumkin. Qolgan giymat-
lar esa o‘zgarmagan. Bu xulosa oldingi jadvallar uchun ham
o'rinlidir. 2.37-jadvalni 2.36-jadvaldan osongina keltirib chiga-

rish mumkin. Buning uchun 2.36-jadvalning b va ustunlari-

dan foydalanamiz. ustun tanlanishiga sabab biz fagat birinchi
shartning o‘ng tomonini o‘zgartirdik. Biz birinchi shartning o‘ng
tomonini 3 birlikka oshirganimiz uchun 2.37-jadvalning b ustu-
nidagi elementlari bilan quyidagicha hisoblashlami amalga oshi-
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ramiz. 2.36-jadvalning birinchi satrining b va ustunida joy-
lashgan elementlardan foydalanib, quyidagi liisoblashni amalga

o 2 . .
oshiramiz: 6+--3=8. Bu yerda 6 — b ustundagi, 2/3 — v Uus-

tundagi giy-matlar bolib, 3 soni esa birinchi shartning o‘ng
tomonini 3 birlikka oshirganimizdir. Qolgan ustunlarda ham hi-

soblashni shu tarzda davom ettirsak, 12 +1-3 =15, 80-—-—-3=75

2
12—3=10 giymatlarga ega bo‘lamiz. Hosil boMgan giymatlar

2.37-jadvalning b ustunidagi giymatlar bilan bir xil. Demak,
2.37-jadvalni 2.36-jadvaldan foydalanib, shu tarzda hosil qilish
mumkin ekan.
Endi birinchi shartning o‘ng tomonini d] birlikka oshi-
radigan bo‘lsak, yangi jadvalning b ustunidagi qgiymatlar
2

6+§—’\, 2 +1-an &)—?—dx 12—12-1] larga teng boiadi.

Ikkinchi shartning o‘ng tomoni o'zgartirilgan tagdirda s2 ustun
elementlaridan foydalanamiz. Masalan. agar ikkinchi shartni d2
ga o‘zgartirib, golgan parametrlar o‘zgartirishsiz qoldirilganda

yakuniy jadvalning b ustunidagi giymatlar r27 12—1—“2

5 2 )
— va +- ga teng bo‘ladi.

Shunday qilib, o‘ng tomondagi ixtiyoriy shartning o'zgarishi
simpleks jadvalning o‘ng gismigagina ta'sir gilar ekan. Ya’'ni
zaxira miqdorining o‘zgarishi mumkin boflgan yechimgagina
ta’sir etadi. Bazis yechimlarning nomanfiy bolishini e’tiborga
olgan holda dx ning o'zgarish oraliglni topamiz. Demak, qu-
yidagi tengsizliklarni yechib,

1
f 6H5d, >0.

; 12+d >0.

180—4/, >0, -9<d1<I8
I 31

96



dl ning o‘zgarish chegarasini topamiz. bl =42 +dl tenglikdan
birinchi shartdagi o'ng tomoni turg‘uniigini aniglaymiz:
33 <ly<60. Bu xulosa grafik usul yordamida olingan natija bilan
mos keladi. Xuddi shu yo‘l bilan golgan oN\ig tomonlar turg‘un-
ligini aniglash mumkin.

2.9.2. Magsad funksiyasi koeffitsiyentlarining turgunlik tahlili

Simpleks jadvalni qurish jarayonida maqgsad funksiyasi
koeffitsiyentlarining o'zgarishi jadvalning oxirgi ikki satriga ta'sir
giladi. Magsad funksiyasi koeffitsiyentlarini turg‘unligini topish
goidasi oxirgi 2.36-jadval yordamida oson hal gilinadi. Bizning
magsad 2.36-jadval yordamida, masalan, magsad funksiyasining
birinchi koeffitsiyentining turg'unligini ko'raylik. Buning uchun
2.36-jadvalda oldidagi koeffitsiyentni cx bilan almashtirib,
yangi 2.38-jadvalni hisoblab ehigamiz.

2.38jadval
i Xj s2 n3 4 b

B ch 50 0 0 0 0

*a 0 0 0] 2/3 -2/3 0 1 6

*2 50 0 1 -1/2 0 0 12

3 0 0] -5/3 -5/6 1 0 80

Xj 1 -2/3 2/3 0 0 12

1
0
0
5 50-2¢ /3 —25+2¢,/3 0 O 600 +12c,
0

& ~ 75 -50+2c,/3 25-2¢,/73 0 O

Optimal yechimni o‘zgarishsiz qolishini talab qgilsak, 2.38-
jadvalning oxirgi satridagi sonlar musbat bolmasligini talab gila-
miz. U holda,

J-50 +2c, /3 <0,

{ 25-2c, /3 <0.

tengsizliklar sistemasidan 75/2<c,<75 ekanligi kelib chigadi.
Bu natija grafik usul yordamida olingan natija bilan mos tu-
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shadi. Xuddi shuningdek, magsad funksiyasining ikkinchi ko-
effitsiyentining turg‘unligini topish mumkin 40 <c2<8o.

Shuni ham ta’kidlash lozimki, cl ning giymati optimallik
oralig‘ida joylashganda optimal yechim o‘zgarishsiz qolib,
magsad funksiyasining qgiymatini esa z=600+12" dan
topamiz. Masalan, ¢ =40 bolganda bu giymat turg‘unlik
chegarasida boigani uchun optimal yechim .-i12, x2-12,
S\ s2=0, §=8) va ™M=6 saglanib, magsad funksiyasining
giymati z=600+12" =1080 ga teng boiadi.

2.10. Ikkiyoglama masalalar

Chizigli dasturlashning har bir masalasiga ikkiyoglama masala
deb ataluvchi masala mos qovyiladi. Ikkiyoglama masalaning kelib
chigishiga oid masalaga murojaat gilamiz,

2.10.1. Ikkiyoglama masala tushunchasi

Korxona ikki xil mahsulot ishlab chigaradi. Birinchi birlik
mahsulotni sotishdan S3, ikkinchisidan esa $5 foyda keladi. Har
bir mahsulotni ishlab chigarish uchun sarflanadigan resurs rnig-
dorlari va zaxiraning resurs migdorlari 2.39-jadvalda keltirilgan.

2.39-jadval
1-mahsulot 2- mahsulot Zaxira
miqgdori
1-resurs 1 . 4
2-resurs : 2 12
3-resurs 3 2 18

Birinchi mahsulotdan xx miqgdorda, ikkinchidan esa x2
miqgdorda ishlab chigariladi deb belgilasak, masalaning mate-
matik modeli quyidagicha boiadi.

Z =3xj +5x2 —hax

x, <4,
< 2x2<12 (2.27)
3X; +2x2< 18

xl,x2 >0
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Boshga bir korxona shu korxonaning resurslarini sotib olmoqg-
chi. Resurslarga ganday narx qo‘yish kerak?

Faraz qilaylik, resurslar birliklarining narxi mos ravishda
yXxXy2,y3 bolsin. U holda 4v, H2y2H8/3 ifoda resurslaming

umumiy narxini belgilavdi. Albatta. ikkinchi korxona resurslarni
mumkin gadar arzon sotib olishga harakat giladi. Ya’ni

w=4y, +H12y2 +lgv3a—>min.

Birinchi  korxona ham resurslarni sotishda mahsulotni
tayyorlaganda olinadigan foydadan kam miqdorda sotmaslikka
harakat giladi. Birinchi mahsulotning birligi uchun sarflanadigan
resurs miqdori yx+3y2 ga teng. Birinclii korxonaning birinchi
mahsuloti birligidan keladigan foyda 3 ga teng boigani uchun
y, +3y, >3 tengsizlikka ega bolamiz. Xuddi shuningdek, ikkin-
chi mahsulot uchun 2y2+2y3>5 tengsizlikka ega bolamiz.
V. V,. V>0 shartlarning qo‘yilishi o‘z-o‘zidan ravshan.
Shunday qilib, biz chizigli dasturlash masalasiga keldik.

W=4yx+12is +18v3—>min

[Y1+3v, >3

[2v2+2y3>5 28>

Vi, V2,y3>0
(2.28) masala (2.27) ga ikkiyoglama masala deyiladi. (2.27) esa
boshlanglch masala deyiladi. Umumiy ko‘rinishdagi ikkiyoglama
masalani keltiramiz.

Quyidagi standart kolinishdagi maksimallashtirish masalasi
uchun

z - .Tj +c2x2+... +crxn —max

alN\X\ + al2X2 + «= a\nXn — ~1’

a2xXi+ 022x2+...+a2nX,<b2,

(2.29)

amdXN\dan® +- +ammX¥r,Mhi
x, >0. 0 =1,2...n)
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ikkiyoglama masala quyidagi ko‘rinishda boiadi.
w=Dblyl +b2y2+... +b,,ym-> min

AN +2Y2+ +bYT>CON
AN+ «22Y2+ B, 2>m N COm (230)

aWN+a2>2+ .. +amv,,. <c,,,
V>0 (/=12...m)

¥X, y2.... ym resurs narxlari oshkormas, ikkiyoglama narxlar
deyiladi. Boshlangieh masala optimal rejani aniglash bo‘lsa,
ikkiyoglama masalada resurslaming optimal narxini shunday
topish kerakki, unda resurslaming umumiy gqiymati minimal
boiib, birlik mahsulot ishlab chigarishdagi xarajatlar birlik
mahsulot narxidan kam bo‘lmasligi lozim.

0 ‘zaro ikkiyoglama boigan (2.29) va (2.30) masalalar quyi-

dagi xossalarga ega:

1 Ikkiyoglama masalalarning birida magsad funksiyasining
maksimumi izlansa, unga ikkiyoglama boigan masalada
magsad funksiyasining minimumi izlanadi.

2. Boshlangieh masaladagi sistema shartlarini ifodalovehi
matritsa koeffitsiyentlarini transponirlash yordamida ikki-
yoglama masalaning koeffitsiyentlari hosil gilinadi:

A= '2n
i oan? N
(a1 a
AL = s» ad,
\a\n @

3. Ikkiyoglama masalaning o‘zgaruvchilar soni boshlangieh
masalaning shartlar soniga teng va aksincha.

4. Ikkiyoglama masala magsad funksiyasining koeffitsiyentlari
boshlangieh masala shartlarining o‘ng tomonlaridan iborat
va aksincha.
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5. Boshlang‘ich va ikkiyoglama masalalar shartlaridagi teng-
sizlik belgilari garama-garshidir. Maksimallashtirish masa-
lasida bareha shartlardagi tengsizlik belgisi k<" ko‘rini-
shida bo‘lsa, minimallashtirish masalasida esa *“>” ko‘ri-

nishga ega.

Ikkiyoglama masala uchun tuzilgan ikkiyoglama masala
boshlang‘ich masaladan iborat bo‘ladi. Shuning uchun gaysi ma-
salani boshlang‘ich deb olishning ahamiyati vo‘g. Shu ma’noda
bunday masalalar o zaroju ft ikkiyoglama masalalar deyiladi.

Berilgan masalaga ikkiyoglama masala tuzishga oid misollar
Kokib ehigamiz.
1-misol. Quyidagi masalaning ikkiyoglama masalasini quramiz.

z = —\, +2X, = max
2} -x2>1
- X, +4x2< 24,
XT-x2<3, (2'31)
X +x? > 5,

Xl,X2 > o

Boshiang‘ieh masala maksimallashtirish bo‘lgani uchun barcha
shartlardagi tengsizliklarni “<” ko‘rinishga keltiramiz. Buning
uchun birinchi va UVrtinchi tengsizliklarni -1 ga ko‘paytiramiz.

_2x, +x2<-1
- X +4x2< 24.
N -x?<3
-X —-X?< -5

Endi ikkiyoglama masalani tuzish mumkin.

W = —yx+24y 2 +byb- 5v4 —» min
J- 2V, -y2+Vv3-y4>-1,
Y Y (2.32)
[ yl+4v2-y3-y4>2,
JI-y2'y3.>4 ~ 0

(2.32) masala (2.31) uchun ikkiyoglama masala boladi.
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2-misol. Agar shartlar ichida “=" belgisi gatnashgani mavjud
boisa, bu shart ekvivalent bo‘lgan ikki “<” va “>” shartlar
bilan almashtiriladi. Masalan, quyidagi masalaga

W= +3x2+5x3— M
2X, = X2+4x3> 2.
X, +4x2+5x3> 12, (2.33)
X, +x2+x3=10

Xj, X2, %x: >0

ikkiyoglama masala tuzish uchun uchinchi shartni unga ekviva-
lent boMgan ikki shart bilan almashtiramiz:

2X, - X2+4x3> 2, 2 —R+AH3>2 2%, = %5 +4x3> 2,
X, +4x; +5x? >12. X +A4x2+5%3> 12, X, +4x, +5x3>12,
X +x* +x3= 10 X, +X +x3>10. X +xn+x3>10,

X 0% 3<10 X —3&—\> 10

Demak, ikkiyoglama masala quyidagicha boladi.

=2v, +12y, +10\s - 10y4—max
25 +y2+y3-ya<],
-W+4y2+y3-y4< 3 (2.3%)
4 +5y2+Y3 -y x5,
Jle)y2'y3, ydr 0

2.10.2. Ikkiyoglama masalalarga oid teoremalar

Ikkiyoglama masalalar jufti orasidagi bog'lanish ikkiyoglama
masalalarga oid teoremalarda oz aksini topadi.

Teorema. Agar o zaro ikkiyoglama masalalardan birining op-
timal yechimi mavjud bo‘lsa, ikkinchisining ham optimal yechimi
mavjud bo 1ib

o Trinli bo ‘ladi.
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Agar o'zaro ikkiyoglama masalalaming birortasidagi magsad
funksiyasi chegaralanmagan bo'lsa, ikkinchisiningjoiz sohasi bo ‘sh
top/am bojadi.

Bu teorema (2.28) va (2.29) ikkiyoglama masalalaming bir
vagtda yechimi mavjud boiishi yoki boimasligini ko‘rsatadi va
optimal yechimlaming ustma-ust tushishini ko'Tsatadi. Bundan
shu kelib ehiqadiki, ikkiyoglama masalalaming birini yechish
bilan ikkinchisining ham yechimini topgan boiamiz. Binobarin,
o‘zaro ikkiyoglama masalalaming gaysi biri oson boisa, shu-
nisini yechish magsadga muvofig. Masalan, (2.31) va (2.32)
o‘zaro ikkiyoglama masalalarda (2.31) ni grafik usulda yechib,

znax =36 ekanligini aniglash mumkin. U holda teoremaga ko‘ra

(2.32) masalaning optimal yechimi ham wnm=36 boiadi.

Bu teoremaning igtisodiy ma’nosi shuni koi'satadiki, kor-
xona uchun optimal reja bo‘yicha mahsulot ishlab chigarish
yoki resurslarni optimal narxda sotishning fargi yo‘q.

Endi e'tiborimizni teoremaning ikkinchi gismiga garatamiz.

Quyidagi ikkiyoglama masalani ko‘rib chigamiz:

Boshlangieh masala Ikkiyoglama masala
z=-8\f +2y2 —>ram w = Xj — X2 —max
> Mo, Y2 °- Xj >0, x2> 0.

Masalani grafik yoki simpleks usulda yechishda znm=-m
ekanligini koiish mumkin. Ikkiyoglama masalada joiz soha
bo‘sh to'plam ekanligini koiish giyin emas.

Izoh. Teoremaning ikkinchi bandida keltirilgan xulosaning
teskarisi umuman olganda to‘g‘ri emas. Ya’'ni. boshlangieh ma-
salaning joiz sohasi bo‘shligidan ikkiyoglama masala magsad
funksiyasining chegaralanmaganligi kelib chigmaydi.

Bu fikrning tasdigini quyidagi misolda ko‘rish mumkin:

103



Boshlanglch masala Ikkiyoglama masala

z =3\ +5x2 -» max w=5V] - 7y2—»min
RA-Ae <5 3, +2v2>3
2Xj < -7. 1-4y >5,
x>0, % >0, yx>0.y2>0

Bu masalalarda joiz sohalar bo‘sh to‘plamdan iborat ekan-
ligini tekshirish giyin emas.

Quyidagi 2.40-jadvalda o‘zaro ikkiyoglama masalalar orasi-
dagi giyosiy munosabatlarning ro‘y berish holatlari keltirilgan.

2.40-jadval
~MBoshlanglch Optimal Magsad Joiz soha
yechim funksiyasi bo‘sh

Ikkiyoglaman""» mavjud chegaralanmagan to'plam
Optimal yechim
mavjud
Magsad

funksiyasi \%
chegaralanmagan
Joiz soha bo‘sh

to‘plam

\

0 ‘zaro ikkiyoglama masalalar orasidagi munosabat fagat
ulaming optimal yeehimlari tengligi bilan chegaralanmaydi.

0 ‘zaro ikkiyoglama bolgan (2.29) va (2.30) masalalarni
ko‘rib chigamiz. Simpleks jadval yordamida yechishda goldiq va
ortig o‘zgaruvehilar kiritar edik. Ya'ni (2.29) va (2.30) masala
shartlari quyidagi kolinishga keltiriladi.

a2ld +a2X2 + -m+-a2Xn+S2=b 2,
(2.35)
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131+ ®7\v2

a\ry\ + a22)2 M- m2yin ~S2 =c2’

awN\+Ha2¥2 +—+amiyr ~Sh=Cn-

(2.36)

(2.35) va (2.36) sistemada .V..s\...sm boshlang‘ich masala uchun

goldig olkzgaruvchilar. esa ortiq o‘zgaaivcliilardir.

0 ‘zaro ikkiyoglama masalalar olkzgaruvchilari orasida 2.41-
jadvalda ko‘rsatilgan munosabatlar mavjud. Bu munosabat orga-
li biz ikkiyoglama masala yechimi yordamida boshqgasining

yechimlarini topib olamiz.

Boshlanglch masala o‘zganivchilari

Asosiv Qoldig

T N N o |
n t MW Y]
Ortiq Asosiv

Ikkiyoglama masala o‘zgaruvchilari

2.41-jadval

T
¥m

Teorema. Ikkiyoglama masalaning optimal yechimlari quyidagi

tengliklarni ganoatlanliradi.

Vv, *S' =0, i-1..m
x; ' =0 j=1l.n

Bu teoremadan quyidagi xulosalarni gilish mumkin.
1 i-resursning optimal narxi nolga teng bo‘lmasa (v*>0),

optimal rejada resurs tola ishlatiladi (s' =0).

2. Agar optimal rejada resurs tola ishlatilmasa (~'>0), u

holda uning bahosi nolga teng (y* =0). %

3. Agar j-mahsulot optimal rejaga kirsa (*70>0), u holda

uning resursdagi bahosi zararsizdir (s”=0).

4. Agar j—-mahsulot optimal resurs bahosida zararli bo‘lsa
(s'>0), u holda u optimal rejaga kirmaydi (xf=0).
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(2.27) va (2.28) masalalarning oxirgi simpleks jadvalini

keltiramiz.
2.42-jadval (2.27) masalaning oxirgi simpleks jadvalidir:
2.42-jadval

4 X o 4 N\ b

B o 3 5 0 O 0
4 0 o o 1 13 -3 2
wo 5B o 1 o 12 o0 6
X 3 1 o 0o -3 13 2
7 3 5 0 32 1 H

c g 0 0o o0 -32-1

2.42-jadvalga ko‘ra yeehim xx=2, x2=6, s'=2, s2=0, va

~3=0 boladi.
(2.27) ikkiyoglama masalaning oxirgi simpleks jadvali 2.43-
jadvalda keltirilgan (masala maksimallashtirishga keltirib yechil-
gan va sun'iy o‘zgaruvehilar tushirib goldirilgan).

2.43-jadval

. Y2 v g m Db

B b 4 12 48 o o
X:’ —18 1/3 o 1 —1/3 o 1
w 12 -113 1 o 3 -1/2 32
2 12 18 2 6 -3

—7 2 0 o 2 6

2.43-jadvalga ko‘ra ikkiyoglama masalaning yeehimlari: yY=Q
y2=3/2. 3=1. s’=0 va ™ =0 bo‘ladi. Biz ikkiyoglama masa-
laning yechimlarini boshlang'ich masalaning oxirgi jadvalidan
olishimiz mumkin. Buning uchun o‘zaro ikkiyoglama masala-
laming o‘zgaruvchilari orasidagi munosabatdan.

X oxe e &

s 4 WoooY2 W
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birinchi jadvalning oxirgi satrini -1 ga ko‘paytirsak, ikkiyoglama
masalaning yechimlarini topgan bolamiz. Demak, okaro ikki-
yoglama masalaning birortasini simpleks usulda yechib, ikkinchi
masalaning yechimini topish mumkin.

Tayanch iboralar

Dasturlash, chizigli dasturlash, matematik model, chizigli das-
turlash masalasining kanonik va standart shakllari, chegaraviy
shartlar, magsad funksiyasi, joiz soha, bazis yechim, optimal
yechim, kamyob xomashyo, kamyob bolmagan xomashyo,
ortigcha shart, magsad funksiyasi koeffitsiyentlarining turg‘un-
ligi, shartlarning o‘ng tomonining turg‘unligi, ikkiyoglama qiy-
mat, resurs statusi, bazis o'zgaruvchilar, simpleks usul, simpleks
jadval, optimallik mezoni, M-usul, simpleks jadvaldan ikkiyog-
lama qiymatni aniglash, simpleks jadvaldan magsad funksiyasi
turg‘unligini aniglash, ikkiyoglama masalalar, ikkiyoglama ba-
holar, ikkiyoglama masalalarga oid teoremalar.

Savollar

1 Masalaning matematik modeli nima uchun kerak?

2. Chizigli dasturlash masalalarining ganday kolinishlarini
bilasiz?

3. Ishlab chigarishni optimallashtirishda magsad funksiyasi
ganday ma’noni anglatadi?

4. Chizigli dasturlash masalasidagi joiz soha nimani angla-
tadi?

5 Qanday hollarda chizigli dasturlash masalasini grafik
usulda yechish mumkin?

6. Magsad funksiyasining sath chizigl ganday ma’noni ang-
latadi?

7. Chizigli dasturlash masalasini grafik usulda yechish ja-
rayonida cheksiz kolp yechimga ega bolishi, yechim
mavjud bolmasligi va magsad funksiyasining chegaralan-
maganligi ganday aniglanadi?

8. Chizigli dasturlash masalasini grafik usulda yechishda
resurs statusi ganday aniglanadi?

9. Chizigli dasturlash masalasini grafik usulda yechishda
ikkiyoglama giymat nimani anglatadi?
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10. Chizigli dasturlash masalasini grafik usulda yechishda
magsad funksiyasining turg‘unligi nimani anglatadi?
11. Chizigli dasturlash masalasini grafik usulda yechishda
shartlarning o‘ng tomoning turg‘unligi nimani bildiradi?
12. Chiziqgli dasturlash masalasini simpleks usulda yechishda
hal giluvchi satr, hal giluvchi ustun va hal qgiluvchi ele-
ment ganday aniglanadi?

13. Chizigli dasturlash masalasini simpleks usulda yechishda
optimallik mezoni ganday aniglanadi?

14. Simpleks jadvalda resurs statuslari ganday aniglanadi?

15. Simpleks jadvalda resurs samaradorligi ganday aniq-
lanadi?

16. Simpleks jadvalda magsad funksiyasi koeffitsiyentlarining
turg'unligi ganday aniglanadi?

17. Simpleks jadvalda shartlarning okhg tomon turgkinligi
ganday topiladi?

18. Chizigli dasturlashning ganday masalalarida sun’iy usul
(M-usul) ishlatiladi?

19. Ikkiyoglama masalalaming igtisodiy ma‘'nosi ganday?

20. Boshlangkeh masalaga ikkiyoglama masala ganday tuzi-
ladi?

21. Biror boshlang‘ich masalaning yechimi yordamida ikki-
yoglama masalaning yechimi ganday aniglanadi?

Mashglar

2.1. Fermerning 50 gektar yen bo*lib, u yerga uch xil (sabzi,
selder, petrushka) ekin ekishni rejalashtirmogda. Sabzining
bir gektarini yetishtirish uchun $200 sarf gilinadi va $60
foyda olinadi. Seldeming bir gektarini yetishtirish uchun $80
sarf gilinadi va $20 foyda olinadi. Petrushkada bu ko‘rsat-
kichlar mos ravishda $140 va $30 tashkil giladi. Ko‘katlarni
yetishtirishdagi umumiy xarajat $10,000 dan oshmasligi lo-
zim. Maksimal foyda olish uchun har bir ekindan ganchadan
ekish kerak bo‘ladi? Masalaning matematik modelini tuzing.

2.2. Universitetning auditoriya va laboratoriyalari 5000 dan ko‘p
bolmagan talabalarga mo'ljallangan. Universitet olz davia-
tining fuqgarolarini gabul qilishi 4000 dan oshmasligi kerak.
Chet el fugarolarini gabul gilishda chegara yo‘q. Universi-
tetning o‘qgituvchilar salmog‘i 440 kishidan iborat. Me'yorga
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ko‘ra o0‘z davlatining 12 talabasiga va chet el talabalarining 10
tasiga bitta o‘gituvchi to‘g‘ri keladi. Universitetning audito-
riyalar hajmi 2800 o‘rindan iborat. Shu davlatning 40% tala—
balari va ehet ellik talabalarning 80%i auditoriyalarga joyla—
shishi kerak. Yiliga universitet o0‘z davlatining har bir talabasi
uchun davlatdan $2000. ehet ellik talabalar uchun esa $3000
oladi. Universitet maksimal foyda olishi uchun qabul rejasi
ganday bo‘lishi kerak?
2.3. Chiziqli dasturlash masalalarini grafik usulda yeching.

D)  min 29 +w2 2  max x{+x2
x{+x2> 10, 2x}+x2<4.
+512 <15 XN+2 <3
n.x2>0 X,.X2>0.
optimal yeehimni toping optimal yechimiii toping

2.4. Korxona velosipedning uch xil modelini ishlab chigaradi.
Har bir velosiped modellarini yig‘ish, boksash va gadoglash
uchun talab gilinadigan vaqt (soatlarda) jadvalda keltirilgan.

A model B model c¢ model
Yig‘ish 2 25 3
Bo‘yash 15 2 J
Qadoglash 1 0.75 1,25

Yig'ish, bo‘yash va qadoglash bo‘limlarining imkoniyatlari
mos ravishda 4006 soat, 2495 soat va 1500 soatga teng. Har
bir a model velosipeddan tushadigan foyda $45, 8 modeldan
$50 va ¢ modeldan $55 ga teng. Maksimal foyda olish uchun
har bir velosiped ganchadan ishlab chigarilishi magsadga mu-
volig? Masalani matematik modelini tuzing va simpleks usul-
da yeching.
2.5. Quyidagi misollarni sun’iy o‘zgaruvchi kiritish usuli bilan

yeching.

1 max 4xj —8x2 2) mex 2x{+x2-+1t,
2x, +2x2< 10 4] +2x2 +2x3> 4
-Xj+x2>8 2x, +4x2 <20
x1,x2>0 4xj +8x2 +2x3< 16

X],x?,x3>0
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Il bob. BUTUN SONLI CHIZIQLI DASTURLASH
3.1. Masalaning go‘yilishi

Chizigli clasturlashga tcgishli ko'plab igtisodiy masalalarda
igtisodiy mahosiga ko'ra yeehim butun sonlardan iborat boiishi
tagozo qilinadi. Masalan, ishlab chigarish rejasini optimaHash-
tirishda ishlab chigariladigan mahsulotlar turi boiinmaydigan tur—
da boiishi mumkin.

Butun sonli chizigli dasturlash masalasi quyidagicha beriladi:

Yaixr=b;, i=12..,W 3.1
X¥>0, y=I, 2... 7 3.2
<y butun sonlar (3.3

shartlarni ganoatlantiruvchi va

z = jl;_j_CJXJ (34)
funksiyani maksimallashtiruvchi (minimal) giymatlarni topish.

Butun sonli chizigli dasturlash masalasini yeehishning eng
sodda usuli uzluksiz masalani yechib, uni butun songacha
yaxlitlashdir. Albatta, bu usul yaxlitlashda qo'yilgan xatolik kam
bo‘lgan holda magsadga muvofig. Aks holda katta xatoliklarga
yo'l go‘yilishi mumkin.

Fikrimizni quyidagi sodda misol orgali isbotlaymiz.

Z=21xj+1i1x2 > max
x|+ < 13,
Xi,Xx2>0, XjX2 butun.

Misolning butun sonli optimal yechimi xj=0, x2=3, zmex=33
(buni grafik usulda yechib ishonch hosil gilish mumkin (3.2 pa—
ragrafga garang)). Yechimning butunligini inobatga olinmasa,
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yechim  Xxj=13/7, x2=0, zZmex=39 bo‘ladi. Agar yeehimni
yaxlitlasak, Xj=2, x2=0, zmax=42 bo‘lib, yechim joiz sohadan
chigib ketadi. Agar yaxlitlash jarayonida yechimning kasr gismi-
ni tashiab yuborsak, Xj=I, x2=0, zmax~21 natija chiqadi va bu
optimal butun yeehimdan ancha yirogdadir.

Biz bu yerda butun sonli chizigli dasturlash masalalarini
yechishning grafik, Gomori (kesuvchi tekisliklar). tarmoglar va
chegaralar usuli bilan tanishamiz.

3.2. Grafik usul

Chizigli dasturlash masalasida o zgaruvchilar ikkiga teng bo -
Hnganda grafik usulda yechish imkoniyati borligini ko‘rgan edik.
Ikki olkgaruvchili butun sonli chizigli dasturlash masalasini ham
grafik usulda yechish imkoniyati mavjud.

Butun sonli chizigli dasturlash masalasini grafik usulda
yechishni quyidagi masalani yechish jarayonida ko'rsatamiz.

Firma ishlab chigarishni kengaytirish magsadida 19/3 m3
maydon va dastgohlarni sotib olish uchun 10 ming pul birligi
gjratdi. Firma ikki turdagi dastgohlarni sotib olish niyatida.
Birinchi tur dastgohning bir komplekti 1 ming pul birligiga
ikkinchi tur dastgohniki esa 3 ming pul birligiga teng. Birinchi
turdagi dastgoh ishlab chigarishni kuniga 2 birlikka, ikkinchi tur
dastgoh esa 4 birlikka oshirishi ma’lum. Birinchi tur dastgoh-
larni joylashtirish uchun 2 m2, ikkinchi tur dastgohlar uchun esa
1 m2 maydon kerak bo'ladi. Flar bir dastgohdan ganchadan
sotib olinganda ishlab chigarish samaradorligi eng yuqori
boiadi? Masalaning matematik modeli quyidagicha bo‘lishiga
ishonch hosil qilish giyin emas:

24 +4x. —>max (3.5)
(3.6)

X5 >0 3.7
Xj,X2 butun sonlar (3.8)
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(3.8) shart hisobga olinmaganda uzluksiz masalaning joiz
sohasi OABC ko'pburchakdan iborat (3.1-rasmga qarang).
Punktirli  chizig orgali magsad funksiyalaridan birining
(z=2xce=12) grafigi keltirilgan. Gratik usuldan foydalanib
uzluksiz masalaning optimal yechimi B nuqgta ekanligini ko'rish
giyin emas. Demak, x,=9/5, x, =41/15 va -mx=218/14. Bu
yechim (3.5)-(3.7) shartlarni qanoatlantirib, (3.8) shartni
ganoatlantirmaydi. Joiz sohada ko‘rsatilgan 12 butun nugtalar
(3.8) shartni qganoatlantiradi. Masalaning (3.8) shartni
ganoatlantiruvchi yechimini topish uchun OABC kolpburchak
o'rniga barcha butun nugtalarni o‘z icliiga oluvchi OKEMNF
ko‘pburchakni garaymiz. Bu shunday ko‘pburchakki, uning
uchlari butun sonlardan iborat. OKEMNF ko‘pburchakdagi
(3.5) magsad funksiyasining maksimal qiymati masalaning
yechimidan iborat boiadi.

3.1-rasm

Rasmdan ko‘rinib turibdiki, optimal nugta E nugtadan ibo-
rat. Shunday qilib, masalaning yechimi x1=1, x2=3 va zmax=14.

3.3 Gomori usuli

Gomori tomonidan laklif gilingan bu usul butun sonli chizigli
dasturlash masalasining matematik modelida gatnashgan o zgaruv-
chilar soni ixtiyoriy bolganda ham ishlatilishi mumkin.
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Awalo, uzluksiz masala yechiladi. Ya'ni (3.3) shartni ino-
batga olmasdan masalani simpleks usulda yechamiz. Agar olin—-
gan natija butun bo‘lsa, jarayon to‘xtatiladi va izlangan natijaga
erishamiz. Agar natija butun bolmasa, unda joiz sohaning bar-
cha butun nugtalarini o‘z ichiga oladigan va topilgan uzluksiz
masalaning yechimini o'z ichiga olmaydigan go‘shimcha shart
kiritiladi. Bu qgo"shimcha shart tolg‘ri kesuvchi tekislik deyiladi.
Geometrik jihatdan bu kesuwvchi tekislik uzluksiz masalaning joiz
sohasini tashkil qiluvchi ko'pyogni shunday kesadiki, unda
uzluksiz masalaning barcha butun nugtalari saglanib goladi.

Yangi go‘shimcha shartni inobatga olgan holda masala takror
yechiladi. Chekli gadamlardan keyin butun yechimga kelamiz
yoki shartlarning birgalikda emasligini kuzatamiz. (3.1)-(3.4)
masalani (3.3) shartni hisobga olmasdan simpleks usulda yechib
guyidagi tengliklarga kelamiz:

+1lalx} =h>m= (3.9)

Bu yerda x-=/=12...m oxirgi simpleks jadvaldagi bazis
o‘zgaruvchilar, Xi.i=m+1Lm+2...n nobazis o ‘zgaruvchilardir,
Ib* esa bazis o‘zgaruvchilarning giymati.

Ba’zi belgilashlar kiritamiz. {c} belgi sonning kasr gismini
bildiradi, ya’ni {c}=c-[c], [c] sonning butun gismi. Sonning
butun gismi deb o‘zidan katta bolmagan eng katta butun songa
aytiladi. Masalan, c=2\bolsa, {¢=2"-2=1/3; c--2j bol-
sa, H=-3 va w=-2f-(-3)=j boiadi. Malumki, c>[c],
0<{c}<1l

Kiritilgan belgilashlarga ko'ra (3.9) ni quyidagicha yozish
mumkin:

X,-10+ =>>>—- X K K (3510)

=dl jma

Faraz gilaylik, X, bazis yechim butun bolsin. U holda (10)
tenglikning o‘ng tomoni
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d={b}- (3.12)
[S1EN
butun son. 0<{I*}<1 O<{a*}<1boigani uchun esa d<o0 yoki

d>1 bo‘lishi mumkin. Agar d>\ bolsa, (3.11) dan

I/ }=d+i w -1+x KUy -1
j=k+1 j=fc-1
kelib chigadi. Bu esa O<{”<I shartga zid. Shuning uchun d<o
boiadi, ya’ni

/§m£<l -b-fr) (3.i12)

Butun bo‘lmagan yechim (3.12) shartni ganoatlantirmaydi.
Hagigatan, nobazis komponentlar uchun xj—o, j=m-+I,m+2,....n
boigani uchun (3.12) tengsizlikning chap tomoni nolga teng
boiib o‘ng tomoni 0<{b*) shartni ganoatlantiradi.

Shunday qilib, (3.12) qokshimcha shartdan iborat boiadi.

Agar natijalarning bir nechtasi uchun yechim butun boima-
sa, (3.12) go‘shimcha shart eng katta butun 5) znmex=3, Xi=lI,
X2=0; x3=0 ; 6) zinijl=50, Xj=0, x2=0; x3=5 yechimdan
tanlanadi. Agar (3.1), (3.2), (3.4) va (3.12) yaxshilangandan
so‘ng yana yechimda kasrli yechim uchrasa, jarayon butun
natija olingunga gadar takrorlanadi.

(3.5)-(3.8) masalani Gomori usuli bilan yechishni ko‘rib
chigamiz. Masalani simpleks usulda yechib, 3.1-jadvalni hosil
gilamiz.

3.1-jadval

1 3/5 -1/5 9/5
1 -is 2/5 41/15

J 2 4 2/5 6/5 218/15

Q- J 0 0 -2/5 -6/5

114



Ikki yeehim ham butun emas. M ning kasr gismi katta bo‘l-
gani uchun (12) shart bizning misolda quyidagicha bo‘ladi.

m 4Liu| »

[5f t 5] °

yoki
3 4 4
+ (3-13)

(3.13) tengsizlikni grafik usul bilan taggoslash magsadida
jadvaldan quyidagilarni aniglaymiz.
3. 1.9 41
XN H=-N—S8)y— X)— s H—S‘) —
5 5 5' 15

Bu sistemadan s\wva ~2 larni x\ x2 orgali ifodalaymiz:
= OT, -x2+=, s2=10- 3x2- xn. U holda (3.13) tengsizlik
2X1+3x2 <11 (3.19)

ko‘rinishga keladi. (3.14) tengsizlikni (3.6) shartlarga qo‘shib
joiz sohani ifodalaymiz (3.2-rasm).

3.2-rasm

115



3.2-rasmdan ko‘rinib turibdiki, (3.14) shart qo‘shilganda
boshlang‘ich joiz sohadan EBD uchburchak kesib tashlanganli-
gini ko‘rsatadi. Shuning uchun ham, ba'zan bu usul kesuvchi
tekisliklar usuli deb ham wyuritiladi. Natijada yangi joiz soha:
OAEDC ko‘pburchak hosil bo‘ladi va yeehim yangi sohada
izlanadi.

(3.149) tengsizlikni oxirgi jadvalga kiritish uchun sun’iy o‘z-
garuvchi kiritih, quyidagi 3.2-jadvalga kelamiz.

3.2-jadval
X\ N S\ - a h
B 2 4 0 0 0
cb M
* 2 1 35 15 0 a5
X, o 1 -5 25 0 41/15
a -M 0 0 35 45 -1 1 4/5
3 2 4 M
3M/5  4M/5 M
5 4 0 0 3ws 4m/s -M 0

Simpleks usulni yechish qoidasiga ko‘ra quyidagi oxirgi 3.3-
jadvalga kelamiz.

3.3-jadval

X X2 W 2 b

B ; cb 2 4 0Oj O 0
r, 2 1 0 o . - 1 1
2 4 0 i 1 0 J 2/3 -1/3 . 3
0 0 0 1., 4/3 -5/3 4/3
2 4 0| 2/3 23 1 14

Q) ~7 0 0 0 -2/3 =2/3 |

Asosiy ofzgaruvchilarnmg giymati butun bolgani uchun
butun sonli yechimga erishamiz: xi=i. x2=3 va rmx=14. Bu

natija grafik usulda olingan natijaga mos keladi.
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3.4. Tarmoglar va chegaralar usuli

Bu usulda boshlangfich masala ketma-ket tartibli variantlarga
gjratilib, variantlarning keraksizini tashlab yuborib, magsadga
muvofigligi saglanadi. Magsadga muvofig deb tanlangan masala
takroran tarmoglarga ajratiladi va magsadga muvofig7 tanlanadi
va h.k. Jarayon optimal butun yechim olingunga gadar davom
ettiriladi.

Tarmoglar usulining algoritmi quyidagicha.

Awalo, Gomori usuli kabi o‘zgaruvchilarning butunligi ino-
batga olinmasdan masala simpleks usulda yechiladi. Aytaylik, bu
yechim AO boisin. Agar yeeliim komponentlari iehida kasr son
boimasa, yechim aniglangan va zne=z(A0 boiadi.

X0 yechimlari ichida kasrli sonlar boisa, tartibli keyingi rejani
aniglashga o‘tiladi. Aytaylik. xo o'zgaruvchi kasrli boisin
Ya KJ=A Quyidagi ikki chizigli dasturlash masalasini ga-

ravmiz.

I I

n
-=2>n Z=b

=1
! 1'aixi =h
gyrv = =
/=12..m i=12..,m
Xg <K, x>k +1
)q >0 X7>0,

j=12..n j=12..,n

1 va Il masalalarni simpleks usul bilan yechamiz. Tabiiyki,
bu yerda quyidagi hollardan birortasi uchrashi mumkin.

1 Masalalardan biri yeehimga ega emas, ikkinchisining esa
optimal butun yechimi mavjud. U holda bu yechim
boshlangich masalaning optimal yechimi boiadi.

2. Masalalardan biri yeehimga ega emas, ikkinchisining esa
optimal butun boimagan yechimi mavjud. U holda
yugoridagi kabi masalani ikki tarmogga ajratamiz.
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3 Ikki masala ham yechimga ega. Shulardan biri optimal
butun yechimga ega. Ikkinchisining esa optimal yechimida
kasrli o‘zgaruvchilar bor. Ikkala masalaning ham magsad
fiinksiyasini topib, ulami solishtiramiz. Agar butun yechimli
masalaning magsad funksiyasining giymati kasrli masala-
ning magsad funksiyasining giymatidan katta bolsa, butun
sonli masalaning yechimlari boshlanglch masalaning yeclii-
mi boiadi. Aks holda, yuqoridagidek, yechimi kasrli bol-
gan masalani yana ikki gismga ajratamiz.

4. Ikki masala ham kasrli yechimga ega. Magsad funksiya-
sining giymati katta bolgan masalani tanlab, undan
yugoridagidek ikki masala tuzamiz.

Shunday qilib, bayon gilingan algoritm daraxtni eslatadi. Bu
daraxt uchi (3.1),(3.2) va (3.4) ning optimal yechimidan iborat.
w dan chiggan tarmoq uchlari esa | va Il masalaning tarmoq
uchlaridir. Bularning har birining tarmoq uchlari mavjud. Shu
bilan birga, har bir gadamda magsad funksiyasining giymati eng
katta uch tanlanadi. Agar jarayonning muayyan gadamida butun
yechim olingan bolib, magsad funksiyasining giymati boshqga
tarmoqdagidan katta bolsa, olingan yechim boshlanglch masa-
laning yechimi boiadi.

1-misol. Tarmoglar usulini (3.5)-(3.8) misol bilan ko'rib

chigamiz.

Magsad funksiyasining eng kichik qgiymati sifatida (0,0)
nugtani olamiz Zo=z(0,0)=0.

1-bosgich. (3.5)-(3.7) masalani simpleks usul bilan yecha-
miz: x =9/5, x2=41/15 va znax=218/14. Ikkala yechim kompo-
nentlari kasrli. Birortasini, masalan, birinchisini olib, ikki masa-
la tuzamiz (i<r, <2 oraliq hisoblashdan chigariladi):

2-masala 3-masala
r=2X +ax2 =>max _ = 2x, +4x2 =»MaAX
X,,X2>0 X,,x2>0

butun X2 butun
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2-bosgich. 2 yoki 3-masaladan ixtiyoriy birini simpleks usul-
da yechamiz. 2-masalani yechib. *=1, x2=3 va zmax=14 natijaga
erishamiz. 3-masalaning yechimi: x1=2. x2=7/3 va zja= 40/3.
14>40/3 bolganligi uchun 2-masalaning yechimi boshlanglch

masalaning yechimidir.
2-misol. Quyidagi misolni tarmoglar usulida yechamiz.

Z = 3 +%2 -* max

4x, +3x2<18,
X, +2x2 < 6.

* 0<x <5 (3.15)
0<x2<4,

*1’'*2 butun

1-bosgich. Masalani simpleks usulda yechamiz: zreax=13.5;

x;=4.5. x2=0. xl kasrli bolgani uchun joiz sohadan 4<x <5
maydonni yolgotamiz. Natijada boshlanglch masala quyidagi
ikki masalaga tarmoglanadi.

2-masala 3-masala

Z = 3% +x2 —>max z - 3§ +x2 —=>max
4x, - 3x2<18, 4xj +3x2< 18,
X[+ 2x2 < 6. )i+2(2<6,
0<X <4 5<X <5
0< x2< 4. 0<x2<4

XXx2 butun butun

2-bosgich. 1kki masaladan birini simpleks usul bilan yecha-
miz. 3-masala simpleks usul bilan yechilganda yechimning mav-
jud emasligini ko'rish mumkin. 2-masalani simpleks usul bilan
yechib, quyidagi natijaga kelamiz: znax=38/3; x =4; x2=2/3.

3-bosgich. x2 kasr bolganligi uchun 0<x2<1 maydonni
yo‘gotamiz. Natijada 2-masala ikki tarmoqga bolinadi.
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4-masala
r = 3x, +x2—=max

4r, +3x2< 18
XX+2x: < 6,

10<Yy<4,
0<x, <0,

butun

5-masala
Z = 3% +x2 —-» max
14 +3x2<18.

j Xj+2x2< 6,
i 0<X <4
i<x2<4.

blltim

4-bosgich. 4-masalani simpleks usulda yechamiz: zmax=12;
X =4, x2=0. Natija butun bo‘lgani uchun z0=12. 5-masalani
simpleks usulda yechamiz: -nax=1225. xx=375 xX2=1

5-masala magsad funksiyasining giymati 4-masala maqgsad

funksiyasining giymatidan katta bcVigani uchun hisoblashni da-
vom ettiramiz. 5-masalani ikki tarmoqga ajratamiz.

6-masala

z =3 +X, —-» max

[4x, +3x2<18,

j Xj+2x2< 6,
j 0<x <3
[ 1<x2<4

Xi'xi butun

3.3-rasm

7-masala
z=3X, +X5 max

4xj +3x2< 18
N +20<6

4<x <4,
1<x2<4.

Xi'x2 butun

5-bosgich.  7-masalada joiz
soha bo‘sh to‘plam. 6-
masalaning yecliimi: znx= 105
A =3 x2=15. 6-masalaning
magsad funksiyasining giymati
z0=12 dan kichik bolgani
uchun jaravonni tugallaymiz.
Demak, boshlang‘ich masala-
ning optimal butun yechimi

4-bosgichda topilgan 4-masalaning yechimidan iborat ziex =12,

Xi=4; x2=0 (3.3-rasm).



Izoh. Tarmoglar usulini ketma-ket qoilash jarayonida ke-
yingi tarmoq masalasi oldingidan bitta shartning ofzgarishi hosil
gilinishini kuzatish giyin emas. Shuning uchun keyingi tarmoq
masalasini simpleks usul bilan yechish jarayonida yechimni
boshidan boshlamay, balki oldingi tarmogda olingan masalaning
oxirgi jadvaliga o'zgartirish Kkiritib, hisoblashni davom ettirish
magsadga muvofiq.

Tayanch iboralar
Butun sonli dasturlash, butun sonly dasturlashni grafik usul-
da yechish, kesuvchi tekisliklar usuli, Gomori usuli, chegaralar
va tarmoglar usuli
Savollar
1 Qanday masalalar butun sonli chizigli dasturlash masa-
lasi deyiladi?
2. Gomori usulining mohiyati nimadan iborat?
3. Tarmoglar va chegaralar usuli ganday amalga oshiri-
ladi?

Mashglar

3.1. Quyidagi masalalarni gralik, Gomori, tarmoglar va chegara-
lar usulida yeching.

1 z=3xj +2¢ max 2) Z - 5xj +4x min

2Xj +2x <09, 3Xj +2¢ >5
3Xxj +4x2 <18, 2xj +3x2> 7,
Xj, x2>0 va butun. Xj, X2 > Ova butun.

3.2 Firma ueh turdagi mahsulot ishlab chigaradi. Birlik mahsu-
lotni ishlab chigarishga ketadigan vagt va xomashyo migdor-
lari jadvalda keltirilgan.



Mabhsulot turi Vaqt (soat) Xomashyo (kg)

1 3 4

2 4 3

3 5 6
Kunlik hnkoniyat 100 100

Har bir mahsulotdan keladigan daromad mos ravishda 25,
30 va 45 dollarga teng. Uchinchi turdagi mahsulot ishlab chi-
gariladigan bo‘lsa, kunlik me'vor 5 birlikdan kam bo‘lmasligi
talab qilinadi. Butun sonli chizigli dasturlash masalasiga kel-

tiring va yeching.
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IV bob. CHIZIQLI VA BUTUN SONLI CHIZIQLI
DASTURLASH MASALALARINI
KOMPYUTERDA YECHISH

Yuqgorida bayon gilingan chizigli dasturlash masalalarini
yechislming gralik va simpleks usullari bilan tanishdik. Chiziqgli
dasturlash masalasi ikki ofzgaruvchili bo‘lganda uni gratik usulda
yechish mumkin. 0 fzgaruvchilar soni uchdan yuqori bolganda
universal simpleks usul gollaniladi. Agar masalaning matematik
modelidagi o‘zgaruvchilar soni yetarli katta bolganda simpleks
usulda yechish texnik giyinchiliklarga olib keladi. Shuning
uchun ham, maxsus kompyuter dasturlari ishlab chigilgan. Ho-
zirgi vaqtda chizigli dasturlash masalalarini yechishning juda
ko‘p paketlari mavjud. Bunday dasturlash paketlari o‘zgaruv-
chilar soni o‘n minglab bolganda ham masalani yechish imko-
nini beradi.

Hisoblash paketlarining maxsus (PER, TORA, LP88,
LINGO, LINDO, Lp solve, LP-Optimizer, SoPlex, SPLP va
boshgalar) va umumiy (Excel, MATLAB, MathCad, MATHE-
MATICA, Maple) turlari bor.

Biz ayrim hisoblash paketlari bilan tanishib o‘tamiz. Har
ganday dasturlash paketlari bir necha fayllardan iborat bo‘ladi.
Paketdagi fayllardan biri asosiy bolib, u hisoblash dasturini
ishga tushiradi (exe fayl). Paketlardan foydalanish giyinlik
tug‘dirmaydi.

4.1. Maxsus hisoblash paketlari

Bu mavzuda PER, TORA va LINGO maxsus hisoblash pa-
ketlari bilan tanishamiz.

PER(I13P) paketida ko'rsatmalar ruscha bayon qilingan.
Bu paket DOS tizimida ishlaydi va paketdagi per.exe fayli
yordamida ishga tushiriladi. Bu paket iqgtisodiy masalalarning
ko‘p jabhalarini o‘z ichiga oladi. PER paketi ishga tushirilganda
quyidagi darcha ochiladi:
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Ixtiyoriy tugma bosilganda ekranda quyidagi darcha
bo‘ladi.

f: VWOOCNMWNREK -1 ER\PAR.EX |

MOMHUTE: F10 — kaHem» F9 — Bo3BpaT B [AaHHOoe MeHWw; F8 — neuyaTb TBKLUL|.9KpaHa
9 —Ynpas/i. 3anacamun

2 —ilenoy. nuHeliHoe nporpam-uvB i —Topusa ouepegeii

3 —TpaHcnopTHas 3ajava B —Teopus MaccoBOro 0GCAYXWB.

4 —3apjava 0 HasHayeHUwn C —Teopus BepOATHOCTHbIX pelleHniA

5 —CeTeBoe mMogenmp. 0 —MapKoBCKUM Mp—€

6 —CeTesBoe nnaHuposaHme— CPM E —BpemeHHble pagpbl

7 —CeTeBoe nsiaHupoBaHue— PERT

8

—fluHamuyeckoe nporp.

~
N

- KOHEL, PABOTbI!

*» Bl MHbI MBHTL AFOMHE Hpsorscteve or 1 3 p *»
_ MBI Ww?2XK?T XTTT&XDb U @* T& WT
Darchada aks etgan menyulardan kerakli bokim tanlanadi.

hosil

Masalan, chizigli dasturlash bo’limini tanlasak. quyidagi

darcha ochiladi.

ew»* s w » njiarpaww; ?8 =« neyaTb ?';s ,sxsa»s

r q
DASSErs»?
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Misol. Quyidagi misolni PERda yechamiz.

Max 2xi+3x2

X}+2X2<10, (4.1)
2xj+x2< 14,

Xhx2 >0

Menyuning "BBOJ] HoBoiA 3agadmn” satrini tanlab, "Enter”
tugmasi bosilganda

i S =M asA S S

3> L123 “B2», 42 s e

>«4 >m 7>« C CA-T T T« W»; <"» <» «&*<* g « KR A ra *«-—
54T SI5KS JMWSK!IS <852

® 8 npesB/BX 38(«»a as* sOpLeKrmperka «Orwb3sercsa Ki-
8VIC>K£7I/ICK ** o ffe(>warsric)iia *5{>n#pa B H p B _Ne3MMLIro

<& e 3W wgeaia SSWWSSM XaSsswitfs «« akpaii», MU« s.*.  LlI*OLWb

<> I‘IJ)K Bisoae 31&0'414 BKaTKa «n— ESC aessep555|er Ha ;p»aAMES«$3 smB

WSHKAT TX MW TAT'& o=> i« TKTHTTXb <QUB? <gow*»Th 3 K** > < >

Ckonbko MEPWIWW 8 Baxeli 3*3al<* <&BAM?e XB*UUB«T»«> <+ 4@ > < >
Ckonbl-riA Qi'PRHWIfcHM  » 8*»»« CSeewre XBBK4YBCYyeo O 48 1 =« >

dareha hosil boiadi. Bu darchada keltirilgan savollarga javob
berilsa, keyingi darchada misolning koeffitsiyentlari kiritiladi:

Chizigli dasturlash bo‘limidagi “PelwweHve 3agadun” satrini
faollashtirib, “Enter” tugmasi bosilsa, keyingi darchada oxirgi
yeehimni keltirish talab qilinsa, quyidagi darcha hosil boiadi.

Bu jadvaldan misolning yechimi Xj=6, X2~2 ekanligini va
magqgsad funksiyasining giymati 18 ga tengligi kokiish mumkin.
PERda chizigli dasturlash masalasini simpleks usulda yechish
jarayonida kelib chigadigan barcha jadvallarni ekranga chigarish
imkoniyati mavjud.
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TORA. Bu paket ham PER paketining imkoniyatlariga
yaqin bo‘lib, DOS tizimida ishlaydi. Paketdagi tora.exe fayli
yordamida ishga tushirilganda ekranda quyidagi darcha hosil
bo‘ladi:

Ixtiyoriy tugmani bosish natijasida ekranda quyidagi darcha
hosil bo‘ladi.

Menyudan kerakli bo‘limni tanlab, keyingi bosgichga o‘tila-
di. Keyingi darcha menyusida Kkeltirilgan savollarga javob berish
yordamida kerakli natijaga erishish mumkin.

LINGO. Bu paket ham iqgtisodiy masalalami yechishga asos-
langan. Paket kompyuterga o‘matUgandan sokig windows tizi-
mida ishga tushiriladi. Bu paketni http://www.lindo.com/ inter-
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net manzilidan olish mumkin. LINGO paketi kompyuterga
sozlangandan so‘ng maxsus ikonka N yordamida ishga tushi-
riladi. Paket ishga tushirilganda ekranning asosiy qismining
ko4inishi quyidagicha bo‘ladi.

d”™h# m =W ..tm

Help menyusidagi tayyor misollar paket tizimini tezda o‘z-
lashtirishga imkon yaratadi.

Misol. (4.1) misolni LINGO paketida yechamiz.
LINGO paketi ishga tushirilgandan so‘ng misol quyidagi
ko‘rinishda teriladi:

Fle Ecfe LINGO Window Help

D V0 1; W e; ; %We>) LLLLILLILL B3 f LW

s erex-2*x|+3*x2;
xI+2%x2<-10:
2*xl+x2<=14:
xI>=G; x2>=0;]

Misol terib bo‘lingach LINGO menyusidagi Solution faollash-
tirilganda misolning yechimi quyidagi ko‘rinishda ekran darcha-
sida namoyon bo‘ladi:
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Global optimal solution found.
Objective value: 18.00000
Total solver iterations: 2

Variable Value Reduced Cost
X1 6.000000 0.000000

X2 2.000000 0.000000

Row Slack or Surplus Dual Price

1 18.00000 1.000000

2 0.000000 1.333333

3 0.000000 0.3333333

4 S .000000 0.000000

5 2.000000 0.000000

Demak, Kkeltirilgan misolning optimal yechimi Xj=6, x2=2
bo‘lib, magsad funksiyasining maksimal qiymati 18 ga teng
ekan.

4.2. Maple paketida ishlash

Bu mavzu universal paketlardan biri bo’lgan Maple paketida
ishlashga bag ‘ishlangan.

Maple (www.mapleapps.com) dasturi universal bo‘lib, ma-
tematikaning barcha jabhalarini o‘z ichiga oladi. Bu dasturning
ko‘p variantlari mavjud. Biz Maple-8 variantiga to‘xtalib o‘ta-
miz. Maple dasturi ishga tushirilganda ekranda quyidagi man-
zara namoyon bo‘ladi:

Fle Edit View Insert Format Window Help
IDHMej#il N®i 1 | NFATIEAIS] 1-b1 I©IN A N W1 1514
W I w

T

Qizil rangda aks etadigan > belgisidan so‘ng Maple buvruqg-
larini kiritish mumkin. Maple buyrug‘ini tahrirlash goidasi Win-
dows tizimidagi kabi amalga oshiriladi. Agar buyruq oxiri nug-
tali vergul (;) bilan tugallansa, natija ekranda gayd qilinadi, agar
ikki nugta bilan (:) tugallansa, natija ekranda gayd gilinmaydi.
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Matritsa sdeterminant va chizigli tenglamalar sistemasi
Maple paketi yordamida matritsa, determinant va chizigli teng-
lamalar sistemasi qanday yechilishi bilan tanishamiz. Buning
uchun, awalo, with(linalg): buyrugi yordamida kerakli dastur
xotiraga joylashtiriladi.

Vektor va matritsalarni kiritish quyidagicha bajarilishi
mumkin:

> x:=vector([3,2,1]);

* = [3, 2, 1]
> A:=matrix([[5,2].[2,3]1D);
A= 5 2
> B:=matrix([[Il,-1,2].[l.4,-2],[6.1,4]]>;
14 2
B=1 4 =2
6 1 4

Matritsaning determinantini hisoblash quyidagicha amalga
oshiriladi.

> d:=det(B);
d:=-12
Teskari matritsani hisoblash:

> g:=inverse(B);
3 -1 1
y 2
-1
T
23 7 5

2 » T2

Al matritsani
> Al:=matrix([[5,2],[2,3].[1.31]);
5

Al :

B matritsaga ko'paytirish goidasi:
> M:=multiply(B,Al);
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rs 5
M:=]1 8
[36 27

Teskari matritsani quyidagicha topish imkoniyati ham mavjud:
> evalm(B4-1));

3 1"
2 y 2l
4 2 -1
3 3 3

.
P . T
Quyidagi tenglamalar sistemasini yechish uchun
5x+2y=9

2X +2v - 6

Ushbu matritsalarni tayyorlab
N A:=matrix([[5,2].[2,2]1D);

C:=matrix(2,1,[9,6]);

C =

quyidagi Maple buyrughk sistemaning yechimini beradi:
linsolve(A,C);

L 2
Matritsa rangini quyidagi buyrugq amalga oshiradi:
- rank(A);
2

Matritsalarning xos son va xos vektorlarini aniglash uchun
quyidagi buyruglar ishlatiladi:
> eigenvals(A);
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6,1
-i eigenvectors(A);

[I .M [I ’ _2]>]![61 l,{[2, 1]}]

Chizigli dasturlash masalasini Mapleda yechish

Maple dasturi ishga tushirilgandan so‘ng quyidagi buyruqg yorda-
mida chizigli dasturlash masalalarini yechish imkoniyati yara-
tiladi.

> with (simplex):
Misol. Quyidagi misolni Mapleda yechishning buyruglarini
ko‘ramiz.
Z = 2Xj +5x2 +3x3 —> max
i X —2x2 +x3> 20,
12x1+4x2 +x3—50

xI,x2,x" > 0.

> 2:=2*X14+5*x2+3*%3;
z:=2xl +5x2 +3X3
> maximize(z,{xI-
2*x2+x3>=20,2*x1+4*x2+x3<=50},NONNEGATIVE);
{xl - 0, x2 - 0, x3 = 50}

Maximize buyrug‘i ishga tushirilganda natijani olish mumkin.
Quyidagi buyrug yordamida magsad funksiyasining optimal qiy-
matini aniglash mumkin.
> subs(%,2);

150
Demak, magsad funksiyasining optimal giymati 150 ga teng
ekan.

Butun sonli chizigli dasturlash masalasini Maple dasturida
yechish

Biz shu okinda Maple paketida butun sonli chizigli das-
turlash masalalarini yechishga oid misollar keltiramiz. Awvvalo,
quyidagi masalaning

Z - 2XX+4X2 —> max
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(2% +m2<19/3,

} X1+3x2< 10,
Xnx2>0

XnX2 butun sonlar

yechimining butunligi hisobga olinmagan yechimini topamiz.
Buning uchun Mapleda quyidagi buyrugni kiritamiz:

> with (simplex):

>maximize(2*xl+4*x2 ,{2*xl+x2<=19/3,x1+3*x2<=10},NO
NNEGATIYE);
Bu buyrugni ishga tushirgandan song keyingi satrda

ko‘rinishdagi javob chigadi. Bundan kokinadiki, javoblar butun
emas. Masalaning butun yechimini topish magsadida quyidagi
buyruglarni Kiritamiz:

> z[1]:=0:
> for x| from O to 2 do
for x2 from O to 3 do 2*x|+4*x2;
if 2*x1+4*x2>z[1] and 2*x1+x2<=19/3 and xI+3*x2<=10
then
z:=[2*xI+4*x2,xl,x2] fi; od; od;
—H z;

Bu buyruglarni bajargandan so‘ng keyingi satrda 114.1.3]
giymatlar  hosil  boiadi. Demak, masalaning yechimi
+x=14 v1=U x2=3 boiadi.

Quyidagi masalani Maple dasturida yechamiz.

Masala. Samolyotga besh xil turdagi yuk joylashtiriladi. Bir-
lik yukning turi, og‘irligi, hajini va giymati jadvalda keltirilgan.

vuk turi Birlik yuk Yuk hajmi. Birlik vuk
og'irligi (tonna) (kub. m) givmati ( $100)

2 8 8 7

132



3 3 ! 6 6
4 2 1 5 5
N\ . 7 | 4 4

Samolyotning maksimal yuk ko‘tarish gobiliyati 112 tonna
bo‘lib, 109 m3 hajmdagi yuklarni sighlira oladi. Qaysi turdagi
yuklardan ganchadan samolyotga joylashtirganda yuklarning
umumiy giymati eng yuqori boiadi?

Masalaning matematik modelini tuzamiz. Xj, X2 Xj, X4 va X5
o‘zgaruvchilar orgali yuk turlarining migdorlarini belgilaymiz. U
holda masalaning matematik modeli quyidagicha yoziladi:

Z=4 Xj+7 X2+6 x? +5x4 +4x$ = max
5xi+8 X2 +3Xj +2Xa4 +7xs<|12

Xj+8 X2+6 X3 +5X4 +4xy<109

Xi>o, i*l,2,3,4,5

X>0, (i=1,2,3,4,5) butun.

Masala Mapleda o‘zgaruvchilarning butun bod4ishini ino-
batga olmagan holda, quyidagi buyRiq yordamida yechiladi.
>maximize(4*xlI+7*x2+6*x3-1-5*x4+4*x5,{5*x|+8*x2+3*
X3+2*X4+7*x5<=112 ,XH-8*x2+6*Xx3+5*x4+4*x5<=109},
NONNEGATIVE);

Natija quyidagicha bo‘ladi.

X2 - 0, X3 0x5—0x4—433xl 342
b ’ X5 =032y xl -3 )

Butun sonli yechimni topish uchun esa quyidagi buyruglar
ketma-ketligini kiritamiz:
>7(I1:=0:
> for x| from O to 15 do
for x2 from O to 4 do for x3 from O to 4 do for x4 from O to 19
do for x5 from O to 4 do 4*x|+7*x2+6*X3+5*x4+4*x5;
if 4*xI+7*x2+6*x3+5*x4+4*x5>z[I] and
5*x|4+8*x2+3*x3+2*x4+7*x5<=112 and
XI4+8*x2+6*x3+5*x4+4*x5<=109 then
Z:=[4*XI+7*X2+6*x3+5*x4+4*x5,x1,x2,x3,x4,x5] fi; od; od;
od;od;od;

> Z;
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Bu buyrug ishlatUgandan soiig esa ekranda
[151, 1400 190

giymatlar gqayd qilinadi.

Demak, birinchi tur yuklardan 14 birlik to‘rtinchi turdagi
yuklardan 19 birlik samolyotga joylashtirilganda undagi mahsu-
lotning giymati eng yuqori bo‘lib, u S15100 teng bo‘ladi.

Tayanch iboralar

Maxsus hisoblash paketlari, umumiy hisoblash paketlari, PER,
TORA, LINGO, Maple paketlari.

Savollar

1 Qanday turdagi dasturlash paketlari mavjud?

2. Chizigli dasturlash masalalarini ganday paketlarda
yechish mumkin?

3. PER va TORA paketlardagi farg nimada?

4. PER paketini ganday ishga tushiriladi?

5. TORA paketini ishga tushirish ganday amalga oshi-
riladi?

6. Chizigli dasturlash masalalarini Maple 8 paketida
yechish ganday hal gilinadi?

Mashglar

Kompaniya yuk ortuvchi mashina va yuk tashuvchi aravalarni
ishlab chigaradi. Har ortuvchi mashinadan $80 wva har bir
aravadan $40 foyda ko‘radi. Kompaniyaning metallni gayta
ishlash, payvandlash va yig‘ish bo'limlari mavjud. Bolimlarning
oylik quwati va birlik mexanizmlarni ishlab chigarish uchun sail’
gilinadigan vagqtlari (soatlarda) jadvalda keltirilgan.

Bo'limlar Yuk ortuvchi Yuk Oylik quwati
mashina tashuvchi
arava
Metallni qayta 6 4 2400
ishlash
Payvandlash 2 3 1500

Yig‘ish 9 3 2700



Foyda maksimal bolishi uchun yuk ortuvchi mashina va
yuk tashuvchi aravalar ganchadan ishlab chigarish kerak?
Masalaning natematik modelini quring va kompyuterda
yeching.

4.2. Avtomobil zavodi «Lochin» va «Pahlavon» msumdagi
mashinalar ishlab chiqaradi. Zavodda 1000 ta tajribasiz
va 800 ta tajribali ishchi ishlaydi. Har bir ishchining
haftalik ish soati 40 ga teng. «Lochin» rusumdagi
mashinani ishlab chigarish uchun 30 s. tajribasiz va 50 s.
tajribali  ishchi soatlari sarf qilinadi; «Pahlavon»
rusumdagi mashinani ishlab chigarish uchun esa 40 s
tajribasiz va 20 s. tajribali ishchi soatlari sarf gilinadi.
«Lochin» rusumidagi har bir mashina uchun $500 lik,
«Pahlavon» rusumidagi har bir mashina uchun esa $1500
lik xomashyo sarf gilinadi. Haftalik umumiy xarajat
$900000 dan oshmasligi lozim. Mashinalarni yetkazib
beruvehi ishehilar haftada besh kun ishlab, har kuni 210
dan ko'p bo‘Imagan mashinalarni yetkazib beradi.

«Lochin» rusumidagi har bir avtomobildan tushadigan foyda
$1000, «Pahlavon»dan esa $500. Halltada har bir
msumdagi mashinalardan ganchadan ishlab chigarganda
zavod eng ko‘p foyda ko‘radi. Masalaning matematik
modelini tuzing va kompyuterda yeching.

4.3. Fermerning 15 gektar yeri bolib. u verga ikki xil a va
s o‘simliklar ekish niyatida. Yerning bir gektarini a
turdagi o‘simlik ekishga tayyorlash uchun bir kun, B
turdagi o‘simlik ekishga tayyorlash uchun esa ikki kun
kerak boiadi. Yerni ekishga tayyorlash uchun yilda 240
kun bor. A turdagi o‘simlik hosilini yigishtirish uchun
0.3 kun, B turdagi o'simlik hosilini yigishtirish uchun
esa 0.1 kun kerak boiadi. Hosilni yigishtirish 30 kundan
oshmasligi kerak. Agar A turdagi o‘simlikning har
gektaridan olinadigan foyda $140. B turdagi o‘simlikdan
esa $235 bolsa, maksimal foyda olish uchun har bir
turdagi o‘simlik ganchadan ekilishi kerak? Matematik
modelni tuzing va kompyuterda yeching.

4.4. Quyidagi misollarni kompyuterda yeching.
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5xj +'I1x2 - 6x3 +9x4 +8x5 —>max
0,7%, +0.9x2 +1,5x, +2,3x4 +1,8x5 <50000
0,4xj -fl,Ix2 -0.5x, +1,3x4—2,8x5 >32000

2)

3)

0.5xj +L8X3 +0,7x4 +2x5 <40000
2,2xj -1,4x2 - 0,8x3 +0.9x4 = 15000
x; >0 (j =1,2,...,5)

X +4x3+8x4 - 12x5 ->min

X +9x,, +x3— 4x4 = 250

0.4x, +x2 —5x3+3x4 +8xs <460
0.5X] +10x? —8x3 +0x4 +2xs < 190
lix, -8,5x3+3x4+2x, = 200

Xj >0(j =1,2,..5)

4X, +6X2-14x3+49%x5—>min

21M +9x2 - 2x4 - 12x5 >58

110X, -60x3+80x4 - 45x9 = 290
5x2 +27x3 -~ 14x4 +xD <72

87xj —6,4x2 +130x4 =140

x, >0 =125

13b



V bob. TRANSPORT MASALALARI

5.1. Masalaning qo'yilishi va uning matematik modeli.
Transport masalasining yechimi hagidagi teoremalar

Bu mavzuda transport masalasiga olib keladigan holat tu-
shuntiriladi. Masalaning matematik modelini tuzish jarayoni misol
orgali bayon gilinib, umumlashtirilib, umumiy ko 'rinishdagi trans-
port masalasining matematik modeli keltirib chigariladi. Transport
masalasining yechimi hagidagi teorema keltiriladi.

Faraz qilavlik, tolktta ombordan (Oi, Cb. 03. O4) uchta
do‘konlarga (Di, D2, D3) bir xil mahsulotlarni jo‘natish reja-
lashtirilmogqda. Ombordagi mahsulot miqgdorlari va do‘kon-
larning talablari hamda birlik mahsulotni eltish xarajati 5.1-
rasmda keltirilgan.

Har bir ombordan do‘konlarga mahsulotlar eltishni shun-
day rejalashtirish kerakki. unda xarajat minimal bo‘lsin.

Barcha ombordagi mahsulot migdori 40+50+60+30=180 t,
do‘konlaming umumiy talabini qgondirish uchun esa
60+80+40=180 t migdorda mahsulot kerak. Ya’ni omborlardagi
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mahsulot miqdori bilan do‘kon talablari teng. Bunday masala-
larga yopiqg transport masalasi deyiladi.
Masalaning matematik modelini quramiz. ¥47=I1...4,y=123

orgali /'-ombordan y'-do‘konga eltish lozim bo‘lgan mahsulot
miqgdorini (tonnalarda) belgilaymiz. Bizning misolda noma’lum-

lar 3x4 12 ta (U2 BYAM2-"23’ )
Ombordagi mahsulotlarni do‘konlarga eltishdagi umumiy xarajat

f = 4xn + 3 + 5xj1 + + 2X?M 4- 4

10x;i 44X +7X,, +8x41 +6XL +9x4? —min
yoki qgisqaeha
4 2
/ =/Z:HZ_1C]'ixJ ->min

bu yerda
3 51
6 2 1
C =
10 4 7
8 6 9,

birlik mahsulotni eltishdagi xarajat matritsasi.
Shartlar ikki turga bo‘linadi:

1) Har bir ombordagi mahsulotlarni to‘la eltish;

2) Har bir do‘kon talablarini tola qondirish.
XU+X:: +X::  yig'indi  birinchi ombordan do'konlarga eltish
lozim bo‘lgan mahsulot miqdorini ifodalaydi. Birinchi ombor-
dagi imkoniyat 40 tonnani tashkil gilganligi uchun va ombordagi
mahsulot miqdori to‘la jo‘natiladigan taqdirda

Xu + X2 4-x13= 40 (5.1)

shartni hosil gilamiz. Xuddi shuningdek, golgan ombordagi
mahsulot migdorlarini to‘la eltish lozimligi shartidan



tenglamalarga ega bo‘lamiz. Har bir do‘kon talablarini gondirish
shartidan esa

+ X;i +x3L - x41 = 60
Xp +X- +Xp +x4>—80 (5.3)
X|3 4- /t>3 4- X33 + /'n = 40,

tengliklar hosil boiadi. ()‘zgaruvchilar mahsulot miqgdorini
ifodalaganligi uchun

X, >0z-1..4 ] =123 (5.4)
boiadi.
Shunday qilib, masalaning matematik modeli:
/ = 4xj ]+ 3XP +/XjN +6Xx7j +2Xt) +IxM- +

10x,, +4x3R + 7x3B +8x4l +6x42 +9x43

funksiyaning (5.1)-(5.4) shartlarni ganoatlantiruvchi
minimumini topishdan iborat.

Bu natijalar m ta ishlab chigarish punktlaridagi islilab chi-
garish hajmlari at (z=12..»?) larga, va n ta iste’molchi punkt-

lardagi iste’mol hajmlari b} (j =12...,w) larga teng bolgan va
(5.5)

shartni ganoatlantiruvchi transport masalalariga umumlash-

tirilishi mumkin. Agar c,, bitta mahsulotni /-ishlab chigarish

punktidan ./-iste‘molchi punktiga tashish uchun sarflangan xa-
rajat bolsa, masala quyidagi

Xi +X:, +..+XH -a

(5.6)

XX+ X, —a,

JIL+X:i +——+xm -~1
X[ +Xp +.. +xnR2=b
X, +X, +..+X
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munosabatlarni ganoatlantimvchi va
C —CjjT,j +Cplp +... +crmxam

funksiyani minimallashtiruvchi Xy>o larni topishdan iborat

bo‘ladi. (5.6) munosabatlarni gisgaroq quyidagicha ifodalash
mumkin.

2>*=*>0 (/=1..m) (5.7)
=
1§ =bj >0 (=1.") (5-9)

shartlami ganoatlantimvchi va

bi P\ (5:9)

funksiyaga minimal giymat bemvchi Xt >0 larni topish.

Transport masalasi ham chizigli dasturlash masalasi bo‘l-
ganligi uchun simpleks usulda yechish mumkin. Lekin transport
masalasi shartlarining maxsus ko'rmishda ekanligi simpleks usul-
ning soddalashishiga olib keladi. Simpleks usulning transport
masalasiga tatbiqgi tagsimot masalasi deyiladi. Simpleks usul kabi
o‘zgaruvchilar bazis va nobazis o‘zgamvchilarga ajratiladi.

Yopigq transport masalasining yechimi mavjudligi hagidagi
teorema.

Har ganday yopiq transport masalasi yeehimga ega.

Buning uchun berilgan shartlarda (7) va (8) sistemani ga-
noatlantimvchi yechim mavjudligini va (9) magsad funksiya-
sining chegaralanganligini ko‘rsatamiz.

Isboti. jra, =fibi=A boTsin. U holda xy=algfA (i=
=1 A
=12,.mj =12,.w) (7) va (8) sistemani ganoatlantiradi, haqi-
gatan



(9) magsad funksiyasidan M =maxcv deb belgilash kiritsak,

m n m n

XX au*MZ X  =JUNat=JVeJ
i4 A 9 >1 A

tengsizlik kelib chigadi.
Xuddi shuningdek, m=mincy deb olsak,

o xv=H 1 xu=AL a.=mm
ENE] H =i =)
kelib chiqgadi.

Demak, mm\ <C <M mh,
ya’ni magsad funksiyasi ehegaralangan.

Transport masalasida bazis o Vgamvchilaming soni transport
masalasining shartlarini ifodalovchi sistemaning ((5.7), (5.8)
maksimal chizigli bogiig bo‘lImagan tenglamalar soni) rangiga
teng. (5.7) va (5.8) sistemaning rangi to‘g‘risidagi xulosa quyida-
gi teoremada aks etgan.

Teorema. (5.9) shartni qanoatlantiruvchi (5.7) va (5.8)
sistemaning rangi m-+n-1 ga teng.

Isboti. Hagigatan ham, (5.9) shart bajarilganda (5.7) va
(5.8) sistema tenglamalarining chizigli bog‘langanligini ko‘rish

giyin emas.
(5.7) dan
H H A4
va (5.8) dan
S

tengliklar kelib chigadi. (5.9) shartga ko‘ra birinchi va ikkinchi
tengliklarning chap tomonlari teng, ovng tomonlarining tengligi
0‘z-0'zidan ravshan. Demak, (5.8) va (5.9) sistema tenglamalari
chizigli boglangan.

Shuning uchun r<n +m- 1 boladi.

Endi r>n +m-1 tengsizlik o‘rinli ekanligini ko‘rsatamiz.
Buning uchun chizigli algebradagi quyidagi faktga suyanamiz.
Agar chizigli tenglamalar sistemasining biror K ta o‘zgaruv-
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chilarni golgan o‘zgaruvchilar orgali ifodalsh imkoniyati bo‘lsa,
bunday sistemaning rangi K dan kichik bo‘lmaydi.

Masalan. (5.7) sistemaning birinchi ustun va birinchi sat-
ridagi elementlarni golgan x{ elementlar orqgali ifodalashni ko‘-
raylik i=2,3t. ,m,j=2,3, ,n. xyuchun (j=2,3,... ,n) (5.8) dan
o (5.12)

Birinchi ustunning har bir X,j o‘zgamvchisi uchun
i=2,3,m, (7) dan

—a =Y
>§€La+7__2>§1

XL, ifodasini topish uchun (5.7) ning birinchi tenglamasidan

foydalanamiz:
m

. (5.13)

(5.13) ning o‘ng tomoniga (5.12) dan foydalanib giymat-
larini qo'yib chigsak, XU, uchun kerakli ifodani topamiz.

Shunday qilib, m+n-1 o‘zgaruvchini qolgan mn-n-m+1
o‘zgaruvchi orqgali ifodalash mumkin. Ya’ni sistemaning rangi
r>n ++M- 1 shartni qanoatlantiradi.

Olingan natijalardan r=n+m-1 ekanligi kelib chigadi.
Shuning uchun joiz bazis yechimda th-+n-1 ta bazis o‘zga-
ruvchi ishtirok etadi.

Transport masalasining yechish jarayonini jadvallar ketma-
ketligi ko‘rinishida ifodalash qulay. Jadval strukturasi 5.1-jad-
valda keltirilgan.

5.1-jadval
cn ®.N cN
11 *12 *y
C:l GD C\o \ az2
21 - XU
G\ o e, | am
*mi Xm Xmn
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Jadvalning satrlari ishlab chigarish shoxobchalarini (ombor-
larni), ustunlar esa iste'mol shoxobchalarini (dokkonlarni) ifoda-
laydi. Har bir satrning oxirgi katagida shoxobchaning zaxiradagi
mahsulot migdori, ustunning oxirgi katagida iste'molchilarning
talabi keltirilgan. Jadvalning har bir katagida (oxirgi satr va
oxirgi ustundagi kataklar bundan mustasno) /-ishlab chigarish
shoxobchasidan /-iste’'molchiga eltish lozim bolgan mahsulot
miqdori va birlik mahsulotni eltish uchun ketadigan Xxarajat
ko‘rsatilgan.

Jadvalning m-+n- 1 katagi bazis kataklar bolib, qolganlari
erkin (bo‘sh, nobazjs) kataklar hisoblanadi. Simpleks usuldagi
kabi har bir keyingi jadvalni qurish jarayonida erkin kataklardan
biri bazisga Kiritilib, ixtiyoriy bazis katak bazisdan chigariladi.
Ixtiyoriy erkin katakni bazisga Kkiritish maqgsad funksiyasining
yaxshilanishi tomon amalga oshiriladi.

Transport masalasini yechish jarayoni ikki bosgichdan
iborat:

» boshlang4ch bazisni aniglash;
e optimal yechimni topish.

5.2. Boshlang‘icli bazisni aniglash usullari

Boshking ‘ich bazisni aniglashning ikki usuli bilan tanishamiz :
«shitnoli-g'arb katagi» usuli va minimal xarajatlar usuli. Bu usul-
lar transport masalasidagi boshlang'ich tagsimotni aniglashga
yordam beradi. Shu bilan birga bu mavzuda boshlang'ich bazisni
aniglash jarayonida roy beradigan maxsus hollar ham bayon
gilinadi.

5.2.1. Boshlang‘ich bazisni aniglashning

«shimoli-g‘arb katagi» usuli

Bu usulda ta’minotchi zaxirasidagi mahsulollar ketma-ket
iste’'molchilarga tagsimlanadi. Har bir gadamda biror ta'mi-
notchi zaxirasi mahsulotlari to‘la tagsimlash yoki iste’molchi
talabini to‘la gondirishdan iborat boiadi. Har bir ~"~gadamdagi

tagsimlanmagan zaxira miqgdorlarini atg bilan, gondirilmagan
talab miqdorlarini B\g belgilaymiz. Boshlanglch jadvalni hosil
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gilish jarayoni yuqori chap katakdan boshlanib (shimoli-g‘arb
katagi), tf(0)=v/,. b@)=b/ deb olinadi. Har bir joriy /-satr j—
ustundagi katak uchun mahsulot migdori xv=mm{@y ) ga
teng deb olinadi. Shundan so‘ng, tagsimlanmagan zaxira miq-

dori va gondirilmagan talab migdorlari xtI ga kamaytiriladi:

Tabiiyki, har bir gadamdan so‘ng, & =Q b")=0 shart-

larning birortasi albatta bajariladi. Agar birinchi shart o‘rinli
bo‘lsa, /-shoxobchadagi zaxira miqdori tugallanib, /+1- sho-
xobchaning zaxira miqdori tagsimlashga o‘tiladi, ya'ni ustun
bo'yicha keyingi katakka o‘tiladi. Agar b =0 bolish y-iste’-
molchining talabi toWa gondirilganligini bildiradi va shu satr
bo'yicha keyingi katakka o‘tish lozimligini ko‘rsatadi. Ajratilgan
katak joriy hisoblanib, yuqgoridagi jarayon qaytariladi.

“Shimoli-g'arb katagi" usulida yuqorida keltirilgan masa-
laning boshlang‘ich bazisini topamiz. Bu misol uchun hisoblash
jadvalining ko‘rinishi 5.2-jadval kabi boladi.

5.2-jadval

88ESE

Soso s
Robrdvw
Bo~Npr,u

X' o'zgaruvchiga mumkin boigan eng katta giymatni beramiz.
Ya’ni (1,1) katakka (“shimoli-g‘arb katagi”) xn =mrn{40.60} =40
giymatni beramiz. Shu bilan birinchi ta'minotchining imkoniyati
tugallanadi va birinchi satr kataklari keyingi jarayonlarda ishtirok
etmaydi. Toldirilgan kataklarni tutash chiziq bilan, bo‘sh katak-
lami esa punktir chiziglar bilan ajratamiz. Yangi “shimoli-g‘arb
katagi” (2,1) bo‘ladi. Bu katakka mumkin bo’lgan eng katta qiy-
matni beramiz. Birinchi iste’molchining 60 birlik talabidan 40
birligi gondirilganligi uchun x2=min{2050}=20 boHadi. Birinchi
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iste’'molchi ham tola qondirilgaiiligi uchun keyingi hisoblashlarda
birinchi ustun ham e’tibordan chetda qoladi. (2,1) katakni
uzluksiz chiziq bilan, (3,1) va (4,1) kataklarni punktir chizigl
bilan belgilaymiz. Qolgan kataklarda ham xuddi shunday yol
tutsak, 5.3-jadvaldagi tagsimotni hosil gilamiz.

5.3-jadval
S~ F 3 5 40
@~
\ 6 \ 2 1 50
20\ 30\
10 "~ 7 60
>0 10
8 6\ 9 30
30"
60 80 40

5.3-jadvalda bazis kataklar soni m+n-1=4+3-1=6 ga teng.
Boshlanglch jadvalga ko‘ra umumiy xarajat miqdori
/ =440 +6+20+2 -30 +4+50 +7 -10+9 -30 = 880 ga teng.

“Shimoli-g‘arb katagi” usulining asosiy kamchiliklaridan biri
xarajat koeffitsiyentlarini inobatga olmagan holda topiladi. Mi-
nimal xarajatlar usulida topilgan boshlanglch tagsimot optimal
yechimga yaqgin boiadi

5.2.2. Boshlangich jadvalni tuzishning minimal xarajatlar usuli

Bu usulning asosiy g‘oyasi shundan iboratki, awalo, eng kam
xarajatli yol rejalashtiriladi. Kam xarajatli usul quyidagicha
amalga oshiriladi. Awalo, birlik mahsulotni eltishning eng kam
xarajatlisi tanlanadi, ya’ni mine,,, (=12..,T.y=12..,n) aniglanadi.

Agar at>bj bolsa, 7-iste‘'molchining talabi tola qondiriladi:
XlIJ=br /-ta’minotchining zaxira miqdori bj birlikka kamayadi
va y-iste'molchi navbatdagi hisoblashlarda gatnashmaydi. Agar
ai<bJ shart o‘rinli bolsa, x;=at boiadi. Shu bilan birga, j-
iste’'molchining talabi ds migdorga kamayadi. /-ta’minotchi
keyingi jarayonda ishtirok etmaydi.
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“Shimoli-g‘arb katagi” usulida yechilgan masalani kam
xarajatlar usulida boshlang‘ich bazisni topaylik. Ikkinchi ta'mi-
notchidan uchinchi iste’'molchiga jo‘natish eng kam xarajatli
bo‘lgani uchun (2, 3) katagini tanlaymiz. Ikkinchi ta’minotchi-
ning zaxiradagi mahsulot migdori 50 tonna, uchinchi iste’mol-
chining talabi esa 40 tonnaga teng. Shuning uchun ikkinchi
ta’minotchi uchinchi iste’molchiga 40 tonna mahsulot joVnatadi
(«2s =40). Ikkinchi ta’minotchining zaxirasi 40 tonnaga ka-
mayadi (ikkinchi ta’minotchi zaxirasida 10 tonna mahsulot qo-
ladi). Uchinchi ustun hisoblashlardan chigadi, chunki uning ta-
labi to‘la qondirildi (5.4-jadval).

5.4-jadval
4 3 5 40
6 2\ 1 50->10
40
10 4 7 60
8 6 9 0

60 80 0

5.4-jadvalda qgolgan kataklar ichida eng kam xarajatlisi (2,2)
katagidir. Ikkinchi ta’minotchi zaxirasidagi qolgan mahsulotlar
miqdori 10 tonna, ikkinchi iste’molchiga esa 80 tonna mahsulot
kerak. Ikkinchi ta’minotchi zaxiradagi barcha mahsulotlarni ik-
kinchi iste’molchiga jo‘natadi (x22=10). Ikkinchi ta’minotchi
navbatdagi hisoblashlarda inobatga olinmaydi. Ikkinchi iste’mol-
chining talabi 10 tonnaga kamayadi (5.5-jadval).

5.5-jadval
4 3 5 40
6\ 2\ 1 O
10 40 \
10 4 7 60
8 6 3 0

60 80—>70 0



Xuddi shunday jarayonlarni takrorlash natijasida 5.6-jadvalni
hosil gilamiz.

5.6—jadval
4 — S 5 40
2\ 1 50
10\ 40\
\ 10\ 4 7 60
0V 30\
\ 8 b 9 30
30 ')\
60 80 40

5.6-jadvalga ko‘ra magsad funksiyasining giymati
/ =3-40+2-10 +1-40+ 10-30 +4-30+ 8-30 -840

ga teng bo‘ladi.

Shuni ta’kidlash lozimki, har doim ham minimal xarajatlar
usuli “shimoli-g'arb katagi” usuliga garaganda yaxshi natija
beravermaydi. Agar xarajat matritsasi

r4 5N
1
7

3,

()]
o M N W

ko‘rinishda bo‘lsa, *“shimoli-g‘arb katagi” usulida olinadigan na-
tijada magsad funksiyasining giymati 700 birlikka teng bo‘lib,
minimal xarajatlar usulida bu ko‘rsatkieh 840 ga teng boiadi.

Agar minimal xarajatlar usulida eng kam xarajatni ifoda-
lovchi kataklar bir nechta bolsa, ular uchun mumkin bolgan
migdorlar ichidan eng kattasi olinadi.

5.2.3. Maxsus hollar

Boshlangich bazisni aniglash jarayonida bir vaqtda satr va
ustunlar hisoblaslilardan ehetda qolishi mumkin. Bu holda bazis
kataklar ganday aniglanishini ko‘rib o‘tamiz.
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5.7- jadvalda berilgan transport masalasining boshlang‘ich
bazisini topishni *“shimoli-g‘arb katagi" usulida yechish bilan
amalga oshiramiz.

5.7-jadval

B8Y

3
3
I

10

Bh wp
Sonw

(1,1) katagiga 20 birlik beriladi (xn =20). Shu bilan birinchi
iste'molchining talabi qondirilib, 1-ustun liisoblashlardan
chigadi. Ikkinchi gadamda (1,2) katagiga 10 birlik giymat
beriladi. Bu holda hisoblashlardan bir vaqtda 2-ustun va 1-satr
chigariladi. Hisoblashlarni shu tariga davom ettirsak, toMdirilgan
kataklar (1,1), (1,2), (2,3) va (3,3) bollib, bazis kataklar soni
m+n-1=3+3-1=5 dan kichik boiadi. Bazis kataklar sonini
to‘ldirish uchun quyidagi sun’iy usul ishlatiladi.

Ikkinchi gadamni ikki gismga ajratamiz. (1.2) katagi to‘ldi-
rilganda bir vaqtda ustun va satrning chigishiga yoHl go‘ymay-
miz. Aytaylik, awalo, 1-satr hisoblashdan ehigarilsin. Ikkinchi
ustunning bo‘sh kataklaridan ixtiyoriysiga, masalan, (2,2) kata-
giga nol (sun’iy) giymat berib, uni ham bazis katak deb e’lon
gilamiz. Keyingi qadamlar odatdagidek davom ettiriladi. Nati-
jada 5.8-jadvaldagi boshlang‘ich ta’minotni olamiz.

5.8-jadval

Natijada bizda bazis kataklar soni 5 ta bo‘ladi. Ya’ni bazisga
giymati nolga teng bolgan katak ham kiritiladi. Bunday sun’iy
usul kam xarajatlar usulida ham ishlatiladi.
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5.3. Transport masalasini yechishning potensiallar usuli

Bu yerda oldingi mavzuda olingan boshlang'ich tagsimotning
optimallikka yetaklovchi jarayon keltiriladi. Potensiallar usuli deb
ataluvchi bu usulda optimallik mezonini aniglovchi holat kelti-
riladi. Mavzu oxirida potensiallar usulida uchraydigan maxsus
hollarga o rin ajratilgan.

5.3.1. Potensiallar usuli

Transport masalasini yechish jarayoni ikki gism: 1) bosh-
langlch bazisni tuzish va 2) topilgan boshlanglch bazisni ket-
ma-ket yaxshilashdan iborat. Biz yuqorida boshlanglch bazisni
aniglash usullari bilan tanishdik. Endi topilgan boshlanglch ba-
zisni yaxshilashning potensiallar usuli bilan tanishamiz. Oldingi
mavzuda keltirilgan (5.7)-(5.9) masalalar transport masalasi
bolgani uchun unga ikkivoglama masala tuzamiz.

1. Wj,u2,...,um \\V2,..., Vvn —ixtiyoriy o‘zgaruvchilar,
2, N +v/<c{;?j= 1ln.i-1in

m ti
3. T=xuw, +Z2V , » max
- =

Faraz gilaylik, y* (=12,..jw. ] =1.2,.../7) masalaning yechimi
bolsin.

Bu yechimning optimalligini tekshirish jarayoni quyidagi
teoremaga asoslanadi.

Teorema (optimallik mezoni): x* ¢=12..wy=12..1 lar
masalaning optimal yechimi bo lishi uchun barcha band kataklar
uchun

u>+v, =c4 (5.12)
bo lishi va barcha bo sh kataklar uchun esa
", +Vv,- Ci, (5.13)

bo lishi zorur va yetarlidir.
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17, va \j sonlar ta’minotchi va iste’molchi shoxobchalarining

potensiallari deyiladi.

Potensiallarning igtisodiy ma’nosini izohlaymiz. UN\——di
belgilash Kkiritsak, u ta’minotchi birlik mahsulotining narxi
bo‘lsa, vj= c] +uf esa iste’molchi birlk mahsulotining narxidir.

Iste’molchi birlik mahsulotining narxi ta’minotchi birlik mah-
suloti narxining transport xarajatlari bilan yig‘indisiga teng.
v7<ctl +U\ shartning bajarilishi mahsulotlarni oshirib sotishga
yo'l go‘yilmasligini ifodalaydi. Potensial so‘zining kelib chigishi
esa fizikadagi elektrostatik maydondagi zaryad harakatidan olin-
gan. Zaryadlarning elektrostatik maydonda ko‘chish ishi zaryad-
ning shu maydondagi potensiallar ayirmasiga teng. Bizda birlik
mahsulotni eltishdagi xarajat birlik mahsulotning yo‘l boshi va
oxiridagi mahsulotlar ayirmasiga teng.

Keltirilgan teorema transport masalasining optimal yechi-
mini topishga imkon yaratadi.

Aytaylik, biror yechim aniglangan bo‘lsin. Bu yechimda m
+ n — 1 ta bazis kataklar mavjud. (5.12) tenglamadan poten-
siallami aniglaymiz. Lekin (5.12) sistemada tenglamalar soni m
+ n — 1 bo'lib, noma’lumlar m-+n ta. Birorta o‘zgaruvchini
nolga teng deb, qolganlari tenglamadan aniqglanadi. Barcha
bo‘sh kataklar uchun ci; =ut+v; giymatlarni hisoblaymiz. Agar

barcha bo‘sh kataklar uchun c' <cy bolsa, topilgan yechim
optimal bo‘ladi. Agar loagal birorta bo‘sh katak uchun cdwcy

bolsa, yecliim optimal bolmaydi va yechim sikl bo‘yicha qayta
tagsimlanadi.

Transport masalasi jadvalidagi uchlari bazis kataklarda,
tomonlari esa jadvalning ustun yoki satrlarida joylashgan yopiq
sinig chiziqga sikl deyiladi. Shu bilan birga, siklning har bir
uchida sinig chiziglarning ikki tarmogl tutashgan bolib,
ulardan biri satrda, ikkinchisi esa ustunda joylashadi. Agar siklIni
tashkil giluvchi siniq chiziglar o‘zaro kesishsa, kesishish nugtasi
sikl uchi bolmaydi.

Yechimning yaxshilanish jarayoni (5.13) shart bajarilganga
gadar davom ettiriladi.
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5.9-jadval ko'rinishida berilgan transport masalasining

5.9-jadval
4 3 5 40
6 2 1 50
10 4 7 60
8 6 9 30
60 80 40

“shimoli-g‘arb katagi” usulida topilgan boshlang‘ich jadvali
quyidagicha bo‘lishini biz avvalgi mavzuda bayon qilgan edik.
Bu jadvalning oxirgi ustuni va oxirgi satrini potensiallar uchun
ajratamiz (5.10-jadval).

5.10-jadval
4 3 5 72=0
40
6 2 1 m2 = 2
20 30
10 4 7 =4
50 10
8 6 9 -6
30
viz=4 Vo = 0 v, =3

5.10- jadvalda bazis kataklar ajratib ko'rsatilgan.
1 (5.12) sistema jadvalga ko‘ra quyidagicha bo‘ladi.
uN-vi =4
w+\-6
uz2 +y2 ~2
Us +v2 -4
n +v3=7
U4 +v3=9

Bu sistemada ux=0 deb olib, sistemaning 1-tenglamasidan

\[ =4 ekanligi kelib chigadi. 2-tenglamadan w2=2 boladi. 3-

tenglamadan esa v. =0 ekanligi kelib cliigadi. 4-tenglamadan

n8=4. Shu tarzda davom ettirib, v,=3. =6 kelib chigadi.
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Keyingi hisoblashlarda potensiallar giymatini bevosita jadvalga
kiritish magsadga muvofig.

2. Barcha bo‘sh kataklar uchun d%=c;-(u, ®7) giymatlami
hisoblab, natijalarni har bir bo‘sh katakning chap yuqgori
burchagiga joylashtiramiz (5.11-jadval).

5.11-jadval

40
6 2 4 1 w2=2
20 30
2 10 4 7 u3=4
50 0
2 8 0 9 ui=6
6 30

Agar barcha bo‘sh kataklar uchun dv>0 bo‘lsa, optimal

yechimga erishilgan bo‘ladi va jarayon tugallanadi. Agar biror
bo'sh katak uchun <0 bo‘lsa, keyingi gadamga o'tiladi.

3 Bazisga kiruvchi olzgaruvchini (katakni) aniglaymiz. Bu-
ning uchun manfiy di} laming eng kichigini aniglaymiz. Bizning
misolimizda dA --2. Bazisga (4.1) katagini kiritamiz.

Izoh. Agar bir nechta kataklar uchun eng kichik manfiy dv
lar teng bo‘lsa, ixtiyoriysi bazisga kiritiladi.

Bazisga Kkiritilishi lozim bolgan katak aniglangandan solng,
siklni tashkil giluvchi kataklar aniglanadi. Bazisga kiruvchi (4.1)
katagining +W belgisini katakning pastki o‘ng gismiga joy-
lashtiramiz. Bu yerda w (4,1) katakning hozircha noma’lum
giymati (x4L.=w). (4,1) katagining bazisga Kkiritilishi 4-ta’-
minotchidan 1-iste’'molchiga mahsulot jo‘natish lozimligini
ko'rsatadi. 4-ta'minotchining barcha mahsuloti 3-iste'molchiga
jo‘natilar edi. 4-ta,minotchidan 3-iste’'molchiga jo‘natiladigan
mahsulot migdorini w ga kamaytiramiz (30-w). Chunki 4-ta’-
minotchining imkoniyati 30 tonnaga teng. Tabiiyki, 3-iste’mol-
chining talabini to4a gondirish uchun 3-ta’'minotchidan keladi-
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gan mahsulot migdorini oshirish kerak. (3,3) katagining giymati
10+w boiadi. Balans saglanishi uchun (3,2) katagining giymati
50—w boiadi. (2,2) katak migdori 30+w boiadi. U holda (2,1)
katagining migdorini 20—w ga o‘zgartiramiz. Shunday qilib,
4,1). 4.3), 3,3), (3,2, (2,2), (2,1) kataklari siklni tashkil
giladi (5.12-jadval).

Izoh. Har doim fagat yagona sikl aniglanadi.

5.12-jadval
4 3 3 2 5 w=0
40
6 2 4 1 u9=2
20-w 30+w
2 10 4 7 wn —4
50-w 10+w
2 8 o 6 9 uA=6
+w 30-w
v, =4 VOZO v?=3

W ning qiymati sifatida mumkin bolgan eng katta giymat
olinadi. Buning uchun mahsulotlar ayiriladigan kataklardan,
ya'ni 20w, 50—w va 30—w ayirmalardan w ning mumkin bol-
gan eng katta giymati w=20 boiadi. Boshgacha aytganda,
w=min (20,50,30) boiadi. Demak, (2.1) katagi bazisdan
chigadi. natijada gayta tagsimlangan mahsulot miqdorlari 5.13-
jadvaldagidek joylashadi.

5.13-jadval
4 3 5 n=0
40
6 2 1 +9-o
50
10 4 7 132
30 30
8 6 9 U=
20 10

v, =4 | v2=2 j v3=5
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Olingan oxirgi tagsimot bo'vieha joriy yechim xn =40,
X2 =50. x2=30, x3=30, x4 =20 va x4, =10 ga, umumiy xarajat
esa 840 birlikka teng. Bu natijaning yaxshilanganligini ko‘rsatadi.

4. Olingan natijani optimallikka tekshiramiz. Potensiallarni
jadvaldan foydalanib osongina hal qilish mumkin. Bo‘sh
kataklar uchun di=cy-(2/,+v;) givmatlarni joylashtirib chigamiz.

Natijada 5.14-jadvalni hosil gilamiz.

5.14-jadval
4 1 30 5 =0
40
2 6 5> 4 1 m=0
50
4 10 4 ! n=2
30 30
8 0 6 9 Wi=a
20 10

r’2=-4 bolgani uchun hali optimallikka erishilmadi. (2,3)
katagini bazisga kiritamiz.

5. Siklni tashkil qiluvchi kataklami aniglaymiz. (2,3) kata-
giga +w givmat beramiz, (2,2) katakning giymati 50—w boiadi.
(3.2) katagi uchun 30+w va (3,3) katagining giymati 30—w ga
okgaradi. Demak, sikl kataklar: (2,3), (2.2), (3.2) va (3,3).
Min(30,50)=30 bolgani uchun w=30 boiadi (5.15-jadval).

5.15-jadval

4 1 30 5 /f=o0

40
2 6 2 4 1 u2=0
50-w
4 10 4 7 M=2
30+w  30-w
8 0 6 9 m=4
20 10

V=4 V2=2 3=5
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Shu narsaga e’tibor berish lozimki, siklni tashkil giluvchi
kataklar ichida bazisga Kiritilishi lozim bo‘lgan katakdan tashqari
barcha kataklar bazis kataklardan iborat bo‘ladi.

Demak, gayta tagsimlash natijasida 5.16-jadval yuzaga
keladi.

5.16-jadval
4 -3 30 5 =0
40 1
6 6 2 1 it; = -4
20 30
8 10 4 4 u3- -2
60 7
s -4 6 9 «4=4
20 10
v, =4 V-, = V, =

Olingan oxirgi tagsimot bo‘yicha joriy yeehim xn =40,
x2=20, x3=30, x2=60, xa=20 va x4=10 ga, umumiy Xxarajat
esa 720 birlikka teng bo‘ladi. Xarajat yaxshilandi.

6. Natijani optimallikka tekshiramiz. Buning uchun yangi
potensiallami aniglaymiz.

Oxirgi  jadvalning o‘zida bo‘sh kataklar ~ uchun
dv=cv-(u, +V/) giymatlarni hisoblab chigamiz. du=-3 va dA2=-A
bo‘lgani uchun optimal yechimga erishilmadi. Bazisga (4,2)
katagini kiritamiz.

7. SikIni aniglaymiz. Buning uchun yuqorida bayon gilingan
jarayonni takrorlab, 5.17-jadvalni hosil gilamiz.

5.17-jadval
4 3 5 =0
40
6 2 1 un=-4
20- 30



4 7 «3==2

8i 6 9 n, =4

Bazis kataklar: (4,2). (4.3), (2.3) va (2.2). w=10 bolib,
(4.3) katagi bazisdan chigadi. Qayta tagsimlash natijasida 5.18-
jadval hosil boiadi.

5.18-jadval
4 1 3 4 5 u=d¢
40
2 6 2 1 m2=0
10 40
4 10 4 4 7 m3=2
60
o] 6 4 9 nA= 4
e 10
=4 V== V3 =

Joriy yechim xn =40, x22=10, 3=40. x®2=60, M1=20 Va
x2=10 ga, umumiy Xarajat esa 680 birlikka teng boiadi.

8. Natijaning optimalligini tekshiramiz. Buning uchun
potensiallarni gayta hisoblab chigamiz. « =0, Vj=4, =4,
v2=2, u3=2, u2=0 va v3=1 ga teng boiadi. Bo‘sh kataklar
uchun dg=cv-W +Vf) ning giymatlarini joylashtirib chigamiz.
Barcha bolksh kataklar uchun df} ning giymati nomanfiy bolgani
uchun optimal yeehimga erishildi. Demak, optimal tagsimot
aj, =40. Xx2=10. XB=40, x2=60, x41=20 Va x42=10 bolib,
minimal xarajat 680 birlikka teng boiadi.

5.3.2. Maxsus hollar

Transport masalasini potensiallar usuli bilan yechish
jarayonida uchraydigan maxsus hollarga tokxtalib olamiz.

1 Ba'zi hollarda sikl bokyicha gayta tagsimlash jarayonida
w=0 bolishi mumkin. Bu holat siklni tashkil giluvchi ayir-
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malarda (xtJ-w) kataklarning birortasida xv nolga teng boUgan-

da ro‘y beradi. Bunda yangi bazisga kiradigan katak gqiymati
nolga teng deb olinadi. Bazisdagi nol qgiymatli katak bazisdan
chigadi.

2. Agar gayta tagsimlash jarayonida, bir vaqtda bir necha
kataklar bazisdan chigadigan holat ro‘y bersa, ixtiyoriysi bazis-
dan chiqarilib, golganlari nol giymatli sifatida bazisda goladi.

Bu holatlarni misolda ko‘rib ehigamiz. 5.19-jadval ko‘rini-
shida berilgan transport masalasiga murojaat etamiz.

5.19-jadval
1 3 3 30 !
3 3 2 30
4 1 2 10
20 10 40

Boshlanglch jadvalni “shimoli-g‘arb katagi” usulida yechib,
5.20-jadvalni hosil gilamiz.

5.20-jadval
1 3 3 =0
20 10

3 3 2 z°

0 30
4 1 2 lir=0

« 10

vi=I =0 -

Jadvalning optimalligini aniglaymiz. Buning uchun po-
tensiallarni hisoblaymiz va bo'sh kataklarda dn=cv-(Uu + )
giymatlami hisoblab, kataklarning yuqori chap gismiga joylash-
tiramiz (5.21-jadval).

5.21-jadval

0 30
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10
v o= v2=3 =1
3,2) katagida d2=~2 bo4gani uchun yeehim optimal emas.
Jadvaldan sikl tashkil gilamiz.
5.22-jadval
1 3 3 =0
20 10
3 3 2 u, =0
0-w 30+w "
4 1 2 3=0
+w 10-w
V,lzl v2=3 v3=2

(3,2), (38.3), (2,3) va (2,2) kataklar sikl tashkil giladi (5.22-
jadval). min (0,10)=0 bo‘lgani uchun w=0 boladi. Natijada
gayta tagsimotda katak qiymatlari o‘zgarmaydi. faqat bazis
kataklaming joylashuvi o‘zgaradi (5.23-jadval).

5.23-jadval
1 3 -1 ux=0
|20 10 3
4 3 2 3 2 5 =-2
30
5 4 1 2 n =-2
0 10
vi =1 v2=3 v3=4

5.23-jadvalni optimallikka tekshiramiz. Buning uchun
potensiallami gayta hisoblab ehigamiz (natija jadvalning oxirgi
satr va ustunida keltirilgan). dk=cn~(u, +v,) giymatlarni bolsh

kataklar uchun hisoblab ehigamiz va siklni tuzamiz.
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5.24-jadval

| 3 - 3 t/, =0
20 10-w +w
4 3 2 3 2 I, —2
30
5 4 1 2 m, =-2
O+w 10-w
Vi =1 w =3 v3=4

(1,2), (1,3) ,(3,2) va (3,3) kataklar sikl tashkil giladi (5.24-
jadval). (1,2) va (3,3) kataklardagi giymatlar teng va w=min
(10,10)=10 bo‘ladi. Bunda (1,2) yoki (3,3) kataklardan birini,
masalan, (3,3) katakni bazisdan chigaramiz. U holda 5.25-jadval
hosil boiadi.

5.25-jadval
3 m=0

1/\ X 10

3 31 3 2 uz2=-1
30

5 4 11 2 «3=-=-2

10
vi =1 V, =3 =9

Natijani optimallikka tekshiramiz. Potensiallarni aniglab,
bosh kataklar uchun di}=cl}- (Uut+v;) qiymatlarni jadvalga

tushiramiz. Barcha bo‘sh kataklar uchun df§j>0 bolgani uchun

optimal yechim aniglandi.

5.4. Ochiq transport masalasi

Bu mavzuda transport masalasidagi talab va takliflar teng
bo 'Imagan holatdagi masalalarni yechish usuli keltiriladi. Ochiq
transport masalasini yopiq turdagi transport masalasiga ganday
keltirish mumkinligi bayon qilinadi.

Yugorida ta’kidlanganidek, taklif talabga teng, ya’ni

tal=2h] bolganda, yopiq transport masalasi deyiladi. Aks hol-

= /=1
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da ochiq transport masalasi deyiladi. Ochiq transport masalasi-
da ikki holat bo‘lishi mumkin: a) taklif talabdan katta, ya’ni

" ; b) talab taklildan katta 5>, t Masalaning ma-
i=l 7=1 i=l j=I

tematik modelida ikkala holatda ham maqgsad funksiyasining
ko‘rinislii o‘zgarishsiz goladi:

m n
/ :1|1A*5 ->min
i=17=1

Shartlarning ko‘rinishi a) holatda

n

Y.xy<a,, i=12,..w,
j:I

m

| 1> y=br J ~1-2../2

b) holatda

n
IX, =crn ?=f2....m
7=1
m
Txvrbr j =1.2..n.
|

>0, r=12,...,7m,y=1.2,.,7?).

Ochiq transport masalasi yopiq transport masalasiga keltirilib
yechiladi:
a) holatda, ya’ni taklif talabdan ortiq bo‘lganda qo‘shimcha

sun’iy iste’molchi kiritilib, uning talabi bA}= ’\a ~Ll,b1 ga teng
-1 =

deb garaladi.
b) holatda. ya’ni talab taklifdan ortiq bo‘ Iganda qolshlmcha
sun’iy ta’'minotclii Kiritilib, uning talabi amq = EbJ ga teng
7-1
deb garaladi.

Sun’iy iste’molchiga ham, sun’iy ta’minotchidan ham
mahsulotlar eltib berilmaganligi uchun birlik mahsulotni trans-
port xarajati nolga teng deb olinadi. Natijada masala yopiq
transport masalasiga aylanadi va u yopiq transport masalasini
yechish kabi yechiladi.
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1-misol. 5.26-jadvalda keltirilgan transport masalasini ko‘rib
ehigamiz.

5.26-jadval
4 3 5 40
6 2 1 50
10 4 7 45
8 6 3 30
60 80 40

Bu masalada taklif 40+50+45+30=165 talabga
60+80+40=180 teng emas. Demak, masala oehiq transport
masalasidir. Talabi 180-165=15 birlikka teng bo‘lgan sun’iy
iste’molehi kiritib, masalani yopiq transport masalasiga aylan-
tiramiz. Natijada 2.27-jadval hosil bo‘ladi.

5.27-jadval
4 3 5 40
6 2 1 50
10 4 7 45
8 6 3 30
0 0 0 15
60 80 40

Yopiq transport masalasini qanday yeehishni bilamiz. Kam
xarajatlar usulidan foydalanib, quyidagi boshlang'ieh tagsimotni
olishimiz mumkin (5.27- jadval).

5.27-jadval
4 3 5 40
40
6 2 1 50
10 40
10 4 7 45
15 30
8 6 3 30
30
0 0 0 15
15

60 80 40
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Potensiallar usuli yordamida hisoblashlarni davom ettirib,
quyidagi oxirgi jadvalga kelamiz (5.29-jadval).

5.29-jadval

4 3 5 40
40

6 2. 1 50

35 15

10 4 7 45

45 j

8 6 3 30

25

0 0 0 15
15
60 80 40

Bu jadvalga ko'ra birinchi iste'molchiga 15 birlik kam mahsulot
yetkaziladi, qolgan iste’molchilarning talablari to‘la qondiriladi.
Umumiy xarajat 540 birlikni tashkil qgiladi.

2-misoL 1-misolni birinclii iste’molchining talabi to‘la qon-
dirish sharti ostida yechamiz.

Bu yerda ham 1-misoldagi kabi, sun’iy ta’minotchi Kkirita—
miz. Shu bilan birga, sun’iy ta’minotchidan birinchi iste'mol-
chiga yetkaziladigan birlik transport xarajatini yetarli katta son,
masalan, 1000 deb olish kerak. Sun’iy ta’minotchidan qolgan
iste’'molchilarga boMgan xarajat O birlikka teng deb olinadi.
Hisoblash jadvali 5.30-jadval ko‘rinishida bo‘ladi.

5.30-jadval
4 3 5 40
6 2 1 50
10 4 7 45
8 6 3 30
1000 0 0 15
60 80 40

Minimal xarajatlar usuli bilan boshlang'ich bazisni aniglay-
miz (5.31- jadval).
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5.31-jadval

4 3 5 40
40
6 2 1 50
10 40
10 4 7 45
30 15
8 6 3 30
30
[elele] 0 0 15
60 80 40 1

Potensiallar usuli bilan optimal yechimni topamiz (5.32-
jadval).

5.32-jadval
4 3 5 40
40
6 2 1 50
20 30
10 4 7 45
45
6 3 30
20 10
1000 0 0 15
15
60 80 40

Natijada quyidagi yechimga ega bo‘lamiz. Birinchi ta’mi-
notchidan birinchi iste'molchiga 40 birlik, ikkinchi ta’minotchi
ikkinchi iste'molchiga 20 birlik, uchinchi iste’molchiga esa 30
birlik, uchinchi ta’minotchi 45 birlik ikkinchi iste’molchiga,
to‘rtinchi ta'minotchi 20 birlik birinchi iste'molchiga va 10 bir-
lik uchinchi iste'molchiga mahsulot jo‘natiladi. ikkinchi iste’-
molchiga talabidan 15 birlik kam mahsulot yetkaziladi. Umumiy
xarajat 600 birlikka teng bo‘ladi.

3-misol. 1-misolda keltirilgan transport masalasiga qo‘shim-
cha shart kiritamiz: barcha iste’molchilarning talabi tekis qon-
dirilsin.
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Bunday masalani yopiq transport masalasiga keltirish uchun
barcha iste’molchilarning talabi kamaytiriladi. Buning uchun

iste’molchilarning talab miqgdorlari Yo, /v h] koeffitsiyentga ko‘-
A/ H

paytiriladi. Sun'iy ta’minotchi kiritishga hojat qolmaydi.

Bizning misolda bu koeffitsiyent 165/180=0,917 ga teng.
Iste’molchilarning talablarini ofzgartirib chigamiz: birinchi
iste'molchi talabi 60-0.917 =55.02, ikkinchi iste’molchi talabi
80-0.917 = 73,36, Uuchinchi iste’molchi uchun 40-0,917-36.68 boiadi.
Bu miqdorlarni butun sonlargacha yaxlitlaymiz. U holda hisob-
Jash jadvali 5.33-jadval koTinishida boiadi.

5.33-jadval
4 3 5 40
6 2 1 50
10 4 7 45
8 6 3 30
55 73 37

Bu oddiy yopiq transport masalasini yechib. 5.34-jadvalni
hosil gilamiz.

5.34-jadval
4 3 5 40
40

2 I 50

6 28 22
10 4 7 45

45

8 6 3 30

= 15

55 73 37

Bu jadvalga ko‘ra birinchi iste’molchi 60-55=5 birlik, ikkin-
chi iste’molchi 80-73=7 birlik va uchinchi iste’molchi esa 40-
37=3 birlik kam migdordagi mahsulotlarga ega boiadi. Umumiy
transport xarajati esa 583 birlikka teng boiadi.

Taklif talabdan yugori bolganda ham misollarni yechish
jarayoni ko‘rsatilgan tarzda amalga oshiriladi.
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5.5. Transport masalasiga keltiriladigan masalalar

Bu mavzuda transport masalasini yechish usullarini goi/ah,
transport masalasiga keltiriladigan masalalar bayon qgilinadi va uni
yechish usullari keliiriladi.

5.5.1. Maksimallashtirish masalasi

Ba’zi transport masalalarida magsad funksiyasini maksimal-
lashtirish lozim bo‘ladi. Bunda baholash matritsasining koeffi-
tsiyentlari ta’minotchidan iste'molchiga birlik mahsulotni eltish-
dan keladigan foydani anglatadi.

Boshlang‘ich bazisni “shimoli-g‘arb katagi" usulida aniglash
goidasi minimallashtirish masalasi kabi amalga oshiriladi. Lekin
boshlang‘ich bazisni kam xarajatlar usulida emas, balki ko‘p
foyda usulida go‘llash talab etiladi. Ya’'ni, awalo, baholash qiy-
mati eng yuqori katak tanlanadi.

Yechimni potensiallar usuli bilan yaxshilash jarayonida ham
taktikani o‘zgartiramiz. Yechimni yaxshilash magsadida bo‘sh
kataklar uchun cy - (ul - v,) giymatlarning musbatlari iehidan eng
kattasi olinadi. Agar barcha bo‘sh kataklar uchun cv—(u, -v;)<0
bo‘lsa, optimal yeehim topilgan bo‘ladi.

Maksimallashtirish masalasini minimallashtirish  usuliga
keltirib yechish ham mumkin. Buning uchun magsad funksiyasi —
1 ko‘paytiriladi va jadvaldagi baholash matritsasining barcha
giymatlari ham manfiy bo'ladi. So‘ngra masala minimallash-
tirish masalasi kabi yechiladi.

5.5.2. Mahsulotlarni eltishni tagiglash usuli

Bunday masalalar, masalan, ta’minotchidan iste'molchi olib
boruvchi yo'l berk bo‘lishi (ta’mir ishlari munosabati bilan)
mumkin. Buni hal gilish uchun marshrut mumkin bo‘lmagan
katakka minimallashtirish masalasida yetarli katta M>0 son
golyib yechiladi. Qolgan barcha hisoblash ishlari risoladagidek
davom ettiriladi.

165



5.5.3. Marshrut imkoniyati chegaralangan holat

Ba’zan marshrutlarning imkoniyati chegaralangan bo‘lishi
mumkin. Masalan, i-ta'minotchidan j-iste’molchiga yetaklovchi
marshrut imkoniyati q birlik bo‘lsin. Bu holda j-iste’molchining
ustuni ikki ustunga ajratiladi: / va f . Birinchi ustundagi talab

b*=bj —g oga ikkinchi ustundagi talab esa bj=q ga teng deb

olinadi. | satrning / ustunidagi katakning bahosi tagiglangan
katak deb hisoblab, uning giymatini M deb olamiz (M vyetarli
katta musbat son). /* ustuniga mos katak bahosi esa cy ga teng
deb olinadi. Qolgan hisoblash ishlari ham odatdagidek davom
ettiriladi.

5.5.4. Ishga optimal tayinlash

Firma m ta kishini n ta lavozimga ishga olmoqchi. /-kishi
j-lavozimga tayinlanganda tirma foydasi ctl bolsin. Masala gaysi
kishini qaysi lavozimga tayinlash magsadga muvofigligidan
iborat boiadi. Bu yerda shuni nazarda tutish lozimki. har bir
kishi fagat bitta lavozimga tayinlanadi.

Masalaning matematik modelini qurish uchun xv orgali i-
kishining y-lavozimga tayinlanishini belgilaymiz. Har bir kishi
fagat bitta ishga tayinlanganligi uchun x; fagat 1 yoki o qiy-
matni qabul giladi: agar /-kishi 7Havozimga tayinlanganda x%}=1
bolib, tayinlanmaganda esa “~=0 boiadi. Shuning uchun

le,; =l va XXx, -1 boiadi. /-kishini 7-lavozimga tayinlanganda
I

y 1
foyda clxj boiadi. Umumiy foyda esa /=y Yx ga teng
A A
boiadi.
Shunday qilib, quyidagi masalaga kelamiz.

/ :\r/n ) —>max
j-A il
S =1(¢=12..m

.H

Ibb



I*V=1 U=U...n

Misol. Ishga optimal tayinlash masalasiga misol keltiramiz.
Uchta bo‘sh o'ringa uch Kkishini olish kerak. Ishchilaming fir-
maga keltiradigan foydasi 5.35-jadvalda keltirilgan.

5.35-jadval
1-ish 2-ish 3-ish
1-ishchi 5 4 7
2-ishchi 6 7 3
3-ishchi 8 i 3

,Shimoli-g‘arb katagi” usulida biror boshlang‘ich bazis
kataklarni aniglaymiz. (1,1) katagi bazis deb olingandan so‘ng
bir vagtda 1-satr va 1-ustun hisoblashdan ehigishini e’tiborga
olsak. qoidaga ko‘ra 1-satr yoki l-ustundagi biror bo‘sh katakni
(masalan, bizning misolda (2,1) katagi) O giymat bilan bazisga
kiritamiz va h.k. 5.36-jadval hosil gilinadi.

5.36-jadval
l-ish  2-ish  3-ish
1-kislii 5 4 7
1

2- kishi 6 7 3
« 1

3- kishi 8 n 3|

0 1

Hisoblashlarni potensiallar usuli bilan davom ettirib, oxirgi
5.37-jadvalga kelamiz.

5.37—jadval
1-ish  2-ish 3-ish
1-kislii 5 4 7
0 -1
2—kislii 6 7 3
1 0
3-kislii 8 1n 3
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Demak. bu jadvalga koka 1-kishi 3-ishga. 2-kishi 1-ishga va
3-kishi 2-ishga olinganda firma eng yuqori foyda kolkadi.

5.5.5. Turli mahsulotli transport masalasi

Iste’'molchilarga har xil turdagi mahsulotlarni eltish zaru-
riyati tugklgan boisin. Bunday masalalarni yechishda har bir
ta'minotchi in turli mahsulot boKsa, shuneha ta'minot shoxob-
ehalariga; iste’molchilarning n turli mahsuloti n ta turli shartli
iste'molehilarga ajratiladi.

Turli mahsulotli transport masalasini misollar bilan ko‘rib
ehigamiz.

A fermer xolaligida 3000 tonna | nav va 4000 tonna |l nav
bug‘doy urugi bor. A2 termer xofjaligida esa mos ravishda 5000
tonna va 2000 tonna | va Il navli bug‘doy urugHari bor.
UrugKar ikki elevatorga yetkazilishi kerak. Birinchi elevatorga
2000 tonna | nav, 3000 tonna Il nav va 2000 tonna ixtiyoriy
navdagi urugHKarni yetkazish lozim.

Shuningdek, 2-elevatorga 8250 tonna urug‘ jo‘natishi kerak
boMKib. shulardan 1000 tonnasi | nav, 1500 tonnasi Il nav urug‘-
lar boHishi kerak.

Bir tonna urug‘ning transport xarajatlari: Al dan Bl va Bz
ga mos ravishda 1 va 1,5 birlikka, A2 dan Bxva B2 ga mos ra-
vishda 2 va 1 birlikka teng. Transport xarajatini minimallashti-
ruvchi rejani aniglash kerak.

Har bir ta’minotchini shartli ravishda (bugldov turiga garab)
ikki ta’'minotchiga ajratamizz: A{A>. A\ va A;. Har bir
iste'molchilar shartli ravishda uchta iste'molchi shoxobchalariga
gjratiladi: B\B{ va B* (I nav, Il nav va ixtiyoriy nav) ; B\B]

va B2. Talab taklifdan yuqgori bokgani uchun sun'iy ta’minotchi
A3 kiritamiz. Jadvalning ba'zi kataklarini yetarli katta son M
bilan ajratamiz. Masalan, (1,2) katagini M bilan belgilaymiz,
chunki A] ta'minotchi B? iste’molchining talabini aondira
olmaydi. A\ ta’minotchida B{ iste’molchini gondiruvchi urugk
yo‘q.

Natijada 5.38-jadval hosil boHKadi.
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5.38-jadval

Isle’'molehi p, B2 Zaxira
B\ B\ B\ B (Mng
Ta’minotchi " B B\ " tonna)
A 1 M 1 15 M 15 3
Al M 1 1 M 15 15 4
A 4 2 M 2 1 1 5
A: M 2 2 M 1 1 2
A 0 0 0 0 0 0 1,25
Taklif (ming 2 3 2 1 15 5,75
tomia)

5.38-jadvaldan foydalanib optimal yechimni aniglaymiz.

5.39-jadval
"X bte 'molehi B B2 Zaxira
b\ b\ (ming
Ta’minolchi B{ Br B2 toima)
A Al 1 M 1 15 M 15 3
2 1
A2 M 1 1 M 1,5 15 4
3 1
A, Al 2 M 2 1 M 1 5
1 4
L; M 2 2 M 1 1 2
15 0,5
A3 0 0 0 0 0 0 125
Taklif (ming 2 3 2 1 15 5,75
tonna)

5.39-jadvalga asosan l1-ta’minotchi l-iste’'molchiga | nav urug‘-
dan, 2 ming tonna; 2 navdan 3 ming tonna va ixtiyoriy navdan
(I va Il navdan) 2 tonna (I navdan ming. Il navdan ming
tonna jo ‘natadi).

Ikkinchi ta’minotchi ikkinchi elevatorga | nav bug‘doydan 1
ming tonna, Il navdan 1.5 ming tonna, ixtiyoriy navdan 4,5
tonna jo‘natadi. Ikkinchi elevatorning ixtiyoriy nav uchun
bolgan talabi tola qgondirilmaydi (1.25 ming tonna yetkazil-
maydi). Minimal xarajat frm=14 birlikka teng boiadi.
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Tayanch iboralar

Transport masalasi. ochiq va yopiq transport masalalari, ba-
zis kataklar. bo'sh kataklar. "shimoli-g‘arb katagr' usuli. mini-
mal xarajatlar usuli. Xarajat matritsasi. potensiallar usuli, sikl,
optimallik mezoni, boshlanglch bazisni topishdagi maxsus hol-
lar, biror marshrut bo‘yicha yol yopiq. biror marshrut bo‘yicha
yol chegaralangan, ochiqg transport masalasida biror talabni to‘-
la qondirish, biror taklif tomonni tola qondirish. transport ma-
salasiga keltiriladigan masalalar, dastgohlarni optimal tagsim-
lash, optimal ishga tagsimlash. turli xildagi transport masalalari,
maksimallashtirish masalasi.

Savollar

1 Qanday transport masalalari yopiq transport masalalari
turkumiga kiradi?

2. Yopiq transport masalarida boshlanglch tagsimotni topish
“sliimoli-glarb katagi” usulida ganday amalga oshiriladi?

3. Boshlanglch tagsimotni minimal xarajatlar usulida to-
pishning mohiyati nimadan iborat?

4. Boshlanglch tagsimotni aniglash jarayonida ro‘y bera-
digan maxsus hollar nimalardan iborat?

5. Transport masalasini yechishning potensiallar usuli gan-
day amalga oshiriladi?

6. Transport masalasini potensiallar usuli bilan yechish jara-
yonida siklga kiruvchi kataklar ganday aniglanadi?

7. Yopiq transport masalasini minimallashtirishda oxirgi jad-
valga kelinganligi ganday aniqglanadi?

8. “Shimoli-g‘arb katagi” usulini maksimallashtirish masa-
lasida gollash jarayoni minimallashtirish masalasidan farq
giladimi?

9. Boshlanglch tagsimotni topish jarayoni minimal xara-
jatlar usulini maksimallashtirish masalasiga ganday tatbiq
gilinadi?

10. Biror marshrut yopiq holatda bolgan transport masalasi
ganday yechiladi?

11. Talab taklifdan kichik bolgan transport masalasini biror

iste’'molchi talabini tola qondirish shartida ganday
yechiladi?
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12. Talab taklifdan katta bolgan transport masalasini biror
ta’minotchi talabini tola qgondirish shartida ganday
yechiladi?

13. Talab taklifdan kichik bolgan transport masalasini bar-
cha iste’'molchiiar talabini proporsional gondirish shar-
tida ganday yechiladi?

14. Biror marshrut imkoniyati chegaralangan tpansport ma-
salasini yechish ganday amalga oshiriladi?

15. Transport masalasini maksimallashtirishga yechishda po-
tensiallar usulini gollash jarayoni minimallashtirish ma-
salasidan nimasi bilan farq giladi?

16. Transport masalasining xarajat matritsasi nxm olchovli
bolganda bazis kataklar soni nechaga teng boiadi?

17. Turli mahsulotli transport masalasi ganday yechiladi?

18. Ishga optimal tagsimlash masalasi ganday yechiladi?

Mashqglar

5.1. Bazaning uchta omborida mos ravishda Si=180, S2=60 va
S3=80 birliklarga teng yuklar joylashgan. Bu yuklarni toltta
do‘konga tarqatish kerak. Do‘konlarning yuklarga talablari
mos ravishda Di=120, D2=40, D3=60 va D4=80 birliklarga
teng. Birlik yukni omborlardan do‘konlarga eltishdagi trans-
port xarajatlari jadvalda berilgan.

Di D, D, d4
S| 3 4 3
s? 5 3 1 2
(il 2 1 4 2

Yuklarni omborlardan do‘konlarga eltishdagi transport
xarajatlarini minimallashtirisiming matematik modelini tuzing.

5.2. A, B va C omborlarda mos ravishda 100, 150 va 250 toima
urug‘ bor. Bu uruglami 4 ta punktga jo‘natish kerak. Punkt
talablari mos ravishda 50 t, 100 t, 200 t va 150 t ga teng. A
ombordan 1t urug'ni punktlarga joliatishdagi transport xara-
jatlari mos ravishda 80, 30, 20 va 20 pul birligiga, B ombor-
dan esa 40, 10, 60 va 70 ga hamda C ombordan esa 10, 90,
40 va 30 ga teng. Transport Xarajatlarini minimallashtiruvchi
optimal rejani aniglang.
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5.3. Quyidagi transport masalalari uchun optimal
lashtirish rejasini toping.

i) 1
1 5
2 2
3 6

= W N
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3
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Taklif
100
150
80
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Taklif
100
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80

5.4. Quyidagi ochiq transport masalasida minimallashtirishga oid
jadvallar keltirilgan.
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1-masalani uchinchi iste'molchining talabi to‘la qondirilish
sharti ostida yeching.
2-masalani ikkinchi iste’molchining talabi to‘la gondirilish
sharti ostida yeching.
5.5. Quyida transport masalasiga oid jadvallar keltirilgan.
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iste’molchiga
eltuvchi yol imkoniyati chegaralangan bo‘lib. uning imkoniyati
10 birlikka teng bolganda transport xarajatini minimallashtiruv-
chi optimal rejani aniglang.

2-jadvalda ikkinchi ta’minotchidan uchinchi iste’molchiga
eltuvchi yo‘l imkoniyati chegaralangan bo‘lib. uning imkoniyati
40 birlikka teng boiganda transport xarajatini minimallashtiruv-
chi optimal rejani aniglang.



VI bob. MATRITSALI O *YINLAR
6.1. Beshlang‘ich tushunchalar

Bu mavzuda o ‘yinlar nazariyasi tushunchasi gisgacha bayon
gilinib, bunday nazariyaga olib keladigan holatlar, matritsali va
bimatritsali o yinlar tushunchasi keltiriladi.

Ko‘plab iqgtisodiy va harbiy masalalarni yechishda ziddiyatli
jarayonlarni tahlil gilishga to‘g‘ri keladi. Bunday jarayonlarda
ikki yoki undan ortig tomonlar ishtirok etib, ularning magsadla-
ri garama-qarshi boiadi. Bir tomonning ganday tadbirni amalga
oshirishi garslii tomonlarning harakatiga bogTiq boiadi.

Masalan, urush holatida bolgan tomonlarning niyati garshi
tomonning o‘z magsadini amalga oshirishdagi umnishlariga gar-
shilik gilishdan iborat. Igtisodiyotdagi ziddiyatli holatlarga sav-
do-sotiq bilan shug‘ullanuvchi firmalar bilan ishlab chigaruvchi-
lar orasidagi munosabatni keltirish mumkin.

Bunday ziddiyatli holatlar tahlili bilan matematikaning max-
sus bolirni o‘yinlar nazariyasi shug‘ullanadi. O 'yinlar nazariyasi
garama-qarshi tomonlar uchun optimal yolni tanlashga imkon
beradi.

0 ‘yvinlar nazariyasida o'yinlarning turlari o'yinchilar va
strategiyalar soni, o‘yinchilar munosabatidagi xarakter, yutuq
Xarakteriga garab aniglanadi.

Owinda ikki yoki undan ortigq oyinchilar ishtirok etishi
mumkin. lldci o‘yinchi gatnashgan o'yinlar yaxshi oi'ganilgan.
Uch va undan ortig o’yinchilar gatnashgan olkyinlar kam o‘rga—
nilgan.

0 ‘yvindagi strategiyalar soniga garab oyinlar chekli yoki
cheksiz bolishi mumkin. Agar barcha o‘yinchilaming strategiya-
lari chekli bolsa, chekli strategiyali o‘yin deyiladi. Agar okyin-
dagi biror o'yinchining strategiyalar soni cheksiz bolsa, bunday
o'yin cheksiz strategiyali o'yin deyiladi.

O'yindagi o'yinchilarning o‘zaro xarakteriga garab:
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* koaliatsionsiz (o‘yinchilariling o‘zaro kelushuvi tagiglanadi)

« koaliatsioiili (kooperativ) bolishi mumkin.

O‘yin yutug‘ining xarakteriga garab. isol yigindili o‘yin (barcha
okvinehilar yutuglarining yig‘indisi nolga teng) va nolmas yigIndili
o‘yinlarga bolinadi.

Yutuq funksiyasining ko‘rinishiga garab. o‘yinlar matritsali,
bimatritsaii, uzluksiz, gavariq va boshga turlarga bolinadi.

Ikki o‘yinchidan iborat nol yigindili o'yin matritsali o‘yin
deyiladi. Matritsali o‘yinda | o'yinchining yutugl matritsa ko‘-
rinisliida beriladi. Matritsaning satrlari |1 o‘yinchining strategiya—
larini, ustunlaii esa Il o‘vineliming strategiyalarini ifodalaydi.
Matritsaning i-satri va j—ustunida joylashgan element | o'vinehi-
lling tanlangan strategiyalardagi yutuglini beradi.

Ikki o‘yinchidan iborat nolmas yigindili o'vin bimatritsaii
o'yin deyiladi. Bu turdagi o'yinda har bir o‘yinchining yutuq
matritsasi aloliida beriladi.

Bu bobda biz matritsali o'yinlar bilan shug‘ullanamiz.

Umumiy holda matritsali o'yin 6.1-jadval ( matritsa)
ko‘rinishida beriladi.

6.1-qadval
o b o~
al an  ap ag
b5 % 8 «fl

an al ama - am
Bu yerda a, —I o'vinehilling strategiyalari, bj — Il o‘yinchining
strategiyalari. atl — | oyinchining i-strategiyani, Il o‘yinchi j-
strategiyani tanlagandagi yutugl. Matritsali o‘yin nol yiglndili
0‘yin bolgani uchun, Il o'yinchmmg tolov matritsasining ko‘-
rinishi | o‘yinchi tolov matritsasining teskari ishora bilan olin-

ganiga teng.
Matritsali o‘vinga olib keladigan ikki masalani ko‘ramiz.
1-masala. Bir bozorda fagat ikki A va B ragobatchi kompa-
niyaning mahsulotlari sotiladi. Boshlanglch vaqtda ulaming bo-
zordan keladigan ulushlari teng. Ulaming ikkalasi ham bozordan
keladigan ulushini ko‘paytirishga harakat giladi. Agar A kom-
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paniya haftalik reklama harakatlarini boshlab yuborsa va B kom-
paniya heeh bir tadbir gilmasa, u holda A ning uluslii 3 foizga
ortadi. Lekin agar B hafta davomida narxlarni lushirsa va A heeh
bir tadbir gilmasa, B ning ulushi 4 foizga ortadi. Agar A haftalik
reklamani amalga oshirsa, B ning ulushi 1 foizga ortadi. Agar
ikkala kompaniya ham heeh ganday tadbir o'tkazmasa, ularning
ulushida ham o‘/garish bo'Imaydi.
Shunday qilib, har bir kompaniya uchun ikkitadan yoll bor.

Ularning tutgan yollariga mos keluvchi A kompaniyaning yutugi
(B kompaniyaning mag'lubiyati) 6.2-jadvalda keltirilgan.

6.2—jadval
B  narxni tadbir
A tushirish yo'q
rekLima -1
fadhir yo‘q -4 o

Har bir tomon uchun gaysi yoini tanlash kerak degan masala
ko‘ndalang qo‘yilgan.

Bu masalada ikkita o'yinchi bor. Birinchi o‘yinchi —A kom-
paniyaning tanlashi mumkin bo‘igan holatlari (sof strategiyalari)

an=reklama oYka/ish;

a2 =tadbir gollamaslik.
Ikkinchi o'yinchi — B kompaniyaning tanlashi mumkin bo‘lgan
holatlari (sof strategiyalari)

bx=narxni tushirish;

bz= tadbir qoMlamaslik.

Shunday qilib, to'lov matritsasi quyidagicha bo‘ladi.

1 g
-4 0

Matritsada mantiy elementlar ham ishtirok etrnogda. Bu son unga
mos strategiyalar tanlanganda birinchi o'yinchi uchun magMu-
biyat, ikkinchi o'yinchi uchun yutuqg boMishini ko'rsatadi.
2-masala. Harbiy o‘yin. | o‘yinchi —polkovnik, Il o"yinehi —
general. Polkovnikda 4 ta polk, generalda 3 ta polk mavjud. Har
birining magsadi ikki qishlogni egallashdan iborat. Qishlogni
175



egallashi 1 ball bilan baholanadi. Qarama-qarshi tomonlar
gishloglarga butun sondagi polklarni jo'natishi yoki umuman
jo'natmasligi mumkin. Qishlogga jo‘natilgan polklarning soni
gaysi tomonda ko‘p bolsa, shu tomon gishlogni egallagan
boiadi. Yutuq gishlogni egallaganligi va gishlogni egallamagan
tomonning polklar sonining yigindilari bilan baholanadi.

Agar gishloqgdagi polkovnik va general yuborgan polklar soni
teng bolsa, hech gaysi tomon yutmaydi va O bilan baholanadi.
Har bir tomonning yutugl har bir gishlogdan baholar yigln-
disiga teng. Qarshi tomonlardan birortasining yutugl ikkinchi
tomonning maglubiyatiga teng.

Polkovnik va generalning magsadlari garama-garshi va birining
yutugl ikkinchisining maglubiyatiga teng bolgani uchun masalani
nol yiglndili matritsali o‘yin sifatida ifodalash mumkin.

0 ‘yinchilarning holatlari {a,b} ko*rinishidagi sof strategiya-
lardan iborat boiadi, bu yerda a —birinchi gishlogqga jo ‘natilgan
polklar soni, b esa ikkinchi gishlogga jo‘natilgan polklar soni.

Shunday qilib, polkovnikning strategiyalari:

1 | gishlogga barcha polkni jo‘natish, ya’ni {4,0}.

2. IT gishlogga barcha polkni jo‘natish, ya'ni {0,4}.

3. | gishlogga 3 ta, Il gishlogga | ta polkni jo‘natish, ya’ni
{31}

4. 11 gishlogga 3 ta, | gishlogga | ta polkni jo‘natish, ya’ni
{13}

5. Har bir gishlogga 2 tadan polk jo‘natish, ya’ni {2,2}.
Generalning strategiyalari:

1 | gishlogga barcha polkni jo‘natish, ya'ni {3,0}.

2. 1l qgishlogga barcha polkni jo‘natish, ya'ni {0,3}.

3. | gishlogga 2 ta, Il gishlogga | ta polkni jo‘natish, ya'ni
{2,1}.

4. 11 gishlogga 2 ta, | gishlogga 1 ta polkni jo‘natish, ya’ni
{1,2}.

Shunday qilib, polkovnikda 5 ta, generalda 4 ta strategiya mav-
jud. Yutuq qoidasiga ko‘ra polkovnikning (I o‘yinchi) yutuglar
matritsasini tuzamiz.

Avytaylik, polkovnik 1-strategiyani, general 2-strategiyani
tanlagandagi polkovnik yutuglni hisoblaymiz. Ya’ni | gishlogga
polkovnik barcha 4 polkni jo'natadi. General esa barcha polkni
Il gishlogga jo‘natadi. Polkovnik I gishlogni egallagani uchun 1
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bilan baholanadi, Il gishlogni egallay olmagani uchun uning Il
gishloqdagi yutug‘i -1 ga teng boiadi. Natijada ikki gishloq bo‘-
yicha olingan yutuq 1-1=0 ga teng boiadi.

Polkovnik ikkinchi strategiyani tanlab, general uchinchi
strategiyani tanlagandagi polkovnik yutuglni aniglaymiz. Pol-
kovnik | gishlogga biroita ham polk jo‘natmaydi, general esa 2 ta
polkni jo‘natadi. Polkovnikning | gishloq bolyicha olgan yutug‘i —
1 ga teng. |l gishloqga polkovnik 4 ta polkni, general 1 ta polkni
jo‘natadi. Shuning uchun, Il gishlog bo'yicha polkovnik yutug‘i
(gishlogni egallagani uchun 1 ball; generaining |l gishlogdagi
polklar soni 1 ga teng bolgani uchun 1 ball) 2 ga teng bo‘ladi.
Ikki gishlog bo‘yicha polkovnik yutug‘i 2+1=3 boMadi. Qolgan
strategiyalar bo‘yicha shu tarzda hisoblashlarni amalga oshirsak,
polkovnikning yutuq matritsasini hosil gilamiz.

4 0 2 P
o 4 12
1 -1 30
-1 1 30
-2 -2 2

0 ‘yinning yechimi. 0 ‘yinni yechish —quyidagi savollarga
javob berishdir.
1 Har bir o'yinchi o‘zining yutuglni maksimallashtirish uchun
gaysi strategiyani tanlashi lozim?
2. Agar o‘yinchilar bu strategiyalarni tanlasa, olyinchilarga
tegadigan tolovlar ganday bo'ladi?
0 ‘yinlarning ayrimlari sof optimal strategiyalarda yechilishi
mumkin.

6.2. Sof optimal strategiyalarda yechiladigan o‘yinlar

Bu mavzu sof optimal strategiyalarni topishga bagfishlangan.
Bu yerda o yinning quyi va yuqori baholarini topish keltiriladi.

Bozordagi raqobat masalasi sof optimal strategiyalarda
yechiladigan o‘yinga misol bola oladi. Agar A kompaniya ay ni

B kompaniya b2 ni tanlasa, A kompaniyaning bozor ulushi eng
yugori (3 ga teng) bolar edi. Lekin «aglli» B kompaniya ke ni
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tanlamaydi. Buning sababi B kompaniya uchun & ni tanlashi
ma’qulrog. Agar A kompaniya 5, ni tanlasa, B ning bozor ulu-
shi 1ga, agar A kompaniya a2 ni tanlasa. B ning bozor ulushi 4
ga teng bo‘ladi. Shularni bilgan holda B kompaniya bxni, A
kompaniya esa ar ni tanlaydi.

Umuman sof optimal strategiyalar quyidagi mulohazalar
yordamida topiladi.

1 Ikkala o'yinchi ham o‘zining har bir tanlashi mumkin
bo‘lgan holatiga mos keluvchi eng yomon to‘lovni
aniglaydi.

2. Eng yomon to‘lovlarning eng yaxshisiga mos keluvchi
holatni tanlaydi.

¢ A kompaniya uchun.

1-gadam. Har bir satrning minimumini topadi. Topilgan natija-
lami jadvalning okng tomonidagi yangi ustunga yozadi.
2-qgadam. Eng yaxshi strategiya sifatida 1-qadamda topilgan mi-
nimumlarning maksimumiga mos keluvchi satrni tanlaydi.

« B kompaniya uchun.

1-gadam. Har bir ustunning maksimumini topadi. Topilgan na-
tijalarni jadvalning quyi tomonidagi yangi satrga yozadi.
2-gadam. Eng yaxshi strategiya sifatida 1-gadamda topilgan
maksimumlarning minimumga mos keluvchi ustunini tanlaydi
(6.3-jadval).

6.3-jadval
B
A bj b2 A kompaniya uchun
eng yomon natija
aj -1 3 -1
B kompaniya -1 3
uchun eng yomon
yo‘qotish

Shunday qilib, A kompaniya o‘zining minimum yutuglarini
maksimallashtirishga harakat giladi (maximin), shu wvaqgtning
o‘zida B kompaniya 0°‘zining maksimum yolqotishlarini mini-
mallashtirishga harakat giladi (minimax).
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Bozordagi ragobat masalasining yechimi

Ikkinchi o‘yinchi — B kompaniyaning tanlaslii mumkin bo‘lgan
holatlari (sof strategiyalari)

1 A kompaniya a strategiyani, B kompaniya kX strategiyani

tanlaslii kerak (al =reklama o‘tkazish, br=narxni tushirish).

2. Agar o'yinchilar yugoridagi strategiyalarni tanlasa, o'‘yin-

ning bahosi —1 ga teng boladi.

Okyin doimiy takrorlanib turadi, deb hisoblaymiz. Shu sa-
babli o‘yinchilar o‘z strategiyalarini okgartirib turish imkoniya-
tiga ega. Lekin agar biror o‘yinchi o‘z strategiyasini yuqorida-
gidan boshqga strategiyaga o‘zgartirsa, uning bozor ulushi yaxshi-
lanmaydi. Boshgacha aytganda o‘yinchi sof optimal strategiya-
dan chetlansa, u «jazolanadi».

Umuman o‘yin KW olchamli

ad a2 .. abi

matritsa yordamida beriladi. | o‘yinehi satrlarni tanlaydi, ya’ni
uning sof strategiyalari satrlar. | o”inchining K ta sof strategiyasi
bor.

n o‘yinchi ustunlami tanlaydi, ya'ni uning sof strategiyalari
ustunlar. | o‘yinchining n ta sof strategiyasi bor.

Ushbu v=miaxjmina. son o‘yinning quyi bahosi deyiladi.

Yuqorida keltirilgan masalada v =-1.

Ushbu v:n}”nm?xa son o‘yinning yugori bahosi deyiladi.
Yuqorida keltirilgan masalada v=-1.

Agar v=v=v bo‘lsa, u holda bu son matritsali 0Yinning

bahosi, o‘yinchilarning bu songa mos keluvchi strategiyalari esa
ularning sof optimal strategiyalari deb yuritiladi.

Masalan. ath=v bo‘lsa, i0-1 o‘yinchining sof optimal stra-
tegiyasi, jQ-11 of/inchining sof optimal strategiyasi boladi.
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0 ‘yinning bahosi matritsaning /O-satrda eng kichik va j Q-ustun-
da eng katta bo'lgan atj elementiga teng bo'ladi, ya’ni

av T /=1L K =1
munosabatlar bajariladi.

0 ‘yinchilarning sof optimal strategiyalari bir nechta bo‘lishi
ham mumkin. Bunga quyidagi matritsali o'yin misol bo‘la oladi.

'7-12
4 4 6
6 3 0
7 4 5

Matritsali o‘'ymda v=v tenglik bajarilmasligi ham mumkin. Bu

holda matritsali o‘yinning sof strategiyalarda bahosi bo4maydi.

6.3. Hukmron strategiyalar

Bu mavzuda hukmron strategiya hagida tushuncha keltirilib,
uning yordamida oyin matritsasini soddalashtirish mumkinligi

bayon qilinadi. Bu, 0'z navbatida, matritsali o yin yechimini topish
jarayonini osonlashtiradi.

Agar o‘yinlar matritsasining /-satr elementlari uning j-
satrining mos elementlaridan kichik bolmasa, | o‘yinchining i~
sof strategiyasi uning y-sof strategiyasi ustidan hukmron deyiladi.
Bunda /-sof strategiyani tobe strategiya deb ham yuritamiz.

Quyida keltirilgan o‘yinda | o'yinchining a2 strategiyasi
uning strategiyasi ustidan hukmron; aXx strategiyasi esa a2 va
ai strategiyalari ustidan hukmron.

bx b2 bi b4
a, 3 3 3 4
a2 2 3 2 1
as 2 2 2 o

Agar o‘yinlar matritsasining /-ustun elementlari uning j-
ustunining mos elementlaridan katta bo‘lmasa, Il o‘yinchining
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I —sof strategiyasi uning y-sof strategiyasi ustidan hukmron de-
yiladi. Bunda j-sof strategiyani tobe strategiya deb ham yurita-
miz.

Yuqoridagi misolda ll-o0‘yinchining bx strategiyasi uning b2
va b} strategiyalari ustidan hukmron, lekin b4 strategiyasi ustidan
hukmron emas.

Qandaydir okyinehining /-strategiyasi uning /-strategiyasi
ustidan hukmron bolsin. U holda uning /-strategiyani tanlagan-
dagi yutugl j -strategiyani tanlagandagi yutugldan kam bolmay-
di. Shu sababli bunday hollarda j-strategiyani o‘chirib tashlash
mumkin. Shu yol bilan o‘yinlar matritsasining tartibi kamayti-
riladi.

Yuqoridagi matritsadan b2 va b} ustunlarni tashlab yuborib

matritsani, a va a} satrlarni tashlab yuborib esa

b A~ K
o I
_| - - -

jadvallarni hosil gilamiz. Soiiggi jadval b4 ustunni tashlab
yuborishdan hosil qilindi.

6.4. Aralash strategiyalar

Agar matritsali 0'yinda sof strategiya mavjud bo'lmasa, bun-
day o Yyinlaming yechimi aralash strategiyada qidiriladi. Bu mav-
zuda aralash strategiyalarni topishning nazariy asoslari keltiriladi.

Endi matritsali o‘yinning yugori va quvi baholari teng
bolmagan hollami garavmiz. Shu magsadda quyidagi matritsali
o‘yinni ko‘rib chigamiz.
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Bu matritsali o‘yin uchun v=3 va v=5. 0 ‘yinning yuqori va
quyi baholari teng emasligi sababli sof optimal strategiyalarda bu
o'yinning bahosi yo‘q. Umuman v<v boigan holda | o‘yinchi
kamida v ga teng yutugni ta'minlaydi, Il o‘yinchi esa |
o'yinchining yutug'i v dan oshmasligini ta’minlaydi. Qolgan v—
v migdorni o‘yinchilar oktasida ganday tagsimlash kerak?

Agar birinchi o'yinchi fagat bitta sof strategiyasini tanlay-
versa, bu uning uchun yaxshi yo‘l hisoblanmaydi. Masalan, u
fagat ikkinchi satrni tanlayversa, u holda ikkinchi o‘yinchi faqat
birinchi ustunni tanlab turaveradi. Bu holda birinchi o‘yinchi-
ning yutug‘i har bir o‘yin uchun 3 ga teng bo‘lib golaveradi.

Agar birinchi olyinchi ayrim hollarda birinchi satrni, ayrim
hollarda ikkinchi satrni tanlasa, uning yutugh ganday o‘zgaradi?
Aytaylik, birinchi okyinchi birinchi satrni 0,5 ehtimollik bilan,
ikkinchi satrni ham 0,5 ehtimollik bilan tanlasin.

Agar bunda ikkinchi o'yinchi fagat birinchi ustunni tanlasa,
birinchi o”yinchining o'rtacha yutug‘i 05-5+05-3=4 ga teng
bo‘ladi.

Agar ikkinchi o‘yinchi fagat ikkinchi ustunni tanlasa, bi-
rinchi o‘yinchining o ‘rtacha yutug‘i 0.5-3+0.5-7=5 ga teng.

Ikkinchi o‘yinchining magsadi birinchi o‘yinchining yutug‘i-
ni kamaytirishdan iborat bo‘lgani uchun u birinchi ustunni tan-
laydi. Shunday qilib, birinchi o‘yinchi o‘zining sof strategiya-
larini aralashtirib tanlasa, uning yutug'i ortishini ko‘ramiz.

Biz yuqgorida birinchi o‘yinchi o‘zining sof strategiyalarini
0,5 ehtimollik bilan tanlasin deb oldik. U o‘zining o‘rtacha
yutug‘ini maksimallashtirish uchun satrlarni ganday ehtimollik
bilan tanlaslii kerak?

Ushbu

matritsa bilan berilgan o‘yinni ko‘rib chigamiz.
| o‘yinchining m ta sof strategiyasi bo‘lgani sababli uning
aralash strategiyasi
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/>,>0, pn>0, pi >0, pl+p2+..+pT=1 (6-1)
shartlarni ganoatlantimvchi T ta sondan tuzilgan
P=(7Lp2 /O

vektor sifatida aniglanadi.
1l o‘yinchining n ta sof strategiyasi bo‘lgani sababli uning
aralash strategiyasi

gx>0. qz>0, .., gn>0, gx+ +..+qgqn=1 (6.2)
shartlarni ganoatlantiruvchi n ta sondan tuzilgan
0=(@Q ?2. .7,

vektor sifatida aniglanadi.

Har bir sof strategiya aralash strategiyaning xususiy holi
hisoblanadi. Masalan, | o‘yinchining /-sof strategiyasini /-ele-
menti 1ga, golgan elementlari O ga teng bo‘lgan

/'"=(. .0.10...0)

aralash strategiya sifatida aniglash mumkin.

0 ‘yinchilarning har biri aralash strategiyasini boshgasidan
mabhliy ravishda qollaydi deb hisoblaymiz.

Agar o'‘yinchilar P=(¢?,p2..,pJ va Q={d,92-.,9,,) aralash
strategiyalarni tanlasa, sof strategiyalardan tuzilgan (/,» holat
p.g. ehtimollik bilan yuz beruvchi tasodifiy migdorga aylanadi.
0';;) holatda | o‘yinchi a ga teng yutug olgani sababli (P,0)
aralash strategiyalar holatida | o‘yinchi yutugfining matematik
kutilmasi

E(A,P,Q) = 'jlgrl%iailp igk
ga teng boladi. Bu son (P,Q) aralash strategiyalar holatida | o‘yin-
ehining o Trtacha yutug7 deyiladi.

Agar PQ=(PN\p2....pmM) va 0o0=("°, q2\..,G,) strategiyalar
uchun ixtiyoriy P=(?Bpz .., pm va Q={d,9z...,qn larda

E(A.P,00<E (AP0,Q0<E(A,P0Q)
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munosabatlar o‘rinli bo‘lsa. u holda P° va 0° strategiyalar
o‘yinehilarning optimal aralash strategiyalari deyiladi.
Bu esa

mgx&ﬂnECA ,P,0) =E(A.PUOO0)= I'IéjI'ITgXE(ﬂ._P.QL

ekanini bildiradi. v=EAP\Q-) son o yinnning bahosi deyiladi.
O'yinchilaming optimal aralash strategiyalari va otyinning
bahosidan tuzilgan (P\O0".v) uchlik oyinning yechimi deyiladi.
Bu yerda quyidagi savollarning tug'ilishi tabiiy:
1 Qanday matritsali o‘yinlar aralash strategiyalarda yeehimga
ega?
2. Agar matritsali o0‘yin yeehimga ega bo‘lsa. uni ganday topish
mumkin?
Bu savollarga quyidagi teoremalar javob beradi.

Matritsali o‘yinlar nazariyasining asosiy teoremasi

1-teorema (J.fon Neyman). Ixtiyoriy matritsali oyin uchun

n@(nﬂl E(AP,0) va anHBxEM,P.O)
migdorlar mavjud va ular teng:

mgxnd'n E(™/30) =n*6*|p;1axE(v4./\O.

Bundan tashgari, aralash strategiyalarda hech bo ‘imaganda
bitta (P\D °) holat topilib,
E(A.P\<9]) = mﬁxn@‘lE(A,P.Q_) = n@'lf_qaxE(’%,P‘tQ

bo 'ladi.
Optimal aralash strategiyalarning asosiy xossalari

2-teorema. po=(PMN\p2....mMf) va Q° =(4IN\g2\. g °) optimal
aralash strategiyalar va v o0y inning bahosi bo ‘Isin. U holda
1) Agar | oyinchi i-strategiyani tanlaganda Il o Yyinchi 0°
strategiyani tanlasa, 11 o ¥Yinchining yutgazishi o™\jn
bahosiga teng,

ya 'ni Elgilql =v i=1,2,..,m; (6.3)
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2) Agar Il oyinchi k-strategiyani tanlaganda | o ‘vinehi p-°
strategiyani tanlasa, | oYyinchining yutug‘ o'yin baho-
siga teng,

ya ni \zliaqm =v k=1,2,..,n; (6.4
I

Matritsali o‘vinlar yechimlarini tuzish usullari shu tenglik-
larga asoslangan.
Tolov matritsasi

an

(6.5)

kolrinishda bo‘lgan 2x2 matritsali oyinni aralash strategiyasini
topishni ko‘rib chigamiz.

6.5. 2x2 matritsali o‘yinni aralash strategiyasini
topishning analitik usuli

Bu mavzuda 2x2 matritsali o 'vinning sof strategiyasi mavjud
bo imaganda uni aralash strategiyalari topishning analitik usuli
bilan tanishamiz-

(6.5) matritsali o‘yinning sof strategiyasi mavjud bo‘Imasin.
(6.1)-(6.4) formulalarga kofra quyidagi tenglamalar sistemasini
keltirish mumkin.

anPl +a2iPz = v
al2pl +a2p2=v (6.6)
Pi +Pz =1
bu sistemalarni yechib, optimal strategiya va og/in bahosini
topamiz.

PJ={Pi-Pi) ; Q° ={4"4ik



0 ‘yin bahosini quyidagi tengliklaming biri orqali aniglash
mumkin.
v =pxn +(1- pDa2l, v=pr1z+\-pl)a2
v =an +(1-?20ha12, v = qpogd +@-gxa22

6.6. 2x2 matritsali o‘yinni aralash strategiyasini
topishning grafik usuli

Bu mavzuda 2x2 matritsali o‘yindagi aralash strategiyalarni
topishning gralik usuli o‘rganiladi.

2x2 matritsali o‘yinning geometrik talginini keltirish mum-
kin. Buning uchun 1 o%yinchi p=(p.\-p) aralash strategiyani

{p =pX< Il o'yinchi esa 1-sof strategiyani tanlaganda, (6.6) ga
ko‘ra I-oVinchining oladigan yutugl

M =pan H\-p)ad (6.7)
Il o'yinchi esa 2-sof strategiyani tanlaganda

y2=paX+a -p)a2 (6 .8)

ga teng boiadi. Shuning uchun (p)y) tekislikning 0</?<1 orali-
glda (6.7) va (6.8) to‘glri chiziglaming grafigi chiziladi. Bu gra-
fiklarning kesishish nugtasi o™yin yechimini beradi.

Misol. Tolov matritsasi

"1,5
2

ko‘rinishida bolgan matritsali o‘yinning gralik usulda aralash
strategiyasini topamiz.
(6.7) va (6.8) chiziglar ko‘rinishi quyidagicha boiadi.

W= 157 +2(1 - p) = -0,5p +2 (6.9)
y2=3p +(\-p) =2p +1 (6.10)

Bu chiziglaming grafiklari 6.1-rasmda ko‘rsatilgan. Grafikning
p=0 chiziglda tolov matritsasining ikkinchi satr elementlari,
p=1 chiziglda esa 1-satr elementlari joylashganligiga e’tibor be-
ring.



To'‘g‘ri chiziglarning kesishish nuqtasi N ning abssissasi px
ni, ordinatasi esa o‘yin bahosini beradi. Demak, | o‘yinchining
optimal strategiyasi £ =06 PN\=10,6 =0,4 bo‘lib, o'yin bahosi
v =18 ga teng bo‘ladi.

Il okyinchining optimal strategiyasini aniglash uchun (6.6)
sistemaning o'ng qismidagi sistemadan foydalanamiz.

3~
s 25-
-——— MO. 6: 2=
—_— v 15- [12) 4
wSilo)
1_
0.5
0.2 0.4 0.6 0.8 0 0.2 0.4 0.6 0.8 Yy
p q
6.1-rasm 6.2-rasm

Agar (]=9.91=\—q belgilashlar kiritsak, sistema quyidagi ko‘ri-
nishga ega bo‘ladi:

YN=\50 +3(\-0) = -\5p +3 (6.11)

y2=2q+1-q=(Qq+1 (6.12)
Bu chiziglarning grafigi 6.2-rasmda keltirilgan. Chiziglar ke-
sishish nuqtasining abssissasi 4 =0,8, ordinatasi o0‘yin bahosiga
teng v=I1,8. Demak, Il o'yinchining optimal strategiyasi
Q° = (08,02 bo‘ladi.

6.7. 2xn va WN\2 matritsali o‘yinlarni yechishning
grafik usuli

@) 'yin matritsasining strukturasi 2xn va mx2 Ko rinishni taqozo
gilsa, bunday o yinlami grafik usulda yechish imkoniyati tug4ladi.
Bu mavzu shu imkoniyatni ochishga bag'ishlangan.
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I olyinchining yutuglar matritsasi 2xn

matritsa bilan berilgan bolsin. Aytaylik, | o‘yinchi p =(p,\-p)
aralash strategiyani tanlagan. Awalgi bandda keltirilgan 2-teore-
maga kola o4iiming bahosi va p ning optimal p giymatini topish

v=mm(oupv+alk@ - p 0)) = maxmin(flu/~>+alk( - p))
tenglamani yechishga teng kuclili.

mﬂfa.c +aﬂ(1— p)) (6.13)

funksiyaning maksimumini uning grafigi yordamida topish
oson. Buning uchun quyidagicha yol tutiladi. | o‘yinchi
P=(pA-p) aralash strategiyani, Il o‘yinchi esa k-sof strate-
giyasini tanlaganda | o‘yinchining oladigan ollacha yutugl

YK=auP +oui}-p')4 K=12....n

ga teng. Shu sababli Il olyinchining har bir sof strategiyasiga bir
tolg‘ri chizig mos keladi. Shuning uchun tekislikda dastlab

Yk=auP +axk@~P*+ K=-12...,1n

to‘g‘ri chiziglaming grafiklari chiziladi (6.3-rasm).

p
6.3-rasm 6.4-rasra
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So‘ngra har bir p, o<p <l uchun yk laming giymatlari ketma-
ket tagqgoslanib, ularning eng kichigi belgilanadi (6.4-rasm). Na-
tijada (6.13) funksiyaning grafigini hosil gilamiz (6.5-rasm). Bu
siniq chiziq barcha to"g‘i chiziglarni past tomondan o‘raydi.

6.5-rasm

Uni quyi grafik deb ataymiz (6.6-rasm). Quyi grafikning eng
>nqori (;/ ,v) nuqtasi yordamida | o‘yinchining P° =(p°,l- p°)
optimal strategiyasi va o'yinning bahosi (v) aniglanadi.
Misol. Ushbu 2x6
4 3 1 -10
41 10 5 4

matritsali 0‘yinga e’tibor garatamiz.

1 O'yinning optimal sof strategiyalari bor yoki yo ‘gligini
tekshiramiz. 0 ‘yinning quyi bahosi -1ga, yuqori bahosi
esa 1 ga tengligi sababli uning optimal sof strategiyalari
yo‘q. 0 ‘yinning yechimini aralash strategiyalarda qidirish
kerak.

2. 1 o'yinchining o ‘rtacha yutuglarini hisoblaymiz. Ushbu

4 3 1-10
-110 5 4

jadvaldan
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Vi=6p-2(1-p). y2=4p-(@1-p)
yi=3p+@-p), y4=p
y,==p +5(\-p), Vv6=4(1-p)
funksiyalarni hosil gilamiz.
O‘yin grafigini yasaymiz (6.7-rasm). Grafikdan ko‘rinib turib-
diki. barcha to‘gki chiziglar

past tomondan 1, 4 va 5 to‘g‘n chiziglarning kesmalari ABCD
sinig chiziq bilan o‘ralgan. ABCD siniq chizigning eng yugori
nugtasi C nugtadir. Bu nuqta 4 va 5- to‘g‘ri chizigning kesishish
nuqtasidan topiladi. Ya'ni

vd=P , V,=-p +51-p)

to‘g‘ri chiziglar kesishgan nuqtada yotadi. Bu tengliklar o'ng
gismlarini tenglashtirib

ekanini topamiz. Shuning uchun okyinning bahosi va | o‘yinchi-
ning optimal aralash strategiyasi quyidagicha

Endi Il o‘yinchi uchun
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/0 O O O 0 O\
6]: <0, ~02>03>04>05, 06 )
optimal aralash strategiyani topamiz. Buning uchun

Or\NXN0/n0/"\0 Gi 0 A
01 =0-02 =0-03 = Oa =0>05=1*“0"06 =0

deb olamiz. Shu bilan biz quyi grafikning eng yugori nugtasini
aniglayotgan 4 va 5-funksiyalarga mos keluvchi Il o‘yinchining
4 va 5-sof strategiyasini ajratdik. Endi | o‘yinchi sof strategiya-
larini tanlaganda hosil bo‘ladigan o‘rtacha yutuglarning birorta—
sini (qaysi biri ekanining ahamiyati yo‘q) o'yinning bahosiga
tenglab, q ning optimal giymatini topamiz:

0-0—0) =, 5(1-a) =+

Har ikkala holda ham 0°=y ekanini aniglaymiz. Shunday qilib,

berilgan o'yinning to‘la yechimi

°=f-,-], c/'=[ono-,01Av—
P N 7!1 5 7 7) 7

Umuman, masalaning yechimini topishda quyidagi hollar
kuzatilishi mumkin.
A. Quyi grafikfagat 1ta (P°v) eng yuqori nugtaga ega.
l)agar p°=o0 bo‘lsa, o0'‘yin sof optimal strategiyalarda yeehimga
ega. Bunda P°=(P°A-p°)=(o,l) | o‘yinchlning sof optimal
strategiyasi. Il o‘yinchining sof optimal strategiyasi a) (O,v)
nuqtadan o‘tuvchi; b) quyi grafikning biror gismini tashkil
etuvchi to‘g‘ri chizigga mos kelgan sof strategiya bo‘ladi.

2) agar p° =1 boMsa, bu holda ham o‘yin sof optimal strategiya-
larda yeehimga ega. Bunda P° p° )=\, 0) | o‘yinchining
sof optimal strategiyasi. Il o‘yinchining sof optimal strate-
giyasi a) (1, v) nuqtadan o‘tuvchi; b) quyi grafikning biror
gismini tashkil etuvchi to‘g‘ri chizigga mos kelgan sof stra-
tegiya bo‘ladi.

3) agar 0<p° <1 bo‘lsa, u holda quyi grafikning eng yuqori nug-
tasida kamida 2 ta to‘g‘ri chiziq kesishadi. Ulardan birining
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(aytaylik, Ae=sining) burchak koeffitsiyenti musbat, ikkinchi-
sining (aytaylik, /-sining) burchak koeffitsiyenti manfiy boia-
di. Ushbu

avsd +auii- q) = av@+anu - q)

tenglamani yechib va

gt =g< tfj=o, j*K|
deb olib Il o‘yinchining optimal aralash strategiyasini topamiz.
B. Quyi grafikning eng yuqori giymatlari kesmani tashkil
etadi. Il o'yinchining bu kesma orgali o‘tuvchi to‘g‘ri chizigga

mos kelgan k°-sof strategiyasi uning uchun optimal bo‘ladi.
Endi mx2 ko‘rinishdagi o‘yinni ko‘ramiz. Bu o0'yinning
baholash matritsasi quyidagi ko‘rinishda boiadi.

aX a

Bunday o'‘yinlarning tahlili 2xn kokrinishdagi o‘yinga
o‘xshab ketadi. Q={q,I-q} Il o'yinchining aralash strategiyasi
bolsin. Agar | o'yinchi sof i-strategiyani (i=1,2,..,m) tanlagan-
da, Il o‘yinchining o‘rtacha yutugl

v=dtlq +al2{s - q), i=12,.,m

ga teng boiadi. Bu munosabat g ga nisbatan to‘g‘ri chizigni ifo-
dalaydi.

T%{aﬂq +al2(\- q))

funksiyaning grafigi | o‘yinchining sof strategiyalaridan tashkil
topgan to‘g‘ri chiziglarni yuqgoridan o‘rovehi siniq chizigdan
iborat boiadi (6.8-rasm).

Siniq chizig quyi nugtasining abssissasi q1 1l o‘yinchining
optimal strategiyasini, Vv° ordinatasi esa 0‘yin bahosini beradi.
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I o'yinchining optimal strategiyasini aniglash qoidasi 2xn
o'yinda Il o‘yinchining strategiyasini topish kabi bo‘ladi.
Misol keltiramiz. 3x2 oyinning bahosi quyidagicha bo‘lsin.

'3 T
-1 3
vl 0OV

Awalo, o'yinda sof strategiya bor-yo‘gligini aniglaymiz. Bu
olyinning quyi chegarasi 0, yuqori chegarasi esa 3 ga teng
boMgani uchun o'yinning egar nugtasi yo‘q.

B olyinchining aralash strategiyasini aniglaymiz.

Quyidagi

q 19
3 -1
-1 3
1 0
Jadvaldan
(2): v=3gq-a-0Q).
@) v=—g+31—q).

® v-q

to‘g‘ri chiziq tenglamalarini hosil gilamiz.

Yugorida zikr qgilingan to‘g‘ri chiziglarning grallklarini
qurib, yuqoridan chegaralovchi siniq chizigni aniglaymiz (8.9-
rasm). Yugoridan o‘ralgan siniq chiziglarning quyi chegarasi (1)
va (2) chiziglarning kesishish nugtasidadir.

Quyidagi

jv=3-Qa-q]

NX=-q +3{\-0),
sistemani birgalikda yechsak,

q° ~1/2, ve=l

Il o‘yinchining strategiyasi va o ‘yin bahosini aniglaymiz.
I o'yinchinmg optimal strategiyasini topamiz.

Buning uchun
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6.9-rasm
¢} o s o A
P\=p-Pi= p- Py=0
deb olib, I oyinchining sof stratcgiyalardagi yutuglarini tenglab,
3p-@-p)=-p+31-p)

P =1/2 ekanligini topamiz.
Shunday qilib, o‘yin bahosi va o'yinchilarning optimal stra-
tegiyasi

v=1, P°={1/2.1/2.0}. Q° ={1/24/2}

ga teng bo‘ladi.

6.8, Chizigli dasturlash va matritsali o‘yinlar

Bu mavzuda 2xn va mx2 turdagi o Yyinlarga keltirish imkoniya-
ti boimaganda taqdirda oYyinning ycchimi ganday topish mum-
kinligi bayon qilinadi. Bunday holatda yana simpleks usul yor-
damga keladi.

Birinchi o‘yinchi uchun yutuq funksiyasi bu o‘yinchi yutu-
gVining matematik kutilmasi

E{A,P.O)="f ailplql ,
i=t=1
P=(PI-Pr....Pm)1 Q = (4t-dz- -<7j
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orgali ifodalangan edi.

Misol sifatida quyidagi
0-1 1
1 o-i
1 10

matritsa bilan berilgan otyinga to‘xtalamiz. Agar o‘yinchilar
P=(Pi'Pi’Pi) va 0 =44y aralash strategiyalarni qo'llasa, u

holda
fe-i 1\

E(APO) ={prp,.pty 1 o-1
-1 1 0, p;,
bo'ladi. Bu yerdan

E(/1.P.0)=(pz-p}>, +(- p}+pBHa: +(p, - p2)a}

ekanini topamiz. Masalan. P =(ol: 0,4;0,5) va <=(0,3;0,3;0,4) bo4-
ganda E(1,P,0 =-0,03 bo‘ladi. Shunday qilib, agar o‘yinchilar
yetarlicha kolp 04yin o'ynasa va har bir o‘yinda yuqoridagi ara-
lash stategiyalarni go'llasa, u holda | o'yinchi har bir o‘yin
uchun 0,03 birlik yutgazishini kutishi mumkin.

Affin goidasi. Matritsali o‘yinlaming yechimini gidirishda
ko‘p hollarda quyidagi qoida juda foydali hisoblanadi.

Elementlari ushbu

bj = 2033 +ny, i- 1.2.077, ¥Y=1.2,..77 (».>0)

munosabatlar bilan bog'langan A va B matritsali oyintar bir xil
optimal strategiyalarga ega, ularning baholari esa

V. =AV, +W

tenglikni ganoatlantiradi.
Hagigatan ham.

E(B,P.Q) = £Z,b"P.4t +W)p, i

A k=1
L kA i=l *=1

Endi
Dx+p2 +... +pm=1. gx+Q2+... +4, -1
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ekanidan

tenglikni hosil gilamiz. Yangi B matritsali o‘yinning optimal
strategiyalari w ga bog‘lig emasligi ko‘rinib turibdi. Shu sababli
P° va 0° optimal strategiyalar uchun

E(B.P°,0n)= WW/1.P\0°)+M’,

ya’'ni vB=/VA+w bo‘ladi.

Yangi B matritsali o‘yinning bahosini w ni tanlash hisobiga
doim musbat bo‘ladigan gilib olish mumkin.

Matritsali o'yin

an

vam\ aml

matritsa bilan berilgan bo‘lsin. Agar 1 o'yinchi o‘zining optimal
strategiyasini tanlab, 2-o‘yinchi ixtiyoriy sof strategiyani tanla-
sa, 1 o'yinchining yutugl o‘yin bahosidan kichik bolmaydi. U
holda

NP +212+ PmM>V
anPi+ar.Pi+ —-+a»aPm”" V~
(6.14)
amPi +<*InP 1+ - +aimpm>v.
PI+P2+...+Pa=1
Pi*0, Pr>0...pm>0

shartlarni ganoatlantiruvchi p=(P].P:... Pn), vektorni topish ma-

salasi kelib chigadi.
Shuningdek, Il o‘yinchi
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augx+ang2+...+algn=<v,
arq}+o”q, +..+ddy, <v.
(6.15)
+an#i +- +any, <V,
gqx+q2+m+qn =1
gx>0. g2>0...gn>0

shartlarni ganoatlantimvchi 0 ={org2...,?,) vektorni topishi kerak.
A matritsaning barcha elementlariga biror w sonini go‘shish
hisobiga uning elementlarini musbat gilib olishimiz mumkin.
Shu sababli oldindan matritsali o‘yinning bahosi musbat: v>0
deb hisoblaymiz. (6.13) va (6.14) munosabatlarning har birini v
ga bo‘lamiz va

VA= |
deb belgilaymiz. Bunda
v/ \
\Y 1v 1
i v o \%

ekanini sezish qiyin emas. Shu sababli yutugni maksimal-
lashtirishi kerak bo‘lgan 1 o‘yinchi yigindini minimal-
lashtirishi kerak. Shuningdek, Il o‘yinchi yig‘indini mak-
simallashtirishi kerak. Endi (6.13) va (6.14) munosabatlarni

ularga ekvivalent chizigli dasturlash masalalari shaklida ifodalash
mumkin.

. Dastlabki masala
Ushbu

X,+XZ+... +Mn
yig‘indiga minimum giymat bemvchi va quyidagi

GIrv +a2X2 + eom- amMXm—1
arxj +ar x2+... +orfxu> 1

anx +anx2+— +agka>\
X >0
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munosabatlarni ganoatlantiruvchi " =(x,x2..x j vektor topilsin

. Ikkiyoglama masala

Ushbu
\"yZ + ... +

yigindiga maksimum giymat beruvchi va quyidagi

any\+ald, +... +alnvn< 1
a2N\\+aly2+... +a2wvn< 1

Ay, Fa Y, ..o+ y, <1
¥ -0
munosabatlarni ganoatlantiruvchi Y =(yxv,...yn) vektor topilsin.
Har bir matritsali o‘yin yechimga ega bolgani uchun yuqo-
ridagi chizigli dasturlash masalalari yechimga ega va

mm”? xt=maxl'y =—
boiadi. Agar yuqoridagi chizigli dasturlash masalalaridan biri
simpleks usul bilan yechilsa, boshgasining yechimini ham
so‘nggi simpleks jadval yordamida topish mumkin. Uning
komponentlari zt-c, satrning qoldig okgaruvchilariga mos
keluvchi elementlardan iborat boiadi.
Misol. Ushbu

5 -5 150
A=5 3 35
10 10 35

matritsali o‘yinning optimal strategiyalarini va bahosini toping.
Yechish.
{a) A matritsaning 1-ustuni uning 3-ustunidan hukmron
bolgani uchun 3-ustunni tashlab yuborishimiz mumkin. Nati-
jada yutuglar matritsasi

15
4 =5 35
10 10

ko‘rinishga keladi.
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(b) Al matritsaning barcha elementlariga ixtiyoriy sonni.
masalan, 15 ni qo'shib, unga optimal strategiyalari bir xil bo4-

ladigan
30 ten

4.= 20 50 |
25  25j

matritsali o‘vinni hosil gilamiz.

(c) A2 optimal sof strategiyalari yo‘q.

(id) optimal aralash strategiyalarni topish uchun o‘zaro ikki-
yoglama masalalarni tuzamiz.
1 Dastlabki masala.

W1+ X2 + Xi mm
30.v, +20.x, +25x, > 1

]Ox, +50%x, +25x}>1
H>0 x;>0, Xx. >0
2. Ikkiyoglama masala.
I'j +v, —>max
30vj +10y2< 1
20y, +50y2<1
25y, +25v, <1
y, >0, v2>0 vy, >0

Bu masalalarning optimal yechimlari:

Xl 130" *2 65" JB °7?
2 ; 1

Y'~65’ V:*“ 130"

va bunda v,=26. U holda A=f4,],oL 1 vektorlar a2

matritsali o‘yin uchun optimal aralash strategiyalar va vi=26
ning bahosi. Uni matritsa elementlari yordamida ham topishi-

miz mumkin:
E{ALX.Y)=TjYja.Pigj =



Shuning uchun berilgan masalaning yechimi —

— o'yinchilarning optimal strategiyalari. v=26-15=11 esa 0‘yin-
ning bahosi bo‘ladi.

6.9. Statistik o‘yinlar

Matritsali oYyinlardan farg/i o'laroq, shunday holatlar ho 1a-
diki. unda ikkinchi oYyinchi tahiat hisoblanadi. Bu mavzuda shu
turdagi 0 Yyinlarning optimal variantlarini topish keltiriladi.

6.9.1. Boshlang‘ich tushunchalar

Boshqgarish jarayonida ehtimoliy variantlardan eng opti-
malini topish holatlari uchraydi. Bunday masalalar maxsus
turdagi matritsali o'yinlar orqali ifodalanadi. Bu o‘vinlarda |
o‘yinchi Il o'yinchi bilan mulogotda bo‘lmay, balki “tashqi
muhit” (I o'yinchi) bilan mulogotda boMadi. Tashgi muhit
o‘yinchining yutishi yoki yutqazishi bilan ishi yo‘q. 0 ‘yin-
chining (I o'yinchi) o‘ziga magbul bo‘lgan variantni tanlash
jarayonida tashgi muhit bir necha holatiarda bo‘lishi mumkin.
0 ‘yinchi garor gabul qilish jarayonida tashgi muhit xarakteriga
mos noaniglildarga duch keladi.

Tashgi muhitning noaniq holatida kechadigan o‘yinlar
statistik o4yinlar yoki “tabiat bilan o‘yin” deb yuritiladi.

Umumiy holda statistik o‘yinda to‘lov matritsasi 6.4-jadval
ko‘rinishida bo‘ladi.

6.4—jadval
F. F, F, Fn
Ei en el2 eii eln
e2 e2l e ezn
Ei eil ei2 ein

Em ... eml em2 . emi emn
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Bu jadvalda ele:...Em o'yinchining variantlari, FI,F2..F, lar
tashgi muhit holatlarini ifodalaydi, ey esa tashqi muhit F1 ho-

latda bo‘lganda o‘yinchi E, strategiyani tanlagan vaziyatda qayd
gilinadigan o'yinchi yutug‘idir.

Masala. Yangi mahsulot ishlab chigarish uchun firma katta,
o‘rtacha yoki kichik zavod qurishi mumkin. Yangi mahsulotga
bo‘ladigan talab oldindan noma'lum. Agar talab yuqori bo‘lsa,
katta zavod ko‘p foyda keltiradi, agar talab kichik bo‘lsa, kichik
zavod foydali bo'lib, katta zavod zarar keltiradi. Masalan, kichik
zavod qurilib, talab ham kichik bo‘lsa, firma 20 min. so‘m foyda
oladi. 6.5-jadvaldagilardan foydalanib, firma ganday zavod
qurishi kerakligini aniglash talab qgilinadi.

6.5-jadval
kichik talab o'rtacha katta talab
talab
kichik zavod 2 20 20
oTtacha 0 40 &0
zavod
katta zavod -30 60 120

Bu yerda variantlar Ei={kichik zavod qurish}, E2={o‘rtacha za-
vod qurish}, E3={katta zavod qurish}. Tashqgi holatlar Fi={kichik
talab}, F2={o‘rtacha talab}, F3={katta talab}. Qarorning natijasi
e; deganda E, variantga va F, tashqi holatga mos keluvchi iqti-
sodiy samara (foyda) ni tavsiflovchi baho tushuniladi.

Qaror qabul qilish mezoni. Bunday o'yinlarda o‘yinning
yechimi deyilganda o‘yinchining biror strategiyani tanlashini
tushunamiz. Strategiyani tanlash jarayoni qaror gabul qilish
mezoni yordamida amalga oshiriladi. Eng magbul variantni
topish uchun baholash (magsad) funksiyasini kiritish lozim.

Har bir et variantni et miqgdor bilan baholaymiz. Biz eng

katta ga mos keluvchi variantni gidiramiz. Bunda ex baho
yutug. foyda, ishonchlilik kabi migdorlarni xarakterlaydi. Unga
garama-garshi xarajat. yo'qotish kabi baholi holatlami ham
bahoni minimallashtirish yo‘li bilan tadgiq qilish mumkin.
Shunday qilib, optimal variantni tanlash

EO={E0 [EceE.ej0=max?,j. (6.15)
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mezonga ko*ra amalga oshiriladi (E ={E\E2... Em)). Bu goida
quyidagicha o'giladi: optimal variantlar to‘plami EO barcha
variantlar to‘plami E ga tegishli va ei0 bahosi eng katta boigan
Eio variantlardan tuzilgan. (6.15) mezon bo‘yicha optimal va-

riant, umuman olganda, bir giymatli chigmaydi, chunki maxe.
bir necha variantlarda erishilishi mumkin.

Baholovchi funksiyalar

Baholovchi (magsad) funksiyani kiritib. eng foydali variantni
topishimiz mumkin. Bunda qarorlar matritsasi ™ j bir ustunga

keltiriladi. Har bir e, variantga gandaydir eir natija yoziladi
(6.6-jadval).

6.6-jadval
El
E-> ezr
M, eir
w cauv

Optimal variantni tanlash tartibi (6.15) mezon bo‘yicha olib bo-

riladi. Lekin eir ga qanday ma’no berish kerak. degan muammo
paydo boKkadi. Masalan.

eu = min eif + max ej
deb olsak. eng yaxshi natija

max eir = max(miney +ma\"\7)

bo‘ladi. Optimal variantni (6.15) mezonga muvoftg olib borishi-
miz mumkin.

6.9.2. Statistik o‘yinlarning klassik mezonlari
1 Optimistik pozitsiyo:

m(-ilxe.,. = m;:lx(mjaxe. )
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Qaror gabul giluvchi eng katta foyda kelishiga e’libor garatadi.
Bu holda garor gabul giluvehining pozitsiyasi optimistik pozi-
tsiya deyiladi.

2. Neytralitet pozitsiyasi:

max e = max(—ly_ea).
1" 'n,,

3. Pessimistik pozitsiya-minimaks (MM) mezoni:

m?x eir - m'i\x(mjne. )

Qaror gabul giluvchi har bir variant uchun eng yomon natijani
oladi. So‘ngra bu natijalarning eng yaxshisini tanlaydi. Mini-
maks mezonida o ta ehtiyotkorlikka mos keluvchi baho funk-
siyasi go‘llaniladi. Bu holda garor gabul giluvehining pozitsiyasi
pessimistik pozitsiya deyiladi.

MM mezoni bo'yicha qaror gabul gilish qoidasini quyida-
gicha talgin gilish mumkin: Qarorlar matritsasi e | har bir

satrning eng kichik eir elementlaridan tuzilgan yangi ustun bilan

to‘ldiriladi. Bu ustunning eng katta eir elementi joylashgan satr-
lardagi variantlar tanlanadi.

Misol. Variantlar: Ei={biror tashkilot aksiyalarini sotib
olish}; E2~(pulni muomalaga chiqarish}, Ei={pulni uyda sag-
lash}; Tashgi holatlar F!={hech ganday inflatsiya yo‘q},
F2={inflatsiya darajasi 30%}, F3={inllatsiya darajasi 100%}
bolsin (6.7-jadval).

6.7-jadval
Fi > =33 mingj  maxminejj
Ei 3 9 6 3
E, 8 5 1n 5 5
E3 9 6 -6 -6

Javob: Eo={E3} —pulni muomalaga chiqarish.
Bu mezon bo'yicha optimal variant tanlanganda garor gabul
giluvchi o‘zi ko‘zlagan natijadan yomoniga duch kelmaydi,
ya’ni bu mezon bo'yicha variant tanlanganda risk bolmaydi.
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Qaysi Fj holat roly bermasin, unga mos keluvchi natija
zw =maxar dan kichik bo’lishi mumkin emas. Shuning uchun

ham, MM mezoni asosiy mezonlardan hisoblanadi. Lekin risk-
ning yo‘qligi. umuman olganda, turli yo‘qotishlarga olib kelishi
mumkin.
Bu mezon bo'vicha qaror qgabul gilinavotgan holat quyida-
gilar bilan tavsillanadi.
e Fj tashqgi holatlarning yuzaga kelishi hagida hech narsa
ma’lum emas;
e garor bir marta gabul qgilinadi;
« riskka yo'l qo'yilmasligi kerak.

4. Bayes-Laplas (BL) mezoni. q} orgali F, tashqgi holatning
yuzaga kelish ehtimolini belgilaymiz. U holda BL mezoni qu-
yidagicha aniglanadi:

ZB_ =max eir,

e, =Te4,.
A

EO={E0 E,0,e,0=maxVv e (gj,ql +.. +q,,=\}
L
BL mezoni bo'yicha qaror qabul gilish qoidasini quyida-
gicha talqgin gilish mumkin: Qarorlar matritsasi 1efl | har bir

satrdagi giymatlarning matematik kutilmalari eir dan tuzilgan

yangi ustun bilan to'ldiriladi. Satrlarda eng katta e, giymat
joylashgan variantlar tanlanadi.

Misol. 6.8-jadvaldagi ma’lumotlarni BL mezoni bo‘yicha
hisoblaymiz.

6.8—jadval
Fi F3 v maxei
Ei 10 4 -5 3
e? 2 9 6 17/3
E. 8 7 1 25/3 25/3
L 9 6 -6 3
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EO=E3.
Bu mezon bo‘yicha qaror gabul gilinayotgan holat

quyidagilar bilan tavsiflanadi.
» tashqgi holatlarning yuzaga kelish ehtimollari ma’lum va
vaqtga bog‘liq emas;
e qaror cheksiz ko‘p marta gabul qgilinadi;
e qgaror qabul qilishlar soni oz bo‘lganda riskka yo‘l
go‘viladi.

6.9.3. Hosilaviy mezonlar

Gurvist mezoni (HW-mezon). Gurvist mezoni quyidagi baho
funksiyasi orgali aniglanadi.

Zm. = max eir

eir:cmi/1e,, +(@-c¢) mjaxetj (616)

Bu yerda o<c<i. Optimal variant quyidagicha tanlanadi.

EO={EMfl EweE.e =max[ce-mine +(1-cC)maxe ]}
| J i

Gurvist mezoni bo‘yicha qaror qgabul gilish qoidasini
quyidagicha talqin qilish mumkin: Qarorlar matritsasi Jej | har
bir satrdagi giymatlarning eng katta va eng kichik giymatlarning
o‘rtachalari cir (6.16) dan tuzilgan yangi ustun bilan toMdiriladi.
Satrlarda eng katta e, giymat joylashgan variantlar tanlanadi.

c=1 da Gurvist mezoni MM mezoniga, ¢c=0 da esa
maksimaks mezoniga aylanadi. Ko‘pincha «o'rtacha nuqtayi
nazar» sifatida ¢ =0.5 deb olinadi. ¢ soni optimizm va pessi-
mizm orasidagi munosabatni ifodalovchi ko‘rsatkich sifatida tal-
gin qilinadi.

Bu mezon bo‘yicha garor gabul gilinayotgan holat quyida-
gilar bilan tavsiflanadi.

e tashqgi holat ¥, laming yuzaga kelishi hagida hech narsa

ma’lum emas;

e qgaror oz marta gabul qgilinadi;

« qaror gabul gilishda riskka yo‘l go‘yiladi.
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Misol. Fabrika to'rt xil mahsulot ishlab chigaradi.
Ei={birinchi mahsulot;. E2={ikkinchi mahsulot-. E3={uchinchi
mahsulot}, E4={to‘rtinchi mahsulot}. Foyda mahsulot turiga
mos keluvchi f, talab holatiga bog‘liq. Foydalar matritsasi 6.9-

jadvalda keltirilgan.

6.9-jadval
Fi 2 F3 4 ejr Ehw
Ei 10 6 4 1.2
E, 8 1 5 3 8.6
E. 5 4 10 8 7.2
o4 6 7 8 12 10.2 "

bunda ¢ =o0.3.

Huja-Lemon mezoni. Bu mezon BL va MM mezonlari aso-
siga qurilgan. Bu mezon bo‘yicha tashqgi muhit roly berishi ehti-
mollarining aniglilik darajasini belgilovchi parametr beriladi. Bu
parametrning giymatlari {0,1] oralig‘ida joylashadi. Agar tashqi
muhit ro‘y berishning ehtimollar yuqori bousa. BL mezonning
mavgeyi yuqori bo‘ladi.

er= +@-v)mme(
v - ]

ZH_ = miaxe,,

Bu yerda o<v<i. Baholash matritsasi eir ustun bilan to‘ldiriladi.

Bu yerda u tashgi muhit holatlarining ro‘y berish ehtimolining

aniqlilik darajasi. Bu mezon bolkyicha strategiyani tanlash maxen
1

bo‘yicha amalga oshiriladi.

Bu mezonni quyidagi holatlarga ishlatish mumkin.

1 Tashgi muhit holatlarining ro‘y berish ehtimollari ko‘p
bo‘lmagan tajribadan olingan bo4ib. u o‘zgarishi mumkin.

2. Nazariy jihatdan gabul qgilingan garor juda kolp marta
takrorlanganda yaxshi natija beradi.

3. Qabul gilingan garor juda kam marta takrorlanganda risk-
dan holi emas.
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Sevij (S) mezoni. Bu mezon quyidagicha aniglanadi.
Zs = min(max(maxe -e..))
< 1]

=maxcv -e.

Elementlari lardan iborat matritsa risk matritsasi deyila-
di. cdy ni tashqgi Fj holat bolganda, optimal variant o‘rniga
undan yomon variantni tanlash tushuniladi. Ya’ni optimal vari-

antni tanlamagandagi maglubiyat deb garash mumkin. Riskni

minimallashtirishga harakat gilinadi.
Demak. bu mezon bo‘yicha optimal strategiyani aniglash
uchun risk matritsasini aniglaymiz.

a.. - maxctl -ev

Risk matritsasi etr=maxa, ustun bilan to‘ldiriladi m'lme!r

shartni ganoatlantiruvchi strategiya optimal bo‘ladi.

Bu mezonni ishlatish MM mezoni kabidir.

S mezoniga ko‘ra strategiyani tanlash quyidagicha kechadi:
IBAl matritsaning har bir elementi shu ustundagi eng Kkatta
elementdan ayrilib, risk matritsasi |pfl hosil gilinadi. Bu matritsa
uning satr elementlarining eng kattalari bilan toldiriladi — eir.
Shu ustundagi eng kichik element joylashgan strategiya optimal

hisoblanadi.
Geyermeyer mezoni. Bu mezon bo‘yicha garor gabul qilish

quyidagicha.
ZG= miaxelr
eu=mm €l)q]

Optimal yechimni aniglash quyidagicha yoziladi:
Ko‘p xo'jalik masalalarida narx-navo va xarajatlar bilan ish

koTiladi. Shuning uchun efl <O sharti odatda bajariladi. Agar €7
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lar ichida musbatlari ham uchrasa, barcha elementlarni manfly
gilishga matritsa elementlarini el}-a almashtirish yordamida

erishiladi, bu yerda a >0 bo'lib, biror yo‘l bilan aniglanadi.
Ko 'paytma mezoni. Bu mezon quyidagicha aniglanadi
K >0)

ZP = midx et
i

Bu mezon eng katta yutugga asoslangan.

Strategiyani aniglash quyidagicha amalga oshiriladi:

Matritsa yangi ustun bilan to‘ldiriladi. Bu ustun elementlari
matritsa satrlarining ko'paytmasiga teng. Shu ustun elementlari
ichida eng katta giymat beruvchi satr optimal strategiya hi-
soblanadi.

Bu mezonni quyidagi holatlarda ishlatish mumkin.

Tashgi muhitning ro‘y berish ehtimoliari malum emas. Har bir
tashgi muhit ro‘y berishini e’tibordan chetlashtirmaslik lozim.
Bu mezonga ko‘ra qaror kam marta gabul gilinadi. Mezonda
riskka yo‘l go‘yiladi.

Agar berilgan matritsada e} >0 sharti bajarilmasa, el}+a

matritsa tuziladi. Bu yerda «>]miney] Albatta, natija a ning giy-

matiga bog‘liq bo‘ladi. Amaliyotda a - |miney|+1 deb olinadi.

Bu mezonga ko‘ra tashgi muhit ro‘y berish ehtimoliari va
garor gabul gilishning takrorlanishlari ham inobatga olinmaydi.

Statistik o‘ymga olib keladigan bir igtisodiy masala ko‘rib
chigamiz.

Masala. Qishloq xojalik fermasi karam yetishtiradi. Ferma
karamni kuzdan bahorgacha saglash va sotish bilan shug’ullanadi.
Ferma karamni saglash va sotish jarayonida uchta rejaga ega:

Ex—karam kuzda terib olingandan so‘ng barchasini sotish;

E2— karamning ma’lum qismini saglab, uni kuzgi va qishki
davrda sotuvga chiqarish;

E3— hosilning barchasini saglab. sotishni bahorda amalga
oshirish.

Fermaning karamni yetishtirish, saglash va sotishdagi xara-
jatlari strategiyalarni tanlashga garab mos ravishda 20, 30 va 40
ming pul birligiga teng.
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Bozorda karamga nisbatan quyidagi holatlar ro'y berishi
mumkin:

P\— karamning bozorga tushish jarayoni tekis bo‘lib, karam-
ning narxi turg‘un boiadi;

F2— kuzgi davrda bozorda karam gish va bahorga garagan-
da mo‘l boiadi. Natijada davrga garab karam narxi o‘zgarib tu-
radi. Qish boshlanishi bilan karam narxi kuzdagiga nisbatan ko‘-
tarilib, bu narx bahorgacha turgkin saglanadi;

F3— kuzda bozordagi karam miqgdori qish va bahordagi
davrga qaraganda yetarlicha yuqori. Karamning bozorga tushishi
kamayib boradi. Natijada karam narxidagi turg'unlik yo‘qoladi.

Fermaning bozordagi holatga qarab rejadagi strategiyalarda
oladigan daromadi 6.10-jadvalda keltirilgan.

6.10-jadval
Ferma Daromad (ming pill birligida)
strategiyasi
2 "3
30 25 22
e2 30 40 33
30 40 60

Masalada quyidagilarni aniglash kerak:

1 Agar bozor holatlarining ro‘y berish ehtimoliari 0,3, 0,6
va 0,1 bolsa, gaysi strategiya ferma uchun eng ma’qul?

2. Bozor holatining ehtimoliari ma’lum emas. Quyidagi
talablarni amalga oshirish uchun ferma qaysi strategiyani
tanlagani ma’qul?

a) minimal kafolatlangan yutuq bo‘lishi uchun;
b) garor gabul gilishda riskni hisobga olish;
c) pessimistlik koeffitsiyenti 0,3 ga teng bolganda;

3. Bozor holatining ro'y berish ehtimoliari yetarli aniglikka
ega emas, bu ma’lumotning aniqlilik darajasini ko‘rsa-
tuvchi parametrning giymati 0,7 ga teng (Sevij mezoni).

Masala yechimining iqgtisodiy talginini keltiring.
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Yechish.

1 0 ‘yinning yutug matritsasini tuzamiz. Buning uchun da-
romaddan xarajatlami ayirib, foydani aniglaymiz. Yutuq matri-
tsasi 6.11-jadval kokrinishida bo‘ladi.

6.11-jadval
Fx F2 "3
10 5 2
Ez 0 10 3
E -10 0 20
2. BL mezoniga ko‘ra (6.12-jadval)
dr = 100,3 + 506 + 2-01 = 6,2
er= 003 + 1006 + 301 = 6,3
e3- -1003 +0-06 +2001 = 1
6.12-jadval
f2 "3 eir
p 03 0,6 0,1
Bx 10 5 2 6.2
e? 0 10 3 6.3
N -10 0 20 -1

/B = m?xeu =eXxX=63.

Bu mezon bo‘yicha tashgi holatning berilgan ehtimollik-
larida fermaning eng optimal strategiyasi E2 bo‘ladi.

3. MM, neytralitet va Gurvis mezonlari bo‘yicha optimal
strategiyani aniglaymiz (6.134adval).

6.13-jadval
2 . .
B 3 *ir eir eir
(MM)  (neytralitet) (G)
E, 10 5 2 2 5,67 76 '
e2 0 10 3 0 4,33 7

E3 -10 0 20  -10 3,33 n |
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MM mezoni bo'yicha optimal strategiya Ex boiadi
( -2

Neytralitet mezoni bo‘yicha ham optimal strategiya Ex bo‘-
ladi (za=5,67). Gums mezoni bolkyicha aniglangan optimal
strategiya E3 boiadi (zG=lIl).

4. Sevij mezoni bobyicha optimal strategiyani aniglaymiz.
Buning uchun, avvalo. risk matritsasini aniqlaymiz (6.14-
jadval).

6.14-jadval
Fi 2 F, e*
f 0 5 18 18
e? 10 0 17 171
20 10 20 20

Bu mezon bo‘yicha optimal strategiya E2 boiadi (Zs=17)e
4. Huja-Lemon mezoni bo'‘yicha optimal strategiyani
aniglaymiz (6.15-jadval).

6.15-jadval
Ei 2 F3 o
b 0.3 0,6 0,1
, 10 5 2 4,94
e2 0 10 3 4,41

-10 0 20 -37

Huja-Lemon mezoni bobyicha optimal strategiya Ex boiadi

N=4,97).

6. Olingan natijalarni iqgtisodiy talgin gilamiz.

Agar fermaga bozor holatining ehtimolliklari ma’lum bolsa,
eng magbul strategiya karamning bir gismini kuzda sotish va
golgan gismini gishda sotish uchun saglashdir (foyda 6,3 min.
pul birligiga teng). Agar bozorning holatlari to~risidagi ma’lu-
mot malum bolmasdan, foydani yo‘gotish riskini minimal-
lashtirishda ham bu strategiya eng optimal boiadi.
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Bozor holatining ehtimolliklari ma’lum bo‘lmaganda, ferma
uchun foydani maksimallashtirishdan ko‘ra kafolatlangan yutuq-
ga erishish asosiy deb hisoblansa, eng maqbul garor barcha ka-
ramni bahorda sotish magsadga muvofig. Agar ferma bozor
holati to‘g‘risida ma’lumotga ega bo‘lib, lekin bu ma’lumotning
aniqglilik darajasi yetarli bo Imasa ham, bu strategiya eng maqbul
bo‘lib golaveradi.

Agar bozor holati to‘g‘risidagi ma’lumotga ega bo‘lmay,
foydani yo‘gotish riski ferma uchun asosiy omil hisoblanma-
ganda ferma karam hosilini bahorgacha saglab, so‘ng sotishga
go‘yish eng optimal bo'ladi.

Tayanch iboralar

Matritsali o'yinlar, tolov matritsasi, o‘yinning quyi va yuqori
baholari, sof strategiya, aralash strategiya, fon Neyman teore-
masi, hukmdorlik goidasi, 2x2, 2xn, mx2 matritsali o‘yinlar,
affin qoidasi, matritsali olyinlar va simpleks usul, statistik o‘yin-
lar, statistik o‘yinlarda klassik mezonlar, hosilaviy mezonlar.

Savollar

1 Qanday o"yinlar matritsali okyinlar turkumiga kiradi?
2. Matritsali o'yinda o'‘yinning yuqgori va quyi baholari
nimani anglatadi?

3. Qanday o‘yinlar sof strategiyali o'yinlar hisoblanadi?

4. Aralash strategiyali o'yin deb ganday o‘yinga aytiladi?

5. 2x2 o'yinda aralash strategiyalar ganday topiladi?

6. O‘yin matritsasini soddalashtirishda hukmronlik qoidasi
nima?

7. 2xm va nx2 o'yinlarni grafik usulda yechish uslubi qan-
day?

8. Affin qoidagi ganday ma’noni kasb etadi?

9. Matritsali o‘yinlarni chizigli dasturlash masalasiga keltirish
jarayoni ganday hal gilinadi?

10. Qanday olyinlar statistik okyinlar deyiladi?

11. Qarorlar gabul gilishdagi maksimalist, minimax, neytra-
litet va Bayes-Laplas mezonlari ganday tatbiq gilinadi?

12. Qaror gabul gilishning hosilaviy mezonlaridan qaysilarini
bilasiz?
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Mashglar

6.1. A o'yinchi {1.3,4} to‘plamdan, B o‘yinchi esa {1,2,5} to‘p-
lamdan sonlar tanlaydi. Agar tanlangan sonlar yig‘indisi juft
bo‘lsa, A ning yutug‘i shu songa teng, toq bo‘lsa, B ning
yutug‘i shu songa teng bo‘ladi. A o‘yinchining yutuqglar matri-
tsasini tuzing.

6.2. Harbiy mashqglarda ikkita A va B tomon bo‘lib, A lar 6 ta
rotadan, B lar esa 4 ta rotadan tuzilgan. B lar bir gishlogni hi-
moya gilmoqdalar va bu gishlogga A lar ikki yofalishdangina
kela olishi mumkin. B laming komandiri ixtiyoriy rotani
ixtiyoriy bir yo‘nalishning himoyasiga yuborishi mumkin. Agar
A lar biror yo‘nalishda B larga nisbatan 3 marta ko‘p yoki
undan ortig kueh vig‘sa. ular B larni yutib chigadi. Agar B lar
biror vo‘nalishni himoya gilmasalar ham, A lar yutib chigadi.
A tomonning yutuglar matritsasini tuzing (lzoh. A laming
yutug‘ini 1, mag‘lubiyatini -1 bilan belgilang. Strategiyalami
(1-5) ko‘rinishda kiriting (1-yo‘nalishga 1 ta, 2-yo‘nalishga 5
ta)).

6.3. Quyidagi matritsali o‘yinlarning quyi va yuqori baholarini
aniglang. Sof strategiyalarda yeehimga ega bo‘lsa. yeehimni
toping.

y 72571 2) 352 3 22
2234 12 6 1 1j 2 2
534 4 23
32 16, 2 dy

6.4. Quvida | o‘yinchining yutuq matritsasi berilgan. Matritsani
soddalashtirib, analitik usulda yeching.

) M2 2N 2 56 2 3 37 4
3 3-1 34 4 2 53
0 1 N 5 K 5 1 5v

6.5. Quyidagi matritsali o‘yinlarni grafik usulda yeching
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6.6. Quyidagi jadvallarda 1-o'yinchining yutuq matritsalari
berilgan. Har bir o‘yinchining strategiyalarini aniglaydigan
matematik model tuzing.

fs 6 22 3) 7 3 8 1
3 1 4 17 2 3

4 71 2)
J v 5 3 0 12 7y
6.7. Quyida 1-o'yinchilling yutug matritsasi berilgan, masalani

chizigli dasturlash masalasiga keltirib, simpleks usulda
yeching.

1) r2 -3 4° 2) N -1 -T 3) 4 3 4 2
-3 4 -5 -1 -1 3 3 4 6 5
2 5 1 %

s4 -5 6, > K
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VIl bob. BIMATRITSALI OYINLAR

7.1. Bimatritsaii o‘yinlar tushuncbasi

Matritsali oyinlarcla oyin holati yagona matritsa orqali ifo-
dalangan bo‘sa, bimatritsaii o yinlarda har bir oYyinchining to'lov
matritsasi mavjud bofladi. Bu mavzuda shu turdagi o'yinlar kel-
tiriladi.

Yuqorida qaralgan matritsali o‘yinlarda o‘yinchilaming
magsadlari tola garama-garshi edi. Lekin o‘yinchilaming maqg-
sadlari garama-qarshi bolmagan holatlar hayotda ko‘p uch-
raydi.

0 ‘zaro muholif bolgan A va B o‘yinehilar quyidagi imko-
niyatlarga ega bolsin.

A olyinchi 4 ...... Am strategiyalarning ixtiyoriy birini tan-
lashi mumkin;
B o‘yinchi BI.... Bu Strategiyalarning ixtiyoriy birini tanlashi

mumkin bolsin.
Har safar ulaming birgalikda tanlagan strategiyalari aniq ba-

holangan bolsin: agar A oz,ining i-strategiyasi [, ni, B esa K -
strategiyasi Bk ni tanlagan bo‘lsa, n holda A ning yutug'i biror aik

songa, B ning yutug'i esa biror bk songa teng.
Boshgacha aytganda, har safar har bir o‘yinchi yutuq oladi.
A va B ning barcha strategiyalarini ketma-ket garab chiqib
ularning yutuglarini ifodalovclii 2 ta jadval tuzishimiz mumkin:
Birinchi o‘yinchining yutuglarini ifodalovchi

7.1-jadval

A, aX * . W am



7.1-jadval va Il o‘yinehining yutuglarini ifodalovchi

7.2-jadval
A K mK mmK
A bn W@bL, mK
Am Ka - K, b

7.2-jadval. Odatda bu jadvallar matritsa shaklida beriladi.

/an - au Clln/\ 'K bu - V
A: an a | ain B: ba K d K
ALi - - a,m JC_),] -bn,* ®m bn.n;

Bunda A | o'yinchining yutuglari matritsasi, B esa Il o‘yinehi-
ning yutuglari matritsasi. A o'vinehi oVming A strategiyasini, B
esa 0‘zining s« strategiyasini tanlasa. A o‘vinehi ak, B esa bk
ga teng yutuq oladi. Shunday qilib. o'yinchilarning maqgsadlari
turlieha (lekin garama-garshi bo‘lishi shall emas) bo‘lganda 2 ta
to‘lov matritsasi hosil bo‘ladi bittasi A ning to‘lov matritsasi,
boshqgasi B ning to‘lov matritsasi. Shu sababli bunday o‘yinlarga
bimatritsali o‘yinlar deb nom berilishi tabiiy.

Awal ko‘rib ehigilgan matritsali o‘vinlarni ham bimatritsali
o‘yinlar sifatida garash mumkin. Bunda B ning to‘lovlar mat-
ritsasi A ning to‘lovlar matritsasiga garama-qarshi bo‘ladi:

b* = -a*
yoki
4 | [ ] ((1/ r-an —CI1(A
A= @=|_\/\ =

\a ,a I Voanl - anm,

Umuman olganda. bimatritsali o‘yin nol vyig‘indili o‘yin
emas. Bimatritsali o‘yinlar sinfi matritsali o‘yinlar sinfiga
nisbatan aneha keng sinfni tashkil etadi.
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Masala. Kichik A firma (A o‘yinchi) boshga yirik B firma
(B o‘vinehi) tomonidan egallangan ikkita bozorning biriga o‘z
mahsulotlarini olib kelish taraddudida turibdi. Buning uchun
bozorlarning birida reklama harakatlarini boslilab yuborishi
mumkin. Har ikkala bozorda ham hukmronlik giluvchi B firma
bunga to”sqinlik giladi (albatta, gonun doirasida). Agar biror bo-
zorda B chora ko‘rmasa, A uni egallab oladi, aks holda A bo-
zorni qo’ldan boy beradi.

Aniglik uchun A ga 1-bozorga kirib olish 2-bozorga Kkirib
olishga nisbatan manfaatlirog bo‘lsin, deb olaylik. Masalan, A
firmaning 1-bozordar g‘alaba qilishi unga 2-bozordagi g‘alabaga
nisbatan ikki marta ko‘p yutuq olib keladi. Shu bilan birga 1-bo-
zordagi maglubiyati uni to‘la xonavayron gilib, B ni ragibdan
xalos etadi. Tabiiyki 1-bozorni egallash uchun ham ko‘p kuch
sarllash kerak deyish mumkin.

Endi 2-bozorga kelsak, A mag'lubiyatga uchraganda uning
talafoti uncha katta emas. Shu bilan birga, uning g‘alabasi ham
unga ko‘p yutuq keltirmaydi.

Shunday qilib, A firmaning ikkita strategiyasi bor:

NN—Dbirinchi bozorni tanlash. /1 —ikkinchi bozorni tanlash.

B ning strategiyalari ham huddi shunday:

B —birinchi bozorni tanlash. B2— ikkinchi bozorni tanlash.

To‘lov matritsalarini qurish uchun o'yinchilarning har juft
strategiyasiga mos keluvchi miqdorlar hisoblanishi kerak. Biz
ularni shartli birliklarda keltiramiz:

Keltirilgan to‘lov matritsalarini ko‘zdan kechiramiz. Agar
har ikkala o‘yinchi bitta bozorni tanlasa, g‘alaba kuchli B firma
tomonida bo'ladi.

B ning yutuglari (4,5,) holatda 5 ga, (A2B2 holatda 1 ga
tengligi birinchi bozorning manfaatlirogligini (yaxshi joylashgan,
gavjum) tasdiglaydi. A ning yutuglari (4,") holatda -10 ga,
(A2 B2) holatda -1 ga tengligi unga juda gayg‘uli.

Firmalar o‘z e'tiborlarini turli bozorlarga garatgan holatlar:

B2 va (Ar, Bt) ga kelsak, bunda A fmnani haqiqgiy yutuglar
kutyapti. B esa shu sonlarga teng talafotlar ko‘ryapti.
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7.2. Aralash strategiyalar

Bu mavzuda bimatritsaii o yinlar uchun aralash strategiya
tushunchasi keltiriladi.

Matritsali tVyinlarda agar o ‘yinchilariling fagat
A15...1A an.fB ,\ B n

sof strategiyalari bilan chegaralansak, muvozanat holati bo‘lmas-
ligi ham mumkinligini ko‘rdik. Bu giyinchilik aralash strategiya-
lami kiritish bilan bartaraf gilingan edi.

Bimatritsaii o‘yinlarda ham oVinchilarning aralash strate-
giyalarini aniglaymiz. Birinchi olyinchining aralash strategiyasini

Pi+- +Pm=1, Pi -0..Pm

shartlarni ganoatlantiruvchi P =(pl..., pn) vektor sifatida kirita-
miz.

Ushbu
4i +- +0Qm=1i 4i>0.....qn>0

shartlarni ganoatlantiruvchi 0 =(ql.....qn) vektorni Il olyinchining
aralash strategiyasi deb ataymiz. Okyin o'zgarmas sharoitda da-
vomiy takrorlanib turadi deb hisoblaymiz. Matritsali o‘yinlarda
A va B o‘yinchilaming o'rtacha yutuglari A matritsaning ele-
mentlari va p, va gk ehtimolliklar yordamida

HA='Ii't,a*Pp,K ! HB:~%(a*Pfa-

tengliklar bilan aniglangan edi. Bimatritsaii o‘yinlarda ham A va
B o‘yinchilarning tanlagan aralash strategiyalarga ularning o‘rta—
cha yutuglari mos keladi va ular endi

wa =2 akPidk , H B= J"bikPiq,.
i I,k

A

tengliklar bilan aniglanadi.
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7.3. 2x2-bimatritsali o‘yinlar. Muvozanat holati

Bu mavzuda 2x2 bimatritsali o yinlarning yechimini topish
bayon gilinadi.

Biz bu boHimda har bir oYyinchining fagai ikkitadan strate-
giyasi bor ho 'Igan holni, ya ’hi m=n=2 holni o ‘'rganamizm

2x2-bimatritsali o‘yinda o‘yinchilarning to‘lov matritsalari

ko‘rinishda bo'ladi. 0 ‘yinchilarning P=(p1p2 va Q=(l}q?d
aralash strategiyalari uchun

PN\T> p2~" p' q”q, g2=l—g

deb olamiz. U holda o‘rta qiymatlar
HAp,q)= aupq +anP{L~q)+au(l - p)q +a2b -"X1-0)
HEp,q)="\ipg +Kp" ~q)+K 0 -p)g +K 0 - pX1-0)
formulalar yordamida hisoblanadi, bunda
0<p<1l o0<g<1l.

Agar o</;<l. 0<<g<1 shartlarni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy p va
q larda bir vaqtda

va

tengsizliklar bajarilsa, u holda

(P.g), 0<p*<1, 0<g*<1

juftlik muvozpnatli holat deyiladi.

Bu tengsizliklarga quyidagicha mano berish mumkin:
aralash strategiyalardan tuzilgan (p\g*) holat muvozanatli holat
bo‘lishi uchun undan chetlashgan o‘yinchining vutug'i (boshgasi
chetlashmaganda) kamayishini bildiradi. Shunday qilib, agar
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muvozanatli holat mavjud bo‘lsa, undan chetlanish chetlashuv-
chi o‘yinchining o‘zi uchun foydali bo‘Imaydi.

Bimatritsali o‘yinlarda muvozanatli holat mavjudmi? Bunga
quyidagi tasdiq javob beradi.

1-teorema (J.Nesh). Har ganday bimatritsali o yin aralash
strategiyalarda kamida bitta muvozanatli holatga (muvozanat
nugtasiga) ega.

Muvozanatli holatni topish uchun quyidagi tasdigdan
foydalanamiz.

2-teorema. Ushbu

HA(p.cH)<HA(PN\ar).  HB(p\q)<HB(p'.q’)
tengsizliklarning bajarilishi

HA(o.,")<H”™-,,-), HB("\0)<HB("-,9-)
Hn@,9*)<H n(p*.9-),

tengsizliklarning bajarilishiga teng kuchli,
Boshgacha aytganda, (P\g* juftlik muvozanatli holat anig-
lanishini tekshirish uchun

HA(p,q")<KA{P\Q)
tengsizlikni B o'yinchining fagat sof strategiyalarida (p =0 va
P = \da),

HB(/N</)<HB({7\/)

tengsizlikni B o‘yinchining fagat sof strategiyalarida (/=0 va
g -1 da) tekshirish yetarli. 2-teorema muvozanat nuqtasini ama-

liy topish imkonini beradi. A va B o'‘yinchilarning o‘rtacha
yutuglarini qulay shaklda yozib chigamiz:

H A(p,q) = (au - «12 = «21 +«22 )pq + («12 = «22 )p +(«21 - a2 )4+ «22
H B(/J.0) = (on ~bu —ba +b2)pg +Hbi2-b1p+(b2 b2 +b2

Olingan formulalarning birinchisida awal p - 1, so‘ngra p =0
deb olib,
HA(l,?) = (au —au -a2l+a2)q +an +{al - a2)q
HAON ) = (Ll —a2)A+a 2
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ekanini hosil gilamiz. Ushbu
HA(/>,?)-HA(I,?)=(flu ~al2-a2A+a2)pq +
+(<@, — )p—(au —a2—an +a2q+ —d2
HA{p.q)~ HA@0.6/) = (an - al2 - a2 +a22)pq +(@R - a2)p.
ayirmalarni garaymiz. Quyidagicha
C=an-ar - +a2 a =a22-alP
belgilashlar kiritib, ular uchun

H a(P*q)f H a0>?) = Cpq _ap_cq +a =
=Ca(p-N\)-a(p-\)=(p-\\Cqg-a)

HA(p,q)~ HA(°>q) = Cpg-ap = p(Cq-a)
ifodalarni hosil gilamiz. Agar endi (p. 9 muvozanat nuqtasi
bolsa, u holda bu ayirmalar nomanfiy boiadi:
HA(p, Q~HA(I")>0, HA(P, q)-HA®©.q)>0.

Bu yerdan
(p-\\Cg-a)> o,
p(Cq-a)>o0

munosabatlarni hosil gilamiz.
HB(p.q) ning formulasidan g=\va g=0 lar uchun

H B(/20) = (6N -b12-b2A+b2)p +(bl2-b2)p +b2i,
Hb(f,0) = @2-b2Dp +b2
tengliklarni hosil gilamiz. Ushbu

He(p,?)-HBO>) va HB(/7.~)-HB(p,0)
ayirmalar
D=bn-bR2-b2+b2, p=b2-b2

belgilashlardan keyin

HB(p,?) -H B0>,1)=(?-1X1A>-P).
UHp,q)—u,{p.O):q(DéEﬂ)) )=( )

ko'rinishga keladi. Agar (p,q) muvozanat nuqgtasi bolsa, u holda
bu ayirmalar nomanfiy boiadi:

HBOwm ) - H B(",1)2:0, HB(p,")-HB(p,0)"0.
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Shu sababli
(g-XiDp-P)>0,

q(Dp-p)>0.
Shunday qilib.

B=

bimatritsali o'yinda [p.g) muvozanat nuqtasi bo‘lishi uchun
{p-\iCg-a)>0,
p(Cq-a)>0.
(<]1-dp-P)>0,
q(Dp-P)> 0,
0< p <1,
0<g<1
tengsizliklarning bajarilishi zarur va yetarli, bunda

C=an-ar—aj+a2 a=a -av,
D =bn—br —b3+b”r. P= —br.

7.4. Muvozanatli holatlarni topishning grafik usuli
Bu mavzu 2x2 bimatritsali o'yinni grafik usulda yechish jara-
yoniga bag'ishlangan.
Muvozanatli holatlarni topishning grafik usulini ko rib chigamizm

Shu magsadda bozor raqobati masalasini esga olamiz.
To‘lov matritsalari quyidagicha edi:

Bu masala uchun ¢, a, D, p laming giymatlarini topamiz:

Cc=-40—2-3-1=-134, a=-1-2=-?,
D=5+2+l+I=9, p=1+1=2.

Natijada
(p-1X-14g-(-3))>0
p(-14g-(- 3))>0
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va
(9-1X9/>-2)>0

® p~2)>0
tengsizliklar sistemalarini hosil gilamiz. Dastlab birinchi tengsiz-
liklar sistemasini ko‘rib chigamiz.
(/>-1X-14<7 +3)>0
p(-\4q +3)>0
Quyidagi uchta hoi bo'lishi mumkin: ).P=1, 2).p=o,
3).0<p< .
Har bir holni batafsil garab chigamiz.
1 p=1deb olib,
0>0. -N\4g+3>0
ekanini hosil gilamiz. Bu yerdan
-14g-3<0
va demak,

ekanini topamiz.
2. p =0 deb olib,

-(-14~+3)>0, 0>0,

tengsizliklarni bu yerdan esa

14g - 3> 0,
ya’'ni
3
R

ekanini topamiz.
3. Nihoyat o<p<\ deb olib,

-14"+3>0,
-7 +3<0

tengsizliklarni hosil gilamiz. Bu yerdan
-¥U7+3=0
ekani, ya’ni
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14
ekani kelib chigadi.
Olingan natijalarni jamlaymiz.

Ne.p=1, Q<
P a 14
2°.p q> 3
.p=o,
N
3F.0<p<l, qg-
P . 14

Endi olingan natijalarni rasmda tasvirlaymiz.
Tekislikda (P,q) koordinatalar sistemasini Kiritamiz va unda

o<p<17 o<q<1

tengsizliklarga mos keluvchi birlik kvadrat ajratamiz.

7.1-rasm 7.2-rasni

7.1-rasmda 1°, :°, 3 shartlarni ganoatlantimvchi nuqgtalarni
belgilab chigamiz. Bu nuqgtalar 7.2-rasmda galin ehizig bilan
chizilgan. Bizga uning bo‘yalgan birlik kvadratga tegishli gismi-
gina kerak boladi.
Endi e'tiborimizni ikkinchi
(~-1)(9r-2)>0,
q(9p- 2)>0

tengsizliklar sistemasiga gqaratamiz. Uchta
1 ) H—1, 2.9=0, 3.0< <1

hollar bizni quyidagi
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2°-q =0, /><-,
2
3°.0<ry<l, f=-

natijalarga olib keladi. Ularni rasmda tasvirlab, zinasimon chiziq
hosil gilamiz (3-rasm).

7.3-rasm 7.4-rasin

Olingan natijalarni bitta rasmda tasvirlaymiz (7.4-rasm). Quril-
gan «zina»larning umumiy nugtasi bimatritsali o‘yinning muvo-
zanat nugtasi bo'ladi. Uning koordinatalari

boladi.
0 ‘yinchiiarning unga mos keluvchi aralash strategiyalari esa

P~ O=Ym

boladi. O'yinchilarning o‘rtacha qgiymatlari esa quyidagilarga
teng:

3
>1— + H - A]J
1

19 7' Bi.9'14
Izoh. Bimatritsali oVinni ikkita nol yig‘indili matritsali o'yinga
ajratib ko‘rib chigamiz.
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¢ A matritsali oyin

Bu o'yinni grafik usul bilan yechib. A o‘yinchining

optimal aralash strategiyasini va o‘yinning

4

bahosini va B o'yinchining

optimal aralash strategiyasini topamiz.
e B matritsali oyin

Bu o‘yinni grafik usul bilan yechib, B o'yinchining

optimal aralash strategiyasini va 0'yinning

bahosini va A o'yinchining

optimal aralash strategiyasini topamiz.

Olingan natijalarni bimatritsali o‘yinning yechimi bilan tag-
goslab, quyidagi xulosaga kelamiz: agar har bir o‘yinchi o‘zining
yutuglari matritsasidan kelib chiggan holda o‘z strategiyalarini
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go‘llasa, u holda uning optimal yutug‘i muvozanat holatdagi
yutug‘iga teng bo‘ladi va o‘zining matritsasidan raqgib o‘yinchi-
ning optimal aralash strategiyasini ham topishi mumkin (lekin
o‘zinikini emas).

Tayanch iboralar

Bimatrisali o‘yinlar, aralash strategiya, Nesh teoremasi,
muvozanat holat, grafik usul.

Savollar

1 Qanday o‘yinlar bimatritsali oVinlar turkumiga kiradi?

2. Bimatritsali o'yinlarni muvozanat holatlari ganday
aniglanadi?

3. Bimatritsali 2x2 o'yinlar grafik usulda ganday yechiladi?

Mashglar

7.1. Xaridor bozordan olma sotib olish niyatida. Sotuvehi olma-
ni tolg‘ri tortishi (l-strategiya) va noto'g'ri tortishi (2-strate-
giya) mumkin. Xaridorda ham ikki strategiya bor: sotuvchiga
ishonish (1-strategiya) va ishonmasdan tekshirish (2-strate-
giya). Sotuvehi va xaridorning har bir holatdagi yutuglarini
aniglang.

a) Sotuvehi to‘g‘ri tortdi va xaridor unga ishondi. Bunda
sotuvehi va xaridorning yutuglarini O bilan baholaymiz.

b) Sotuvehi aldadi xaridor ishondi. U holda sotuvehi yutug'i
- 1 ga teng olamiz (chunki go‘shimcha daromad qildi).
Xaridor vutugh esa - 1 (chunki u kam olma oldi).

c) Sotuvehi to‘g‘ri tortdi, lekin xaridor ishonmadi. Sotuvehi
yutug‘i 0. Xaridor yutug'i -1/2 (befoyda vaqti ketdi va
0°‘zini noqulay sezdi)

d) Sotuvehi aldadi, xaridor esa ishondi. Sotuvehi yutug‘i-1
(sotuvchilikdan mahrum bo‘lishi mumkin). Xaridor yutug'i
X (aldogehini ushladi va qo‘shimcha olmaga ega bo‘ldi).

Bimatritsali o'yinni grafik usulda yeching.
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VIl bob. CHIZIQSIZ DASTURLASH

Biz chizigli dasturlash bo‘limida magsad funksiyasi va che-
garalarni ifodalovchi munosabatlarda chizigli funksiyalar bilan
ish ko‘rgan edik. Endi matematik modelda gatnashgan o‘zga-
ruvchilar chizigsiz bog'langandagi hoi bilan tanishamiz. Chiziq-
siz dasturlash masalasiga olib keladigan ba’zi masalalarni ko'rib
o ‘tamiz.

1-misol. Korxona A va B turdagi elektron mahsulot ishlab
chiqgaradi. Mahsulot ishlab chigarish uchun platina va palladiy
ishlatiladi. Har bir A mahsulot uchun 13 g platina va 8 g palla-
diy, B mahsulot uchun esa 8 g platina va 11 g palladiy kerak
boladi. Korxona zaxirasida 90g platina 88g palladiy mavjud.

A turdagi mahsulot 12 ming pul birligida, B esa 10 ming pul
birligida sotiladi. Har bir mahsulotni ishlab chigarishga ke-
tadigan xarajat ishlab chigarish ko‘lamiga bogHKiq bo‘lib, A mah-
sulot uchun 7+0,2x, B uchun esa 8+0,2} ga teng. Bu yerda x A
mahsulotni ishlab chigarish kolami, y —B mahsulot hajmi.

Korxona uchun maksimal foyda keltiradigan rejani aniglash
kerak.

Birlik A mahsulotni sotishdan keladigan foyda 12-(7+0,2x)
= 5-0,2x ga teng. B mahsulotdan keladigan foyda esa — 10 -
(8+0,2y)=2-0,2y ga teng. Demak magsad funksiyasi (A va B
mahsulotlarni sotishdan keladigan umumiy foyda) quyidagicha
bo‘ladi:

(5-0,2x)x +(2-0,2v)v =5x-0,2v2+2y-0.2y2—>max

Masalaning matematik modelini keltiramiz:

(5-0,2x)x +(2 - 0.2v)v = 5X-0,2x2 +2y - 0,2y 2 -> max
13x +6v ~ 90

8x +1l_v <88

X,y >0

Bu masalada shartlar chizigli boiib, magsad funksiyasi esa chi-
zigsiz bo‘lgani uchun chizigsiz dasturlash masalasini ifodalaydi.
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2-misol. Quyidagi talablami ganoatlantiruvchi konteyner qu-
rish lozim:

« Konteyner hajmi 6 m3;

e Balandligi 1 m dan 3 m gacha;

« Konteyner asosi kvadrat.
Konteyner yon tomonlari va asosi uchun ketadigan materialning
har bir kvadrat metri 6 shartli pul birligiga teng, tominiki esa 4
shartli pul birligiga teng. Konteyner olchamlarini shunday to-
pish kerakki, konteyner qurish uchun ketadigan material mini-
mal bo‘lsin.

Konteyner balandligini x bilan asos tomonlarini (eni va

bo‘yi) y bilan belgilaymiz. U holda masalaning matematik mo-
deli quyidagicha boiadi:

6X: +24xv +4y—~ —nun
1<x<3
xy~=6

Magsad funksiyasi konteyner narxini ifodalaydi. Bu masalada
maqgsad funksiyasi va konteyner hajmini ifodalovclii chegara
chizigsizdir.

Awalo, biz chizigsiz dasturlash masalalarini yechishda muhim
o‘rin tutadigan kvadratik shakl tushunchasi bilan tanishamiz.

8.1. Kvadratik shakllar va ularning goMlanilishi

Bu mavzuda kvadratik shakl tushunchasi bavon qilinadi. Bu
tushuncha bizga funksiya ekstremumlarini topish jarayonida asqo-
tadi.

Quyidagi kolinishdagi n o‘zgaruvchili x,x2...xn funksiyaga

n n

fix) = /(x1x2——-x,) =Y ?L ajxx =
AL\

auxx +avxIx2+... +alnxIxt +a2ix;xj +a2zx2 +...
+ainx2xn +e +afix, Xi +a,,ixnx2+- +amx; .

kvadratik shakl deyiladi. Bu yerda af] kvadratik shaklning koef-
fitsiyentlari deyiladi.
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n o‘zgaruvchili xI3x2....xn kvadratik shakl koeffitsiyentlaridan

quyidagicha tuzilgan simmetrik matritsa kvadratik shakl
matritsasi deyiladi:

(

au T ai: 1 "13 *m Jaln
\an o122 2a23 v m \a2n

| a23 "273n

V2 \ a2y t73n ®nn

Kvadratik shakl matritsasining rangiga kvadratik shaklning
rangi deyiladi. Kvadratik shakini fix) =xTA X matritsa ko‘rini-
shida yozish mumkin (*T={d,x2..xn)).

Agar kvadratik shakl

n
f (*) = “nx{+anxl +- +amxl = ¥crx;

ko‘rinishida bo‘lsa, bunday kvadratik shaklga kanonik ko'rinish-
dagi kvadratik shakl deyiladi.

Teorema. (Lagranj) Har ganday kvadratik shakl uchun
shunday bazis topiladiki, uncla kvadratik shakl kanonik kolrinish—-
da yoziladi.

Agar kanonik ko‘rinishda yozilgan kvadratik shaklning ko-
effitsiyentlari #1 ga teng bo'lsa, normal ko'rinishdagi kvadratik
shakl deyiladi (nolga teng koeffitsiyentlar hisobga olinmaganda).

Agar ixtiyoriy x~O uchun /(*)>o0 (/(*)<0) bo'lsa, fix)
kvadratik shaklga musbat(manfiy) aniglangan, /(*)> 0 (/(X) <o)
bo‘lganda esa nomanfly (nomusbat) aniglangan deyiladi.

Misollar. 1 Quyidagi kvadratik shaklni Lagranj usulida kanonik
ko‘rinishga keltiring va almashtirishni ko‘rsating.

L(x) = x{ - x2 - 3*3 +4x,x2 +2xX;%x3
Yechish. Berilgan kvadratik shakldagi xt had gatnashgan barcha
hadlarni ajratib, to‘lig kvadratgacha to'ldiramiz:
X2+4ax,x2 = (X2+4XX% +4X:) - 4xX; = (X, +2X,)2—4x2

Bu ifodada v, =x +2x, almashtirish bajaramiz va uni kvadratik
shaklga go'yamiz. U holda
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L=« -5x2+3x2+2x2x3
I da x2 gatnashgan hadlar ustida yuqoridagi kabi shakl

almashtirishlarni o‘tkazamiz:

., 2 x2 X,2.
-5x; +2X'.'X3 = '5'()(2 -5 )(’.')(3""25"_259 =

x 2
= -5¢(x,-0.2x3) +-"-
5

Agar y2=x2-0.2%x, deb olsak, kvadratik shaklda aralash ko‘-

paytmalar gatnashmaydi. Shu bilan birga x3=y3 deb olsak,
kvadratik shakl kanonik ko‘rinishga keladi

L-y[- 5y2+3.2y2

xIfx2,x3 o0‘zgaruvchilardan YN\Y2>¥3 o‘zgaruvchilarga o‘tish qoi-
dasi esa quyidagicha bo‘ladi.

W= Xl +2x1,y2 - x2-0.2x3,y3=x3

2. Quyidagi kvadratik shaklni kanonik ko‘rinishga keltira-
digan almashtirishni toping va kvadratik shaklni kanonik ko‘ri-
nishga kehiring:

L(X) = x2 +2A\ +2A0\ +2x2x3

Yechish. Boshlang‘ich exe2,eb bazisdagi kvadratik shakl matri-
tsasi

"' '0 O\
A= 02 1
012
Kvadratik shaklning ortonormallashgan bazisdagi kano-

nik kofrinishini topish uchun A matritsaning xos son va Xos

vektorlarini topamiz.
A matritsaning xarakteristik tenglamasi quyidagicha bo‘ladi:
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1-n (0] (0]
Y e\ 0 2-/ 1

Bu yerdan

@-n)WR-nr-4=0 VvVa n12=1.A3=3.

Ma’lumki, matritsaning xos vektorlari (J1-k-E)/ =0 tenglamadan
topiladi.

N\.2=1 hol uchun

°c °-° a\'
- $= 0 1 1 9ou

0 11, oy

Sistema matritsasining rangi 1 ga teng. Xos vektor sifatida
fx=(1.00).7, =(0.i-i). vektorlarni olish mumkin. Bu vektorlar

ortoganaldir. T\.vektori normallashgan. Demak. e[ =T\ f2 vek-
torni normallashtiramiz:

/, m 2

K =3 uchun xos vektorni aniglovchi tenglama quyidagichadir

-2 0 0) fpl]

0 1-1;p3

Matritsa rangi 2 ga teng bolgani uchun yagona chizigli bog‘liq
bo‘Imagan yechim mavjud, masalan, A =(@0Q11). Bu vektorni

ortonormallashtirsak, eNaOr=0— L
=t

Endi ortoganal almashtirish matritsasini keltirish mumkin:
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0 o
2
1
V2 2
Natijada kvadratik shakl quyidagi kanonik kokinishga keladi:
L(y) =yi +y2+33

Xb X2, X3, 0 ‘zgamvchilardan yN\y2yb o‘zgaruvchilarga o‘tish goi-
dasi esa quyidagicha bo‘ladi.

1 n 0
0
m” o
o LI
2 2

Yoki

nm=n,2= » 2+, 40T ,=-"2+"]

Albatta, kvadratik shaklni kanonik ko‘rinishga keltirmasdan
turib, uning ganday xarakterda ekanligini aniglash imkoniyati
bormikin? Bu savolga quyidagi qoidalar javob beradi.

1-qoida. (Silvester mezoni) f(x) kvadratik shaklning musbat
aniglangan bo'lishi uchun kvadratik shakl matritsasining barcha
bosh minorlari musbat bo ‘lishi zarur va yetarlidir, yani

A >0/02>0...A,>0

Bu yerda A1AZ2....JIM1 — kvadratik shaklning barcha bosh minor-
laridir.

2-qoida. fix) kvadratik shaklning manfiy aniglangan bo'lishi
uchun kvadratik shakl matritsasining barcha bosh minorlarining
ishoralari quyidagicha almashlab kelishi zarur va yetarlidir

Ax<0 A; >0.A3<0,...,(-1)"A,, >0.
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3-qoida. /igar kvadratik shaklning rangi r < n shartni ganoat-
lantirib, birinchi r ta bosh minorlari musbat bo ‘lib golganlari nolga
teng bo ‘Isa, bunday kvadratik shakl nomanfiy aniglangan bo ‘ladi.

4-qoida. Agar kvadratik shaklning rangi r < n shartni ga~
noatlantirib, birinchi r ta bosh minorlari manfiydan boshlab ishora
almashib kelsa, qolganlari nolga teng bo‘lsa, bunday kvadratik
shakl nomusbat aniglangan bo 1adi.

5-qoida. Agar bosh minorlar ichida manfiylari bo‘lib, bosh
minorlar orasida ishora almashlab kelishi mavjud bo'lImasa, kvad-
ratik shakl aniglanmagan bo4adi.

8.2. Shartsiz ekstremum masalasi

Bu mavzuda shartsiz ekstremum masalasining qoyilishi va uni
topish usullari bayon qilinadi. Bu natijalar shartli ekstremum ma-
salarini topishga imkon beradi.

Masalaning go‘yilishi. Bizga f(x) funksiya berilgan bolsin
(xeR",f:Rn->r). Shartsiz ekstremum masalasi quyidagicha yozi-
ladi:

f(x) —extr

Masalani yechishda fagat absolut (global) ekstremumlar emas,
balki lokal ekstremumlarni ham topish nazarda tutiladi.

Agar a nuqtaning shunday UE= (v |Ix- &< s} atrofi mavjud
bolsaki, uning barcha nugtalari uchun f(x)> f(a) (f(x) <f(a))
o‘rinli bo‘lsa, a nugta funksiyaning lokal minimum (maksimum)
nugtasi deyiladi.

Agar f(x)>f(a) (f(x) <f(a) ) tengsizlikf(x) funksiya aniglanish
sohasining barcha nuqtalarida o'rinli bo‘lsa. a nugta funksiyaning
global(mutlag) minimum (maksimum) nugtasi deyiladi.

Optimallik shartlari yetarli (tekshirilayotgan nuqta optimal-
likni kafolatlaydi) va zaruriy (tekshirilayotgan nuqta yeehim bo‘-
lishi mumkin) shartlarga bo‘linadi.

Ekstremumning zaruriy shartlari. Kolp argument]! funksiyaning
ekstremumga ega bo‘lishining zaruriy shartini keltiramiz. Bu
ko‘p argumentli funksiya uchun Ferma teoremasidir.
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1-teorema. Agar a nugta f(x) funksiyaning ekstremum nugtasi
ho 1ib, f(x) a nugtada differensiallanuvchi bo ‘Isa,

fix =b o cf@)_di@)_..._df(®) _
N de ot

bo 'ladi.

Ko‘p argumentli funksiyaning ekstremumga ega bo'lishining
zaruriy va yetarli shartini keltirishdan awal matritsaning musbat
(manliy) aniglanganlik tushunchasini keltiramiz.

Ko‘p argumentli funksiyaning ikkinchi tartibli hosilalaridan

matritsa tuzamiz
(«/T. hj=U , eeecm

2-teorema. Agar a nuqgta ikki marta differensiallanuvchi f(x)
funksiya uchun minimum nugta bo ‘Isa,

f(a) =mm / (x)

n holda ikkinchi tartibli hosilalardan tashkil topgan matritsa a
nugtada nomanfiy aniglangan bo 'ladi:

hTAh > 0

Bu yerda hT=(/»,,/»,,—ixtiyoriy vektor.
Ekstremumiiing yetarli shartlari. Optimallikni kafolatlay-
digan shart yetarli shart deyiladi.
3-teorema. Agar a nugta uchun
« MN\a)=0
» ikkinchi tartibli hosilalardan tuzilgan matritsa f\a) musbat
aniglangan bo"/sa, a nugta funksiyaning lokal minimum nug-
tasi bo ‘ladi.
Izoh. Matritsaning bosh minorlarining musbatligi barcha minor-
larning musbatligiga teng kuchli. Nomanfiy shart uchun bu hoi
o‘rinli emas. Ya’ni bosh minorlarning nomanfiyligidan matritsa-
ning barcha minorlarining nomanllyligi kelib chigmaydi. Bosh-
gacha aytganda, matritsaning bosh minorlarining noman-
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fiyligidan matritsaning nomanfiyligi kelib chigmavdi. Masalan,
0 0
-4:\8;L| _.}) matritsa uchun barcha minorlar nolga teng

(Al =Au =0) lekin bu matritsa nomanfiy aniglangan emas:
{Ah,h) - -h; <0 .

Shunday qilib, shartsiz ekstremum masalasini yechib qoidasi
quyidagicha:

1 Funksiyaning statsionar nuqtalarini topish kerak, ya’ni
quyidagi sistema yechiladi.

of W cf®)  cf(X)

=0
ax X

2) Statsionar nuqtalarda ikkinchi tartibli hosilalardan iborat
bo‘lgan matritsa tuziladi.

Ay @ =) i =

s) Matritsaning bosh minorlari hisoblanadi:

a @ au - in
< <
A =aUf A - - K uuny Ali:
a - am ™mam
Agar A, >0, a2>0,.... A, >0 bo’‘lsa, a nuqgta lokal minimum

nuqgta bo‘ladi.

Agar A <0, A2>0...... (-D"A,, >0 bo'lsa. a nuqta lokal maksi-
mum nuqgta bo'ladi.

Izoh. 1) Agar hTAh ifoda statsionar a nuqtada hf va hj

giymatlariga garab musbat yoki manfiy qgiymatlarni gabul qilsa,
bu nugtada ekstremum yo‘q.

2) hTAh ifodaning nolga tengligi noldan fargli J/} va

larda o'rinli bo'lsa, ekstremum masalasi ochiq qoladi.
Misollar.

I-misol. f{x) =/(X.X,)=x~ - Y-+ —2] X —extr
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Statsionar nuqtalarni topamiz:

M.= V 2XX- X2- 2= 0;
dx, Sx2 -X +2% +1=0Q

Sistemani yechib, yagona statsionar nuqtani aniglaymiz a=(l,0).
Ikkinchi tartibli hosilalardan matritsa tuzamiz

IAK 2 -1

[fL fL -1 2

Bu matritsa Silvester mezoniga ko‘ra musbat aniglangan. Yetarli
shartga ko4a a—1,0) nuqgta lokal minimum nuqta bo‘ladi.

2-misol. f (X) =7 (X,,X,) = X4+ X4 - X2- 2X,X, - X2 —> extr.
<f_: rf_=0 - X - 2xj - 2%, = 0;
dxl dx2 AN - 2xj - 2x, = 0.

Sistemani yechib, statsionar nuqgtalarni topamiz M =(l,1),
N=(1,-1), L=(0,0). Ikkinchi tartibli hosilalardan matritsa
tuzamiz:

ac(fl fL) 2xi-2 -2
[fL ij" -2 12x;-2y

Matritsaning statsionar nuqtadagi giymatlarini hisoblaymiz:

-2 -2

ML) =)K—1—1)=|_12 '12 100: 9

Birinchi matritsa Silvester mezoniga ko‘ra musbat aniglanganligi
uchun M va N nugtalar funksiyaning lokal minimum nugqtalari
bo4adi.

N matritsa Silvester mezoniga ko‘ra musbat yoki manfiy

aniglangan emas. Yetarli kichik n*o uchun f(h-h) =2h4>0=/(0,0),
f(ji.h) =2h~h~—2)<o—F (00) bodadi. Demak, L nuqta lokal eks-
tremum nuqta emas.
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8.3. Shartli ekstremum masalasi (shartlari teugsizlik orgali
berilgan hoi)

Bu mavzuda shariari tengsizliklar orgali berilgan masalatarni
yechish yo filari keltiriladi.

Endi ko‘p argumentli funksiyaning biror tengsizlik shartidagi
ekstremumlarini topishni ko'ramiz. Masala quyidagicha qo‘yiladi:

f(x) —extr: gf(x)<0, r=l-— vz

Bu yerda f(x) va g,(xX) Enda aniglangan. uzluksiz va uzluksiz ho-
silalarga ega bo‘lgan funksiyalar. Agar shartlarni ifodalovchi so-
ha chegaralangan bo‘lsa, bunday masalalarni yechishni Veyer-
strass teoremasi yordamida hal gilish mumkin.

8.3.1. Veyerstrass teoremasi

Teorema. Agar f(x) funksiyaning aniglanish sohasi chegara-
langan va yopiq bo'lsa, f(x) funksiya o'zining global ekstremumiga
statsionar nugtalarda yoki sohaning chegaraviy nuqtalarida erishadi.

Demak f(x) funksiyaning chegaralangan yopiq sohadagi eng
katta va eng kichik giymatlarini topish uchun:

1) sohaning ichki nuqgtalarda statsionar nuqtalarni topish va

funksiyani shu nugtada hisoblash;

2) soha chegarasida funksiyani ekstemumga tekshirish;

3) D) va 2) punktda olingan funksiya giymatlarini o‘zaro
taqqoslab, funksiyaning eng katta va eng kichik giymat-
larini aniglash.

Sohaning chegarasi analitik kokrinishda tenglamalar siste-
masi ko‘rinishida beriladi. Shuning uchun funksiyaning ekstre-
mal xarakterini chegarada aniqlash uchun shartli ekstremum
masalasini yechish talab etiladi. Ba’zi hollarda Veyerstrass teo-
remasidan foydalanib, shartli ekstremum masalasini osonroq hal
gilish mumkin.

Fikrimizni misolda bayon qilamiz.

Misol. z=x2 -y2 funksiyaning x2+v2<I| shartni ganoatlan-
tiruvchi eng katta va eng kichik giymatini toping.
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Misol 2=x2-y' funksiyaning markazi koordinata boshida
bolgan radiusi birga teng birlik doiradagi eng katta va eng
kichik giymatini topishdan iborat.

1) Funksiyaning statsionar nuqtalarini topamiz. Buning
uchun quyidagi sistemani yechamiz:

ZX=2x=0,

z'y = -2y = 0.

Sistemaning yagona yechimi (0,0), va bu nuqta joiz sohada

joylashgan. Funksiyaning statsionar nuqtadagi qgiymati z(0,0)=o.
2) Funksiyani soha chegarasi — aylanada tekshiramiz. Ya’'ni

funksiyaning x2+v2=i shartni ganoatlantimvchi ekstremumini

topamiz. Aylana tenglamasidan yv=2#M-x2 aniqglab, chegarada
funksiya z =2x2-1 ko‘rinishga keladi. Natijada masala z =2x2-i
funksiyaning -I<x<l sohadagi ekstremumini topishga keladi.
Chegaraviy statsionar nuqgtalar: (0;%1). Sohaning chegarasidagi

nugtalar esa (1,00 dan iborat. Bu nuqtalardagi funksiya
giymatlari: z(0;H)=-I, z(H.0) =1 ga teng.

3) Topilgan beshta nuqgtadagi funksiya giymatlarini taqqos-
laymiz. Funksiya eng katta giymatga (100 nugtada erishadi va
bu giymat / ga teng. Funksiya eng kichik giymatga (0;) nuqg-
tada erishadi va bu giymat -7 ga teng.

2-masala. f(x) =xi2~xix2+x22 funksiyaning || + p2|< 1 shart-
ni ganoatlantiruvclii eng katta va eng kichik giymatini toping.
Quyidagi sistemadan:

rn.vi

—=2x, -X, -0
cf (X) %¥=0X=0

=-X, +2%, = 0.
dx2

Bu nugta joiz sohaga tegishli. Joiz soha X +x2=1 -X,+x2=l,
Xj-x2=1va -X, -x; =1 chiziglar bilan chegaralangan. Funksiya

juft bo‘lganligi uchun birinchi ikki shartni inobatga olish yetar-
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lidir. xl+x2=1 chizig‘ida 7 (x,i - x,) =3x2-3x, +1 bolib, bu funk-
siya hosilasi X]=1/2 da nolga aylanadi. U holda x2=1/2 va
chegaraviy (1/2,1/2) nuqtani olamiz. Xuddi shuningdek,
-x}+x2=\ cliizigda esa, (-1/2.1/2) nugtaga ega boTamiz.
Funksiyaning juftligidan (-1/2,-1/2) , (1/2,-1/2) nuqgtalar ham
eng katta va eng kichik nuqtalar bo‘lishga davogar.
Chiziglarning kesishgan nugtalari (0,1), (0,-1), (1,0) va (-1,0)

nugtalar ham joiz sohaga tegishli. Topilgan sakkizta
nuqtalardagi funksiyaning gqiymatlarini topamiz: f(0,0)=0,
f(l/2,1/2)=f(-1/2,-1/2)=1/4, f(-1/2,1/2)=1(1/2,-1/2)=3/4,

f(1,0)=f(-1,0)=f(0,1)=/((),-J)=L  Shunday qilib, funksiyaning
eng kichik giymati koordinatalar boshida, eng katta giymati esa
joiz soha uchlarida erishadi.

8.3.2. Shartli ekstremum masalasini grafik usulda yechish

Agar o‘zgaruvchilar soni ikkiga teng bo‘lganda chizigsiz
dasturlash masalasini grafik usulda yechish imkoniyatlari bor.
Bu holda masala z=f(xI3x2\ magsad funksiyasining
gfx) <0 i =L--.n shartlarni ganoatlantiruvchi ekstremumini to-
pishdan iborat bo‘ladi.

Shartli chizigsiz dasturlash masalasini grafik usulda yechish
tartibi chizigli dasturlash masalasini grafik usulda yechishga
okkshab ketadi. Awalo joiz soha topiladi, yani g,(x)<0, i=
shartlarni ganoatlantiruvchi soha aniglanadi. Chizigli dasturlash
masalasida joiz soha doim qavariq boladi. Chizigsiz dasturlash
masalasida esa joiz soha qavariq boMishi shart emas. Bundan
tashgari, funksiyaning shartli ekstremumi soha ichida ham bo‘-
lishi mumkin.

Joiz soha aniglangandan solng, magsad funksiyasining sath
chiziglarini tavsiflovchi tenglama tuziladi: f(xIx2)=C. C ga har
xil qgiymatlar berib, maqgsad funksiyasining o‘sish (kamayish)
yo‘nalishi aniqglanadi. Sath chiziglarini joiz sohada kerakli
yo‘nalishda harakatlantirib, magsad funksiyasining optimal nug-
tasi topiladi.

Keltirilgan goidani misollarda bayon gilaymiz.
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1-misol. z=2x: -y funksiyaning quyidagi shartlardagi eng
katta va eng kichik giymatini toping:

X-y<2.
y<4
X+v-xv=>0

> 0. v>0.

Ycchish. Joiz soha x-y =2.y=4 to‘g*ri chiziglar, koordinata
olglari va x+y-xy =0 gipcrbola bilan chegaralangan (8.1-rasm).
Magsad funksiyasining sath chiziglari — 2x2 -y =c parabolalar
oilasidan iborat.

C =0 bo'lganda parabola koordinata boshidan o‘tadi. C ni
oshirib borganimizda parabola grafigi pastga siljib boradi. Pa-
rabolani C ning o‘sish tomoniga siljitamiz (ya’ni parabolani
pastga tushiramiz). Biz parabolani joiz sohaning oxirgi nugtasi-
ni tark etguncha tushiramiz. Parabola joiz sohani x-y =2
to‘g‘ri chiziq bilan A+y -rv =0 giperbolaning kesishish cliizi-
glida tark etadi. Bu chiziglarni birgalikda yechib, magsad funk-
siyasining maksimal qiymatini topamiz. Chiziglarning kesishish
nugtasining koordinatasi (M+2\2) ga teng. Shuning uchun
zma=22+2] -\2=12+7/2 ga teng. O ‘z-o‘zidan ravshanki,
magsad funksiyasi joiz sohadagi eng kichik giymatiga (0.4)
nugtada erishadi. Demak, magsad funksiyasining minimal qiy-
mati znn=-4 ga teng.

2-misol. z=<-4r Hv-6)2 funksiyaning quyidagi shartlardagi
eng katta va eng kichik giymatini toping:

X+v>1]
<2X+3v< 12

x>0, v>0.

Yechish. Joiz soha 8.2-rasmda keltirilgan ABCD Kko‘pbur-
chakdan iborat. Sath chiziglari (*-4)2+H.v-6)2=c aylanalar to‘p-
lamidan iborat. C ning o‘sishi bilan magsad funksiyasining
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8.1-rasm 8.2-rasm

giymati ham o‘sib boradi. Maqgsad funksiyasining eng kichik
giymati aylana bilan 2x+3v =12 to‘g‘ri chizigning urinish nuqg-
tasida (E nuqta) boladi. E nuqtaning koordinatasi
£"(24/13;36/13) ga teng bo‘lgani (E nugta koordinatasining BC va
ME to‘g‘ri chiziglarga perpendikularligidan topiladi) uchun
zum=z(E) =196/13 ga teng bo'ladi. Maqgsad funksiyasining eng
katta giymati D nuqtada ekanligi rasmdan ko‘rinib turibdi.
Demak, "max=2z(D) =45.

3-misol. z - 3x+y funksiyaning quyidagi shartlardagi eng
katta va eng kichik giymatini toping:

r xy>2
P2+y <16

Joiz soha y =2/x giperbola va y=>Jl6 -x2 aylana orasida
joylashgan soha (3-rasm). 8.33-rasmda 3x+v =C magqgsad funk-
siyasining bir necha graftgi keltirilgan.

Magsad funksiyasining joiz sohadagi eng Kkichik giymati
maqgsad funksiyasi bilan giperbolaning urinish nuqtasi A da
bo‘ladi. Magsad funksiyasining joiz sohadagi eng katta giymati
esa maqgsad funksiyasi bilan aylananing urinish nuqgtasi B da
bodadi. A nuqta koordinatasini topish uchun giperbola va



maqgsad funksiyasining tenglamalarini sistema qilib yechamiz:
2/x=C —-3v. Bundan -m-c=2m va NrTosv6) ekanligi kelib
chigadi. Xuddi shunindek, zig =c =4Vio va ~@Gn/To 5;2vTo,5) ekan-
ligini topish mumkin.

8.4. Shartlar tenglamalar orqali berilgan shartli
ekstremum masalasi

Bu mavzuda shartlari tenglamalar orgali berilgan masalalami
yechimini topish bilan shug'ullanamizmNo ‘'malumlami yo‘gotish
usuli va Lagranj usuli bilan tanishamiz-

Shartlar tenglamalar orqali berilgan shartli ekstremum masa-
lasi quyidagicha bo‘lishini ko'rgan edik:

f(X)->extr: gj(x) =0, 1 =12eem, m<n
Bunday ko‘rinishdagi shartli ekstremum masalalarini
yechishning noma’lumlami yo'qotish va Lagranj usullari bilan

tanishamiz. Noma’lumlarni yo*gotish usuli sodda, lekin uning
tatbig‘i chegaralangan.

8.4.1. Noraa’lumlarni yo*‘gotish usuli

Bu usuldan g-&=0, 7= m<n shartlardan m o‘zga-

ruvchilarni. masalan, xm larni golgan n-m o'zgaruv-
chi orgali ifodalash imkoni bo‘lganda foydalaniladi. Ya'ni
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X' = <5 (xm+l.. ... xny. 7= 1,2, +

Topilgan ifodalarni -=f{x) =f(x]x2...,%,) funksiyaga
go‘ysak,

yoki
z=F(xm#,...,xJ

Demak, masala z =F(xmH,...,xn) funksiya uchun oddiy ekstre-
mum masalasiga aylanadi. Bayon qilingan usulni misoi asosida
Ko‘rib chigamiz.

1-misol. z=/(x,v) —V/+V' funksiyani g(x,y) =*+y-1=0 shart-
ni ganoatlantimvchi ekstremumini topamiz. Xx+y-i=o tenglik-
dan y=1-x topib, z=x2+v2 funksiyaga qo‘ysak, bir o‘zgaruv-
chili funksiya hosil bo‘ladi:

F(OX) =f (x| =X)=x, +1-X)2=2xz—-2x+L

F(x) funksiya parabola va u x=\/2 nugtada minimumga
erishadi. Demak, z=x2+y2 funksiyaning Xx+y-I=0 shartni ga-
noatlantiruvchi ekstremum nuqtasi (1/21/2) bo‘lib, bu nugtada
z=x2+y2 funksiya minimumga erishadi va bu qgiymat
—~1/20/2) =1/2 ga teng.

2-misol.  u=f (X Yy,2)=x2+v2+r2 funksiyaning d(x, ¥,z =
=4x+Vv2+22 -14 shartni ganoatlantimvchi ekstremumini topa-
miz. 4v+y2+2z=14 tenglikdan z=I1-2x-y2/2 ni topib, magqg-
sad funksiyasiga qo‘ysak, WX YVY)=/XYyJ -2X-y2/2)=x2+3P+
H7 -2x-j-2/2] ikki o‘zgamvchili funksiya hosil gilamiz. Demak,
masala w(Xx,y) funksiyaning shartsiz ekstremumini topishga kel-
di. w{x,y) funksiyaning statsionar nuqtalarini topamiz. Buning

uchun birinchi tartibli xususiy hosilalarni topamiz va quyidagi
sistemani yechamiz:

J 10x+2y2=14
j-12y +49>-+y3=0*

244



Bu sistemaning yechimlari, ya'ni statsionar nuqtalar (14/5.0);
(2.2) va (2,-2) dan iborat. Bu nugtalarning ekstremumligini
aniglash uchun Gess matritsasini tekshiramiz. wp~y) funksiya-
ning Gess matritsasi quyidagicha boladi:

'10 4y
4y A4x+3y2-12

Gess matritsasi (14/5,0) nugtada musbat ham manfiy ham
aniglanmaganligi uchun bu nugta ekstremum nuqta emas. (2,2)
va (2.-2) nugtalarda esa matritsa musbat aniglanganligi bois bu
nugtalarda lunksiya minimumga erishadi. Demak, n=f{x,y,z) =:
=x2+y2+z2 funksiyaning shartli minimum nugqgtalari (2,2.1) va
(2.-2,1) ga teng.

8.4.2. Funksiyaning shartli ekstremumini topishning
Lagranj usuli

Shartli ekstremum masalasi noma’lumlami o'rniga qo‘yish
usuli chegaralanganligi ynqorida aytildi. Bunday masalalami
Lag_ranj usuli bilan yechish keng gamrovli usullardan hisoblanadi.

Bizga

f ) —=extr: gj(X) =0. /=1eee,m,
shartli ekstremum masalasi berilgan bo'lsin. Funksiyaning shartli
ekstremumini topishning birinchi tartibli zaruriy shartini keltira—
miz.

Teorema. a nugta shartli ekstremum masalasining lokal eks-
tremum nugtasi bo’/sin va fix), g,(x) =0, i=1 funksiyafar
a nugta atrofida uzluksiz differensiallanuvchi bo'lsin. U holda
shunday no/dan farqli s = (foa,,...,9 1) Vvektor topiladiki, Langranj

funksiyasi deb ataluvchi A*.A) =A0(.v) +*A @,(X) funksiya uchun

6kj

tengliklar bajariladi.
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Endi funksiya ekstremumga ega boiishining ikkinchi tartibli
zaruriy sharti bilan tanishamiz.

Teorema. a nugta shartli ekstremum masalasining lokal
minimum (maksimum) nuqgtasi bo‘lsin va /(x), gXx) =0, /=1—m
funksiyalar a nugta atrofida uzluksiz ikki marta differensialla-
nuvchi bo‘lsin. a nuqgtada g, (x) funksiyaning gradiyentlari chizig-

li bog'lanmagan bo'lsin. U holda {A(%_gx‘h =0,/=12,-m shartni
ganoatlantiruvchi ixtiyoriy h=(hl,h2...h,) vektori uchun shunday
noldan farqgli s =(1..a4v) Vvektor topilib,

dL{x, A1)

cL(x9) _
CA,

0 i-12..w

va
Yy f -A4><0
RS ¢

shartlar bajariladi.

Funksiya shartli ekstremumga ega boiishining yetarli sharti-
ni keltiramiz.

Teorema. /0), &0) =a. /=i,.--,7, funksiyalar a nuqta atrofida
uzluksiz ikki marta differensiallanuvchi va a nuqgtada gi(} funk-
siyaning gradiyentlari chiz.igli bog'lanmagan bo’lsin. a nugta
shartli ekstremum masalasining lokal minimum (maksimum) nug-

tasi bofishi uchun \r(r~l>§—rt=Q,i=\X—*m shartni ganoatlantiruv-

chi ixtiyoriy h=dwh2..hn) vektori uchun shunday noldan farqli
a=(1,AL.. DK vektor topilib,



shartlar bajarilishi yetarli.
Shunday qilib, Lagranj usuliga ko‘ra lokal ekstremumlami to-
pish quyidagicha amalga oshiriladi:

1) Lagranj funksiyasi quriladi;

m

Ln-0) =50/ () +  xie ()
H

2) Lagranj funksiyasining statsionar nuqtalari aniglanadi.
Ya'm quyidagi sistema yechiladi

M =q j=1n

cL(x.4
( )=o. 7=1m

Shu bilan birga, quyidagi hollarni alohida garash lozim a) s0=1
(yoki Ixtivoit musbat son) b) s0=-i, (yoki ixtiyory manfiy son).
a) holatda statsionar nugtada minimum bo‘lishi mumkin. b)
holda statsionar nugta maksimum nuqta bolishi mumkin.

3 ]}:\og,(A)-# =0.;=12,..,% shartlarni ganoatlantimvchi nol-

dan fargli ixtiyoriy h=(kJ=.../2) vektori uchun

ATEXjdxk

shartni tekshirish kerak. Agar bu shart bajarilsa.

4) a) holda statsionar nugta masalaning lokal minimum
nugtasi boHKadi; b) holda statsionar nuqta funksiyaning lokal
maksimum nugtasi bo‘ladi.

5 Agar ekstremumning yetarli sharti bajarilmasa,

ﬁ t . hh >0 shartning bajarilishini tekshirish lozim. Agar bu
tttcx dx

shart bajarilmasa. statsionar nugta shartli ekstremum nuqta bo‘l-
maydi.



Misol. xyz funksiyaning xy-+yz+xz-12=0 shart bajarilgan-
dagi lokal maksimum va lokal minimum nugqtalarini toping.
Yechish.
a) Lagranj funksiyasini quramiz:
L(xy. r.5) =Xxyz +A(oi +yz +zX-12)

b) Shartli statsionar nuqgtalarni topamiz.

Q—_o iz HVly 42) = 0 , (8.1)
Ie*yz o] Y+A(x+z)=0. 8.2
I?LI: 0] X}y HA(v+y) =0, (8.3
(cL —

ISA - © JT+Hr+Hz-12=0. (8.4)

(8.1)-(8.4) tengliklardan x*0, \pO, z*o, 970, va

1 1_ 1
—_—4—= —
y z i
T4t
x z a
1.1
—_— 1= —1
y x A

munosabatlarni hosil gilamiz. Bu yerdan x=y =z =-24 ekani
kelib chigadi. U holda (9) tenglikdan 12A2=12, ya’ni A==lI
ekanini topamiz.

Shundav qilib, ikkita shartli statsionar nugtani topdik:

) x=y=z=-2, 94=12) x=y=z=2. A=-1.

c) h vektor uchun tenglik yozamiz.
\
Fgfs— =(Y+Z X+Z. X+Y)
Cx'cy' dz
ekanidan X=y=2z=-2 nuqtada
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X=y=27=2 nuqtada esa

& & &g" (4.4.4)

Vex ¢y czy
ekanini topamiz. Har ikkaia holda ham /2=(/»,/» 8 vektor uchun
hx-+hz +)7, =o (8.5

tenglikni hosil gilamiz. Endi Lagranj funksiyasining ikkinchi tar-
tibli hosilalaridan tuzilgan matritsani topamiz.

0 z+4d v+A

dIH.X’ﬂ)_ z+4 0 X +9
dej&k] v+d X+n 0

U holda birinehi statsionar nugta uchun

4L fik= ~21id, -2\ - Huh,
j:1k:1dedX!K
bo‘ladi.
(8.5) tenglikdan r8=~(+) ekanini topamiz. Shuning uchun
| N8 =2y +2h +ang

Endi hgo da

ty +hji, Hr 4 3 ++4,j +2>0
ekanligidan

n n Aa2T

YY - --hh>o

tengsizliklar bajariladi. Shunday qilib, x=-2, v=-2, z=-2 -
shartli lokal minimum nugta ekan.

Xuddi shuningdek, X=2, y-2, z=2 nuqtaning shartli mak-
simumligini aniglash qgiyin emas.



Tayanch iboralar

Chizigsiz dasturlash. kvadratik shakl. kvadratik shakl rangi,
Silvester mezoni. shartsiz ekstremum. lokal va global ekstre-
mum, shartli ekstremum, Veyerstrass teoremasi, Gess matritsasi.
grafik usul. o‘zgaruvchilarni yo'qotish usuli. Lagranj usuli.

Savollar

1 Chizigsiz dasturlash masalalari ganday ko‘rinishda bo‘ladi?

2. Kvadratik shakl nima?

3. Qanday kvadratik shakllarni musbat aniglangan deymiz?

4. Silvester mezoni ganday mezon?

5. Global va lokal ekstremumlaming fargi nimada?

6. Shartsiz ekstremum masalasi ganday masala va u ganday
yechiladi?

7. Shartsiz ekstremum masalasi bilan kvadratik shakl orasida
ganday bog‘liglik bor?

8.Shartlari tengsizlik orqgali berilgan shartli ekstremum ma-
salasini grafik usulda yechish mumkinmi?

9. Shartlari tengliklar orgali berilgan shartli ekstremum masa-
lasini noma’lumlarni yo‘qotish usulida yechish ganday
amalga oshiriladi?

10. Shartli ekstremum masalasini Lagranj usulida yechish
ganday amalga oshiriladi?

Mashglar

8.1. Quyidagi kvadratik shakllarning matritsasini tuzing.
1) X - 2x2" +x," - 6Xx3 2) X2 = 2x3 +3Vv4" +4x,x2 - 2x3X4

8.2. Kvadratik shaklni kanonik ko'rmishga keltiruvchi ortoganal
almashtirishlarni toping va kvadratik shaklning kanonik
kokrinishini tuzing.

1) X2 4+X2+X.z-2Xjx2 -2xr13-2xrx3 2) 6x,: +5xR +7x,: - dxrx2 +4x,X,

8.3. Kvadratik shaklning musbat, manliy, nomanfiy voki
nomusbat aniglanganligini tekshiring.
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3) - AwR- 2x,x, - 2xX}  4) X, 2+ X}2+ XX, - 2X,X3
8.4. Quyidagi funksiyalarning ekstremum nugtalarini toping.

1) f =x; +xl - 3Xjx2 2) f =*2+X +3X; +Xtx3+x23-x2
8.5. Funksiyaning eng katta va eng kichik giymatini toping.

1) f =X2-x2 2) f - XxE+x2-12%j +16X,
X - {x K3+A<I16} X - {x jx2+x; <25}

8.6. Korxona ikki xil turdagi mahsulot ishlab chigaradi. Agar
korxona vaqgt birligida 1-mahsulotdan n birlik 2-mahsulotdan
y birlik ishlab chiqgarilsa, C(X,y)—2x +xy/+22 Xarajat bo‘ladi.
Agar mahsulot narxlari 12 va 18 birliklarga teng boflsa, kor-
xona gancha 1-mahsulot va gancha 2-mahsulot ishlab chi-
garganda eng ko‘p foyda koTadi?

8.7. Firma mahsulotini uchta bozorda sotadi. Tekshirishlar shu-
ni ko'rsatdiki. har bir bozorning mahsulotga bo‘lgan talab
funksiyalari o'zgacha: 1-bozorda pj=63-4x, 2-bozorda
p2=105-5y: 3-bozorda pf=75-6zmx,)y va r mos ravishda har
bir bozorda sotiladigan mahsulot iniqdorlari. Agar Xxarajat
funksiyasi C=20+15q (‘q¢—x+y+z) bo‘lsa, foyda eng yuqori
bo‘lishi uchun mahsulotlarni bozorlarga ganday tagsimlash
lozim?

8.8. Quyidagi chizigsiz dasturlash masalalarini gralik usulda
yeching.

1) / =4X+3v—» max 2) f=x-y-5—>extr
X"-2v-v'-2y<34 xX-pv>1
n>1 X+v>3.5
y>1 0<X<5
y.v>0 0<)<5

8.9. Quyidagi funksiyalarning shartli ekstremumlarini toping.

1) X:+v;+ —>extr 2) 2X2-6X -6y - 3r: —extr
X+v+"=1 X—y+z=0 BXx+v-2z=1

y+v - -=1/2
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8.10. Rejaga kra korxona 180 ta detal tayyorlashi lozim. Bu
detallar ikki texnologiya bo‘yicha tayyorlanadi. 1-usul bilan x
detalni tayyorlash uchun 4x+x: xarajat qilinadi. 2-usul bilan
tayyorlaganda esa xarajat sy+y. bilan ifodalanadi. Har bir
texnologiyadan qganchadan detal ishlab chigarganda ishlab
chigarishning umumiy xarajati eng kam bo'ladi?

8.11. Muharrir yangi kitob chigarish va uning reklamasi uchun
$60000 mablagl ajratgan. Tahlillar shuni ko‘rsatdiki, agar x
ming dollar ishlab chigarishga y ming dollar reklamaga sarf
gilinsa, f(x,y)=2Qx32/ dona kitob sotiladi. Sotish ko‘lamini
maksimallashtirish uchun muharrir mablagkiing ganchasini
ishlab chigarishga va ganchasini reklamaga ajratishi kerak?

8.12. Agar x ming dollar ishchilarga y ming dollar resurslarga

gjratilsa, fabrikaning ishlab chigarish quvvati f(x,y)=60x13/2*3
birlikka teng boladi. Agar fabrikaning imkoniyati $120000

bo‘lsa, ishlab chigarish quvvati yugori bo‘lishi uchun mablag4
ganday tagsimlanishi lozim?



IX bob. QAVARIQ DASTURLASH

9.1. Qavariq to‘plamlar

Bu mavzuda gavariq to'p/am tushunchasi keltirilib, uning

xossalari bilan tanishamizm
Bo‘sh boMmagan x c r* to‘plam berilgan. Agar to'plam

0‘zining ixtiyoriy va z2 nugtalari bilan birgalikda ularni tu-
tashtiruvchi kesmani ham o‘z ichiga oisa, bunday to‘plam ga-
varig to'plam deyiladi. Boshgacha aytganda, gavariq to‘plamda
barcha zl}z2eX va Xg[0:1] lar uchun Az +(I-Az eX o'rinli

bo‘ladi.

9.1-rasm 9.9.2-rasm

Masalan, 9.1-rasmda keltirilgan ABCDE ko‘pburchak gavariq
bo‘lib, 9.2-rasmda keltirilgan ko‘pburchak esa gavariq emas.

Doira, sektor, kesma, kub, piramida, yarim tekislik va h.k
shakllar gavariq to‘plamlarni tashkil giladi. Aylana, halga va h.k
to‘plamlar gavarigq bo‘Imagan to‘plamga misol bo‘la oladi.

Ta'rifdan foydalanib, X ={(x,y) @x+5v<1) to‘plamning
gavarigligini koTsatamiz. To‘plamning ixtiyoriy ikkita nuqgtasini
olamiz: zx=(y1 V1), va z2=(x2,y2. U holda

3 45y, <5, 3r, +5v, <5. (9.1)
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Bareha (Xj,y,), eA' va 7e[G1] lar uchun

ar, +(1-4A)z2= An-Ly1)+@A - A)(-V..y,) =
=(@r, +@-A)y,, qr, +@-9)y,)

nugta ham shu tolplamga tegishli ekanini ko‘rsatamiz. Hagiga-
tan ham, (8.1) tengsizliklardan

AL+ L - A)N+5T\N\+(1-9),)
-AB.r1+5y,)+(1-49)(Bx2+5y,) <A5+(1-4) -5=5

ekanini hosil gilamiz. Demak, berilgan to‘plam gavariq ekan.
Qavariq UVplamlar quyidagi xossaga ega.
Har ganday gavariq to plamning kesishmasi ham qavariqdir.
Bu xossaning isbotini ikki to‘plam uchun keltirish yetarlidir.
M va N nuqgtalar A va B to‘plamlaming kesishmasiga tegishli
boHlsin. Qavariq to‘plamning ta’riliga ko‘ra MN kesmaning bar-
cha nugtalari ham A to‘plamga, ham B tobplamga tegishli bo‘la—
di. Ya'ni A va B to‘plamlarning kesishmasiga tegishli bo‘ladi.
Agar x1.v2.....X,; e A bo‘lsa, Al+4, +—+4d, =1 Va a, >0./ =i2.---,n

shartlarni ganoatlantiruvchi r=X-+r2+.+\y,ea bo‘ladi.

9.2. Qavariq funksiyalar

Bu mavzuda qavariq funksiyalar tushunchasi beriladi va ga-
varig funksiyaning xossalari bilan tanishamiz.

Ta'rif Qavariq X to‘plamda aniglangan fix) funksiya uchun
ixtiyoriy z,,22eA va e [ larda

/(Az1HL-9)z:) <s/(ru)H1-9)/(r2) (9.2

tengsizlik okrinli bo'lsa bunday funksiyalar pastga gavariq funk-
siyalar deyiladi.

Agar (9.2) tengsizlikda < belgi o'rniga > belgisi ishlatilsa.
yuqgoriga gavariq funksiyalar ta'rili hosil boladi. Agar (9.2)
tengsizlikda < belgisi < belgisi bilan almashtirilsa, gat’iy pastga
gavariqg funksiya ta'nfi kelib chigadi.

Qavariq funksiyalarning xossalari

1 Qavariq to‘plamda aniglangan gavariq funksiya tolplam-

ning ichki nuqtasida uzluksiz bo'ladi.
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2) Qavarig to‘piam X da aniglangan qavariq f(x) funksiya
ixtiyoriy 53 uchun

{xe X V(x) <A}

to‘plam gavariq bo‘ladi (agar bunday to‘plam bo‘sh bolimasa).
3) Qavariq X to‘plamda aniglangan gavariq f(x) funksiya
uchun _
m n

i=1 =8

tengsizlik okinli bo‘ladi. Bu yerda X 6X,r =Ll.-.T; =1

/=1
4) @E.i=12..m funksiyalar qavarig bo‘lsa, ]_'_ml_'A<F(O)

funksiya ham qavariq bo*ladi (A. >0).

5) Har ganday gat’iy gavarig funksiya bittadan ortiq statsio-
nar nugtaga ega bo‘lmaydi. Shu bilan birga, bu nuqgta funksiya-
ning lokal va mutlag minimumlariga mos keladi.

6) Ikki marta differensiallanuvchi funksiyaning gavariq bo‘-
lishi uchun funksiyaning Gess matrisasining nomanfiy aniglan-
gan boiishi zarur va yetarlidir.

9.3. Shartli minimum masalasi

Bu mavzuda shartli minimum masalasini berilishi va uni
ganday topish usuli bayon qilinadi. Shartli minimumni topishning
Kun-Takker shartlari keltiriladi.

Bizga uzluksiz hosilalarga ega bo‘lgan gavariq

fix) =f(xPpx,...%,,) , (9.3)
funksiya berilgan bo‘lsin. Quyidagi tengsizliklar yordamida
gi(x) =gJ(d x2...xnN)< 0 (j—}2,....m) (9.9)

aniglangan gavariq A aVplamni garaylik. Bu yerda £,(*) gava-
rig va uzluksiz birinchi tartibli hosilalarga ega funksiyalar. Shu
bilan birga A to‘plamning ichki nugtalari mavjud deb olamiz.
Ya'ni gj(x)<0 (/=1,2,...,.m) shartlarni ganoatlantiruvchi nugta
mavjud.



(9.4) shartlarni ganoatlantimvchi (9.3) funksiya minimum
giymatga erishadigan x* nugtani topish masalasi qavariq
dasturlash masalasi deyiladi:

fix) - min/(x) (9.5)

Qavariq dasturlash masalasida lokal minimum nugta mutlaq
minimum bilan mos keladi.

Hagigatan ham, f(x) funksiya * % nugtada lokal minimumga
erishsin, ya’ni X[ aa nugta atrofida f(xfi))<f(x) o’rinli boladi.
Faraz qilaylik, biror A sy 2 nugta uchun f(xf2))<f(xfl)) bolsin.
X=(I-t)xfV+txf) (o <t<l) kesmani garaylik.

A tolplamning gavarigligidan kesmaning barcha nugtalari A
to‘plamda yotadi. Kesmada atrofida joylashgan xfo)—I-

O] HOP) nugta mavjud. f(x) funksiyaning gavagrigligidan

f(xXfQ)< (I-to)f(xfl1>)+t(f(x<eo =f(X<1)) U o[/(x<D)-
Fx(@)]<f(x(D).
Bu esa f(xd,)<f(x) shartiga zid. Shuning uchun ixtiyoriy
XsA uchun f(xfV)<f(x) o'rinlidir.
Qavariq dasturlash masalasini yechish uchun Lagranj
funksiyasi deb ataluvchi

L(x. A) =f{X) +Ag, (x) +... + Xmy m(x)

funksiyani quramiz. Bu yerda A,___ Amsonlar Lagranj
ko‘paytuvchilari, I =(Al..vektor esa Lagranj ko'paytuvchilari
vektori deb yuritiladi.

Teorema (Kun-Takkar). f(x) va <?,(*) (i=J,2....m) funk-
siyalar A sohada differensiallashuvchi bofib, A sohaning ichki
nugtasi mavjud bo /sin. U ho/da x* nugta (9.4) shartlarini ganoat-
lantimvchi f(x) funksiyaga minimum nugta bo ‘lishi uchun shunday
A+ vektori mavjud bofishi kerakki, unda (x*, X*)wvektori uchun
quyidagi shartlaming bajarilishi zarur va yetarlidir:

Voo ow of )
b)Xj>o0, (/ =12..m),
c)X{giX=0,( -1.2...m)

256



Qavariq dasturlash masalasini ((9.4),(9.5)) yechishning

umumiy sxemasi quyidagicha:

L Masala gavarig dasturlash masalasi ekanligini aniglash
lozim. Buning uchun barcha funksiyalarning gavarig-
ligini tekshirish va masala minimum masalasi bo‘lishli
lozim.

2. A to‘plamning ichki nugtalari mavjudligini aniglash kerak.

3. Teorema shartlaridan x* va A* aniglash lozim.

4. x* nuqtaning A to‘plamga tegishliligini aniglash kerak va
unga mos A* nomanfiyligini tekshirish lozim

Misol. x1-Xxy+y2-2X+y->min, Xx2+y2<1l A=R2, qavariq

dasturlash masalasini garaymiz. Bunda

f(X) = x2- Xy+j 2-2X+y, g(x) = x2+y2-1.

f(x) funksiya uchun Gess matritsasi inusbat aniglangan bo‘lgani
uchun u qavarig funksiyadir va g(x)=xz-+y2-| funksiyaning ham
gavarigligini tekshirish giyin emas. A tolplam birlik doiradan
iborat bo'lgani uchun lining ichki nugtalari mavjud. Masalani
yechish uchun Lagranj funksiyasini tuzamiz.

LN\Y. n)= (y2- Xy +y 2 - 2X +y)+ X(x2+y2-1)
Lagranj funksiyasidan xususiy hosilalar olamiz.

L'X(XA) = 2.t- Y - 2+2AX—0, (9.6)

L'v= (-x+2v+1)+2X¥ =0 9.7)

tengliklarni, teoremaning c¢) shartidan esa
A -R+V 1)=0 (9-9)

ekanini b) shartidan esa , x1>0 ekanini hosil gilamiz.
Agar 4 =0 bo‘lsa, u holda (9.6), (9.7) tengliklardan quyida-
gilarni hosil gilamiz.

Topilgan nugta masalaning yechimi bo'ladi.
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Masalaning yechimi topilgani uchun boshga hollarni garab
chigish shart emas.
Misol. fix) = 2xf +4x2 - 2xxxz - 4 y[5 - 2)X, - 5(2 - V5)x2—>mm,

X +x <4 X -x2<Q x +a2>1 Js|>a gavariq dasturlash

masalasi uchun x' =(0.2) va x'= - 5 | nugtalaming

N\ y
misolning yechimi bo‘lishini tekshiring.

Yechish. Magsad funksiyasi va gl(n) =x: HA\-4. g2(x) =x2-x,.
O3(x) =% —-x+l g4(x) =-x,, funksiyalar gavarigligini tekshirish
giyin emas. Lagranj funksiyasining ko‘rinishi quyidagicha bol-
ladi:

IAX) = 2X2 +4X2 - 2XjX, = 4(/5 - 2)X, - 5(2 - fS X2+ (X‘ +x: -4) +
+4, (x2 - x2) H4, (L-x, - x2)- 94,.

Teoremaning a) shartidan
L; =43 - 210 -4015- 2) +2x, #4126 - -4, 99

I'x — -2 +8x —-52-115)+5 22— -5 (9.10)
C) shartidan

A 092+x; -4) =0. (9.11)

A2(x2-x2) = 0. (9.12)

A3(-%X, -x2+1) = 0. (9.13)

adx,=0. (9.14)

tenglamalarga kelamiz.

x' =(0,2 nuqgta koordinatalari (9.11)-(9.14) tenglamalarning
yechimi bo‘lishidan 5, *0,92=0,a3=0,54*0 kelib chigadi. (9.9)-
(9.10) tenglamalardan ¢ =(-5/5-—-6)/4, 4=4-4n/5 kelib chi-
gadi. Bu esa teoremaning b) shartiga zid. Demak, X =(0,2)
nugta yechim bo‘la olmaydi.

Xuddi shuningdek, X = ) nugta uchun (9.9)-

(9.14) tenglamalardan \.=0A2=1,A3=2 A4=0 kelib chigadi va
masalaning yechimi ekanligini ko‘rsatadi.
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Tayanch iboralar

Qavariq to‘plam, gavariq funksiya, gavariq dasturlash, shartli
minimum masalasi. Langranj funksiyasi, egar nugta, Kun-
Takker shartlari.

Savollar

Qanday tolplamlar gavariq deyiladi?

Qanday funksiyalarga gavariq funksiyalar deymiz?
Qavariqg funksiyaning ganday xossalarini bilasiz?

Qavariq dasturlash masalasi deb ganday masalaga ayti-
ladi?

Qavariq dasturlash masalasi ganday yechiladi?
Kun-Takker shartlari nimadan iborat?

INJRI

o O

Mashglar
9.1. Quyidagi to‘plamlarning gavarigligini ko‘rsating.

D) 12x tx2<3 2 X<l 3 Ix+e<l

X +5x2 <7 [x, - 2y, <o <

9.2. Quyidagi funksiyalarning qavarigligini ta'rif bo‘yicha
ko‘rsating.

) /7 (x)=x2 2) I(*,y)=xz2+V2 3) TY)=H+Y

9.3. Quyidagi funksiyalarni gavarigligini Silvester mezonidan
foydalanib teksliiring.

1) f(X) =X, 44X, 4+X* +X," +X]'X2 2) [(X) =5%xj2+5x:“ +4x3*
+4Xr\, +2X,X,

9.4. Quyidagi masalalarni minimumga yeching.

1) X2+y2-2X-2y+7->min  2) X2-Xy +y 2+2X == nun
X+y <5 X>2, X+y <1, x>0

259



X bob. DINAMIK DASTURLASH
10.1. Masalaning go‘yilishi. Bellman tenglamasi

Bol mavzuda dinamik dasturlash tushunchasi bayon gilinib,
Bellman tenglamasi keltiriladi. Dinamik dasturlash masalalariga
keltiriladigan masalalar Bellman tenglamalari orgali ifodalanadi.

Chiziqgli va chizigsiz dasturlash masalalarida iqgtisodiy jara—
yonlar statik xarakterga ega edi. Ya'ni ularda kechadigan jara-
yonlar vaqtga boglig emas. Jarayonning optimal yechimi bir
bosgichda garalar edi. Bunday jarayonlar bir bosgichli jarayonlar
deyiladi.

Dinamik xarakterdagi iqgtisodiy jarayonlar ko‘p bosgichli
jarayonlar bo‘lib unda umumiy jarayonning optimalligi har bir
bosqgichning optimalligiga erishilib. umumiy optimallik anigla-
nadi.

Dinamik dasturlash usuli bilan yechiladigan masalalarga,
masalan, resurslami korxonalarga optimal tagsimlash, resurslami
bir necha yil davomida ishlatish, dastgohlarni almashtirish va
h.k. kiradi. Dinamik dasturlash masalasining qo‘yilishini ko‘rib
chigamiz. Biror igtisodiy boshgaruv jarayonini biror n bosgichga
ajratish mumkin bo‘lsin. Boshqgarish jaravonida obyekt s holat-
dan su holatga o'tsin. k—gadamdagi holatni s deb, boshgaruvni
esa uk orgali belgilaymiz. Demak, ui,u2...,un boshgaruv igtiso-
diy holatni sqg dan su holatga olib keladi. Boshgaruvni 10.1-
rasmdagi zanjir orgali tasawur qilish mumkin:

10.1-rasm

Bunday jarayonning samaradorligi — maqgsad funksiyasi
boshlang‘ich holatga va boshgaruv parametrlariga bogiiq bo‘-
ladi:
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Z=F(sQu) (0.1)

Bu yerda u=(uj,u2> Mn).

Dinamik dasturlash usulini qgollashda quyidagi shartlar
o‘rinli deb garaladi.

1 Jarayonning sk holati fagat oldingi holati ski va k-
bosgichdagi boshgaruv uk gagina bog‘lig bo‘ladi, ya'ni

Sk=fk(Sk-i,Uk), k=1.2, ,n (10.2)
2. Magsad funksiyasi additivlik xususiyatiga ega, ya’'ni:
 Tk(sk-huk) (10.3)

[3

Dinamik dasturlash masalasi quyidagicha go‘yiladi: bosh-
garuvni shunday amalga oshirish kerakki, unda magsad funksiya—
sining giymati z eng katta (kichik) bo ‘isin.

3. Bellman tenglamasi. Masalalarni dinamik dastur usulida
yechish ikki gismdan iborat. Birinchi gism teskari quviash usuli
yoki shartli ekstremum qismi deyiladi. Ikkinchi gism toQfi
quviash usuli bo'lib. unda shartsiz ekstremum masalasi yeehiladi.

4. Birinchi gism. Fikrimizni masalaning n-gadamiga gara—
taylik. S,,.] n-gadam boshidagi holat bo‘lsin. un n-bosgichdagi
boshqgaruv bo‘lsin, fn(sn-i,un) n-gadamdagi magsad funksiyasi.
Optimallik shartiga ko‘ra unshunday tanlash loziki sn.j holatning
har ganday giymatida ham magsad funksiyasi maksimumga
(minimumga) erishsin. zn*(su_i) orgali n-gadamdagi magsad
funksiyasining optimal giymatini belgilaymiz. Bu magsad
funksiyasining n-gadamdagi shartli optimal giymati deyiladi.
Ravshanki,

z )=maxminfn ,ub (10.5)
$1

Maksimallashtirish (minimallashtirish) barcha mumkin bo‘l-
gan boshgaruvlar ieliidan olinadi. n-qadamdagi optimal boshga-
ruvni un*(s,,.]) orqali belgilaymiz.

(10.5) tenglamadan foydalanib. mumkin bo‘lgan barcha sn.j
holatlar uchun zn*S+) va un*(e-i) funksiyalarni aniglaymiz.
Oxirgi ikki gadamdagi magsad funksiyasining giymati

1056)
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ga teng bo‘ladi. Demak, s.-2 holat uchun un_i boshgaruvni
shundav aniglash lozimki unda (10.6) funksiya maksimumga
(minimumga) erishsin. n-1 gqadamdagi optimal boshgaruvni un-
i*(sr2) orgali belgilaymiz. Zn-i*(sn2) oxirgi ikki gadamdagi
magsad funksiyasining shartli optimal giymati bo‘ladi.

VI(V2)= Ta>|§£_l}L[L){/,,—1(5«—2'M1-l) +Z*A 1j (10.7)

Shuni ta’kidlash lozimki, figurali gavs ichidagi iloda fagat
S -2 va Un.7 largagina bogliq. Hagigatan ham, sn.j ni (10.2) ga
ko‘ra aniglash mumkin

M =?h (V2,»h)

va Zn*(si) ifodada sn.j o'rniga qo‘yish mumkin. Pirovar-
dida, (10.7) ga binoan maksimallashtirish (minimallashtirish)
natijasida zn-i*(sn-<) va lin-i*(sn=) giymatlarni aniglaymiz.

ZK(Sk-I) orgali magsad funksiyasining £-gadamdan oxirgi
gadamgacha bo‘lgan shartli optimal giymatini belgilasak, quyi-
dagi rekurent formulaga kelamiz

2AN{sk® = max(min){/t (sk* u k) +2iH (sk)} (10.8)
|

k=n-ln-2, ,2,1.

(10.8) formuladagi maksimumga (minimumga) olib keluvchi
optimal boshgaruvni Wi*S\l) orgali belgilaymiz. (10.8) bo‘yicha
optimallikni topish jarayonida o'rniga (10.2) formuladan
olingan sk=(pk(sk*.uK) ifodani qo‘yish kerak.

(10.8) tenglamalarga Bellman tenglamalari deyiladi. Shunday
gilib hisoblashning birinchi gismi tugallanadi. Natijada biz ikki
ketma-ketlikka ega bo‘lamiz: magsad funksiyasining shartli
ekstremumlari

Zn(Sn_1), Z* I {SH 2 Z\(S.), 2\ (s0),

va optimal boshgaruvlar
& (V 2)... 2D, W (so)

Ikkinchi gism. Bu gismda birinchi gadamdan boshlab shart-
siz optimal yechim izlanadi. Zi*(sg) n gadamdagi magsad funk-
siyasining ekstremumi bo‘lgani uchun
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2 max Z\(S0) (I'Og)

(10.2) tenglik va shartli optimal yechimlardan foydalanib,
ketma-ket optimal yechim va optimal holatlami topamiz.

U =ul(s0).sl = (sQuXy; uz,s2;, snxjin

Dinamik dasturlash usuli bilan yechiladigan masalalaming
ba’zilari bilan tanishamiz.

10.2. Resurslarni optimal tagsimlash

Bu mavzuda dinamik dasturlash masalalaridan biri bo'lgan
resurslari optimal tagsimlash masalasi oid misollar keltiriladi.

1-masala. 60 mIn. migdordagi shartli pul birligi to'rtta (KI,
K2, K3, K4) korxonalarga tagsimlanishi kerak. Korxonaga tag-
simlanadigan pul miqgdorlari 20 min.ga karrali bo‘lishi kerak.
Pul miqgdorlaridan keladigan foyda jadval ko'rinishda berilgan
(10.1-jadval)

10.1 -jadval
Ajratilgan Korxona foydasi (mill, p.b.) IN\X)
mablagl (min. Kl K2 K3 K4
P-b) (9
0 0 0 0 0
20 9 10 6 12
40 16 18 12 17
60 2 20 25 20

Pul miqgdorlarini shunday tagsimlash lozimki. to‘rtta korxo-
nadan keladigan umumiy foyda maksimal bo‘lsin.

Bu masalada gadam sifatida korxonalarga ajratiladigan mab-
lag‘'ni tushunamiz: 1-gadam KI korxonaga ajratiladigan mab-
lag’, 2-gadam - K2 korxonaga ajratiladigan mablag4 va h.k.
(gadamlar soni 4 ga teng n=4). Bu masalada holat sifatida
mablag'ni tagsimlash tushuniladi. Boshlang‘ich holat so=60 ga
teng. Har bosgichdagi boshgaruv uj, {k=I, 2, 3, 4) mablag'ni
tagsimlashdan iborat. Magsad funksiyasi korxonalaming olgan
foydasi 10.1-jadvalda berilgan.



Har bir gadamdagi holal sk (tagsimlashga lozim bo‘lgan
mablag‘) gadam boshidagi sti mablag® va shu gadamdagi
yechim uk ga bogliq: sk=sk.r uk

Masala additivlik xossasiga ega: umumiv samaradorlik har
bir gqadamdagi korxona foydalarining yig'indisiga teng.

Yechish. Shartli optimallashtirish.

4-gadam (K4 korxonaga mablag‘ ajratish). 4-gadam boshida
mumkin bo‘ladigan barcha 3 holatlami aniglaymiz, ya'ni KI.
K2. K3 korxonalarga ajratishdan golgan mablag‘ni aniglaymiz.
Bu mablag‘ 0 ga (agar bacha mablag4 KI, K2, K3 korxonalarga
targatib bodingan bo‘lsa). 20 min. p.b.ga (agar KI, K2, K3
korxonalarga 40 min. p.b. targatilgan bo‘lsa), 40 min. p.b. ga
(agar KIl, K2. K3 korxonalarning barchasiga 20 min. p.b.
targatilgan bo’lsa) yoki 60 min. p.b. ga teng (agar Kl, K2, K3
korxonalarga mablagi ajratilmagan bo‘lsa) boladi.

Har bir mumkin bo'lgan holatlarga mos kelgan shartli opti-
mal yechim aniglanadi. K4 korxona oxirgi korxona bolgani
uchun golgan mablag‘ning barchasi K4 korxonaga tagsimlanadi.
10.2 —jadvalda sj holatlari, unga mos kelgan optimal yechim ua+

va samaradorlik mezoni — K4 korxonaning foydasi z./ kelti-
rilgan.
10.2-jadval
%y Z5+=fA(S1.1149)
0 0 0
20 20 12
40 40 7
& &0 20

Shuni nazarda tutish lozimki, 4-gadamda K4 korxonaga
gancha mablag' ajratilganligi ko‘rsatilmagan. Buning iloji ham
yo‘q 3 aniq nechaga tengligi ma’lum emas.

3-gadam. Barcha hisoblash ishlari 10.3-jadvalda keltirilgan.

10.3-jadval
.2 H 2w z4 z3 W A
0 0 0 0 0O 10 0 0
20 0 0 20 1R 0 12
20 6 0 0 ;6
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0 0 40 7 17

40 2 6 20 12 18 20 18
40 2 0 0 2
0] 0 50 20 20
20 6 40 7 23

&0 40 2 20 2 24 a0 5
a0 5 0 0 5

Jadvaldagi belgilashlarga izoh beramiz. & — K3 va K4
korxonalarga ajratilishi mumkin bolgan mablag” miqgdori; Wb —
K3 korxonaga ajratilishi mumkin bolgan mablag‘; ,/?fowr) K3
korxonaning foydasi; S — K4 korxonaga ajratiladigan mablag’;
Zr —K4 korxonaning S miqgdorda ajratilgan mablag‘dan kelgan
foyda; 2 ~ K3 va K4 korxonalarning umumiy foydasi (/? va z/
ustunlar yigindisi); W* —< holatdagi shartli optimal yechim;
23+ —K3 va K4 korxanalarning shartli optimal samaradorligi.

3-gadamdagi hisoblash tartibi quyidagicha. 3-gqadam boshi-
dagi barcha 2 holatlar aniglanadi. ya'ni K3 va K4 korxonalar-
ga ajratishi mumkin bolgan mablaglar aniglanadi. Bu mablag’
0 min. p.b. ga, 20 min. p.b. ga, 40 min. p.b. ga yoki 60 min.
p.b. ga teng bo‘lishi mumkin. Har holat uchun shartli optimal
yechim aniglanadi. K3 korxonaga shunday mablag' ajratish
lozimki, K3 va K4 koi*xonalardan olinadigan umumiy foyda eng
yuqori bo‘lsin.

Faraz qilaylik, K3 va K4 korxonalarga ajratilgan mablag® 20
min. p.b. ga teng (s2=20). Bu mablag'ni K4 korxonaga ajratish
mumkin (u holda K3 korxonaga mablag4 ajratilmaydi, us=0) yoki
K3 korxonaga ajratiladi (uj=20). Agar n3=0 bo‘lsa, K3 foyda
olmaydi va S—20 bo'lib, mablag® K4 ga tagsimlanadi va uning
foydasi Z = 12 min. p.b. ga teng bo‘ladi. K3 va K4 korxonalarning
umumiy foydasi z3=0+12=12 min. p.b. ga teng boladi. Agar
n3=20 bolsa, K3 6 min. p.b. ga teng foyda oladi. Unda uchinchi
gadam oxiridagi holat s3=0 boiadi va K4 foyda olmaydi z/=0. K3
va K4 korxonalarning umumiy foydasi z3= 6+0=6 min. p.b. ga teng
bo‘ladi. Shunday gilib, K3 va K4 korxonalarga 20 min. p.b. mig-
dorida mablag4 agjratilsa, K3 korxonaga mablag' ajratmaslik lozim
boiadi. Mablag‘ni K4 ga ajratish magsadga muvofiq bolib, undagi
foyda eng yuqori boiadi. Boshgacha aytganda. S2=20 holatida
shartli optimal yechim uj*=o, Z+= 12 boiadi.
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Xuddi shunday mulohazalar yuritib. S= 40 bolganda u/=20,
z3*~18 ekanligini topish giyin emas (10.3-jadvalga garang).

Xuddi shu yo‘l bilan S2=60 bo‘lganda n /=60, z /—25 ekan-
ligiga ishonch hosil gilish mumkin.

2-gadam. 10.4-jadvalda 2-gadamga tegishli bobgan hisob-
lashlaming jadvali keltirilgan.

10.4-jadval
. * X *
S Ib f2(Si.ll2) s2 Zt z> Lb z?
0 0 0 0 0 0 0
20 0 0 20 12 12 0] 12
20 10 0 0 10
0 0 40 18 18
40 20 10 20 12 2 20 22
40 18 0 0 18
0 0 60 25 25
20 10 40 18 28
60 40 18 20 12 30 40 30
60 20 0 0 20

Jadvaldagi belgilashlarga izoh beravlik. .v;-K2, K3 va K4
korxonalarga ajratilishi mumkin bo'lgan mablag® migdori; WK
korxonaga ajratilishi mumkin bo‘lgan mablag‘; /2(",1) K2
korxonaning foydasi; 52-K3 va K4 korxonaga ajratiladigan mab-
lag; z7*-K3 va K4 korxonalarga 2 migdorda ajratilgan mab-
lag‘dan kelgan umumiy foyda(10.3-jadvaldan aniglanadi); z2-
K2, K3 va K4 korxonalaming umumiy foydasi if2 va Zj* ustun-
lar yig‘indisi); u2*~$ holatdagi shartli optimal yechim; z/-K2,
K3 va K4 korxonalaming shartli optimal samaradorligi.

2-gadamdagi hisoblash tartibi quyidagicha. 2-gadam boshi-
dagi barcha sS\holatlar aniglanadi, ya’ni K2. K3 va K4 korxona-
larga ajratishi mumkin bolgan mablaglar aniglanadi. Bu mab-
lag’ KI korxonaga ajratilgan mablag‘ga bogliq ravishda 0 min.
p.b. ga, 20 min. p.b. ga, 40 min. p.b. ga yoki 60 min. p.b. ga
teng bo‘lishi mumkin. Har holat uchun shartli optimal yechim
aniglanadi. K2 korxonaga shunday mablagwajratish lozimki, K2,
K3 va K4 korxonalardan olinadigan umumiy foyda eng vuqori
bo‘lishi lozim.
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Faraz gilaylik, K2, K3 va K4 korxonalarga ajratilgan mab-
lag° 20 min. p.b.ga teng bo‘lsin (sj=20). K2 korxonaga O yoki
20 min.p.b.ajratish mumkin ( u2=0 yoki w=20). Agar =0
bo‘lsa, K2 foyda olmaydi va s2=20 bo‘lib, mablagl K3 va K4 ga
tagsimlanadi va bu mablag‘ korxonalarga optimal tagsimlangan-
da 3-jadvalga koka uning foydasi z3*=12 min. p.b. ga teng bo‘-
ladi. K2, K3 va K4 korxonaning umumiy foydasi 12=o0+12=12
min. p.b. ga teng bo‘ladi. Agar u2=20 bo‘lsa, K2 10 min. p.b. ga
teng foyda oladi. Unda 2-gadam oxiridagi holat s2=0 bo‘ladi va
K3 va K4 foyda olmaydi zj*=0. K2, K3 va K4 korxonalarning
umumiy foydasi 2~10+0=10 mIn. p.b. ga teng boladi. Shun-
day qilib, K2, K3 va K4 korxonalarga 20 min.p.b. migdorida
mablag4ajratilsa, K2 korxonaga mablag‘ ajratmaslik lozim bo‘la—
di, mablag'ni K3 va K4 ga ajratish magsadga muvofig bo’lib,
undagi foyda eng yuqori bo‘ladi. Boshgaeha qilib aytganda,
si=20 holatida shartli optimal yechim uz2*=o, Z+*= 12 boHadi.

Xuddi shunday mulohazalar yuritib, S2=40 bolganda U2*=20,
22+=22 ekanligini, S=60 bo'lganda U2*=40, Z2=30 ekanligini
topish qiyin emas (10.4-jadvalga garang).

1-gadam. (KI,K2,K3 va K4 korxonalarga mablag‘ ajratish).

Barcha hisoblashlar 10.5-jadvalda keltirilgan.

10.5+adval
*
i Ho flGSnUD)  si z? Zl . n*
0 0 60 30 30
20 9 40 22 31
60 40 16 20 12 28 20 31
60 22 0 0 22

Bu gadamda boshlang®ich holat aniq s0=60.

Demak, agar K1 ga 20 min. p.b. ajratilsa UVrtta korxona-
ning umumiy foydasi eng yuqori bo‘lib, bu foyda 31 min. p.b.
ga teng bo‘ladi.

Shartsiz optimallashtirish. Endi topilgan ma’lumotlardan
foydalanib, 1-gadamdan boslilab korxonalarga optimal tagsim-
lanadigan mablag‘larni aniglaymiz. Birinchi koi*xonaga uj*=20
min. p.b. ajratiladi. K2, K3 va K4 korxonalar uchun 40 min.
p.b. goladi S]=40. 4-jadvalga ko‘ra ikkinchi korxonaga W=+=20



min. p.b. gjratiladi. K3 va K4 korxonalarga 20 min. p.b. goladi.
10.3-jadvalga asosan uchinchi korxonaga mablag4 ajratilmaydi:
u/=0. To4tinchi korxonaga 20 min. p.b. goladi (sj=20). Shu-
ning uchun v =2o0.

Shunday qilib. masalaning optimal yechimi quyidagicha. Bi-
rinchi korxonaga 20 min. p.b., ikkinchi korxonaga 20 min. p. b.,
uchinchi korxonaga mablagl ajratmaslik va nihoyat to‘rtinchi
korxonaga 20 min. p.b. ajratish lozim. Mablaglar shunday ajra-
tilganda umumiy foyda eng yugori bolib u 31 min. p.b ga teng,
va korxonalardan keladigan foydalar K1 dan 9 min.p.b., K2 dan
10 min.p.b.. K3 dan 0 min.p.b. va K4 dan 12 min. p.b. ga teng.

2-masala. Firmaning ikki (KI, K2) korxonasi bor. Korxo-
nalaming ishlab chigaradigan mahsulotlari mavsumiy xarakterga
ega bolgani uchun olinadigan foyda ham mavsumga gqarab
o‘zgarib turadi. 10.6-jadvalda firma korxonalarining kvartallar-
dagi foydalari kolsatilgan.

10.6-jadval
Korxonalar Foyda %
1-kvartal 2-kvartal 3-kvartal 4-kvartal
Kl 80 50 50 70
K2 40 120 80 40

Har bir kvartal oxirida firma daromadining 20%i aksiyalarga
beriladi, 80%i esa korxonalar orasida gayta tagsimlanadi.

Yil boshida ishlab chigarishga 5 min. p.b. ajratilgan. Mab-
laghi korxonalarga shunday tagsimlash kerakki, yil davomida
aksiyadorlarga beriladigan mablag' eng yuqgori bolsin.

Bu masalani dinamik dasturlash usuli bilan yechish jara-
yonida gadam sifatida kvartalni olamiz: birinchi kvartal birinchi
gadam, ikkinchi kvaital ikkinchi gadam va h.k. Boshlanglich
holat so=5. k-gadamdagi holatni bilan belgilaymiz. n k-
gadamda Klga ajratilgan mablag4 K2 ga ajratilgan mablag4skj-
Wk k=1,2,34 ga teng. Maqgsad funksiyasi har kvartal oxirida
aksiyadorlarga beriladigan mablag\. Mablag4i shunday tagsim-
lash lozimki, aksiyadorlarga tagsimlanadigan mablag4eng ~qori
bolsin.

Yechish. Shartli optimallashtirish.
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4-gadam. 3-kvartal oxirida S8 migdordagi mablag4 tagsim-
lanadigan bo‘lsin. Korxonalarga tagsimlanadigan mablag4 mig-
dorlari mos ravishda s va S bo‘lsin. U holda 4-kvartal oxi-
rida korxonalardan keladigan daromad 1,7 u+14 (&) bo4-
ladi. Bu mablag'ning 20% aksiyadorlarga to'lanadi. Shuning
uchun 4-kvartal oxirida aksiyadorlarga to4anadigan mablag4
quyidagicha hisoblanadi

Z4=0,2(1,7 via +1, 4S3~U4))0, Gs114+0 ,28Ss.

Ravshanki, aksiyadorlarga to4anadigan mablag4 eng yugori
boVlishi uchun barcha mablagsi Kl korxonaga ajratish lozim:
m*~S.  Aksiyadorlarga  todanadigan optimal mablag4
Zn —0,06s3 +0 ,28s3=0,34ss ga teng bodadi.

3-gadam (3 va 4-kvartallarda mablag‘ni tagsimlash). 2-kvar-
tal oxirida korxonalar orasida S migdordagi mablag4 tagsimla-
nadigan boMsin. Korxonalarga tagsimlanadigan mablag4 migdor-
lari mos ravishda 13 va $-% bo'lsin. U holda 3-kvartal oxirida
korxonalardan keladigan daromad 1,5 s+1,8 (S-5) bo‘ladi. Bu
mablag'ning 20% aksiyadorlarga to'lanadi. Shuning uchun 3 va
4-kvartallar uchun aksiyadorlarga to4anadigan mablag4 quyida-
gicha aniglanadi:

7.3=0,2(1,5u3+J, 8 (52 U3 +24*

ss=o0,8(l,sus+1,8(S2—s)) bo‘lgani uchun z/=o0,34 ekanligini
inobatga olsak, Z+ ~0,49s2-0,0813 kelib chigadi. Demak,

5=0,2(15u+I,8(&~3)) +0,49s2-0,0813=0,855-Q bl113

hosil boMadi. z3 maksimal bolishi uchun U3 eng kichik bo‘lishi
kerak. Shunday qilib, uchinchi kvartaldagi shartli optimal yechim
shundan iboratki, KI korxonaga mablag4 ajratmaslik kerak: 113*=0.
Uchinchi va to‘rtinchi qadamdagi shartli optimal samaradorlik
4 0,85 bodadi.

2-gadam (2-4 kvartallarda mablagi tagsimlash). 1-kvartal
oxirida korxonalar orasida sj migdordagi mablag4 tagsimlanadi-
gan bolsin. Korxonalarga tagsimlanadigan mablag4 miqgdorlari
mos ravishda uz va SH, bo'lsin. U holda 2-kvartal oxirida kor-
xonalardan keladigan daromad 15 U+ .2 (§-) bo'ladi. Bu
mablagsing 20% aksiyadorlarga to'lanadi. Shuning uchun 2-4-
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kvartallar uchun aksiyadorlarga to‘lanadigan mablag4 quyida-
gicha aniglanadi:

2=0,2(Lsi'2 42 ,2SHU)) + 2/=0,2(1, 5uz +2, 2(Sj-U2)) +0,85c .

£=0,8(l,5u2+2,2(s1-}) bo‘lganligi uchun 22z=1,94si~0,62u2 bo* -
ladi. Z (aksiyadorlarga to4anadigan mablagld maksimal bodishi
uchun W eng kichik bo4ishi kerak. Shunday qilib. ikkinci kvar—
taldagi shartli optimal yeehim shundan iboratki, K1 korxonaga
mablaglajratmaslik kerak: uz*=0. 2-4 gadamdagi shartli optimal
samaradorlik; 2 *=1,94s7 bo‘ladi

1-gadam (1-4 kvartallarda mablag'ni tagsimlash). 1-kvartal
bosliida korxonalar orasida sg=5 miqdordagi mablag4 tagsim-
lanadi. Korxonalarga tagsimlanadigan mablag* miqgdorlari mos
ravishda uj va sg-uj boflsin. U holda 1-kvartal oxirida korxona-
lardan keladigan daromad 1,8 uj+1,4 (so-uj) bo‘ladi. Bu mab-
lag‘ning 20% aksiyadorlarga to‘lanadi. Shuning uchun 1-4-kvar-
tallar uchun aksiyadorlarga to‘lanadigan mablag4 quyidagicha
aniglanadi:

Zi=0,2(1,8ui+1,4(s0-u])) +22*=0,2(1,51n2+2,2(sr u2))+1,94sh

S1=0,8(l,8uj+1,4(so~ui) bo‘lganligi uchun ZzZi=2,45s0+0,7u7
bo‘ladi. Yil davomida aksiyadorlarga to‘lanadigan mablag4 (7)
eng yugori bo'lishi uchun ui mumkin gadar eng yuqori bo‘lishi
kerak, ya'ni uj*=so bo‘ladi. so=5 min. p.b. ga teng bo4gani
uchun 1-kvartalda 1-korxonaga 5 min.p.b. ajratiladi.

Shu bilan hisoblashning birinchi gismi tugallanadi.

Ikkinchi gism (shartsiz optimallashtirish sikli).

1-gadam. Birinchi kvartal uchun optimal yeehim topildi:
uj*=5 (barcha mablag4birinchi korxonaga ajratiladi).

1-kvartal oxirida K1 ning daromadi 1,8x5=9 min. p.b. ga
teng bo'ladi. |-kvartalda aksiyadorlarga tolanadigan mablag4i
aniglaymiz: 0.2x9=1.8 min. p.b.. 2-kvartal boshida korxonalarga
ajratiladigan mablag4 miqdori Si=0,8x9=7,2 min. p.b. ga teng
bo‘ladi.

2-gadam (2-kvartalda mablagsi tagsimlash). Masalani
shartli optimallashtirish gismida shu narsa aniqglandiki barcha
mablag‘ni K2 ga ajratish magsadga muvofigligi ko4satilgan edi:
u2 =o0.
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2-kvartal oxirida K2 ning daromadi 2,2x7,2=15,84 min. p.b.
ga teng bo‘ladi. 2-kvartalda aksiyadorlarga ajratiladigan mablag*
miqdori 0,2x15,84=3,17 min. p.b. ga teng bo‘ladi. 3-kvartal bo-
shidagi tagsimlanadigan mablag4 migdori .y"O-"xLS,84=12,67
min. p.b. ga teng bo4adi.

3-gadam (3-kvartalda mablag"ni tagsimlash). Masalani shartli
optimallashtirish gismida shu narsa aniglandiki, barcha mablag4hi
K2 ga ajratish magsadga muvofigligi ko'rsatilgan edi: u/=0.

3-kvartal oxirida K2 ning daromadi 1,8x12,67=22,81 min. p.b.
ga teng boiadi. 3-kvartalda aksiyadorlarga ajratiladigan mablag4
miqgdori 0,2x22,81=4,56 min. p.b. ga teng boiadi. 4-kvartal bo-
shidagi tagsimlanadigan mablag4miqdori Sj=0,8x22,81=18,25 min.
p.b. ga teng boiadi.

4-gadam (4-kvartalda mablag4i tagsimlash). Masalani
shartli optimallashtirish gismida shu narsa aniglandiki, barcha
mablagsi Kl ga ajratish magsadga muvofiqgligi ko'rsatilgan edi:
Ma*—-18,25.

4-kvartal oxirida Kl ning daromadi 1,7x18,25=31,03 min.
p.b. ga teng boiadi. 4-kvartalda aksiyadorlarga ajratiladigan mab-
lagdmigdori 0,2x31,03=6,21 min. p.b. ga teng boiadi.

Shunday qilib masalaning yechimi quyidagicha. 1-kvartalda
1-korxonaga 5 min. p.b., 2-kvartalda 2-korxonaga 7,2 min. p.b.,
3-kvartalda 2-korxonaga 12,67 min. p.b., 4-kvartalda 1-korxo-
naga 1825 min. p.b. ajratiladi. Kvartallar bo'yicha aksiyador-
larga ajratiladigan mablag4 miqdorlari mos ravishda 1,8; 3,17,
4,56 va 6,21 min. p.b. ga teng. Yil davomida aksiyadorlarga be-
riladigan mablag4 15,74 min. p.b. ga teng.

3-masala. Yuqorida keltirilgan masalalarda magsad funk-
siyasining qiymatlari jadval ko‘rinishida keltirilgan edi. Endi
funksiya analitik ko&inishda berilgan holni ko‘raylik. Ikki ishlab
chigarish tarmoglarining faoliyati n vyilga rejalashtirilimogda.
Boshlangd4ch mablag4% 1-tarmoqgga yil boshida x migdorda aj-
ratilgan mablaglyil oxirida fj(x) foyda keltirib, gq/x) <x migdorda
gaytadi. 2-tarmoq uchun mos ravishda f*x) va (X) (g/x)<x) ga
teng. Yil oxirida barcha gaytgan mablag4 1-, 2- tarmoglar orasida
gayta tagsimlanadi. Yangi mablag4 kiritilmaydi va foyda tag-
simlanmaydi.

S migdordagi mablag'ni n yilga shunday tagsimlash kerakki
ikki tarmogning n yilda keladigan umumiy foydasi eng yuqori
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bolsin. Masalaning a) dinamik dasturlash modelini qurishni va
b) masalani ss=10000, N=4, fj(x)=0,6x, qi(x)=0,7%, *x)=0,5x%,
g/x)=o0,s8X bolganda yechishni ko‘raylik.

Yechish. a) Masalani gadamlarga bolamiz. Har gadam bir
yilga teng deb olamiz. k-yil boshidagi mablag4 miqdorini sk;j
(k=1,2 ,n) bilan belgilaymiz. nk 1-tarmoqga ajratilgan mablagl
bolsa, gcj-Uc 2-tarmogqga ajratilgan mablag4 boiadi. k-yil oxi-
ridagi holat tenglamasi

Sk=qi(UK)+Qz(sk-rUkK) (K0.9)
ko‘rinishda bolib, k-yil oxiridagi gaytgan mablag'ni ifodalaydi.
k-vyil oxiridagi 2 tarmoqgdan keladigan foyda

fi("K) ¥ 2(Sk-J-K) (10.10)
ko‘rinishda boiadi. n yil davomidagi umumiy foyda

Z= & IiUOH2(Sk-rUk)}

koTinishda ifodalanadi.

ZK(Sk-i) orgali k-yildan n-yillardagi optimal foydani
belgilaymiz. U holda Zvax=Zi*(so) boiadi.

Bellman tenglamalari quyidagi ko'rinishda boiadi:

Zn*(sn) = omex {FJ(un)+f2(sn.r un)} (10.11)
Zk*skj)= max Ifi(UR+ f2(Sk-—un)+Zk-+H*(SK) (10.12)
(k=n-l,n-2,...,1).

b) Bellman tenglamalaridan foydalanib, konkret masalaning
yechishni ko'ramiz.
(10.9) holat tenglamasi berilganlarga ko‘ra quyidagicha
boiadi:
sk=0,7uk+0,s (sk j-uk=0,ssk r O,luk (10.13)

k-gadamdagi magsad funksiyasi (10.10) ko‘rinishi quyidagicha
boiadi:

0,6 Uk+o,5(sk r uR=0, luk+o ,5sk-1

Masalaning magsad funksiyasi



Z=i {05skj+0,lukd (10.14)

koTinishda bo‘ladi.
Bellman tenglamalarining ko‘rinishi:

Z4(s3=""* {0,5s3-+0,1ud} (10.15)
ZK*(Sk-i)=¢P ~ {0Juk+0,58K i+zk+I*(sK)} (10.16)

1—gism (shartli optimallashtirish)

4-gadam. (10.15) tenglamadan foydalanamiz. z=o,5Sj+o0,1U4
chizigli funksiya [0;s3] oraliqda eng katta giymatga u4—s3
boMganda erishadi. Shuning uchun Z*(sj)=o0,63, bo‘ladi.

3-gadam. (10.16) tenglama

z/(s9 =% {o.1 V6 +0,552+0 63}

ko‘rinishga keladi.
(10.13) holat tenglamasidan kelib chigadigan sj=0,8s2-
o, hi]ifodani oxirgi tenglamaga qo'ysak,

L x)= ax {0, IU+0,5%+0,6(0,8%-0,lus}
yoki

Z/(S2)=™ ™ {0,04u3+0,98s2}

tenglamaga kelamiz. Bu funksiya maksimumga u3=S2 bo‘lganda
erishadi, ya’ni 2*(s2)=1,02s2 u/=s2 bo'ladi.

2-gadam. Holat tenglamasidan s2=o0,sSj-o,lu2 kelib chigadi.
(10.16) tenglama k=2 uchun

Z2*(si)=™ * {1,316s51-0,002uZ}

ko‘rinishda bo‘ladi. Bu funksiya maksimumga m-0 boflganda
erishadi. Shuning uchun 2 *&)~h-316s1, 1e*—Oboladi.

1-gadam. Holat tenglamasidan sj=0.,8sq-0,1iij ekanligi e’ti-
borga olib, (10.16) tenglamani k = 1 uchun yozsak,

ri Yso)=@hax //,55286sq-0,0316u}

tenglamaga ega bo‘lamiz. Bundan zi*(so)=1,5528sQ, u* =0 ¢ kan-
ligini topish giyin emas.
Shunday qilib, masalaning shartli optimallik gismi tugallanadi.
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Ikkinchi qism (shartsiz optimallashtirish sikli). so~10000
bo‘lgani uchun zi*(s0)=1,5528s0 dan zmax= 15528 ga teng bo‘-
ladi va uj*=0, (barcha mablag' 2-tarmoqga ajratiladi). Birinchi
yil oxiridagi holat s/=0,8x10000-0,1x0=8000 bo‘ladi. Shartli
optimallashtirishning 2-gadamidagi xulosaga koka, u2*=0 bo"Ne-
di. Barcha mablagk2-tarmoqga ajratiladi.

2-vyil oxiridagi holat s2*=0,8x8000-0,1x0=6400 bo‘ladi. Shartli
optimaUashtirishning 3-gadamidagi xulosaga ko‘ra, ws =6400
boladi. Barcha mablag4 1-tarmogqga ajratiladi.

3~yil oxiridagi holat /=0,8x6400-0,1x6400=4480 boladi.
Shartli  optimallashtirishning 4-gadamidagi xulosaga ko'ra,
u/=4480 bo'ladi. Barcha mablag4 1-tarmoqqga ajratiladi.

Shunday qilib, 4 yil davomidagi tarmoglardan keladigan
optimal foyda 15528 p.b. ga teng, shu bilan birga 1-tagrmoqga
yillar bo‘yicha mos ravishda O; O; 6400 va 4480 p.b. migdorda
mablag4 ajratiladi. Bu ko'rsatkich 2-tarmoq uchun esa mos ra-
vishda 10000; 8000; O; va 0 p.b. ga teng.

10.3. Yuklarni eltishning optimal marshrutini aniglash

Bu mavzuda dinamik dasturlash masalalarida biri bo'lgan
optimal marshrutni aniglash bilan tanishamiz.

Dinamik dasturlashni eng optimal masofani aniglashda
uchun ham gqo‘llash mumkin. Bunday masalalarning yechimi
transport masalasi uchun boshlang‘ich ma'lumotni beradi.

Transport tarmog‘i 10 ta tugundan iborat bo‘lib, ularning
ba’zilari o‘zaro bog‘langan bo‘lsin. 10.2-rasmda yo‘llar tarmog‘i
va birlik tovarni eltishdagi xarajat keltirilgan.

10.2-rasni
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Magsad eng kam transport xarajatlariga olib keladigan mar-
shrutni aniglashdan iborat. Albatta masalani barcha marshrutlarni
hisoblash yordamida amalga oshirsa ham bo‘ladi. Agar tarmoqdagi
tugun nugtalar ko‘p bolganda bu usul samarali bolmaydi.

Masalani dinamik dasturlash usuli bilan yechish uchun ma-
salani bosgichlarga bo‘lamiz: 1-tugun nugta birinchi, 2,3,4 tu-
gun nugtalar ikkinchi, 5,6 —uchunchi. 7,8,9 —to'rtinchi.

Quyidagi belgilashlar kiritamiz.

K —bosqich ragami {k=1,2,3,4)

i —tovarni jo‘natadigan tugun nugta (i=1,2,...,9);

j —tovarni gabul giladigan tugun nugta (j=2,34..10)\

Q4 —i-dan j—ga oKishdagi xarajat.

Fk(i) — /c-bosgichda i-tugundan oxirgi tugungacha tovarni
eltishdagi minimal xarajat.

K — gadamdagi i-tugun ragami tizim holatini ifodalaydi.
k+1 bosgichdagi j tugun nuqta ragami k-bosgichning boshgaruv
0‘zgaruvchisi bofladi.

4-bosgichda Bellman funksiyasi to‘rtinchi bosgichdagi tugun
nugtalardan 10-tugun nugtaga tovarni eltishdagi xarajat bo'ladi:
Fa(i)=citjomKeyingi bosgichlar uchun Bellman tenglamasi qu-
yidagi ko'rinishda bo4adi:

FK(i) = nun {0HFkH ()} (H0.17)

(10.17) ni minimumga olib keluvchi j=j* ragam / dan oxirgi
tugunga keluvchi optimal tugunni bildiradi. Fj(l) funksiyaning
giymati 1-tugundan 10-tugunga oKishdagi minimal xarajatni
ifodalaydi.

10.2-rasmda keltirilgan masalani yechamiz.

1-bosgich. Shartli optimallashtirish.

4-gadam. k=4 F 4(i)=cygo-

4-gadamda 10 tugunga tovarlar 7,8 va 9 tugunlardan kelishi
mumkin (10.7-jadval).

10.7-jadval

10 F4) »

BBB
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3-gadam. k=3. Bellman tenglamasi 3-gadamda quyidagicha
bofadi:

Fj(i) = m{aHF0)}
3-gadamdagi hisoblash ishlari 10.8-jadvalda berilgan.

10.8-jadval
i 7 8 9 F3U J 1
/ 1
5 6+9 8+7 - 5 78 1
6 - 5+7 4+11 12 1

2-gadam. k=2. F2(9 = mm{Cjj+FjQ)}. 2-qadamdagi hisoblash
ishlari 10.9-jadvalda berilgan.

10.9-jadval
ok
5 6  FA)
2 4 +15 - 19 5
3 - 3 +12 15 6
4 - 9 +12 21 6

1-gadam. k=I. F]({i)=mm {Cy+FY))}. Hisoblash ishlari 10.10-
jadvalda aks etgan.
10.10-jadval

i 2 3 4 Fii) J
J N\
1 7+19 5+15 6+ 21 20 3

2-bosqich. Shartsiz optimallashtirish.

Shunday qilib, I-tugundan 10-tugungacha bo‘lgan eng kam
xarajat F4 1)=20 ga teng. Bunday natijaga 1tugundan 3-tugunga
o‘tishda erishiladi. 10.9-jadvaldagi natijaga ko‘ra, 3-tugundan 6-
tugunga, so‘ng 8-tugunga (10.8-jadval) va nihoyat 10-tugunga
o‘tiladi. Shunday qilib, optimal yo‘l | -=-3->6->8->10
bo'ladi (10.3-rasmda optimal yoMl ajratib kolrsatilgan).
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10.3-rasm

10.4. Optimal yuklash masalasi

Transport vositalarini optimal yuklash masalasi ham dinamik
dasturlash masalalari turkumiga kiradi. Bu mavzu shu turdagi
masalalarga bag‘ishlangan.

Biror samolyot (avtoulov, kema va h.k.) ga yuklarni optimal
yuklash masalasini ko‘raylik. Samolyotning maksimal oglrlik-
dagi yuklarni kolarishi ehegaralangan. Har bir ortilgan yuk mu-
ayyan foyda keltiradi. Yuklarni samolyotga shunday joylashtirish
lozimki, unda umumiy foyda eng yuqori bo‘Isin.

Quyidagi belgilashlarni kiritamiz. Samolyotning maksimal
yuk kolara olishi W bo‘lsin. Samolyotga n-turdagi tovarlami
joylash lozim. m, —i-nav tovar soni, [T —i-nav tovaming bir-
ligidan keladigan foyda, w* — uning oglrligi bolsin. Natijada
biz butun sonli chizigli dasturlash masalasiga kelamiz.

wjmi+w2m2+... +wimn< W
mj,mz,....,mn >0 va butun

shartlarni ganoatlantiruvchi z =r j H2me+... HTMN funksiyaga
maksimal giymat beradigan mj,mz,....,mnlami topish kerak.
Bu masalani dinamik dasturlash usuli bilan yechishni kolamiz.
Har bir i-bosgich i-nav tovarga mos qo‘yiladi. i-bosgichdagi
variantlar tovarlar soni mj bilan boglanadi. i-nav tovami
yuklashdan keladigan foyda r,17/ boiadi. n™ 0 dan [fVAv] gacha
o‘zgaradi (bu yerda [...] belgi sonning butun gismi).
/-bosgichdagi %~ holat i, i+]1,...,n bosgichlarda yuklangan
tovarlarning umumiy oglrligi. Barcha bosgichlarni o‘zaro bog‘-
lovchi omil yuk migdorlarining chegaralanganidir.
Xi holatdagi  i+1,...,n bosqgichlardagi umumiy maksimal foyda
fj(Xj) bolsin. Bellman tenglamasini keltiramiz.



fipd=max{rym-+H(d9}, i=1,2,..n.
Bu yerda maksimum m,=0,].2,...AWMJ; xj=0,1,2, W lar bo'ydcha
olinadi.
Belgilashga ko‘ra x> /-bosgichda yuklangaii tovar og‘irligiga teng,
ya’ni XrxiH=winii yoki X”2=xrv, demak, yugoridagi formula quyidagi
kolrinishga keladi.

fixj)=max{rinti-+Hi-hOg-wnd}, i=1,2,...n.

Bu yerda ham maksimum.mf=0,1,2,...,[W/wJ;Xj=0,1,2r. W lar
boyicha olinadi.

Misol. 4 tonna yuk koYara oladigan samolyotga uch turdagi tovarlar
yuklanadi. Ulaming tavsiflaii 10.11-jadvalda keltirilgan. Yuqori foyda olish
uchun samolyotni ganday tovarlar bilan yuklash kerak?

10.11jadval
Tovar ragami h, (tonna) //(ming dollar)
1 2 31
2 3 47
3 1 14

turdagi yuklardan oshig'i bilan [4/1]=4 bidik yuklash mumkin. Ya’ni Xj
ning giymadari O, 1, 2, 3, 4 bolishi mumkin. mj ning giymati
shartni ganoadantirishi kerak. Quyidagi tenglamalar 3-gadamning asosiy
tenglamalaridir.
13(3)=tax{14713},  max{m/=[4/1]=4.
I-gadamga tegishli bolgan barcha hisoblashlar 10.12-jadvelda
keltirilgan

10.12—jadval

14nh Optimal yechim
m=0 mi=1 =2 m=3 m,=4 X)) My,
] 0 0

o o0 ,
1 0 MU - - - 14 1
2 0 W B - ! 2
3 0 M B &2 - 7 3
4 0 M B R % | % 4
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2-gadam. 2-gadamdagi hisoblash formulalari:

/2("2) =max{47me +H30-319}, max{m2)=[4/3]=1
Hisoblash natijalari 10.13-jadvalda berilgan.

47m2 +fi(xp-3m2)

*2 o m2-1 J2(x2>
0 0+0=0 : 0
1 0+14=14 14
2 0+28=28 : 28
3 0+42=42  47+0=47 47
4 0+56=56  47+14=61 61

3-gadam. 3-gadamdagi hisoblash formulalari:
1)Xj)=max{31mj+f2(xj-2m])}, maxfmi)=[4/2]=2.
Hisoblash natijalari 10.14-jadvalda berilgan.

31mi+f2(xi-2my)
o = mH mi=2
0+0=0 -
0+14=14
0+28=28 31+0=31
0+47=47 31+14=45
0+61=61 31+28=59 62+0=62

-hool\il—\o_x

e
0

O O

10.13-jadval

Optimal yechim

10.14-jadval

Optimal yechim

fl(xi)
0

14

31
47

62

mj
0

N O R O

2-bosgich. Shartsiz optimallashtirish. 7-jadvalga kola opti-
mal yechim mj*=2 boiadi. Birinchi turdagi yuklardan 2 birligi

yuklanadi. U holda

Xo=X1-2mu *=4-2*2=0

bo'ladi. 1().13-jadvalga kola x2=0 da m2*=0 boiadi. Bundan
X3=X2-3nk =0-2*0=0. 5-jadvalga ko‘ra x3=0 da m3*=0 ekanligi
kelib chigadi. Shunday qilib, optimal yechim mf=2, m2 =0 va
/nj*=0bolib, umumiy foyda 62000 dollardan iborat.
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10.5. Dastgohlarni yangilash masalasi

Korxonadagi dastgohlarni o'z vagtida almashtirish masalasi
ham dinamik dasturlash masa/aridan biridir. Bu yerda shu tarz-
dagi masalalarning yechish bilan shug‘ullanamiz.

Eskirgan dastgohlarni (avtoulov, dastgoh, televizor va b.) o‘z
vaqgtida yangilash asosiy igtisodiy masalalardan biridir. Dastgoh-
larning eskirishi natijasida ularning ta'mir va foydalanishdagi xa—
rajatlari yugori bo‘lib ishlab chigarish samaradorligi kamayib ke-
tadi. Asosiy masala eskirgan dastgolilarni optimal almashtirish-
dan iborat. Optimallik mezonlariga dastgohlarni ishlatilishda
maksimal daromad yoki ularning ishlatilishidagi minimal xarajat
tushuniladi.

Faraz qilaylik, dastgolilarni n yil davrida ishlatish kolzda tu-
tilgan bolsin. Dastgohlaming eskirishi ogibatida ulardan keladi-
gan daromad r(t) (t —dastgohning yoshi) kamayib boradi. Har bir
yangi yil boshida eskirgan dastgohlarni s(t) narxda sotib yangisini
p pul birligidagi narxga sotib olish imkoniyati bor bo‘lsin. Dast-
gohning yoshi deb uning villar hisobidagi foydalanish davriga
aytiladi. Foydalanish boshida dastgohning yoshi to ga teng. n vyil
mobaynida umumiy daromad eng yuqori bo‘lishi uchun dastgohni
almashtirishning optimal rejasi ganday bo‘lishi kerak?

Masalani yechishdagi boshlangich ma’lumotlar: r(t), s(t), p
va bo"ladi. Demak, bizga quyidagi 10.15-jadval ma'lum.

10.15—jadval
t 0 1 n
r r0) r(l) r(n)
S s s() s(n)

Dastgohlarni almashtirishning optimal strategiyasini topish-
ning dinamik modelini gurishda har yilni gadamga mos qo‘ya—
miz. Dinamik jarayon n gadamdan iborat bo’ladi.

Jarayonni ifodalovchi sistemaning k-gadamdagi holati dast-
gohning yoshiga teng: t. k-gadamda t ga quyidagi chegaralar
go‘yiladi.

I<t<to-+k-I (10.18)
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(10.18) tengsizlik shuni ko‘rsatadiki, agar dastgohni almash-
tirish k-1 yilda amalga osliirilgan bo‘lsa, uning yoshi 1 dan kichik
bo‘Imaydi va k-1 yil davomidagi foydalanish va dastgohning
foydalanishdan oldingi yoshi t0yig‘indisidan katta bo‘Imaydi.

/-gadamdagi boshqgaruvni ifodalovchi o‘zgaruvchi mantigiy
o‘zgaruvchidan iborat:

Xt)=S (agar dastgoh saglansa), xk(t)=A (agar dastgoh
almashtirilsa).

Agar t dastgohning yoshi t bo‘lsa, F\({) Bellman funksiyasi
k, k+1, ..., nyillardagi dastgohning maksimal daromadini bil-
diradi. Boshgaruv mazmuniga garab sistema yangi holatga o‘ta—
di. Masalan, /:-gadamda dastgoh saglansa, uning yoshi t+1 ga
teng, sistema holati t+1 bo‘ladi. Dastgoh almashtirilganda esa
sistemaning k+1 gadam boshida holati t—1 yilga teng bo‘ladi.

Har bir yil boshida dastgoh saglansa, bu yil uchun daromad
r(t) bo‘ladi. k+1-yil boshidan n yil oxirigacha bo‘lgan maksimal
daromad F~AnO+I) bo‘ladi. Agar A=l boshida dastgoh al-
mashtirilsa, eskisi s(t) narxda sotilib, yangisi p narxda xarid
gilinadi va uning /c-yildagi daromadi r(0) bo‘ladi. Keyingi yil-
ning boshigacha dastgohning yoshi 1 yilga teng bo'ladi va k+1
yildan n-yilga gadar davr mobaynidagi mumkin bo‘lgan mak-
simal daromad /*-+/1) te”g bo‘ladi. Shunday qilib, Bellman
tenglamasi

(10.19)

N\() funksiyani (10.19) formula bo‘yicha liisoblash
I<t<to+Kk-I shartni ganoatlantiruvchi tlar uchun amalga
osliiriladi.

Oxirgi gadam uchun (10.19) formula quyidagicha bo‘ladi:

Fn(®), F,..j(Y), F,~=(t),.., Fj(t) funksiyaning giymatlari barcha
yillardagi mumkin bo‘lgan daromadni beradi. Shartsiz optimal-
lashtirish bosgichida gaysi yilda dastgohni almashtirish lozimli-
gini aniglaymiz.
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Misol. Agar yangi dastgoh narxi p=13 birlik bo‘lib, 10.16-
jadvaldagi ma’lumotlarga ko‘ra 6 yil mobaynidagi dastgohdan
foydalanishning optimal strategiyasini aniglang (foydalanish
boshidagi dastgohning yoshi 1vyil: to=I)e

10.16-jadval

t
r(t) 8 7
s(t) 12 10 8

-
N

]

\l
o W
N o b
[0 IN¢)]
OO

1

Yecliish.

1-bosqgich. Shartli optimallashtirish.

6-gadam. Bu hoi uchun sistemaning holatlari /=7,2,...,6bo‘ladi.
(11) —funksional tcnglama quyidagi ko'rinishda boiadi.

r(t) ®)
s -p+r@Q (M

F,(t) = max

Bu fonnulaga ko'ra hisoblashlarni amalga oshiramiz.

Fe(l) = maXi[10—13+8 =7 (S)

F,(2) =max{78_i3+8 =7 Ne

N =maxX{VI3 +8 =6,S)

/r.(4) = maxs, 71348 =6(5")

F6(5) :rr!51X<TE 48 =5(5"
5

F,(6) = max< =5 (S)
[4-13 +8

5-gadam. Bu gadamdagi sistemaning holatlari /=i,2,...,5bo‘ladi.

Hisoblash formulasining ko‘rinishi quyidagicha bo‘ladi:

0 = mex AN HEAE AN ®)
p+{Q+H6N A
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Bu formulaga ko‘ra hisoblashlarni amalga oshiramiz:

7+7

[
Fs(1) = max-j =1
) max][lo-ls +8+7 ©
+6
Fs(2) = max v =13 (s)
‘[8-13 +8+7
[6+6
F5(3)= max =12 (8)
[8-13 +8+7
M6+5
F, (4) = max =11 ®B)
7-13+8+7
E 5+5 S
5) - =1
3(5) - max [6-13 +8+7 ©)

4-qgadam. Bu gadamdagi hisoblashlar (t=1,2,3,4):

r(t) +F<(t +1) S
F4Q) :niaié (t) +F<(t+D S
[s®) -p +/(0)+F5Y)  (A)
Fat) = maxq - 20 (S)
[10-13 +8+14
Fa@) =max |2 - 19 (5)
A2 =max o sege1s
F4(3) = o+i =17 (S yoki A
(3= Mo 1348414 4 )
+
Fa4) =na(-l\|;6 D -16 (S yoki .4)
[7-13 +8+14
3-gadam.
r(0+H4(7+H
F3(t) = max ( ) =)
5(0-/» +7-(0)+F4(l)  (.4)
7+19
F3(1) = maxj =26 (S)
[10-13 +8+20
7+17
F}2) - max =24 (S)
8-13 +8+20
F}@3) = or16 =23 (A)
¥®) = max][e.—ls +8+20
2-gadam.
fr(/)+F3(Y+I) (6"

P = M -t 1@+l (A)
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[7+24

F2(2) = maxi 10. 1348 26 =31 (SyokiJ)
(2 T 30 (S
@ -max o aigezs 0O
1-gadam.
H (t) = max r(t) +F (t +) S)
5(0-p +r(0)+FXl) (A)
f7+30
F, (1) = max< -30 (S)
1 10-13+8+31

Fk(t) funksiyasining giymatlari 10.17-jadvalda keltirilgan (k —
ishlatilish yili, t — dastgohning yoshi).

10.17-jadval
t=1 t=2 t=3 t=4 t=5 t=6
-1 37
k=2 31 30
= 26 24 23
k=4 20 19 17
k=5 14 13 12 1 10
k=6 7 7 6 6 5 5

10.17-jadvalda dastgohni almashtirishga mos kelgan giymat
ajratib ko‘rsatilgan.
2-bosqich. Shartsiz optimallashtirish.

Shartsiz optimallashtirish 1-gadamdan (k=I) boshlanadi. 1
va 6-yillar mobaynidagi eng katta daromad Fj(lI)=37 birlikka
teng. Bu giymatga 1-vili dastgoh almashtirilmaganda erishiladi.
Ikkinchi vyil boshida dastgohning yoshi bir birlikka oshadi:
k=ti+1=2 ga teng boladi. k=2 da optimal variant x"(2)=S
bo‘ladi, ya'ni 2 va 6- yillar mobaynidagi maksimal daromad
dastgohni saglaganda amalga oshadi. 3-yil boshida dastgohning
yoshi birga ko‘payadi: tj=t2+I=3. Optimal boshgaruv Xxj(3)=A
bo‘lib, golgan vyillar uchun eng yuqori daromad olish uchun
dastgohni almashtirish lozim bo‘ladi. 4-yil boshida (k=4) dast-
gohning yoshi t4=1 bo‘ladi. Optimal boshgaruv xs(1)=S bo‘ladi.
Keyingi yillar uchun natijalar quyidagicha boHKadi:
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k=5, t$=ta+I=2, xs(2)=S.
k=6, t=ts+J=3, xs(3)=S.

Shunday qgilib, 6 yil mobaynida dastgohni bir marta 3-yil

boshida almashtirish magsadga muvofiq.

Tayanch iboralar

Dinamik dasturlash, Bellman tenglamasi, mablag‘ni optimal

tagsimlash, optimal marshrutni aniglash, optimal yuklash masa-
lasi, dastgohlarni yangilash.

AN

00 NO O

Savollar

Qanday masalalar dinamik dasturlash masalalari turkumi-
ga kiradi?

Bellman tenglamasi ganday tenglama?

Mablag‘ni optimal tagsimlash ganday hal qgilinadi?
Dinamik dasturlash yordamida optimal marshrutni anig-
lash ganday hal qilinadi?

Optimal yuklash masalasi ganday masala?

Optimal yuklash masalasi ganday yechiladi?

Dasgohlarni almashtirish ganday qo#yiladi?

Dastgohlarni almashtirish masalasini yechish jarayoni gan-
day hal qilinadi?

Mashglar

10.1. Uch korxonaga $5 min. mablag4 ajratilgan. Korxonalarga
ajratiladigan mablaglar $1 min. ga karrali. Korxonalarga ajra-
tilgan mablagiardan keladigan daromad 10.18-jadvalda be-

rilgan.
10.18-jadval
X(min. dollar) Kl K2 K3
0 0 0 0
1 22 2 28
2 3 32 54
3 41 48 64
4 52 6,2 6,6
5 59 64 6,9
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Mablaglkorxonalar orasida ganday tagsimlanganda umumiy da-
romad eng yugori bo‘ladi?

10.2.7 ta paxta terish mashinasini 5 ta paxta terish xofjaligiga
targatish lozim. Har bir xofjalikning paxta terish mashinalari
bilan ta’'minlanganda paxta terish mavsumiga tayyorgarlik da-
rajasi IJ(u) funksiya orqgali berilgan (u — paxta terish mashi-
nalar soni) va 10.19-jadvalda keltirilgan.

10.19-jadval

11w £ fiw) fiw) fI©)
0,74 085 090 0.88 0,70
]081 090 092 091 0,76
1085 093 093 092 0,80
i090 094 094 093 0,85
092 095 095 094 0,88
093 09 096 095 091
1094 097 096 095 0.93
]O95 097 096 095 094

NO O~ WNEROC

Paxta terish mavsumidagi umumiy tayyorgarlik eng yuqori bo‘li-
shi uchun paxta terish mashinalarini gaysi xo'jaliklarga targa-
tish kerak?

10.3. Ikki ishlab chigarish tarmogbga 1400 p.b. ajratilgan.To‘rt
yil davomida daromad eng yuqori bo‘lishi uchun bu mablag‘-
ni tarmoglar orasida ganday tagsimlash lozim? 1-tarmoqga
yil boshida x migdorda ajratilgan mablag4yil oxirida fj(x)=3Xx
daromad Kkeltirib Qi(x)=0,5x migdorda gaytadi. 2-tarmoq
uchun mos ravishda f2(X)=4x va 2(x)=0,3x ga teng. Yil oxi-
rida barcha gaytgan mablagl 1 2-tannoglar orasida gayta
tagsimlanadi. Yangi mablagl kiritilmaydi va foyda tagsimlan-
maydi.

10.4. To‘rning tugun nuqtalari orasidagi masofalar berilgan:
roi=9, roz=10, rB=14, ria=s, r16=25, r2s=7, rss=7y rae=s, :
ra7=5, r56=14, : rss=9, re7=12, rzs=s, r7e=10, rS=7. Ova 9-
tugun nuqgtalar orasidagi eng qgisga masofa va marshrutni
aniglang.
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X1 bob. TRANSPORT YA CHIZIQSIZ DASTURLASH
MASALALARINI KOMPYUTERDA YECHISH

11.1. Transport masalalari

Biz W bobda chizigli va butun son/i chizigli dasturlash masa-
lalarini kompyuter yordamida yechishning ba zi vositalarini bayon
gilgan cdik. IV bobda bayon gilingan hisoblash paketlarining
aksariyati transport masalalarini yechishni ham o z ichiga oladi.

LINGO paketidan foydalanib, transport masalasini yechish-
ni Ko4ib chigamiz.

Masalan, (5.1)-(5.4) misolni LINGO paketida yechish
uchun LINGO paketi ishga tushirilgandan so‘ng, uning
darchasiga matematik modelini kiritamiz.

File Edit LINGO Window Help

d i o < mm

—
rtdn=4*x11+3*x12+5*x13+6*x21+2*x2 2+
X23+10*x31+4*%x3 2+7 *x33+8 *x41+
6*x42+9*x43 ;
xP1+x12+x13=40;
x2 1+x22+x 13=50
x31+x32+x33=60
X41+x42+x43=30;
x11+x21+x31+x41=60;
X12+x2 2+:<32+x42 =80;
x13+x23+x33+x43=40;
endj

Masalaning  yechimini  aniglash  uchun  menyudagi
LINGO>solve boiimini faollashtirib, yoki LU tugmacha bo-
ilgandan so‘ng yangi darcha ochilib, darchada masalaning
yechimi gayd qilinadi.

Keltirilgan natijalardan quyidagilarni aniglash mumkin: bi-
rinchi ombordan 1-do‘konga 20 birlik, 3-do‘konga 20 birlik; ik-
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kinchi ombordan 1-do‘konga 10 birlik, 2-do‘konga 20 birlik va 3-
do‘konga 20 birlik; uchinchi ombordan 2-do‘konga 60 birlik;
tofitinchi ombordan 1-do‘konga 30 birlik mahsulot jo‘natilganda
transport xarajatlari minimal boiib, u 780 pul birligiga teng
bo‘ladi.

Global optimal solution found.

Objective value: 780.0000
Total solver iterations: 6

Variable Value Reduced Cost
X1 20 .00000 0 .000000

X12 0. 000000 3.000000

X13 20 .00000 0 .000000

X21 10 .00000 0 .000000

X22 20 .00000 0 .000000

X23 20 .00000 0 .000000

X31 0. 000000 2.000000

X32 60 .00000 0 .000000

X33 0.000000 1.000000

X41 30 .00000 0.000000

ynr 0. 000000 2 .000000

X43 0. 000000 3 .000000

Row Slack: or Surplus Dual Price

1 780.0000 -1 .000000

2 0. 000000 -1 .000000

3 0. 000000 -3.000000

4 0. 000000 -s.000000

S 0. 000000 -s .000000

6 0. 000000 -3 .000000

7 0. 000000 1.000000

8 0. 000000 -1 .000000

Transport masalalarini PER, TORA, LP88, LINTIO,
Lp solve, LP-Optimizer, SoPlex, SPLP paketlaridan foydalaib
yechish imkoniyati ham bor.

11.2. Chizigsiz dasturlash masalalari

Chizigsiz dasturlash masalalarini kompyuterda yechishning
yetarli algoritmlari ishlab chigilgan. Internet tizimidan foydalanib,
hisoblash paketlarini olish imkoniyati ko p. Biz bu yerda chizigsiz
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dasturlash masalalarini paketlar yordamida yechish imkoniyatlari
bilan tanishamiz.

Chizigsiz dasturlash masalalarini yechishni algoritmlari
quyidagi saytlarda mavjud: AMPL (http://www.ampl.om/
TRYAMPL). BARON (http: //archimedes scs. uiuc.edu/cgi/
run.pl). NEOS (http://www-neos.mcs.anl.gov). UniCalc (http:
//www.rriai.org.ru/UniCalc/calculate.ntml) WNLIB (http://
www.willnaylor.com /wnlib.html), IPORT (htlp://www-124.
ibm.com/developerworks/opensource/coin/Ipopt), GALAHAD
(http://galahad.rl.ac.uk/galahad-www).

MATLAB (http://www.mathworks.com/) tizimida ishlaydi-
gan quyidagi dastur ta’minotlari chizigsiz dasturlash masalalarini
yechishga qaratilgan: Optimization Toolbox (http://www.
mathworks.com/products/optimization). TOMLAB  (http://
tomlab.biz), MCS (http://www.mat.univie.ac.atl” neum/
software/mcs).

Matematika (http://www.mathematica.com) tizimida esa
MathOptimizer (http://www.wolfram.com/products/applica-
tions/mathoptimizer) va Global Optimization (http://www.wol-
fram.com/products/applications/globalopt) paketlari bor.

Chizigsiz dasturlash masalalarini LINGO paketida yechish.
LINGO paketidan foydalanib, f=X2-+Hy»+xy-3x-ey funksiyanig
minimum nugtasini topishni ko‘ramiz. LINGO paketi ishga
tushirilgandan so‘ng misol quyidagicha kiritiladi.

fife Edit LINGO Wndw Help
[ L m O0.; :b WWO0O Mg s § a BT t >
N ,aa: *. 'v -

| »ir.=xn2+yn2+x*y-3*x-6*y;
I endj

Misolni yechishni ta’minlaganimizdan so‘'ng ( W tugma-
chasini bosish orgali) golshimcha darchada quyidagi ma’lumot
aks etadi.
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Local optimal solution found.

Objective value: -9.000000
Extended solver steps: 5
Total solver iterations:

Var iable Value Reduced Cost
X [01608080)
Y 3000000 0[008000)
1 Row Slack: or Surplus bual Price
N\ 1 -9.000000 -1.000000

Bimdan funksiya x=0, y=3 nugtada minimumga erisliishini
ko‘rsatadi.

Endi f=xy2+xy-3x-3y» funksiyaning /< x+y, x+y< 16
shartlarni ganoatlantiruvchi maksimumini topishni Kko'ramiz.
LINGO paketiga misolni quyidagicha kiritamiz:

Sdi|nMir lli'fiiiit 1 INLUI
Fle Edit LII4GO Window Help
ON&LW w L ViK .o a t m

ra

T was=x*yn2+xA2*y-3*xA2-3*yA2j
K *“*x+y;
x+y<=1b;
end

tugmachani bosih misolning yechimini yangi darchada
olamiz:

Local optimal solution found.

Objective value: 640.0000
Extended solver 3teps: 5
Total solver iterations: 68

Variable Value Reduced Cost

X 8.000000 0.000000

Y 3.000000 0.000000

Row, Slack or Surplus Dual Frice

1 640.0000 1a0000

2 15.00G00 Qoo

3 OGIHI) 144 .0000

Demak, funksiya X=s, y=8 nuqtada minimumga erishadi va
uning maksimal giymati 640 ga teng boiadi.
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Chizigsiz dasturlash masalalarini Mapleda yechish. Endi
Maple tizimida chizigsiz dasturlash masalalari ganday yechili-
shiga to‘xtalamiz.

Ko‘p argumentli funksiyalarning lokal va shartli ekstre-
mumlarini topish uchun extrema (f,{cond}{x,y,...},V) buy-
rug‘idan foydalaniladi. Bu yerda f ekstremumi aniglanishi lozim
bo'lgan funksiya, cond shartli ekstremumni masalasining teng-
liklar orgali ifodalangan shartlari, {Xx,y,...} funksiyaning barcha
argumentlari. s funksiya ekstremum nuqtalarini ifodalovchi
o'zgamvehi. Agar shart keltirilmasa lokal ekstremum aniglanadi.

Afsuski, extrema buyrug‘i barcha kritik nugtalarni beradi.
Ya’ni ekstremumga erishmaydigan nuqtalar ham gayd gilinadi.
Qaysi kritik nugta ekstremumligini giymatni funksiyaga go‘yib
aniglash mumkin. masalan, subs buyrug‘i yordamida.

Funksiyaning eng katta va eng kichik giymatini topish
uchun maximize(f,{xlv..,xn},range), va minimize(f,{xl,...,xn},
range) buyruglaridan foydalaniladi. Funksiyadan keyinda joy-
lashgan figurali gavs ichida funksiyaning barcha argumentlari,
so‘ng argumentlarning o‘zgarish chegarasi keltiriladi.

Misol. f(Xx,y)=2xa+y—> -2y funksiyaning ekstemumlarini
topishni ko‘rib chigamiz. Maple paketi ishga tushgandan so‘ng
qguyidagi buyruglar ketma-ketligi terilib. “enter” bosilganda
ekranda quyidagi natijalar gayd gilinadi.

i<0 fte Edit View Insert Format Window H ¢

of<sicpaj«t | tOFSL 1t21 M OT[>t MIv2i H H jot laj
J xi'&1 j«)j 7 \IN

I'> restart e3pkmn

1 T: fx'i-y 4-x / 2

1 oo STRBA{S -Sj,i 4. Vi, X"

N .
11v=0,V=0}, {X=0.y:=1),i =0y=- i{y-0*=-}.(y-0*=—3} =1X=-),{>'=-1*=-}, iy- =

Ravshanki, fraeex=0. fmin=-9/8 bo‘ladi. Shu bilan birga, max
(0.0) nugtadadir. Qolgan kritik nuqgtalarni tekshirish kerak.
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Funksiya ikki argument bo'yicha ham juft boMganligi uchun
fagat birinchi chorakda joylashgan nugtalarni tekshirish kifoya.
Subs buyrug‘idan foydalanib, quyidagi natijalarni olish mumkin:

> subs([x=1/2,y=1],f);

-9
8
> subs([x=1/2,y=0],f);
-1
T
> subs([x=0,y=1],f);
1

Shunday qilib, funksiyaning lokal ekstremumlari:
/«,=1(00)=0. [, =/fxixlj=/fx1,TIj=-]

Misol. f(x,y)=x2+2xy-4x+8y funksiyaning x=0, x=1, y=0 va
y=2 chiziglar bilan chegaralangan to'rtburchakdagi eng kichik
va eng katta giymatini toping. Maple paketida quyidagi buyrug-
lar yordamida natijaga kelamiz:

> restart: readlib(maximize):readlib(miniitiize):

> F:=XMR+2*X*y-4*X+8*y:

> maxiimze(f,{x,y},{x=0..1,y=0..2});

17

> minimize(f,{x,y},{x=0..1,y=0..2});

-4

Shunday qilib, inff(x,y)=-4, supf(x,y) =17 bo‘ladi.

Misol. f(x,y)—xy+yz funksiyaning x2+y2=2, y+z=2, x>0,
y>0,z>0 shartlarni qganoatlantiruvchi shartli ekstremumlarini
aniglang.

Maplda quyidagi buyruglar ketma-ketligini teramiz:

> restart: readlib(extrema): f:=x*y-+y*z:

> assume(x>0);assume(y>0);assume(z>0);

> extrema(f,{x"2+y"2=2,y+z=2} {X,y,z},.S);

Bu buyruglar ishga tushirilganda keyingi satrda quyidagi natija
chigadi:
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maxf- RootOfC ZzZ" +4 _Z + 1, label =_LI )+- 2 j}

convert buyrug‘idan foydalanib soddalashtiramiz:
-i convert(%,radical);

5 3V3 ( 5 3/3" B
{maxj - = 4===.2 E inf’ ~—=—+—=—, 0 jj

>convert(s,radical);

133 19T 5 N
{{x~=~2~ 2'¥=-2+ 25 =2"V ¥y {@-= =12~=1K
{=1V=Ilz—=1}
Qaysi nugta ekstremumligini aniglash uchun shu nugtalardagi

funksiya giymatlarini topamiz:
> subs(s[1],9);

0
> subs(s[2].f); o
1subs(s[3],f):convert(%,radical):simplify(%);
5 3,/3
2% 2

Shunday qilib, funksiya quyidagi shartli ekstremumlarga ega:
fmax=f(l,I)=2 va fmin=f(-1,1,1)=0; uchinchi kritik nugta egar
nuqgtadir.

Tayanch iboralar

PER, TORA, LP88, UNDO, LINGO, Lp_ solve, LP-
Optimizer. SoPlex. SPLP, Maple paketlari

Savollar

1 Transport masalalarini PER va TORA da yechish mumkin-
mi?

2. Chizigsiz dasturlash masalalarini LINGO paketida yechish
mumkinmi?

3. Chizigsiz dasturlash masalasini Mapleda yechish ganday
amalga oshiriladi?



Mashglar

11.1. To‘rtta qurilish obyektlariga har kuni Di=75, D2=80,
B3=60 va D4=85 shartli birlikdagi g‘ishtlar kerak bo'ladi.
Qurilish obyektlariga gVishtlar uchta g‘isht zavodidan keladi.
Zavodlarning kunlik g‘isht tayyorlash imkoniyatlari mos
ravishda Si=100, S2=150 va 8"=50 shartli birliklarga teng.
Zavodlardan obyektlarga shartli birlikdagi g‘ishtni eltishdagi
transport xarajatlari jadvalda keltirilgan.

D, d2 D, D4
S, 6 7 3 5
[ ] 2 5 6
8 10 20 1

Transport xarajatlarini  minimallashtirishning optimal rejasini
aniglovehi matematik modelini quring va kompyuter paket-
laridan foydalanib yeching.

11.2. Uchta avtomobil zavodi 4 ta iste'molchiga avtomobil yet-
kazib beradi. Zavodlar mos ravishda 90, 30 va 40 ta avtomobil
ishlab chigarish imkoniyatiga ega. Iste’molchilaming talabi
mos ravishda 70, 30, 20 va 40 dona avtomobilga teng. Bir do-
na avtomobilni eltishdagi transport xarajati jadvalda Kkeltiril-
gan.

Zavodi Iste’'molchilar
ar 1 2 3 4
| 18 20 14 10
1 10 20 40 30
11 16 22 10 20

Avtomobillarni yetkazishning optimal rejasini topishni kom-
pyuterda yeching.

11.3. A, B va C omborlarda mos ravishda 100, 150 va 250 ton-
na urug‘ bor. Bu urug‘larni 4 ta punktga jo‘natish kerak.
Punkt talablari mos ravishda 50 t, 100 t, 200 t va 150 t ga
teng. A ombordan 1 t urug‘ni punktlarga jo‘natishdagi trans-
port xarajatlari mos ravishda 80, 30, 20 va 20 pul birligiga, B
ombordan esa 40, 10, 60 va 70 ga, C ombordan esa 10, 90,
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40 va 30 ga teng. Transport xarajatlarini minimallashtiruvchi
optimal rejani kompyuter paketlaridan foydalanib aniglang.

11.4. Kunlik ishlab chigarish quwati 10, 8 va 6 min. gallon
benzinga teng bo‘lgan uchta neftni gayta ishlash zavodi uchta
benzin omborini ta’minlaydi. Benzin omborlarining talabi
mos ravishda 6, 11 va 7 min. gallonga teng. Benzin ombor-
larga quvur orgali yetkaziladi. 100 gallonli benzin miqgdorini
quvur bo‘ylab jo‘natish 5 pul birligiga teng. 1-zavod 3-ombor
bilan quvur orgali bog‘lanmagan. Zavodlardan omborlargacha
masofa jadvalda aks etgan.

Benzin omborlari
Zavodlar

1 2 3
1 100 150 -
2 420 180 60
3 200 280 120

Transport xarajatlarini  minimallashtiruvchi rejani kompyuter
paketlaridan foydalanib aniglang.

11.5. Korxonada 4 turdagi dastgohlar bo‘lib, ularning har bin 5
turdagi amallarni bajaradi. Har bir turdagi dastgohlarning
maksimal ishlash vaqgtlari mos ravishda 270, 350. 190 va 350
soatga teng. Har bir amallar mos ravishda 350, 291, 184, 184.
248 va 248 soatda bajarilishi lozim. Dastgohlarni gancha vaqt
gaysi amallarga bogflaganda umumiy samaradorlik eng yuqori
bo'ladi?

Har dastgoh turlarining amallarni bajarishdagi unumdorlik jad-
valda keltirilgan.

Dastgoh turlari Amallar
1 2 3 4 5
1 6 5 8 4 7
2 5 6 5 7 4
3 4 7 6 5 6
4 5 6 2 6 5

Masalani kompyuter paketlaridan foydalanib yeching.
11.6. Harbiy o‘yin. 1-oyinchi polkovnik, 2- o‘yinchi general.
Polkovnikda 4 ta polk, generalda 3 ta polk mavjud. Har biri-
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ning magsadi ikki gishlogni egallashi kerak. Qishlogni egalla-
shi 1 bilan baholanadi. Qarama-qgarshi tomonlar gishloglarga
butun sondagi polklarni jo‘natishi yoki umuman jo*atmasligi
mumkin. Biror gishlogga jo‘natilgan polklarning soni qaysi
tomonda ko‘p bo‘lsa, shu tomon gishlogni egallagan bo'ladi.
Yutuq qishlogni egallaganligi va gishlogni egallamagan to-
monning polklar sonining yig‘indilari bilan baholanadi.

Agar qishlogdagi polkovnik va general yuborgan polklar soni
teng bo‘lsa, heeh gaysi tomon yutmaydi va o bilan bahola-
nadi. Har bir tomonning yutug‘i har bir gishlogdan baholar
yig‘indisiga teng. Qarshi tomonlar biroitasining yutug‘i ikkin-
chi tomonning mag‘lubiyatiga teng. Masalaning matematik
modelini tuzib, kompyuterda yeching.

11.7. Korxona uch turdagi mahsulot ishlab chigaradi (A14 2 va
A3). Bu mahsulotlarga boflgan talab holatlari Bi, B2 va B3.
Quyidagi jadvalda korxonaning i-mahsulotni ishlab chigarish-
da j-talabga garab oladigan foydasi keltirilgan.

Bi B2 B3
Ai 3 6 8
a?2 9 4 2
A T 5 4

Tashgi holat talabi ganday bolganda ham mahsulot ishlab chi-
garishning optimal variantini aniglang.

11.8. / =-XB-Xx2-qr, +¥XX5+2x2 funksiyaning ekstremum nugta-
larini kompyuter paketlaridan foydalanib hisoblang.

12.9. Firma mahsulotini uchta bozorda sotadi. Tekshirishlar
shuni ko‘rsatdiki, har bir bozorning mahsulotga bo‘lgan talab
funksiyalari o‘zgacha: 1-bozorda pj=63-4x, 2-bozorda
P2~105-5y\ 3-bozorda p3=75-6z. X,y va z mos ravishda har bir
bozorda sotiladigan mahsulot miqdorlari. Agar Xarajat funk-
siyasi C=20+15q (q=x+Yy+z) bo‘lsa, foyda eng yuqgori bo‘lishi
uchun mahsulotlarni bozorlarga ganday tagsimlash lozim?
Masalani kompyuter paketidan foydalanib yeching.

12.10. Quyidagi funksiyalaming shartli ekstremumlarini kom-
pyuter paketlaridan foydalanib toping.

296



1) 3x2+2X+2yl+4yz >extr  2) Xyz —>extr:
X2+2y2=19 x+2yz=11 X+y +z=5 xy+"z-xz =8

12.11. Tadbirkor yangi mahsulotni $150 dan sotish niyatida.
Agar ishlab chigarishga x ming dollar, reklamaga y ming dol-
lar sarf gilinsa, 320y/(y+2)+16Qx/(x+4) ta mahsulot sotilishi
tahlil qgilingan. Mahsulot birligini ishlab chigarish $50 ga
aylanadi. Tadbirkor ishlab chigarish va reklama uchun $3000
sarf gilmoqgchi. Tadbirkor yuqori foyda olishi uchun mablag‘ni
ganday tagsimlash kerak? Masalani kompyuter paketlaridan
foydalanib yeching.
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