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SO‘ZBOSHI

Jahon ta’lim tizimida matematika fanidan ma’lum bir soha
(xususan ijtimoiy gumanitar. iqtisod sohalari) talabalari uchun maxsus
darslik, o‘quv go‘llanma yaratish yangilik emas. Bunday kitoblarning
o‘ziga xosligi quyidagilardan iborat:

— bir tomondan matematika MATEMATIKAIligicha qolib,
fundamental fan sifatida matematik tushunchalar, aksiomalar,
teoremalarning uzviy bog‘lanishda mantiqiy izchilligida gat’iy bayon
gilinishi zarur. Talabalarda mantiqiy, algoritmik, abstrakt fikrlashlarning
sintezi bo‘lgan — matematik fikrlashni shakllantirishga xizmat qilishi
kerak;

— ikkinchi tomondan muayyan sohaning talab va ehtiyojlaridan
kelib chiqib, uning o°ziga xos jihatlarini aks ettirishi lozim,
Talabalarning matematikani maqgsadli o*rganishini ta’minlash bilan birga
o‘zlashtirishini osonlashtirishi kerak.

Masalaning bu ikki tomoni ma’lum mutanosiblikda shunday
uyg‘unlashuvi kerakki, natijada kurs ma’lum sohaning muayyan
masalalarini yechishga retseptlar beruvchi darslik yoki talabalarda
«Matematika — fagat hisoblashlarni o '‘rganadigan fan» degan
tushunchani hosil gilmasligi kerak. Mana shu tamoyildan kelib chigib,
matematikaga «tabiat hagidagi barcha bilimlarimizni sistemaga
soluvchi, tabiat va jamiyatdagi jaravonlarning matematik modellarini
o ‘rganuvchi fan», deya ta’rif berilgan.

Ushbu darslik maxsus igtisodchilar uchun yozilgan bo‘lib, ko'p
hollarda matematik tushunchalarning iqtisodiy talgini berildi va
iqtisodiy mazmundagi masala, misollar keltirildi.

Darslikda analitik geometriya va chizigli algebra elementlari,
chizigli fazo elementlari, limitlar nazariyasi, bir va ko'p o‘zgaruvchili
funksiyalarning differensial va integral hisobi, oddiy differensial
tenglamalar va qatorlar nazariyasi bayon qilingan.
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Darslikka mualliflarning Toshkent davlat iqtisodiyot universtetida
«Iqtisodchilar uchun matematikas famidan o' gigan ma’ruzalari asos qilib
olindi. Darslikning ma’lum bo‘limlarini yaratishda o‘z yordamlarini,
masiahat wva  fikr-mulohazalarini bergan «Oliy matematika»
kafedrasining  professor-o‘gituvchilari 8.8, Isamuhamedov, D.S.
Asraqulova, A.R. G‘ulomovlarga o'z minnat-dorchiligimizni bildiramiz.

Mazkur kiteb igtisodchilar uchun maxsus yozilgan dastlabki
o‘zbek tilidagi darslik bo‘lganligi uchun kamchiliklardan xoli bo‘imasa
kerak, Kamchiliklarni bartaraf etish va kitobning sifatini yaxshilash
borasidagi fikr va mulohazalarini bildirgan kitobxonlarga muallifiar
oldindan o‘z minnatdorchiligini bildiradilar,



L. Tekislikda analitik geometriya
Tekislikda dekart koordinatalar sistemasi

Agar tekislikda biror tartibda belgilangan o‘zaro perpendikular
o‘glar berilgan bo‘lib, unda birlik masshtab aniglangan bo‘lsa, u holda
tekislikda dekart koordinatalar sistemasi berilgan deyiladi.

O‘glarning kesishish nuqtasi koordinatalar boshi. o‘glarning 0'7i
esa koordinatalar o 'gi deyiladi.

9] I X

Bunda Ox - abssissalar o°qi, Oy — ordinatalar o°gi deyiladi.

Tekislikda dekart koordinatalar sistemasi va ixtiyoriy nuqta M
berilgan bo‘lsin. M nugtadan Ox va Oy o°qlariga perpendikular to*g'ri
chiziglar o‘tkazamiz. Bu perpendikular to‘g'ri chiziglarning
koordinatalar o‘qi bilan kesishish nuqtalarini mos ravishda A4 va B
orgali belgilaymiz:
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OA=x va OB=y sonlar M nuqgtaning bu sistemadagi koordinatalari
deyiladi va M(x;y) kabi belgilanadi.
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Tekislikda analitik geometriyaning sodda masalalari.
Ikki nuqta orasidagi nugqta
Tekislikda M, (x:x) wa  M,(x;»,) nuqtalar berilgan bo‘lsin. Bu

nuqtalardan koordinatalar o‘qiga perpendikularlar o‘tkazamiz:

U holda |OB/=x2, [OA[=x1, IMiC|=|AB/=x2x1, [M:C[=|DE[=y>y1.
Agar M, (x;y) va M,(x,;y,)nuqtalar orasidagi masofani 4 orqali

belgilasak, u holda AMA.C dan  |[MM, =d=J(x,~x) +(3,-n) .

MM =d = J(x-x) +(-n) O
(1)-formuladagi A, (x:y.) va M,(x.:»,) nuqtalar orasidagi masofa
hisoblash formulasi deyiladi.
Masalan. Uchlari A(-7; 2): B(5: -3); C(8: 1) nuqtalarda bo‘lgan
ABC uchburchakning AB tomoni uzunligini toping.
Yechish: (4B = \[(-1-5) +(2-(-3) =134+ 25=169 =13.

Kesmani berilgan nisbatda bo‘lish

Mi(xi;y1) va Ma(x2;v2) nuqtalar berilgan bo‘lsin. M;M: kesmani
M M|

= nisbatda bo‘luvchi M(x;y) nuqtaning koordinatalarini

A=

aniglaymiz:



dacncssnssa
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i M B . X—X I .
Ma’lumki, l&—‘—k!—‘{—.-' yoki A=" ft Oxirgi munosabatni x ga

; . . Ax . . ¥+ AV
nisbatan yechib, * e Xuddi shu kabi y=- R munosabat

aniqglanadi.
Demak, x=""% ,_-,-::_.-__': (2)

. M M| ; -
(2)-formula M;M: kesmani /1:{ 5_15_{ nisbatda bo‘luvchi M(x,y)
nugtaning koordinatalarini aniglash formulasidir.
A=1 bo'lsa, M nuqta M;M:kesmani teng ikkiga bo'ladi:

Xt+X Y, + ¥,
xX= rad Mk =t -/

"
Masalan. Uchlari 4(-7;9) va B(—4.-3) nuqtalarda bo*Igan kesmani
AC:CB=2 nisbatda bo‘luvchi C(x,y) nugtaning koordinatalarini toping.

-742:(4) -15 942-(-3
Fackiifis Al zmetrr ) 13 g S STRECH

s ¥ 1.
1+2 3 ’ 1+2
Demak, C(-5;1).
Uchburchakning yuzini hisoblash

A(xi;y1), Bixiya) va Cxsys) — nuqtalar ABC uchburchakning
uchlari bo‘lsin:



1 . 1 . 1 . .
Maslumki’ S=Ea-b smgw:EAB-ACsm(a, —a,) = EA‘B-AC(sma, cose, ~sina, cosa, ).

Lekin A8 sin ar=yr-yi1, AC cos a:=xz>—xi:, AC sin a:=ys—y:. U holda
£5, =3[0~ W~ 5~ 0 - 2006 - 1)

Agar A(x;;ys) uchburchak uchi koordinatalar boshi bilan ustma-ust
tushsa, u holda tSA=%-bz2v.r3—y,-x2]. Bir to‘gri chizigda yotvchi

uchta nuqta uchburchak tashkil etmaydi: S4=0.

Demak, (yz—vi)(xs—xi)—(vs-—yi){xz—x1;)=0 uchta A(x;; y1), B(xz; yz) va

C(x3; y3) nugtaning bir to‘gri chiziqgda yotishi shartini ifodalar ekan.
Masalan. Uchlari A(~7; 2); B(5: -3); C¢8; 1) nuqtalarda bo‘lgan

ABC uchburchakning yuzini toping.

Yechish: +S,= %,[(-3-2)(3—(—?))—(1a 2)(5-2)]. Spusc =36.

To‘g‘ri chizigning turli xil tenglamalari

Ta’rif. OXY dekart koordinatalari kiritilgan tekislikda yotgan egri
chiziq tenglamasi deb, bu egri chizigda yotuvchi nuqtalar koordinatalari
x va y ni bog‘lovchi tenglamaga aytiladi.

Umumiy holda egri chiziq tenglamasi Fyx,y)=0 ko‘rinishda,
mumkin bo‘lgan hollarda y=f{x} yoki x=¢(») oshkor ko‘rinishdagi



tengliklar orqali beriladi. Bu yerda F(x,y), f(x,y) va ¢(y) funksiyalar egri
chizigni aniglovehi gonun-qoidalarni ifoda etadilar.

Endi berilgan A(x1,yi) va B(x:y:) nuqtalardan bir xil masofada
yotuvchi nuqtalarning geometrik o'rini ifoda etuvchi tenglamani

topaylik.

X

Kfx,y) nuqta 4 va B nuqtalardan bir xil masofada yotsin, u holda
KA = J(x— Y +(y=») = J(x -x, )V +(y—»,)Y =KB

X2 2xx 14X A -2yt y P =x3-2xx 24 x Py - 2yyaty R (2x-2x)x+

+Q2v2 2vi)v+ (i Hyr—x7—y7)=0.
Bu yerda, 2x>-2xi=a, 2y>-2yi=b, xi+yi-x7-y7=c belgilashlarni
kiritsak, quyidagi tenglama hosil bo*ladi:
ax+hbv+ec=0 (1)

bu tenglamada a,b,c lar o‘zgarmas sonlardir. (1)-tenglama to'g'ri
chizigning umumiy tenglamasi deyiladi. Bu tenglamaning ayrim maxsus
hollarini garaymiz:

1) agar ¢=0 bo‘lsa, ax+by=0 yoki »= -4 x, b#0, ya'ni to*g'ri chiziq

b
koordinata boshidan o*tadi;

2) agar b=0, a#0 bo'lsa, x= —5— =const ya'nito*g‘ri chizig OY o*qqa
parallel bo'ladi;

3) agar a=0, b#0 bo'lsa, ¥= ‘;,'z"””‘” . ya'ni to‘g'ri chiziq OX

0°qqa parallel bo‘ladi;



4) agar b=0 va ¢=0bo'lsa, x=0, ya'ni to’g'ri chiziq OY 0°q bilan ustma-
ust tushadi:;
5) agar 540, a=0 va c=0 bo'lsa, v=0 to*g'ri chizig OX o'qgi bilan ustma-
ust tushadi.

Agar (l)-tenglamada a#0, b#0 va c#0 bo‘lsa. quyidagini hosil

X ) ¢ (5

ilamiz  ax+br=e = '+ % <l ~C=m —"on deb belgilasak
a b

. S Y =1

m n

To'gri chizigning kesmalarga nisbatan tenglamasini hosil gilamiz,
bu yerda |m' va = berilgan to‘g‘ri chiziqning koordinata o*qlarining
kesishidan hosil bo*lgan kesmalar uzunliklariga teng bo'ladi.

Agar (1)-tenglamada »#0 bo‘lsa, uni quyidagi ko‘rinishga olib
kelish mumkin: ex+by+c=0= y= :x - :} , bu yerda —g =k~ ;7 =d deb
belgilash kiritib. y=#kx+d ko‘rinishdagi tenglamani hosil gilamiz. Bu
tenglama to‘g'ri chizigning burchak kocffitsientli tenglamasi deyiladi.
Tenglamadagi 4 koeffitsient to*g'ri chizigning OX o°qi bilan musbat
yo'nalish bo‘yicha hosil gilgan ¢ burchakning tangensiga teng, ya'ni
k=tgg.

Endi A(x;y;) nuqtadan o‘tuvchi to'g'ri chiziq tenglamasini
topamiz, bunda burchak koeffitsienti & berilgan deb qaraladi. To’g‘ri
chiziq tenglamasini y=kx+d ko‘rinishda izlaymiz, u holda y;=k - x;+d
tenglik o'rinli bo‘ladi. ikkala tenglikni hadma-had ayirib quyidagini
hosil gilamiz:

y=nh=kx-x) (2)

Afx1,y1) va Bfxz,y2) nugtalardan o*tuvchi to°g'ri chizig tenglamasini

topavlik. (2)-tenglamaga ko‘ra, quyidagini hosil gilamiz:

P - ¥
¥, =y =k (x,-x) yoki k= o “ .
o M

& ning giymatini (2)-tenglamaga qo‘ysak, quyidagini hosil gilamiz:
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Yy =g 4!

s
yen= “(x-x) yoki, +—= .
Hy = FYa—= Wy Eg=H

Masalan 1. M;(2, 0) va M:(3, 4) nuqtalardan o’tuvchi to'g’ri
chiziq tenglamasini tuzing.

=3

; 2% XN o ot Dor 2R
Yechish: e —— formulaga ko‘ra 3.3 4.0 =
x=2_y
1 4

Masalan 2. C(1; 1) nugtadan o*tuvchi va koordinata burchagidan
yuzasi 2 kv. birlik bo‘lgan uchburchak ajratadigan to‘g‘ri chiziq
tenglamasini tuzing.

Yechish: lzlanayotgan to‘g'ri chiziq tenglamasini kesmalarga

nisbatan yozib olamiz. :}; =1 a va b ni topish kerak. To*g‘ri chizig
Crl; 1) nugtadan o*tgani uchun uning koordinatalari bu to*g'ri chiziq
tenglamasini ganoatlantiradi:

[ |
—_——t — = 1 2 -
o yoki a+b = ab.

1
Koordinata burchagidagi uchburchakning yuzi iS=2ub yoki

ab=+4. Shunday qilib, ikkita tenglamar sistemasini yechish kerak:
a+b=4, 7 a+b=—4,
ab=4; C lab =-4;
Bu sistemalarni yechib:
Dbh=4-a, ald—-a)=4, a° da:4=0; a,=2, b =2.

Db=-4-a, ad+a)=4, @ +4g-4=0; a,, =-24 242, a,=-2+2J2, b, =-2-2V2,

a,=-2-242, b= -2+ 2V

Demak, masala shartini qganoatlantiravchi uchta to‘g'ri chiziq
mavjud:

1);4-;;1; 2)

X
2y2-2 =2-242 —2=2\



Masalan 3. Ikki turdagi transport vositasi bilan yuk tashish

xarajatlari P=100+4Q va P=200+3Q funksiyalar bilan ifodalangan.
Bunda ¢ - yuz km lardagi masofa, P — pul birligidagi transport
xarajatlari. Qaysi masofadan boshlab ikkinchi yuk tashish mashinasida
birinchisiga garaganada yuk tashish arzonga tushadi.
P=40+100
P=30+200
chiziglarning kesishish nuqtasini topamiz  M{700; 500). Rasmdan
ko‘ninib wribdiki Op o°q bo‘yicha (xarajat narxi) qaralganda A
nuqtadan  yuqorida ikkinchi mashina uchun sarf-xarajat birinchi
mashinanikiga qaraganada pastda joylashgan. Demak M(/00; 500} dan
boshlab uning yuqori gismida ikkinchi mashina xarajatlari kam bo‘ladi.

Yechish: { tenglamalar sistemasini yechib to‘g'ri

i
L Il I
T T L)

h 4

O 100 200 300

Masalan 4. Har oydagi o‘zgarmas xarajatlar 10000 pul birligi
(p.b)ni, o‘zgaruvchi xarajatlar 30 p.b.ni, bir yillik mahsulot uchun
tushum 50 p.b.ni bilgan holda foyda funksiyasini tuzing va grafigini
chizing.

Yechish: x birlik mahsulot ishlab chigarish uchun jami xarajatlar Ctx)
o‘zgarmas F va o‘zgaruvchi V xarajatlardan iboratdir, Cfx)=F+V.
Umumiy daromad yoki tushum: Rfxj=p=x. Bu yerda, p — bir yillik
mahsulot narxi x —sotilgan mahsulot migdori.

Sodda holda o‘zgaruvchan xarajatlar xishlab chiqarish mahsulot

miqdoriga to*g‘ri proporsional,
12



C=b+ax. ¥
Bu yerda, b— o‘zgarmas xarajatlarni,
a— proporsionallik koeffitsienti bir birlik 10000

' Crx)

mahsulot ishlab chiqarish uchun sarflan- 1 500 N
gan o‘zgaruvchan xarajatlarni ifodalaydi. | RGx) x
Masala shartiga ko‘ra F=10000, V=30 - x, C(x}=10000+30 - x,

Rix)=50 - x

Shunday qilib, foyda: P(x)=R(x)-C(x} P(x)=50x-30x— 10000~ 20x—-1 000

x ning 500 dan kichik giymatlarida, ya’ni mahsulot hajmi 50 sh.b.
(shartli birlik) dan kam ishlab chiqarilsa, ishlab chiqarish zararli.

x =500 sh.b. hajmda foyda ham, zarar ham yo*q. x ning 500 dan
katta giymatlarida ishlab chigarish foydali.

To'g‘ri chizigqa doir asosiy masalalar.
To‘g‘ri chiziqlar orasidagi burchak

yv=kx+d, va y=kx+d, to'g'ri chiziglar berilgan bo‘Isin. Bu
to*g'ri chiziglar kesishish nuqtasi atrofida, birinchi to*g*ri chizigni soat
strelkasiga teskari yo'nalishda aylantirish natijasida to ikkinchi to*g‘ri
chiziq bilan ustma-ust tushguncha hosil bo‘lgan burchak ¢, ikki to*g'ri
chiziq orasidagi burchak deyiladi,




29, — 8P, _ k, — &,
l+1ge,-tge, 1+k,-%°

Agar ki=k: bo‘lsa, igep=0, va'ni ¢=0 ekanligidan, to‘gri
chiziglaming parallel ekanligi kelib chiqadi va, aksincha, agar to‘g‘ri
chiziglar paraliel, ya'ni ¢, =@, bo‘lsa, tg@ =0 va, demak, k>=k ekanligi
kelib chiqadi.

Demak, to‘g‘n chiziglaming parallellik sharti, k2=k; ekan.

PP, =Igp=

Endi, agar to‘g‘ri chiziglar uchun ¢, - ¢, = %, ya'ni qo:"zf bo‘lsa, u
n T 3
holda g, =_t@ va gy, =tg{_+9’1]=_“g¢’i =——, igp, - I8 =-1
2 2 ge
ekan, demak, agar ikki to‘g‘ri chiziq o‘zaro perpendikular bo‘lsa
k, -k = -1 tenglik o‘rinli bo‘lar ekan. Aksincha, agar &, -4, =-1 bo‘lsa, u

1 1 ¥4
holda % =-, a'nl 8@, =—— - =-clg®, =fg(—-+w], demak,
’ kl Y : g 1 2 l

%% =% bo*lar ekan, ya'ni to*g‘ri chiziglaming perpendikularlik sharti

k, -k, =-1 tenglik orgali berilar ekan.
To'gri chiziglar umumiy ko‘rinishda berilgan bo‘lsin:
ax+by+e =0
ax+b,y+c, =0
U holda bu to‘g‘ri chiziglarning parallellik sharti j-: = j—; tenglik orgali
benladi, ulaming perpendikularlik sharti esa a,-a, +b,-b, =0 tenglik
bilan ifodalanadi.
Apgar qaralayotgan to*g‘ri chiziglar parallel bo‘lmasa,
ax+by+c =0
{a2x+b3y+cz =0
tenglamalar sistemasi yechimi shu to‘g‘ri chiziqlarning kesishish
nugtasidan iborat bo‘ladi.



Nugtadan to*g‘ri chizigqacha bo‘lgan masofa

Endi berilgan M(xo,ve) nuqtadan ax{bhy+c=0 to'g'ri chiziqggacha
bo‘lgan masofani topaylik. To'g'ri chiziq tenglamasini y=kx+d
ko‘rinishga keltiramiz, & - --:.d = -;’ Berilgan M nugtadan o‘tib y=kx+d
to'g ri chiziqgqa perpendikular bo‘lgan to*g'ri chiziq tenglamasi quyidagi

1
ko‘rinishda bo'ladi: v — ¥, = - P (). Quyidagi sistemani yechamiz,
¥ =kx +d

i =kx,+d-y, - (x, =X, ) => k’x, — ky, + kd = —x, + x, =
H=Ye ="y (x, —x, k

. Xp + k\y,_— kd i B !:_L;J ~kd k% +k%y, —1k:¢_1‘+ K'd+d _
k™ +1 k' +1 k™ +1
ky +hy, +d
k+1
rt M (x,.3)
=kx+d
L~ K x
P X

Sistema yechimi (x, ) bilan aniqlanuvchi 2 (x_»,) nuqta va M (x,,3,)
nuqtalar orasidagi masofani topamiz:
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xy iy ~kd Y (kg tkip, d)

- 'J(xa +ky, "kd“kzxo ‘xo)z + (hx, +k1}’u +d '_kz}'o "'J"ca)2 _ \i(kxa + Vo "'d)l(k! + )

i+l ki +1

o
__.‘kxo‘)'o*’di: bxu Y b=}“xo+b.Po+‘“]_

JEr 41 J[_%)’ . N

Demak, M{xg yg¢ nuqtadan ax+by+c=0 to‘g'ri chiziggacha
bo‘lgan masofani 4 deb belgilasak, ushbu
lax, + by, + o
Vea? + b2

a =

formulani hosil gilamiz.
Masalan. 3x+y-6=0 to‘g‘ni chiziq va A(-3; 1}, B(3; 3) nuqtalar
orgali o‘tuvchi to‘g‘ri chiziglar orasidagi burchakni aniqlang.
Yechish: A(-3; 1) va B(3, 3) nuqtalar orqali o*tuvchi to‘g'n chizig
tenglamasi

k:l
3

=
33k +b b2 =

{=-3k+b =4
v = kx-+b bo'lsin, u holda { {

1
Demak, y = -3xt6va y= 3F +2 to‘g’ri chiziglar orasidagi burchakni

1

Fia
aniglaymiz. i2¢ = Tilé = ¢ =7 ckanligi kelib chiqadi.

Talab va taklif gonuni
Iste’molchining bozordan setib olmoqchi bo‘lgan  mahsulot

migdori shu mahsulotning narxiga bog‘liq. Sotilgan mahsulot narxi va
miqdori orasidagi bog‘lanish talab funksiyasi yoki qonuni deyiladi.



Ishlab chigaruvchi sotuvga chiqargan mahsulot migdori ham shu
mahsulotning narxiga bogliq. Sotuvchi chiqarilgan mahsulot narxi va
miqdori orasidagi munosabat taklif funksiyasi yoki qonuni deyiladi.

Eng sodda holda bu funksiyalar chiziqlidir.
p s p-talab qonuni;
s - taklif gonuni;
x—mahsulot migdori;
pmahsulot 1 birligining narxi.

Agar ikki xil: p,. p, narxlardagi ma’lum mahsulot uchun sotuv
miqgdori: x,, x, ma’lum bo‘lsa, shu mahsulotga bo‘lgan talabning

chizigli funksiyasini tuzish mumkin:

3 = 1
PP Pa !I(-"'_xl)
X, - X

Talab va taklif funksivalarining egri chiziqlari kesishgan (x,: y,)
nuqta bozorning shu mahsulotga nisbatan muvozanat nugtasi deyiladi.
Po —bozorning muvozanat narxi, X, —bozorning muvozanat miqdori
deyiladi.

Apgar talab funksiyasi p(x) ma’lum bo*lsa, umumiy daromad R=xp(x).

Kop hollarda hukumat aholi ma’lum mahsulotni imkonli narxlarda
olishi uchun shu mahsulotga ¢ soliq belgilaydi yoki shu mahsulotga S
subsidiya (subsidiya — ....) ¢’lon qiladi.

Chizigli modellardan foydalanilganda, mahsulotning bozordagi P;
narxi shu mahsulotga bo‘lgan talabni aniqlasa, taklifni esa ishlab
chigaruvchi gabul qgilgan. P narx aniglaydi. Bu narxlar o‘zaro quyidagi
munosabatda B =P, +t, p, =ps 5.

Bu yerda, r va § — bir birlik mahsulotga belgilangan soliq va
(subsidiya - ....).



Demak, soliq yoki (subsidiya — ...) kirtilishi D talabni
o‘zgartirmaydi, lekin taklif funksivasi ¢ birlik yuqoriga (S) yoki S
birlik pastga (S") parallel siljiydi.

Ba'zan subsidiya o‘rniga eng quyi narx miqdori Kiritiladi. Bu holda
hukumat x, - x, migdordagi ortigcha mahsulotni sotib oladi.

Ba'zi soliglar, masalan QQS (go‘shimcha giymat solig*i) narxga
proporsional. Bu holda taklif funksiyasining Ox o°qi bilan kesishish
nuqtasi o‘zgarmasdan, uning Ox o'qqa og"ish burchagi o*zgaradi.

0 x, X X

Masalan. Ma’lum mahsulotga bo*lgan talab va taklif qonunlari
quyidagi munosabatlarda aniqlansa: p=-2x+12, p=x+3,.
a) bozorning muvozanat nuqtasini aniglang;
h) 3 sh.b. soliq kiritilgandagi muvozanat nuqtasini aniglang;
d) mahsulot hajmi 2 marta oshishi uchun ganday subsidiva e’lon
qilinishi kerak?
e) 20% li proporsional solig kiritilgandagi muvozanat nuqtani va
hukumat daromadini aniqlang;
/) hukumat mahsulot birligiga 7 sh.b.ga teng eng quyi narxni belgiladi.
Ortigcha mahsulotni sotib olish uchun qancha miqdordagi pul birligi
kerak?

Yechish: a) bozorning M muvozanat nuqtasini aniglaymiz:

p=-2x+12 x+3=-2x+12
p=x+3 3x=9, x=3, p=6

Demak, bozorning muvozanat nugtasi M(3; 6)
1%



b) agar =3 miqdoridagi soliq kiritilgan bo‘isa, u holda bozorning
muvozanat nuqtasini topish uchun tenglamalar sistemasi quyidagi
ko‘rinishda bo'ladi:
D: p,==2x+12. §: ps=x+3. P =ps+3.
Bozordagi pr narx va ishlab chigarishlarning ps narxlari orasidagi
munosabatdan foydalanib bozorning yangi muvozanat nugtasi uchun
[p, =-2x+12

quyidagi tenglamalar sistemasini hosil qilamiz: P
!

Bu sistemani yechib, yangi muvozanat M 2 8) nugtani topamiz.
Demak, mahsulot birligi uni =3 miqdordagi soliq belgilansa. bozorning
muvozanat narxi 2 birlik ortib, muvozanat hajmi 1 birlik kamayar ekan.

d) agar subsidiya tagdim etilgan bo‘lsa, u holda bozorning muvozanat
nuqtasini aniglash uchun tenglamalar sistemasi

D: p,=-2x+12. S: py=x+3. P =p;-8§.

Masala shartiga ko‘ra yangi sotuv hajmi 3+2=5 birlikka teng.
Sistemada x=5 ni qo‘yib: p; =2, py=5. §S=p;—p =5-2=3,

) agar soliq 20% ni tashkil gilsa, u holda bozor narxi 120% ni tashkil
etib, bundan 100% ni mahsulot yetkazuvchilar, 20% ni davlat oladi.

Demak, mahsulot yetkazuvchilar quyidagicha migdorda olishadi:

_10 s
Ps'—lm s Pr —61-r-
Talab funksiyasi o‘zgarmasdan qoladi. taklif funksiyasi o‘riga

5 . .
Ps = 6‘”T munosabat olinadi:
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{p;==—2x+]2

5
=x+3
6 Pr
Bu sistemani ochib, A" yangi muvozanat nuqtani topamiz:

3 3
—2}”2=¢x+13,x=25.p,=67, M{Eg;ﬁ l
5 5 8 4 8 4)

Ko'rinib turibdiki, davlatning R daromadi
| » shtrixlangan to‘rtburchakning yuziga teng
L DY migdorga bo‘ladi.
/) agar mahsulot eng quyi narxda belgilangan bo'lsa, talab va taklif
tenglamalaridan talab va taklif hajmlarini aniqlash mumkin. Ularning
orasidagi farq davlat tomonidan qoplanadi. Demak, masala shartiga

ko‘'ra p=7,uholda

12-p _12-7
T2 2
Hukumatning xarajatlari esa (x; —x,)- p=(4-2.5)-7=105.

x;=p-3=7-3=4 =25.

3 xl'

Koordinatalarni almashtirish.
Quth koordinatalari

Qutb koordinatalar sistemasi berilgan, agar tekislikda biror O
nuqgta — qutb boshi, shu nuqtadan o‘tuvchi OA to*g'ri chiziq — qutb
o'qi  va masshtab birligi berilgan bo‘lsa. Qutb koordinatalar
sistemasidagi M nuqtaning vaziyatini qutb boshidan shu nuqtagacha
bo‘lgan masofa »=|0OM| qutb radiusi va qutb radiusi bilan qutb o*gi
tashkil etgan burchak ¢ qutb burchagi bir giymatni aniglaydi. Qutb

o'qiga nisbatan soat strelkasiga teskari yo‘nalishdagi burchak musbat,
20



soat strelkasi bo‘yicha burchak — manfiy burchak deyiladi. Qutb
burchagi bir-biridan 2zn ga farq qiluvclzhi cheksiz ko*p burchaklar
qabul qiladi. 0<@ <27z shartni qanoaflantiruvchi  burchakka bosh
qutb burchagi deyiladi.

M(ri@) yozuvi rva ¢ qutb koordinatali M nuqtani anglatadi.

Oxy dekart sistemaning boshini O qutb sistemasining boshi
bilan ustma-ust tushadigan va qutb o°qini abssissalar o°gining musbat
yo‘nalishi bilan ustma-ust tushadigan qilib joylashtiramiz.

M nuqta dekat sistemada x va y koordinatalarga, qutb
sistemasida esa » va ¢ koordinatalarga ega bo‘lsin. U holda M
nugtaning dekart va qutb sistemalaridagi koordinatalari quyidagicha
munosabatda bo‘ladi.
x=rcosg . y=sing qutb sistemasidan dekart sisternaga o*tish formulasi,

r=\rr'l:x:-+_:l’:, COS @ = 'r.singo: 'r.rgm:: 't,ﬂé@:f_-z:r. O<r{+x dekart
T g v

Sistema-dan qutb sistemasiga o‘tish formulasi.

Y

0 X X a

Masalan. A(-1; J/3) nuqtaning qutb koordinatalarini aniqlang.
Yechish: x=-1, y=i. r=y1@«3 =2 A(-l; 3) nugta

koordinatalar  sistemasining ikkinchi choragida yotgani uchun

1 2 Sr
wop=——, p= M| 2; .
g \."3 v 6 ( 6 ]



Koordinata o*qlarini parallel ko*chirish

Ikkita dekart koordinatalar sistemasida bir xil ismli o‘qlar
parallel, bir xil yo‘nalgan va o‘qlaming har birida bir xil masshtab
birligi aniqlangan bo‘lsin. «Yangi» koordinatalar sistemasi «eskinsini
paralle]  ko‘chirishdan  hosil  gqilingan  bo'lib, (x,;y,) vangi
koordinatalar sistemasining eski sistemaga nisbatan koordinatalari
bo‘lsin. U holda, quyidagi chizmaga ko‘ra:

v Yo M
(3 X X
O Py Y Xy I |

x=x"4 x,4
y=3ry, U
O
(1)-tenglikdan koordinatalami almashtirishning o‘glami parallel
ko“chirish  formulast hosil bo‘ladi.

Koordinata o‘glarini burish

Tekislikda umumiy koordinata boshi O nuqta bo‘lgan Oxy (eski)
koordinatalar sistemast va bu sistemani @ burchakka burishdan hosil
gilingan Ox'y' (yangi) koordinatalar sistemasi berilgan  bo‘lsin.
Tekislikdagi ixtiyoriy M nuqtaning eski koordinatalarini  yangi
koordinatalari orqali ifodalovchi formulani keltirib chiqaramiz:



M S

v

-

@) C

Bu holda, yuqoridagi chizmaga ko‘ra OC=0D-AB, CM=BD+MA
bo‘lganida o*qlarni burish formulalarini hosil qilamiz:
{x =x'cosa — V'sinax

(2)

y=x"sina+ y'cosa

Ikkinchi tartibli egri chiziglar: aylana, ellips, giperbola,
parabola va ularning kanonik tenglamasini hosil gilish

Ta’rif. Tekislikda berilgan M (x, »,) nuqtadan bir xil R masofada
yotuvchi barcha nugtalarning geometrik o'mi ayvlana deyiladi. Berilgan
M (x, v,) nuqta aylana markazi, R masofa esa aylana radiusi deb ataladi.

Markazi M(x,.y,) nuqtada va radiusi R ga teng bo‘lgan aylana
tenglamasini keltirib chiqaraylik. B(x, ) nuqta aylanada yotuvchi nugta
bo‘lsin. U holda, ta’rifga ko‘ra aylana tenglamasi quyidagi ko‘rinishda
bo*ladi:

MB = 1"‘(3: —x, ) +(r=») =R  yoki (x-x ) +(r-p,) =R (1)
(1)-tenglamada sodda almashtirishlarni bajarsak, aylana tenglamasini

X4y dmx+ny+p=0 (2)



ko‘rinishga olib kelish mumkin. (2)-ko‘rinishdagi tenglamadan (1)-
ko‘rinishdagi tenglamaga o‘tisht uchun (2) da to‘liq kvadratlarni ajratish
kerak bo‘ladi, u holda m* +#* —4p >0 shart asosida
[HEJ’+(y+£)z_.M‘+n’—4p=Rz
2 2 4
tenglamani hosil qilamiz.

Masalan. Quyidagi tenglama bilan berilgan aylana markazining
koordinatalari va radiusini toping: x*+y’ ~8x+6y—11=0.

Yechish: Hadlarmmi  guruhlab, to‘la  kvadrat  ajratamiz:
x? —8x+16-16+12 +6y+9-9-11=0 yoki (x—4) +{y+3) =36,
Bundan aylana markazi C(4; -3) va radiusi R = 6 ekanligi kelib
chiqadi.

Masalan. A(-4; 1), B(2; 7), ((8; 1) nugtalardan o‘tuvchi ayiana
tenglamasini zing.

Yechish: (1)-formulaga ko‘ra va A, B, C nuqtalar aylanada
yotganligi  uchun  ulaming  koordinatalan  bu  (1)-tenglikni
qanoatlantiradi:

(—4—xn)2 +(l—yo)2 =R’
@—x) +(7-y,J =&
B-x, ¥ +{l-y,) =&

Birinchi tenglamadan ikkinchisini, keyin wuchinchisini ayirib
(mustaqil) xe=2, =1, keyin esa bu sonlarni bironta tenglamaga qo‘yib
R=6 ekanligini topamiz. Demak, aylananing umumiy tenglamasi (x-2)?
+{y-1)? = 36 bo‘ladi.

Ta’rif. -Ellips deb tekislikda berilgan ikki nuqtagacha bo‘lgan
masofalar yig‘indisi deb avvaldan berilgan o‘zgarmas songa teng
bo‘lgan barcha nuqgtalarning geometrik o‘rniga aytiladi.

Ta'rifdagi ikki nuqta ellipsining fokuslari deyilib, berilgan
o‘zgarmas son fokuslar orasidagi masofadan katta bo‘lishi kerak. Endi
ta’rifdan foydalanib ellips tenglamasini hosil gilaylik. Soddalik uchun

ellips fokuslari OX o°qda, koordinata boshiga nisbatan simmetrik
24



joylashgan deb olamiz. Ya'ni F; va F lar ellipis fokuslari bo*lsa, ular
F,(=¢,0) va F,(c.0) (¢ >0) ko'rinishda deb olamiz.

Agar ta'rifdagi o‘zgarmas sonn{ Jata>0) deb olsak, 2a> FF,,
ya'ni 2a>2¢ yoki a>c shart o°rinli bo'lishi kelib chigadi. Agar
M(x,y) nuqta ellipsda votsa, u holda, ta'rifga ko‘ra MF, + MF, =2a
tenglik o‘rinli bo'lishi kerak. Ya'ni

=x+c)f +y =4a’ - 4a\:(':- c}zt_;'? +(x—c) +»° :M\(;:r):}_ =4a° -dex =
nalkx—c)z +_1':]'(ﬂ: -f.‘x): 2d's -Wa+d’c vy =a' - W+
=le? -l +a¥yt =a?fe? - )= I - :y' -=1

a - R
a>c¢ bo'lgani uchun & -¢” = b* deya olamiz, u holda ellipsning ushbu

2 ,2

kanonik tenglamasini hosil gilamiz: zl L ‘-;-,2— =1 (3)
(3)-tenglama bilan berilgan ellips koordinata o‘glariga va koordinata
boshiga nisbatan simmetrik bo’ladi. @ va b musbat sonlar deb garalib,
ular ellipsning yarim o*qlari deyiladi. (3)-tenglamani keltirib chigarishda

a>b edi, shuning uchun uning fokuslari OX o°qgida joylashgan bo'lib,
fokuslar koordinata boshidan ¢=+va’-b° masofada yotadi. : —e<l

nisbat ecllipsning ekssentritsiteti deyiladi. Ellipsda yotgan M(x,»)
nugtadan fokuslargacha bo‘lgan masofalar fokal radius-vektorlar deb
nomlanib, ular quyidagi tenglik orqali topiladi: r, =a-ex, r, =a+ex.

)

v M(x.v)

4
h



Agar (3)-tenglamada a < b bo‘lsa, ellips fokuslari OY 0*qda joylashib,

c=Vb -a?, =7, n=b-cy r,=b+cy tengliklar o'rinli bo*ladi.
Masalan 1. 9x7 +25y" =225 ellips berilgan. Uning yarim o‘qlari,
fokuslari koordinatalarini, ekssentritsitetini, direktritsalari tenglamalarini
toping.
Yechish: 9x* +25y* =225 ellips tenglamasini kanonik ko‘rinishga
2 2
: T
keltiramiz: T
F=da'-b =16, ¢=+4. Fokuslari esa F;=(4; 0) va F:=(4: 0),
¢ =\_,‘.t.l'_sz}__4

ckssentritsiteti e=— =, va direktritsalari tenglamalari esa
o J

=1. Bundan @=5, /=3 vao’qlari a>b bo‘lganligidan

y=4%=2> =+% Ko'rinishida bo‘ladi.
¢ -4
5

Masalan 2. O°z harakati davomida x=9 to‘g'ri chiziqgga nisbatan
A(1; 0) nugtaga uch marta yaqinroq bo‘lgan nuqtalarning traektoriyasini
ifodalovchi chiziq tenglamasini aniglang.

Yechish: AM ~—-\(z_ —-I)'T:;.-E‘ !Af,'.f,:=\,-"(9: x)"- M, bilan M nuqtadan x=9
to*g‘ri chizigqa tushirilgan perpendikularning asosi belgilangan. U holda
3J(x=1f +3* =(9-xF . Tenglikning ikkala tomonini kavadratga
ko‘tarib,
8x* +9y* =72 yoki xg + ’%— =1 tenglamani hosil gilamiz, bu yerda a=3;
b=2v2.

Ta’rif. Giperbola deb berilgan ikki nuqtagacha bo‘lgan masofalar
ayirmasining moduli avvaldan berilgan o‘zgarmas songa teng bo‘lgan
barcha nuqtalarning geometrik o*rniga aytiladi.

Ta'rifdagi ikki nuqta giperbolaning fokuslari deyilib, berilgan
o‘zgarmas son fokuslar orasidagi masofadan kichik bo‘lishi kerak.
Giperbola tenglamasini uning fokuslari OX o‘gida yotib, koordinata
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poshiga nisbatan simmetrik joylashgan hol uchun hosil gilaylik.
Giperbola fokuslari F7.F2 nuqtalarda bo’lsa, biror ¢ >0 son uchun ular
F(-¢c,0) va Fi(c,0) koordinatalarga ega bo'ladi. Agar giperbola
ta'rifidagi o*zgarmas sonni 2a(a >o0) deb olsak, u holda 2a<FF,, ya'ni
2a<2¢, a<c bo'lishi kerak. Agar M(x,y) nugta giperbolada yotsa,
ta'rifga ko‘ra |MF, - MF, = 2a. Demak,

(MF, - MF,) =4d’ :3{{(.r+ of #3* = Jlx=cf +»* \l =4a’ = (x+c)f +y' -

- Zqﬁf‘j" ::v: X(:r - c']"-+ y:) i(x—c) 4y’ =4d’ = 2\fT(x_+_c;-]z + lI(X_: ey + y’) =
=2 +y7 ) At 20t )= e o 4y W) +0t)= (6 4 7)o b 20 =

= ¥ —t':): +((.t +e)f +(x- r]z)_r: +y' = (.z" - y)]: +2l.t? + }‘EX('? - Zaz)-r (cl - 2(:“]: =

(207 -2 + 40 + 2 + 267 - 257 — 267 +daP P = (P - 227) -t =
= 4a’ —c*J? +4a°y? = 4a* -4a’°c’ = (a* - AW +a’y =ai(a? - )= :h - :y' =
a'-c

-

o<a<c bo'lgani uchun ¢ ~a®=4" deya olamiz, natijada

giperbolaning quyidagi kanonik ko‘rinishdagi tenglamasi hosil bo*ladi:
@

(4)-tenglama ko‘rinishida berilgan giperbola koordinata o*glari va
koordinata boshiga nisbatan simmetrik bo‘ladi. @ va b parametrlar
musbat son bo‘lib, ¢ haqiqiy yarim o‘q, & mavhum yarim o°q deb
nomlanadi. Giperbola OX o*qni giperbola uchlari deb ataluvchi 4;(~a,0)
va Axa) nuqtalarda kesib o‘tadi. c¢=va’+b son fokuslardan

koordinata boshigacha bo*lgan masofaga teng bo‘ladi. Z: ¢ >1 nishat

. T . b b ,
giperbola ekssentritsiteti deb nomlanadi. y=_X va y=-—x to'g'i
4]

chiziglar giperbola asimptotalari deyiladi. Giperbolada yotuvchi M (x,y)
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nugtadan fokuslargacha bo‘lgan masofalar fokal radius-vektorlar deb
atalib, quyidagicha topiladi: , =|ex—da, 7 =lex+adl.

Agar (4)-tenglamada a=b bo'lsa, bunday giperbola teng tomonli
giperbola deyiladi, uning tenglamasi x* - y* = 4*, asimptotalari esa y==x
ko‘rinishda bo*ladi.

Yo ova DX
a b a b
o‘zaro qo*shma giperbolalar deyiladi.

Masalan 3. 16x” -9y’ =144 giperbola berilgan. Uning yarim
o‘qini, fokuslari koordinatalarini, ekssentritsitetini, direktritsasi va
asimptotalari tenglamasini toping.

Yechish: Berilgan giperbolaning kanonik ko‘rinishdagi tenglamasini
yozib olamiz: J;——liﬁ =1=> g2 =9, P»=16=> o'qlari a =3, b = 4.
c*=a*+b* =25 ¢=+5 va fokuslari F i(5; 0) va F »(5; 0),

5

i & " c 2
ekssentritsitseti €= b = _ bo'ladi.

Direktritsasi y=1% £
e

bo*ladi.

Lh (O

: ; b 4
, asimptotalari tenglamalari esa ¥ =% = £

2

Masalan 4. Tenglamasi J; +}; =]

ellipsning fokuslarida, fokuslari esa uning uchlarida bo‘lgan giperbola
tenglamasini tuzing.

bo‘lgan ellips berilgan. Uchlari

Yechish: Masala shartiga ko'ra a,=c., ¢, =a, a, = /8, b, =+5
shuning uchun a, =c, = V8-5=13, b, = e} —a; = NER
Demak, izlanayotgan giperbola tenglamasi : - ‘; =1bo‘ladi.

Ta’rif. Berilgan nuqta va berilgan to*g'ri chizigdan teng masofada
yotuvchi barcha nuqtalarning geometrik o‘mi parabola deb aytiladi.



Ta'rifdagi nugta parabola fokusi, to*g'ri chiziq uning direktritsasi
deyiladi. Parabola tenglamasini uning fokusi OX o°qda, direktritsasi OY

- 5 . o . ! \
o0‘gqa parallel bo*lgan hol uchun hosil gilaylik. Parabola fokusi F:i-‘-’z’,n j
nuqta, direktritsa tenglamasi esa x=- bo‘lsin (p>0). Agar M(x,y) nugta

parabolada yotsa, u holda ta'rifga ko‘ra aF - x+ f tenglik o°rinli bo*lishi

kerak, ya'ni
P S P R 7 OLAE LN
J'x--Fw4_1':-:x-p|.->!.t—-pl+_1"-_up sy ulxe 2| -[3-2]| =
W2 M 2™\ 2 2) =¥ =2 2

(5)-hosil bo‘ladi. (5)-tenglama bilan ifodalanuvchi parabola OX o°qqa
nisbatan simmetrik bo'lib, QX o*qni koordinata boshida kesib o*tadi, bu
nuqta parabolaning uchi deb ataladi. Parabolaning M(x,y) nugtasi uchun

fokal radius-vektor 7= x + g’ ko*rinishda bo*ladi. Ushbu x*=2py  (6)

tenglama bilan berilgan parabola fokusi F{n;f} nuqtada, direktritsasi

y=-—

2

to"g'ni chizigdan iborat bo‘lib, parabolaning M(x,y) nuqtasi

uchun fokal radius-vektor r = y + ;_’ ko*rinishda bo*ladi.




M(x.y)

=

AN 4 '
P
2

Masalan 5. Uchi koordinata boshida bo‘lgan parabola A4(2; 4)
nuqta orqali o‘tadi va Ox o‘qiga nisbatan simmetrik. Parabolaning
tenglamasi, fokuslari va direktritsasini toping.

Yechish: Parabola O(0; 0) nugtadan o‘tgani Ox o'giga simmetrik
bo‘lgani uchun uning tenglamasi )*<2px ko‘rinishda. A4 nuqtaning
koordinatasini bu tenglamaga qo‘yib 4°=2p-2, ya'ni p=4 ekanligini
topamiz. Demak, parabola tenglamasi y* = &8x, uning direktritsasi esa x=
2, fokusi F (2; 0).

Masalan 6. Berilgan F(2; () nugtadan va y=2 to'g'ri chizigdan bir
xil uzoglikda joylashgan nuqtalar geometrik o‘mining tenglamasini
tuzing.

Yechish: M(x, y) izlanayotgan chizigning ixtiyoriy nuqtasi bo‘lsin, u
holda MFl=ma yoki J(x-2V+y" =J(v-2) . Bu yerda, 4(x, 2), M
nuqgtadan y=2 to‘g'ri chiziqqa o‘tkazilgan perpendikularning kesishish
nuqtasi. Bu tenglikning ikkala tomonini kavadratga ko'tarib

A —dx+44y’ =y —4y+4 yoki parabola tenglamasini hosil

gilamiz.
m
Agar x va y o‘zgaruvchilar teskari proporsional, ya'ni ¥ = 5
tenglik orqgali bog'langan bo'lsa, sistemasi OXY Kkoordinatalar
bissektrisalarini, yangi koordinatalar OX'Y" sistemasi sifatida garasak,

bu tenglama (x')’ ~(»')’ =m ko*rinishga keladi, bundan esa asimptotalari
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OX va OY o‘qlardan iborat bo*lgan teng tomonli giperbola ekanligi kelib
chigadi. Agar m >0 bo'lsa giperbola 1 va 11 choraklarda, agar m<o
bo*lsa I va IV choraklarda joylashgan bo*ladi.
Endi kasr-chizigli funksiyani garaylik:
podth
B
Bu yerda, ¢#0 va ad—-bc+#o deb olinadi. Kasr-chiziqli funksiya

. d 5
grafigi asimptotalari x = - . va _1'=: bo‘lgan teng tomonli giperbola
bo‘ladi.

Ikkinchi tartibli chiziqlar klassifikatsiyasi

Ta'rif. Berilgan dekart koordinatalariga nisbatan ikkinchi darajali
tenglamalar bilan aniqlangan egri chiziq ikkinchi tartibli egri chizig
deyiladi.

Ikkinchi tartibli egri chizigning umumiy tenglamasi quyidagi
ko‘rinishda bo*ladi:

AX® +2Bxy + Oy +2Dx+ 2Ey + F =0. (1)
Aylana, ellips, giperbola va paraboladan boshga ikkinchi tartibli
A +2Bxv +Cy* 4 2Dx+ 2Ey+F =0

tenglama bilan aniqlanadigan egri chiziglar mavjudmi? Koef-
fitsientlarning qiymatiga bog'liq ikkinchi tartibli Ax* +2By +Cy’ +
+2Dx+2Ey+F =0 tenglama umumiy holda aylanani, ellipsni,
giperbolani, parabolani, kesishuvchi to'g‘ri chiziglar juftini, parallel
to'g'ri chiziglar juftini, ustma-ust tushuvchi to*g'ri chiziglar juftini,
nuqtani aniqlashi va hech qanday chizigni aniqlamasligi ham
mumKkin.

Nugqtaning bir koordinatalar  sistemasidagi  koordinatalarini
bilgan holda uning ikkinchi sistemadagi koordinatalarini aniqlash
muhim  hisoblanadi. Nugqtaning bir koordinatalar  sistemasidagi
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koordinatalarini uning  ikkinchi sistemadagi koordinatalari orgali
ifodalovchi formulalar koordinatalarni almashtirish formulalari deyiladi.

Koeffitsientlarning berilgan qiymatilaridagi Ax’+2Bxy+Cy°+2Dx+
+2Ey+F=0 tenglama qanday chizigni aniqlashini bilish uchun
koordinatalar sistemasini  parallel  ko‘chirish va burish kabi
almashtirishlardan foydalaniladi.

Tekislikda x va y «eski» koordinatalar sistemasiga nisbatan x'vay
«yangi» koordinatalar sistemasi berilgan bo‘lsin. «Eski» va «yangi»
koordinatalar sistemasi orasidagi bog‘lanishni topish muhimdir.

Koordinatalarni almashtirish mavzusidan ma’lumki

{x = x'+x,

’

y =3+,
bog‘lanish koordinatalar o*qlarini parallel ko‘chirishni ifodalaydi.
Tekislikda umumiy koordinata boshi o nuqta bo‘lgan Oxy

(eski) koordinatalar sistemasi va bu sistemani « burchakka burishdan
hosil qilingan Ox'y’(yangi) koordinatalar sistemasi berilgan bo‘lsin.
Tekislikdagi ixtiyoriy M nuqtaning eski koordinatalarini yangi
koordinatalari orqali ifodalovchi

x = x"cosa — y'sina

{y = x'sina + V'cosa

bog‘lanish o‘glarni burish formulalarini anglatadi.

Ikkinchi tartibli egri chizigning umumiy tenglamasini kanonik
ko‘rinishga keltirish

Asosiy masala — koordinata o‘qlarini almashtirish yordamida
ikkinchi tartibli egri chizigning umumiy tenglamasi (1)ni sodda
ko‘rinishga keltirib, ganday chizigni ifodalashini aniqlashdir.

1. Koordinata o‘qglarini parallel ko*chirish yordamida ikkinchi
tartibli egri chizigning umumiy tenglamasini soddalashtirishga harakat
gilamiz. o0:0) koordinatalar boshini
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2=xX+%,
formulalar yordamida o'(x:y) nuqtaga ko'chiramiz:
A +3) 4 2B(X +x W + )+ OO + ¥, Y 42D(x + x, )4+ 2E() + 3, )+ F =0,
Qavslami ochib va o‘xshash hadlami birlashtirib:
Ax +2Bx'y' +Cy'"" +2x'(Ax, + By, + D)+ 2¥'(Bx, +Cy, + E)+ F, =0 (3)
bunda F, = x,(Ax, + By, + D) + y,(Bx, + Cy, + E)+ Dx, + Ey, + F.
x, va y, koeffitsientlarni shunday tanlaymizki, quyidagi munosabat

o‘rinli bo‘lsin:

Ax,+ By, + D=0
{Rro+C\’o+E=0' “)
U holda (3)-tenglama quyidagicha ko‘rinishda bo‘ladi:
AX? 428Xy + Oy + F, =0 . F, = Dx, + Ev, +F. (5)

Demak, koordinata o°qlarini parallel ko‘chirishda (1)-umumiy
tenglama joriy koordinatalarning birinch darajalari  qatnashgan
hadlaridan ozod bo‘ladi.

(4)-sistemani yechishda quyidagi hollar bo‘lishi mumkin:
1. A_;; i:A('—B’ 0. Bu holda sistema yagona
_BE-CD _ BD-AE
Rac-g 1T acE
yechilmga ega bo'lib, O'(x,;y,) egri chizigning markazi, egri chiziq
esa markazga ega egri chiziq deyiladi. Aylana, ellips va giperbola
markazga ega ikkinchi tartibli egri chiziqlardir.

Agara>0 bo'lsa, egri chiziq yoki aylanani, yoki ellipsni, yoki
nuqtani (aynigan ellips), yoki mavhum ellipsni (bu holda tenglama
hech ganday geometrik shakini ifodalamaydi) ifodalaydi.

Agara<( bo'lsa, egri chiziq yoki giperbolani, yoki aynigan
giperbolani (kesishuvchi egri chiziglar juftini) aniqlaydi.
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Kanonik tenglamada koordinatalar ko'paytmasi gatnashmagani
uchun, (5)-tenglamadagi bu hadni koordinata o°qlarini burish
yordamida bartaraf etamiz:

X' = xcosa - ysina
{y’ = Xsine + yeosa
a burchakka burish formulasini (5)-tenglamaga qo‘yib:
AX +2Bxy+C,y +F =0,
A, = Acos’ a +2Bsinacosa + Csin’ a,
bunda B, =(C-A)sinacosa + B(cos’ a-sin’ a),
C, = Asin” @ —2Bsmacosa +Coos” .

« burchakni shunday tanlaymizki, bunda B, koeffitsient nolga
aylansin, ya'ni (C — A)sin@sin + B(cos”a— sin’a) =() (6)
yoki Big'’a—(C-A4wga—B=0 munosabat bajarilsin. Bu tenglamani
yechib burish burchagi aniglanadi.

Yangi koordinatalar ~ sistemasida  (1)-tenglama kanonik
ko*rinishni oladi:

AX +Cy +F, =0 (7)
O*qglarni har qanday burishda ikkinchi darajali noma’lumlar
oldidagi 4,B, C koeffitsientlar umumiy holda o‘zgarsa ham, AC -5’ ifoda
invariantdir (o*zgarmaydi). (7)-tenglamada x’v" ifoda yo‘qligi uchun,
ya'ni B,=0 bo‘lgani uchun A,C(=AC, ~B,")=AC-B* A;+C;=A+C
bo'lib, 4; va C; koeffitsientlarni koordinatalarni  almashtirmasdan
topish imkonini beradi.

Masalan. 5x° +8x0+5)° —18x—18y+9=0 tenglama bilan
berilgan egri chiziq tenglamasini kanonik ko‘rinishga keltiring va
chizing.

Yechish: Tenglama koeffitsientlarini yozing:
A=3, B=4, C=5, D=-9, E=9, F=9.
A=AC-B’=25-16=9>0, u holda chiziq ellipsni ifodalaydi.
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Chiziq markazini aniglaymiz:

Sx, + 4_}’ -9=1 . A
¢ . A=9>0 A, = .x‘_:‘).,x;,=A’=!'.y0= L=,
4x, +5y,-9=0, A A
- - 3 - 't - '\.’ + l
Koordinatalar boshini Q'(1i1) nuqtaga ko'chirgamiz: p=1' 41"

Bu holda egri chiziq tenglamasi S5x” 48V +5y7 -9=0
ko‘rinishini oladi.
Koordinata o‘glarini a burchakka buramiz. Burish burchagi « ni
(6)-formula bo‘yicha 4ig’a~4=0, rga=+1 tenglamadan aniqlaymiz.
Yechim uchun fga=1.a=45" bo‘lgan holni qaraylik. Bu holda

r

_xX-y x4y

koordinatalar  x= -+ ¥=— 7 munosabat bilan  bog‘lanib,
N& N i
tenglama 9x +y =9  yoki rj + '; =1 ecllipsning  kanonik

tenglamasini hosil giladi.

2 f-*-:ggA B%|=-4C'-3:=0. Bunda quyidagi ikki hol bo’lishi
mumKkin:

a) (4)-sistema yechimga ega emas, egri chiziq markazga ega
emas. Bu holda egri chiziq tenglamasini soddalashtirishni koordinata
o‘qlarini burishdan boshlash qulay bo‘ladi va doim parabolaning
kanonik tenglamasi hosil bo*ladi.
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b) (4)-sistema cheksiz ko*p yechimga ega. Bu holda egri chiziq
aynigan parabola (parallel to'g'ri chiziglar jufti yoki mavhum
nuqta)ni ifodalaydi.

Masalan. 9x° —24xy +16y° ~ 20x + 110y -50=0 tenglama bilan
berilgan egri chiziq tenglamasini kanonik ko‘rinishga keltiring va
grafigini chizing.

Yechish: A=9, B=—12, C=16, D=-10, E=55, F=-50.

A=AC-B* =144 --144 =0 demak, bu chiziq parabolani ifodalaydi va
shuning uchun soddalashtirishni  koordinatalar o°qini  burishdan
boshlash qulay bo‘ladi. (6)-formulani berilgan tenglamaga qo‘llab va

x'y" had oldidagi koeffitsientni nolga tenglab quyidagiga ega
bo*lamiz: l2!g’a+7rga'—12:0_
Bu tenglamani yechib: ga; =075 (sina, = 0,6; cosa, =0.8),

4 s
18, =~ (sina, = ~0,8:cosa, = .6).

X7,y X',y noma'lumlar oldidagi koeffitsientlarni hisoblab, yangi
sistemada berilgan tenglama quyidagi ko‘rinishni oladi:
¥ -4y -20-2=0 (¥ -2 -2Ax +3)=0.

])
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2. Oliy algebra elementlari
Matritsalar va ular ustida amallar

Ta’rif. O‘lchamlari mxn bo‘lgan matritsa deb, satrlar soni m ga,
ustunlar soni n ga teng bo‘lgan, m-n ta sondan tashkil topgan to‘g'ri
to‘rtburchak shaklidagi sonli jadvalga aytiladi.

Matritsalar lotin alifbosining katta harflari 4,B,C va h.k.lar bilan
belgilanadi va matritsani tashkil etuvchi sonlar uning elementlari deb
atalib, matritsaning / satri va j ustuni kesishmasida joylashgan elementi
a, ko‘rinishida yoziladi. Matritsalar

£ - . \
ay ., dy, a,, o

Ay Uyy = lyy =~ ly,

Ay Ay =y

v’

\aml Aoy "~y ‘-‘au-)

ko‘rinishda yoki gisgacha A=(a,),i=1,m j=1n shaklda ham
ifodalanishi mumkin. Matritsalarni ifodalashda || yoki [] belgilardan
ham foydalaniladi.
Birgina satrdan yoki birgina ustundan iborat matritsa vektor-satr
yoki vektor-ustun deb nomlanadi, ya'ni
bll

21
A= (ﬂ, e PR ﬂ],.) vektor-satr, B= y vektor-ustun.

b

ml

Matritsa o‘lchami (nxn) bo'lsa, ya'ni satrlar soni ustunlar soniga
teng bo‘lsa, bunday matritsa n-tartibli kvadrat matritsa deyiladi.
Kvadrat matritsaning 4, ./=1n ko‘rinishdagi elementlari uning
diagonal elementlari deb atalib, ular matritsaning diagonalini tashkil
etadi deyiladi. Agar kvadrat matritsa uchun 7# j bo‘lganda a, =0
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bo‘lsa, bunday matritsa diagonal matritsa deyiladi. Agar diagonal
matritsada barcha i = 1,n lar uchun a, =1 bo‘lsa, bunday matritsa birlik
matritsa deb ataladi va E bilan belgilanadi, ya'ni
[1 0-,-0---0"‘
g |0 100
0 0-1---0 |
0 0---0---1)

Agar matritsaning barcha elementlari, ya'ni istalgan i=1n,j=1,m
uchun a, =0 bo‘lsa, u holda bunday matritsa 0 ko‘rinishda ifodalanadi
va nol-matritsa deyiladi.

Endi matritsalar ustida bajariladigan amallarni kiritamiz,

Ta’rif. 4= (a,) matritsaning 4 songa ko‘paytmasi deb shunday C
matritsa tushuniladiki, bunda C matritsa elementlari ¢; ushbu ¢, = 4a,
tenglik orqali aniglanadi.

Xususan istalgan A matritsa uchun 0- 4 =0 bo ‘ladi.

Ta’rif. Bir xil mxn o'lchamli 4-=(a,) va B=(b,) matritsalar
uchun ularning yig'indisi deb shunday mxn o°lchamli ©=(,)
matritsaga aytiladiki, istalgan i=1n va j=1m lar uchun ¢, element.
¢, =a,+b, tenglik orqali aniglanadi va matritsalar yig'indisi A+B

v

shaklda belgilanadi, ya'ni C=4+B.

A matritsaning B matritsaga Kko'paytmasini aniglashda, A4
matritsaning ustunlar soni B matritsaning satrlar soniga teng bo‘lishi
talab etiladi. Ya'ni 4=(aq,),., B=(b,),, bo'lishi kerak.

Ta'rif. 4=(a,),. va B=(b,)),, matritsalar ko'paytmasi deb.
o‘lchami mx & bo‘lgan shunday C =(c,),., matritsaga aytiladiki. uning

¢, elementi

G —Z a, -b,, i=lLm j=1k
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tenglik orqali aniqlanib, matritsalar ko'paytmasi 4-B ko'rinishda
ifodalanadi, ya'ni C=A4-8. ;"

Yuqorida Kiritilgan matritsalar ustidagi amallar uchun quyidagi
xossalar o‘rinli bo‘lib, bu xossalarning isboti. ularga mos xossalarning
sonlar ustida o‘rinli ekanligidan Kkelib chiqadi. Bu isbotlami
o*quvchining o°ziga havola qgilamiz.

1. Matritsalarni qo‘shish amali uchun kommutativliik — o'rin
almashtirish xossasi o‘rinli, ya'ni

A+B=B+A;

2. Matritsalarni qo‘shish amali uchun assotsiativlik — guruhlash

xossasi 0°rinli, ya'ni
(4+B)+C=A+(B+C):

3. Matritsalarni songa ko‘paytirishda qo‘shishga nishatan

distributivlik xossasi o°rinli, ya'ni
A(A+B)=A-A+A-B:

4. Matritsalarni  ko‘paytirish amalida qo‘shishga nisbatan
distributivlik xossasi o‘rinli, ya'ni A-(B+C)=A-B+4-C  voki
(A+B)-C=A4-C+8-C;

5. Matritsani songa ko‘paytirish va matritsalarni matritsaga
ko*paytirish orasida quyidagi xossa o°rinli, ya'ni

A(ABj=(AA) - B = A - (iB);

6. Matritsalarni ko‘paytirish amali uchun guruhlash xossasi

o‘rinlidir, ya'ni
A-(B-C)=(4-8)-C.

Shuni ta’kidlab o‘tish [ozimki, A4-8 ko‘paytma mavjud
ekanligidan .4 ning mavjud ekanligi kelib chigmaydi, sababi 4-8
ko'paytmani aniqlashda A4 matritsaning ustunlar soni B matritsaning
satrlar soniga teng bo’lishi Kerak. bunda A matritsaning ustuniar soni A
matritsaning satrlar soniga teng bo‘lmasligi ham mumkin, shuning
uchun & - 4 ko'paytmani har doim aniqlab bo'Imas ekan.



"

] )
. i =
Masalan: / [ . 4J

B:[l 2 3)

45 6)
matritsalar uchun 4-8 ni aniglash mumkin, lekin 2-4 ni aniglab
bo*lmaydi.

Yana shuni ta’'kidlash kerakki, 4-8 va B- 4 ko‘paytmalar mavjud
bo*lgan tagdirda ham 4-B = B- A4 tenglik o'rinli bo*Imasligi mumkin.

1 2
12 3
Masalan: A=(3 4|, B=(4 5 6]
56
matritsalar uchun 4-8 ko‘paytma matritsaning o‘lchami 3x3 bo‘lsa,
B- A uchun esa 2x2. Demak. tabiiy ravishda 4-B# B-A.

Endi A4 n-tartibli  kvadrat matritsa bo’lsin. U  holda
A-E=E-A=A4 va O-A=4-0=0 munosabatlar o‘rinli ekanligini
ko‘rish giyin emas.

Natural £ son uchun quyidagi tenglik orqali

A'=4-4-..-4
& -ty

& —marta
A matritsaning «k-darajasi»ni aniqlaymiz.
Shartli ravishda 4" = £ va A' = 4 deb gabul gilinadi.
Agar A matritsa elementlarining tartib ragamlarini o*zgartirmagan
holda satrlarini ustun yoki ustunlarini satr gilib almashtirsak, hosil
bo‘lgan yangi matritsa A matritsaning transponirlangani deb nomlanib,

A (yoki A7) shaklda belgilanadi. Masalan, .-:;(‘ : 3] bo‘lsa,

4 55
1 4
3 5
35

A matritsani 4" ga almashtirish matritsani transponirlash deb
nomlanadi. Transponirlash quyidagi xossalarga ega:
1. 4%)'=4 2.(AA)'=4-4"
I. (A+B)'= A'+B’ 4.(4-B)'=B"- A"
Bu xossalarning isbotini o*quvchiga havola gilamiz.
40

A bo*ladi.




Ta'rifdan kelib chigadiki, agar 4 matritsaning o‘lchami mx*n
bo‘lsa, u holda transponirlangan matritsaning o’lchami n>m bo‘ladi.
Masalan 1. Matritsalarning ko*paytmasini aniglang:

3 Zz 1
2 3 4 =8
d=|l ¥ 2 3 al. s=it! "}
1 3 2
= =2 3 1
2 0 1

Yechish:
2-3+3:4+4:1-5-2  2-243-144:3-5-0 2:1-3-1+4.2-5:1
A-B=|1342:4-3.144-2 1.242:1-3-3+4.0 11-2-1-3-244.1 |=
B T2 M3 DY 221433400 =142 1434245

12 19 2
=116 -5 -3
-6 5 8

Masalan 2. Telefon apparatlarini ta'mirlovchi usta 70%
telefonlarni past darajada, 20% ni o‘rta darajada va 10% ni to'lig
ta’mirdan chigardi. Statistik ma’lumotlarga ko‘ra 70% past darajada
ta’mirlangan telefonlarni bir yildan keyin qayta 10% ni past darajada,
60% ni o'rta darajada, 30% ni to'lig ta’'mirlashadi. O'rta darajada
ta’mirlangan telefonlarni bir yildan keyin gqayta 20% ni past darajada,
50% ni o'rta, 30% ni to‘liq ta'mirlashadi. To'liq ta’mirlangan
telefonlarni bir yildan keyin gayta 602 ni past darajada, 40% ni o'rta
darajada ta’mirlashadi. Agar masala sharti shu tarzda davom etsa 1, 2, 3
yillardan keyingi har bir darajada ta'mirlangan telefonlar ulushini
aniglang.

Yechish: X, =(0.7 02 0])
01 06 03) X,=X,xA=(017 056 027)
A=102 05 03| X,=X,>xA=(0291 04% 0219)
06 04 0 )X, =X,xA=(02585 05072 02343)
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Determinantlar

Matematika va uning tatbiglarida, xususan igtisoddagi tatbiglanida
chiziqli tenglamalar sistemasini yechishga to‘g‘ri keladi. Bunday
sistemalami yechishda, ular bilan bog‘liq bo‘lgan kvadrat matritsalarni
xarakterlash uchun determinant deb nomlanuvchi son mos qo‘yiladi. Bu
son |4 yoki det(4) shaklida ifoda etiladi. Kvadrat matritsa
determinantini, uning tartibi N bo‘yicha induksiya metodi orqali
ta'riflaymiz.

Ta’rif. O'Ichamlari m1xn bo‘lgan matritsa deb, satrlar soni = ga,
ustunlar soni n ga teng bo‘lgan, m-» ta sondan tashkil topgan to‘g‘ri
to‘rtburchak shaklidagi sonli jadvalga aytiladi.

Matritsalar lotin alifbosining katta harflari 4,B,C va hk lar bilan
belgilanadi va matritsani tashkil etuvchi sonlar uning elementlari deb
atalib, matritsaning i-satri va j-ustuni kesishmasida joylashgan elementi
a,ko'rinishda yoziladi. Matritsalar

( .. - A
Ay Qg " -dyy; 2y,
Uyy oy -ty -y,
A=
all at2 ar’j arn
\‘aml 2.2 anu -aan

ko‘rinishda yoki qisqacha A4=(a,),i=Lm; j=Lr shaklda ham
ifodalanishi mumkin. Matritsalarni ifodalashda }| yoki [] belgilardan

ham foydalaniladi.
n=1 bolsinn A4=(a,). A4 matritsaning determinanti deb

|4]= @, sonini olamiz. 7 -1 tartibli determinant aniglangan bo‘isin deb

faraz gilamiz,



Ta’rif. n-tartibli 4=(a,) matritsa ¢; elementining M, minori deb,
A matritsaning i-satri va j-ustunini o°chirishdan keyin hosil bo‘lgan
{n—1) tartibli matritsa determinantiga aytiladi.

Ta’rif. n-tartibli 4=(e,) matritsa @, elementining algebraik
to‘ldiruvchisi 4, deb quyidagi songa aytiladi: 4, =(-D"' M, .

Yig'indi Y, 4,  i-satr bo‘yicha yoyilma, ¥a, 4, yig'indi esa j-
ustun bo‘yicha yoyilma deb ataladi.

Ta’rif. iaﬂ 4, yig'indi i-satr bo‘yicha yoyilma, ia~ 4, yig'indi
esa  j-ustun bo‘yicha yoyilma deb ataladi,

Ta’rif. n-tartibli kvadrat A4=(a,) matritsaning determinanti deb,
quyidagi tenglik bilan aniqlangan songa aytiladi:

A .Za“ 4, (1)

Bu ta'rifdan foydalanib 2- va 3-tartibli determinantlarni hisoblash

ay alzl
uchun quyidagi formulalarni hosil gilamiz: 7 =2 bo‘lsin: 4= (u a ]
21723

A matritsaning determinanti deb
@ a4y &

L“ e Z“'.a-'fu:aw’fn"" Ay Ay, = dyyay, —~dnay, sonini olamiz.
TR STI A

O'ng tomondagi qo'shiluvchilarning ishorasini ushbu  sxema
asosida aniqlash qulay:
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ap ap; dy

n=3 bo‘lsin: 4=| %2192 9 | 4 matritsaning determinanti deb
a3 Ay, A3y

a8 an| ' - '

| .~ {822 9y {2 Ay TR
sy dy;y a::,—zau’qu =apd, + a4, +ap Ay =a,, |~ a2 s £ =
. | * iy Gy [d3; Ay, 1@y, 43
[y dy3 Qg3

= a,(a,,a;, — a,,8,;) —ay,(a,,a;, ~ a,,a,,) +a Nayay,— Ayyly)) = @) @5,y + A0,y +

Tl 05 — Ay, —d5,0,50,, —a,,d 055,

@y, a2 Gy

Ay Uy Ay = Ay Uyyllyy + AUy 0y +18,,05,d, 3 —d) 3050y — A3y 50) ) — 33,05,
{d31 Q32 d33

sonni olamiz.

O'ng tomondagi qo‘shiluvchilarning ishorasini ushbu sxema asosida

aniglash qulay:

coe ; e
I
| | |
Uchinchi tartibli determinantni bu usulda hisoblash odatda

uchburchak usulida hisoblash deyiladi.
Uchinchi tartibli determinantni Sarrius qoidasi (elementlarni
parallel ko‘chirish usuli)da ham hisoblash mumkin:

nau a,,

1221 2 a; £ dy @y —ustunlar bo‘yicha ko*chirish.




T + sy s
"‘[ 1 S "'N\;/a“

+ ay|- + 20Uy =

+) il + {%‘a‘n =~ .
a @ - %\“:s- — satrlar bo‘yicha ko*chirish.
@y Gy Ay [y A3z Q33|

B2 g
Masalan. Determinantni hisoblang: 4 5 3.
21 4
3 2 8
= [=13.5. TR DI U e, E I X O 2id=
Yechish: 4 5 3=3-5:4+2:3244:1-8-8:5.2-3.3-1-4.2:4=-17
21 4

Teorema (Laplas teoremasi). Istalgan i va ; lar uchun
iu" A, =ia,‘ A, =4 i=ln j=ln 2)

tenglik o*rinli bo*ladi.

Determinantning barcha yoyilmalari uning determinantiga teng
bo'lar ekan.

1-xossa. Agar 4 matritsaning biron-bir satrdagi (ustundagi) barcha
elementlari nolga teng bo‘lsa, u holda uning determinanti nolga teng
bo‘ladi.

Hagigatan ham, agar matritsaning i-satri  ¢lementlari
a, =0, k=Ln bo'lsa, (1-tenglikdan A=0 ekanligi kelib chigadi. Agar
matritsaning  j-ustun  elementlari o, =0, k=12 bo‘lsa, Laplas
teoremasidan, ya'ni (2)-tenglikdan 'A[ =0 ekanligi kelib chigadi.

2-xossa. Agar A matritsaning biron-bir satr (ustun) elementi 4
soniga kopaytirilsa, determinant giymati ham 4 soniga ko'payadi, ya'ni
Z-/A ga teng bo'ladi. Bu xossaning isboti (1)-tenglikdan to*g‘ridan
to"g"ri kelib chigadi, chunki
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Z("I'au ) A.‘; zl.iaik A?l =‘1!Al

=t
Xossaning ustun holidagi isboti, Laplas teoremasidan, ya'ni {2)-
tenglikdan kelib chigadi.

3-xo0ssa. 4 matritsa va uning transponirlangani A’ matritsalarning
determinantlari teng bo‘ladi, ya’ni {4/=|41 tenglik o‘rialidir.

Bu xossaning isboti to‘g‘ridan to‘g‘rd Laplas teoremasidan, ya’ni
(2)-tenglikdan kelib chigadi. Chunki transponirlangan 4" matritsa uchun
(1)>tenglikni, ya'ni satr bo‘yicha yoyilmasini garasak, bu yoyilma 4
matritsa uchun ustun bo‘yicha yoyilmadan iborat bo‘ladi, u holda (2)-
tenglikdan |4 ga tengligi kelib chiqadi. Demak |41=|4) ekan.

4-xossa. Agar A matritsaning ikkita qo‘shni satrlari o‘rnini
almashtirsak, hosil bo‘lgan vyangi A; matritsaning determinanti A
matritsa determninantining teskari ishora bilan olinganiga teng bo‘ladi,
ya’'ni |4, =4 tenglik o‘rinli bo‘ladi.

A) matritsa A4 matritsaning ;- va i+1 satrlan o‘mini
almashtinishdan hosil bo‘lgan bo‘lsin, agar 4; matritsaning i+1 satri
bo‘yicha yoyilmasini garasak, ya'ni

A=Y a0 M =Y a, ()™M, =14

kal k]
ekani kelib chigadi. Demak, bu holda 4-xossa isbot bo*ldi.

Endi A; matritsa 4 matritsadan i va j-satrlarining (i< o‘rinlarini
almashtirishdan hosil bo‘lgan bo‘lsin, u holda bu almashtirishni ketma-
ket keluvchi satrlar o‘mint almashtirish orqali ifodalash mumkin
bo‘ladi. Aytaylik f=i+m ko‘rinishda bo*Isin.
Li+Li+2,. . i+m-—Li+m safriar joylashuvidan
i+m, i+ Li+2,...,i+m-), i~ satrlar joylashuviga o'tish kerak, buni
quyidagicha bajarish mumkin.

Li+Li+2,. L i+m=-Li+tm>»i+Lii+2,..itm-Li+tm—... i+, it+2

ey i+m =1 i+m, I
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bu o‘tishlar soni m ga teng, so‘ngra
i+l i+2, ., irmivm=Li>..ivmi+tlL i+, i+m-2 i+m-1i — bu
o‘tishlar soni m-1 ga teng. ¥ i

Demak, jami m+m-1-2m-1 qadamli o'tishlar bor ekan va 4
matritsa determinanti o'z ishorasini toq marta o‘zgartirar ekan, u holda
(4= bo‘ladi.

S-xossa. Agar 4 matritsa bir xil ikki satr (ustun)ga ega bo‘lsa, u
holda uning determinanti nolga teng 4 =0 bo‘ladi.

Chunki, agar A matritsaning i va j-satriari bir xil bo‘lsa, u holda
ulaming o‘rinlarini almashtirishdan hosil bo‘lgan matritsa A4; uchun
A =A va|4|=-|4 bo'lishi kerak, ya'ni |4 = 4, bundan esa |4 -0 ekanligi
kelib chigadi.

6-xossa. Agar A4 matritsada ikki satr (ustun)ning mos elementlari
proporsional bo'lsa, u holda uning determinanti nolga teng, ya'ni 4 -0
bo*ladi.

Faraz qilaylik, 4 matritsaning i-satri mos elementlari j-satrning
mos elementlariga proporsional bo*lsin, ya'ni

a,=ia,, k=\n (3)
tengliklar o*rinli bo'lsin, (i — proporsional koeffitsienti), u holda, agar 4,
matritsani 4 matritsaning j-satri elementlarini uning i-satri elementlari
bilan almashtirishdan hosil bo‘lgan matritsa deb garasak, u holda (3)-
tenglik va 2-xossaga ko‘ra |4-4-l4| ekanligi kelib chigadi. 5-xossaga
ko‘ra |4, =0 bo'ladi, demak 4 =0 ekan.

7-xossa. Agar A matritsaning biron satr (ustun) elementlarini
boshqa satr (ustun) mos elementlarining algebraik to*ldiruvchilariga
ko*paytirib yig'indi hosil qilsak. bunday yig‘indi nolga teng bo‘ladi,
ya'ni

Da,4,=0, i#j,
i1 '

47



Agar A — matritsaning j-satr elementlarini uning i-satr elementlari
bilan almashtirishdan hosil bo‘lgan matritsani 4, desak, 5-xossaga ko‘ra
4|=0 bo‘ladi. Agar 4; matritsaning j-satri bo‘yicha yoyilmasini olsak,

determinantning ta’rifiga ko‘ra {4, -ia,, 4, =0 ckanligi kelib chigadi.
=1

Bu yerda, 7-xossa va Laplas teoremasiga ko‘ra quyidagi natijani
hosil gilamiz:
i“u P { Al dgar i = j bo'lsa @)
k=1
8-xossa. 4 matritsaning biron-bir satri (ustuni) elementlarini bir xil
songa ko‘paytirib, boshqasiga qo*shishdan hosil bo‘lgan 4; matritsaning
determinanti 4 matritsa determinantiga teng bo‘ladi, ya’'ni |4|-/4.

0, agar i# j bo'lsa

Ushbu matritsalar berilgan bo‘lsin,

ay apy, e ay, ay, gy L™

a, 4, ey a, +“‘I‘:‘rl P! "Aafl “'("‘-4"10“
A= 4 =

d, 4 -a, a, a, o W

a-i G': Sl anl “ﬂ am!

U holda (4)-tenglikdan,
1\‘41‘.=i(‘3u +'la;k}"m ziast”{a +’1’zu;t"4:ﬁ =iuu Ay =4,
k=1 k=1 k-1 k=1

ya'ni 8-xossaning isboti kelib chigadi.

9-xossa. b, b,.....b, sonlarni n-tartibli 4 matritsaning berilgan
satr  (ustun) mos elementlarining algebraik  toldiruvchilariga
ko‘paytmasining yig'indisi, A4 matritsaning berilgan satr (ustun)
clementlarining b,. b,.....h, sonlari bilan almashtirilgan matritsa
determinantiga teng bo‘ladi.

ayy ayy -4y, dy dyday,

A=|a, a, --a, | yva B=|b b,..b,

Ay Gyl Ay G, 4,

Bunda B =) b, 4, tenglik o*rinli bo*ladi.
k=
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Quyidagi xossani isbotsiz keltiramiz.

10-xossa. n-tartibli kvadrat 4 va B matritsalar uchun 4.8 -4 B
tenglik o‘rinli bo'ladi, ya'ni matritsalar ko*paytmasining determinanti,
ularning determinantlari ko‘paytmasiga teng bo'ladi.

Har ganday determinant ixtiyoriy satri (ustuni) elementlarining
mos algebraik to‘ldiruvchilariga ko*paytmalarining yig*indisidan iborat,

ya'ni:
1"]1 a, .. 4, ;.ﬂ“ a,, al,i
. l B o By e By
(8, a, - al=a,A, 48,4, +..+a 4, ‘ =a, 4, +a, 4, +.+a .4,
| | |~
! I !al: aq a,
.d-r al: aﬂé

Masalan. Berilgan determinantni to‘rtinchi satr elementlari bo‘yicha
yoyib hisoblang:

12 -1 3 o]
Ls 3 1 =3
3 -2 0 4
[1 5 -4 2]

Yechish: 1) To'rtinchi satr elementlari bo‘yicha yoyib yechamiz:
Al =agAy+a A +agAg+rady=—-a M, va M, —a M +a M, =
-1 3 0| [2 3 of |2 -1 o |2 -13‘
=43 1 -2+5-5 1 -2+4-5 3 -2+25 3 1| =546
|
20 4| -3 0 4| |3 -2 4| |

3 -2 0
2) Uchunchi ustun elementlarini nolga aylantirish usuli bilan
hisoblaymiz:
- 17 =10 0 6

A =k 5 8 117 -10 6| [17 -10 6
-5 3 1 -2 |- 3 1 -2 |

s 2 0 al=les —2 0 &707F % 4273 -2 4=
7 [ ~ 19 17 -6 -2 7 O
1 5 -4 2 -19 17 0 -

~10 17 6l
=2‘ i’|+7‘ 3 o =2(-40+12)+ 7(68 + 18) = 54¢
= 1
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Teskari matritsa

Ta'rif. 4 kvadrat matritsaga teskari matritsa deb, shunday .4
matritsaga aytiladiki, uning uchun quyidagi 4-4"'-4"-4-£ tenglik
o‘rinli bo*isin.

Ta’rif. Agar 4 matritsa uchun 4 -0 bo‘lsa, bunday matritsa xos
bo'Imagan matritsa, aks holda, ya'ni |4 -0 bo'lsa. xos matritsa deyiladi.

Teorema. A kvadratik matritsaga teskari 4' matritsa mavjud va
yagona bo‘lishi uchun, uning xos bo‘lmagan matritsa bo‘lishi zarur va
yetarlidir.

Zarurligi. Agar A matritsa uchun unga teskari 4 ' matritsa mavjud
bo‘lsa, u holda 4-4"'=E tenglik o‘rinli bo‘ladi. Bu yerdan matrisalar
ko*paytmasining determinanti har bir matrisa determinantlari
ko*paytmasiga tengligi xossasiga ko‘ra, quyidagini hosil gilamiz:

(4.4 =|4- 14" =|H=1, (1)
demak, 4 #0 bo'lar ekan.

Yerarliligi. A matritsa xos bo‘lmagan matritsa bo'lsin, ya'ni 4 =0.
U holda, matritsalammi o‘zaro ko‘paytirish va matritsani songa
ko*paytirish goidasiga ko‘ra,

\

(A, Ay...A,.. A, [

Ay Ay iady | .

Al I 4n IF | (2)
7 P R B
lAI-r A:- A!"'Ann.f

ekanligi kelib chigadi.

Endi teskari matritsaning yagona ekanligini ko‘rsatamiz. Agar
matritsa 4 matritsa uchun teskari matritsa bo‘lsa. B=4" ekanligini
ko*rsatamiz. Hagiqatan ham

B=B-E=B-(A4-A")=(B-A)- A"'=E-A"=4",
Demak, B= 4" ekan. (1)-tenglikdan 4 '|= 4" ekanligi kelib chigadi.



Masalan. Berilgan matritsaga teskari matritsani

12 1‘] <8
toping:4={3 -3 ji.
2 7 =l
o2z 1
Yechish: 4 =3 -5 3|=5+12+21+10-21+6=33 va
2 7 -1
A, =~16, 4, =9, A, =31
A, =9, Ay =-3, Ay =-3
A, =1L 4, =0, 4,;=-11
6 3 1
-16 9 11 16 9 1) | 3 1 3
,4‘=DI 9 -3 0 :;1 9 -3 0 |= |31 --l’[- 0
N3 -3 -11) 73 -3 -3 7 1
3113

Tekshirib ko‘ramiz:
- 9 1)1 2 1‘| (AI(HZ?KEE -32-45+77 ~16+27~-11)
A'-A:;_;) 9 -3 9 )-la 5 3{=2l 9-940 1841540 9-940 |-

| 33 |
(3t -3 -1j(2 7 -1 31-9-22 62+15-77  31-9+1t )
33 0 0) 1 o 0)

=10 33 o =10 1 0|I—E

o 0 33/ (00 1)

Matritsa rangi

O‘lchami mxn bo‘lgan 4 matritsa berilgan bo‘lsin. k = rnin{m,n}
deb olsak, 4 matritsada satr yoki ustunlarni o‘chirish natijasida tartibi &
dan oshmaydigan bir nechta kvadrat matritsalarni  hosil gilishimiz
mumkin. Mana shu kvadrat matritsalarning determinantlari berilgan 4
matritsaning minorlari deb aytiladi.

Ta’rif. 4 matritsaning rangi deb uning noldan fargqli minorlarining
eng yuqori tartibiga aytilib, r (4) orqali belgilanadi.

Bu ta'rifdan, agar 4#0 va A matritsa o‘lchami mxn bo‘lsa, u

holda r(4)< min {m,n} bo*lar ekan.
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Ta’rif. Matritsa ustidagi elementar almashtirish deb quyidagi
almashtirishlarga aytiladi:

1. Barcha elementlari noldan iborat satr (ustun)ni tashlab yuborish.,

2. Satr (ustun)ning barcha eclementlarini noldan fargli songa
ko‘paytirish.

3. Satr (ustun) o‘rinlarini almashtirish.

4. Berilgan satr (ustun) elementlariga boshqa satr (ustun)
elementlarini biron songa ko‘paytirib go‘shish.

5. Matritsani transponirlash.

Teorema. Matritsa rangi uning ustida elementar almashtirishiarni
bajarish natijasida o‘zgarmaydi.

Bu teorema isboti yugorida keltirilgan determinantlar xossalaridan
kelib chigadi. Xuddi shuningdek, matritsa rangi uchun quyidagi xossalar
o‘ninli ekanligini ko‘rsatish mumkin:

1. r(A+BYy<r(A)+r(B) 2.r{A+ B)=|r(4) - r(B)|

3.7(4 B) <min {r(4),r(B)} 4.1(A'A) = r(A)

5. Agar 4 va B lar kvadrat matritsalar bo‘lib, |8/=0 bo‘lsa, u holda
r{4B)=r{4) bo‘ladi.

A=(a,) i=Lm, j=1,n bo‘lsin, uning satrlaridan  quyidagi satr-
vektorlami hosil gilamiz.

L= a4 =(azn Dy3s veeyily, )""Jm =(am|ram1|"'v m}

Berilgan 1), {,,....f, satrlar chizigli bog‘liq deyiladi, agarda
shunday A,,4,,...A, sonlar mavjud bo‘lsa, ulardan birontasi noldan fargli
bo‘lib, A +A4, L +-+A 1 =0 tenglik o‘rinli bo‘lsa, bu vyerda
0-(0,0,...,0) xos vektor, aks holda ular chizigli-erkli satrlar deyiladi.
Demak, agar berilgan satrlar chizigli bog‘liq bo‘lsa, u holda biron-bir
satr qolganlarining chizigli kombinatsiyasidan iborat bo‘ladi. Aytaylik
A,#0 bo'lsa, u holda {,-m satr qolganlarining chizigh

kombinatsiyasi, ya'ni I,,=—%L—%I,—---—%:‘l!__, bo‘lar ekan. Agarda
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1,15, 1, satrlar chizigli-erkli bo'lsa, u holda 4,7, + 4, 1, + -+ A_1_ =0
tenglikdan 4 =4, =--=4, =0 ekanligi kc}i'b chigadi. Xuddi shuningdek,
ustun-vektorfar uchun yuqoridagilarni aytish mumkin.

Matritsalar uchun quyidagi teoremalar o'rinli bo*ladi.

Teorema. Matritsa uchun uning chizigli-erkli satrlarning maksimal
soni chizigli-erkli ustunlarning maksimal soniga teng bo‘ladi.

Teorema. Matritsa rangi undagi chizigli-erkli  satrlar
(ustunlar)ning maksimal soniga teng bo*ladi.

Matritsa rangini topish uchun matritsa ustida elementar
almashtirishlar bajarish natifasida bu matritsani  uchburchak yoki
trapetsiya ko‘rinishiga olib kefish mumkin, ya'ni

r L

- uchburchak ko‘rinish, »(A4)=r.

Qy, Gyl G el
0 -, @, d ; . &
w1 trapetsiya ko'rinish, r(d)=r .

0 0 @, @,

Masalan 1. Berilgan matritsalarning rangini toping:

(5213]
3 -1 2

1
A_
12 4 8
\3 -1 1 2
Yechish:

"(‘: 21 : ;L__][T‘ L dla] 5 21 3)f1 2 5 L2 ]
; 4 ! -2 -3 e 1) jo -3 -2 ey
1248~——“—J Yl -6 0 4"':1 6 ~19 Jﬂ—-—'—F

(3 -1 1 z_J-t——- 2 <30 -1) 0 -3 -2 -1
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1 2 5 3

0 -3 -2 -1l
o o0 15 -2l Demak, rang (A} =3.
00 0 O

Masalan 2. Berilgan matritsalarmming rangimi toping:
3 023 43 63 83

1 11 21 31 4l

4 24 4 64 B4,

2 58 108 158 208

6 46 86 126 166

Yechish:

Y 23 43 63 83 1 11 21 31 4] 1 11 21 31 41

1 11 21 31 41 0 10 -20 -30 -40 01 2 3 4
A=l4 24 44 64 84 |~-[0 -20 -40 -60 -8 |~l0 0 O O OI,

8 58 108 158 208 0 -30 -60 -9 -120 0 a 0 0 0

6 46 B6 126 166 0 =20 —40 -60 -80 0O 0 0 0 0

Demak, rang(A4)=2,

Chiziqli tenglamar sistemasi.
Chiziqli tenglamalar sistemasining umumiy ko‘rinishi va uning
yechimi
n ta noma’lum va m ta tenglamadan iborat chizighi tenglamalar
sistemasi deb quyidagi sistemaga aytiladi:

fa,,x]+au.tz+‘--+a”.xj+<--+ar."x” =h
Gy X HdyX by, Xt ay X, =5,
3 1
a“x]+anx1+-~+a,.jxj+---+a,."x”=b‘. ( )

(G ¥y Gy Xy Ho @y X et ax, =h,

S4



Bu yerda, a,.b (i=1m;j=1n) ~ berilgan sonlar bo‘lib, @, —noma’fumlar
oldidagi koeffitsientlar, b, —ozod hadlar deyiladi.
Ta’rif. (1)-tenglamalar sistemasidﬁgi noma’lum x,,X,,...x, larning

o‘miga mos ravishda ¢,.c,....¢, sonlarni qo‘yish natijasida ushbu

a,,c, + a,,c, +..a,,c, =b

a,.6, +ae; voay0, sh,

a ity F il iCs +uE C, mb

ayniyatlar sistemasi hosil bo‘lsa, noma’lumlarning bunday ¢ ¢, ¢,
qiymatlari (7)-tenglamalar sistemasining yechimi deyiladi.
Ta’rif. Agarda (1)-tenglamalar sistemasi yechimga cga bo'lsa, u
birgalikda deyiladi, aks holda birgalikda emas deyiladi.
Ta’rif. Birgalikda bo'lgan tenglamalar sistemasi yagona (cheksiz
ko*p) yechimga ega bo’lsa, u aniq (noaniq) deyiladi.
Bizga (1)-tenglamalar sistemasidan tashgari, quyidagi
a5, %+ @0 o ka x, = b
a8y,%, +ay,x, +.otayx, =b,
a.x, +d.,x,+..+a, x, =b,
tenglamalar sistemasi ham berilgan bo'lsin.
Ta'rif. Agar (1) va (2)-tenglamalar sistemalarining yechimlar
to*plami ustma-ust tushsa, u holda ular teng kuchli (ekvivalent) deyiladi.
Endi (1) chizigli tenglamalar sistemasining matritsa ko‘rinishini
yozamiz. Buning uchun 4,, b. va X lar yordamida quyidagi
matritsalarni hosil gilamiz.
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a, ay...a, ) : ‘W b,
@y dy, ...,

2 | b,
A= al X= ;. B=]C

Ay oy eed ) h

.y X -

Bu yerda, 4 koeffitsientlar (1) yoki sistema matritsasi, V ustun
matritsa, ozod hadlar matritsasi deyiladi. U holda (1)-tenglamalar
sistemasini quyidagi ko‘rinishda yoza olamiz: AX = B.

(1)-tenglamalar sistemasida tenglamalar soni noma’lumlar soniga
teng, ya'ni m = n, bo‘lsin. Bu holda sistema matritsasi 4kvadrat matritsa

bo*ladi. Uning determinanti |4 = A deb belgilanib, sistema determinanti
deyiladi. A, bilan 4 matritsaning j-ustunini ozod hadlar ustuni bilan
almashtirishdan hosil bo*lgan matritsa determinantini belgilaymiz.

Agar A #0 bo'lsa, ya’ni 4 xos bo‘lmagan matritsa bo*lsa, u holda
A ! teskari matritsa mavjud bo‘ladi, u holda (2)-tenglikdan quyidagilarni
hosil gilamiz:

AN AX)=A'B=(A'DX=A'B>EX=A'B=>X=A"'B (3)

Bu yerda, matritsalarning ko‘paytirish qoidasi va teskari matritsa
hisoblash formulasiga ko‘ra quyidagi tenglikni hosil gilamiz:

A, A4y A, b,

X,

‘ Ay Ay A, b,

x| 1

: B A ’ (4)
‘4!: Al‘{ "Au.

-rl
'4In A:I".“'{ﬂ! b"' -

Masalan. Tenglamalar sistemasini matritsa usulida yeching:
2x, +3x, +4x, =1
X +2x +3x,=0
3x; +4x, +6x, =1

Yechish:
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2 3 4 ] X,
A=|1 2 3 B=10| , X=|x| |4=24+27+16-24-24-1=1=0.
31 4 6 1 X, !

Demak,x1=1, x2=1, xa=-L
(4)-tenglikdan  x, = z-;(bj A, tb A+t b A= A; A, =1n ekanligi

kelib chigadi. Demak, quyidagi teorema o°rinli ekan. Bunda, 4'— A
matritsaning teskari matritsasi, B esa ozod hadlar matritsasi.

Teorema (Kramer teoremasi). Agar sistema determinanti A0
bo‘lsa, u holda (1)-sistema yagona yechimga ega bo‘lib, bu yechim
quyidagi formulalar orqali topiladi:

x, =~ J=ln (5)

Teoremadagi (4)-tenglama Kramer formulasi deb nomlanadi. (1)-
tenglamalar sistemasini (5)-tenglamalar orqali yechilishi esa Kramer
yoki determinantlar usuli deyiladi.

Masalan.  Berilgan tenglamalar sistemasini Kramer usulida
yeching:

3x, +x; +3x, =2
S5x,—2x, +2x, =1

2x, +2x, +3x, =1

Yechish:
(3 1t 3
A=|5 -2 2|=-18+4+30+12-12-15=120_
12 2 3
2 1 3
A=l -2 2|=-1242+6+6-8-3=-9,
i 2 3
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|3 2 3
Ay=|5 1 2|=9+8+15-6-6-30=-10,

121 3|

|3 1 2
Ay='5 -2 1|=—6+2420+8-6-5=13_

(2 2 1]
x,za'———?=—9 x,-A€=~xo, x,="2=13

Masalan.  Berilgan tenglamalar sistemasini Kramer usulida
yeching:
7x, +6x;, +3x, +7x, =3
3x, +5x, +7x; +2x, =-1
S5x, +4x, +3x, +5x, =1

Sx, +6x, +5x; +4x, =2

Yechish:
i 37 | 2 0
i‘;:?ﬁlezz}’ltl);‘@-]i::34‘]'
A=| =| = =2-1 3 n!:—lo'
b435)5 43 51307 °
s 65410 22 -1 2 2-1 ‘
13 6 3 7 10 -6 -6 -8
l 1 _6 _6 _81
-l 5 7 2 o 9o 10 7| |
4, =| {=| (=19 10 7[=-10
lt 43580 4 3 5
| | -2 -1 -6
12 6 54 0 -2 -1 -4 '
W 3 37 -8 0 -6 -8
13 17 4 [s 0 10 Y I3 =0 =&
A,_—1 =| =8 10 7|=-10
’ |5 1 3815 1 3 5| | | *
-5 -1 -6
s 2 5 4 Ls 0 -1 ~6
76 3 7 -8 -6 0 -8 .
5s-12(8 9 0 7| ¥ =8 =4
A, =| =| =8 9 7!=10
s 4 1 5§ |5 1 s |”
| f | =5 -2 =6
56 2 4 -5 -2 0 -6



- 3| -8 -6 -6 0O

LS xs l)‘ 0o > %"

A‘_3 5 T -8 s & 3 q=% 9 ‘wj=t0.
5 43 1 P
s 6 5 2| -5 -2 -1 0
—10 ~10
5 =—=1: X, =——=1: x==1; x,=-1,
' —10 S -10 : .

Umumiy ko‘rinishdagi tenglamalar sistemasini
Gauss usulida vechish

Shuni ta’kidlash kerakki, bu wusullarni tenglamalar soni
noma’lumlar soniga teng bo‘lgan holdagina qo‘llash mumkin. Endi
umumiy holda qo‘llaniladigan usul — Gauss usulini bayon gilamiz.
Gauss usuli noma’lumlami ketma-ket yo*qotish usuli deb ham
nomlanadi.

Chizigli  tenglamalar sistemasi ustida bajariladigan clementar
almashtirish deb quyidagilarga aytiladi: (1)-sistemadagi biron-bir
tenglamani noldan fargli songa ko‘paytirish, tenglamalar o‘rini
almashtirish va biron-bir tenglamani songa ko‘paytirib, boshqa bir
tenglamaga qo*shish. Mana shu almashtirishlar natijasida hosil bo‘lgan
yangi tenglamalar sistemasi avvalgisiga ekvivalent, ya'ni yechimlar
to*plami ikkala sistema uchun bir xil bo*ladi.

(1)-sistema matritsasi va ozod hadlar wustuni yordamida
kengaytirilgan matritsa hosil gilamiz:

N X XX,

ay 4y dyed

Yuqoridagi ta’kidlangan almashtirishlar natijasida, bu matritsa
quyidagi ko'rinishlardan biriga kelishi mumkin:
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- #{, i=Ln

m=n, r(,4)'=r(,;!_)- ",

0 0 ¢, |d, J
bu holda yechim yagona;
xll x!: o x.
Ir"n Cy "t G l d,
L ¢, ld,
T I a— - | =0 i=tn
0 0« cld | m>n AA=HA)=n
0 0 0|0
0 0 D |0
bu holda yechim yagona;
J{l "—lT“-xl "'-f_
{ri'l q: e, ”.8- Jdl
0 ey-reyrre, ld,
ol = ¢, 20, i=Ln

0 0-c, e, ld’

0 000 J0
0 000 0|0

r(A):fr(j}':r. r<n

bu holda sistema cheksiz ko*p yechimga ega bo‘ladi.

Xy Xy e

({‘n €y v+ €0y, | d]
(O ooy -a,ld
0 e e, ld,

0 D 0 |d,
0 0 -0 0 |d,

c, 20, i=Ln

4

Bu yerda, d,,....d, sonlardan birontasi noldan fargli, bu holda
A4)=r. {4)=r+1.ya'ni {4)+ (1) sistema yechimga ega emas.
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Bu yerda, i, i,...i, lar 12 ..n ning qandaydir o°rin
almashtirishlaridan iborat bo*ladi. Demak, quyidagi teorema o*rinli.
Teorema (Kroneker-Kapelli teoremasi). Agar sistema matritsasi
rangi  kengaytirilgan  matritsa  rangiga teng bo‘lsa, ya'ni
r(A4) = r(4)bo’lsa, u holda sistema birgalikda bo‘ladi, ya'ni yechimga
cga bo'ladi.
Demak, biz quyidagi xulosalarni gilishimiz mumkin ekan:
1. Agar r(4) = r(4) bo‘lsa, sistema birgalikda bo*ladi.
2. Agar r(4) # r(4) bo'lsa, sistema birgalikda bo*Ilmaydi.
3. Agar ~A)-r4)-n bo'lsa, sistema yagona yechimga ega
bo*ladi.
4. Agar r(4)=r(A)<n bolsa, sistema cheksiz ko*p yechimga ega
bo*ladi.

2x,+x,—X,+3x, =20

. . . . Sty —x, +2x—x, =17

Masalan. Sistemani Gauss usulida yeching:{_; ., 5
1 F 3 s

X —x,+4x,-2x, =-4

Yechish: Sistemaning kengaytirilgan matritsasini yozib olamiz:
birinchi gadamda a,, # 0 bo‘lishi zarur, lekin @, =1 hisoblashlar uchun
qulaydir. Shuning uchun birinchi va to'rtinchi satrlaming o‘rmini
almashtiramiz:

(2
| s -1 2 1| 17
|-3
\ B

ra

I

e

3

1
L I
[ ]

1

—_—
Wobd —

I-gadam. Birinchi satr elementlarini -5, 3 va -2 ga ko'paytirib,
ularni mos ravishda ikkinchi, uchinchi va to‘rtinchi satrlarga qo*shamiz,
chunki magsad a1 element ostida nollardan iborat «zina» hosil boIsin.
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2-qadam. a,;=2+0, lekin a,,=-1 bo‘lgani qulayroq. Shuning
uchun ikkinchi va uchinchi satrlar o'rnini almashtiramiz:

1 -1 4 -3i-4] (1 -1 4 -2 4“|
04 -18 9{37), |0 -1 11 -413 3
0 -1 11 413 fH]o 4 -18 9'37@[:'
|3 -9 728 (o 3 -9 728 p—
3-gadam. Tkkinchi satr elementlarini 4 va 3 ga ko‘paytirib mos
ravishda uchinchi va to*rtinchi satr elementlariga qo*shamiz. natijada a2z

element tagida ikkinchi ustunda «zina» hosil bo*ladi.
4-gadam. Hosil bo‘lgan matritsada a,;=26#0, uchinchi satr

elementini i: =- i'; ga ko*paytirib, tortinchi satrga qo*shamiz.

4 -2/-4) -1 4 -2 4']
1 11 -4-11|
35 1 -4-11
Natijada, | 1
ana :ix of of 26 -7-7| ‘ 26 -197"[";7'[
! ~-5-5 0 — | =
\of o 24 -s-5) | 3 )

Kengaytirilgan matritsa zinapoya ko‘rinishiga keltirildi. Unga mos
keluvchi sistemaning ko‘rinishi quyidagicha:

X —x, +4x, - 2x, =4

-x —1lx, —4x, =-11

26x, - Tx,=-7
19 19
o
137 13
W% . n _'?+?":4 # 5 .
oxirgi tenglamadan xs=/, uchinchidan * =— 26 =0 ikkinchidan

x, =11+1lx, —4x, =7 va birinchidan x =-4+x, —4x, +2x, =5,
Masalan. Sistemani Gauss usuli bilan yeching:
2x, +x,+3x,-3x, =3
X =3y Fay =z =2
d4x, ~ Ty +5x, -2, — 2%, =-1"
X~ ax; 4 X+ X, =5, =2
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Yechish:

2 1 3 -3 0|3 0 -1-2
1 31 0 -1-=2 3 2|7
{8 = 1 2|7 {em
1 41 1 -2 1 0/0 )
1y =5 1 9 =12 . 0 -1-2

|0 -1 01 00 1 0|0
0 0 1 4 27 4 2|7
0 0 1 4 2(7) 0 00

Xo—3x 4k = Xp=—2 '_1-1 - 14 —8x, —3x,

- x, +x,=0 . Xy s .

x, +4x, +2x. =17 X =T—4x, —2x;

Sistema cheksiz ko*p yechimlarga ega.

Bir jinsli chiziqli tenglamalar sistemasi
Agar chizigli tenglamalar sistemasi (1)da ozod hadlar nolga teng
bo‘lsa, ya'ni h=h =---=b =0 bo'lsa, hosil bo‘lgan tenglamalar
sistemasi bir jinsli tenglamalar sistemasi deyiladi, ya'ni
a@j X +a; X +-+a,x, =0

8, X 4a, X bt x =0

(6)

a . x 1 d X, bl a_x, =

Bu sistema kengaytirilgan matritsaning oxirgi ustuni elementlari
nolga teng bo'lgani uchun sistema matritsasi va kengaytirilgan
matritsalar rangi teng bo‘ladi, va'ni r(4) - »(4) bo*ladi. Shuning uchun
Kroneker-Kapelli teoremasiga ko‘ra bir jinsli tenglamalar sistemasi har
doim birgalikda bo‘ladi. Masalan, (0,0...., 0)=0 sistemaning trivial
yechimi (nol yechim) bo*ladi.

(6)-tenglamalar sistemasining matritsa ko‘rinishi quyidagidan
iborat:
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AX =0, (7)

Yugorida keltirilgan 1—4 xulosalarga ko‘ra, agar r(4)=»n bo‘lsa
(6)-sistema yagona, nol yechimga ega, agarda »(4)<n bo‘lsa, cheksiz
ko‘p yechimga ega bo‘ladi. Demak m=n bo‘lgan holda (6)-sistema
noldan fargli yechimga ega bo‘lishi uchun uning determinanti nolga
teng bo‘lishi zarur va yetarli bo‘lar ekan.

Agar (6)-sistemada m<n bo‘lsa, ya’ni tenglamalar soni
noma’lumlar sonidan kichik bo‘lsa, (6)-sistema albatta noldan fargli
yechimlarga ega bo‘ladi (cheksiz ko‘p), chunki bu holda r(A)sm va
demak, »(A4) <n» bo‘ladi.

Shuni ta'kidlash kerakki, agar X, =(x}‘”, x0, ---x,‘,"') va
X, =(xf”, xz“’,-;‘xﬁ”) vektorlar (7)-sistema yechimi bo‘lsa, u holda istalgan
4, va A sonlar uchun, i X,+4X, vektor ham (7)-sistema yechimi
bo‘ladi, haqigatan ham,

AAX, + A X)) = A AXy + A AX, = A0+ 40=0.  (8)

Bu tengliklar matritsalarni qo‘shish, songa ko‘paytirish va
ko‘paytirish ta’riflaridan kelib chiqadi.

(8)-tenglikdan shuni  xulosa qilish mumkinki, (7)-sistema
yechimlarining chizigli kombinatsiyasi ham (7)-sistemaning yechimi
bo‘lar ekan.

Ta’rif. Agar (7)-sistemaning X, X,,--,X, chizigli-erkli
yechimlar sistemasi berilgan bo‘lib, bu sistemaning istalgan x yechimi
ularning chizigli kombinatsiyasidan iborat bo‘lsa, ya’ni shunday
A Ay, A, sonlar mavjud bo‘lsaki,

X=A X, +A4LX,+--+ 1 X,
bo’lsa, u holda bu sistema fundamental yechimlar sistemasi deyiladi.

Ta'rifda X, = ™5, ...,x"),i=1,2.--,& ko‘rinishda bo‘lgani uchun,

k < n bo‘ladi.



Teorema. Agar (7)-sistema uchun r(4) < n bo*lsa, u holda istalgan
fundamental vechimlar sistemasi & =n-'r(4) ta yechimdan iborat
bo‘ladi.

Ishoti: r(A)<n bo'lsin, u holda (7)-sistemaning kengavtirilgan
matritsasi elementar almashtirishlar natijasida quyidagi ko‘rinishga
keladi:

Bu yerda, r=r(4) bo'lib, ¢ =#0i=Lr. Agar buni tenglama
ko‘rinishida yozsak quyidagini hosil gilamiz.
Oy Xy +Cy Xp 4o €y, X, 46, X, +o 40, X, =0

€3 Xy Freet Oy Xy + 044y Xy Fomrtbly X, =0

2r+l "+l

Cop Xy FCppy Xy Fooo 0, X, =0

Bu yerda, oxirgi tenglamadan X, ni Xx,,.*-,X, lar orqali
ifodalab, undan oldingi tenglamadagi X, ning o‘rniga qo‘ysak, x, , va

X,..*»%, laming chiziqli kombinatsiya ekanligi kelib chigadi. Shu
tariga yugoriga ko*tarilib, natijada quyidagilarni hosil gilamiz:

Xy =Ry Xy A X b A X,

Xp =An Xy ¥ Ay Xy +oot A, x,

+ot A x

= ‘lrl 'tu"l + j‘r! xv‘l' m im

Bu yerda, X,.,, X,,..-x, lar erkli o‘zgaruvchilar deb ataladi.
Ularning soni n-r=n-r(4)=k ga teng bo'ladi. Bu o‘zgaruvchilardan
birini 1 ga, golganlarini 0 ga teng qilib olib, quyidagi & ta chizigli-erkli
bo*lgan yechimlar sistemasini hosil gilamiz.
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X, = (Aw A0 ds 1,0, ---,0)
xz ={'111! /11;{“,'11,1, 0, 1,~-,0]
Xy =(21k' A Ay, 0, 0,"\")

Shuni ta’kidlash lozimki, bir jinsli bo‘lmagan » noma’lumli m ta
chizigli tenglamalar sisternasi 4X =B ning umumiy yechimi, unga mos
keluvchi 4X =0 bir jinsli tenglamalar sistemasining umumiy yechimi
va AX =B tenglamaning biron-bir xususiy yechimi yig'indisiga teng
bo*ladi.

Masalan 1. Bir jinsli tenglamalar sistemasining fundamental
yechimlar sistemasini toping:
3x, +x, —8Bx; +2x, +x, =0
2x, —2x, —3x, —7x, +2x, =0
x, +11lx, —12x, +34x, —5x, =0
X —5x, +2x;, —16x, +3x, =0
Yechish: Sistemaning oxirgl tenglamasini birinchi o‘ringa yozamiz,
so‘ngra uni zinapoya shakliga keltiramiz:

5 2 16 3\ (1 -5 2 -6 3) (L -5 2 —15 3
it -8 2 1l lo1e -4 s 8| fo 8 -7 25 -4
-2 -3 -7 270 8 -7 25 -4 lo 0 o o o
1 12 34 -5/ {0 16 -14 % -8 lo 0 6 o0 0

Ca i o T

Matritsaning rangi r{(4) = 2. x|, x2 o‘zgaruvchilaming bazis minori
1 -5 , X ‘ s . :
’0 g |* % 1, X2 N asosty o‘zgaruvchilar sifatida tanlab ofamiz va ulami
asosiy bo‘lmagan x3, x4, xs lar orqali ifodalaymiz:

X, —5x, +2x, —16x, +3x, =0
8x,—Tx, +25x,—4x, =0

Fundamental yechimlar sistemasi ei, ez, e3 ni hosil gilish uchun asosiy
bodmagan o°zgaruvehi x3, x4, xs lami birlik matritsa E3 satr elementlari
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bilan almashtiramiz. x: = [, x4 = 0, x5 = 0 da sistemaning ko‘rinishi

quyidagicha bo*ladi: vt
[x—5x,+2=0
|  8x,-7=0
19 7 . ; N . : 2
bundan x = = BT, ya'ni bazis vechimni hosil gqilamiz:
19 7
el =( s 2 8; 1,0.0}
Shunga o'xshash yana ikkita bazis yechimni topamiz:
x3=0; xsa=1; xs=0da 9,1[3;—22; 0,1.0\;:
B ¢ )

x3=0; x4=0; xs5=14da e',—[—;;;;ﬁ.&l]

Topilgan yechimlar (vektorlar) e, e2, e3 fundamental sistemani
tashkil giladi. 1, €2, e3 yechimlarming komponentlarini mos ravishda 8,
8, 2 ga ko'paytirib butun komponentli yechimlar sistemasini hosil
qilamiz: (79, 7: 8: 0: 0), (3: -25: 0, 8: 0). (-1; 1; 0; 0: 2).

Agar n ta noma’lumli chiziqli tenglamalar sistemasida sistema
asosiy matritsasining rangi noma’lum sonidan bittaga kam bo‘lsa,
ya'ni r(A)=n-1, u holda chizigli tenglamalar sistemasining yechim
sifatida n-1 ta tenglamalar sistemasi matritsasining birinchi, ikkinchi
va h.k. ustunlarini o‘chirishdan hosil bo'lgan ishoralari almashinuvchi
minorlari sistemasini gabul qilish mumkin. Agar bu minoriar noldan
fargli bo'lsa, u holda bu chizigqli tenglamalar sistemasining barcha
yechimlari shu sonlarga karrali bo‘ladi.

Masalan 2. Bir jinsli chiziqli tenglamalar sistemasining barcha
yechimlarini toping:

X, +2x;—x3;=0
X =X, +3x, =0
2x, +x;, +2x, =0
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(I 2
Yechish: 1 -1 3 |~/0 -3 4|~l0 -3 4|
1

- (1 2 -1} 1 2 -1]
2) Ln -3 4] {0 0 0

\2
Tenglamalar sistemasi matritsaning rangi n(4) =2 ga teng va u
noma’lumlar sonidan bittaga kam. Demak, tenglamalar sistemasining
fundamental yechimlar sistemasi k=3-2=1 ta bo‘ladi. Sistemaning
ixtiyoriy ikkita tenglamasini olamiz, masalan birinchi va ikkinchi
x4+2x,—x; =0

X —X%,+3x, =0"°

2 -1 1 -1

|}(=5k Xy, = :k:_4k
-1 3 ' R

tenglamalarini: {

"

(1 2 .
5=l l'hk =-3k , bunda k ixtiyoriy son.

Demak, sistemaning umumiy yechimi {Sk:-4k:3k} ko‘rinishida
bo‘ladi, bunda £ ixtiyoriy son.

Ko‘p tarmogli iqtisod modeli (Balans modeli)

Balans modelining asosiy masalasi, makroiqtisodivotni tashkil
etadigan ko'p tarmogqli iqtisodiyot faoliyatini magsadga muvofiq tarzda
samarali olib borishdan iborat bo‘lib, bu masala quyidagicha qo‘yiladi: n
ta tarmogli xo‘jalikning har bir ishlab chiqargan mahsulot migdori
ganday bo‘lganda ehtiyoj to‘la qondiriladi? Bu yerda shuni e’tiborga
olish kerakki, » ta tarmoqning har bir ishlab chigargan mahsulotining bir
gismi shu tarmoq ehtiyoji uchun, bir gqismi boshqa tarmoglar ehtiyoji
uchun va yana bir qgismi ishlab chigarish bilan bog‘lig bo‘lmagan
ehtiyojlar uchun sarf etiladi.

Tarmoqlar orasidagi turli mahsulotlarni ishlab chigarish va iste’mol
qilish orqali bog‘lanishni hisoblash masalasi ancha murakkab. Bu
masalani birinchi bo‘lib mashhur Amerika iqgtisodchisi V.V. Leontey
1936-yilda matematik model ko‘rinishida ifodalagan. U 1929-1932-
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yillarda Amerika igtisodiy ingirozini tahlil gilishga urungan bu model
matritsalar algebrasiga asoslagan. i

Ishlab chigarishning ma’lum bir davridagi, aytaylik, bir yillik
faoliyatini qaraylik. x; deb i-tarmogning shu davr davomida ishlab
chiqgargan yalpi mahsulot hajmining pul birligida ifodalangan giymatini,
bu yerda, i=1,2,...n. xi deb i-tarmoq mahsulotining j-tarmoq ehtiyoji
uchun sarf etilgan hajmining pul miqdorini belgilaymiz. y; deb i-tarmoq
mahsulotining noishlabchiqarish ehtiyoji hajmining pul migdorini
belgilaymiz. Tabiiyki, i tarmoq ishlab chiqargan yalpi mahsulot hajmi x;
n ta tarmoq ehtiyojlari va noishlabchigarish ehtiyojlari uchun sarf etilgan
mahsulotlar hajmlarining pul miqdorlari yig*indisiga teng bo*lishi kerak,
ya'ni

x ’i“h + Vs i=1,2,+, n (9)
(8)-tenglama balans munosabatlari deb nomlanadi.

Agar a, = ':” (i, j=1.2.--.n) belgilashni kiritsak, @, ~ j-tarmogning

mahsulot hajmi birligi uchun sarf etilgan i/-tarmoq mahsulot hajmi
qiymatini bildiradi. a; bevosita xarajatlar koeffitsienti deb nomlanadi. ay
koeffitsientiarni qaralayotgan davrdagi ishlab chiqarish jarayonida
go‘llanilayotgan texnologiya aniglaydi. Qanchalik yangi, samarador
texnologiya qo‘lanilsa, a; koeffitsientlar shunchalik kichik, sarf-
xarajatlar shunchalik kam bo‘lib, samaradorlik yugori bo‘ladi.
Qaralayotgan davr ichida a; koeffitsientlarni o*zgarmas deb olib, ya'ni
sarf-xarajatlarni yalpi xarajatlarga chizigli bog'liq deb qaraymiz.
X, =a,x, (i j=12,..n)

Shu munosabat bilan ko‘rilgan ko*p tarmogqli igtisodiyot modelini
chizigli balans modeli deb ham nomlanadi. (1)-tenglamalar sistemasi
quyidagi ko'rinishga keladi:

¥ = iaux, +¥,, i=12,,n (10)
yul

Endi quyidagi belgilashlarni Kiritaylik,
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G’ﬂ a__...,a“ .I'*J LF"

Bu yerda, 4 — texnologik matritsa, X" — yalpi mahsulot vektori, ¥ —
yakunjy mahsulot vektori deb nomlanadi. Bu belgilashiarga asosan (9)-
tenglikning quyidagi matritsa korinishini hosil gilamiz:

X =AX+Y. (11)
Ko'p tarmogli balansning asosiy masalasi berilgan yakuniy
mahsulot vektori va bevosita xarajatlar matritsasi 4 ga ko‘ra X valpi
mahsulot vektorini topishdan iborat bo‘ladi, ya'ni (11)-tenglamani
noma’lum vektor X ga nisbatan yechish kerak. Buning uchun uni
quyidagi ko'rinishga olib kelamiz (E-A)X =Y.

Agar det (E-4)#0 bo‘lsa, u holda teskari (£-4)" matritsa
mavjud bo'lib, yechim quyidagi ko*rinishda bo*ladi:

X=(E-A)'Y (12)

S =(E~-A)" matritsa bevosita xarajatlar matritsasi deb nomlanadi.
Bu matritsaning igtisodiy ma’nosini tushunish uchun v, =(0,0,-.1,---0} |

(i=12,---,n) i o‘rnida 1, qolgan joylarda 0 bo‘lgan yakuniy mahsulot
birlik vektorlarini qaraymiz. Ularga mos keluvchi (12)-tenglama
yechimiari quyidagiga teng bo'ladi:

S Si2 Iin
g £ £
- 2t 2 ’ 2,
X, =[." | X, =|. !\,:[_ *
‘Y-J sn,‘_ ‘HN

Demak, S=fs;) matritsaning s; elementi i-tarmogning j-tarmoq
birlik yakuniy mahsuloti y; ni. ishlab chiqarish uchun sarf qilinishi zarur
bo*lgan mahsulot miqdori giymatini bildiradi.

Qaralayotgan masalaning iqtisodiy ma'nosiga ko‘ra, (11)-
tenglamada >0, [-1n) a4 >0 (.;-1s) bo'lib, tenglama yechimi
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uchun x =0 (i=1n) bo'lishi kerak. Bu holatni biz Y=>0, A>0 va
X >0 deb belgilaymiz. o

Agar istalgan Y =20 vektor uchun X=>0 tengsizlikni
ganoatlantiruvehi  (11)-tenglamaning yechimi mavjud bo‘lsa. A>0
matritsa samarali matritsa deyiladi. Bu holda Leontev modeli ham
samarali model deyiladi.

A matritsaning samarali bo‘lishi uchun, bir nechta kriteriylar
mavjud. Ulardan biri shundan iboratki, agar 4 matritsaning har bir ustun
elementlari yig-indisi 1 dan katta bo‘*lmay, hech bo*lmaganda biron-bir
ustun elementlari vig“indisi | dan kichik bo‘lsa, u holda 4 samarali

matritsa bo‘ladi, ya'ni: mfmza., <1_ bo'lib, shunday js» mavjudki. uning
-1

uchun Y a, <1 o‘rinli bo‘lsa, 4 samarali matritsa bo*ladi.
=l

Masalan, quyidagi matritsada ifodalangan mahsulot samarador:
03 02 04
A=101 06 0.2
04 01 63
Masalan 1. Quyidagi jadvalda tarmoglarning reja davriga
mo‘ljallangan xarajat koeffitsientlari va chekli mahsuloti shartli pul
birligida berilgan.

) l ];:te mol e }
Realrs i
Tarm {
o | Sanoat 1 Qﬁhloq mahsulot ‘
L _____ Xo0' _jahgl -
| t . }
e, [ e [ 03 1 o [ W |
c.h1qanﬁ | Qishlog | o ‘I 0.12 100
| | xotjaligi | 7 1 ]

Quyidagilamni:



rejalashtirilgan  yalpi  mahsulot  miqdorini,

a) tarmoqlarning
yetkazib berish, tarmoglarning sof

tarmoglararo mahsulot

mahsulotini:
b) agar gishloq xo‘jaligining chekli mahsuloti 20% ga, sanoatniki

10% ga oshirilsa, har bir tarmogning zarur yalpi ishlab chiqarish

miqdorini topish kerak.
Yechish: a) to'g'ridan to*g i xarajatlar koeffitsientini 4 matritsa va

chekli mahsulot vektori ¥ ni yozib olamiz:
_(03 025) (300
“logs 012 1100
bundan E-4=[' %3 02 ).[ &7 03 o tritsani yozib olamiz
(=015 1-012) |-015 088 e '
U holda to*la xarajatlar matritsasi
1 (088 015) (152 026
S=(E-A)"
T 057851025 07 ) (043 121
(3.8)-tenglama bo‘yicha yalpi mahsulot vektori X ni aniqlaymiz:
¢ o[152 026) (300) (482
“l043 121) {100) (250
Tarmoqlar mahsulot yetkazib berish miqdori x; ni x,=a, -x,

formuladan topamiz. Masalan x,, = a,,-x, =0.3-482 = 144.6.
Tarmogqlarning yalpi mahsuloti, tarmoglararo mahsulot yetkazib

berish, shuningdek tarmoglarning sof mahsulotlarini hisoblab topib,
quyidagi jadvalni tuzamiz:

i fste'mol |
T ~—~—-——rs e hi (hekll | Yalpi
1 Sanoat | Qishlog | mahsulol mahsulot
XOJ ligi

144.6 _6: ] 300 | 482

s |
Ichlab {;f;l‘l’f 1 :
\chiqarish| = o3 | 723 | 30 100 T 150 |
| X0 Jahgl | R I
Snfmahsu]ql 265.1 1575 | |

Yalpi mahsulot | 482 | 250 | |




b) shartga ko‘ra chekli mahsulot vektori
y_(300-11)_(330
[100 1,2) \120)°

U holda (3.8)-formulaga asosan mahsulot vektori quyidagicha

bo*ladi:
Y85, )’:(1’52 0.26].[330] =[532.8}
0,43 1,21 120 287.1

Shunday qilib sanoatdagi ishlab chigarishni 5328 shartli pul
birligigacha, gishloq xo"jaligini 287,1 shartli pul birligigacha oshirish
kerak.

Masalan 2. Quyidagi jadvalda ma’lum bir davr uchun uch sanoat
tarmoqlari balans ko‘rsatkichlari berilgan.

. Talabpb. Yakuniy | Jami |
Soha B Uglevodorod "i—ne_rgeuka Mashinasozlik | talab p.b.
' qazib p.b.
| olish va qayta
ishlash

 Uglevodorod |
qazib olish va | 3 35 30 {30 100
qayta ishlash | i '
Energetika | —R)___:— 26__ | 40 | 40_ T_O(_l'_—
Mashinasozlik 20 10 | 20 | 20 | 50 |

Berilgan yakuniy talabni ganoatlantiruvchi har bir mahsulotning
yalpi ishlab chigarish hajmini aniglang. Agar yakuniy talabni har bir
tarmoq uchun mos ravishda 40, 60 va 30 p.b. oshirish kerak bo‘lsa, har
bir mahsulot hajmini mos ravishda necha foizga oshirish kerak.

Yechish: x —i mahsulot ishlab chiqarishning yalpi hajmi, » —i
mahsulotga bo‘lgan talab bo‘lsin, i=1, 2, 3. U holda yalpi ishlab
chigarish va yakuniy talab vektorlari mos ravishda
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100 30
X =100}, Y=[40|.

I

Tabiiyki, har bir tur bo‘yicha yalpi mahsulot ishlab chiqarish hajmi
ishlab chigarishda foydalanilgan barcha mahsulotlar hajmi va shu
mahsulotga bo‘lgan yakuniy talab hajmlari yig'indisiga teng bo‘lishi
kerak, ya'ni,

3
X,=24,%,+¥, i=1,2,3.
1

Bu yerda, a,; —bevosita xarajatlar koefTitsienti. Bu tenglik matritsaviy
ko‘rinishda
X=A-X+Y

bunda, 4 - bevosita xarajatlar koeffitsienti matritsasi, a,>0:; XY -
ustun matritsalar Y holda X-A-X=Y, (E-A)X=Y, X=(E-A)'Y
go‘yilgan masalaning matritsaviy yechimi.

x,, — j— tarmoq uchun mo‘ljallangan 7 — mahsulot hajmi.

A matritsa koeffitsientlari «,, >0 larni aniglaymiz. j - tarmoq uchun
mo'ljallangan i — mahsulot hajmini j - sektor umumiy ishlab chiqarish
hajmiga bo‘lib, j — turdagi bir birlik mahsulot ishlab chigarish uchun

foydalanilgan i — mahsulot miqdorini hosil gilamiz, ya'ni a, =§'—’-

!

i=1, 2, 3.
Xy 5 x, 10
= = :0_05 === '-"0.]
Masalan, a,, x, 100 s @21 x, 100 :
0.05 035 04
Demak, xarajatlar koeffitsienti matritsasi: =~ 4=/ 0.1 0.1 04
02 01 02

E-A-B orqali ifodalab, B ni hisoblaymiz:

1 0 0] |005 035 04 095 -035 -04
B=E-A=|0 1 0O|-{01 01 04]=/-01 09 -04
0 0 1 02 01 02 L 0.2 0.1 0.8
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095 -035 -04
B' matritsani topamiz: B =-0.1 09 -04=051420,
02 01 08
068 032 05] [1.323 0632 0973

B'=—1 loi6 068 042(=(0311 1323 0817|x ni

0514
0.19 0.165 0.82 037 0321 1.595

[ 1.323 0.632 0973] [30] [84.047
aniqlaymiz:x=ﬁ'"-\’2(ﬁ——t\)I-\"—‘— a31l 1323 OR817T{140(=| 78599
[0.37 0321 1.595]|20| [55.837
Demak, x =84047, x =7859, x, -55837, ya'ni uglevodoroddan
84.047 sh.b., energetikadan 78.599 sh.b., mashinasozlikdan 55.837 sh.b.
valpi ishlab chigarish kerak.
Yakuniy talab berilgan miqdorda oshirilsa, yakuniy mahsulot
40
60
U holda har bir mahsufot bo'yicha ishiab chiqarishning yangi
hajmi

yangi vektori quyidagi ko‘rinishga ega bo*ladi: ¥ =

1323 0.632 0473 401 119.455
X=(E-A)'-¥,ya'ni X=[{0311 1323 081760 (=|116342| bo‘ladi
0.37 0321 1.595 3()_] 81.907
yoki yangi ishlab chiqarish hajmi: x, =119.455, X, =116.342, x, =81.907.
Demak, vakuniy mahsulotni berilgan migdorda oshirilishini
ta’'minlash uchun yalpi ishlab chigarishni mos ravishda quyidagicha
foizlarda oshirish kerak:

Uglevodorod gazib olish va qayta ishiash :‘ 100% —~100% = 42.13%,
o

energetik hajmini 48.02% ga, mashinasozlik ishlab chiqarish hajmini
46.69% ga dastlabkisiga nisbatan oshirish kerak.

Javob: Yalpi mahsulot ishlab chigarish hajmi:

Uglevodorod qazib olish va qayta ishlash - 84.047 p.b.
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Energetika — 78.599 p.b.

Mashinasozlik — 55.837 p.b.
Ishlab chigarish hajmini mos ravishda 42.13, 48.02 va 46.69% ga
oshirish kerak.

Kompleks sonlar
Ta’rif. Agar x vay haqiqiy sonlar hamda i belgi uchun:
D x+i=x, O+iy=iy, 1-i=i —1-i=i,
2} fagat x=x;, y=y; bo*lgandagina x +yilx;+y:i bo‘ladi,
3M(x +yi) £ (% +xi) =(xxx)+(rxy )i

4 (x +yi) (x, + »i) ={(x-x, —y-y1)+(xvy1 +X -y)i
x+y _ ax+hy ay-bx,

T AR
a+bhi a +5 a'+b

5

munosabatiar o‘rinli bo‘lsa, u holda x+yi ifodaga kompleks son
deyiladi.
1- va 4-shartlardan: i*=i-i=—1,{ =—i,i* =1,=i vahk.
i=J1 belgim odatda mavhum birlik deyiladi.
x+y kompleks sonda x kompleks sonning haqiqly qismi, wi
kompleks sonning mavhum gismi deyiladi.
x+yi va x-) o'zaro qo‘shma kompleks sonlar deyiladi.
Kompleks sonlarni qo‘shish, ayirish, ko‘paytinsh va darajaga
ko‘tarish ko‘phadlar ustidagi  kabi bajariladi. Bo‘lish va ildiz
chiqarish amallari esa  mos ravishda ko‘paytirish va darajaga
ko‘tarish amallariga teskari amallar kabi aniglanadi.

Kompleks sonning trigonometrik ko‘rinishi

x+yi kompleks son (x;y) baqigiy sonlar jufti bilan aniqlanadi.
Shuning uchun x+)! kompleks son tekislikdagi M(x;y) nugta

yoki uning r=0M radius vektori bilan ifodalanadi:
7



Bu vektorning uzunligi r=i’<3* —kompleks sonning moduli, bu
vektor bilan Ox 0°q orasidagi ¢ burchak kompleks sonning
argumenti deyiladi.

x=rcose , y=sin@ bo'lgani uchun x+y-i=r-(cos@+i-sing)
boladi va bu ifodaga kompleks sonning (rigonometrik ko ‘rinishi
deyiladi.
Trigonometrik ko'rinishdagi kompleks sonlarni  ko‘paytirish va
bo‘lish  z =x +y, -i=n-(cosg +i-sing ).z, =x,+y,-i=r,-(cose, +i-sing,)

berilgan bo*lsa, u holda

n

22, = 1 n(cos(@ + @)+ i-sindg,+9, ) '?'_: (ws(q’: o) f(siﬂ(gn, "V’:)})'

i

S

5, =x 4y i=r-(cosg +i-sing,), z, =x, +y,-i=r,-(cos@, +i-sin@,),....z, =
=x,+ ¥, 1=r,{cosp, +ising,)

2 Zy e 2, = B e 1, (COS(Q, + @ 4+t @) Hi-SIN(Q, A+, +o 40, ))
Muavr formulalari

Agar  z,=z,=..=z, =z=r(cosp+i-sing)  bolsa, wu  holda
2" = r" (cosng+i-sinng) munosabatni hosil gilamiz.
Bu formulaning r = 1 bo‘lgandagi ko'rinishiga Muavr formulasi

deyiladi: (cos@+i-sing) =cosng+i-sinng.



1

D U G — i-sinng).
r(cosqpﬂ'-sin@)) r™*(cosng ~i-sinng)

Xuddi shu kabi (

Kompleks sondan ildiz chiqarish
4'E=:}r(oosgaﬂ'-singn)=¢f;[msm+fsm gﬁkk), bu yerda #=0.1,2,...,
n L

n-1. €* =cosp +i-sing Eyler formulasi deyiladi.
Masalan. z = -2+2i. a) 2" =7 &) iz .

2 3
Yechish: a) r= ,f(—z)’ +22 =22, ‘P=;‘r+arcfg_—2=%.

4
2= (Z\ﬁ)‘[cos 3{ +fsin %i{] =64(ms4 . 3% +isin4- 34—“] =64(cos3x +fsin 3m j=64(—1+ U)=—64.

#ome Fiom

b} éf;:-v—z-?'zi:dv'g(cas;}-ﬁ-isin-?]:ﬁ cos-A 3 +isin-2 3 =012,

k=0da -ﬂ_:ﬁ[cos%ﬂsin%):HL
k=1da %:ﬁ(ms%wsinm):—l@f—'n%

12 2
197 . 192 HB-1 B+l
k=2da %’;—ﬁ(cosﬁﬂsmﬁ]_—z—; 5=

Algebraning asosiy teoremasi

flxy=apx" +ax" +..+a,,x+a, —kompleks sonlar maydonidagi #-
darajali ko‘phad bo'lsin.

Ta’rif. Agar x ning « son giymatida ¢(x) ko‘phad nolga
aylansa, v holda o« soni f(x) ko‘phadning ildizi deyiladi.

Demak, x=2 son f{x) ko‘phadning ildizi bo‘lsa f(a}=0
bo‘ladi.

Teorema (Bezu teoremasi). f(x) ko‘phadni x-« ga bo‘lgandagi
goldigys  f{e) ga teng.
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Teorema. x=o son f{x) ko'phadning ildizi bo'lishi uchun u
x-a gaf{-)goldigsiz bo'linishi zarur va’ yetarli.

Teorema (Algebraning asosiy teoremasi). Kompleks sonlar
maydonida nolinchi darajadan yuqori darajali  har bir 7(x)
ko‘phadning eng kamida bitta kompleks ildizi bor.

Teorema. Kompleks sonlar  maydonida  n-darajali  f(x)
ko‘phadning » ta ildizi bor.

Ta’'rif. s(x)=a,(x-a,)(r-a)..-(r-a,) ifoda ko'phadning chizigli
ko‘paytuvchilarga yoyilmasi deyiladi.

Hagqiqiy sonlar maydonidagi  7(x) ko'phad uchun

x+yi kompleks son ildiz bo‘lsa, u holda x-3 qo‘shma
kompleks son ham ildiz boladi (v70).

Hagigiy sonlar maydonidagi f{x) ko'phadning kompleks ildizlari
soni faqat juft bo‘lishi mumkin.

Haqigiy sonlar maydonidagi juft darajali  7(x) ko'phadning
haqiqiy ildizlari soni faqat juft bo'la oladi.

Hagigiy sonlar maydonida toq darajali 7(x) ko‘phadning
haqiqiy ildizlari soni fagat tog bo‘la oladi.

Haqigiy sonlar maydonidagi har bir f(x) ko‘phadni  shu
maydondagi birinchi va jkkinchi darajali ko‘phadlar ko‘paytmasi
ko‘rinishida ifodalash mumkin.

Masalan. Ko'paytuvchilarga ajrating: f(x) =x'+1. z=-2+2i.

a)z* =20 -
Yechish: f(x)=x'+1 ko‘phadning ildizlarini topamiz.

=0, x =1, x =¥~1 =Yeosr+isinx =ms—2-k i +:‘sin2kf—1_ k=0,1,2.3.
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=
k=0, a,:cos£+fsinfr\(—i JE k=1, a, —cm.ifr Hsm3¥=—:j-‘:+i\5.
4 4 2 2 4 4 2 2
1= 7
k=3, fz_‘:cns:-wﬂ'sinsx-— J_ J_ k=4, a,=cos ‘-4-+isin :r= f—i 22 "

PRl o).
1. e | e

(
(x—a)(x—a,)= Lx 5

3
(x-a,)(x-a)= fx.{- {hﬂ_i ﬂ!r.]:xu-ﬁm.

| b

Demak, f{.r)=.r‘+l=(-r‘ ~J2x+1 )-(A"’+J2-x+l).

Ratsional kasrlarni sodda kasrlarga yoyish

Ratsional ifoda deb ko‘phadlar nisbati ko‘rinishida ifodalangan
funksiyaga aytiladi, ya'ni F,(x) va Q,(x) ko‘phadlar bo‘lsa, ratsional

ifoda ushbu P((‘}} ko‘rinishda bo‘ladi. Agar P,(x) ko‘phad darajasi

0.(x) ko'phad darajasidan katta bo'lsa, ya'ni n>m bo‘lsa ‘=&)

ni
0.(x)
quyidagi ko‘rinishda ifoda etish mumkin:

P(.t o R (x)

o.x) g, (r),
bu verda, L, .(x) va R,(x) mos ravishda n-m va k darajali ko‘phad

bo‘lib, k <m, ya'ni :;((:)) to*g'ri kasrdan iborat bo‘ladi.

Istalgan Q,(x) ko‘phadni quyidagi ko‘rinishda ifoda gilish
mumkin:
0.(x)=a-(x~a) (x-a,)" {x-a,)"-
e +pxeg ) ¥ i pxta) A +px+q ] (1)



Bu yerda, a4, a,,....a,, P, q,..-- P, 4, lar haqiqiy sonlar, ki, k2, ..., my,
mz .., ms lar esa natural sonlardan iborat bo‘lib, p’ -4¢ <0,
i=1,2,....s shart uchun o‘rinli bo‘ladi.
AL : |
Agar Q_Lf) qisqarmaydigan to‘g‘ri kasr bo'lib, ¢, (x) uchun (1)-

voyilma o‘rinli bo‘lsa, bu kasmi quyidagicha ifoda etish mumkin:

P(x) 1| 4, R I
Q(.\ a[ﬁ[(\—— ,) (x --a‘): (x—-ul)*']

i 3 [ Byx 4_(-" + B,a+ Nrn‘ A B,.x+C,, J“

=| x* + P+ ay (J\" +p.x +‘7;): (xz +p,6+q, ]-’
yoki

Plx) _1]&¢ LS Bux+Cy 2
Q.(X)_"[M:Z:(-x a,)’ ;z-x:;(x:-+p,x+q’)’} @)

Ta’rif.
B+ C
(.;ja)' b &+ prq)”
ko‘rinishdagi kasrlar sodda kasrlar deyiladi.
P,(x)
0. (x)
uchun ushbu tenglikni yoza olamiz:

AL & :
oo™ [ PN s O N ey L
£.(x)
0.(x)

topish uchun noma’lum koeffitsientlar usulidan foydalanamiz. (2)-
tenglikning o‘ng ta'rafidagi kasrlarni umumiy maxrajga keltirsak, bu
maxraj o, (x) ga teng bo'lib, uning suratida 4,. B, va C,

P’ —4g¢0

Demak, qisqarmaydigan to‘g'ri kasrning anigmas integrali

uchun (2)-tenglikdagi 4,. B, va C, laming qiymatlarini

koeffitsientlar qatnashgan, darajasi Q, (x) ning darajasidan oshmaydigan
E(.t‘) polinomni hosil gilamiz. Agar biz (2)-tenglikni ayniyat deb

qarasak tenglikning ikki tarafidagi maxrajlar bir xil, ya'ni 0, (x)
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bo‘lgani sababli, P, =PF(x) ayniyatni hosil gilamiz. Bu ayniyatda x
larning bir xil darajalari oldidagi koefTitsientlarni tenglashtirish
natijasida 4,, B, va C, noma’lum koeffitsientlar uchun chizigli
tenglamalar sistemasini hosi} gilamiz. Bu sistemani yechib., (2)-
tenglikdagi 4,. B, va €, laring qiymatlarini topamiz.
Masalan, ~ % ***3  kasmi sodda kasrlarga yoying.
(x—1) (_'1" + I)
Yechish: Noma'lum koeffitsientlar usuliga ko‘ra,  quyidagi
aynivatni yoza olamiz:
3x' +x+3 A, A, A, Bx+C
(x- l)i(r?' :-l) " -1 (x-1f 1 (x-1) T
Bu tenglikning o*ng tarafini umumiy maxrajga keltirib, so‘ngra
maxrajini tashlab yuborish natijasida, quyidagi ayniyatni hosil qilamiz:
3 4 x4 3= A (e 1P + 1)+ 4 (e 1) +1)+ 40P +1)+ (Be+ C)x-1)'.
Demak,
3x 4 x4+3=(d, + B +(-24, + A, =3B+ O’ +(24, = A, + 4, +3B-3C)" +
+(-24 - B+3CK+(4, - 4, + 4, -C)
Bu ayniyatdagi x larming bir xil darajalari oldidagi koeffitsientlarni
tenglashtirib, quyidagi tenglamalar sistemasini hosil gilamiz:

A, + B =t}
— 24, + A —3B+C =0
24, — A, + A, +3B—-3C=3
— 24, + A4, - B+3C =1
A -4, + A, - =3

Bu sistemani Gauss usuli bilan yechamiz:



10D DD 100 10 u\! 1 D D 1 00
~210-310 lo 1 0-:1]0’ 01 0 -1 10
2-113-33|~|0 -1 1 1-33|~0'0 1 0-23 |~
—210-131ffo 1 o131 lo 0o o 2 21
1-1 1 0-13) (0 =1 1-t-1 3J 6 o0 1 -2 03
(1 0 0 1 00} (1 0 0 100
0 1 0-1 o) 0 1 0 -1 10
~l0 0 1 0-23]~lo 0 1 o0-2 3)~
000 221] o 0 0 1-10
0o 0-220) (0 0 0 0 41
A
fl o 00 0" ,‘
4 1 0 0 0o o-=
i 1 4
0 1 6-10- 1190 1 o 0 oo
oo o1 o0 7l-lo 0 1 0 o
2 2
o 0o 0 10 o0 o 1 o !
' 4 4
1 1
¢ 0 0 01 - 6 06 0 0 1
\ 4 )\ L4
" 1 ; 7 1 1 ;
Natijada rf,=-4. 4,=0, 4,=_, B=4. l"=4 ekanligini hosil
gilamiz, ya'ni
3% +x+3 i 7 1 x+1

GG 1) a1 21y T4 X1
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2. Fazoda analitik geometriya
Fazoda dekart koordinatalar sistemasi
Fazoning O nuqtasida kesishuvchi uchta Ox, Oy, Oz to'g'ri

chiziglar clamiz va bu to‘g‘ri chiziglaming har bir jufti orqali
tekisliklar o‘tkazamiz:

V
;/‘o :

Ox va Oy to'‘g‘ri chiziglar orqali o‘tuvchi tekislikni Oxy tekislik
deb, qolgan ikki tekislikni mos ravishda Oxz va Oyz deb belgilaymiz.
Ox, Oy, Oz to'g'ri chiziglar koordinata o ‘qlari (mos ravishda abssissa,
ordinata, applikata), ularning kesishish nugqtalari koordinata boshi, Oxy,
Oxz va Oyz tekisliklar koordinata tekislikiari deyiladi.

Bu usul bilan hosil gqilingan Oxyz sistema fazoda dekart
koordinatalar  sistemasi deyiladi. Odatda Ox, Oy, Oz koordinata
o‘qlarining  birlik vektorlarini mos ravishda @7,k lar orqali
belgilanadi. ;, 7, & birlik (ort, bazis) vektoriar deyiladi.




Fazoda dekart koordinatalar sistemasi va ixtiyoriy nugta Mix;;
yi; z1) berilgan bo'lsin. M nuqtani yasash uchun Ox o'qdagi x;
nuqtadan Oy o'qga, Oy o'qdagi y; nuqgtadan Oy o°qqa parallel to*g‘ri
chiziglar o*tkazib, ularning kesishish M(x;;v1) nuqgtasini aniglaymiz. Bu
nugtani koordinatalar boshi bilan tutashtiramiz. Oz o‘qdagi z: nuqtadan
shu hosil gilingan chizigga parallel to‘g'ri chizig va  tekislikdagi
M(x;; yr) nugtadan Oz o‘qqga parallel to‘g‘ri chiziq o‘tkazib, ularning
kesishish nuqtasini aniglaymiz. Bu nuqta izlanayotgan  M(x; vy ;z1)
nuqtani aniqlaydi:

= A

M {-‘-.J"yf -‘zf’ -
0/ x x
.‘l ———-——-_.

Vektorlar va vektorlar ustida amallar

Ta’rif. Yo'nalishga ega kesmaga vektor deb ataladi.

Agar vektorning boshi A4 nuqtada va oxiri B nuqtada bo‘lsa, u
AB yoki a kabi belgilanadi.

a vektoning uzunligi uning moduli deb ataladi va |a| kabi
belgilanadi.

Oxiri boshi bilan ustma-ust tushadigan vektor nof vektor deb ataladi
va 0 bilan belgilanadi.

Uzunligi birga teng vektorga birlik vektor deyiladi.

Bir to'g'ni chizigda yoki paralell to‘g'ri chiziglarda yotuvchi
vektorlar kolleniar vektorlar deyiladi.



Bir xil yo'nalgan va bir xil uzunlikdagi vektorlar teng vektorlar
deyiladi.

Bir tekislikda yoki paralell tekisliklarda yotuvchi vektorlar
komplanar vektorlar deyiladi.

a vektorning X soniga ko*paytmasi deb, « ga Kolleniar, (A > 0 dau
bilan yo'nalishdosh, A < 0 da esa yo‘nalishi garama-qarshi) hamda
moduli |]-|a/ga teng bo*lgan ha vektorga aytiladi.

Ikkita « va b vektorlarning yig'indisi deb a
uchburchak yoki parallelogramm goidasi
bo'yicha aniqglanadigan c¢=a+b vektorga
aytiladi.
a(x, y, z) vektor a=xi +yj+zk ko'rinishida ifodalanishi mumkin, bu
yerda i, j, & birlik vektorlar (ortlar): ¢ =/ =k =1.
a| vektorning uzunligi |a = x*+y*+z* formula bilan aniglanadi.
005 = —— = =, osf=— ‘— =,  COSY= —pe= - - vektorning
Xy Xy 2 VE S
yo ‘naltiruvchi kosinuslari deb ataladi. Bu yerda a, g, 7« vektorning
Ox, Oy, Oz o'glari bilan hosil qilgan burchaklari va
cos’ @+cos’ flrcos’y =1,
a(x,. y. z)va bx, y,, ) vektorlar berilgan bo‘lsin. U holda

a +f;(:rt +X B+ Vs B+ 25), ).a'().,rl. Ay, A7)
Vektorlarning skalyar ko‘paytmasi

Ta’rif. « va b vektorlarning skalvar ko 'paytmasi deb bu
vektorlarning uzunliklarini ular hosil qilgan burchak kosinusiga
ko*paytirishdan hosil bo'lgan songa aytiladi va (a.6) yoki ab
ko‘rinishida belgilanadi.



Demak,
(a.B)=a-b=[al]-cosp
a(x, y.z) va Bbix,».z) vektorlaming skalyar ko‘paytmasi
(a,b)=a-b=xx, +yy, +z,z, formula bilan aniglanadi.
Vektorning skalyar, kvadrati (¢, a)=a =[d =x*+)* +2* yoki a=Va' .
alx. ¥, z) Va Mx,. y, z.) vektorlar orasidagi burchak

e,y X, 4y + 2,7

cos @ , e
ahb

VETHE S R ARTE RS OO Y
formula yordamida hisoblanadi.
Agar a va b vektorlar skalyar ko‘paytmasi nolga teng bo‘lsa, u
holda ular ortogonal vektorlar deyiladi.
a-b=0 yoki x;xrt yiyo+ z:1z>-0 vektorlaring ortogonallik sharti.
Birlik ortogonal vektorlar ortonormal vekiorlar deyiladi.
alx, y.3) va b(x.y, z,) vektorlar kolleniar bo'lsa, ya'ni a=kb, u

holda - - %k vektorlarning kolleniarlik sharti.

o » oz

Ikki vektorning vektor ko‘paytmasi

Ta’rif. « vektorning b vektorlar vektor ko ‘paytmasi deb, c=axb
ko‘rinishda belgilanuvchi va quyidagi shartlarni qanoatlantiruvchi ¢
vektorga:

1. ¢ vektor a va b vektorlarning har biriga perpendikular;

2. ¢ vektor uchidan garalganda « vektordan b vektorga eng gisqa
burilishi soat mili yo‘nalishiga teskari yo'nalishda kuzatiladi (a, 5, ¢
vektorlarning bunday joylashuvini o'ng uchlik deyiladi);

w7



3. ¢ wvektorning moduli 2« va & vektorlarga qurilgan
parallelogrammning S yuzasini ifodalovchi  songa teng, ya'ni
|‘3|=.s‘=|<i{|f;lsinw (¢—a va b vektorlar orasidagi burchak).

¢ h

CRR

Vektor ko*paytmasining asosiy xossalari:

1. axb=—bxa;

2. (4a)xb=ax(4b)=a(axb):

3. ax(b+c)=axbtaxc;

4. Agar a-0, yoki A=0, yoki a"h bo‘lsa, u holda axi=0. Xususan
axb=0.

Koordinata o°qglari ortlarining vektor ko*paytmasi:

; ixi=0, jxj=0kxk=0;
VAR L inF=Fk, jubwibximi

0]

a=aji+a j+ak, i 7ok

f;=b,;+f)‘_,}ib_.k_

Agar bo'lsa, uholda axb=la, o o

b, b

= ¥ e

Agar a va b vektorlar kolleniar bo*lsa, u holda ‘; B 8 :

a vektorning & vektorlar vektor ko ‘paytmasining moduli  bu
vektorlarda qurilgan parallelogrammning yuzasini ifodalaydi: S=|a x5!

a ¥
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« vektorning » vektorlarda qurilgan uchburchakning yuzasini esa

S=;}h!§5 formula yordamida hisoblanadi.

Uch vektorning aralash ko‘paytmasi

Ta’rif.c .5 va ¢ vektorlarning (abc) aralash ko paytmasi deb, (axb)
vektor ko‘paytmaning ¢ vektorga skalyar ko*paytmasiga aytiladi.
Aralash ko*paytmaning xossalari:
1. (axB) e=a(Bxc).
2. abe=bca=cab.
3.&55--br;.abcf-csé,ahc_-drb
4. Agar vektorlardan aqalli bittasi nol vektor yoki a, 4, ¢ vektorlar
komplanar bo‘lsa, u holda asc=0 bo*ladi.

a=a,i+a, j+ak

|
a, a, a|
Agar b=bi+bjtak  po'lsa,uholda  (aBi)=|p, b, b
c=cl+e, j+c,k ¢ G r|
la, a, a,
Agar a, b, ¢ vektorlar komplanar bo‘lsa, uholda #», 5, 5 /-0.
(4 [

¥ ¥

(axh)

Aralash ko*paytma ko*paytiriluvchi vektorlarda qurilgan parallelepiped
hajmiga ishora anigligida teng, ya'ni V' = + (abc). a,b va ¢ vektorlarda

qurilgan tetraedr hajmi esa V=« 1/p ‘.&h’é).
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Masalan 1. a) a=i+3; va b=3j-4k vektorlarga qurilgan
parallelogramm yuzasini hisoblang.

Yechish: s va b vektorlarga qurilgan parallelogrammning S yuzasi
shu vektorlaming vektor ko*paytmasi moduliga teng: S=laxb|. Vektor

J k&
30
0 -4

i
ko‘paytmani topamiz: axé=|1 =—12i +4j-9%.
3
Demak, $=(-12) +4* +(-9)* = 144 +16+81 = V241 kv birlik.
Masalan 2. Uchlani 4(1, 2, 0); B(-1, 2, 1); C(0; -3; 2) vadX1, 0, 1)
nugtalarda bo‘lgan piramidaning hajmini hisoblang,
Yechish: Piramidaning A uchidan chiqqgan qirralariga mos keluvchi
vektorlarni topamiz: A8={-2;0;1},AC={-1 -5 2}, 4D={0;-21}.
Piramidaning hajmi shu vektorlarga qurilgan parallelepiped

-2 0 .
-1 -5 =_-4=
6
-2 1

Fazoda tekislik tenglamalari va ularga doir asosiy masalalar

W

hajmining % gismiga teng bo“lganligi sababli » :ié

kub birlik.

Fazodagi M(x,,y,,2,) nuqtadan o‘tuvchi, ={4.8.C) vektorga
perpendikular bo‘lgan tekislik tenglamasini tuzamiz. Odatda »{4,8,C)
vektorga tekislikning normal vektori deyiladi. Buning uchun shu
tekislikda yotuvchi ixtiyoriy B(x,y,z) nuqtani olsak, M8 ea n vektorlar
perpendikular bo‘ladi, ya'ni M&-n=0 bo‘ladi. Demak, quyidagilar o‘rinli
- bo‘lar ekan:

MB.n= dx—x,)+B(y—y,)+Clz-z,} =0

Agar gavslarni ochib, ifodani ixchamlasak quyidagi tenglama hosil
bo*ladi:

Ax+ By +Cz+ D=0 (1)



Bu yerda, D~ (Ax, + By, +Cz,). n(AB8,C) vektor tekislikning normal

vektori deyiladi.

(1)-tenglama tekislikning um'w}u)' ko 'rinishdagi  tenglamasi
deyiladi. Endi (1)-tenglamaning ayrim maxsus ko rinishlarini keltiramiz:
1. Agar D=0 bo‘lsa, u holda Ax+ By+ z=0 tekislik koordinata boshidan

o‘tadi.
2. Agar 4-0 bo'lsa, By+z+ D=0 tekishik OX o°'qqa parallel bo‘ladi.
3. Agar 4=0,D-0 bo‘lsa, Bv+ ¢z =0 tekislik OX o*gdan o*tadi.
4. Agar 4-0, B=0 bo'lsa, cx+D-0 tekislik OXY tekislikka parallel
bo*ladi.
5.Agar 4-0, B=0, D=0 bo'lsa, cz=0 (yoki z-0) tekislik OXY tekislik
_ bilan ustma-ust tushadi.

(I)-tenglamada »p=0 bo'lganda tekislikning kesmalardagi

tenglamasini keltirib chigarish mumkin:

- X ¥y z
[ Ry z=-~D= +——+ =
Ax+ By + ( D= b D ) 1

4 B C

yoki 2.4 -P_p P _.deb belgilashni kiritsak
A B C

tekislikning kesmalardagi tenglamasi hosil bo*ladi.
Bir to'g'ri chizigda yotmaydigan uchta Mix,y,z1), Mxayaz2),
M(xs,v3,2:) nugta orgali o‘tuvchi tekislik tenglamasi:

X=X y=y z-i

+— =1

y
b ¢

+

X
a@

=4 V=¥ 4 "zil =0
| x, =& Ya=V &—5]
Ushbu
Ax+By+Cz+D =0
Ax+B,y+C,z+ D, =0
tekisliklar berilgan bo‘lsin.
Ikki tekislik orasidagi burchak deb tekisliklar hosil gilgan ikki
yogli burchakka aytiladi.
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A, va i, vektorlar orasidagi ¢ burchak bu tekisliklar hosil gilgan ikki
voqli burchaklardan biridir. Shuning uchun ¢ burchak quyidagi
tenglikdan topiladi:

n; =M,
CosSP = ——=

Rl JE B G A8 L0

A4 BBACG (g

Tekisliklaming parallellik va perpendikularlik shartlari  ularni
aniglaydigan n,(4,.8,.C,) va n(4,.B,,C,) vektorlarning parallellik va
perpendikularlik shartlari bilan bir xil bo‘ladi, shuning uchun ular
quyidagicha bo‘ladi:
4 _B _G
4, B, G,
A - A, +B,-B, +C,-C, =0 tekisliklaming perpendikularlik sharti.

tekisliklarning parallellik sharti,

M (xu.,t’u, 2(,) nuqtadan Ax+ By+Cz+ D=0 tekislikkacha bo‘lgan
masofa hisoblash formulasini  keltirib  chigaramiz. M{(x,.¥,.2,)

nugtadan tekislikka tushirilgan perpendikulamning asosini Mfx.y..z1)
bilan belgilaymiz. Izlanayotgan masofani d bilan belgilaymiz.

A M[xo-."'u +Zy )
ﬁ'f{.l’,r._l‘;..".‘;},

n(4,B.C) tekislikning normal vektori va MM vektor o‘zaro
kolleniar vektorlardir.
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Bu vektorlarning skalyar ko*paytmasi

T i ii-MM
MM cosgp=d-n bo'lib, undan d="-—- — munosabatni

| il

MM = -

hosil gilamiz.

n .I_"ft_lﬁ- =A(xy —x,)+ By, — )+ C(z, — 2)) = Axy + By + Czy — (Ax, + By, +(z))
Mi(x1,ynzi) nuqta  berilgan  tekislikda  yotgani  uchun
Ax;+By+Czi+D=0  bo‘ladi, bundan esa Ax;+By;+Cz;=-D kelib
chigadi. Demak,

i-MM = Ax,+ By, +Czy+ D va ii=VA'+B +C ekanligidan quyidagi
formulani hosil gilamiz:

Axy + By, +Czy + D

VA B+

Bu formula M(x,,v,.z,) nuqgtadan Ax+ By +Cz+ D=0 tekislikkacha
bo*lgan masofani hisoblash formulasidir.

Masalan. My(2; -3; 1) nuqta orqali o‘tuvchi va x—4y+5z+1=(0
tekislikka parallel tekislik tenglamasini tuzing.

Yechish: Ma’lumki M,.,(.ru: Yas :.'n) nuqtadan o‘tib, ax+by+c+d =0
tekislikka parallel tekislik tenglamasi a(x—x,)+b(y v )+clz—2,)=0
shaklda bo‘ladi. Bizning masala uchun bu tenglama quyidagi ko‘rinishni
oladi: (x-2)-4(y+3)+5(z—1)=0 yoki x-4y+5z-19=0.

d=

Fazoda to‘g‘ri chiziq tenglamalari va
ularga doir asosiy masalalar

Umumiy holda ikki n-tekislikning kesishish nugtalari to*plamini
fazodagi to‘g'ri chiziq sifatida talgin gilish mumkin.
Ax+By+Cz+D, =0
Ax+By+Cyz+ D, =0
bo'lmasa, ular to‘g'ri chiziq bo‘yicha kesishadi, bu to'g'ri chizig
tenglamasi quyidagi tenglamalar sistemasi orqali topiladi:
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{A|x+Bly+C,z+D, =0
Ayx+8,y+C,z+ D, =0

Bu sistema to‘g‘ri chizigning umumiy tenglamasi deyiladi.

Agar tenglamadan x va y ni z orqali topsak, u holda to‘g'r
chizigning procksiyalardagi tenglamasini hosil gilamiz: {;:':::: .

Endi M(x,,y,.2,) nugtadan o‘tib, p{m,n %) vektorga parallel
bo‘lgan to‘g'ri chiziq tenglamasini topaylik. Agar B(x,y,z) nuqta
qidirilayotgan to‘g‘ri chizigda yotsa, u holda ﬁ“fE'-(x—x‘,, Y= Yor2—2,)
vektor p vektorga parallel bo‘lishi kerak, ya’ni quyidagi tenglama hosil
bo‘ladi:

X=Xy Y= ¥ Z— 2y

m n k
Bu tenglama fazodagi to‘g'ri chizigning kanonik ko‘rinishdagi
-2z,

tenglamasi deb ataladi. Agar bu tenglamada =1 deb olsak, to‘g'ri

k
x=mi+ X,

chizigning quyidagi parametrik tenglamasini hosil qilamiz: » ="+ Yo»
z=ki+z,.
Berilgan ikki M(x,».,z) va K(x,.y,.z,) nugtadan o‘tuvchi
to‘gri chiziq tenglamasini topaylik. Bu to‘g'ri chiziq M(x.y,.z)
nuqtadan o‘tganligi uchun

J'—_It=)’_."’| =Z_z1

m n k
Endi bu to‘g‘ti chiziqning K(x,,»,,z,) nuqtadan ham o‘tishini
e’tiborga olsak,

X X - Yr=W _ & —1,

m " k

Natijada quyidagi tenglamani hosil qilamiz:
-h _yoy _z-z

X=X Y2 ¥ 7%
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Bu tenglama berilgan ikki M(x,.v,.z,) va K(x,,y,.z,) nugtalardan
o‘tuvchi to'g‘ri chiziq tenglamasidir, Fkkita to'g'ri chiziq orasidagi
burchak deb bu to'g'ni chiziglaming  yo'naltiruvchi vektorlari
orasidagi burchakka aytiladi.

Ikkita to*g‘ri chizigning yo‘naltiruvchi vektorlari S,(m,. n,, p,) va
S,(m,, n,, p.) berilgan bo'lsin. U holda ikkita to‘g‘ri chiziq orasidagi
burchak quyidagi munosabatdan topiladi:

cos@ =1 My T, T Py
N+ my g+ pl

s T
m. y P

Fazoda ikkita to*g‘ri chizigning parallellik sharti:

Fazoda ikkita to*g'ri chizigning perpendikularlik sharti: mm: + ninz

+ pip2- 0.
Masalan. Mi(2:-1; —1) va Mx(3; 3; —1) nuqtalar orgali o‘tuvchi
to*g'ri chiziq tenglamasini tuzing.
Yechish: =% - Y=h _ 7% yoki
X=X Yi~¥ E—h
x-2 y+l _z+l _ x-2 y+l1 z+l
3-2 3+ =141 1 4 0

Fazoda tekislik va to‘g‘ri chiziqlarga doir asosiy masalalar

L '-t;a = o N :;"‘ to'g'ri chizig vaa: Ax+ By +Cz+ D=0 tekislik
n
orasidagi ¢ burchakni topaylik.
(A, B,C) {
—_—

P

"

o

é, = - l-\f—"::”/
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g

o burchak p{m,n.k) va fi(4.B,C) vektorlar orasidagi burchakka teng

Fa

bo‘ladi, u holda ms(g - w] =sing bo*lgani uchun,

. \Am + Bn + Ck|
sinp=——— . )
NA + B+ C Nm* +n” + K
Berilgan to*g'ri chiziq va tekislikning parallel bo*lishi uchun p va
n vektorlar perpendikular bo*lishi kerak, ya™ni Am+ Bn+Ck =0.
Berilgan 10°g'ri chiziq va tekislikning perpendikular bo*lishi uchun
p va n vektorlar parallel bo*lishi kerak, ya'ni : = f = i ,
To*g'ri chiziq bilan tekislikning kesishgan nuqtasini topish uchun,
to'g'ri chizigning parametrik tenglamasi va tekislikning umumiy
tenglamasi orqali hosil bo*lgan sistemani yechish lozim, va'ni

x=mt+a
y=nt+bh
z=kt+c¢

Ax+By+Cz+ D=0

tenglamalar sistemasini yechish kerak.
Masalan 1. Mo(2;-2;1) nugtadan va )::l=],_'__r52:;_-;_3 to'g'ri
chizigdan o‘tuvchi tekislik tenglamasini tuzing.

Yechish: M(x; y; z) izlanayotgan tekislikda yotuvchi nuqta
bo'lsin. Mi(1; 2; -3) to*g'ri chizigdagi nuqta. U holda };(2; -3; 2)

berilgan to'g'ri chizigning  yo‘naltiruvchi vektori,
MM (x-Ly-2z+3) va MM,(1; —4; 4) vektorlar komplanar va
1o-4 4
(MM, 7 M;M)-0 bo'ladi. Demak 2 ~3 2 |=0.
be—=1y-~2 :+3J_

Bundan 4x+6y+5z-1=0 izlanayotgan tekislik tenglamasi hosil
bo*ladi.
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3x—y-1=0

Masalan 2. {3x+ P

to'g'ri chizig bilan 2x+y+z-4=0

tekislik orasidagi burchak topilsin.
Yechish: To'g'ri chiziq tenglamasini  kanonik  ko‘rinishga

x=0 y+1 z-1 i .. . .
| =73 T 3-Bu tog'ri chizigning yonaltiruvchi

2

keltiramiz:

— 3
vektori 7 (1:3:— 2 ).

2v+y+z-4=0 tekislikning normal vektori esa 7(2:L:1). Demak, to'g'ri
chizigning berilgan tekislik bilan hosil gilgan burchagi

; ( 3 7
1-243:14| - J-l
|\ 2) i 1 1

Sine=" _Jé ; = J_é @ = arc‘.s'inﬁ.

V22 4P 4P |'12+3-‘+(—3]
\ 2
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3. Chizigli fazo
Chizigli fazo tushunchasi

Chiziqli fazo tushunchasi matematikadagi asosiy tushunchalardan
biri bo‘lib, igtisodda ham muhim ahamiyatga ega.

Ta’rif. Agar bo'sh bo‘lmagan I to‘plamning istalgan xv.z
elementlari va 4 son uchun qo‘shish x+yer, songa ko‘paytirish ixel
aniglangan bo‘lib, bu amallar uchun quyidagi xossalar o*rinli bo‘lsa:

1. x+y=yp+x (qo'shish amalining kommutativiigi),

2. x+(v+z)=(x+y)+z (qo‘shishning assostiativligi);

3. L da shunday 0 (nol) element mavjudki, istalgan x<i uchun x+0=x;
4. Har bir x<Z uchun, L da shunday x elementi mavjudki, uning uchun
x+(-x}=0;

5.« va § sonlar va xeZ uchun o{gr)=(ef)x;

6. Irx=x;

7. (a+ fle= o+ pr;

8. alx+v)=ax+ay

u holda u chiziqli yoki vektor fazo deyiladi,

Yugqoridagi ta’rifda songa ko‘paytirish amali deganda ikki holami
farglash kerak. Agar ta’rifidagi sonlar haqiqly sonlar to‘plami R =(-w+w}
dan olingan deb qaralsa, bunday chizigli fazo hagqigiy chiziqhi fazo
deyiladi, agarda bu sonlar kompleks sonlar to‘plami C dan olingan deb
qaralsa, bunday chiziqli fazo kompleks chizigli fazo deyiladi.

Ta’rif. Agar shunday A,A4,...4, sonlar topilib, ular uchun
x=Ag +Aa,+ . +4a, tenglik o‘rinli bo‘lsa, u holda chiziqli fazo elementi
x wvektor a,m,...q, vektorlarning chiziqi kombinatsiyasidan iborat
deyiladi.

Ta’rif. Apgar hammasi ham nolga teng bo‘lmagan shunday
A, 4, soniar topilib, ular uchun
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Aa+Aa,+...+A4a, =0 (1)
tenglik o‘rinli bo’lsa, u holda @ 8y, ..., 4, vektorlar sistemasi chizigli
bog'liq vektorlar sistemasi deyiladi, aks holda, ya'ni (1)-tenglik o*rinli
ekanligidan A4 =4, =...=4,=0 bo'lsa, ular chizigli-erkli vektorlar
sistemasi deyiladi.

Agar @, @, ..., 4, vektorlar orasida nol vektor bolsa, u holda ular
chizigli bog‘liq bo'ladi. Agar a,.a,....,a, vektorlardan bir nechtasi
chizigli bog'liq bo'lsa, u holda ulaming o‘zi ham chizigli bog'liq
bo‘ladi.

Ta’rif. Agar L chiziqli fazoda n tasi chiziqli-erkli va istalgan n+/
tasi bog'liq bo‘lgan vektorlar mavjud bo‘lsa, ya’ni chizigli-erkli
vektorlarning maksimal soni n ga teng bo*lsa, u holda L fazo n o ‘lchovii
chizigli fazo deyiladi.

Ta’'rif. n o'Ichovli chizigli fazodagi istalgan n ta chizigli-erkli
vektorlar sistemasi chizigli fazoning bazisi deyiladi.

Teorema. Chizigli fazoning har bir elementini yagona usul bilan
bazisning chiziqli kombinatsiyasi ko*rinishida ifoda gilish mumkin.

Isbot. £, ?,,....0, wvektorlar L dagi bazis bo‘lsin, agar
xeL (x#0) bo'lsa, u holda x, £;,£,,-,¢, vektorlar chizigli bog‘liq
bo‘ladi. ya’'ni hammasi ham nol bo‘lmagan shunday 4, 4,,....4, sonlar
mavjudki, bunda Ax+A4 ¢ +--+4 ¢ =0 tenglik o‘rinli bo‘ladi. Bu
yerda, 4, #0 bo‘lishi kerak, aks holda A4/, +4f,+...4f =0 bo'lib,
by =A=A=-=A4 =0 eckanligi kelib chiqadi. Demak, 4 =0 bo‘lishi
kerak, u holda

by * 4,
PR PR 7. 7 2
AR o
tenglik hosil gilamiz, ya'ni x vektor £, f,....., larning chizigli
kombinatsiyasidan iborat ckan. Endi x ni (2)-tenglik orqali yagona



usulda ifodalash mumkinligini ko‘rsatamiz. Faraz gilaylik, x€ L, x#0
uchun ushbu

x=a {,+a,l,++a,fl,

x=B b+ Bl ++ BE,
tengliklar o'rinli bo‘lsin, bu tengliklar ayvirmasini olsak, u holda
(- BY, o, - Y, ++la,~BY.=0 tenglikni hosil gilamiz.
£, £,.....0, lar chizigli-erkli bo‘lgani uchun

a-p=0a-4=0a-5=0,

ya'ni & = . a, = B+, = f, kelib chigadi. Demak, x vektor (2}-tenglik
orgali yagona ko‘rinishda ifodalanar ekan. Teorema isbot bo*ldi.

Teorema. Agar L dagi y, /,.....Y, vektorlar chizigli-erkli bo‘lib,
istalgan x vektor ularming chizigli kombinatsiyasidan iborat bo‘lsa. u
holda bu vektorlar /. da bazisni tashkil etadi.

Isbot. x € L bo'lsin, u holda teorema shartiga ko‘ra A.4,.-.4,
sonlar mavjudki, ular uchun x=A47 +4f, +-+ 4/ bo'ladi. Bundan
esa lx=Al, —Af,—=4f =0 tenglik kelib chiqadi, ya’ni
x, £, 4, ¢, vektorlar chizigli bog'liq ekan, u holda ta'rifgca ko'ra
£, 1,.--.f vektorlar bazisni tashkil etadi. Teorema isbot bo‘ldi.

£, f,+f, vektorlar bazis bo‘lib, x vektor ulaming chizigli
kombinatsiyasidan iborat bo‘lsin, va'ni x=x/{,+x{,+--+x{  u
holda X, X,,---,X, sonlar x vektorning f,.f,.--f, bazis bo‘yicha
koordinatalari deb yuritiladi. n o'lchovii L chiziqli fazoda ikKita
bio by, va £, 0, f, bazislar berilgan bo‘lsin, u holda ¢}, 3, (,
lar uchun

£=a,l,+a,6,+-+a,l

Im " m
6=ay b +aynl,++a,l
C=a,l,+a,{,++a,l

nl
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tengliklarni hosil gilamiz, bu yerda
a4, “'l:"‘f"l
ay, “::""“e-

matritsa £, £,/ bazisdan £, €5.-~.0, bazisga o‘tish matritsasi
deyiladi. Shuni ta'kidlaymizki, A matritsa xos bo‘lmagan matritsa
bo‘ladi, shuning uchun unga teskari 4' matritsa mavjud bo‘lib, bu
matritsa £}, {5,/ bazisdan f,,f,,---,{, bazisga o‘tish matritsasi
bo*ladi.

Endi berilgan vektorning turli bazislardagi koordinatalari orasidagi
bog"lanishni garaymiz, x € L vektor uchun

X=xl+xb+. .. +xl =5 L+x50+...+x.C,

bo‘lsin, u holda

Xy X
x; . x5
X=1."4 Xo=("
¥

"" X

deb belgilasak, quyidagi tengliklarni hosil gilamiz:
X=AX" aw X ={4')X.
Bu yerda, A’ - A matritsaning transponirfangan matritsasidir.

n o'lchovli-chizigli fazoga misol keltiramiz. Elementlari
tartiblangan » ta haqiqiy sonlar majmuasidan iberat bo*lgan

R = {x:xs(.t,, Xz )y X, e(-— w4, i=hLn ]

to'plamda  x=(x,x,,-.x)eR" va y=(¥.%....»)eR" lar uchun
qo*shish:
x+y={x+y,x,+y....x,+y) va A songa ko'paytirish amalini:

Ax=(Ax, Ax,,....Ax, ) kiritsak, bu amallar chizigli fazo ta’rifidagi 1-8-
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xossalarni qanoatlantiradi. Demak, R" kiritilgan amallarga nisbatan
chiziqli fazoni tashkil etar ekan. Bundan tashqari

£, =@, 0,---,0)

£, =(0, 1,---,0)

birlik vektorlar sistemasi R"™ da bazisni tashkil etadi, chunki
Vx=(x, X, x,)eR" vektorni x=x/f +xf,+-+xf, Kko'rinishda
ifodalash mumkin.
Masalan 1. Quyida berilgan uchta vektorlar bazis hosil qilishini
tekshiring:
a={03,1}b={1,-2,0}, c={1,01}

0-4~24=0 At Ay =0
Yechish: a—ib—i,c=0=43+24 -0-4, =0=1-24 =3
1-0-4,-4,=0 4 =1

Bundan ko‘rinadiki sistemaning yechimi yo'q. Demak a,b,c vektorlar
chizigli-erkli.

Masalan 2. Agar 42 — 41 va A3 — A1 vektorlar proporsional
bo‘lmasa, u holda Ay, 42, A3 vektorlar chizigli bog'liq emasligini
ko'rsating.

Yechish: Ai(ai, b1, ¢c1) Ax(az, b2, €2) Azx(as, b3, ¢3) bo*lsin.

Ar-Ar=(a2-ai, b2 - bi; c2—c1), As—Arv=(az—ay; by—bi; c3—~a1).
A2 — A4y va A3 — A vektorlar proporsional emasligidan

(a,—a, #A(a,~a,)) [(A-Da,—Aa,+a,#0
by—b, # A(b, ~b) = {(A-1)b, —ib, + b, 20
o, —c #Ale,=¢,) (A=De, = Ac, +¢, 20
Aty + Aa, # Jya,
Demak |4b +4b; # 4b,
Ac, + A0, # Ay
bo'lib, 41, A2, A3 vektorlarning chizigli bog'liq emasligi kelib chigadi.
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Evklid fazolari

Ta’'rif. Agar L chizigli fazo berilgan bo‘lib, Vx,y €L elementlar
uchun shunday (x;y) son mos go‘yilgan bolsa va u quyidagi xossalarni
ganoatlantirsa:
1. (x.y)=(» eye L)
2. (xy+2)=(x»)+(x.2)(x,y.z€ L).
3. {ax,y) —alx.yh(@eRr, x,yeL).
4. (x,x)20 va fagat x=0{xe L) bo‘lganda (x:x)=0.

U holda bu chiziqli fazoda skalyar ko*paytma aniqlangan deyiladi.

Skalyar ko‘paytma kiritilgan chiziqli fazo Evklid fazosi deyiladi.

Skalyar ko‘paytma yordamida vektorning normasi (uzunligi)
tushunchasini kiritish mumkin. x vektorning uzunligi (normasi) ['I[ deb,
quyidagicha aniglangan songa aytiladi:

= \."(x,.t)

Norma quyidagi xossalarga ega bo*ladi.
L ‘l-l‘i =0 faqat va fagat shu holdaki, agar x =0, bo'lsa.
2. Istalgan 2 son uchun Ax =|A-x.
3. fx,y) <lx-n Koshi-Bunyakovskiy tengsizligi.
4. x+ v = x+y uchburchak tengsizligi.

Ikkita x va y vektorlar orasidagi burchak ¢ quyidagi tenglik bilan

aniqlanadi:
V)

cosd = (I —

i[i"

bu yerda 0< 9 <z deb garaladi.

Normamng 1- va 2-xossalari to*g'ridan to*g'ri skalyar ko'paytma
ta'rifidan kelib chiqadi. 3- va 4-xossalarini isbot gilaylik. Skalyar
ko*paytmaning ta'rifiga va 1-, 2-xossalariga ko'ra quyidagilarni hosil
qilamiz:

0<(x+ay, x+av)=(x, .1')+ 2a(x, y) +a’ (v, y)
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(x,»)

Bu yerda, @ = s deb olsak, quyidagi hosil bo*ladi.
3y
0< ['x.,t)—ll“'""vr + {_x._'.-’s‘_-(%'.y] =|x - (lv] =) = I - y1 =
.y ) '

= |(x,y) < |af Ly
Demak, Koshi-Bunyakovskiy tengsizligi isbot bo‘ladi. Endi 4-
xossa Koshi-Bunyakovskiy tengsizligidan kelib chigadi:
o = (e yx y)=(n2)+ 20 0)+ () < " +2- [+ 17 = (o + i) =
=lr+p < a+y

Agar x va y vektorlar ortogonal vektorlar orasidagi burchak ; ga

teng bo‘lsa, ya'ni (x.»)=0 bo‘lsa, u holda ular ortogonal vektoriar
deyiladi.

Agarda n o‘lchovli evklid fazosidagi £, ¢,.---.f, vektorlar uchun
(€1, £)=0, i# bo'lib, If,|=1, i=12,....n, bo'lsa, u holda ular bu

fazoning ortonormal bazisi deyiladi.

Teorema. Har ganday n o‘lchovli /. Evklid fazosida ortonormal
bazis mavjuddir.

Isbot. f.f.,-+,f, vektorlar L. Evklid fazosidagi bazis bo‘lsin, shu
bazis asosida biz ortonormal bazisni hosil gilamiz. 1-gadamda /; = rf'*l
(EAY
deb olamiz, tabiiy |7,/ =1 bo‘ladi.
2-qadamda f; =4, +/f, vektor uchun 4 ni shunday tanlaymizki,

(f;.f,)=0 bo*lsin, ya'ni o=(r7.6,)=2,(f.0,)+ (f.t,)= 4 +(f,.f,) demak,
“ . 1

4 =—{f..t,) deb olsak (£.6,)=0 bo'lar ekan, endi ;= 1w deb ofsak,

[€,1=1 va (£,,£,)=0 bo‘ladi.

k<n uchun £,,¢,,--.¢, ortonormal vektorlar hosil gilingan bolsin,

k+1 qadamda 7, =4, +A .0, +sAif, +f,, vektor uchun
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Ay Ay A, sonlami shunday tanlaymizki (f.,f,f.,)=0. i=1Lk tengliklar
o‘rinli bo'lsin, buning uchun A4 =+~(f,...f,), i=L2....k deb olish

-

e
yetarlidir. Agar biz ‘. ﬁ;‘“ deb olsak, - £,.£,., ortonormal
I}

sistemani tashkil giladi. Natijada n ta qadamdan so‘ng 7,./,.---.f,
ortonormal sistema hosil bo‘ladi. Istalgan ortonormal sistema chizigli-
erkli bo‘ladi, chunki agar A f +A/, +-+Af ++Af =0 bo'lsa, u
holda istalgan i =1.2,....n uchun
(Al + AL, 4ot AL 4t AL L) =A(6,6)=4=0

ekanligi kelib chigadi. Demak, £, #,,--.f, chizigli-erkli ekan, L fazo »
o‘lchovh bo‘lgani uchun 7,.7,,---,f, ortonormal bazis ekanligi kelib
chigadi.

Evklid fazosiga misol tariqasida chizigli n o‘lchovli fazo R" ni
keltirish mumkin. R" da  x=(.x.-x) va v=0.00,)
vektorlarning skalyar ko*paytmasi deb quydagini olamiz:

(x.¥) Zx Y

Kiritilgan skalyar ko‘paytma ta'rifdagi barcha xossalarni
qanoatlantiradi. R" da Kkiritilgan skalyar ko‘paytmaga mos ravishda
x=(x.x,,x,)eR" vektorning normasi quyidagicha aniqlanadi:

Evklid fazoda £,=(10...00 ¢,=(01...0% ¢, =(00....1) vektorlar
ortonormal bazisni tashkil etadi.

Chiziqli operatorlar
Ta’rif. Agar L, chizigli fazoning har bir elementi xcz uchun

biron qoida, qonunga asosan L, chizigli fazoning aniq clementi mos
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qo‘yilgan bo'lsa, L, ni L, ga akslantiruvchi operator berilgan deyiladi.
Bu operatorni 4 deb belgilab, akslantirishni 4:z — 2, shaklda ifoda
etiladi, bu akslantirishda x ning v ga mos kelishi ax = y kabi yoziladi.

Ta’rif. Agar istalgan xe L, veZ, va i son uchun

A(x + y) = Ax+ Ay

AA x)=24x
tenglik o‘rinli bo‘lsa, u holda 4:7, >, operator chizigli operator
deyiladi.

A:L >L, va B:L,—L, chizigli operatorlar bo‘lsa, 4 va &
operatorlarning  ko*paytmasi  (yoki kompozitsiyasi) deb ushbu
(4B)(x)= 4(Bx) ko'rinishda aniglangan operatorga aytiladi. Bu yerda,
AB:L — 1, va C = 4B chizigli operatordir.

Agar 4:L>L va B:L —»L chizigli operatorlar bo‘lsa, bunday
operatorlar uchun 4+ 8, i-4 va 4-8 chizigli operatorlarni aniglashimiz
mumkin bo'ladi. £ chizigli fazoning o*zini-o‘ziga akslantiruvchi barcha
chizigli operatorlar to‘plamini 3(L) deb belgilaymiz, operatorlarni
qo‘shish va songa ko‘paytirishga nisbatan 3(1) to*plam chizigli fazoni
tashkil etadi.

Ta’rif. Agar 4« 3(2) operator uchun shunday 2 son mavjud bo‘lib,

Ax=2Ax, x+20
tenglik o‘rinli bo‘lsa, u holda x vektor 4 operatorning xos vektori
deyiladi.

A:R" - R" chizigli operator bo‘lsin. Biz 4 operatorning matritsa
ko‘rinishini hosil qilamiz. Buning uchun & da ¢,.7,.....f, va R" da esa
£,,05,....0, bazislarni olaylik. xeR", 4x=yeR", 47, ¢ R~ uchun ushbu
tengliklarni yoza olamiz:

x=xf,+x,0, +-4x 1
Ax=y=y i+, 0 +-+y L,
Al =a, b +a, t, +++a l,, j=12,..n
Bu yerdan quyidagilarni hosil gilamiz:
10



Ax = i:.r,A{, = z.:x,iuu{: = i:{'i“n'a iif,'
yel =1 ] g WY e 7
A=y=Y v
Demak, ¥, =Y a,x,, i=12,...m tengliklar hosil bo‘ladi. Agar biz ushbu

matritsalarni kiritsak,

rk-‘. J '\_.V-J 9. "-z""’—;\
u holda yugqoridagi tengliklarni quyidagicha yozishimiz mumkin:
AX =Y
Bu yerda, 4 matritsa qaralayotgan 4 operatorning berilgan bazislardagi
matritsasi deyiladi. 4e3(g*) bo'lsin, u holda bunday operatorga mos
keladigan matritsa kvadratik matritsa bo‘ladi.
dyy, dys-aady,

A3y Qazedyy,
A=

a. g ooy
x=(x,.05,..,x,)e B vekior 4 chizigli operatorning 4 Xos soniga mos
keluvchi xos vektor, ya'ni Ax = Ax bo‘lsin.
f(_‘(1
| .
Agar X .—|f" ’veklor matritsa bo‘lsa, u holda ushbu tenglik hosil

i
1._ X, /

bo‘ladi A4X = AX.

Bu yerdan E birlik matritsa uchun. quyidagi (4 - 2£)X - o tenglikni
yoza olamiz. Bu bir jinsli tenglamalar sistemasi har doim x=0 yechimga
ega. U noldan fargli yechimga ega bo’lishi uchun, ya'ni xos vektorning
mavjud bo*lishi uchun |4 - 2£ - 0 bolishi, ya'ni



ekanligi zarur va yetarlidir. Bu determinant A ga nisbatan n-tartibli
ko‘phaddan iborat bo‘ladi, uni 4 operatorning yoki 4 matritsaning
xarakteristik ko ‘phadi, (1)-tenglama A operatoming (matritsaning)
xarakteristik tenglamasi deyiladi. Shuni ta’kidlash lozimki, xarakteristik
ko‘phad qaralayotgan bazisga bog‘liqg bo‘Imaydi.

A operator » ta chizigli-erkli ¢,¢,,....¢, X0s vektorlarga ega bo‘lib,
A, 4,,....4, Xos sonlari bo‘lsin, u holda A4 operatoming ¢, ,¢,....¢, bazisga

mos keluvchi 4 matritsasi quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:

A 0 -0
¢ 4, - of, ya’mi 4 matritsa diagonal matritsa bo‘lar ekan.

A=

Aksincha, biron-bir bazisda A operator matritsasi diagonal
ko‘rinishga ega bo‘lsa, u holda bu bazis vektorlari 4 operatorning xos
vektorlari bo‘lib, matritsa diagonallaridaga sonlar uning xos sonlaridan
iborat bo‘ladi.

Agar A operator # ta turli xos sonlarga ega bo‘lsa, u holda ularga
mos keluvchi xos vektorlar chizigli-erkli bo‘lib, shu vektorlar hosil
qilgan bazisda A4 operator matritsasi diagonal ko‘rinishga ega bo‘ladi.

Masalan 3. Matritsaning xos sonlari va xos vektorini toping:
3
Yechish: Matritsaning xarakteristik tenglamasi ‘3_1 2 ‘

bundan # -71+10=0, 4 =2, 4, =5. Xos vektorni topish uchun:
[all au][le:j{le [all_’l ay II|J={D ] {(“11_1}-‘14““12"2;0
a4 p A% %/ a4y dp—AAx 0f 2yt +{ay, — A)x, =0

. xn+2x,=0
4=2 ga mos keluvchi xos vektor

X +25,=0 sistemaning yechimi
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bo‘ladi, bu bitta tenglama, x> = b deb olsak, xi = (-2b. b) = =b(-2, 1)
bo‘ladi. C
f-2x +25,20

A, =3 xo0s songa mos keluvchi xos wvektor - .
W %K=

erkli

o‘zgaruvchini x2 = ¢ deb olsak. x2 = (¢, ¢) = ¢(1, 1). b va ¢ ixtiyoriy
sonlar bo*lgani uchun bitta xos songa bir nechta har xil uzunlikdagi xos
vektorlar mos kelishi mumkin. Masalan bir jinsli sistemaning
fundamental yechimlariga mos keluvchi xos vektorlar

xi=(=2, 1), x2(1, 1).

=

0

Masalan 4. A= mairitsaning xos sonlari va Xxos

—_ D W
- O

\
|
|
)

ad

vektorlarini toping.
Yechish: A4 matritsaga mos xarakteristik tenglamani yozamiz:
3-4 0 0
A-AE=0, 0 3-i 0 =0 yoki (3-4) =0. Demak, i=3-4
i i34
matritsaning uch karrali xarakteristik soni.

Xarakteristik  vektorni topish uchun  (4-22)x =0 matritsaviy
tenglamaning noldan fargli yechimlarini topamiz.

A=3 deb yagona x+y=0 tenglamani hosil gilamiz. Uni yechib.
x=~y, y=a, z=b deb x=-a, y=a, z=b, ya'ni X=(-a, a, b)
ko'rinishdagi xos bo*Imagan vektorni hosil gilamiz. Uni ikkita chizigli-
erkli 4, =(-1; 1, 0) va 4, =(0: 0; 1) vektorlar orqali ifodalash mumkin,

Kvadratik formalar
Turli amaliy masalalarni yechishda kvadratik formalar hosil

bo'lib, ularni o*rganishga to*g ri keladi.
Ta’rif. » ta o*zgaruvchining kvadratik formasi deb
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f(xr-x:-'---x.):iia.; XX,

=l =i
tenglik orqali aniglangan f funksiyaga aytiladi.

Bu yerda, o, lar kvadratik formaning koeffitsientlari deyiladi. Ular
hagigiy sonlar bo‘lib, a,=a, shartlarni qanoatlantiradi. Shu
koefTitsientlar yordamida tuzilgan A=(ﬂu ) (f»j=1,2,---.N} matritsa
kvadratik formaning matritsasi deyiladi, @, = @ shart bajarilgani uchun
bunday matritsalarni simmetrik matritsalar ko‘rinishida ifoda gilish
mumkin:

f(x)=XUX. 3)
Bu yerda, X ={x,x,,...,x, }r matritsa ustundan iboratdir.
C=(c,)(i,j=12...n) n-tartibli xos bo‘lmagan matritsa bo‘lib,

X=(x,0000x,) VA Y=(rp...or,) lar X=CY tenglik orgali bog'langan
bo‘lsin. U holda (3)-tenglikdan quyidagilarni hosil gilamiz:
f=XA4X = (C}')'A(Cr) =(Y MY )=Y(C' AC) =Y'A"Y

Demak, X-cy xos bo'lmagan chiziqli almashtirishda s kvadratik

formaga mos keluvchi matritsa quyidagicha bo*lar ekan
"=C'AC

Agar barcha i#j lar uchun 4,=0  bo'lsa. ya'ni
f=a,x +a,x; ++a,x =iauxf ko‘rinishda bo‘lsa, demak kvadratik

i1

formaning matritsasi  diagonal ko‘rinishda bo‘lsa u holda
=YY a,xx, forma kanonik kvadratik forma deyiladi.
=t =1

Quyidagi teoremalar o rinlidir:

Teorema. Istalgan kvadratik formani xos bo‘lmagan chizigli
almashtirish yordamida kanonik ko‘rinishga olib kelish mumkin.

Kvadratik formaning kanonik ko‘rinishi koeffitsientlari ma’nosida
yvagona bo’lmaydi. Lekin quyidagi teorema o*rinlidir:
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Teorema (Kvadratik forma uchun inersiya gonuni). Kvadratik
formaning barcha kanonik ko‘rinishlaridagi musbat va manfiy hadlari
soni bir xil bo‘ladi. ,

Kvadratik formaga mos keluvchi matritsaning rangi shu kvadratik
formaning rangi deb atalib, kvadratik formaning kanonik ko‘rinishdagi
noldan fargli koeffitsientiar soniga teng bo‘lib, yuqoridagi teoremaga
ko‘ra  kvadratik formaning barcha xos bo‘lmagan chizigli
almashtirishlari uchun uning rangi o*zgarmas bo*ladi.

Agar barcha (xrx2, .. xuj#(0,0,....0) uchun
Jixrxz, ... x>0 (x1x2, ... x:)<0)  tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, u holda
Jxixz,...,xa) kvadratik forma musbat {(manfiy} aniglangan deyiladi.

Teorema. F=X'4AX kvadratik forma musbat aniglangan bo‘lishi
uchun 4 matritsaning barcha bosh minorlari musbat bo‘lishi zarur va
yetarlidir, ya'ni

)y dyy ody

I B RN, I
= 1 M Fl} 30, f=],2,“',ﬂ

bo‘lishi zarur va yetarlidir.

Kvadratik forma manfiy aniglangan bo‘lishi uchun esa
(-1Y4A, »0,¢=1,2,...n shartning bajarilishi zarur va yetarlidir.

Masalan 1. Beriigan kvadratik formani kanonik ko‘rinishga
keltiruvehi ortogonal almashtirishni  aniglang:  Frnx2x3} =

1 -3 1
31
1 -1 5
ko‘rinishda bo‘ladi.
Shu matritsaning xos son va vektorlarini topamiz: |[4-i&=0
1-2 -3 1
-3 1-2 -1
1 -1 5-4

2, .t 2 .
X +xy +5xy —Oxx, + 205, — 20,5,

Yechish: Kvadratik formaga mos  matritsa A=

=0. -A+7F-36=0. A4 =-2, A, =3, A =6

[



Xos vektorlarni topamiz:

3 -3 1) (=) (0
a)a, =-2 uchun (A+2E)X;=0, {-3 3 -1]*{:,]=[0] yoki

1 -1 7 \x5) (0

3a - 3x, 43, =0
=3z, +3x, —x,=0
x—x,+7x, =0

3 -3x,+x,=0

Bundan esa { sistemani hosil qilamiz.

x,—x,+7x; =0
Bu sistemani yechib x;=k, x2 =k, x3 = 0 ni hosil gilamiz,

b) 42=3 uchun xuddi g punktdagi kabi mulohazalarda x;=-k x2=k
xy=k yechimlami hosil qilamiz.

d) 43=6 uchun ham xuddi a punktdagi kabi mulohazalarda x:=k x; =—
k, x3 =2k yechimlarni hosil gilamiz.

Agar A matritsali F(xixz....xs) kvadratik forma biror X=8Bx
ortogonal almashtinsh yordamida kanonik ko'‘rinishga keltirilgan
bo‘lsa, u holda 4.4,..4, koeffitsientlar B matritsa xarakteristik
tenglamasining  ildizlari bo‘ladi. B ortogonal matritsaning ustuniarini
tashkil etuvchi X,,X,.. X, ustun- vektorlar 4,4,...4, Xos sonlarga mos
shu matritsaning xos vektorlarini tashkil etadi.

k -% k
Bizning misolda X;=[ J Xz{ k|, X= —k]A matritsaning
¢ k 2%

A=-2, 4273, 43=6 xos sonlariga mos X, X; X3 xos vektoriari
ortogonal bo‘lishi kerak. =] giyvmatda bu vektorlarni normallab,
ortogonalligini tekshiramiz. Normal vektorlar uchun x? + < +x2 =1 shart
1

vektorni x?+x2+a! =-—\{% ga

o'rinli ekanligini inobatga olib X,=|1

9

1
1] normal vektorni hosil gilamiz.
0

c .. 1
ko‘paytirib X 7
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._l I‘n
Xuddi shu kabi X»= '3[ 1J. Xi=-L 1J.
N | { 2

V6 |
2},
X, X2, Xz xos vektorlar o‘zaro jufijuft ortogonal, ya'ni
XfeX,=X/+X,=xI+Xx,=0 bo'lgani uchun B quyidagi ko‘rinishda

bo‘ladi.

~ 1 _l_ 1
V3 \"I.l‘-l '\:’.
B= 1 l. 1
3 V6 A2
! & 3§
v3 +vb

Orzgaruvchilarning X =B x ortogonal almashtirilishida berilgan
kvadratik forma quyidagi F =3x +6x 2x. kanonik ko‘rinishga
keladi, bunda

N X X 2n X %

) = 4 —= !.' 4 X1 ] + _.'
UK VI N | Vb 6 Wb v2 V2
- - 5 B X % 2x

'II = - "_,'I" 4= T,': + !".' s ¥y = .:: - f' + F! kg = :,.1; o=
v3 N6 42 v3 V6 42 J3 Ve

Iqtisodda chizigli modellar
Matritsaning xos vektori va xos sonini topishga olib keladigan
igtisodiy jarayonning matematik modeli sifatida xalgaro savdo modelini
keltirish mumkin.
S;.5,,-+.8, n ta mamlakat bolib, ularning milliy daromadlari mos

ravishda x,x,,....x, larga teng bo‘lsin. a,.,-—S,mamlakaming Si

mamlakatdan sotib olgan tovarlarga sarf gilgan milliy daromadning
ulushi bo*lsin. Milliy daromad to‘laligicha mamlakat ichida va boshga
mamlakatlardan tovar xaridi uchun sarf bo*ladi deb hisoblaymiz, ya’'ni

iu,, =1, j=L2...n
tenglik o‘rinli bolishi kerak. Quyidagi matritsani qaraylik



bu matritsa savdo-sotiqning strukturaviy matritsasi deb nomlanadi.
Istalgan .S}(t':f;} mamlakat uchun ichki va tashqi savdodan hosil
bo‘lgan tushumu £ =a,x, +a,x, ++a,x, tenglik orqali aniglanadi.
Mamlakat olib borayotgan savdo-sotigning muvozanatda bo‘lishi uchun
har bir mamlakat savdosi kamomadsiz bo‘lishi kerak, ya’ni har bir
mamlakat savdosidan hosil bo‘lgan tushum uning milliy daromadidan

kam bo‘Imasligi kerak. Ya'ni £ 2x,. i=1n.
Agar 7 > x, deb faraz gilsak, u holda quyidagilarni hosil gilamiz:

n
Fi= Zaﬁx* »x, i=ln,

=l

Bu ycrdan "ZEP :vix,. s ya’ni ;P, :gia%x, 32[2% + :‘Z:.x(_ >§x,

ekanligi kelib chigadi, bu esa qarama-garshilikdir. Demak, p=x,
tengsizlik o‘rniga £, = x, tenglik o‘rinli bo‘lishi kelib chiqadi. Igtisodiy
nuqtayi nazardan bu tushuparli holatdir, chunki mamlakatlarning
barchasi bir payida foyda ko‘rolmaydi. Mamlakatlar milliy daromadi

uchun x =7 | vektomi kiritsak u holda £ =x,, ya’ni Y a,x, =5, i=l»
: =l

*u

tengliklardan quyidagi tenglamani hosil qilamiz: AX=X, ya’ni
garalayotgan masala A matritsaning A =1 xos soniga mos keladigan xos
vektorini topish masalasiga kelar ekan.
Masalan 1. To‘rtta mamlakat savdosining strukturaviy matritsasi
82 03 62 02
04 03 01 02
103 03 05 02
01 01 02 04
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budjetlar yig'indisi xi+xztxatxs=6270 sh.p.b. (shartli pul birligi) bo'lsa,
bu mamlakatlarning budjetini toping.*
Yechish: Berilgan strukturaviy matritsa 4 ning xos soni 4 =1 ga mos

keluvchi xos vektor x ni topish kerak (4—E)x=0, ya'ni tenglamani

yechish kerak.
(-08 03 02 0.2Yx" ’(ﬂ
04 -07 01 02 |x,| J

03 03 -05 02 x| (0
l 01 01 02 -06 de L}
bu sistemaning rangi uchga teng bo*lgani uchun, noma’lumlardan bittasi
erkli o‘zgaruvchi va u orqali golganlari ifodalanadi. Sistemani Gauss
usuli bilan yechib xos vektor x ning komponentlarini topamiz:
x = ch, A I-iﬁ y Xy = 2{-)( X, =
121 =12 11

Topilgan giymatni berilgan budjetlar yig‘indisiga qo'yib ¢ kattalikni
topamiz: ¢ 1210, bundan defitsitsiz savdoda mamlakatlar budjetining
izlanayotgan Kkattaligini topamiz: x1=1400,  x=1460,  x3 2200,
x4=1210.

Masalan 2. ¥, Y., x, davlat budjetiga ega uchta mamlakat savdosini
garaylik. Butun davlat budjeti har bir mamlakat uchun yoki mamlakat
ichida tovar olish uchun yoki boshga mamlakatdan import olish uchun
sarflanadi deb hisoblaymiz. Aytaylik, birinchi mamlakat o°z budjetining
yarimini mamlakat ichidagi tovarni ayirboshlashga. budjetning :
gismini ikkinchi mamlakatdan va qolgan l gismini uchinchi

mamlakatdan mahsulot olishga sarflasin. Ikkinchi mamlakat ichki tovar
uchun ham. birinchi va uchinchi mamlakatdan mahsulot olish uchun
ham budjetni teng migdorda tagsimlasin. Uchinch mamlakat budjetning

gismiga birinchi mamlakatdan, qolgan : gismiga ikkinchi



mamlakatdan tovar sotib olib, mamlakat ichida hech ganday mahsulot
ayirboshlamasin. Shu xalqaro savdo modelining xos vektori x topilsin.
Yechish: Bu xalgaro savdoning strukturaviy matritsasini kiritamiz:

‘1 i ur

[1 1 1

(2 3 2
.4-‘ 1 1 1

| 4 3 2

Ll ] 3

4 3

Bunda, ay—j mamlakatning i mamlakatdan sotib olgan mahsulotining
davlat budjetidagi gismi. Bu matritsa har bir ustuni elementlarining
yig‘indisi birga teng.

i mamlakat bir yillik savdodan so*ng quyidagi tushumga ega bo*ladi:

B =ayx; +apx, +a,x
Masalan, birinchi mamlakat uchun tushum quyidagicha bo‘ladi:

A= IX‘+|X?+ IX‘
2737 2
Savdoning muvozanatli (cbanancuposannsiii) bo'lishi uchun har bir
mamlakat uchun savdoning tangissizligini talab gilish zarur: barcha ilar

uchun P> x,
Savdoning tangissizligi sharti £, = X,, i=1 2, 3 Kkabi ifodalanadi.
Matritsaviy ko'rinishda bu tenglik 4X = X" kabi ifodalanadi.
(x
Bu yerda. X’ X, ‘ yoki (4-E) x =0.
x)
Demak, qaralayotgan hol uchun X ni aniglovchi tenglamalar
sistemasi
(1 1

3}

!
I _’1 |I |=0 ko'rinishiga ega.
|1 1 |ls)
\ 4 )
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Bu sistemaning umumiy yechimi:]l: _ 2:‘

¢ 2m

Shuning uchun xos vektor deb x=x"=(4;3; 2) vektorni olish
mumkin. Xususan, bu savdoda ishtirok etayotgan mamlakat savdosini
muvozanatlash uchun fagat ularning davlat budjetlari x:x:x =4:3:2
nisbatda bo*lgandagina erishish mumkinligini anglatadi.

Masalan 3. Quyidagi jadvalda shartli mahsulot uchun ikki oy
davomida bo‘lgan talabalar xarakteristikasi keltirilgan. Shu jadval
asosida ma’lum oy uchun oldingi oyga nisbatan narx indeksi va
inflyatsiya m:qdonm aniglang.

e T e

‘l | Shu oy { Clemgt L,W | Oldingi oy !

Kbl ': | Shu oy uchun | S uchun bir sl

wpi | Somi| birbirik birik | atlar |

} | mahsulot narxi o mahsulot | 3 [

; [ miqdori | migdori |

Y IS0 SeuT——— S NS .

Twam | 3 ) 4000 | 12000 | 3500 [ 10500 |

Non | 10 | 2000 | 20000 | 1800 I 13000 B

Kasselar | 2 | 4000 | 8000 | 4500 | 9000 |
Uty | | . 40000 | / 37500

| xarajatlar | | 1 ]

Yechish: 403 10: 2) orqali iste'mol tovarlari soni vektorini, c(4000;
2000; 4000) shu oydagi narxlar vektorini, ¢,(3500: 1800; 4500)-oldingi oy
narxlar vektorini aniglaymiz.

U holda narxlar indeksi quyidagi formula asosida hisoblanadi:

_le.9) 40000

10 = <106 =106,7%%
{r', .;] 37500

Inflyatsiya indeksi esa i-p-100%- { 4) 100100 = € G @) 000

G ‘1’) (.. ‘a‘}
formula yordamida hisoblanadi. i =106,7% —100% = 6,7%
Javob: Narxlar indeksi hisobi 106,7%, inflyatsiya indeksi ko'rsatkichi
6.7%.
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5. To‘plamlar, Ketma-ketlikiar va funksiyalar limiti.
To‘plam)ar va ular ustida amallar

To‘plam ta'nflanmaydigan matematik tushuncha bo’lib, buyumlar
va obyektiarnl birgalikda qarash nattjasida wujndga keladi.

To'plamni tashkil etuvchi obyektlar shu to‘plarining elementlari
deyiladi.

To'plamlar odatda lotin yoki grek alifbosining bosh harflari,
ulaming elementlari esa shu  alifboning kichik harflari  bilan
belgilanadi.

Agar 4 to'plam ab.c,.. elementlardan tuziigan bo'lsa, v
A={abc,..} ko‘rinishida belgilanadi. se4— a clemenining A
to'plamga tegishli ekanligini, fed—f clementming A4 to‘plamga
tegishli emashgini anglatad:.

Ta'rif. A to‘plamning har bir elementi B to°plamda mavjud
bo‘lsa va, aksincha, B to‘plamning har bir elementt A to‘plamda
mavjud bo‘lsa, u holda 4 va B to‘plamlar o'zaro teng (bir xil)
to ‘plamiar deyiladi va A=B kabi belgilanadi.

Ta'vif. B to‘plamning har bir clementi A to‘plamda mavjud
bo‘lsa, B to‘plam A to‘plamning xos bo'lmagan gism to'plami
deyiladi va Bc 4 kabi belgilanadi.

Ta’rif. B to‘plamning barcha elementlan 4 to‘plamda mavjud
bo‘lib, 4 to‘plamda B to‘plamga tegishli bo‘lmagan elementlar ham
mavjud bo‘lsa, B to‘plam A to‘plamning gism toplami deyiladi va
Bc 4 kabi beigilanadi,

Ta’rif. Birorta ham elementga ega bo‘lmagan to‘plam bo sk
to plam deyiladi va @ orqali belgilanadi.

Ta’rif. A va B to'plamlarning kamida biitasiga tegishli barcha
elementlardan tuzilgan (o‘plam 4 va B o plamiarning  birlashmasi
deyiladt va 4Us kabi belgilanadi.
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Ta’rif. 4 va B to'plamlaming umumiy elementlardan tuzilgan
to'plam A va B to'plamlarning kesishmasi deyiladi va 4NB kabi
belgilanadi.

Ta’rif. A to*plamdan B 1o ‘plamlarning ayirmasi deb, 4 to*plamga
tegishli, lekin B to'plamga tegishli bo'Imagan elementlardan tuzilgan
to'plamga aytiladi va A'B kabi belgilanadi.

Ta'rif. A o'plamning B to’plamda hamda B to‘plamning A4
to‘plamda mavjud bo‘lmagan elementlardan tuzilgan to‘plamga 4 va
B to ‘plamlarning simmetrik ayirmasi deyiladi va AAB kabt belgilanadi.

Ta'rif. B to‘plam A to‘plamlaming gism to'plami bo‘lganda
A\B to‘plam B to‘plamni 4 to*plamgacha to ldiruvchi to plam deyiladi
va B kabi belgilanadi.

Ta’rif. Har qanday to‘plamning xos qism to'plami deb
garalgan to‘plam universal to ‘plam deyiladi va U orqali belgilanadi.

To‘plam ustida amallarning xossalari

1. ANB=BN A, 2. AUB=BUA,

3. AU(BUC)-{AuB)puC, 4. ANA=A, AUA=A,

5. AU(AAB)=A, AN(AUB)=A4, 6. AUB =ANB, ANB=AUB,
7. AdJu-=u, 8. AN =4,

9. 4=4, 10. @=U, U=8.

Ta’'rif. Elementlari n sonlardan iborat to'plam sonli o ‘plam
deyiladi. Maktab matematika kursidan ma’lumki . N - natural sonlar
to‘plami, Z — butun sonlar to*plami, Q — ratsional sonlar to*plami, [ —
irratsional sonlar to*plami, R — haqiqiy sonlar to'plami, C — kompleks
sonlar to*plami. Bu sonli to‘plamlar uchun R=0Qw7 va NeZcQc RcC.

To'g'ri chizigda biror @ nuqtani aniqlaymiz va uni sanoq
boshi deb o'ng va chap tomonlariga biror birlik masshtabdagi
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kesmalami qo‘yamiz. Bunday hosil qilingan sistemaga son ogi
deyiladi.

L 2

0O 1 x

Haqiqly sonlar va sonlar o‘qidagi nugfalar orasida bir
qiymatli akslanish mavjud, ya’ni har bir hagiqiy songa son o‘qida
ma’lum bir nuqta va har bir son o‘qidagi nuqtaga aniq bir haqiqiy
son mos kelad:.

X to‘plamning a<x<b tengsizlikni qanoatlantiruvchi nuqtalar
to‘plami  [a;b] kesma yoki segment; a<x<b tengsizlikm
ganoatlantiruvchi nugtalar to‘plami (@, £) interval; a<x<h yoki a<x<h
tengsizlikni qanoatlantiruvchi nugqtalar to‘plami esa mos ravishda
[a;b) va (@ b] yanm interval deb ataladi

Elementar funksiyalar, ularning aniglanish va
o‘zgarish sohalari

X va Y haqgigay sonlar to‘plamlari bo‘Isin.

Ta’rif. Agar X to‘plamdagi har bir x songa biror f qoida yoki
qonunga ko‘ra Y to‘plamdagi bitta y son mos qo‘yilgan bo‘lsa, X
to‘plamda funksiya berilgan deb ataladi va y= six} kabi belgilanadi. X
to‘plam funksiyaning aniglanish sohasi, Y esa o 'zgarish sohasi
deviladi.

Demak funksiya ikki to‘plam orasidagi moslikni ifodalaydi.

Funksiyaning berilish usullari turlicha bo‘lib, ular quyidagilardan
iborat:

1. Agar y bog‘ligli o*zgaruvchi bilan x erkli o‘zgaruvchi orasidagi
bog‘lanish formula orqali ifodalansa, u holda funksiya analitik usulda,
ya'ni y= f{x) tenglik ko‘rinishida berilgan deyiladi.

Masalan, s ={xx? ):xeRr } funksiyani y=x, ya'ni s(x)=x* formula

orqali berish mumkin.
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Ta’rif. Analitik usulda berilgan y- 7(x) funksiyaning aniglash
sohasi deb, x argumentning shunday qiymatlar to'plami (/) ga
aytiladiki, bunda har bir xe (/) uchun y ning qiymati chekli va hagiqgiy
son bo‘lishi lozim.

2. Funksiyaning jadval ko‘rinishida berilishi.

Masalan, s - {0.0k(t3k(2:-5) | funksiya berilgan bo'lsa, uni quyidagi jadval
shaklida berish mumkin.

E N
/& i_3__ 5]

3. Funksiyaning  grafik  usulda  berilishi.  Bu  holda
f={xf0):xe (N} to'plam tekislikdagi. dekart koordinatalar
sistemasida (x.7(v)) nuqtalarni belgilash natijasida hosil bo*lgan to*plam
shaklida beriladi. Bu lo plam funksiva grafigi deyiladi.

Masalan, 7(x) - x* funksiyani grafik usulda bersak, u quyidagicha
bo*ladi:

17

4. Funksiyani biror qonun yoki qoida yordamida bayon gilish bilan
ifodalash. Masalan, Dirixle funksivasi deb nomlanuvchi funksiya
quyidagicha beriladi:
1, agar x ratsional son bo'lsa
(-1

0,agar x irraisional son bo'lsa
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Ta'rif. Agar barcha xeon(r) uchun rs(-x)= f(x) (/(-2)=-/1(x)
tenglik o‘rinli bo‘lsa, u holda s funksiya juft (toq) funksiya deyiladi.
Masalan, 7(x)=x" juft funksiya, f(x)=x'toq funksiya bo‘ladi.

Funksiya toq ham, juft ham bo*Imasligi mumkin:

Masalan: f(x)=|x+sinx, y=1+x.

Ta’'rif. Agar 3m>0 bo‘lsada vxeX uchun s(x)| <M tengsizlik
o'rinli bo‘lsa, u holda s funksiya »(f)>x to‘plamda chegaralangan
Sunksiya deyiladi.

Ta’rif. Agar shunday musbat 7 son mavjud bo‘lsada, vxe D(/)
uchun xi7eD(y) bo'lib, r(x+7)- rlx) tenglik o‘rinli bo‘lsa, bunday
funksiyaga davriy funksiva deyiladi. Bunday 7-0 sonlarning eng
kichigi 7(x) funksiyaning davri deyiladi.

Masalan, 7(x)=sinx funksiyasi chegaralangan, davri 7 -2x bo'lgan
davriy funksivadir, chunki istalgan x uchun inx<i1(M=1) bo'lib,
sin{x + 2x)=sinx tenglik o*rinlidir.

Ta’rif. Agar vy eX, va vx,eX uchun, x<x tengsizlikdan
fx)<rix) (f(x)> f(x,)) tengsizlik o'rinli ekanligi kelib chigsa, 7
funksiya D(f)> X to*plamda o'suvchi (kamayuvchi) funksiya deyiladi.
Agar ta'rifda x=p(r) bo‘lsa, funksiya o*suvchi (kamayuvchi) funksiva
deyiladi. Bunday funksiyalar monoton o'suvchi (kamayuvchi)
Sfunksivalar ham deyiladi.

Ta’rif. y= f(x) va y=gx) funksiyalar o ‘zaro teskari funksivalar
deyiladi, agarda D(/)=E(g). E(/)=Dg bo'lib, istalgan xe D(/)uchun
glro)=x va istalgan xe D(g) uchun f(g(x)=x tengliklar o‘rinli bo‘lsa.
Masalan, y=a4' va y=log, r funksivalar o‘zaro teskari bo‘ladi, chunki
a"™=* =x va log, a* = x tengliklar o*rinlidir.

O‘zaro teskari funksivalar grafiklari OXY tekisligida y=x to*g'ri
chizig*iga nisbatan simmetirik joylashgan bo’ladi.



Ta’rif. Agar y- f(x) va u=g(x) funksiyalar uchun E@) D)@
bo‘lsa, u holda y - r(g(x)) funksiya murakkab funksiva deyiladi.

Elementar funksiyalarning turlari

Asosiy elementar funksiyalar deb quyidagi funksiyalar guruhiga
tegishli funksiyalarga aytiladi.

1. Darajali funksiya: f(x)-x".aecR\0}, D(/)=(0,+=). Agar |a toq
bo‘lsa funksiya fog funksiva bo‘ladi, agar o| juft bo‘lsa funksiya juft
Sfunksiva bo‘ladi.

2. Butun va kasr ratsional funksiyalar:

f(x)=ax" +ax""+...+a, x+a, funksiyaga (n € N va a, = const, r'_l,n)
butun ratsional funksiva (polinom: ko‘phad) deyiladi.

Ikkita butun ratsional funksiyaning nisbatidan tuzilgan
ax" +ax"" +--+a,,x+a,

fx)=-

beX™ +bx" " 4t b _x+b, "

funksiyaga kasr ratsional funksiva deyiladi.
Masalan. (x)=ax’ + hx+¢ butun ratsional funksiyada,

f{x]fi kasr ratsional funksiyaga misol, D(f)=(-oi+e)U(0,+0),

E(f) = (-:0)U{0;40).
3. Ko'rsatkichli funksiya: f(x)=a*, a>0, a7l
DX(f) = (~0,+0),E(f) = (0+0)
4. Logarifmik funksiya: f(x)=log,x, a>0a#]
D(f) = (0+90),E(f) = (- 0,40
5. Trigonometrik funksiyalar: a) f(x)-sinx. davriy, davri 2r ga
teng XN =(wqx), E=[-1; 1] toq funksiya. b) sx)=cosx, davriy,
davri 2x ga teng D(f)-(-=q+x), E(f)=[ 1; 1] juft funksiya. ¢) f(x) =@

davriy, davri ~ ga teng, D(_.\"J'rli.\':.t . R..wflka’.k--.z}-, Eff)=(—0,t=) 10q
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funksiya. d) f{x)=ctgx davriy, davri » gateng (/)= {x:xe Rx+ka ke Z).
E(f)=(~»,+) toq funksiya.
6. Teskari trigonometrik funksiyalar:

a) ftx)=arcsin x, D()=[-1, 1], E(f) -[— ;:‘;—Jtoq funksiya.

b) fix)=arccos x, D(f)=[-1, 1], E(f)=[0,x]
d) f(x)= aretgr, D(x) = (—o40), E(f)= (— ff‘:] toq funksiya

€) f(x)=arccgy,D(f) = (~m+x), E(f)=(0.7).

Ta’rif. Elementar funksiyalardan chekli sondagi algebraik amallar
va chekli sondagi murakkab funksiya hosil qilish yo'li bilan qurilgan
funksivalar elementar funksivalar deyiladi.

Sonli ketma-ketliklar va ularning limiti

Ta’rif. Natural sonlar to‘plamida aniglangan funksivaga sonlar
ketma-ketligi deyiladi, ya'ni /:N »R.

Agar x, = f(m), neN deb belgilashni kiritsak, sonlar ketma-ketligini
In,},” yoki x.x..x. ko‘rinishda ifoeda etish ham gabul gilingan. Bu
yerda x, ketma-ketlikning » hadi deyiladi.

Masalan, _f(n)-l ketma-ketlikni {l}‘ yoki  I.—.

ko'rinishlarda ifoda etish mumkin. Bu ketma-ketlik monoton
kamayuvchi chegaralangan ketma-ketlikdir. Chunki ne N.me N uchun
1

; 1
n<m bo‘lsa - >
n m

bo‘ladi.

Ta'rif. Agar istalgan >0 son uchun, ¢ atrofdan tashqarida {x,17,
ketma-ketlikning chekli sondagi hadi bo'lsa, u holda {x,}7, ketma-ketlik
cheksiz kichik ketma-ketlik deyiladi. Bu hol fimx, =0 shaklda ifodalanib,

bo‘lib, istalgan ne N uchun ' <1 tengsizlik o‘rinli
n
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n cheksizlikka intilganda x, ketma-ketlikning limiti 0 ga teng yoki {, |7,
ketma-ketlik 0 ga yaginlashadi deb ayt#ladi.

Ta’rif. Agar istalgan >0 cheksiz kichik son uchun shunday n,(s)
natural son mavjud bo’lsa, istalgan n=n () bo*lgan natural n son uchun
.| < & tengsizlik o'rinli bo'lsa, u holda fimx, =0 deyiladi.

Masalan. 1. x - »-12.. ketma-ketlikni qaraylik, agar c>0

"
n

& 1 v 1 AP . :
bo‘lsa, n<-, ya'ni ->¢ tengsizlikni ganoatlantiruvchi natural sonlar
&£ N

chekli bo'ladi, ya'ni (- &) ¢ atrofdan tashqgarida {l‘: ketma-ketlikning

chekli hadi yotadi.

1
Demak, f(im-=a
.

2. lg <1 bo'lsin, u holda timq" =0 ekanligini ko‘rsatamiz. Hagiqatan
ham, agar ¢ =0 bo‘lsa /im0 -0 bo'lishi 0*z-0'zidan ravshan. Agar 0<g/<1
bo‘lsa, u holda &>0 son uchun quyidagini hosil qilamiz.

lg™| =lg" > & <> n tnlg > fne &> n < !'-'fc| (chunki, fsg <0). Oxirgi tengsizlikni
nig

qanoatlantiruvchi natural son chekli bo'ladi, ya'ni (-¢¢) ¢ atrofdan
tashqarida §"|*, ketma-ketlikning chekli hadi yotadi.
Demak g¢(g/<1) son uchun limg" =0 bo‘lar ekan.

3. %, = ]", a >0 ketma-Ketlikni qaraylik. « >0 ekanligidan >0 son

n
uchun »* <! -:on-;if ] W va bu tengsizlikni ganoatlantiruvchi natural
£ \E&J

. T | - . T
sonlar chekli, ya'ni . >+ tengsizlik chekli natural son uchun o‘rinli
n

bo'lishida istalgan >0 son uchun ¢ atrofdan tashqarida { ¢ ketma-

1
n"

ketlikning chekli hadi yotar ekan.



L
Demak, « >0 son uchun fim—=0.
o

Cheksiz kichik ketma-ketliklar xossalari

1) agar fimx, =0 va timy, =0 bo‘lsa, uholda fim(x, +y,)=0;

biror ¢>0 son berilganda, shunday (s va n,(¢) natural sonlar

mavjudki, »=n bo‘lganda -: <x, < ; n=n () bo‘lganda - ‘; <y. <;

tengsizliklar o‘rinli bo‘ladi, agar r>n,()=maxin,()n,(¢)} deb olsak, u

holda -cn.n.cx va ..
2 2 2

ya'ni n=>n,(s) bo'lganda - £<x, +y, <& tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Demak,
{:Tlx_ +3,)=0 bo‘ladi.

<y, -:; tengsizliklar bir paytda o*rinli bo*ladi,

2) timx, =0 bo‘lganda, istalgan « son uchun ¢max, =0; hagiqatan
ham, agar « =0 bo'lsa, fim0-x, =0 ekanligi ravshan. Agar «+0 bo'lsa, u

holda #>0 son uchun shunday n,(s) natural son mavjudki, nzn,(s)

bo‘lganda 31”(;‘ tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. U holda »>n,(s)

bo‘lganda — s <ax, <+ ekanligi kelib chigadi. Demak, timax, 0.

3) agar fimx, =0 Va fimy, =0 bo‘lsa. u holda fimx,y, = 0; chunki
£>0 son uchun shunday n ez », natural sonlar mavjudki, barcha »>n,
uchun |x,/<yz va barcha n>#s, uchun |y, <vz bo‘ladi, u holda barcha
n>n, =max{n,n}lar uchun |x,y,|=x,|-lv,|<Je-Je, ya'ni xy,|<e.

Demak, timx,y, = 0.

4) agar fimx, =0 bo'lsa, ix,}7, ketma-ketlik chegaralangan bo‘ladi.
Chunki =1 son uchun shunday », natural son mavjudki, istalgan »=n,
uchun x,/<1 o'rinli bo‘ladi. Agar biz K = max|x,| deb olsak, istalgan
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natural 7 son uchun v, <k +1 tengsizlik o‘rinli bo‘ladi, ya'ni {x,|:
ketma-ketlikning chegaralangan ketma-kgtlik ekanligi kelib chiqadi.

5) agar fimx -0 chegaralangan ketma-ketlik bo‘lsa, u holda
fimx,y, =0, ya'ni [r,y |7 ketma-ketlik ham cheksiz kichik ketma-ketlik
bo*ladi.

Hagiqatan ham x>0 son uchun, barcha natural » larda y, /<K

bo‘isin. £>0 son uchun shunday », mavjudki, barcha »>a, lar uchun

I.t_:ﬁ—; tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. U holda barcha n=n, uchun

el =l < K =e.

Demak, fimx,y, =0.

6) agar barcha » larda 0<x, <y, tengsizlik o‘rinli bo‘lib timy, =0
bo‘lsa, u holda fimx, =0. timy, -0 bo‘lganligi uchun, ve>o0 son uchun
(-£¢) atrofdan tashqarida {x,| ketma-Kketlikning ham chekli elementi
yotadi, ya'ni limx, =0.

7) agar barcha n larda 1, <z, <y, tengsizlik o'rinli bo'lib, timx, =0
va timy, =0 bo'lsa, u holda ¢im=, -0 bo‘ladi. Ma'lumki, x, <z <y,
tengsizlikdan 0<:z, -x, <y, -, tengsizlik kelib chigadi. 1-xossaga ko‘ra
fim(y, ~x,)=0, bundan 6-xossaga ko'ra fim(z, -x,)=0. U holda yana 1-
Xossaga ko‘ra fim z, = -fim[(:, —-1_}1 _r_]—r'i.rr‘l(:_ =x )¥ {r{tn_ ={).

Ta’rif. 4c z to*plam berilgan bo‘lsin. Agar shunday K son mavjud
bo‘lsada, istalgan xec 4 uchun x<k(K <x) tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, u
holda 4 to‘plam yuqgoridan (quyidan) chegaralangan to*plam deyiladi.
Bunda K son A to'plamning yuqori (quyi) chegarasi deyiladi. Agar A
yugoridan ham quyidan ham chegaralangan bo‘lsa, bunday to‘plam
chegaralangan deyladi.



Ta’rif. Agar x <k tengsizlikni qanoatlantiruvchi vxe 4 son uchun
x<asK (x>azk) tengsizlikni qanoatlantiruvchi ae 4 element mavjud
bo‘lsa, K son 4 to‘plamning aniq yuqon (aniq quyi) chegarasi deyiladi
va sup A = k{inf 4 = K} ko‘rinishida yoziladi.

Teorema. Agar 4 to'plam yugoridan va quyidan chegaralangan
bo‘lsa sup4 (inf 4) chekli son bo‘ladi.

Teorema. Agar {x,}>, ketma-ketlik o‘suvchi (kamayuvchi) bo‘lib
suplc,}, =0 lor{z, |7, =0) bo‘lsa, uholda &imsx, =0 bo‘ladi.

Isbot. {x}, ofsuvchi bo'lsin, ya'ni x <x,<x,<..sx, <x,,<...
o‘rinli bo‘lib supix,}7, =0 bo'lsin, u holda ve =0 uchun shunday », nomer
mavjudki, x, e(-£0] bo‘ladi, u holda istalgan n >, uchun £<x_=<x, <o,
ya’ni »=n, lar uchun x, e(-£0] bo‘lar ekan. Demak, timzx, =0.

Ketma-ketlik kamayuvchi bo‘lgan holda ham isbot shu tarzda
bajariladi.

Ta'rif. Agar istalgan a7 >¢ son uchun (-M;M) atrof ichida {x,]7,
ketma-ketlikning chekli sondagi hadi bo‘lsa, u holda bu ketma-ketlik
cheksiz katta ketma-ketlik deyiladi. Bu hol fimx, = o shaklda ifodalanib,

n cheksizlikka intilganda x, ketma-ketlik limiti cheksizlikka teng yoki
cheksizlikka intiladi deb aytiladi. Bu ta’rifda {,}7, ketma-ketlikning
biror hadidan keyingi barcha hadlari musbat bo'lsa, sumx, = swmanfiy

bo‘lsa, ¢imx, = -« deb ta'riflanadi.
Masalan, sim{(-1)" n=ow, fimn=+4c Vva fim(-n) =—o.

5-ta’rifni unga teng kuchli bo‘lgan, o‘zgacha ko‘rinishdagi ta'rifga
almashtirish ham mumkin.
Agarda istalgan £>0 son uchun shunday », nomer mavjud

bo‘lsada barcha = >n lar uchun |x,|» ¢ tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, timx, ==,

{timx, =] deyiladi. Agar istalgan >0 uchun shunday », nomer
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mavjud bo*lsada, barcha n>n, laruchun x, > & (x, <-¢) tengsizlik o'rinli
bo‘lsa‘ fimx, = +xm deyiladi. P

Teorema. Agar {x |, ketma-ketlik cheksiz Kichik ketma-ketlik
bo‘lsa, { ! E. ketma-ketlik cheksiz katta ketma-ketlik bo*ladi. Aksincha
{x.}=, cheksiz katta ketma-ketlik bo‘lsa, .i 1 } cheksiz kichik ketma-
ketlik bo‘ladi. Teoremada barcha » larda x, « 0 deb garaladi.

Isbot: timx,=0 bo'lsin, u holda istalgan katta £>0 son uchun

shunday », mavjudki, har qanday »>n, uchun x|« é tengsizlik o‘rinli
bo*ladi, u holda n>nlar uchun | '/~ £ bo‘ladi, ya'ni ,,, 1 _...

Aksincha, agar ,,, ! .. Dbo'lsa, u holda istalgan cheksiz Kichik

-,

£>0 son uchun shunday », mavjudki, har qanday »>an, uchun i, xi

bo'ladi, u holda #=aJar uchun I-l-:u‘ tengsizlik bajariladi, ya'ni

timx, = 0.
Ta’rif. Agar {x, -4}, ketma-ketlik cheksiz Kichik ketma-ketlik
bo‘lsa, u holda {r |I”, ketma-ketlik limiti » songa teng (voki « songa
yaqinlashadi) deyiladi. Bu hol fimx, =a shaklda ifoda etiladi.

Demak, agar fim(x, —a)-0 tenglik o'rinli bo'lsa, fimx, ~a deyiladi.
Bunday ketma-ketlik vaginlashuvchi ketma-ketlik deyiladi.

Masalan. xn=;1, ketma-ketlikning nechanchi hadidan boshlab

qiymatlari:
a) 0.00[ dan; b) avvaldan berilgan >0 sondan kichik bo*[adi.
Yechish: a) ketma-ketlikning n hadi 0.007 dan kichik bo’lsin:

x<0.001 yoki . <0.001. Bu tengsizlikni noma’lum n natural songa
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nisbatan yechib 2">7000 yoki n>10ni hosil gilamiz. Demak, ketma-
ketlikning 10-hadidan boshlab qiymatlari 0.001 dan kichik bo‘ladi.
b) xuddi a punktdagi mulohazalardan x, <¢ yoki
1
I_— <gsmunosabatni, bundan esa 2° “:*i yoki n> 1:}; ni va, demak, n >

| . . .
log, Inomeml hosil qilamiz.
&

Ta'rif. Agar istalgan M >0 son uchun (-ar;a) atrof ichida {17,
ketma-ketlikning chekli sondagi hadi bo‘lsa, u holda bu ketma-ketlik
cheksiz katta ketma-ketlik deyiladi.

Yagqinlashuvchi ketma-Ketliklar va ularning asosiy xossalari

Ta'rif. Agar {x, -a}", ketma-ketlik cheksiz kichik ketma-ketlik
bo‘lsa, u holda |x,}”, ketma-ketlik limiti « songa teng (voki « songa
vaqinlashadi) deyiladi. Bu hol fimx, = a shaklda ifoda etiladi.

Demak, agar fim(x, -a)=0 tenglik o'rinli bo'lsa, fimx, =a deyiladi.
Bunday ketma-ketlik vaginlashuvchi ketma-ketlik deyiladi.
Yaginlashuvchi ketma-ketliklarning limiti quyidagi xossalarga ega.
Faraz qgilaylik timx, =a Va fimy, =b bo*lsin, u holda:
1. Istalgan « va g sonlar uchun fim(ax, +fy)=aa+ b,
chunki cheksiz Kichik ketma-ketlik xossalariga ko'ra,
f;‘al{r.r,\‘_ +py, —aa-fb)= _’i{{f{ﬂ(-’f, "ﬂ*ﬁ(."‘. - ”)]' 0.
2. Yaginlashuvchi ketma-ketlik chegaralangandir. (imx, =a
bo‘lsin, u holda tim(x, —a) =0 bo‘lgani uchun |x, -a}", chegaralangan

ketma-ketlik bo‘ladi, ya'ni shunday x>0 son mavjudki, barcha » lar
uchun x, -4 < K, u holda

x|=lx, ~a)+a <lx,~-altla<K+la, neN,
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Demak, {x,} , chegaralangan ketma-ketlik ekan.
3. timy,x, =a-b. ,
Cheksiz kichik ketma-ketlik xossalariga ko‘ra

tim(x,y, - ah]'--fbnl{x. - ﬂ)_r, +aly, —h}]- fim{.l‘,, ~ :z]{l',, +lima-(y, -b)=0-b+a-0=0.

4. y,#0,neN va b0 bo'lsa, fim™ :: tenglik o'rinli bo*ladi.
oy

Aniglik uchun »>0 bo‘lsin, u holda &= i’ uchun shunday »,
mavjudki barcha a=n, lar uchun |y, -#< Z s U holda
2 A .
_2<y.-h~:f;::>_\r-:-‘:>0 va 0-:-' <;, ya’'ni : ketma-ketlik
9

- = - a o

chegaralangan ekan. U holda (» > n, deb qarash mumkin)

f - . i N
timd 2 --“]m‘m" LI P ) P aibic =~ - B0,
ey, h ] e ¥, - "o ¥, b "y ¥, b ¥, .b_:

5. Biror nomerdan boshlab x, <y, bo‘lsa. u holda a<#. Teskarisini
faraz gilamiz, ya'ni a>» bo‘lsin. u holda #>0 sonni shunday tanlab
olish mumkinki, «-&>8+s (masalan, < b;“) tengsizlik o‘rinli bo*ladi,
u holda shunday », natural son mavjudki, barcha »>», lar uchun a-«<x,
va y, <b+e tengsizliklar o‘rinli bo*ladi, u holda biror »n>n, uchun x, >y,
bo‘ladi. Bu esa ziddiyatdir.

Teorema. Agar |}, o°suvchi (kamayuvchi) ketma-ketlik
bo‘lib,  yuqoridan (quyidan) chegaralangan bo‘lsa, u holda |x |
yaginlashuvchi va. tim, - supls, [ timx, = inf{x, }] bo*ladi.

Ishot: Teorema shartiga ko‘ra supix,}=a chekli son bo*ladi, u
holda {x, -a}”, ketma-ketlik o‘suvchi bo‘lib, supix, ~a}=0 bo‘ladi va 2-
teoremaga ko'ra tim(x, ~a)=0. Demak, timx, = a bo*ladi.

Teorema. Agar barcha natural » lar uchun x, <z, <y, bo'lib,

timx, = timy, - a bolsa, u holda timz, =a .
i

e
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Ishot: x —a<z, -asy, —a tengsizlik barcha natural » lar uchun
o'rinli bo‘ladi, u holda 7-xo0ssaga ko*ra lim(z, —a)=a. Demak, timz =a .

a2

Teorema (Ichma-ich joylashgan segmentlar ketma-ketligi
haqgidagi teorema).
Agar har bir natural » uchun [a,.5,] (a, <b,} segment berilganda
barcha » larda
[a,‘ ,b,] = ["wl J’,q}
munosabat o°rinli va tim(b, -a,)=0 bo‘lsa, u holda ¢ima, va Zimb, limitlar

LAt ]

mavjud bo‘lib fima, =timb,=c va istalgan natural » wchun a, <c<b,

tengsizlik o‘rinlidir.

Isbot: Teorema shartiga ko‘ra {s,}°, Kketma-ketlik o‘suvchi
bo'lib, yuqoridan (masalan, 5 bilan) chegaralangan, {,}7, ketma-ketlik
esa kamayuvchi bo‘lib, quyidan (masalan, a, bilan) chegaralangan

bo‘ladi, u holda supfa }=a esinflp,}=b desak, 4-teoremaga asosan
tima, =a, timb, =b bo‘ladi. Barcha =« larda a, <a<é<p, bo‘lgani uchun

osb-ash —a,, neN.
va fim(b -a)=0. 5-teoremaga ko‘ra b-a=0, ya'ni

tima, = (imb, =c, a, sc<b, VneN.

n—+o A

Teorema isbot bo‘ldi.
4-teoremaning tatbig‘i sifatida quyidagi limitni ko*rsatamiz:

fim[l+l). 4.

nsar ]

Dastlab x,=(l+i]~ ketma-ketlikning o‘suvchi va  yugoridan
chegaralangan ekanligini ko‘rsatamiz. Buning uchun biz quyidagi
tengsizlikdan va Nyuton binoidan foydalanamiz: agar x>-1 bo'lsa,
(l+xF2ltme, ne N,

Istalgan a,b va natural # uchun
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(a+b) =3 Cla**-b'
d=0

- A IE ) Pl .
tenglik o*rinlidir, bu yerda ¢} = e ol 1/ S e s

un n-fl i ;14]__!(_ (rnl]" f { ff*!;'l

S ) i

e z[u_‘ Eeee. ‘..=‘*"_*_"3.)__(”_+1)'_:_”=
(n+1) n+lA (n41)’ )  m+l (n+D)

_{(n+2)n* +241) _ ' 4307 +3n+2 07 4307 43041 _
(n+1)’ (n+1)} (n+1)’

X " an
Demak, 1< —rl—‘, ya'ni X, <X, neN:{x | o‘suvchi ketma-ketlik

ekan, Endi uning yuqoridan chegaralanganligini ko'rsatamiz.

e 1, o 11 fn-&-n7n-@-2f-(n-1)-n
Ushbu " " ° "
S0 Y (CR = (L B
k! n )\ n n) k!
tengsizlikka ko‘ra
Iy & [ B £ 1 LI
=|1+—| =) C}-— =1+1+> —=2
% [ ﬂ) é "o ca-ak! ; ! +;k!
1 1

]
k=2 bo'lganda, ""_—|=1":2—_1—_.}<.};[ va bundan quyidagini hosil

qilamiz:

Demak, x, :[H -I—] <3, neN.
"

U holda 4-teoremaga ko'ra {x )7, ketma-ketlik limiti mavjud va
chekli bo*ladi, uning qivmatini 4 orqali belgilaymiz:
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ft'm[l + —1~J =g
Ayt ”

e soni irratsional son bo‘lib, u matematika va uning tatbiglarida katta
ahamiyat kasb etadi. e sonining o‘nli kasrga yoyilmasidagi dastlabki 10

ta ragam quyidagicha bo‘ladi €=2,7182818284...

1
Quyidagi limitni istalgan « >0 uchun ko‘rsataylik: Eimnif; = lima» =1,
Dastavval, «>1 deb qaraylik, u holda 4+ >1 bo'lib, (1+x)° 21+ nx.
Tengsizlikda (x> -1} 1+x=2" deb olsak,

1 3 _
1+n-[a'—l}£a:>a<a"—lsf-!, neN.
]
1
Bu yerda, » - o da limitga o‘tsak fim[a' —1]:0

ekanligi kelib chigadi, ya’ni tim a% =1.

Agar o<a<l bo‘lsa, u holda ;-;-1 bo‘lgani uchun

1
- i
fim q" = lim —=1.

Ll £ [] ):
a

1
Demak, istalgan a>0 uchun fima* =1,

Keyingi misol sifatida istalgan a>0 (a=0) son uchun éméog, [:+l}=o
aw n
ekanligini ko‘rsatamiz. Dastavval, a>1 deb garaylik, u holda tog,x
funksiya o‘suvchi bo‘lgani uchun, biz ., =fagn[|+-l—J ketma-ketlikni hosil
n

qilsak, bu ketma-ketlik kamayuvchi bo‘lib, ya’ni ¢ »1,»--»1, »r,, >,
istalgan » uchun ¢, >0, uning chekli limiti « mavjud bo‘lib, 4-tcoremaga
ko‘ra

timt, =ir'1'f{t,,} =a,
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a=0 ekanligini ko‘rsatamiz. Agar oo deb faraz qilsak, «“-1>0

bo‘lgani uchun, ;"—w“ -1 deb olsak, u holda bunday » larda

t, = fog,[l+ l}c fog,a® =a.
n

Bu esa a=inf ] ekanligiga ziddir. Demak, 2 =0 ekan, ya’ni

¥
Lim fog,[1+i]=0-

Agar o<a<1 bo'lsa, -3:»1 bo*lgani uchun

fl_f! :!'agﬂ(l + i): fl'm—(ﬂogl(l+-:;]}=0.
Xuddi shuningdek,
tim tog,[z —i]: 0
ekanligi ko‘rsatiladi.
T . 3 +2n+4
Masalan. Ketma-ketlikning limitini hisoblang: hm————
nox 4pnt -3
Yechish: Kasming surat va maxrajidan »% ni qavsdan chigarib,
bo‘linma va yig‘indining limitlari goidalaridan foydalanamiz:
z 2 4
A=+ —)
Fi 4

3n’+2n+4:ﬁm » _

a—vm 2 — P
45 +n 3 n2(4+1_%)
n n

_m@+2/n+4/n’) lm3+lm(2/r)+limd/5°) 3,040 3
lim(4+1/n—3/n?) lim4+Ilim(1/n) ~ lim(3/n’) 4+0-0 4

Bir o‘zgaruvchili funksiya limiti

Ta’rif. Agar f() funksiya x, nuqtaning biron-bir atrofida
aniqlangan bo'hib (x, nuqtada aniglangan bo‘lishi shart emas) istalgan
>0 son uchun shunday s-0 son mavjud bo‘lsada, o<lx-xj<s
tengsizlikni  qanoatlantiruvchi  barcha x lar  (va’ni istalgan
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xe(xe —J,xo)u(xo,xu+5)) uchun rf(x)—a|<£ tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, u
holda x argument x, ga intilganda s(x funksiyaning limiti « ga teng
deyiladi, (bu hol #m f(x)=a shaklda ifoda etiladi).

-y

Ta’rif. Agar fimx, =x, bo‘lgan istalgan {x 7, ketma-ketlik uchun
&im f(z,)=a tenglik o‘rinli bo'lsa, u holda x argument «, ga intilganda
f(xy funksiyaning limiti ¢ ga teng deyiladi.

Yuqoridagi ta’riflar teng kuchlidir. Agar 1-ta’rifda barcha
xe{m-&x,) yoki (xe(xo—ex0)(xe(x0,x0+e)) lar uchun |f(x) -4 < ¢ tengsizlik
o‘rinli bo‘lishi talab gilinsa, u holda « son f(x) funksiyaning «,
nuqtadagi chap (o‘ng) limiti deyiladi va fim f(x)=a [ngfrfnf(x)m]
ko‘rinishda ifoda etiladi. Chap va o‘ng limitlar uchun quyidagi
belgilashlar qo*‘llaniladi:

Jfim f0=f(6-0)  fim f(x)=f(x,+0)

Yuqoridagt ta’rifda x, nugta va o sifatida +» yoki -«
(cheksizliklarni olishimiz mumkin, Ta’riflarda mos o‘zgartirishlar
kiritib, quyidagi
tim fGx)=a, €im f(x)=a, timf(x)=w0, tin flx)=to, fin flx)=2m, tm f(x)=,
tim fx)}=tc0. tim flx)=c0, Lim flx)=1m, fim fl)=w kabi limitlami
ta’riflashimiz mumkin.

Ta’rif. Agar timf(x)=0 [fﬂf(;):{)) bo‘lsa, u holda x -z, (x >w)
da 7(x) funksiya cheksiz kichik migdor deyiladi.

Ta’rif. Agar tim f(x)=o lff‘ﬁ:f(x)=m) bo‘lsa, u holda x—x, (x5 w)
da f(x) funksiya cheksiz katta migdor deyiladi,

Funksiya limiti, cheksiz kichik va cheksiz katta miqdorlar quyidagi

xossalarga ega:
1. tm f(x)=0 va :eia: g(x)=0 bo‘lsa, u holda istalgan « va g sonlar

uchun
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‘fifn{a flx)+ Bg(x)=0.
2. Agar iimf(x)=0 bo‘lsa, f{x) funksiya xo nuqtaning biron

(x, — &3, ) (x,.x, + £) ¢ atrofida chegaralangan bo*ladi.

3. Agar f{x) funksiya x¢ nugtaning biron ¢ atrofida chegaralangan
bo‘lib. fim g(x) = 0 bo*lsa. u holda fim f(x) g(x) =0 bo‘ladi.

4. Agar tim f(x)=a bo‘lib, ¢<a<b bo‘lsa, u holda xs nugtaning
(biron &£>0 son uchun) (x, - x,)(x,.x, +&) atrofida ¢ < f(x)<b tengsizlik
o‘rinli bo*ladi.

5. Agar tim f(x)=a =0, Lim g(x) = bo‘lsa, u holda tim f(x)-g(x) ==,

6. Agar f{x) funksiya xp nugtaning biron atrofida chegaralanganda
tim g(x) == bo‘lsa, u holda ftm()‘tl}*g(l)} » bo'ladi.

Foaxg

7. Agar tim s(x)=0 bo‘lsa, u hoida (im r'(x)ﬂ' va, aksincha, agar

fim g(x)=» bo‘lsa, tim ll'} -0 bo‘ladi.
PR =i glx

8. Agar fim f(x)=a. fimg(x)=b bo'lsa, istalgan ¢ e« g sonlar uchun

fimle f(x)+Bglx))=a-a+ f-b, tim f(x)-g(x) =q-b bo‘ladi.

9. Agar fim f(x)=a VA limg(x) = b#0 bo‘lsa, hm--—{-----) P % bo‘ladi.
en g

10. Agar tim f(x)=a Va fimg(x)=b bo‘lsa, u holda £(g(x)) murakkab
funksiya uchun fim flelx)=a.

11. Agar tim f(x)=a, fimg(x)=b bo'lib, x, nugtaning biron atrofida
(yoki x, == bo‘lgan holda, | yetarlicha katta bo*lgan barcha » larda)
f(x) < g(x) tengsizlik o*rinli bo*lsa, u holda a <5 tengsizlik o’rinli bo*ladi.

12. Agar x, nugtaning biron atrofida (yoki x, == bo‘lganda,
yetarlicha katta bo‘lgan barcha x larda) 7(x) <g(x)<g(xn tengsizlik
o'rinli bo'lib, fim f(x) = fim p(x) - « bo*)sa, u holda lim@(x) - a.
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13. Agar x, nuqtaning biron atrofida (yoki x, =« bo‘lganda, |4
yetralicha katta bo‘lgan barcha x larda) f(x)=const=2 bo‘lsa, u holda
fim f(x)=a.
a-b1y

14. Agar timf(x)=a bo’ Isa, v holda im flx)= tim flx)=a.
Aksincha, agar ”_Z;r';% f(x)=‘£1;:nm f(x)=a bo‘lsa, u holda @: f(x)=a bo‘ladi.

Anigmaslikning turlari
Ketma-ketlik va funksiyalar limitlarini hisoblayotganda
quyidagi ko‘rinishdagi noanigliklar yuzaga kelishi ~mumkin:

x N L
-, =0, w—e 17,07, .

0 o
Bu yerdagi noaniqliklarning ayrimlarini boshqasi orqgali

. . T . 1 1 . .
ifodalash mumkin. Limitning xossasiga ko‘ra — =0, 5= simvollarni
o

kiritishimiz mumkin. Shunga ko‘ra,

noaniqliklar  tengligini yoza olamiz, shuni ta’kidlash kerakki, bu
tengliklar sonlar tengligi ma’nosiga ega bo‘lmay, balki bir ko‘rinishdagi
noaniqlikni ikkinchi xil ko‘rinishdagi noaniglikka olib kelish

mumkinligini anglatadi. Shu holatni e’tiborga olib g va  owo-o

ko‘rinishidagi noaniq!iklarga misollar keltiramiz:

xt x 1
b, timZ- = timx=0. 2. Lim = =fim—=w,
=t oy 20 =0 x ¥y
. 1, a x—ratsional son bo'lsa
3. timEZ_atiml=a. 4, 4= B Xorasio
4t x x=B 0, agar x—irratsional son bo'lsa

tim A fim x(x) ~limit mavjud emas.
x Ls

740
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0

Bu misollar g ko‘rinishdagi noaniqliklardan iboratdir. Endi

=— ko'rinishdagi noanigliklarga misollar Reltiramiz:
1) Lim(2x — x) = Lim x =+

L 8
A E i

2) lim(x+a-x)=a

PR

3 !i.?i(x—lx) = .F_Jm(— x)=—c

4) Lim(x+ x(x)—x)= tim 7 (x) limit mavjud emas.
Endi :; ko‘rinishdagi #im*™" limitni hisoblaylik. Avval
18l 7
tim sinx = 0 ekanligini ko*rsatamiz. 0<x < ‘; deb olaylik. Radiusi | ga teng

quyidagi aylanani qaraylik, x-<40C burchakning radian o‘lchovi
bo‘lsin,

X

C

u holda 4C uzunligi » ga teng va sinx :}‘; - AK, gx 3‘: - BC.
Agar 5, - 04C sektor yuzasi bo‘lsa, u holda
Fpow L 8uc ESpme =9 _I,{)('-AK < 1_\'-:. i(.)(."- BC =sinx<x <fgx

tengsizlik kelib chigadi.

0<x<”  bo‘lganda, o<sinx<x ekanligidan fimsinx=0 tenglik

kelib chigadi. sin(-x)=-sinx bo‘lgani uchun fimsinx=0 bo'lar ekan.
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.. SIDX L (s . PR
Demak timsinx =0, ya'ni fﬂ’T limit (9} ko‘rinishdagi noaniglik ekan.

Endi 0<x< g uchun quyidagilarni hosil gilamiz.

. X sinx sinx
snx<x<fgxr =>l<—« Sl ——neosx=>0<l-——<1-Cosx =
snx COS X X X

:>0<1_SIDI

<25‘1n2£c25ir1£~:2-f <x
X 2 2 2

ya'ni 0<I —%x < x tengsizlik kelib chigar ekan.

Demak, tim [l—m) =0, ya’ni eim>mF
I x

=4 ¥
. sin(— i . . sinx ,  sin{— . sint
Endi S0 _sX pooani uchun fim S0 = gim S0 _ g S0E
—X X -0 betll L I 4
sin
.‘J.'=1

Shunday qilib, m

X
!
Endi = ko‘rinishdagi noaniglikka doir g:l?(nx); lithitni
hisoblaytik. Dastavval f—’j’f‘;,(“f)’]" limitni qgaraymiz. Agar x ushbu

<xgl tengsizliklarni qancatlantirsa, uholda » = Lgniiva
n X

N
[l+ﬁy :_:(H—x]% g[l +£)w :;[](I”Ti]]s(nx)% s[l+ﬂ. .[H;l’-J
n+l

Bu tengsizlikda x40, ya'mi > 0 bo‘lsa,

n a4l
fr‘m[l+l] =€im(l+L) =¢ va e;‘m{nL):eau(nl]:l bo‘lgani
h

g n A—ec! n+ l R n+1 -

-+l

uchun, limitlar xossasiga asosan
1

f_if:ia(l+x)1=e‘

t
Endi f_f':‘flo(l"'r); limitni qaraymiz. -x- 1{7 almashtirishni bajarsak,
x—-0 bo‘lganda ¢ -0 bo‘ladi, chunki r:—i, u holda
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fw'-;i“lif,\;'.""f,,',a‘ =T = a0
tenglik kelib chigadi. Agar biz x » 0 da,'ya’'ni > +0 da limitga o*tsak
{ffrf}(! i x).l. :{m;(l 4 I)f‘ 1+1)=¢
hosil bo*ladi. Demak, ¢im{i+x). =e.
Shuni ta’kidlaymizki, ushbu fim “-ffz:" =1 limit birinchi ajoyib limit,
‘:"ﬁ 1+ r)i =g, Pm{”;] =&

esa ikkinchi ajoyib limit deb nomlanadi.
Bundan tashqari quyidagi umumiy holdagi formulalarni keltirib

o'tamiz:
r STALY)
1. !11‘1: 14 ( 1 =¢, bunda x >a bo‘lganda f(x)-» =.

2 IlirL1(l+go{x})wT; -e. bunda x—e¢ bo‘lganda ¢(x)— 0.

[ ™ -
3. lim| 1:"-,' —e™; lim™VI+ kx lim(l + kx)5 = ™
T !!\ X -0 sl

sx

Masalan 1. Limitni hisoblang: lim
v sinx +sin 7x

(1% 2
. . S5x i Sx . 8 7 .l] 5
Yechish: B ——— sl ————— Sl — o a =,
FASMA+Sm T e N P ¥ pin -'1vcos-i 11
2 2 2 2
s f

. k
Masalan 2. Limitai hisoblang: [tlg(H . j

Yechish:im 1: %) ,l.ml’ 1+
o \
Masalan 3. Limitni hisoblang: lim<1+5x .
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bx

N ! ! la
Yechish: Tim<1 +bx ]im(] +bx Y =lim= Iim[(l+hr)m] =e* .
¥ -l -} 1-ad) 1+

Masalan 4. Limitni hisoblang: fim{{-sin’ xp":.

1 <k
Yechish: Iilg(l—sinz.t)m’n= lhpo[(l—stn’x) ml] =el = :

¢

1
Masalan 5. Limitni hisoblang: lim{x+e"):.

-]

e

Yechish: Eﬂg(‘(ﬂ" ; = e{l}:ﬂ(!* x.)j } = g€ =&,

dx-1
Masalan 6. Limitni hisoblang: I (f” ’J
rom 2x -3
Yechish: Kasrning suratini maxrajiga bo‘lib, butun gismini ajratib
olamiz:
2x+1 _(2x-3)+4 s 4
2x-3  2x-3 2x-3
x> da berilgan funksiya asosi birga intiluvchi, ko‘rsatgichi esa
cheksizlikka intiluvchi darajani ifodalaydi, ya'ni 1* ko‘rinishdagi. U

fiofda

L= ¥ -3y
& a3+ Ax-] ( -1-‘-‘ -3 { N y -
in(...rﬂ_] -Iirnl-+-—4 ] =i [|+_ 4 ] . 1|+..f‘. ]‘
A 3 2x-3 . 2% F=3

1w

x> da _* 50 bo‘lgani sababli va lim_£1+ L1
2x—-3 e Zx—-3) e

ekanini hisobga olib, ikkinchi ajoyib limitga ko‘ra: lim|

. 2x+4 I]h ! 2
=& .
"”\2.“"3

Masalan 7. Limitni hisoblang: 1im™*~".
X -8

Yechish: Quyidagicha almashtirish bajaramiz: x-e=¢, bundan
x=t+¢ va x-edat >0 ckanligini ¢’tiborga olib quyidagiga ega
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bo‘lamiz:
y ¢ i [ 'ﬂ|:
- N v 1 : . o { t |
Iimhx 1= ..l t')—lzlnn--ln"”:hm In(l1+-)" = lim lnih’] | = 4 :
. Y- -0 f -0 f £ r-al) ] ,-oull 'y e

Ekvivalent cheksiz kichik funksiyalar

Agar a(x) va p(x) x-x, holda cheksiz kichik funksiyalar bo‘lib,

ﬁﬂﬁﬂzl bo‘lsa, u holda ular ekvivalent deyiladi va x>, da a(x) ~ g(x)

kabi belgilanadi. Masalan, I.i;gi;i:t:!. shu sababli x-s0 da sinx ~ x.

Shunga o°xshash x »0 da quyidagi cheksiz kichik funksiyalar
ekvivalentdir: stax ~ t@x~arcsinx~ aretgx ~ n(l+x) ~ e~1 ~ x, [-cosx ~

2 "
"7. e ~ lix, @ ~1+ xlna, (14x)" ~ limx, Yiex=(+x)a~1+7,
m
nul=’-ﬂ(1*_1_)_‘ X
log, na na’

Masalan 1. Limitni hisoblang: lim(3x- 5.
Yechish: tmGx-5 =t ¢ 5. x50 da In(l4x)=x
munosabatdan foydalanamiz. U holda tim[ = =

3z-8

R
i ()™ e ns ' S
lime™ i =lime 51 =lime™ = €.
§-e2 -]

1-e]
2. Limitni hisoblang: 1 lim 37 3% )y ! =005"
a1+ 2x) e X
Fechish: 1)im 5> <t 6030 ] _inf 2] -2,
o Inf(1+20) =\ n(1+2x)) \2¢) 4

" - 2 2 i y
2) hn@' L% 3 (i -‘},'Sl-r —tim =IO o5,
1w - -t‘

x 2l X v



Limitlar nazariyasining iqtisodiyotdagi ba’zi tatbiglari

Ajoyib limitlardan iqtisodiyotning statistika, bank-kredit, korxona va
tashkilotlarning hisoblash jarayonlarida samarali foydalaniladi. Ayniqsa
bank va kredit sohalarida murakkab foizlarni hisoblashda ikkinchi ajoyib
limitdan, e soniga keltirish orgali hisoblash keng ko‘lamda amalga
oshiriladi. Bunga misol gilib quyidagilarni keitiramiz.

Uzluksiz foizni hisoblash masalasini ko‘rib chigamiz.

Bankka qo‘yilgan boshlang‘ich summa Qo bo‘lsin. Bank yiliga
jamg‘armaning p% ni to'laydi. f yildan so‘ng to‘lanadigan
jamg“armaning qiymati topilsin. Oddiy foizlardan foydalanilganda yillik
jamg‘armaning migdori I_%Q,, giymatga o‘sadi:

Ql=QQ[I+—‘O—},Q2=Qn[1+-i)z,...,g=Qu(1+~—P~)‘. Amaliyotda ko‘pincha

100 100 100
murakkab foizlardan foydalaniladi. Bunday holatda jamg‘armaning
yillik miqdori quyidagicha giymatga o‘sadi:

F P 2 P i
QI = Qn[l‘i'réa]}Qz :Qo[l+ﬁ-6) ,...,Q, =Qu[l+ ﬁ] .
Agar jamg‘armaning foiz miqdorini yilda fagat bir marta emas, n

marta hisoblansa, yillik 7% o°sishda migdoming L gismi yilning 29 ni,
H n

100k
Faraz gilamiz, foiziar har yarim yilda go‘shib hisoblansa k=2, har
kvartalda £=4, har oyga k=72, har kuniga &=3635, har soatiga k=876( va
hokazo. U holda jarmg‘arma miqden ¢ yilda

oo P.m&% N
QZL“"{Q“(“M) ]“’“Q‘((‘WJ ] G,

bu tenglik ko'rsatkichli (ekspotensial) ofsish (p>0 da) yoki
kamayish (p<0 da) gonunini ifodalaydi.

jamg‘armaning ¢ yildagi miqdori esa »# ni tashkil giladi: o =Qo(1 + L)
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Izoh: Moliya-kredit amaliyotida foizni uzluksiz hisoblashdan
kamdan-kam foydalanilsa ham, u murakkab moliyaviy vazifalarning
tahlilida, xususan investitsion masalalarni tanlash va asoslashda foydali
hisoblanadi.

Masalan 1. Agar yiliga qo*shib hisoblashlar soni cheksiz o°zgarsa, u
holda real stavka qanday o‘zgaradi? (Boshgacha aytganda k —»«da 4,
nimaga intiladi?)

Yechish: Ajoyib limit formulasidan foydalanib,

fim A, lim_»f“[h—f). -ﬁm,go[{“fl‘: A A
3 3

Bu yerda, ¢ bank foizlari qo‘shib hisoblangan yil migdori. Shunday
qilib, agar bank foizlari uzluksiz ravishda qo°shib hisoblansa, u holda
hisobdagi summa 4-4,-¢*, bu yerda 4o bohslang ich omonat miqdori, ¢
=2.718..., R - yillik foiz stavkasi.

Masalan 2. Inflyatsiya darajasi kuniga 1% ni tashkil gilsa, yarim
yildan keyin boshlang‘ich summa qanchaga kamayadi.
Yechish: Murakkab protsentlar formulasidan ¢ -_(),{(1 itlm'\ . bunda
Y '
(o dastlabki summa miqdori, 182 yarim yildagi kunlar soni. Bu formula

12
LY 8
100 A

shaklini o°zgartirib, limitga o*tadi 0 - Q{(l X

Demak, yarim yildan keyin dastlabki summa 6 marta kamayadi
(¢ %6).

Masalan 3. 5000 sh.p.b. villik 4% foiz stavkasida 3 yildan so‘ng
qancha bo*ladi?

Yechish: & -Kk(1+ni), bu yerda x qo‘yilgan pul miqdori. » oddiy
foizlardagi yil, i foiz stavkasi.

Shartga ko‘ra K =5000, n-3, i-004.

K, = 5000(1+3-0.04) - 5000-112 5600 p.b.
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Masalan 4. Agar ikki yil davomida yillik 6% oddiy foiz stavkasida
784000 sh.p.b migdori jamg‘arilgani ma’lum bo‘lsa, dastlab qancha pul
qo'yilgan?

784

Yeckish: k, =784000, n=2, i=006 k=7 K= JITO;Q = 700006 p.b.

Masalan 5. x=2000 sh.p.b oddiy yillik 5% dan stavkasi bilan
necha yildan so‘ng sc00 sh.p.b. bo*ladi?
Yechish: k_=5000, &=2000, i=005. 5000 =2000{1+#-0,05).
25=1+n-005, n-G05=15, n=30.

Funksiya uzluksizligi

Ta’rif. xp nuqtaning biron-bir atrofida aniglangan ffx) funksiya
uchun tinm £(x)= f(x,) tenglik o‘rinli bo‘lsa, f{x} unksiya x¢ nugtada

uzluksiz deb ataladi.
Agar  tim f(x)= f(x), (rﬁi;rﬁof(x)z f(xn)) bo‘lsa, f(x) funksiya s,

nuqtada o‘ngdan {chapdan) uziuksiz deyiiadi.

Funksiya limiti xossalaridan quyidagi tecorema o‘rinli ekanligi
kelib chiqadi.

Teorema. Agar fix,—0)=7f(x,+0)= f{x,} bo‘lsa, s(x) funksiya x,
nuqtada uzluksiz bo‘ladi.

l-ta’rifni orttirmalar tilida ham aytish mumkin. Agar
argumentning ikki  x, va x,+Av qiymatlari qaralsa, ar argument
orttirmasi deyiladi. Bu orttirmaga mos keluvchi y=s(x) funksiya
orttirmasi Ay quyidagtcha aniglanadi:

Ay = flx, + &) - f(x,).

Agar fﬂ[ﬂx.,mx)- Fix)]= timay=0 bolsa, u holda f(x) funksiya x,
nuqtada uzluksiz deyiladi.

Funksiya limiti xossalaridan foydalanib, uzluksiz funksiyalar
uchun quyidagi teoremalarning o‘rinli ekanligini ko‘rsatish mumkin.

146



Teorema. Agar f(x) va g(x) funksiyalar », nugltada uzluksiz
bo‘lsa, quyidagi funksiyalar ham uzluksiz bo*ladi:
Jx
g(x)
Bu yerda, @ va g istalgan sonlar bo‘lib, funksiyalar nisbati

g
a fl) s Belx), fix)-glx),

qaralayotganda g(x,) # 0 deb faraz qilinadi.

Teorema. Agar f(x) funksiya x-4 nuqtada uzluksiz, g(x)
funksiya esa v=x, nugtada uzluksiz bo‘lib, g(x,)=» tenglik o‘rinli
bo‘lsa, u holda murakkab s(e(x) funksiya x-=x, nugtada uwzluksiz
bo'ladi.

Ta'rif. Agar f(x) funksiya biron 4 to*plamning har bir nuqtasida
uzluksiz bo‘lsa. bu funksiya A4 to‘plamda uzluksiz deviladi.

Endi uzluksiz funksiyalarga misollar keltiramiz:

1. Butun va ratsional kasr funksiyalar, o‘zlarining aniqglanish
sohasida uzluksiz bo'ladi. Haqiqatan ham. f(xi-x funksiya (-w=. )
oraligda, ya'ni barcha x larda uzluksiz, u holda 1-teoremadan istalgan
natural » va a sonlar uchun f(x)=a-x* funksiyaning (-=.«} oraligda
uzluksizligi kelib chigadi. Bundan x ga nisbatan ko‘phad bo‘igan
fixy=ax"+ax"'+.-ta, xta,
funksiya ham (- =.+«) da uzluksiz bo*lishi kelib chigadi.

Demak, yana 2-teoremani ¢’tiborga olib. » va m natural sonlar
uchun quyidagi

ax”+ax" ' +ota xia,

b,,x"_ s f;,_-:".' doned b; X+h,
kasr-ratsional funksiya maxrajining ildizi bo'lmagan » larda uzluksiz
ekanligi kelib chigadi.

2. Ko'rsatkichli funksiya, ya'ni f(x)=a' funksiya (-=:x) oraliqda
uzluksiz.

Dastavval fima’ = 1 ckanligini ko'rsatamiz. « ~1 bo'lsin, agar < ;

ya'ni - <x<' bo'lsa, u holdaa * <a' <atengsizlik o'rinli bo'lib, x+0
N #
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uchun ;- \ Iqi deb olsak. ([p]-» sonning butun gismi, ya'ni 4 sondan
sl

oshmaydlgan butun sonlarning eng kattasi), x—0 da »n—x bo'lgani
1 ]
uchun, funksiya limitining 12-xossasiga ko‘ra fima * = fima* =1. Bundan

oex

fima* =1 ni  hosil gilamiz. Agar ¢<a<i bo'lsa 'si va
a

-

1 1
fima' —nm-—» =—=]

ol =%

ekanligi kelib chigadi. s(x)-«' funksiyaning istalgan x-x, nugtada

uzluksizligini ko‘rsatamiz: fima" = tima" -a'* =a" fima™ ™ =a"

Ty X4y e N
3. Trigonometrik funksiyalar o'z aniglanish sohalarida uzluksiz.
Avval y-sinx funksivani qaraylik:
fimsinx = t':m [(‘;mx smxo)+sm X ]— f:m(bm.‘ sm,x,,)+<.m.xu =

Iy

. . =K X4 X a
= fim 2sin --——7:-"--005 —2—'1 + sinx,

cosx funksiya chegaralangan bo‘lganligi uchun, funksiya limitining 3-
Xossasiga va fimsint =0 ekanligidan

) . X=X, X=%p . - .
fim 2sin 3 -¢os 5 +3inx, =sinx,,

Demak, fim sinx=sinx,,
Xuddi shuningdek istalgan x=x, nuqtada y=cosx funksiyasi ham
uzluksiz ekanligi isbot gqilinadi. U holda I-teoremaga ko‘ra
siRx C

y= = fgx, x & Xy Im'(i (= ;r} va y= :}SI = (Igx, X :A:r.(t c7) funksiyalar
cos X 2 sinx

aniglanish sohasida uzluksiz ekanligi kelib chigadi.

4. y=togx a>0. a#1 logarafmik funksiyaning (0.+») oraligda
uzluksizligi. Avvalo «~1 deb. funksiva x=1 nuqtada uzluksiz ekanligini
ko‘rsatamiz. Haqigatan ham., x-=1++ deb olsak, quyidagi
r.if:: log x = fr{:ﬂfug,,(lﬂ) tenglikda 120, » H :-1 bo'lsa, r>0 da »no=

L
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bo‘lgani uchun va . tengsizlikdan rog,[l 1 |< tog (1+1)< mg,[1 . ]
n n R n)

\
\

LR

tengsizlik kelib chigadi. Ushbu gsg:rag,[l—l)=nm mg,[nl]ﬂ

tenglikdan fimfog,{i+1)=0, ya'ni fim fog,x = fog,1=0.

Agar 0<a<1 bo'lsa, Loiva fim fog ,x = “?1'["’;08:1}=0=f08.1
a X T

@ a

ekanligi kelib chigadi.
Endi istalgan x-x, (x,>0) nuqtada y=rogx funksiyaning
uzluksizligini ko‘rsatamiz. Hagiqatan ham, agar * -1+: deb olsak,
%o

X —u,da ¢ >0 bo'ladi. Demak,

fimlog x = fi??:{!og“ =i fog x, ] = fim fog, =4 fog x, = timtog (1+1)+ fog x, = log x,.
A-wig 34 X 1asy xX §-all

5. Darajali y = x“, =0 funksivaning uzluksizligi.
y="* funksiyaning (0,+«) oraligda uzluksiz ekanligini ko‘rsatamiz.
Murakkab funksiya uzluksizligiga doir 3-teoremaga ko‘ra

a-fmy o g a
=X
0

limx® ="Ftime =g

6. Teskari trigonometrik funksiyalar o'z aniglanish sohalarida
uzluksiz.
y=arcsinx funksiyani uzluksizlikka tekshiramiz, golgan funksiyalarni
tekshirish shunga o*xshash bajariladi. y = aresinx funksivaning aniglanish
sohasi [-1,1] oraliq bo‘lib, o‘zgarish sohasi [— =, ;ﬂ dan iborat, x, <[-1,1]
bo'lsin. Biz funksiyaning x, da o‘ngdan uzluksizligini ko‘rsatamiz,
chapdan uzluksizligi shunga o*xshash tarzda aniqlanadi. Demak, », <
bo'lib, x-»x,+0 bo‘lsin, u holda aq-;‘f; uchun sinr <1< tengsizlik

o‘rinli. Bundan va y=arcsinx funksiya [-1.1] da o°suvchi bo'lgani uchun
x, < x da quyidagini hosil qilamiz:



sin{arcsin x —aresin x, ) < arcsin x - aresin x, < tg{arcsin x —arcsin x, ) .
Bu yerda, sin{arcsin x)= x,cos(aresinx) = VI-x* ¢kanligidan
xfl-x) —JE-x* x T .
x-J1-x2 —J1-x* - x, <aresinx—arcsinx, < 0 ¢ tengsizlik kelib

Vi—x  fl-x? +xx,
chigadi. Bu tengsizlikda x - x, + 0 bo‘lsa,
’iij::!*o(x,fl—x; -v1-x? -xn)=0 va ,E{Tﬁn"l_x: J1-x2 +x-x°]=l.

Limitning 12-xossasiga asosan ffmo(ﬂmsmx -arcsinx, )= 0,
g+

bu esa y=arcsinx funksiyaning x, nuqtada o‘ngdan uziuksiz ekanligini
ko‘rsatadi.

Yugqoridagi 1-6-misollardan foydalanib, elementar funksiyalar oz
aniqlanish sohalarida uzluksiz degan xulosani ayta clamiz.

Funksiya uzluksizligidan foydalanib, quyidagi limitlarni
hisoblashimiz mumkin:

1
.{Eg"_(l:.i}. = {fng[(;g‘(l +x)* = fogag;
x X

1t
2.4 =1 limitni hisoblaylik.
Bu limit g ko‘rinishdagi noaniqlikdir, agar o*-1=¢ deb olsak, x-»0da

t—>0bo‘ladi va a* =1+1, x=2log (1+1) .

f - £
Demak, ém il Y &im (1 _fewa_ fna.
L I = fog (L+§) foge ‘fog.e
{(I+x)° ~1 0

3.8im

3

, bu limit ham 5 ko‘rinishdagi noaniglik bo‘lib, agar

(t+x0)° -1=¢ deb olsak, x>0 da 150 bo*ladi va (1+x)° =1+, a -en 1+ )=fnll+0) .

Demak,
g0t -1 ratltyy) o lex) 0
i x a0 xfa(l+d} o0 x o)
afﬁneﬂ(l"-x)-fim ! = -fne. —=

=0 x 10 €n{l+ t) ‘ ine
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Natuada, ko‘rinishdagi noanigliklarga tegishli bo‘lgan quyidagi

muhim ]imitlam1 hosil gildik:

1.2im 28U D _ 10 o, xususan em LTy
=0 x F ] X
=1
Z.Eima =fna
—0 X
& -
x—0 x . '

Uziuksiz funksiyalarning asosiy xossalari

Quyida keltiriladigan uzluksiz funksiyalaming xossalarini
teorema shaklida bayon gilamiz.

Teorema (Boltsano-Koshining birinchi teoremasi). Agar (v
funksiya [a.6] oraliqda aniglangan va uzluksiz bo‘lib, oralig
chegaralarida turli ishorali giymatlarni qabul qilsa, ya'ni fay- f6) <0
bo‘lsa, u holda (a.,p) oraligda shunday < nugta mavjudki, bu nugtada
funksiya nolga teng, ya’'ni fi)=0.

Isbot: f(‘”b] funksiya qiymatini ko‘raylik, agar 1{"?]:0 bo‘lsa,

c= "—*—9 deb olish mumkin, bu holda teorema isbot gilingan bo‘ladi. Aks

holda f(e)- r[‘”b){o bo‘lsa, a, =a, b= “;” deb olamiz, f[‘”b) f(6)<0

a+b

bo“lsa, @ === b =b deb olamiz. Keyingi qadamda, yuqoridagi

mulohazani |¢,,5,] oralig uchun bajaramiz. Bu jarayon biron chekli
qadamdan keyin, masalan » qadamdan keyin to‘xfasa, u holda

f[“';b‘]=0 bo¢lib, =[;"] bo‘ladi va bu holda teorema isbot

" gilingan deyish mumkin, aks holda, ya'ni bu jarayon cheksiz davom
etsa, u holda ichma-ich joylashgan [s,,5,] ketma-ketiiklar hosil bo‘lib,
keyingi gadamda hosil bo‘ladigan har bir oraliq uzunligi avvalgisining
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.. . h- N
yarmisiga teng bo‘lgani uchun 5, -a, = ,_ﬂ. ya'ni lim(h, —a,)=0 ekan. U

holda 6-teoremaga ko'ra fima, = timb, = c bo‘lib, barcha n larda a, <c<#,,
ya'ni a<c<bh tengsiziik o'rinli bo'ladi. Endi s(c)=0 ekanligini
ko‘rsatamiz. Funksiya uzluksiz bo*lganligi uchun
fie)=tim f(a,) = fim { (b,) = [ (c) = lim f(a,)- £ (D,).
Endi [a,.5,] oraliglarning qurilishiga ko‘ra 7(a,)- f(b,) <0 edi, u holda
fiey= tim f(a,) f(b,)<0.

Demak, fie)=0.

Teorema (Boltsano-Koshining ikkinchi teoremasi). f{x) funksiya
[a.»] oraligda uzluksiz bo‘lib, oraliq chegarasida turli givmatlarni gabul
gilsa. ya'ni fia)-4, f(» =58 bo’lib, 4# 8 bo‘lsa, u holda 4 va 5 sonlari
orasida yotuvchi istalgan ¢ son uchun (q,5) intervalda shunday « nuqta
mavjudki, bu nuqta uchun f(c) = ¢ tenglik o‘rinli bo*ladi.

Ishot: Demak, ¢+ 4, C#B bo'lib, ¢ son 4 va B sonlar orasida
yotgani uchun (4-¢)(B-¢)<0 bo‘ladi. Agar g(x)-f(x)-C  yangi
funksiya kiritsak,. bu funksiya [e.s] da uzluksiz bo‘lib,
gla)-g(b)=(f(a)-C)-(f(B) - C)=(4-CYB-C)<0
bo‘lganidan g(x) funksiya uchun Boltsano-Koshining birinchi teorema
shartlari bajariladi. Demak, (a,b) intervalda shunday ¢ nuqta mavjudki,
uning uchun g(c)=0, ya'ni g(c)=f(c)- C=0.

Demak. 7(c)=c. Teorema isbot bo*ldi.
Bu teoremadan quyidagi xulosani olamiz. Agar f{x) funksiya
uchun [a.6]< D(f) bo'lib, funksiya [a,6] da uzluksiz bo*lsa, u holda
A=min{f(a). fB)} va B=max{s(a). /(b)}
uchun [4.B]c E(y) bo'lar ekan.
Yugorida keltirilgan teoremalarga taallugli misollarni
keltiramiz:
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1. f(x)=x* funksiya uchun [1, 2] oraligda 4-teorema o‘rini emas,
chunki 7()-f(2)=4>0. .t

2. f(x)=£ funksiya uchun [-1,1]orligda 4-teorema o‘rinli emas,

sababi, f{x) funksiya x=0 nugtada aniqlanmagan.
-1, agar x{0 bo'lsa
3. /)= {0, agar x =0 bo*lIsa
funksiya uchun [-2,2] oraligda 4 va 5-teoremalar o‘rinli emas, chunki
ftx) funksiya bu oraligda wuzluksiz emas, x=0 nuqta uzilish
nuqta: f(-0)=-1, f(+0)=1, ya'ni f(-0)= f(+0).

Teorema (Veyershtrassning birinchi teoremasi). Agar ffx)
funksiya [a,6] oraliqda uzluksiz bo‘lsa, ffx) funksiya bu oraliqda
chegaralangan bo‘ladi, ya’ni shunday = va s sonlari mavjud bo‘ladiki,
istalgan xe[a.5] uchun m< s(x}< & tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.

Ishot. Teoremani isbot qilish uchun, teskarisini faraz qilish usulini
qo'llaymiz. Ya'ni f{x) funksiya [s,5] oraligda chegaralangan bo‘lmasin.
"T“’ nuqta bilan [+,5] oraligni teng ikkiga bo‘lamiz, hosil bo‘lgan ikki

oraligdan birida f{x) funksiyva chegaralangan bo‘lmaydi, chunki aks
holda, ya’ni ikkala oraliqda ham funksiya chegaralangan bo‘lsa, u holda
Jf{x) funksiya [e,5] oraligda ham chegaralangan bo‘lar edi. Demak,

[a.“;b] yoki [i;_b,b] oraligda ffx} funksiya chegaralangan bo‘lmaydi,

agar ikkalasida ham chegaralangan bo‘lmasa, ulardan chapdagisini
olamiz. Hosil bo‘lgan kichik oraliqni gaytadan [«,.5] deb belgilaymiz.
Keyingi gadamda, yuqoridagi mulohazani [q,.5,] oraliq uchun bajarib,
la,.6,] oraligni hosil gilamiz. Bu jarayon cheksiz marta davom etadi,
chunki aks holda funksiya [a,,5,] ko‘rinishdagi oraligda bir paytda ham
chegaralangan, ham chegaralanmagan bo‘lib qoladi. Demak, har bir
natural #» uchun [s, .5} oralig hosil bo'lib, bu oraliqda ffx) funksiya
chegaralangan bo‘lmadi. Bu oraliglar ichma-ich joylashgan bo‘lib,
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b ~a, = “';b u holda 6-teoremaga ko'ra tima, = limb, ~c Va ce<(ab). fix)

-

funksiya uzluksizligidan tim f(a,) = fim f(b,) = f(c) tenglikni hosil gilamiz.
Agar 4 va B sonlar A< f(c)<8 tengsizlikni qanoatlantiruvchi qilib
olingan bo'lsa, funksiya limitining 4-xossasiga ko‘ra shunday >0 son
mavjud bo‘ladiki. istalgan xelc-sc+s) uchun 4<fx) <8 tengsizlik
o'rinli bo*ladi. U holda shunday natural » mavjudki, uning uchun
c~g<a, <c<h <c+g tengsizlik bajariladi.

Demak, istalgan xe[a,.5,] uchun 4< 7(x)< 8 tengsizlik o‘rinli bo*lar
ekan. Ammo farazga ko'ra f{x) funksiya [« .5 ] oraliqda chegaralangan
emas edi. Bu qarama-qarshilik teoremani isbot giladi.

Teorema (Veyershtarssning ikkinchi teoremasi). Agar Jix)
funksiya (a,6) oraligda uziuksiz bo‘lsa, bu oraligda f{x) funksiya
o‘zining yuqori aniq swp{f(x):xefo.b]] va quyi aniq inf}f(x):x¢la,b)}
chegaralariga erishadi, ya'ni [a,6] oraligda shunday xs va x; nuqtalar
mavjudki, f(x,)=supl{/(x)}} va f(x)=inf{fix)].

Isbot: Teoremani yuqori aniq chegara uchun isbotlaymiz.
Teskarisini faraz qilaylik. Agar sup{rx))=» desak, b-teoremaga ko'ra
M chekli son bo‘ladi. Farazga ko‘ra istalgan «xe[s,b] uchun f(x)<s

tengsizlik o‘rinli bo'lsin, u holda vxe [o.a] uchun A - 710 >0.
[
Bundan esa g(x) .
kelib chigadi. Veyershtrassning  birinchi teoremasiga ko‘ra g(x
funksiya chegaralangan bo‘ladi, ya'ni shunday s>0 son mavjudki,

istalgan xefad] uchun gix)<d tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Demak,

= funksiyaning [.5] oraligda uzluksiz ekanligi

istalgan xela,s] uchun <&, ya'ni (: <M~ f(x) YoKi flx)<M- i .

1
M- f(x)
Bu holda suplrix)sm : tengsizlik o‘rinli  bo‘'lib, bu esa
sup{f(x)} = M ekanligiga ziddir. Bu ziddiyat gilingan farazning noto‘g‘ri
ekanligini ko'rsatadi. Teorema isbot bo*Idi.
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Izoh: xo va x; nugtalarda f(x,)=sup {f(x)] va f(x)=inf{f(x)}
tengliklarning o‘rinli ekanligi ffx) uzluksiz funksiya uchun [4,4] oraligda
uning eng katta va eng kichik qiymfxtlari mavjud ekanligi va quyidagi
tengliklar o*rinii ekanligini bildiradi: f(x,)= m}{f{x;} va f(x) ng{_nx}}.

Funksiyaning uzilishi va uning turlari

Jfix) funksiya uchun uzluksizlik shartlaridan aqalli bittasi bajarilmasa,
bu funksiya x nuqtada uzilishga ega deyiladi.

Agar f (x) funksiya berilgan xo nuqtada uzluksiz bo‘lmasa, u holda /
(x) funksiya berilgan x¢ nuqtada uzilishga ega deyiladi.

Uzilishning guyidagi turlari mavjud:

I tur uzilish — funksivaning chap va o*ng chekli limitlari mavjud,
lekin ular teng emas.

I1 tur uzilish — bir tomonlama chap va o*ng limitlardan biri cheksiz
yoki mavjud emas.

I tur uzilishga bartaraf qgilinadigan uzilish deyiladi, bunda x—x; da
funksiyaning limiti mavjud, lekin funksiyaning x» nuqtadagi giymatiga
teng emas.

flx)=[x] (o*qilishi «ant’e iks»), bu yerda [x] — x sonining butun
qismi, ya'ni x dan katta bo‘lmagan eng katta butun son. Masalan,
[2.6] =2, [-2.6] =-3.

{3)_

, 1 ]9
\2)

.\’;2 nuqtada f{x) = [x] funksiya uzluksiz, ya'ni lim f(x)=

x=1 nuqtada esa funksiya aniqlangan f{1)=1, lekin I tur uzilishga ega.
chunki chap va o'ng chekli limitlar mavjud. lekin ular teng
emas: lim f{x)=0 va fim f(x)=1).

1. ix) = [x] barcha hagigiy sonlar to'plamida aniqlangani bilan,
elementar funksiya emas, chunki barcha butun sonlarda uzulishga ega:
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2. y={x}=x~[x], - x sonining buten gismi.
y

CATAVAPAVARN

x

-1 01 2 3 4

l, agar x>0 bo'lsa
3, y=signx=40, agar x=0 ba'lsa
—1, agar x<0 bo'lsa

{«Signumy lotincha so‘z bo‘lib, ishora degan ma’noni anglatadi.)

1y
‘_—-—-

1 i»
0 x

4. y=(f!
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5. Dirixle funksiyasi

_ |0, agar x—-irratsional bo'lsa
_{I, agar x-—ratsional bo'lsa
Dirixle funksiyasini chizma shaklda tasvirlab bo‘Ilmaydi.
Masalan 1. Berilgan funksiyani uzilish nuqtalarini toping va
grafigini chizing:
2 agar x22
Sfix)=42" agar 0£x<2
x+1 ggar x <0

Yechish: Bu funksiva x=0 va x=2 muglalarda uzilishga ega
bo‘lishi mumkin. Shuning uchun shu nuqtalardagi bir tomonli
limitlami hisoblaymiz.

f(0-0)=1|;u& x+0=1, f(0+0)=llm] 2* =1. Demak, x=0 nuqtada funksiya

uzluksiz.
f(2—0)=xl_i£n_°2‘ =4, f(2+0)=xl_i'l;n+02=2. Demak, x=2 nuqtada funksiyai If

(tur uzlilishga ega.
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2. Uzluksiz foizlar formulasi. Yilning boshida ixtiyorimizda
muddatida 4, sh.p.b. migdorda summa mavjud bo‘lsin. Qanday qilib
yilning oxirigacha shu migdordagi puldan maksimal foyda olish
masalasi qiziqarlidir. Mavjud bo"lgan usullardan biri — bank xizmatidan
foydalanishdir. Faraz gilaylik bank 100% yillik ustama bersin: bu bir
yillik saglashda jamg*arma 100% ga ortishini, boshga gisqa muddatlarda
esa jamg'arma shu muddatga mos proporsional (masalan, bir oyda

jamg‘arma J;‘;ﬂ % ga) o'sishini anglatadi.

Demak, bir yildan so'ng jamg‘arma Ao+40=240 miqdorga, ya'ni ikki
marta ko‘payadi. Bundan ham yuqoriroq samaraga erishish uchun 0.5
yildan so‘ng jamg‘arma hisobini yopib va shu ondayoq golgan yarim yil
uchun uni yana gayta ochirilsa, bu holda yilning birinchi yarimi oxirida
jamg*arma migdori 4, + 1 A, = A,,[l ! ;:i vilning oxirida esa 4,[1 ﬁ%) =225 4,

miqdorda bo'ladi. Agar hisob raqami yopish va ochish amalini yil
davomida gancha marotaba kop bajarilsa. u holda shuncha marta ko‘p
samara olish mumkin: masalan, bu amalni har oyning oxirida bajarilsa,

N

yilning oxirida jamg‘arma |1+ 1‘2)| L2613 4,. agar hisob har kuni yopib-
%

ochilsa, yilning oxirida jamg arma .4,,5/1 + 3:.‘5], Ca2ms 4, bo*ladi.
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Agar ochish-yopish amali uzluksiz bajarilsa (albatta natija nazariy
hisoblanadi) u holda yilnipg oxirida jamg‘arma
“‘PE[H,I;] =4, -e~2718..4, miqdorda bo‘ladi. Shunday qilib, 100%
nominal migdorda samarali migdor 171...% ni tashkil etishi mumkin.

Xuddi shu mulohazalarni bankning nominal foiz miqdori p%
bo‘lganda ham aynan takrorlash mumkin. Bunda (nazariy)
jamg‘armaning mumkin bo‘lgan miqdori:

| D ",'En
amlie 2 ) = amalfie -2 )" | - 4,

-hT»{ Imnj TPl U 100R ,.] |'

Umumiyroq holda 4s summa bankka p% vyillik stavkada bir yil
emas, biror ¢ yil uchun saglansin. Vaqt [0.t] oralig*ini » ta bo'laklarga
bo‘lib, va n ni cheksizlikka intiltirib, mumkin bo‘lgan nazariy summani
olamiz:
10a i

. ( p P P \d
’4"1"33’%\“[00;:’] 4”1"31[1 100n )

b

== A“é,m

PI
A= A" uzluksiz foizlar formulasi deyiladi.
Masalan, p-100% yillik stavkada ikkinchi yilning (r=2) oxirida
A’ =7414..4,, ya'ni boshlang’ich jamg‘arma etti martadan ko‘prog
ortadi.

Uzluksizlikning iqtisodiyotda qo‘llanilishi.
Bozorning to‘r (o‘rgimchak ini) modeli

Funksiyaning uzluksiz xossalaridan biri (ildiz hagidagi tcorema)
bozorning matematik modelida o‘zining ajoyib tatbig'iga egadir.
Ma’lumki, talab va taklif — bu bozorning asosiy munosabatlar
kategoriyasidir. Ular juda ko*p faktorlarga bog'liq bo*lib, mahsulot narxi
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- bu faktorlarning asosiysidir. p orgali mahsulot narxini, & orqali talah
hajmini, s orqali taklif miqdorini belgilaymiz (ular ingliz so‘zlarining
birinchi harflari: price — narx, demond — talab, supply — taklif). Yetarli
kichik p larda d(p)-s(p)>0 (talab taklifdan ustun), katta p larda teskarisi
d{pY-slp)<0. d{p) va s(p) funksiyalar deb hisoblab; ular uchun shunday
po narx mavjudki, bunda 4(p,)=s(p,) bo‘ladi, ya’ni talab taklifga teng
degan xulosaga kelamiz. ps narx muvozanat narx, shu narxdagi talab va
taklif muvozanatli deyiladi. Bozoming asosiy masalalaridan biri - bu
muvozanat narxni o‘matishdir. Muvozanat narxni topish uchun
o‘rgimchak ini modeli deb ataluvchi sodda modeini ko‘rib chigamiz. U
ma’lum mahsulot uchun sotuv hajmi va narxining regulyar
takrorlashuvchi siklik o‘zgarishi fenomenini tushunticib beradi.

Faraz qilaylik, mahsulot ishiab chigarish hajmi hagqidagi garor
oldingi davrdagi mahsulot narxiga bog tiq holda gabul qilinsin.

Quyidagi funksiyadagi holatni tahlil gilamiz:

F

£

Pop—emnn e

N ey TLL L)

v

Y 2, P

=
oy

Dastlabki nugtada mahsulotning taklif hajmi g¢; bo‘lib, u
mahsulotning oldingi davrdagi p; narxiga bog‘liq holda tanlangan. Bu
narx muvozanat narxidan yuqoriligi sababli dd talab chizig‘i bo‘yicha

unga bo‘lgan xarid hajmi g2,
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Bozor holati hagidagi ma’lumotdan foydalanib ishlab chigaruvchi
mahsulot narxini p; migdorgacha tushurishga majbur bo‘ladi. p:
muvozanat narxdan past bo‘lgani uchun mahsulotga bo‘lgan talab g3
migdorgacha ortadi. ss taklif chizigi bo‘yicha bu migdorga p; taklif
narxi mos keladi va h.k. Bu holda spiral {g,, »,) bozoming muvozanat
nuqtasiga yaqinlashadi.

Ba’zi hollarda bu spiral «yig‘ilmasdan» «ochilishi» ham mumkin.

Tahlil etilgan «spiral»ning yaqginlashuvchi yoki uzoqlashuvchanligi
d(p) va s(p) funksiyalarning qanday xossalariga bog‘ligligini oldindan
aytish, umuman qiyin masala hisoblanadi. Yaqinlashishga ta’sir etuvchi
fagat bir omilni ko‘rsatish bilan chegaralanamiz.
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6. Funksiya hosilasi va differensiali.
Hosila tushunchasi

Biz f{x) funksiyaning x¢ nuqtada uzluksizligini
fim f(x)= 1 (x,) (1)

tenglik bajarilishi orqali ta’riflagan edik. Agar x-xo=Ax argument
orttirmasi deb nomlanuvchi kattalikni kiritsak, x-»>xo da tabity Ax—>0.
(1)-limitda yangi ozgaruvchiga x=xs+ Ax o'tsak, uni quydagicha yozish
mumkin:

tim f(x)= tim flx, + &)= flx,) (2)
Agar funksiya orttirmasi deb nomlanuvchi f{xo+Ax) -f{xe) =Ay miqdorni
kiritsak, (2)-tenglamadan

{b:!z[}'(x,, +Ax)- flx,)]= fim Ay =0

tenglikni hosil qgilamiz. Demak, y=f{x) funksiya xs nuqtada uzluksiz
bo‘lsa, argument orttirmasi Ax nolga intilganda. ya'ni 4x cheksiz kichik
migdor bo*lganda, unga mos keluvchi funksiya orttirmasi Av=f{xa¢+ Ax)-
Jxs) ham nolga intilishi, ya’ni cheksiz Kichik migdor bo*lishi kelib
chigadi. Shuni e¢’tiborga olsak. xo nugtada wuzluksiz bo'lgan y=ffx)
funksiya uchun, ushbu

Ay
Cim -~ 3
ax—+0 J\t ( )

limit g ko‘rinishidagi noaniglik bo*lishligi kelib chigar ekan. Avval

ko‘rganimizdek bunday noaniqliklar qaralayotgan funksiyaga bog'liq
bo'lib, (3)-limit giymati chekli, cheksiz yoki mavjud bo‘lmashgi
mumkin. Umuman aytganda (3)-ko‘rinishdagi limitni x¢ nugta atrofida
berilgan istalgan funksiya uchun garashimiz mumkin. Shuni ta’kidlash
lozimki, agar (3)-limit qaralayotgan y=f{x) funksiya uchun chekli bo'lsa,
u holda bu funksiya x=xs nuqtada uzluksiz bo‘lishligi kelib chiqadi.
Hagiqatan ham, agar
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i Sl +Ax)- 1) _ .

Arowll Al’
bo‘lib, « chekli son bo'lsa, funksiyg limiti ta'rifiga ko‘ra z>0 son
uchun, shunday s-0 son mavjud bo‘ladiki 0</av<s tengsizlikni

Sx, + ax)- flx,)

ganoatlantiruvchi barcha Ax lar uchun a—s< e

<a+eg,

ya'ni qaralayotgan 4x lar uchun, 4x>0 bo‘lganda

(a—&)-Ax < flx, + Ax)— f(x,) < (a+&)-Ax (4)
yoki Ax <0 bo‘lganda

(a+£) Ax < flx, + Ax)~ fx,) < (a—)-Ax (5)
tengsizliklar o‘rinli bo*ladi. U holda (4)-tengsizlikdan f(x, +0)- f(x,) va
(5)-tengsizlikdan 7(x, -0)= 7(x;) ckanligini hosil qilamiz. Bundan,

tim f{x, +Ax)= flx,),
ya'ni y= f(x) funksiya x-x, nuqtada uzluksiz ekanligi kelib chigadi.
Ta’rif. Agar ushbu limit giymati 2»3:; chekli bo‘lsa, u holda

v = f(x) funksiya x-x, nuqtada hosilaga ega deyiladi.
Limit gqiymati y- 7(x) funksiyaning x=x, nuqtadagi hosilasi
deyiladi va quyidagicha belgilanishi mumkin:

r . ‘i"(-tn) d)“(xo) "
ik ) i . ¥(x).

Demak, f'(x,) deb quyidagini
T, + Ax)- flxy)
Ax
tushunar ekanmiz. Hosila ta'rifidan, agar y - f(x) funksiya »- x, nuqtada

f(x) = tim

hosilaga ega bo‘lsa, bu funksiya x-x, nuqtada uzluksiz ekanligi kelib
chigar ekan. Teskari tasdiq noto*g'ri ekanligini, ushbu uzluksiz f(x)=x
funksivaning x-0 nuqtada hosilasi mavjud emasligi isbot giladi.
Hagigatan ham, quyidagi tengliklar

o 10+ Ax)- 1(0) = tim 2% - Ax

f fint 1
Ar el Ax Ax-eed Ay s -++0 Ay
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P 10+ Ax)- 1(0) e
Ar-wd) A‘I Ax-v0 A‘ Ar »0 -\T

Cim -fm*ﬁs /@) limitning mavjud emasligini ko'rsatadi, ya'ni s{x)=x

A -

funksiva x=0 nuqtada hosilaga ega emas, ammo f(x)=|x uzluksiz
funksiya.

Endi, funksiva hosilasi ganday ma'no kasb etishini ko‘rib
chigaylik.

Hosilaning geometrik ma'nosi. TekKislikda  berilgan = 1{x)
funksiya grafigining M(x,,»,), (bu yerda y, = 7(x,)) nuqtasiga o‘tkazilgan
urinmani qaraymiz. Bu urinmani hosil gilish uchun quyidagi chizmada,
avval MK kesuvchi to‘g‘ri chizig o‘tkazamiz. So‘ngra Ax orttirmani
nolga intiltirsak, grafikdagi K nuqta. M nuqtaga yaginlasha borib,

ty

y=f(x) K(x, + Ax, f(x, +Ax))
Slx, + AxHmrmmmmmmm e rem
M{x,,v Nix, + Ax,tgge s Ax + )
yafx) [T 1 By, + Ax.y,)
P / H T aAn) .
q Xy ot B ¥

MK to*g'ri chizig MN urinma holatini egallaydi. U ax »0 da MK to*g'ni
chizig OX o‘qining musbat yo‘nalishi bilan hosil gilgan a(Ax)
burchagi, MN urinma hosil gilgan ¢ burchakka intiladi. Bu yerda, v

to*g'ri chiziq tenglamasi y-y, - we-(x-x,) ko'rinishda bo'lib, x - x, = Ax
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va e =k—MN to°g'ri chiziq OX o‘gining musbat yo'nalishi bilan hosil
gilgan burchak kocffitsienti ekanliginj ¢"tiborga olsak, MN to*g'ri chizig
tenglamasi  y=k-Ax+y, ko'rinishda bo'ladi. 1- chizmada MKB

uchburchak uchun Mg = Ax, KB=Ay va wga(Ar)= i: .

Demak, £(x,)= tim " = tim ga{ax) = o = k
ya'ni fx)=# tenglikni hosil qilamiz. Shunday qilib, = r(x)
funksiyaning x=x, nuqtadagi r(x,) hosilasi shu funksiya grafigining
M(x, v,) nuqtasiga o‘tkazilgan A urinmaning burchak koeffitsientiga
teng bo‘lar ekan. MV urinmaning y-k-Av+y, tenglamasida
Av=x-x%,%=f(x) va k=/"(x,). U holda y=r(x) funksiya grafigining
M(x,,»,) nuqtasida o‘tkazilgan urinma tenglamasi quyidagi ko‘rinishda
bo‘lar ekan: y= f(x,}-(x-x, )4 1(x,)

2. Hosilaning mexanik ma'nosi. s-st) funksiya harakat
gilayotgan jismning r vaqt davomida bosib o‘tgan yo‘lini bildirsa, shu
jismning =1, vaqtdagi oniy tezligi &) ni topish masalasini qaraymiz.
Buning uchun ¢ vaqtga ar orttirma beraylik, u holda mana shu vaqt

davomida jism ma’lum bir masofa As- sz, +a)-s{e,)ni bosib o‘tadi, u
As

holda jismning Ar vaqt davomidagi o‘rtacha tezligini s - = tenglik
orqali topish mumkin. Tabiiyki o‘rtacha tezlik, s =, vaqtdagi oniy teziik
e, )ga gandaydir xatolik bilan teng bo‘ladi. Biz |ar vaqt Kkattalikni
qganchalik kichik qilib olsak, ¢ o‘rtacha tezlik 9(,) oniy tezlikka
shunchalik yaqin bo°lib, xatolik kam bo’ladi. Shuning uchun,
(1) = tim.... = tim % - 8'(1,)

tenglik o'rinli deya olamiz. Natijada jismning s-s(:) harakat
tenglamasida, yo'ldan ¢ vaqt bo‘yicha olingan hosila, shu jismning ayni
t vaqtdagi tezligiga teng bo‘lar ekan, ya'ni §°()= 8().
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3. Hosilaning igtisodiy ma’nosi. Shuni ta’kidlash lozimki,
hosilaning igtisodiy ma'nosi ko'p qirrali bo‘lib, muayyan obyektga
yo'naltirilgan magsaddan kelib chiqadi. Biz shu masalalardan birini
keltiramiz. ¢ - 0/(r) funksiya ¢ vaqt davomida ishlab chigarilgan mahsulot
hajmi o*zgarishini bildirsin. Ishlab chiqarishning =t vaqtdagi mehnat
unumdorligini topish masalasini ko‘raylik. Buning uchun 7 vaqtga ar
orttirma beramiz, u holda mana shu vaqt davomida ma’lum migdordagi
AU =U(t, + A)-0(,) mahsulot ishlab chigariladi, o‘rtacha mehnat

unumdorligi 7, = ‘% tenglik orgali topiladi. Yugoridagi mulohazalarga

o‘xshash 7=ty vagtdagi mehnat unumdorligi uchun quyidagi tenglikni
hosil qilamiz:

_ - A
Z(ty)=timZ, . = o P (%:)-

Demak, mahsulot hajmini vaqt bilan bog‘lovchi () funksiyaning
vaqt bo‘yicha ©'() hosilasi, ishlab chiqarishning z(:) unumdorligini
berar ekan, ya'ni

U= z{).

Masalan 1. Funksiya hosilasini hosilaning ta’rifi yordamida
hisoblang: y=x".

Yechish: Funksiya orttirmasini hisoblayamiz:

Ay = fx, +Ax) — f(x,) = (x+ Ax) —x7 = ¥" + 23Ac + Ax® — 2% = 2xAr + Ax® = A(2x + Ax).
Hosilaning ta’rifiga ko'ra: s (x)- E“li: = lim A“ZX: &, lim (23 + Ax) = 2x.

Masalan 2. Funksiya hosilasini hosilaning ta'rifi  yordamida
hisoblang: y=sinx.

Yechish: Avval funksiya orttirmasini hisoblayamiz:

Ay =sin(x+ Ax) - smmx = 2sm ".\; 005111 + &x j

Hosilaning ta’rifiga ko'ra:



- i Ax
e 2sin~—~ -(_mlr x4 —;-\[' sii 2 £
y'=lim Y - lim = — =< = lim - lim cos| x + ]- 1-cosx=cosx
b Ay Aevd Ax Aol -é-_‘_ Azl \ 2)
2 a2 ¢

Demak, ta'rifga ko‘ra (sinx)’ = cosx.

Masalan 3. y-/x-1 funkstya hosilasini hisoblang.

Yechish: x = 1 nugtada argumentga Ax orttirma beramiz, u holda
funksiya Ay orttirma oladi:

oy | =Ax, agar Av<0 bo'lsa,
Ay =|Ad =
. Ax, agar Ax>0 bo'lsa.
o L0480 g 5y g SOHIDJO)_ g, =5,
Az vl Ax Axsd Ay Az Ax dr-vsd Ay

sz‘f".“:}‘ﬂ‘” flimitning mavjud emasligini ko‘rsatadi, y-|x-|

Ax -l
funksiya
x = 1 nuqtada hosilaga ega emas, ammo y= v -1 uzluksiz funksiya.

Hosila hisoblashning asosiy qoidalari

1. Agar f(x) funksiya x=x, nuqtada hosilaga ega bo‘lsa, u holda
istalgan o‘zgarmas a son uchun g{x)-«-s(x) funksiya x-x nuqtada
hosilaga ega bo'lib, bu hosila quyidagi tenglik orqali topiladi
¢(x,)=a- r{x,), chunki funksiya limiti xossasiga ko‘ra:

plx +ax)-ofx,) _ o afl +Ax)as(s) o rx+Ax)- £(x)
Ax A-a20 Ax Ao Ax

2. Agar f(x) va g{x) funksiyalar x- x, nugtada hosilaga ega bo‘lsa,
u holda ¢fx)= r(x)+ glx) funksiya ham x- x, nuqtada hosilaga ega bo'lib,
bu hosila quyidagi tenglik orqali topiladi:
o) = )2 2'(x,)-
Hagqigatan ham, limit xossalari va hosila ta’rifiga ko'ra:

Q)’(xu }= {l":. =a- f"(lu ]
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plx, F Ax) - eolx,) - Bk Slxy +Ax)+ glx, + Ax)—(F(x,) 2 glx, )) _

@'y )= Lim

! AX A e Ax
f‘-m{ j‘(‘r“ * At) - f(“l‘ ) l g(xu + Ar) =g g(xlj )) { ‘ (‘xll + -ﬁ.‘} ] _.f-[‘til } _.t
Ax et Arx Ax Ar—al Ax
Xy Ax)— el | t "
+ tim #lxo + :3 80} ria,)4 2x,)

3. 7lx) va glx) funksiyalar x=x, nugtada hosilaga ega bo'lsa, u
holda e(x)= r(x)-g(x) funksiya ham x- x, nuqgtada hosilaga ega bo‘'lib, bu
hosila quyidagi tenglik orgali topiladi: '(x,)= /(x,) g(x,)+ (=) 2'(x,)s

Funksiya limiti xossasiga va x-x, nuqtada hosilaga ega funksiya
shu nugtada uzluksiz ekanligidan, quyidagini hosil gilamiz:

Q’(I ): tim w{x_a "':-':I): (0(.'(._,) m (.\',, + h)'g{xo + A.\’)— J (xu)g(xo) -
AL v Ax »0 _\J(
. m[{(x@ s Axk- 1(x ) glx, + ix.x 1 Yl + Ax)- el )} / “,_f({u +i)_—J'(x,)_ T

i /1) B0 VBN ) o) e o)
4. Agar r(x) va g(x) funksiyalar x-x, nuqtada hosilaga ega bo*lib,

)0 bo'lsa, u holda o(x)- 7 f"} funksiya ham x-=x, nugtada hosilaga

ega bo'ladi va bu hosila quyidagi formula orqali topiladi:
)___ .):'{xo) g(rn) f(xu) g4 (-‘-
g'(x)

Funksiya limiti xossalarl, glx) funksiyaning x =, dagi uzluksizligi
va glx,)#0 ekanligidan hamda g(x) funksiya x, nuqtaning biron-bir
atrofida noldan fargli ekanligini e’tiborga olib guyidagini hosil gilamiz:
Sx; +&x) : f1x)
g(x +Ax) g(x,)

o'(x

$n+ &) -4(x) [+ Ax)e(n)- £ (x)e (s +Ax)

Fm)=tn =% R Ax =% 2%+ Ax)g(x Jax
[ 8) () ) el 40 (w) |

wd g(x, + Ar)-g ()| Ax f

1 . f{-‘a“’“l S } glx, + ’“, g“n} j(ln’ ,P,'[I} }[Y]Q(A
f{;);m WS 2 (1)



5. Agar «-gl(x) funksiva x=x, nugtada hosilaga ega bolib, y - 1(x)
funksiya esa u =u, = g(x,) nuqtada hosildga ega bo’lsa, u holda y- f(e(x))
murakkab funksiya x=x nuqtada hosilaga ega bo‘ladi va bu hosila
quyidagi
formula orqali topiladi: »(x,)= /() « (x,).

Hagiqatan ham, murakkab funksiya limiti va hosilaga ega bo‘lgan
funksiya uzluksizligiga ko'ra

Aele, v a))- Agla, ), Aals, + A= flelx, ) els, +ax)-glx,)

)':{-'n)—_{._"ﬂ Ax {,‘m elx, + Ax) ;.:{t] Ax
Sl + Au)- flu
v - e }u‘)fo G e = ) k)

Bu yerda, Au- glx, + Ax)- g(x,) bo‘lib, Ax-»0 da gfx) funksiya x=xp
da uzluksiz bo‘lganligidan A« — 0 kelib chiqishi ¢’tiborga olingan.

6. Agar y-f(x) va x-gfy) funksiyalar o*zaro teskari funksiyalar
bo'lib, x=x, nuqtada sf(x,)#0 va y, = f(x,) nuqtada 2'ly,) hosilalar
tenglik o*rinli.

mavjud bo‘lsa, u holda g(v,): ya'ni xi(x,)=

( o) { o)
Murakkab funksiya hosilasiga vax' =1 ekanligini ¢"tiborga olib, x - g(/(x))
tenglikdan quyidagi kelib chigadi:

1) = UG- = g, () 7 ()

7. Agar funksiya f(kx+b) ko‘rinishda bo'lsa  (f(k+ h})' = k" (kx + b)
bo‘ladi. Bu tenglik murakkab funksiya hosilasidan kelib chigadi.
Yugoridagi goidalar umumiy holda quyidagicha yozilishi mumkin:

L. (a- /() = a () a=const.

2. (1) ) = 1) ).

3. (f)- mn’ = ) g)+ 1()-g').
[!(x) PAC g}~ i) 2'x)

glx)) g'(x}
S. y=7lu) u=glx) funksiyalar uchun (s(@)). - 7. @)-x. .
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6. v- f(x) va x - g(y) o*zaro teskari funksiyalar uchun, 1 ' - L

7. y= flkx+b) funksiya uchun ' = if'(kx+ b).
Endi asosiy elementar funksiyalarning hosilalarini hisoblaylik.
Masalan 1. y=x* darajali funksiya uchun (*) =ax*"' o‘rinli bo‘ladi.
Limitning xossalariga ko‘ra

o

o Y]
(-‘f“ﬁ-‘) = ” ) I_[! XJ lj‘ % o
5 2%
X

Xususan, (x) =1.
2. y=a" (a>0) ko'rsatkichli funksiya uchun (a‘i =a"tna.
Ajoyib limit xossalariga ko‘ra

) = i o ) _ o .
Anal} A‘ Ar-adl Ax

Xususan, (') ~¢’. 1- va 2-amalning isbotida mos ravishda

1+ 2o - T
un( ~ -ava tim™ L. tna ckanligidan foydalanildi.
A " 5 X
S e % 4
3.y=tog,x logarifmik funksiya (a>0,4+1) uchun (fog,x) = “5=<,
X
Hagiqatdan ham,
¢ fog(x+Ax)-fog,x .. | x+Ax 1, Ar\:::_l _
Waps} = e i e~ B LT | = Bt

Xususan, (fnx) - l

4.y =sinx uchun (sinx) =cosx. I-ajoyib limit va cosx funksiya
uzluksizligiga ko‘ra

, sin V. Zsinéi‘-aﬁs{x-t -
(sinx) = o ) il S AR TR SORE 5 im i Mmms{xf ~) s X,

Al Ax A4 2 Ax Ax a0 : Azl
') 1

Bu yerdan funksiya hosilasi xossalaridan foydalanib quyidagilarni hosil
qilamiz:
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L

r ’
)' sinx | (sinx) -cosx—sinx-(cos x) cos’x+sin’x 1
x) | — |[=—= A = — .
(fg COS X cos’ x CO8™ x Cos™ X
' r
( x)' _[cosx) _ (cosx) -sinx—cosx (sinx) _-sin‘x-cos’x 1
ad sin x sin’ x sin’ x sin’ x

5. Teskari trigonometrik funksivalar. y=arcsin x  uchun
(arcsin x) = tenglik o*rinli bo*ladi.
vi-x*
x=sin y funksiya y=arcsin x funksiyaga teskari bo‘lgani uchun,
teskari funksiya hosilasi formulasiga ko‘ra
1 1

v, 1 1
(arcsinx) =), =— = —— = = -
) =% X, cosy [fiosin'y Vi-¥

Xuddi shunga o‘xshash, y=arcrgx, y=arccosx va y=arccg

. ’ |
funksiyalar  uchun (arcigx) = -,  (arccosx)' =-— . - va
1+x° Ji=x2
f I . R, .
(arcerg x) = E T tengliklarni hosil gilish mumkin.
Yugqorida hosil bo*lgan formulalarni quyidagi jadval ko‘rinishida
ifoda gilamiz:
1. ¢"=0 10. (sinx)=cosx
2.x"=0 11. (cosx)'= —sinx
3. ()= x* ! 12. (1gx)'= -
Cos™ Xx
Y o
4. [Ij =- I:- 13. (ctgx)=— _,I
X X s x
S. (‘--") = I. 14. (anw&u‘)‘- . —] =
2vx vi=-x*
6. (@)'=a* "I na 15. (arccosx)=
vl—x’
7. (e')'=¢" 16. (arcigx)= I_F_-:__‘
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Parametrik ko‘rinishda berilgan fanksiyaning hosilasi

Faraz gilaylik, y funksiyaning x argumeniga bo‘gligligi {;:Eg)

tenglamalar bilan parametrik shaklda berilgan bo®lsin,
Masalan. 1) t‘:;" :::-r - tekislikdagi to‘g‘ri chizigning parametrik
tenglamasi.

= R - . . i
2) {" Xt °‘f’“ - aylananing parametrik tenglamasi.
Y=y, +r-sinf

3) x = a-cost, y = b-sint - ellipsning parametrik tenglamasi.
Parametr ¢ ga A orttirma beramiz, mos ravishda acva ay
orttirmalar hosil bo‘ladi. U holda y funksiyadan x bo‘yicha hosila:
Ay

Y= lmy, < Im

¥, dv _ ¥t
< YK Gy

2lEkle

Masalan. x=c"cos’s, y=&”sin’t; y, hosilan) hisoblang.
Yechish: x =2¢" cos® t +&¥ (=2cost-sinf) = 2™ [cos st —sinF)eos ¢,

¥ =2e" sin’ 1+ ¢ 2co8s -sing = 22" (cos s+ sinsine,

! i L+ tgt x T x
P gy ST OOST =faf- [r+~—} (I:E-—-I-m}:,l‘#—--ﬁni}.
¥ x B osi—sinr £ Q- —tgr et 4 2

Yugori tartibli hosilalar
Agar y=r{x) funksiya uchun (s,6} oraligning har bir nuqtasida

hosila mavjud bo‘lsa, u holda (s,4) oraligda vangi f{x} funksiyani hosil
gilamiz. Bu sx funksiya x=1x, ele,b) nuqtada hosilaga ega bo‘lsa, g
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holda x=x, nuqtada y- f(x) funksiya ikkinchi tartibli hosilaga ega

deyilib, bu hosila y*(x,) £*(x, ). d‘;%’ d i“) v (x,). shaklda belgilanadi.

Demak, ikkinchi tartibli hosila quyidagi tenglik orqali topilar ekan:
Sx + &)~ f'(x,) :

Ax

Xuddi shuningdek, y = 7(x) funksiya uchun uchinchi, to‘rtinchi va
n-tartibli hosilani aniglash mumkin. Umumiy holda, agar - 7(x)
funksiya uchun (a,6) oraligning har bir nuqtasida (s -1) tartibli hosilaga
ega bo'lib, mana shu hosil bo‘lgan funksiyvani 7" "(x) deb belgilasak,
0‘z navbatida /" "(x) funksiya x=x, nuqtada hosilaga ega bo'lsa, bu

I(x%)=fim

hosila y- 7(x) funksiyaning x - x, nuqtadagi » tartibli hosilasi deyiladi. n
tartibli hosilani quyidagi ko*rinishlarda ifoda etish mumkin:

},Iuj{x f' ){ ).d 'I'{I,,) d ;{xn) l.:]{"_”)’

Demak, ta'rifga ko‘ra n tartlbll hosila

e Nx, +Ax)- £ ”(.tu)_
Ax

tenglik orqali aniglanar ekan. Bu tenglikni umumiy holda quyidagicha

S)= Lim -

yozishimiz mumkin: 7"(x)=(s* ”(.x))'.n =1,23..

Bu yerda, /“(x)= 1(x).

Yugqori tartibli hosila uchun quyidagi tengliklar o*rinli bo*ladi:
Ll ()" = - £(x) ¢ = const

2.0/()+ g () = £7x)+ g™ (x)

3.(f(ax+ h))"] =a" f"Nax + b)

4.(7()- g ) = 3CH () g (x)

Bu tengliklarning barchasini matematik induksiya usuli bilan isbot
qilish mumkin. (4)-tenglik Leybnis formulasi deb nomlanadi.

Endi ayrim elementar funksiyalarning yugqori tartibli hosilalarini
keltiramiz. Bu formulalar ham matematik induksiya usuli bilan isbot
qilinadi.
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L () =m-Gn~1Xm—2)-(m—n+ ™", m istalgan haqiqiy son. Agar
m natural son bo*lsa, »>m uchun (t']" =0ean=m uchun (x" ]I'] =ml,
2. (@) =a"-(tnaY, xususan (e*J"' = ¢’

o | x
3. (sinx)" = smLx+n‘-’]

4. feos)” = mslx tn- ;)

Masalan 1. Funksivaning ikkinchi tartibli hosilasini hisoblang:
y=sin’x.

Yechish: y'= 2sinxcosx =sin2x, y"=2cos2x.

Masalan 2. Funksiyaning uchinchi tartibli hosilasini hisoblang:
_1'=(2.r’+lj-ons.r.

Yechish: Leybnis formulasidan foydalanamiz:
fx)=2x+1,g(x)=cosx. f'=6xf"=12x f"=12g =-sinx,g" =—cosx,g" =sinx.
U holda y* = [r(x) g} = r=-g+37"-g+3/"-g"+ f-g"=(2x'-36x+ I )sinx-
6(3x°-2)cosx.

Masalan 3, Funksiyaning n-tartibli hosilasini hisoblang: y =sinx.

. . n . . 2
Yechish: y'=cosx =sin(x+ —2]. ¥'= —sinx = sin(x + -;).
i

_v'"=—om,r=—sinfx+3;) ..... _'.-"";.sin(x-a»n-g),

Funksiya differensiali

Matematika tatbigida asosan tagribiy hisoblashlar qo*llaniladi.
Tagqribiy hisoblashlarning muhim manbayi funksiyva differensiali
hisoblanadi. Biz mana shu tushuncha bilan tanishamiz.

f(x) funksiya x, nuqtaning biron-bir atrofida berilgan bo'lib, x,
nuqtada uzluksiz, ya'ni fimf(x)= f(x,) bo'lsin. Agar x-x =Ax va

f(x)- flx,)= A deb belgilashlar kiritsak, Av argument orttirmasi, Av esa



shu orttirmaga mos keluvchi funksiya orttirmasi bo*lib, yuqoridagi limit
munosabatini quyidagicha yozish mumkin: Lim Ay = ‘{.If:lj[f{.t“ +Ax)- flx,)]=0.

Ta'rif. Agar Ax >0 da, funksiya orttirmasi ayni quyidagi
ko‘rinishda ifodalash mumkin bo‘lsa,

Ay = f(x, + A0)- f(x,) = A-Ax+ afAx). (1)

a[Ar] A

Bu yerda, 4 o*zgarmas son, fim SOy holda y=ffx) funksiya xo

nuqgtada differentsiallanuvchi deyiladi va funksiyaning xp nuqtadagi
differensiali 4-4x ga teng deb ataladi. Bu differensial A Ax=dfixo)
shaklda belgilanadi.

alAx)

Izoh: a{ax) funksiya uchun (fim o0 tenglik  «(Ax)=0(ax)kabi

ifoda etiladi va ofAx) funksiya Ax—0 da ax ga nisbatan yuqori tartibli
cheksiz kichik funksiya deyiladi. Masalan, x>0 da 1-cosx=0(x)

x* =6(x) bo‘ladi, chunki fi.?gx} =0 yoki x>0 da 1-cosx=0(x) bo‘ladi,

sababi
s Jd ( o 3
l-cosx ) s ] X
fim — = fim =fim| —=| .= =0
¥+ x vsl x 54 3 l 2
L2 )

tenglik o‘rinlidir. Xuddi shunga o‘xshash x 1 da «&’(x-1)=0(x-1),
1-cos(x~1)=0(x~-1) va h.k.

Agar (1)-tenglikni Ax ga bo‘lib 4x— da limitga o*tsak quyidagini
hosil gilamiz:

5 f 3
tin = tim] A+ alax)) _
Ay -#l) A.'l’ Ax -] \ A.\’ J

Bu tenglikdan, ffx) funksiyaning xy nuqtada hosilasi mavjud bo-lib,
f(x,)= 4 ekanligi kelib chigar ekan. Demak, ffx) funksiya xs nugtada
differensiallanuvchi bo‘lsa, bu nuqtada funksiya hosilasi ham mavjud
bo‘lar ekan. Bu tasdigning teskarisi ham o'rinli bo*lishini ko*rsatamiz.
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Teorema. x» nugtaning biron-bir atrofida berilgan ffx) funksiya shu
nuqtada /'(x,) hosilaga ega bo‘lsa, u holda xo nuqgtada ffx) funksiyaning
df(x,) differensiali mavjud bo‘lib, bu differensial uchun

df(x,)= f'(x,)-Ax tenglik o‘rinli.
Ishot:
flx + ax)- flx,)
A

flx)= tim .

tenglikda S5 - ";)‘ Ix) 1x,)= alax) belgilashni kiritsak, fimafAx)=0.

U holda alAx)-0(Ax) bo‘lgani uchun
Ay = flx, + Ax)- fx,) = f*(x,)- Ax + afAx)- Ax.
Demak, s(x) funksiya x, nuqtada differensiallanuvchi va
df(x,)= 1'(x,)- A (2)
tenglik o*rinli.

Xulosa qilib shuni aytish mumkin ekanki, ffx) funksiyaning xo
nuqtada differensiallanuvchi bo‘lishi uchun, funksiyaning x» nuqtada
hosilaga ega bo°lishi zarur va yetarli, bu nugtadagi differensial uchun
(2)-tenglik o‘rinlidir.

Shunday qilib, xs nugtada differensiallanuvchi funksiya orttirmasi

Ay = f"(x,)- Ax + O(Ax) =df (x,) + 0(Ax) (3)

Taqribiy hisoblashlarni funksiya orttirmasini uning differensiali
bilan almashtirish orqali bajarish mumkin, ya'ni (3)-tenglikda #(ax) ni
tashlab yuborsak quyidagi tagribiy ay = df(x,) tenglikni hosil gilamiz.

Bu yerda, yo'l qo*yilgan xatolik #(ax) ko‘rinishda bo‘lib, |ax kichik
bolgani sari bu xatolik |Ax ga nisbatan tezroq kichiklashib boradi.

Agar s(x) funksiyva (ab) intervalning har bir nuqtasida
differensiallanuvchi  bo'lsa,  s(x) funksiya («6) intervalda
differensiallanuvchi deyiladi.

Endi misollar qaraymiz. s(x)-x funksiya (-=+=) da
differensiallanuvchi bo'lib, (2)-tenglikga ko‘ra dx (x)'-.\r Ax o‘rinli

176



bo‘ladi, ya'ni erkli o*zgaruvchi uchun uning differensiali va orttirmasi
teng bo‘lar ekan.
Bu tenglikdan funksiya differensialt uchun
df{x)= f"(x)-dx yoki dy=yix (4)
tenglik yoza olamiz.

Dc"lak‘ _f'(,x}_ ({,::] Y= i .

(4)-tenglikka tayanib asosiy elementar funksiyalarning differensiali
va differensiallash qoidalarini kelitiramiz:

L. dc)=0  c=const 2. dlx*)=a-x""dx
3. dla’)= a*tnadx, dle’)=e" dx 4. dltoz, x)=——dx, dftar) =L &
xlna X
5. dlsinx)= cosx dx 6. d{cosx)=—sinx dx
7. dlg x)= ‘: dx 8. dlegx)= -_':- dv
COs X S X
9. dlarcsin x)= - dx 10. d{arccos x) =~ d
vl-x vl=-x*
[ R o — ¥ 12. d{arctg x)=~—1dx
1+x 1+x

Differensiallash qoidalari
1. dlef(x))=c-df(x), c=const 2. d[f(x)+ glx)] = df (x)+ de(x)
3. dlfe) el M e)s fGek) 4. o 20| M0t

Yuqori tartibli differensiallar

df(x)= r'(x}x  tenglikda dx erkli o‘zgaruvchining orttirmasini
o‘zgarmas deb qarasak, df{x) funksiya differensiali x ning funksiyasi
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ckanligi kelib chiqadi, shuning uchun dffx) funksiya differensialini
topish masalasini ko“rishimiz mumkin. Bu differensial f{x) funksiyaning
ikkinchi tartibli differensiali deb atalib, 4° /(x) shaklda belgilanadi, ya’'ni
d’ (=)= d{dr{x))= d(r"(xhde) = (/" ( Wb = f(adebe - = ()
Xuddi shunga o‘xshash
d'f(x)= f'(_l'}!.t‘
d* flx)= 7 (ehax*
d" f(x)= 9 hk yoki y* '; Y
tengliklarni hosil qilamiz.
Ko‘paytmaning yuqori tartibli differensiali uchun Leybnis
formulasini e’tiborga olib, quyidagi tenglikni hosil gilamiz:

@"((eJelo) = Y€ x)-d' (o),
Bu yerda, d"f(x)= f(x)d"g(x)=g(x) deb olingan.

Masalan 1. Funksiyaning birinchi va ikkinchi tartibli differensialini
hisoblang:

Yy =arcig
; 1 B D 2
Yechish:dv = — S dx d’y= 2
1+ x (, + \,;)
Masalan 2. Agar y=arcigx bo ‘Isa, d’y ni hisoblang.
dx " 2\’d'c
Yechish:dv=-——— ,d y=—5—
1+x (1 4 x* )‘

dly= (1 r[(]-s—x )‘-—‘_x(l+t }lel,\ —E(I_H;;,dx’.
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7. Funksiyani to‘lig tekshirish
Differensial hisobning asesiy teoremalari

Yuqorida kiritilgan funksiya hosilasi va differensialining tatbiglari
quyidagi teoremalarga asoslangandir.

Ferma teoremasi. Agar s(x) funksiya x, nuqtaning biron-bir
(x, -4, x,+5)(5>0) atrofida berilgan bo‘lib, x, nuqgtada eng katta (eng
kichik) giymatga erishib, s'(x,) hosilasi mavjud bo‘lsa, u holda bu
hosila nolga teng, ya'ni f'(x,)=0.

Isbot: Istalgan xe(x,-6.x,+8) uchun  s(x)<s(x,), vya'ni
flx,)= max {/(x)} bo‘lsin, u holda 7(x,) mavjudligidan

vl xy b, xg el )

RS

bo‘ladi, chunki f(x, —Ar)- f(x,)<0 va Ax>0. Xuddi shunga o‘xshash

£)= tim 7050 A;’ Sx)

bo‘ladi, chunki f(x, - Ax)- 7(x,)<0 va Ax>0. U holda, bu tengsizliklardan
/lx,)=0 ekanligi kelib chigadi. Teorema isbot bo*1di.

Roll teoremasi. s(x) funksiya [«.5] oraligda uzluksiz va (a.5)
intervalda hosilaga ega bo‘lib, oralig chegaralarida bir xil giymatlarni
qabul qilsa, ya'ni f(a)- f(») bo‘lsa, u holda (a,) intervalda shunday ¢
nugta topiladiki, uning uchun ()= 0 tenglik o‘rinli bo'ladi.

Isbot. Veyershtrasning (2)-teoremasiga ko'ra [a,6] oraligda shunday
x va x nuqtalar mavjud bo‘ladiki, ular uchun f{xl}‘—'in?‘ﬁ]{f(.r}} va

flx,) ::'{upltf'l.t)} tengliklar o‘rinli bo*ladi.

Agar {x:x,}-lab} bo'lsa, u holda f(x)- s(x,) va istalgan xe[a,5]
uchun 7(x)= s(x,)= flx.)=const ekanligi kelib chigadi. Demak, r(x)=0
ekan, bu esa teoremaning {x;:x,}={a.b} hol uchun isbot bo‘lganini
bildiradi.
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Agar {x:x,}=la.t} bo‘lsa, u holda x e{u,8) yoki x,e(n5). Bundan
Ferma teoremasiga ko‘ra f{x,}=0 yoki s{x,)=0 ekanligi kelib chiqadi.
Teorema isbot bo‘Idi.

Tagribiy hisoblash uchun go‘Naniladigan ko'pgina formulalarni
hosil qilishda quyidagi Lagranj teoremasidan foydalaniladi.

Lagranj teoremasi. f{x} funksiva [o,5] oraligda wzluksiz va {a.5)
intervalda hosilaga ega bo‘lsin, u holda (4,6} intervalda shunday ¢ nuqta
mavjudki, uning uchun quyidagi tenglik o‘rinli bo‘ladi:

e)= f(bb)*j(ﬁ')

Isbot: of)= 1te)- sia)- L) (o)

funksiyani kiritamiz. ¢{x) funksiya uchun Roll teoremasining barcha
shartlari o'rinli va

¢x)= f (x)- _fﬁ’g:l@)

-
U holda shunday ce{e.#) nuqta mavjudki ¢'{c)=0, ya’ni
#(0)= rie-LO=Le)
-a

tenglik kelib chigadi. Teorema isbot bo‘ldi.
Koshi teoremasi. 7(x) va g(x) funksiyalar [a,5] oraligda uzluksiz
va (b} intervalda hosilaga ega bo'lib, gfx) #0 bolsin, u holda (q,5)
intervalda shunday  nuqta mavjudki, uning uchun quyidagi tenglik
o‘rinli bo‘ladi:
£ =@ _f )
g{b)y—gla) gl(c)
Ishot: o= fio- fay- 2200 - wtan) funksiyani kiritamiz.
glb)y-gla)
plx) funksiya uchun Roll teoremasining barcha shartlari o°rinli va

S®) = f@) )

Pe)= /1= g(b)~gla)

50



U holda shunday ¢ e (a.5) nugta mavjudki ¢'(c)=0. ya'ni
f(b) - fla)

2'(e)=0.
gih) - gfa)

@'(c) = e)

Bu tenglikdan esa
f(B)~f(@) _['(0)
gh)-gla) g'(c)
tenglik kelib chigadi. Teorema isbot bo*ldi.
g(x)=x bo'lsa, Lagranj teoremesi hosil bo‘ladi.

Masalan 1. f{x)=(x—I)(x—2)(x-3) funksiya uchun Roll teoremasi
shartlarini tekshiring.

Yechish: Funksiya [I;3] oraligda differensiallanuvchi va x=7,
x=2, x=3 nuqtalarda nolga aylanadi. Demak. /[I/;2] va [2;3]
oraliglarning har birida berilgan funksiya uchun Roll teoremasining
barcha shartiari bajariladi. (7,3} itervaida kamida bita shunday c
nuqta topiladiki, bu nuqtada f'(c)=0 bo'ladi. Berilgan funksiya
hosilasini nolga tenglab 3x°-/2x+11-() tenglamani hosil gilamiz. Uni
yechib: ¢(=2— \_.l:_i va c2=2+ \.13 ildizlarni hosil gilamiz.

Bunda /< ¢/<2 va 2<c¢:<3.

Masalan 2. y-x’ 4x+3 funksiya ildizlari orasida uning
hosifasining ham 1ilidizi bor ekanhigi fekshiriisin.

Yechish: Funksiya [I;3] oraligda differensiallanuvchi bo‘lib
x=I/ va x=3 nugtalarda nolga aylanadi: x*4x+3=0, xi=1, xo=3.
Demak, /1;3] oraligda berilgan funksiyva uchun Roll teoremasining
barcha shartlari bajariladi. (/;3) ittervalda kamida bitta shunday c¢
nuqta topiladiki, bu nuqtada f'7c)=0 bo‘'ladi. Berilgan funksiya
hosilasini nolga tenglab: y'=2x—4,2x-4=0, c=2va2¢[I; 3].

Teylor va Makloren formulalari

Endi biz taqribiy hisoblashlarda ko*p qo‘llaniladigan formulani
keltiramiz.
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5-teorema. Agar x) funksiva x¢ nugtaning biron-bir atrofida
berilganda x, nugtada » tartibgacha "'(x), & =12...» hosilalari mavjud
bo*lib,
ox,)=rlx,) = r'(x, ) = o= "Nz, ) = 7"z, ) = 0
tengliklar o‘rinli bo‘lsa, u holda r(x) funksiya uchun r(x)=0((x-x))
munosabat o°rinli bo*ladi.
Ishot: Matematik induksiya usuli yordamida isbot gilamiz: n=1

Ry X=X, e X=X,
tenglik kelib chigadi, ya'ni r(x)=0((x-x,)) ekan.

Endi n-1 da )= t'lx,) == 7" N, ) =0 tengliklardan
o(x)=olx-x)"') munosabat o‘rinli ekanligi kelib chigsin deb faraz
gilaylik va ada «fx,)=v(x)=-=""(x)=""(x,)=0 tengliklar o‘rinli
bo'lsin. Agar r(x)=<(x) belgilashni kiritsak, z,(x,)=7/(x,)=7""(x,)=0
ekanligi kelib chiqadi.

Demak, «(x)=0{(x-x)"). Teorema isbot bo*ldi.

f(x) funksiya x, nuqtaning biron-bir atrofida berilgan va bu
atrofda uning (n-/) tartibli hosilasi mavjud va xo nugtada fix)

funksiyaning » fartibli hosilasi mavjud bo'lsin. Bu shartlarda x» ning
qaralayotgan atrofida quyidagi p(x) ko‘phadni aniglay olamiz:
4 " An}
p)= £ )+ U)o LU g P s LNy
. . n
Agar r.(x)= f(x)- plx) funksiyani tekshirsak,
r,(x,)=7)(x,)==7""(x,)=0 tengliklar kelib chiqadi. Yuqoridagi
teoremaga ko'ra r(.n-)—ﬁ({x-.\-,,)"’) munosabat o‘rinlidir. Bundan Teylor
formulasi deb nomlanuvchi formulani hosil gilamiz:
' » (1]
769= 1)+ Lo LN SNy ). (1)

Bu yerda, r (x) formulaning qoldiq hadi deyiladi.

182



Isbot qgilinganiga ko'ra r,(x)=0((x-x)"), ya'ni x o‘zgaruvchi x,
dan yetarlicha kam farq gilsa. 7 (x) ham 0 dan (x-x,) 1artibda
farglanadi, ya’ni » qanchalik katta bo*{sd (x -x,/<1 deb olish mumkin),
e (x) ifoda 0 dan shunchalik kam farq giladi. Demak, hisoblashlarda
ushbu

169 Sl L8y LDy

tagribiy formuladan foydalanishimiz mumkin ekan.
(1)-formulada x-x,-Ax deb belgilasak, Teylor formulasining
quyidagi ko‘rinishlarini hosil qilamiz:
)= )= Al ) = x Jax ; S )Ax* +o4 -;,.r*"(xa.h" +6{ax)

Mlx)=df(x, ) = ::lcf?f(xn% e ;_d‘f{x..)*- olax*).

Agar (1)-formulada x-=0 deb olinsa, Makloren formulasi deb
nomlanuvchi ushbu formulani hosil gilamiz:

r{ul AU TR A () IV
flx)= 70} X—x ek S0 4 0.

Endi ayrim :.]cmenla.r funksiyalarming yuqoridagi formulalarga
yoyilmasini topaylik:
1) flx)=e" bO'lsa, f"(x)=¢" va “(0)=1 bo'lgani uchun
e =1+ ; . ';' Feers -'-E; + l)(.r',.

2y slx)=sinx  bo'lsa, )(*"’{.Jr)—sin"rx4 n:‘l va f(0)= sin[n-%]
\ </ J
ekanligidan, »-=2 bo'lsa, s™(0)=0 va n=2%-1 bo'lsa,

£ 7(0)- sinrkrz’?. =(-1)"" shuning uchun
\ J

i

" . ] —
sinx=x- :qf T N {—* I)

~0x*).
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3) f(x)=cosx bo‘lsa, f""(.r)—“-ous[x+n‘-’2£] va f(")({)):oo;[n-fj n=2k

bo‘lganda, £& =cos{kr)=(-1f va n=2-1 bo‘lganda, F*V(p)=0 shuning
uchun

cosx = ]——+Z--+ (- ])‘(k)-i-a( ")
Hosil qilingan yoyilmalar e*,sinx va cosx funksiyalar qiymatini

topish x ga nisbatan ko‘phad bo'lgan qiymatini topishga olib kelishini
ko‘rsatadi.

Lopital qoidasi
Limitlarni hisoblashda uchraydigan % va 52 ko‘rinishdagi

noanigliklami ochishda, quyidagi Lopital qoidasi deb nomlanadigan
qoidani asoslab beruvchi teoremani keltiramiz
Teorema. Agar fim /)

20 limit 9 yoki = — ko‘rinishdagi noaniqlik

bo‘lib, fm% limit mavjud bo‘lsa, {cheksiz bo‘lishi ham mumkin),
0 g'lx
holda
) _,. ) !
im=—— = fim
e e g l)
tenglik o‘rinli bo‘ladi.

Isbot: Ishotni ° ko‘rinishdagi noaniglik uchun keltiramiz. Demak,
tim f(x)= tim g(x)= 0
bo‘lsin, u holda s{a)=g{a)=0 deb olib, Lagranj teoremasiga ko‘ra

i L8 _ e (6= 1@)_ o TN}, 1), 1)
e ) gla) g ema) o gE) T g )

Bu yerdagi oxirgi tenglik J -4 <jx—a4f va |&, -4 <)x -4 tengsiziikdan kelib
chigadi.




1

. ) fnx : ;
Misollar: 1. tim x-tnx = tim i = fim ‘11 = fim(- x)= 0.
robsld PR P y-4i)

X i

_ l-cosx . sinx 1
| fim —— = limp——— =

¥ wam o3 v 2x 2
Funksiya grafigining asimptotasi

Funksiya grafigini chizishda grafik asimptotasi deb nomlanuvchi
to"g'ri chiziglarning yordami kattadir.

Ta’rif. Agar funksiya grafigining As - (x, /(x)) nuqtasidan berilgan
to‘g'ri chiziggacha bo'lgan  a(rr) masofa wuchun fim d(s)=0 tenglik
o‘rinli bo‘lsa, shu to*g‘ri chiziq y= s(x) funksiya grafigining asimptotasi
deyiladi. Bu yerda, 3 =.x + f’(x) M nuqtadan koordinata boshigacha
bo*lgan masofa.

Agar fmM|=+» bo'lsa u holda asimptota vertikal asimptota
deyiladi. Vertikal asimptota x - x, to*g’ri chiziq bilan ifodalanadi.

Agar  fimM =+ yoki fimM =io bo'lsa, asimpiota og'ma
asimptota deyiladi. Og'ma asimptota y - kx+» ko‘rinishda bo‘ladi.

Agar og'ma asimptota uchun x=0 bo'lsa, ya'ni asimptota y=b
ko‘rinishda bo’lsa, bunday asimptota gorizontal asimptota deyiladi.

x=x, vertikal asimptota, y=-7(x) funksiyani cheksizlikka
aylantiruvchi x, nuqta bilan ifodalangani uchun, x, ni ¢m /(x)- = yoki
tim_f(x)-» tengliklarni qanoatlantiruvchi nugta deb garash kerak.

v=kx+ b og'ma asimptotani topish uchun ushbu tenglikdan
tim[f (x)- (kx+ b)] - 0

foydalanish mumkin. Bu verdan fimlr‘f(x} p-2] 1)
ram| x x x

0, ya'ni k= (im

ekanligi kelib chigadi. U holda 4 - fiml/(x)- k).
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Masalan. Funksiya asimplotalarini toping: y=x+2arcigx.
Yechish: Funksiya vertikal va gorizontal asimptotalarga ega
emas.
Og'ma asimptotalarni aniglaymiz:
m o lim (I + 2""‘9’?) =1, b = lim[x+ 2arcigx — x| = 2": =A.
" x J -+ .3

b X ke

Demak, y=x+r chiziq funksiva grafigining o'ng og'ma asimptotasi
ckan.
k= lim 222

Tz

um[n?f"i‘g‘J-—l. b = fim [x + 2arcige 2] =2-(- Ty = ~x.
" e x %= e

Demak, y=x-r chiziq funksiya grafigining chap og'ma asimptotasi
ekan.

Funksiyani hosila yordamida tekshirish va uning grafigini yasash

Endi funksiyani tekshirishda hosilaning qo‘llanilishini  ko‘rib
chigamiz.

6-teorema. /(x) funksiya (a.h) intervalda o*zgarmas bo'lishi uchun,
uning hosilasi shu intervalda nolga teng bo*lishi zarur va yetarli.

Isbot: Zarurligi. Agar xe(a.b) uchun f(x)=c=const bo'lsa,
7(x)~ () - 0 bo'lishi kelib chigadi.

Yetariiligi. Ixtiyoriy xe(a.b) uchun s(x)-0 bo'lsin, u holda
a<x,<b va a<x<b uchun [x,x] oraligda f(x) funksiyaga Lagranj
teoremasini qo‘llasak

J’: {_X): S,

X=X
tenglik o‘rinli bo'lib, r(c)=0 dan s(x)= f(x,) ekanligi kelib chiqgadi.
Ya'ni f(x) funksiya (u.5) intervalda o‘zgarmas ekanligini hosil gilamiz.
Teorema isbot bo*1di.

'}‘:' ,fr'{“)- (‘[' <e<x)



Natija: Agar f(x) va glx) funksiyalar uchun (a.b) intervalda
£(x)=2'(x) tenglik o'rinli bo‘lsa, shu intervalda f{x)=g(x)+c. c=cons
tenglik o‘rinlidir.

Hagigatan ham, ¢{x)= f(x)-g(x) funksiya uchun (a.) intervalda
¢'(x)=0 ckanligi kelib chigadi. U holda I-teoremaga ko'ra
olx)=c = const . x  (a,b) natijada

fx)= glx)+ec, xe(ab).

7-teorema. Agar f(x) funksiya (a.6) intervalda hosilaga ega bo*lib,
barcha xe(s,8) uchun f(x)>0 (7'(x)<0) bo’lsa, u holda s(») funksiya (a,5)
intervalda o*suvchi (kamayuvchi) bo*ladi.

Ishot: a<x <x,<bh bo'lsin, u holda [x.x,] oraligda Lagranj
teoremasiga ko‘ra, shunday c e (x,,x,) mavjudki, uning uchun

x)-1x) 7(e)>0.

-
Bundan «x,-x >0 bo‘lgani uchun f(x.) f(x)>0. ya'ni f(x)< flx,).
Demak, f(x) funksiya (a.p) intervalda o‘suvchi ekan. f(x)<0 bo‘lganda
f(x) funksiyaning kamayuvchi ekanligi shunga o‘xshash tarzda isbot
qilinadi.

Izoh: Agar f(x) funksiya (a,5) intervalda o'suvchi (kamayuvchi)
bo'lib, shu intervalda s'(x) hosila mavjud bo‘lsa, hosila uchun
F(x)=0 (f(x)<0) tengsizlik o'rinli bo‘ladi. deyish mumkin, ya'ni
o‘suvchi (kamayuvchi) funksiyaning ayrim nuqtalaridagi hosilasi nolga
teng bo‘lishi mumkin. Masalan y=x’ funksiya (- =.+=) oraligda o*suvchi
bo‘lib, uning hosilasi y'=3x’, x=0 da »'(0)=0 bo‘ladi.

Funksiya ekstremumi

Funksiya grafigini chizishda uning maksimum va minimum
nugqtalari muhim o‘rin egallaydi.
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3-ta’rif. Agar x, nuqgtaning shunday atrofi (x,-é.x,+8)(5>0)
mavjud bo‘lsaki, shu oraligdan olingan istalgan xe(x, -d.x,+5) uchun
S < ily) ()2 f(x,)) tengsizlik o'rinli bo'lsa, u holda £(x) funksiya x,
nuqgtada lokal maksimumga (lokal minimumga) erishadi deyiladi.
Funksivaning lokal maksimum va lokal minimum  nugqtalari,
funksiyaning lokal ekstremumlari yoki shunchaki funksiya
ekstemumlari deb yuritiladi.

¥ »

Funksiya berilgan [s.4) oraligda bir necha lokal ekstremumlarga ega
bo*lishi mumkin. Masalan, rasmda x,.x,x,.x, nuqtalarda funksiya lokal
ekstremumlarga erishadi. |a4] oraligdagi funksiyaning eng katta va eng
kichik giymatlari funksiyaning global ekstremumlari deyiladi. Funksiya
global ekstremumga oraliq chegaralarida erishishi mumkin. Masalan,
rasmdagi funksiya uchun 7(b)= max {f (x)} ekanligini ko‘rish mumkin.

Agar 7(x) funksiya x, nugtada lokal ekstremumga erishib, bu
nuqtada r{(x,) hosila mavjud bo‘lsa, Ferma teoremasiga ko‘ra /'(x,)=0.
Lekin, r1(x,)=0 ekanligidan, x, nugtada funksiya ekstremumga erishadi
deya olmaymiz. Masalan y=x' funksiya (-=.+«) da o*suvchi bo‘lgani
uchun uning ekstremum nugtalari mavjud emas, lekin » -3’ hosila
x=0 da nolga teng bo*ladi. Shu bilan birga y - Vx* funksiya x =0 nuqtada
lokal ekstremumga ega bo‘lib, bu nugtada funksiya lokal minimumga
erishgani bilan, x -0 nuqtada funksiya hosilasi mavjud emasligini avval
ko‘rgan edik.
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Yuqorida aytilganlarga asoslanib, lokal ekstremumning quyidagi
zaruriy shartini keltirishimiz mumkin.

7(x) funksiya x, nugtada ekstremumga erishishi uchun, shu nuqtada
funksiya hosilasi nolga teng bo‘lishi yoki funksiya hosilasi mavjud
bo'lmasligi zarur.

Funksiya hosilasi nolga teng bo‘lgan nuqtalar, ya'ni f'(x)=0
tenglama yechimlari va hosila mavjud bo*lmagan nuqtalar, funksiyaning
kritik (yoki statsionar) nuqtalari deyiladi.

Demak, funksiyaning ekstremum nuqtalarini uning kritik nuqtalari
orasidan izlashimiz kerak.

Ya

\

0 X, x, XX X, %

v

Chizmadagi y= s(x) funksiva uchun «x,x,.x.x, nuqtalar Kkritik
nugqtalar bo'lib, ( /'(x,) mavjud emas, f'(x,)==. f'(x,)=0. f'(x,)=0) fagat, x,
va x, nuqtalari ekstremum nugtalari bo*ladi.

Funksiya ekstremumining birinchi yetarli sharti

8-teorema. Agar xo kritik nuqta atrofida x nuqta chapdan o‘ngga
qarab o‘zgarganda, f{x) funksiya hosilasi o'z ishorasini musbatdan
manfiyga o'zgartirsa, bu x¢ nuqta lokal maksimum nuqta (lokal
minimum) bo‘ladi.

Ishot: Agar (x,-5.x,)s>0) intervalda r(x)>0 bo‘lsa, funksiya bu
oraligda o‘suvchi bo‘lganligidan istalgan xe(x,-4.x,) uchun 7(x)< s(x,)
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Agar (x,.x, +#) intervalda 7(x)<0 bo‘lsa, bu
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oraligda ffx) funksiya kamayuvchi bo‘lib, barcha xe(x,,x, +#) lar uchun
7)< f(x,) tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Demak, istalgan xe(x, - &.x,+6)
uchun s(x)< r{x,), ya'ni xo nuqtada f{x) funksiya lokal maksimumga
erishar ekan. Demak, hosila xy kritik nuqta atrofida ishorasini musbatdan
manfiyga o‘zgartirsa x¢ nugta, uning maksimum nugqtasi bo‘lar ekan.

Shunga o‘xshash, xo atrofida hosila ishorasi manfiydan musbatga
o‘zgargan holda xo nugta lokal minimum ekanligini isbotlash mumkin.

v=f(x) funksiyani ekstremumga tekshirishni quyidagi algoritm
bo‘yicha bajarish mumkin:

1. ¥ = r'(x) hosilani topish.

2. r'{x )=0 tenglama yechimlarini topish va 7(x) mavjud bo‘lmagan
nuqtalarni aniqlash. ya'ni barcha kritik nuqtalarni topish.

3./(x)>0 va f'(x)<0 tengsizliklarni yechib, s'(x) hosilaning kritik
nuqta atrofidagi ishoralarini aniglash lozim.

Agar kritik nugtadan chapda va o*ngda hosila turli ishoralarga ega
bo‘lsa, funksiya shu nugtada ekstremumga erishadi, aks holda bu kritik
nuqta eckstremum nuqta bo‘lmaydi. Kritik nugta atrofida funksiya
hosilasi ishorasi chapda «+» va o‘ngda «» bo‘lsa bu nugta lokal
maksimum, chapda «-» va o*ngda «+» bo*lsa, bu nugta lokal minimum
nuqta boladi.

5. Funksiyaning ekstremum qiymatlarini topish.
Funksiya ekstremumining ikkinchi yetarli sharti

9-teorema. Agar x, nuqta atrofida r(x) funksiya hosilaga ega
f'(x,)=0 hamda x, nuqtada funksivaning ikkinchi tartibli hosilasi
mavjud bo‘lib, /*(x,)>0(/"(x,)<0) bo‘lsa. u holda i, nuqtada r(x)
funksiya lokal minimumga (lokal maksimumga) erishadi.

Ishot: f(x,)=0 va f"(x,)>0 bo‘lsin, u holda



(o 8L _

Ar-e-0) Ax

Bundan  /'(x,)-0 va Ar<0 ckanligidan, s7x, +ax)<0 kelib chigadi.
ya'ni x, nuqgtadan chapda hosila manfiy ekan. Shunga o*xshash

fim .:f’(x"l ¥ AX)" .f.’[-‘o)

A Ar

va Ax>0 bo‘lgani uchun sy, +Ax)>0 kelib chigadi, ya'ni xo nugtadan
o‘ngda hosila musbat ekan. Demak, hosila x¢ nuqta atrofida chapdan
o‘ngga o°z ishorasini manfiydan musbatga o‘zgartirar ekan, u holda x¢
nugta funksiyaning lokal minimum nuqtasi bo*ladi.

f7(x,)<0 bo‘lgan hol shunga o‘xshash isbot gilinadi. Teorema
isbot bo*Idi.
Bu teoremaga ko‘ra, xs kritik nugta uchun /+(x,)» 0 bo*Isada ekstremum
mavjudligi ta’minlanadi. Lekin /*(x,)=0 ekanligidan ekstremum mavjud

= fx)>0

emas deya olmaymiz. Masalan, y=x* funksiya uchun, x-0 nugta
ekstremum nuqta bo‘lib, y* - 12¢’ ikkinchi tartibli hosila esa nolga teng.

Agar f(x) funksiya [a.6] oraligda uzluksiz bo'lsa, bu oraligda 7(x)
funksiya o‘zining eng katta va eng kichik giymatlariga, ya’ni global
ekstremumiga erishadi. Global ekstremumga /(x) funksiya oraligning
chegaraviy nuqtalarida erishishi mumkinligini e’tiborga olib, ularni
topish uchun quyidagi algoritmni keltiramiz:

1. fx) hosilani topish.

2. /(x) funksiyaning kritik nuqtalarini topish.

3. fla) /(») giymatlarni aniglash va barcha kritik nuqtalarda r(x)
funksiya qiymatlarini topib, bu giymatlar orasidan eng kattasi va eng
kichigini topish.

Funksiya gavarigligi va botigligi. Egilish nugtalari
Funksiya grafigini chizishda. grafikning qaysi  oraliglarda
qavariqligi va botigligini bilish muhimdir.



Ta’rif. Agar (a,6) intervaldan olingan istalgan x, va x, lar va
@ +4. =1 munosabatni qanoatlantiruvchi istalgan ¢, 20 va ¢, >0 sonlar
uchun
Max +q.x.)2 . /1x,)+ ¢, /(x,)
(Flax, +¢.%)= /() +g.(x,))
tengsizlik o‘rinli bo‘lsa. u holda f(x) funksiva (a.b) intervalda qavariq
(botiq) deyiladi. Bu ta’rifning geometrik ma’nosi shundan iboratki, agar
funksiya (a.b) oraliqda qavariq (botiq) bo‘lsa, (a,4) oraligdan olingan
istalgan x, va x, lar uchun grafikning (x:7(x)) va (x.:7(x,)) nuqtalarini
tutashtiruvchi  kesma funksiyva grafigidan ordinatalar o‘gining
yo‘nalishiga nisbatan quyida (yuqorida) yotadi.
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10-teorema. (a.5) intervalda hosilaga ega bo‘lgan f(x) funksiya, bu
oraligda gavariq (botig) bo‘lishi uchun, uning /'(x) hosilasi (a.b)
intervalda kamayuvchi (0*suvchi) bo‘lishi zarur va yetarlidir.

Ishot: Zarurligi. f(x) funksiya (a.p) intervalda gavariq bo‘lsin,
ya'ni istalgan x.x,e(ab) va ¢ +q,=1 tenglikni ganoatlantiruvchi
musbat ¢, va ¢, sonlar uchun

Sax +¢:%,)> g,/ (x )+ g, /(x,)
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tenglik o°rinli bo'lsin. U holda », <x«<x, tengsizlikni qanoatlantiruvchi

x lar uchun
XX X=X
q = sy b= 5

Xy X ¥
deb olsak, g,x,+q.x,=x bo‘lgani uchun quyidagi tengsizlikni hosii
gilamiz:

)= 27 )+ T f(x,).
=i Xy =X

Bundan,
(x, ) (x)= (x, - 2)7(x)+ (x - x, )/ (x,) yoki(x, ) A))Z G- x () - £()]
va nihoyat 16)- 1), Slx)-1x) tengsizlikni  hosil gilamiz. Bu

=% X =%
tengsizlikda avval x-»x, da, so'ngra x-»x, da limitlarni topsak, ushbu
tengsizliklar kelib chiqadi:

.f(vf) __Jf(‘-_) = fr(fll Ar(x_:)_.f{x) =

x-X Xy =X

&),
Bu yerda, x, <& <x va x<¢& <x, bo'lgani uchun & <¢, va f'(¢)> 1(&,).

Yetarliligi. £ <& uchun 7(&)> (&) bo'lsa (x, <& <x, x<& <x,)
10 1), 1)~ 1)

X% Xy =X
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Bu tengsizlikdan
(.l‘: = -‘Ij“x)“ f(xl H?{x“-’ﬁ 1({5‘*) f{x)]
yoki {x, - x )Ax)> (x, - 2}l 1 (- x, ) Alx,)

va nihoyat f(x)> :’j: flx, )+ f “; £(x,)

X-

tengsizlik kelib chigadi. Bunda Y=g va "2 g, belgilashlarga

X, - X, Xy =X
asosan, g¢,>0.g,>0,g,+¢,=1 va  x-gqx+q,x, munosabatlar o‘rinli
ckanligidan

Rayx + g%, )= g5 )+ q. 1 (x,)
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tengsizlik kelib chiqadi. Demak. 7(x) funksiya (a.6) intervalda gavariq
ckan. Botiq funksiya xossasi ham shu tarzda isbotlanadi. Teorema isbot
bo‘ldi.

11-teorema. Agar f(x) funksiyaning (a.#) intervalda ikkinchi
tartibli hosilasi mavjud bo‘lib, bu intervalda s"(x)<0(/"(x)>0) bo'lsa, u
holda r(x) funksiya (a.4) intervalda gavariq (botiq) bo‘ladi.

Isbot: r(x})<0 (s"(x)>0) bo'lsa, u holda s(x) hosila (a.b)
intervalda kamayuvchi ekanligi kelib chigadi. Bundan esa 1-teoremaga
asosan, f(x) funksiyaning (s,6) da qavariq (botiq) bo°lishi kelib
chigadi. Teorema isbot bo*ldi.

Ta’rif. Agar x, nuqta 7(x) funksiyaning botiglik va gavariglik
intervallarini ajratib turuvchi chegaraviy nugta bo‘lsa, u holda x,
nuqta atrofida berilgan s(x) funksiya uchun bu nugta egilish nuqtasi
deyiladi.

]

> X X

Chizmada x, va x, nuqtalar egilish nuqtalari bo*ladi.

Egilish nuqtasi ta'rifidan ular s(x) funksiya hosilasining
ekstremum nugqtalari bo‘lishi kelib chiqadi. Bularni e'tiborga olsak,
quyidagi teoremalar o‘rinli ekanligi ravshan bo‘ladi.

12-teorema (Egilish nuqtasining zaruriy sharti). Ikkinchi
tartibli hosilaga ega bo‘lgan s(x) funksiya uchun x, nuqta egilish
nuqtasi bo*lsa, u holda s"(x,)=0.

13-teorema (Egilish nuqtasining yetarli sharti). Agar ikkinchi
tartibli hosilaga ega bo‘lgan 7(x) funksiya uchun "(x) hosila x, nuqta
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atrofida o'z ishorasini o‘zgartirsa, x, nuqta 7(x) funksiyaning egilish
nuqtasi bo*ladi. vt

Berilgan f(x) funksiyaning qavariqligi, botiglik oraliglarini va
egilish nuqtalarini topishni quyidagi algoritm bo‘yicha bajarish
mumkin:

1. 77(x) hosilani topish.

2. f"(x)=0 tenglamani yechish va f*(x) hosila mavjud bo‘lmagan

nuqtalarni  topish, ya'ni '(x) hosilaning kritik nuqtalarini

topish.
3. f(x) ning kritik nuqtalari atrofida f"(x) hosilaning ishoralarinj
aniglash.

Buning uchun f7(x)>0 va f(x)<0 tengsizliklarni yechish lozim.

4. Egilish nuqtalarida funksiya qiymatini hisoblash.

Funksiyani tekshirish va uning grafigini chizishni  quyidagi
algoritm bo'yicha amalga oshirsa bo‘ladi.

1. y= flx) funksiyaning aniglanish sohasini, imkon bo‘lsa
0‘zgarish sohasini ham topish.

2. Funksiyani jufilik, toqlik va davriylikka tekshirish.

3. r(x)-0 tenglama, r(x)>0 va s(x)<0 tengsizliklarni yechish,
ya'ni funksiya nollarini, musbatlik va manfiylik intervallarini topish.

4. Funksiyani uzluksizlikka tekshirish.

5. Funksiyaning vertikal va og'ma asimptotalarini topish.

6. f(x) hosilani topish, hosila mavjud bo‘lmagan nuqtalarni
aniglash, r(x)=0 tenglama va f'(x)>0, /'(x)<0 tengsizliklarni yechish,
ya'ni funksiyaning kritik nuqtalarini, o*sish va kamayish oraliglarini
topish. Funksiya ekstremumlarini topish.

7. 77(x) hosilani topib, /7(x) mavjud bo‘lmagan nuqtalarni aniqlash,
f7(x)=0 tenglama va f'(x)=0, fi(x)<0 tengsizliklarni yechish, ya'ni
funksivaning gavariglik, botiglik oraliglari va egilish nuqtalarini topish.

8. Funksiya grafigiga anigliklar kirituvchi ayrim nuqtalarni topish.
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Olingan natijalar jadval ko‘rinishida ifodalanib, shu jadval asosida
funksiya grafigining sxematik grafigi chiziladi.

Masalan 1. Funksiyalami o'sish va kamayish oraliglarini toping:

X 1

y=—--—x2+—.

3 3
Yechish: Funksiva Dbirinchi ftartibli  hosilasining  nollarini

aniqlaymiz.
y'=x?-2x=x(x~2)x;=0 va x:=2 nuqtalarda hosila nolga aylanadi.
Butun sonlar o°‘qi bu nuqgtailar bilan uch bo‘lakka ajraladi: {(—«;
0)1,(0; 2) va (2; o). (~»; 0) va (2; +«) oraliglarda hosila doimiy
musbat, demak funksiya o‘suvchi, (0; 2) oraliglarda esa hosila doimiy
manfiy. Demak, funksiya kamayuvchidis:

Masalan 2. Funksivalarni ekstremumga tekshiring: y = 2x>-9x% +
12x-2.

Yechish: Funksiya birinchi tartibli hosilasini hisoblaymiz: y'=6x*—
18x+12
Birinchi tartibli hosilani nolga tenglab statsionar nuqtalami topamiz:

y'=6x~18x+12=0, 6(x*~3x+2)=0=6(—1)(x-2} = 0, xr=1,
x2=2,

Har bir statsionar nuqtada birinchi tartibli hosila ishorasi
o‘zgarishini tekshiramiz: a) x1 = | nuqgtaning atrofida

v =1(0.8)=6(08-1)0,8-2)>0.
y=,(01,2)=6(1,2-1)1,2-2)<0.

Hosilaning tshorasi (+) dan (—) ga o‘zgarayapti. Demak, x=1 nuqta
maksimumdir.
&) x2-2 nuqtaning atrofida esa f (1,8) <0 va f(2,2) > 0. Demak x=2 min
nugqta.

Masalan 3. Funksiyaning qavariq va botiqlik oraliglarini toping:
y=xlnx.

Yechish: Birinchi va ikkinchi tartibli hosilalami hisob-laymiz:
l .
¥ =lnx+1,y"=;. Ikkinch tartibli hosila ishorasi o‘zgarmas oraliqlarm
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aniqlaymiz. x>0 funksiya aniqlanish sohasida >0 va funksiya o'zining
aniqlanish sohasida doim botiq.

Masalan 4. Funksiyani  to'la , tekshiring va  grafigini
chizing: y= '-"I—; 2

Yechish: a) funksiyaning aniglanish sohasi: xe (-0} {0300}

b) funksiyaning uzilish nuqtasi x=0, bunda limy-». x=0 vertikal
asimptota;
d) og*ma asimptotani aniqlaymiz: - mf"‘}f@f:-f4—1;

e X " X

! 4 .
bdhl{x—: A ﬂ\-!.im 4 =0. Demak, y=x og'ma asimptota;

x I e |

+4

¢) funksiyaning Ox 0°qi bilan kesishish nugtalari: .3 — =0, x=-Y4;
X

f) funksiyaning ckstremumlari o°sish va kamayish oraliglarini
topamiz:

y=1- H: JE¥=2 da y=0,x=0 da y'=-wo, ¥ g?.}"{Z])G.
x x

Demak, v =»2)=3.x<0da y'>0 va funksiya bu oraligda o'sadi;
g) funksiyaning gavariq va botighk oraliglarini, egilish nugtasini
aniglaymiz: y* #0,3"(0)==. " >0 bo'lgani uchun bu funksiya doim

T R
¥ vertikal ‘f\ )/ 3 ]I& _) .

| aslimptola ' B ) J
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Hosilaning iqtisodiyotga tatbiglari.
Mikroigtisodiyotda chegaraviy (marjinal) xarajatlar

Mikroiqtisodiyotdagi ikkita oxirgi ko‘rsatkichga doir misollar
keltiramiz.

Ulardan birinchisi ishlab chiqarilgan mahsulotning tannarxi C
bilan uning haymi Q orasidagi bog'lanish 4(Q=0:¢ alogadorlik.
Shunday qilib, MC chegaraviy xarajat A4C tannarxning mahsulot
miqdorining o'sishi AQ ga nisbati bilan xarakterlanadi:

AC

MC = . |
AQ )
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AC ning AQ bilan uzluksiz bog'ligligini faraz qilib, tabiiy
ravishda (I)-tenglikdagi munosabatni uning limiti bilan almashtirish
mumkin:

AC
MC = fim — = C'(Q). 2
H vy ©) (2)

Odatda ilovalarda matematik apparatdan foydalanib chegaraviy
xarajat deb (2)-tenglik bilan aniqlanuvchi qiymat tushuniladi.

Masalan 1. Ishlab chiqarish xarajatining ishlab chiqarilayotgan
mahsulot hajmi bilan bog‘ligligi quyidagi formula bilan ifodalangan
bo*lsin:

€ =400 - 0.030'p.b. (Q — mahsulot hajmi, € —pul birligi)

Q=15 hajm birligida o‘rtacha va chegaraviy xarajatni
aniqlaymiz.

Yechish: a) Mahsulot birligida sarflanadigan o‘rtacha xarajat
funksiyasi quyidagi formula bilan aniglanadi: =€ 0 yoki bizning

misolda ¢ = 40-0.030°,
bundan ¢ (15)~40-0.03-225 - 33.25 pul birligi.

b) Chegaraviy xarajat uchun (1a) ga ko‘'ra ¢=1sda ¢(15)-19.75
p.b. ni olamiz.

Boshgacha aytganda, birlik mahsulot ishlab chigarishga o'rtacha
sarf 33.25 pul birligini tashkil qilsa, qo‘shimcha mahsulot birligini
ishlab chiqarishga sarflanadigan qo‘shimcha xarajat 19.75 pul birligini
tashkil giladi va o‘rtacha xarajatdan oshmaydi.

Ishlab chigarish xarajatlari. Agar ishlab chiqarishning xarajat
funksiyasi y ni ishlab chigarilgan mahsulot migdori x ning funksiyasi
sifatida qaralsa, ya'ni y=C(x) u holda, »'=C'x) ishlab chigarishning
chegaraviy xarajatini ifodalaydi va taxminan bir birlik qo‘shimcha
mahsulot ishlab chiqarish uchun sarflanadigan o*zgaruvchan xarajatning
o'sishini xarakterlaydi. O‘rtacha xarajat bir birlik mahsulot ishlab

chigarishga sarflanadigan xarajatdir. Ya'ni: y = C:n .
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Chegaraviy daromadlar
R=R(g)-q mahsulot hajmiga bog'liq daromad funksiyasi
bo'lsin. U holda
. AR .
I =R
Ly (9)

R(q) limit chegaraviy daromad deyiladi. Iqtisodda u marjinal
daromadlar deyiladi va Mr kabi belgilanadi. Demak.
MR = R'(g).
Masalan 2. Mahsulotni ishlab chigarish hajmi funksiyasi 7 vaqtga
bog*lig holda

2.3 b Y
u(:):—;’rwl £ 41007 4 50

ma’lum bo*lsin, bunda r vaqt soatlarda 1< <8. Ish kuni boshlangandan 1
soat o‘tgandagi va ish kuni tugashiga 1 soat qolgandagi mehnat
unumdorligi va uning o*zgarish tezligini aniglang.

Yechish: Ma’lumki, mehnat unumdorligi z(r)=«(r). U holda

=r) = -2.50 +15¢+100.
Ish kuni boshlangandan 1 soat o*tgandagi unumdorlik
A1)=-25-F +15-1+100=1125
ya'ni, ish boshlangandan 1 soatdan keyingi mehnat unumdorligi har
soatiga
112.5 sh.b. mahsulot.
Ish kuni tugashiga 1 soat qolgandagi mehnat unumdorligi
A7)=-2.5-7° +15.7+100=82.5

Mehnat unumdorligining o*zgarish tezligi (), /()= -5-¢+15

Demak. ()= s-1+15=10, =z(7)= 5-7+15=-20. Bu ish kuni
boshlangandan keyin 1 soat o‘tganda mehnat unumdorligining tezligi
soatiga 10 sh.b.ga ortishini, ish kuni tugashiga 1 soat qolganda
unumdorlik har soatiga 20 sh.b.ga kamayishini anglatadi.

Masalan 3. x ishchi kuchi xarajatlariga bog'liq bir kunlik
mahsulot ishlab chiqarish funksiyasi Ofx)=100x+3x* berilgan bo'lsin.
Rejadagi ishni tashkillashtirish uchun 70 ishchi soat zarur.

200



1) mehnat xarajatlarini bir birlikka orttirganda mahsulot ishlab
chiqarish birligini o‘zgarishini; 0’

2) mehnat xarajatlarini bir kunda bir birlikka orttirgandagi ishlab
chiqarish funksiyasining aniq giymatini aniglang.

Yechish: Chegaraviy chigimlarni aniglaymiz: A0 = 0'(x)=100 + 6x,
Q'(70)=100+6x-70 =520, ya'ni bir kunda ishlab chiqarish mahsulot soni
taxminan 520 kun birlikka ortadi.

2) Mahsulot ishlab chigarish hajmi o'sishining aniq giymatini topamiz:
AQ = O(T1)- O(70) = 100-71 + 3-71 - (100-70 + 3.70°) = 100+ 3(71° — 707 - 523) kun,

Iste’mol va jamg‘arma funksiyasi

Agar x milliy daromad, C(x) iste’'mol funksiyasi (daromadning

sarflanadigan qismi), S(x) jamg‘arma funksiyasi bo‘lsa, u holda

x=C(x)+ S5(x)
bo‘ladi. Uni x bo‘yicha differensiallab: ‘f; jf: tenglamani hosil
gilamiz. Bu yerda, g - iste’molga bo‘lgan chegaraviy moyillik; j‘: -~
jamg*armaga bo'lgan chegaraviy moyillik.

Masalan 4. Firmaning mahsulot ishlab chiqarishga sarflanadigan
xarajat funksiyasi quyidagicha: y(x)=0,Ix*-1,2x*+5x+250 p.b. (pul
birligi)

Ishlab chigarishning o‘rta va chegaraviy xarajatini va uning x=/()
dagi giyvmatini toping.

Yechish: Funksiyaning »'(x) hosilasini va uning x=10 da »(10)
qiymatini topamiz. Ishlab chigarishning chegaraviy xarajatlari:

V(x)=03 -24x+5, v(10)=30-2445-11

wx)} olx'-12x% +5x+250 250)
X

O‘rtacha xarajatlar: y =00x? -1 2x+ 5+,

X X

p= "‘E](:)} =10-12+5+25=28 bu berilgan ishlab chiqarish darajasida bir birlik

mahsulot ishlab chiqarishga sarflanadigan o‘rtacha xarajatdir. Funksiya
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orttirmasini taqribiy hisoblash formulasiga ko‘ra ACsdC=C"(x)Ax, C'(10)
kattalikni shunday ifodalash mumkin: agar 10 ta mahsulot ishlab
chigarilgan bo‘lsa, u holda o‘n birinchi mahsulot ishlab chiqgarish
bo*yicha qo*shimcha xarajatlar taxminan C'(/0)~9 ga teng.
Masalan 5. Mamlakatning iste’'mol funksiyasi C(x)=10+047x+
+036x".
Bu yerda, a) x jami milliy daromadning (pul birligida) iste’'molga
bo‘lgan chegaraviy moyilligini;
b) agar milliy daromad 15 milliard p.b. bo‘lsa, jamg armaga bo‘lgan
chegaraviy moyillikni toping.
Yechish: a) iste'molga bo‘lgan  chegaraviy  moyillik:

1
C'(x)=047+0,27x *; uning qiymati esa C'(15)=0,47+0,27- ‘-'is =0,57;

b) jamg*armaga bo‘lgan chegaraviy moyillik: §°(x)=1-C"(x)=043.
Masalan 6. To‘g'ri to‘rtburchak shaklidagi 2.4x15m’kartondan
qopqogsiz quti yasash talab gilinadi. Kartonning to‘rttala burchagidan
tomoni ganday bo‘lgan kvadrat kesib olinganda, yasalgan qutining hajmi
maksimal bo*ladi.
Yechish: tomoni x m bo'lgan kvadrat qirqib
olinsin. U holda kvadratning tomonlari uzunliklari
2,4-2x va 1,5-2x m dan bo'lib goladi. Hosil <\ :‘ (2,4-2x)
gilingan to‘g‘ri burchakli paralelopiped (1,5-2x)
uchun A=x, asosining tomonlari 2,4-2x va
1,5-2x m bo‘ladi. Demak, hosil gilingan qutining
hajmi F(x)= x(2.4-2x)(1,5-2x) bo*lib bu
funksiyaning maksimum qiymatini topamiz.
(2.4-2x) V(x)=x(2,4-2x)(1,5-2x) = 4x" —7.8x" +3,6x
V'(x)=12x*-156x+3,6  F(x) maksimumini #(x)=0 tenglamani
yechib, ¥(x,) qiymatlarning eng kattasi olinadi.
12" 156x+36=0=>x=1, r,=03. x =1 bo‘lganda V(x) funksiyaning
giymati manfiy bo‘ladi (hajm manfiy son bo‘lmaydi).
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Demak, qirqib olingan kvadrat tomoni x=0),3 m.

Masalan 7. Agar ertapishar kartgshka terimi avgustning boshida
boshlansa, u holda har bir sotixdan 200 kg dan hosil olish mumkin va
har bir kg i /2 p.b. da sotiladi. Terimni bir haftaga kechiktirish har
sotixdan 50 kg dan hosildorlikni oshiradi, lekin narx har hafta 2 p.b. ga
arzonlashadi. Agar terim muddati 5 hafia bo’lsa, kartoshkani sotishdan
olinadigan foyda eng ko'p bo‘lishi uchun hosilni gaysi haftada yig'ib
olish kerak.

Yechish: Hosilni 7 haflada yig‘ib olganda foyda eng ko'p bo'lsin
(1<¢<5). U holda shu haftada kartoshkani bir kg ning narxi /2-2(1-
1)=14-2t p.b. bo'ladi. Hosildorlik esa har gektaridan 200+50(z-1) -
150+50t kg dan bo’ladi. Bir gektar hosilning umumiy foyda
tenglamasini tuzib olamiz:

2()=(200+50¢t - Y12 - 2(¢ =1)) = 1003+ 27~ 1) = 100021 + 41 —£*).

Demak, umumiy foyda eng ko'p bo'lishi  uchun
(1)=100(214 4¢- ) funksiya maksimum giymatini topish kerak. Buning
uchun esa #'(r)=otenglamani yechib, aniglangan 7 sonini umumiy foyda
tenglamasiga qo‘ysak har bir gektar yerdan olinadigan max daromad
kelib chigadi. #'f1)=0->4-21=0, to=2. Demak, x(2)=100(21+8-4)=2500
mavsum davomida bir gektar yerdan olinishi mumkin bo*lgan eng ko'p
daromad. Shunday qilib hosilni ikkinchi haflada yig*ib olish kerak ekan.

Elastiklik tushunchasi

Narx-navo siyosatining analizida talabning elastiklik tushunchasi
qo‘llaniladi.

Faraz qilaylik, D=/{P) talab, talab funksiyasi, P tovarning narxi
bo‘lsin. U holda ehtiyoj (talab)ning elastikligi deganda tovarning narxi
bir foizga o*zgarayotganda ehtiyojning o*zgarish foizi

AD/100%

L tushuniladi: (3)
/P 100%
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Oldingi holdagiday, 4D AP bilan uziuksiz bog‘liq deb, AP0 da
limitga o‘tish qulay:
D(F
£0)- 20 @
Shunga o‘xshash tushunchani taklif 5P funksiyast uchun ham
kiritish mumkin. Eslatib o‘tamiz, D{P) funksiya kamayadi, S(P)
funksiya esa P narx o‘sishi bilan o‘sadi.
Elastiklikning ba’zi xossalarini ko‘rsatamiz. (4)-formuladan
elastiklik formulasini quyidagicha ifodalash mumkinligi ko‘rinib turibdi:
E(D)= PlenD{PY) . )
(10)-tenglikdan £¢) ning logarifmik funksiya xossalariga ega ckanligi
kelib chiqadi, ya’ni
E(D.D, }= £(D,)+ E(D,)

5{%}]: E(D,)- &(D,)}

D(P) kamayuvchi funksiya bo‘lgani uchun D'(P)<0, u holda (4)-
formulaga asosan E(D)<0. Aksincha, talab funksiyasi o°‘suvchi
ekanligidan, unga mos keluvchi E(S) elastiklik funksivasi uchun
E'(S)>0.

|E(D) ning kattaligiga qarab ehtiyojning uch turi fargianadi:

a) agar |[E{DY>1, (E(D)<~1) bo‘lsa, u holda talab elastik deb
hisoblanadi:

b) agar |e(D)=1, (E(D)= —I) bo‘lsa, u holda talab birlik elastik deb
hisoblanadi;

d) agar |E(D)<1, (E{D)>-1) bo‘lsa, u holda noelastik bo‘lmagan deb
hisobianadi.

Masalan 8. Talab funksiyasi quyidagicha bo‘lsin D(P}=Doexp(—
kP2, Do va k -~ ma’lum parametrlar. £ narxning qanday qiymatlarida
talab elastik bo‘lishini toping.

Yechish: (4)-formulaga asosan E{D) ifodani tuzamiz:

- 2 —kp?
BT TN Bk (®)
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Talab elastik bo*lishi uchun 27" »1 tengsizlik bajarilishi zarur, bundan
P> !ﬂ"_)—k ni hosil gilamiz. v

Masalan 9. Talab elastikligi har xil bo*lgan variantlarda tovarning
narxi o°sishi bilan daromad ozgarishini toping.

Yechish: 1 daromad tovarning narxi P bilan D talab migdorining
ko*paytmasiga teng: 7(7}-XpP)r. Bu funksiyaning hosilasini topamiz:

'P)=plP)+ D(P)P.
Endi (9)-formulani hisobga olib, talab elastiklikning barcha
variantlarini tahlil gilamiz.

1) £(n)<-1 bo‘lsa, u holda bu tengsizlikni (4) ga qo‘yib, (5) ning
o‘ng tomoni manfiyligini olamiz, shunday qilib, elastik talabda P
narxning o°sishi daromadning kamayishiga olib keladi. Aksincha, tovar
narxining kamayishi daromadning oshishiga olib keladi.

2) E(D)- 1 bo‘lsa (4) dan (6) ning o'ng tomoni nolga tengligi
kelib chigadi. Neytral talabda tovar narxining o°zgarishi daromadga
ta’sir gilmaydi.

3) E(D)>-1 bo'lsa, r(r)>0 elastik bo‘lmagan talabda P tovar
narxining oshishi daromadning o*sishiga olib keladi.

Masalan 10. Faraz gilaylik, mahsulot tannarxi C va uni ishlab
chigarish hajmi @ orasidagi bog‘lanish quyidagi formula bilan
ifodalansin: c=50-04 0, 0=30 p.b.

Mahsulot ishlab chiqarishdagi tannarx elastikligini aniglang.

040
50 - 0.4Q
Bundan Q=30 da izlanayotgan elastiklik taxminan 0,32 ni tashkil qgiladi,
va'ni berilgan hajmda mahsulot ishlab chiqarishni /% ga oshirish
tannarxning taxminan 0,32% ga kamayishiga olib keladi.

Qo‘shimcha qiymatni maksimaifashtirish (iloji boricha orttirish).

Faraz qilaylik, Q sotilgan tovar migdori. R(Q) kirim, daromad
funksiyasi, C(Q) tovar ishlab chigarishdagi chigim funksivasi.
Hagigatan bu funksiyalarning Kko‘rinishi birinchi navbatda ishlab

Yechish: (9)-formulaga asosan £(Q)-
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chiqarish usuli, infrastrukturasi va hk.lami tashkil qilishga bog‘lig.
Ishiab chiqarilgan  tovami sotishdan olingan qo‘shimcha giymat
quyidagi formula bilan beriladi:
Q)= KQ)- Q) (7)

Mikroiqtisodiyotda quyidagi tasdiq ma’lum: qo‘shimcha giymat
maksimal bo‘lishi uchun oxirgi {npesensHsif) Kirim va oxirgi chiqim
teng bo‘lishi kerak. Oxirgi kirim va chigim ko‘rsatkichlari (9) ga
o‘xshash tarzda ifodalanadi. Shunday qilib, bu prinsipni quyidagicha
yozish mumkin: r(Q)=cl0).

Hagqigatan ekstremumning zaruriy shartidan (7)-funksiya uchun
(@)= 0 asosiy prinsip kelib chigadi.

Masafan 11. Daromad va Xxarajat quyidagi formulalar bilan
aniqlanganda:

RO)=1000 -0, C(Q) =’ -37Q° +1690 + 4000,
go‘shimcha giymating maksimumini toping.
Yechish: (N ga asosan, qo‘shimcha givmat

)= 360 - 6904000, Qo‘shimcha giymat funksiyasining hosilasini
nolga tenglab, quyidagi tenglamani olamiz (°-240+23=0. Bu
tenglamaning ildizlari O;=f, (,=23. Tekshirish shuni ko‘rsatadiki,
qo‘shimcha qiymat 0‘z maksimumiga (=27 da erishadi va [Tmnax=1290.

Masalan 12. Korxona ishlab chigarayotgan mahsulot narxi p va
unga bo‘lgan talab g orasidagi bog‘lanish ¢=18-p tenglik bilan
ifodalangan. Talabning elastikligini  toping. Marxning qanday
qiymatlarida talab elastik, neytral va noelastik bo‘ladi. Narx p=100;
p=150 pul birligi bo‘lganda korxona rahbarlariga bir birlik tovar narxi
haqida ganday maslahatlar berish mumkin?

Yechish: Talabning elastikligi formulasiga ko‘ra:

E,{¢)= E_ﬂﬁ(w— Jp) = _Hm{—LJ;‘}'
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Talabning neytral holati gachon bo‘lishini £ (¢)=1 tenglamani yechib
P
2(18" VP
va g>0 (p<324) ekanligini hisobga olib, agar 0<p<I44 bo‘lsa talab

noelastik; /44<p<324 da esa talab elastik.

Mahsulot ishlab chiqarishning chegirmalari x mahsulot
miqdorining  funksiyasidir: k=¢x) ishlab chiqarish chegirmalari
funksiyasi bo*lsin.

Mahsulot ishlab chiqarish miqdori Ax ga o‘zgarganda ishlab
chigarish chegirmalari kx+ Ax)ga ortadi, ya'ni

narxning giymati aniglanadi. £ (¢)=1=' ):1. p=144. Keyin p>0

chegirmalar Ak = &(x + Ax)- k(x)ga 0*zgaradi.
Chegirmalarning o‘rta giymati %k nisbatga teng bo‘lib, u mahsulot
AX
miqdorining bir birlik ortgandagi chegirmalari orttirmasidir.
L“atf =k'(x) limit ishlab chiqarishning chegaraviy chegirmalaridir.
Shuningdek. Ufx) orgali x dona mahsulot sotgandagi tushum
Aulx)
Ax

funksiyasi aniglansa, u holda lim =u'(x) limitni chegaraviy tushum

deyiladi.
Masalan 13. x hajmdagi mahsulot ishlab chiqarishdagi & chigim

funksiyasi & = 100x ";1 bo‘lsa, a) 5 birlik b) 10 birlik mahsulot ishlab

chiqarishdagi chegaraviy chigimlarni aniglang.
Yechish: k' ~100- ;0 .

5

Bundan £'(5)-100 “‘)_-rn.s, k'(lO]--]UG—]l(; =90.

Bu 5 birlik mahsulot ishlab chigarish hajmida keyingi (oltinchi)
birlik mahsulot ishlab chigarish uchun chegaraviy chigim 97.5; 10 hajm
birligidagi ishlab chiqarishda esa u 90 ckaniligini anglatadi.

Masalan. 14. Narxning talabga bog‘ligligi p=-10-2-x, bunda x
talab, p narx. x=2 bo*lgandagi tushumning o*zgarishini aniglang.
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Yechish: Mahsulot sotuvidan keladigan tushum
u=x p=x(10-2x)=10x-2x*. Bundan u'=10-4x, «'(2)=10-4.2=2, Bu, agar
talab 2 miqdordan 3 taga ortsa, tushum taxminan 2 birlikka ortishini
anglatadi.

Funksiya elastlikligi

Funksiya hosilasi yordamida funksiya argumenti orttirmasiga mos
funksiva orttirmasini hisoblash mumkin. Ko‘pgina masalalarda erkli
o‘zgaruvchining foizlaridan o*zgarishiga mos funksiyaning foizlardagi
o‘zgarishini (nisbiy orttirmasini) hisoblash qulaylik tug‘diradi. Bular
funksiya elastikligi (ba’zan nisbiy hosila} tushunchasini kiritilishiga
sabab bo‘ladi.

v=s{(x) funksiva berilgan bo‘lsin. 4x argument orttirmasi, erkli

T . g - - Ax
o‘zgaruvchining nisbiy orttirmasi esa —.
X

Ay=fl{z+ax)- fx) funksiya orttirmasi, E;i funksiyaning nisbiy
orttirmasidir.

Funksiya nisbiy orttirmasining argument nisbiy orttirmasiga
nisbiylikni qaraymiz. Bu munosabat funksiya nisbiy orttirmasi argument
nisbiy orttirmasidan kattaligini bildiradi.

& A By x
y x My
Agar y=s(x) funksiva differensiallashuvi bo‘lsa, u holda

Ay  Ax A ]
timy % 2F | =i X2 |- 21 f()
y x Ax y'“"“f-‘-z ¥

Bu limit funksiya nisbiy orttirmasi erkli ozgaruvchi nisbiy
orttirmasining ax—odagi munosabati bo‘lib, x erkli o‘zgaruvchiga
nisbatan y=s(x} funksiyaning elastikligi deyiladi. Odatda f{x) funksiya
elastikligi g, (y) kabi belgilanadi, ya'ni

x dy
E(y=2.2
) y{
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X o‘zgaruvchiga nisbatan elastikiik bu erkli o‘zgaruvchining /%
ga o‘zgargandagi funksiyaning tagribiy foizlardagi o‘zgarishidir (o*sishi
va kamayishi).

Masalan 15. y-3x-6 funksiya elastikligini x-10 dagi giymatini

aniglang.
ishr E()=X Y- _* 3 3 _ x
}ECh“h'fhb}“).dx R et
oo 10 105 ¢
[0-2 8 4

Bu, agar x 1% ga o'ssa, u holda y 1,25% ga o'sishini bildiradi.
Masalan 16. y-1+2x-x" funksiya elastikligini »-1 dagi qiymatni
toping.
Yechish: £,()= —* - (2-2x)= 22
1+2x-x 14 2x—x°

x=1da -1 -p

1+2-1
Bu, erkli o‘zgaruvchi x /% ga ortsa. u holda funksiya giymati
o*zgarmasligini bildiradi.

Talabning narxga nisbatan elastikligi

Ma’lum mahsulotga bo‘lgan talab va uning narxi orasidagi
funksional bog‘lanishi (boshga mahsulotlar narxi. iste’molchilar
daromadi va iste’'mol strukturasi o*zgarmas bo‘lgan shartda) talabga mos
narx o‘ratilishi imkonini beradi. Lekin ko’p iqtisodiy masalalarda
talabning qiymatini aniqlash emas, balki narxning o‘zgarishiga bog'lig
talabning o°zgarishini, boshgacha aytganda, narxga nisbatan talabning
elastikligini aniglash muhimrogdir.

Faraz qgilaylik, ¢ talab p narxga bog‘liq bo*Isin:

g=f(p)
Bu yerda, Ap - narxning orttirmasi; Aq - talablarning orttirmasi.

Narxning nisbiy o‘zgarishi *, talabning nisbiy orttirmasi 4.
P q
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ﬁ; : i‘fnisbat mahsulot narxi 1% ga orttirilgandagi talabning nisbiy

o‘zgarishini ifodalaydi.
Ta’rif. Narxga nisbatan talab elastikligi deb,
. (&g 8p)_p, Ag
=B, = lim| =L 22 |- L =4
Eela) ""”“( 9 p ] g A
limitga (agar u mavjud va chekii bo‘isa) aytiladi.

Demak,E, =£ -gi talabning narxga nisbatan elastikligi, mahsulot narxi
q dp

% ga ortgandagt shu mahsulotga bo‘lgan talabning o‘zgarishini
anigiaydi.
Ko'pincha, talab funksiyasi kamayuvchi bo‘lib, mahsuiotning

narxi o‘sishi bilan unga bo‘lgan talab kamayadi. Demak, bu holda
dg

—-<0.
dp
Manfiylikdan qutilish uchun talab elastikligini o‘rganishda
E,--2.%

q dp

Agar E, »1 bo‘lsa, ya’ni agar narxning 1% ga ortishi talabning 7%
dan ortiq kamayishiga mos kelsa, bu holda talab elastik deyiladi. Agar
E, =1 bo‘lsa, ya’ni agar mahsulot narxining /% ga ortishi talabning /%
ga kamayishini keltirib chiqarsa, talab neytrai deyiladi.

Agar 0<E, <1 bo‘lsa, ya’ni narxning 1% ga ortishi taklifning 1%
dan kam o‘zgarishini keltirib chiqarsa, unda talab elastik deyiladi.

Masalan 17. Talabning p narxga bog‘ligligi ¢4=10-p bo‘lsa, p=2
dagi elastiklikni aniglang.

Yechish: E=£-§i=~—‘°—-(~l)==——”m. p-2daB=-2--1 IE=—.
q dp 10-p 0-p 3 4

FNT

Bu narx 2 bo‘lganda uni 1% ga ortishi talabning :—% ga
kamayishini anglatadi.
Masalan 18. Agar talab funksiyasi g=< (e-const) bo‘lsa, talabning
p

elastikligini aniqlang.
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Yechish: Talabning elastikligini hisoblaymiz:

{w 2 g
g 28 & "ic 2.2 I
T de\p) el p)
Demak, talab mahsulot narxiga teskari proporsional bo*lsa. u holda

har ganday narxda talabning elastikligi 1 ga teng neytraldir.
Talabning daromadga nisbatan elastikligi

Ma’lum mahsulot talabiga bog‘liq barcha faktorlar o‘zgarmasdan
iste’molchilarning daromadlari o*zgaruvchan bo‘lsa, u holda mahsulotga
bo‘lgan ¢ talab r daromad funksiyasidir: ¢ 7(r)

Bu yerda, Ar-daromad o‘zgarishi; Ag-mos talab o°zgarishi
bo‘lsin.

Ag Ar
qg r
nisbat daromadlar 1% ga ortganda mahsulotga bo‘lgan talabning
o‘zgarishini ifodalaydi.
Fa)=r =l )
ifoda daromadga nisbatan talabning elastikligi deyiladi.

Daromadga nisbatan talabning elastikligi bu iste’molchilar
daromadlar ishlab chiqarishning o‘zgarishiga bog'liq talabning
reaksiyasi o‘Ichovidir.

Masalan 19. Shved igtisodchisi German Vold Shvetsiyada
Birinchi Jahon urushidan kevingi davrda ba’zi iste’mol mahsulotlarini
ishlashga bo‘lgan talabning elastikligini o'rgangan. Uning natijalari
quwdagl Jadvalda keltirilgan.

. " Daromadga nisbatan talab ButunSh_w_:fs:_); aholisi |
f elastikligi bo"lgan talab elastikligi |
Iste’mol F— T S T —I
| Ishchi va Butun i Mahsulot Mahsulot |

mollari . f . .
| Shvetsiya | narxiga narxiga

gruppasi | aholist nisbatan nishatan

e e e ]

| xizmatchilar |
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— '“_"__'"r'_t;ifﬁéﬁa_T'_'"'
I | — 4 1
Sut va qgatiq 0.25 0.00 030 |

Sut ] e20 T 000 [ -020 ] -
Yog' va margarin 0.25 0.60 -0.70 |

Yog' 040 | 055 090 +0.35

Sir 1 035 0.50 020 | -
Tuxum o0s0 | om0 | - | - ]
Go'sht 025 030 | 030 | -

S dhmly 0.30 0.30 0.50 +0.30
go*sht

"Cho'chga | 0.10 0.30 ~0.45 +0.15

Un 050 | 055 | -015 | 4015
Qad | 025 [ 030 | 035 | +055 |

Masalan, un uchun ishchi va xizmatchilarning daromadiga
nisbatan talab elastikligi —0.50 bo‘lsa, butun aholi daromadi bo‘yicha
esa —0.55. Bu daromadlarning o°sishi bilan unga bo‘lgan talab
kamayganini, bunda ishsizlar orasida bu ko‘rsatkich yuqori sur’atlarda
ekanligini anglatadi. Agar daromad oshsa, u holda uning iste’moli
boshqa ozig-ovqat mahsulotlari bilan almashtirishdan kamayishini
anglatadi.

Muhim muammolardan biri, masalan, maoshlarning ortishi bilan
talabning o‘zgarishidir. Bu holda daromadga nishatan talab eclastikligi
haqidagi bilimlar muhim hisoblanadi.

Talab va taklifning elastikligi

Ta’rif. Vaqt birligida sotuvga taklif etilgan mahsulot migdori
taklif deyiladi. Ma’lum davr uchun mahsulot taklifi o‘suvchi
funksiyadir. Tashqi teng shartlarda ma'lum narxdagi taklif bu narxdan
past narxdagi taklifdan doim katta bo*ladi. Lekin narxning kamayishidan
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ham taklifning o°sishi holatlari ham kuzatiladi. Masalan, bug doy doniga
bo‘lgan narxning pasayishi dehqondan ma’fum daromadni olishi achun
taklifini orttirishini undaydi. '

S=S(p) narxga bog*lig taklif funksiyasi bo‘lsin. 4p narx orftirmasi

A_A_,_v

As mos taklif orttirmasi bo‘lsin. “ -narxning nisbiy orttirmasi,
P

%‘? ~taklifning nisbiy orttirmasi.
Ta'rif. E(5)=E, = lim A‘Sa”] Pym ™ _P.g limit narxga nisbatan
w4 § p) S¥%p S
taklif elastikligi deyiladi. Demak, narxga nisbatan taklif elastikligi narx
1% ga o‘zgargandagi taklif o*zgarishi foizini bildiradi.

To‘la va o‘rtacha xarajatiar elastikligi

Tashkilotda x birlik mahsulot ishlab chiqarilsin. k(x) shu
miqdordagi ishlab chiqarish uchun to*liq xarajatlar funksiyasi bo‘lsin. U
holda to*la xarajatlar elastikligi

E (¥)=E, :

o2 K gk
k dv k ¢
mc-k'-ishlab chigarishning chegaraviy xarajatlari. Demak, to‘la
xarajatlar elastikligi bu chegaraviy xarajatlarning o‘rtacha xarajatlarga
nisbatidir, J!'—f o'rtacha xarajatlar elastikligi.

.1 2 i
E.(7)-E ::‘.‘{”:“.de1- :X:,x dx _x dk
& *xd k¥ k P k dv

Demak, o‘rtacha xarajatlarning elastikligi  to*la  xarajatlar
elastikligida bir g, =1 bo‘lsa, o'rtacha xarajatlar elastikligi nol. Agar

1=E, -1

]

E, =0 bo‘lsa, u holda o‘rtacha xarajatlar doimiy.
@k o dk &
Bundan kgD ms,
Demak, agar to'la xarajatlar elastikligi birga teng bo‘lsa, u holda
to*la chegaraviy xarajatlar o°rta to'la xarajatlarga teng bo*ladi.
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Masalan 20. Taklif elastikligining mavjud variantlarida narxning
o‘sishidan sotuvchi daromadi o*zgarishini aniglang.

Yechish: 4=4(p) narxga bog'liq taklif funksiyasi bo‘lsin. U holda
V daromad funksivasi ¥ =g-p=¢lp)p.

Narxga nisbatan daromad elastikligi

E,()=E, (ap)=E (¢)+E, (p) = E (g)+]
bunda E (¢)-narxga nisbatan taklif elastikligi manfiydir. U holda
E,(r)-1-[E, (). Quyidagi hollar bo*lishi mumkin.

1. [E,(g) =1 bo'lsa (taklif elastik), u holda g (v)<0. Bu daromadning
o°zgarishi narxning o‘zgarishi yo*nalishiga qarama-qarshi, ya'ni elastik
taklifda narxning oshishi daromadning kamayishini, narxlarning
pasayishi daromadning o°sishini anglatadi.

2. E(g)=1 bo'lsa, (taklif neytral), u holda E (v)=0. Bu narx
o*zgarishining daromadga ta’siri yoqligini bildiradi.

3. E,(g) <1 bo‘lsa, (taklif noelastik), u holda E_(v)>0. Bu narxning
ozgarishi daromadning ham narx yo'nalishida o'zgarishini anglatadi,
yva'ni narxlarning oshirilishi daromadning ham oshishini bildiradi. Bu
hol sotuvchilar uchun qulay holdir.

Masalan 21. Agar daromad 1000 sh.b.dan 1037 sh.b.gacha kun
birlikda oshib, daromadga nisbatan taklif elastikligi E (¢)=4.08 bo‘lsa,
mahsulotga bo*lgan talab ganday o*zgaradi?

Yechish: E (¢)-4908 migdor » daromad /% ortganda taklif 4.08%
ga ortishini anglatadi.

10371000

Masala shartiga ko‘ra esa daromad -100%-3.7% da ortadi.

Demak. bu holda taklif 3.7-4.08=15.08% ga ortadi.



Mehnat unumdortigi
u=ult) orqali ¢ vaqt davomida ishlab chiqgarish funksiyasini
belgilaymiz. U holda ar=1-¢, vaqt davomidagi mahsulot ishlab
chigarish hajmi
Aue =welr, Y- uley )= ule, + Ar)-elr,)

O‘rtacha mehnat unumdorligi — bu ishlab chigarilgan mahsufot

hajmining unga sarflangan vaqtga nisbatidir, ya'ni =, - ‘:

to vaqtdagi mehnat unumdorligi deb ar sodagi Z,, intiladigan
giymat tushuniladi, ya'ni s, = lim /;”

Demak, =(r)= ().
Ishlab chigarish samaradorligining kamayish qonuni

Bu qonun shuni tasdiglaydiki, ishlab chigarishning asosiy
faktorlaridan birini, masalan asosiy Xarajatlar K ni oshirish bilan K ning
qaysidir qiymatidan boshlab ishlab chiqarish funksiyasi giymati
kamayib boradi. Boshgacha qilib aytganda, ishlab chiqarilgan
mahsulotning ¥ hajmi K ning funksiyasi sifatida pastga qavariglik
yugqoriga qavariglik bilan almashadigan grafik bilan ifodalanadi.

Masalan 22. Faraz gilaylik, V ishlab chigarilgan mahsulot hajmi
funksiyasi quyidagi formula bilan berilgan bo‘lsin:

V) =¥, (1+e). {8

Bu yerda, b va ¢ ma’lum musbat sonlar (ular avvalambor ishlab
chigarishni tashkil qilish strukturasi bilan aniqlanadi), »,_ ishlab
chigarilayotgan mahsulotning imkoni boricha maksimal hajmi. (8)-
funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasini hisoblash giyin emas.

N ke B -]

VUKY=y,  be (Iu'“_")'

¥*(k) =0 shartdan Kritik (shubhali) nuqta topiladi: _ - % (9)
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va bu funksiyaning grafigi chizmada tasvirlangan.

* — Vim

L

0 kg k

Ker egilish nuqtasida (9)-funksiya grafigining pastga qavariqligi
yuqoriga qavariqlik bilan o‘zgaradi. Bu nugtagacha asosiy
xarajatlarning o'sishi mahsulot hajmining jadal o'sishiga olib keladi:
mahsulot hajmining o‘sish sur’ati (birinchi hosilaga o‘xshash) o‘sadi,
ya'ni vik)-0. Agar K>k, bo‘lsa, ishlab chigarilayotgan mahsulot
hajmining o‘sish sur’ati kamayadi, ya'ni vr+{k)<0 va asosiy
xarajatlarning samaradorfigi kamayadi.

Shunday qilib, kapital qurilishiga sarflangan mablag*
strategiyasida juda muhim omil xarajatning kritik hajmini topishdir.
Kapital qurilishiga sarflangan mablag’ foydaliligini oshirish uchun
b,V tim ko‘rsatkichlar miqdorini «yaxshilash» kerak bo®ladi.
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8. Anigmas integral
Boshlang‘ich funksiya va anigmas integral
Ta'rif. Agar barcha xe(ab) lar uchun F'(x)=fix) tenglik o‘rinli
bo‘lsa, u holda #(x) funksiya (ap) intervalda f(x) funksiyaga
boshlang"ich funksiya deyiladi.

Masalan 1. F(x)= '3: +1 funksiya {-=+=)oraligda f{xj=x funksiya

F A

uchun boshlang‘ich funksiva bo‘ladi, chunki [Z} = 11-21:1 tenglik

=

barcha x e (-+) lar uchun o*rinlidir.
Berilgan f{x) funksiya bir nechta boshlang‘ich funksiyaga ega

bo‘lishi mumkin. Masalan, £(x)-* 1 funksiya fix)=x funksiyaning

boshlang'ich funksiyasi bo*ladi.
Umumiy holda, agar r£(x) funksiya f(x) uchun boshlang'ich

FA

funksiya bo‘lsa, istalgan o*zgarmas ¢=consr uchun #(x)+c funksiya ham
£(x) ga boshlang'ich funksiya bo*ladi, chunki (F'(x)+¢)= F'fix)=fix).
Aksincha, berilgan f(x) funksiyaning istalgan ikkita boshlang‘ich
funksiyasi o*zgarmas songa farq qilishini ko‘rsatish mumkin. Haqgigatan
ham #{x) va F.(x) funksiyalar («.») da s{x) ga boshlang'ich funksiyasi
bo‘lsin, u holda

[F(x)-F, (ﬂ] - f";'(x}— F;(.\'}" f(x)- flx)=0 xe{a,8)

U holda Lagranj teoremasi natijasiga ko‘ra F(x)-F,{x)=C - const.
Xulosa qilib shuni aytish mumkinki, agar F(x) funksiya (a, b) intervalda
ftx) funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi bo‘lsa, u holda fix)
funksiyaning (a. b) intervaldagi istalgan boshlang‘ich funksiyasi
Flx)+C, (C=const) ko'rinishida bo‘lar ekan.

Ta’rif. f{x) funksiyaning (a,b) intervaldagi barcha boshlang’ich
funksiyalari j-_f't.rldr ko‘rinishda belgilanib, bu ifoda ffx) funksiyaning
anigmas integrali deb ataladi. Bu yerda ffx) integral osti funksiyasi,
fix)dx integral ostidagi ifoda deb ataladi.
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Demak, agar F(x) funksiya f{x) ning boshlang‘ich funksiyasi
bo‘lsa,
_ff(x}dx- {Flx)+C: Ce R}
tenglik o°rinli bo*ladi. Bu tenglik gisqacha
{rlddx= Flx}+ €
kabi ifoda etiladi. Masalan,

2

xdx= Y C
=73

Berilgan funksiya uchun uning boshlang‘ich funksiyasini, ya'ni
uning anigmas integralini topish, funksiyani integrallash deb ataladi.

Anigmas integral xossalari va uni hisoblash usullari
1. Anigmas integral hosilasi integral ostidagi funksiyaga teng
boladi, ya'ni
(‘ff(r)dx] = f(x)
Chunki, agar F(x) funksiya s(x) ning boshlang‘ich funksiyasi
bo‘lsa,
([£dn) = (FG)+e) = P = £()
2. Anigmas integralning differensiali integral ostidagi ifodaga teng
bo*ladi, ya'ni df fix)dx) =f(x)dx.
Haqiqatan ham, d([ﬁ’.’r)dr} =d(F(x)+c)=dF(x)=F'(x)dc=fix)dx
3. Biron-bir funksiya differensialining anigmas integrali shu
funksiyadan o‘zgarmas songa farq giladi, ya'ni JdF(x)=F(x) +C.
Agar biz F(x)ni biron-bir f{x) funksiyaning boshlang“ich funksiyasi deb
qarasak, ya'ni F'(x)=f(x) bo'lsa, u holda dF(x)=s(x}x va
J'dF(.x)—-- J'f(x}d.t =Flx}+C.
4. Agar « o'zgarmas son bo'lsa, u holda faf(_r)dx):-'a_[f(.r)dr tenglik
o'rinli bo'ladi.
Hosila xossasiga ko'ra (alftx)dx)'=a(lftx)dx)'=a - fix).
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Demak, aff(.n}i: funksiva «- f(x) funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi,
ya'ni ¥

Iaﬂxlr!x = aj._f(ﬂdx
5. Funksiyalar  yigiindisining  integrali,  qo‘shiluvchilar
integrallarining yig*indisiga teng, va'ni [[ffx)+g(x) Jdx={fix)dx+[g(x)dx.
Hosila  xossasiga  ko‘ra, dfx)de=lgmde)'=¢  [fixide)'«(
lgx)dx)"~fix)+g(x).
tenglik o‘rinli bo*lar ekan.

6. Agar J'g(:)d: =G(r)+ ¢ o'rinli bo‘lsa, u holda - @(x) uchun

[elole o/ (x)ix = Gla() + €

Hagiqatan ham, 6'(r)=g(r) bo*lgani uchun va G(x)= Gle(x)) murakkab
funksiya hosilasiga asosan (Glp(x))=G'lp(x))'(x)=glpix))p'(x),
demak, Gle(x)) funksiva gle{x)k'(x) funksivaning boshlang®ich funksiyasi
ekan.

Bu xossadan foydalanib, anigmas integralni vangi o‘zgaruvchi
kiritib yoki o‘rniga qo'yish usuli bilan hisoblash mumkin. Agar I_f(-r)tit
integralda, integral ostidagi ifodani quyidagicha ifodalash mumkin
bo‘lib,

ftx)dx=glo(x))o'(x)dx=g(p(x))do(x) va [g(t)di=G()+C
bo‘lsa, u holda
[xdx= [gloleDo'(x)ix= Glg(x))+ €

Masalan 2. Anigmas integralni hisoblang: [sin*x cos xax.

Yechish: Bu yerda, t=sin x deb olsak,
fsin‘x-oos.rdr*—-sin'xdtsinx}-—*r'dr
tenglikni  hosil qilamiz va = [r'a- : +¢  tenglikka ko'ra,
sin X

Isin‘ xcos xdx - + .

7. Agar [r(ur - Ft)+c bo'lsa, u holda If{cu‘+h)dr = l Flax+b)+c.
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Agar t=ax+b deb olsak
fax+b)dx= :tf(ax+ b)d(ax+b)= ;f{r Mt
tenglik o*rinli bo‘ladi, u holda

J-j'(ax+b)d\';v] _{f(f)dr-—- lF(r)H': 1 Flax+b)+c.
a a a

Elementar funksiyalar anigmas integrallari jadvali

Anigmas integral ta'rifiga ko‘ra, elementar funksiyalar hosilasi
jadvaliga asoslanib va tenglikning o‘ng tarafidan hosila olish orqali
quyidagi elementar funksiyalarning anigmas integrallar jadvalini tuza
olamiz,

I fodx=C
2.j1vdr:jdx=x+c 7.[u'dx= a’ e [e'dx=e'+c
. B .l." ” fl!ﬂ'

3'.[" d't_aqﬂ' ot S,[sinxdxz—tn.&wr

4. I:Edr - I‘f' =Inx+c 9. [coaxdx=sinx+ ¢
1 dv 1 d

> -[1+;"'er jl_a-;" = I(I[Siﬁ?.vrdx: |’sinfyc = A
S L ST B U -

. j\.-_'l'_. -x_"_dr_‘[\fi X e s ]l'[cos‘xdl_[cos“x_,gx”

Integralashning asosiy usullari
Bevosita integrallash
Bunda integral ostidagi ifoda elimentar almashtirishlar bilan
jadvalga keltiriladi. So‘ngra integral xossalaridan foydalanib,
boshlang*ich funksiya topiladi.

r42:rn.t ~Shy’ + l-‘:l-x +20

Masalan 3. Integralni hisoblang: 7, - dx,

- x'
Yechish: Darajaning va anigmas integralning xossalaridan
foydalanib:
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! :
I, =42a [x *dv—Sb [dv + 14 [x 'dx+ 20 [x "dx = 84a\/x - Sy + 14Inlx - Bie

X
> B IR (a'h‘)‘l
Masalan 4. Integralni hisoblang: 7, = [[a ) dr= ")

+C
—_—— o ( h} a”h” +C

Yechish: {la"p ) du - TS In(u"b'] o)

Masalan S. Integralni hisoblang: 7= | x’J @

Yechish
I=I P +I J’(-T _' ‘:’] ‘t’f‘!(‘ Ik“jx‘Q .-—";:-.tu:r('rgxﬂ".

+1
Masalan 6. |' "_._‘ dx

1 | 2
Yechish: Ix”dx I{ % }it =2x? =2 24 C=2x~—F+C,

VX
O‘rniga qo‘yish usuli

Erkli o‘zgaruvchi x ni boshga ixtiyoriy x ga bog'lig
differensiallanuvchi funksiya bilan almashtirish mumkin. Integrallarni
hisoblashda quyidagi qoidalarni hisobga ()Iish foydalidir:

L. Agar [r(xdx=F(x)+c,u holda I!(ﬁtih}ﬁ l'(mnh]w‘( Masalan;

a) [sinuﬂx: ~cosx+ C, bo*lgani uchun jsin(ar +hldx =~ cus(a: +b)+ C;
a

b) J-dj-rflnx+( bo*lgani uchun _|' ]hmr+ti+('.
X ;.Lt‘-.

2. Agar integral ostidagi ifodani f{(x). 7'(x) yoki / :)} ko*rinishida

ifodalash mumkin bo'lsa, u holda f'(xkx=df(x)ekanligidan quyidagilar
kelib chigadi:

[P G = 1) =1 reecs ’;H - | d;(('))—l flx)c

3. I[f"kMt }" If{.rkb'{.l’}l‘dl = J‘(J["-le'dr = Id(} g‘l’ _ f{l—)dl } +C.
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_ Ix’j{xz)dr=-1—1'x2j'(x!):it2 =—1-It-f(r)dt, bunda t=x".

4
S [ F K T el ve
B R
IJf(xj)f(x) i cy(x(x)ﬁ o 8],
R - S 0P

asinx—bsinx
) Bcrpery vries

Masalan 7. Integralni hisoblang: ) [ o~ “"“gxdx e

sinx
) j cos’ xd\’
Yechish:
) j arcfgx dr = I (arc‘:gx) grotexdx = I arctex d(arcfgx)- —.m x+C

J‘aof)sx—bsmxdx=J(aot_)sxf—bsm.r)dx: }‘d(m_:mx+bsmx}=h1’asmx+bms#+c;
asinx-+boos x asinx+bcosx asinx+beosx

o) |5 4 :“JM O L S -

ovs’x  Goostx

Masalan 8. Integralni hisoblang: j(“’(' +x), “:’ir]d
Yechish:
J' [1?{1';.‘!) a]r‘ifgf = I []n([+ xXarergx) +arcige(in{i + x))'}ir = I fin (i + x)arergx)] dx =

=n{l+ %) aregx +C.
Masalan 9. Integralni hisoblang: a)/= { &%;

b) i= IrdrT—f
adc aj'd(ax+b)_ L iax g+ C.

Yechish: a) I= Iax+b E mr+b ax+b

B)fe o =1 e V1) o - =R < <o <

ekanligidan




-

) I(l—\x - }dr‘:ZJ.t:dr—.?j.uxz—l-dt jdr‘:it' ¥

(‘('\.1 -1

—Ix: IFd(l —l) ¥ —¥—3(1 —1): .

O‘zgaruvchilarni almashtirish usuli

Agar anigmas integral jadval ko‘rinishida bo‘lmasa u holda ba’zan
o‘rniga qo‘yish usuliga murojaat gilinadi. I_f'(x)dx ni topish kerak bo‘lsa
x=g{r) almashtirish bajariladi.

olr) funksiya uzluksiz, uzluksiz hosilaga ega va teskari funksiyasi
mavjud. dx=¢/()drbo‘lgani uchun j_f(;}i: j flen)-¢'(e)r. Qanday gilib
muvaffaqgiyatli almashtirishni olish mumkin degan savolga umumiy
javob berish mumkin emas. Foydali almashtirishni topish mashqlar bilan

o‘zlashtiriladi. Anigmas integralda o‘zgaruvchilarni almashtirish usuliga
qator misollar keltiramiz.

Masalan 10. Integralni hisoblang: - J'

VX \ r
Yechish: 1ldiz ostidagi ifodalardan ozod bo'lish uchun -
belgilashni kiritamiz. de=dl*)=*) di =6 -t ekanligidan
I ' :H' t::." m[:d: _bl' ! '—.l;ld‘:b[ !’r -Ill+

——-_6_“( s+ 1P+ 6lni—1 =26 43¢ + 60+ 6lnle — 1 = 2Jx +3Wx + 6¥x +6mYx 1+ C.
Masalan 11. Integralni hisoblang: 7 - | L EF Y
X
Yechish: Quyidagicha belgilamiz: v10+x* =+, bundan »* = -10. Bu
tenglikni ikkala tomonini integrallab 2wiv=2wr yoki xdr-rwrga ega
bo*lamiz.
dx  xdx et

% = va
x x r-10



tdt * ~10+10 d 10 =10
= - dr= [dr+10 [+ =t+——Mm
j ~10 I t*-10 I f 10 2410 [r+410)
:.vl.’]i)_+£: +\’Iﬂ_l |\‘]04 i +'\.10 P
2 \Il0+x um
Ko ‘rsatma:Na® - x*, Ja* + x*, Jx* - &° ko'rinishdagi funksiyalarni

integrallashda quyidagi belgilashlar kiritiladi:
1. Vo'~ funksiya uchraganda r=a-sins. belgilanib a’-x’ =a-cost

topiladi. dx=a-cost-dt, t=arcsin(x/a) Bunda -a<x<a, - ;r << J:
2. Va’+¥’ ko'rinishdagi funksiyalar uchraganda x = atgs belgilanadi.
Bundan Ve’ s 5 = \f-a‘:(H tg’l]= e ==L, t=arag>, - S <<,
cost cos” f a 2 2
3. V¥ -4 ko'rinishdagi funksiyalar uchraganda x= * kabi belgilanadi.
o8

Bundan vx —a = atgt, dr—aqmtdr = amcos " _.{r(“_{r
cos’ x 2

Masalan 12. Integralni hisoblang: 7 - _[ A —.
Vo -2
Yechish: x=asint  belgilashni kiritamiz. Bundan esa
de=acost-dt (0<1<x/2) va
[ ~5 gu [ SRNDH _ _(obB B 118 He

\{a—.t (aﬂrsmIT Vacos*t @ Y cos’t a

Yugqoridagi belgilashga ko‘ra smr— , cost = .Il-[-‘?J‘ wIE T ek

\ = L va'-x
bo‘lib, integralning oxirgi ko‘rinishi 7- — *— ¢
ai\a —%"
x-"-_i+ l‘:.

4

Masalan 13. Integralni hisoblang: 7= [*= 7 dx.
xr
Yechish: x=2gt, bundan dx = ;,‘::’! (0<r<x/2) va

letg‘t  cos’t

r_Ij- di 1 J-cos:dr_ 1 J-d(sinr}i_ 1 K = 1

= X
+C, =
tg'tocos’x 4 =3

sinr 47 sin't 12 12sin’t 2
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ekanligidan sinr- 2 - X vas-- ," _vl4+2?) +c.
JIte't Va4 I2x

Masalan 14. Integralni hisoblang:, 7= [ '.if - (x>3).
24

; 3 > § f s
Yechish: e belgilashni kiritamiz. Bundan
de=2"" g (0<1<2/2) va
cos T
I= I 35,“"— = dr - Imsrd: . smi+ . cost= 3.—‘;sin.' V1-cos’t =
9 ;9 9 cos"t 9 9 x

cos't Veos't

[ .-'.'_q =
- f1-2 =¥ 2% demak 1-YX 2 .¢.
¥y X 9x

Bo‘laklab integrallash
Agar u(x) va v(x) — differensiallanuvchi funksiyalar bo'lsa, u holda
ular ko‘paytmasining differensiali d(uv)=wav+vdu. Bu ifodaning ikkala
tomonini ibtegrallab J'd(m-): jmhw J'vdu yoki _[udv-- w- [vdu formulani

olamiz.
Bo‘laklab integrallash wusuli har xil sinfdagi funksiyalar
ko*paytmalarini integrallashda foydalaniladi:

f P (x)e” " dx, IP. (x)cosaxdx, _[ P.(x)sinaxdx, I P (x)arcrgx dx, I P, (x)arcsin xdx,
J- P,(x)arccos xdx, I P.(x)in xdx.

Dastlabki uchta integral « uchun p(x) ko‘phad qabul qilinadi,
oxirgi to'rtta integral uchun esa mos ravishda arctgx, arcsinx, arccosux,
Inx lar gabul gilinadi. Ba'zi hollarda bo‘laklab integrallash formulasini
bir necha marta go*llash zarur bo‘ladi.

Masalan 15. Integralni hisoblang: [x.e*dx

Yechish. u = x vadv = ¢ "dx deb olamiz, u holda

u = x, du = dx

5 X s
jxe dx — S——g dx-—e " +C.
5 25

dv=e dx,v= J-e' St = ;e g
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v ni topishda integrallash doimiysini har doim nolga teng deb hisoblash
mumkin.
Masalan 16. [arcigeds integralni hisoblang.

Yechish: u = arctgx deb olamiz, u holda

dx
u = arctgx,du = —

) ; o =
T+x -x'art'tg.r—-fl ,-—'r-ur('tgr-_}lnll‘.r'uf

+ X

_[urrfgrd! -
dv=dx,v= J-dr =¥

Masalan 17. [(x* +1)osx-dx integralni hisoblang.

Yechish: Bu misolda bo‘laklab integrallash formulasini ikki marta
go‘llashga to*g ri keladi.
u=x"+1, du=2xdx]

J.(x‘ + l}:nsxdr = d"' = C()Sxdx- v= Siﬂ X

=(x" +1)sinx 2J-_rsinxdr—- (x? +1)sinx—

|a=x, da=dx; -

i T S—— = -—2(—xcos.r+ jcosxd.:)= (x? +I)sin.r+2.rcosx-

-2 [cos xdx =(x* +1)sin x+ 2xcos x — 2sin x + € = 2xcosx+(x* =1)sin v+ C.
Masalan 18. Anigmas integralni hisoblang: jg-"‘ cos flvdx.
Yechish: Bu integralni ikki marta bo‘laklab integrallaymiz:
u=e" du=a-edx;; ' .

= : ™ -sin fix— — je"sin,&uir-

Ie"‘ cos fludx = T
dv = cos fiv-dx, \f—'—ﬁsmﬂri A yis

wu=e", du=a-e"dx

= s I o _.(_I _l i a+ e _
-i.dv=sinﬁtdr. v:--;cgsﬁ\-i_ﬁp sin fix ﬁ[ ﬂco ﬂ"""ﬁ _{e CQSM]

= gﬂ‘; (/sin Ay + acos fiv)—- ; Ic"" -cos flxdx.
Bundan /= [e"cosfxax  deb ushbu tenglikka ega bo‘lamiz:
= ;: (#sin fix + acos fic)- ; I bu tenglamani / ga nisbatan yechib,
Ie"' cos fedx = a’ewﬂ’ (#sin fiv + arcos fix)+ € yechimni olamiz.
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Masalan 19. Integralni hisoblang: 7= [ x"Inxdx, n#-1.

Yechish: u = Inx, dv=x"dx, bundan du=E —. v= J-x T
ﬂ‘{
vt l}n‘]’ . _i’.-l

!
e L o
Ko‘p uchraydigan integrallar

Anigmas integrallarni hisoblash qoidalari va usullarini qo°llab,
ayrim anigmas integrallarni topaylik.

T e L I e v
x—a
dx d{x—a) r-a) ™! ]
3 -5 o = . S .,
J.{,r—a)' I{x-—-a) I“ L —m+| e (M—]K.t—ﬂi+(
m#l.
x
d(™)
JIf.f-t-t ‘--J‘-,- b =arcsin>+C, a )b (—=1)
va'=x [x] a a
fl_
i la
;)
4AI qu ,——II —{l—, =(x=r]=1ﬂrf!gx+('.
a -x a xY a a a
l+[ )
a

de 1 1 de  cdv )
S'I.t’—a’_Za x—a .1c+¢z]dt Za('[ I.r+aJF

1 lx—a
= —(lnx—ag-hx+a)+C= ]n| +C, a=#0.
2a ' ' 2a lx+a
= 3 5 t’a
VX'+a=1—-x=2x ta=1-24+x" Dx=—=
. u |
17 i - 2 2 i
¥ o 3 t"~a (" +a g +a
Ve =@ | sl +a=1- = ,dx= dt
2 2 2

= r{ =nrf+C= ln.x+\.t +u +C.
f



7_[ Lo : J{ b —] }.{x: I—[ln.nbé ln',r+b:]+
(x+a)x- b] Ca-b x+b xia a-b" " g

+(C = In/~ +C.
a-b x+a

8. I{r .. .. m natural son. Agar m—1 bolsa, u holda

= arag T +C tenglik avval isbot qilingan edi.
X +a a a

Quyidagi belgilashni kiritamiz 3 I @ ).
X +a

Bu integralda bo‘laklab integrallashni qo*llaymiz:

u= b du =~ _..mtdx ,dv=dx, v=x

2 +a)’ (x* +a*)™

u holda
3 2
2m x* g J‘\ + a a

:‘"f(tf +xa"r+'|‘(\ +a’ r I‘h_(-. +at)

dx
2m x— = | ~
(t ¥ )"‘ T I(_ g )' .[(.\_2 *_a:)u
Bu yerdan

I, = +2m3, ~2a'm3,_, Va I, = . d=lg 1
la‘!+a‘3r o ST - o Zu‘m(x: cr")'l m " ()

Bu formula (m+1) integralni m integral orqali ifoda etayapti.
Bunday formulalar matematikada rekkurent formulalar deb ataladi.
Rekkurent formulani ketma-ket qo‘llash natijasida 3, integralni
hisoblash 3, integralni hisoblashga olib kelinadi. 3, integral esa avval
hisoblangan

3, = larr(gx g,
a a

Masalan, (1) formulada m =1 desak,

_l__ X ‘2—'1
2a° (v +d’) 24° a (v -u]

Agar (1)da m-2 deb 3, yordam:da 3, ni topa olamiz:

ar:!g +C



x 3 X

= . o+

: (s a’) Bt xMad
3 x .

+—ar +( '

Sa” dgﬂ

9)_[- - . korinishdagi integralni pl-4g<0 uchun
(_',K" + px+ qr

hisoblaylik. Ushbu tenglikda x' + px+¢ _( w42 } MR

4 p* >0 bo‘lgani uchun, 4*?.;‘.’: - 2> deb belgilash mumkin. Yugoridagi
a’[,n-p}
[[1+2] +a"] & e )-

Demak, qamlayotgan integral (9)-ko'rinishga ega.

integralda x —: desak _fx +px+q).

10)] . ko'rinishdagi integralni »’-4¢<0 bo‘lgan hol
( +px+q]'

uchun hisoblaylik. x+%-¢ va 4‘1.‘;2: _a' belgilashlarni  kiritib
quyidagini hosil qilamiz.
PP P
[, :f[”_z 2}{“2) [ pp
(" + px+ )" (F+a)” 27(7 +a’)"

[{)n}
2 4

Id(f‘ralpj' _ L _p_j-_ dt
(" +a* )" (F+a’ ) 2Am-1) (F+a)"" 2 F +a')"

Qaralayotgan integral yana (10)-ko‘rinishga kelar ekan.

Kvadrat uchhadni o‘z ichiga olgan ba'zi funksiyalarni

integrallash
Quyidagi integrallarni qaraymiz:
h=§ . Lal B48 o £ o SR s TN
ax- +hx+ e ax’ +hx+¢ \.l’.l.l"""hl'(' \ﬂ_[ +hx+c

29



Bu integrallarni hisoblash uchun meaxrajdagi uchhaddan to‘la kvadrat
ajratamiz.

2 2
axt +hr+e ::a[x1 +§-x+§]=a[x’ +%x+§+%— ;;):a(tz :tmz].

2
BU YEIdEI., f:x.{f_b“, E'_"‘b—"":imz.
2¢a a

- vy ddx
Masalan 1. Integralni hisoblang:/, = | s
Yechish: To'la kvadrat ko' rinishga keltirtb olamiz:

{ S 11 Y
4x% +Ax+5=4) xP =2 ————=( L
2 +4x+5 4[1 to Ly 4] A{x+2]+] (+]bunda

Demak, r,=]— x’dil L dgf+C--—ara§2x+‘

C.

Masalan 2. Integralni foping: 7, = | TEE

2+3x-2x
Yechish:
—2)[:1-1—3.1‘-}-2=-—2[_r:l —2-§-x+-2-—~9——l)-—'— [I2H§J=2(m1—tz), r=.t—-5:, m=~5—, dt =dx.
4 10 1o 16 4 4
] .oF 1 . Ax-3
Bundan L= arcsmn = ——aresin +C,
J_IJ -r3 J2
Masalan 3. Integralni hisoblang: | L S
4x" ~4x 417
Yechish: {4x* —4x+17) =8x~4, bundan 3x-‘1=3‘§£:g—ti—l=§(8:-4)+%
va
17 11 (8x—a)dx
axt—ax+17=4 xt-2.2 404 ~~—] At +4) 1= ——-
o {x 17474 a o) res Ix—-‘-!x-{-l?
I 4x —4.r+l7! 3 . | 2r-1
= = —em --——4114 —Ax+17+ ~— c.
Ir +1 I dx? -4x+17 arcrg 8 )x * }‘*-IISW"J‘g 4 *

Masalan 4. Integralni hlsoblang j' 2" +3x s
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Yechish: Integralni hisoblash uchun quyidagicha almashtirish
bajaramiz: x°=t, u holda 2xdx=dt yoki xdx= ld:, Demak,

gﬁ:s)x J-(zr 3)dr 1 (mnx II 2r+1 f-'r*j di
I_ £ 414 et F+t+1 £ +r+]
1
d(t+ ) o [+
1In(a' +1+ l)+j - - _-lj-ln(f:+r+1}+ ".3 arcig ,2 +(C'=

= . 2 F
1Y [v3 . v v3
(”2} +( 2} 2

S 2 2x% +1
=—In{x" +x° + 1)+ —=arct, e S &
e R

W - W -
dx
(x.’4ns'
Yechish: Bu misolda n=3. Reckurent formulani bir marta
1 v 23-3, 1 % .8,

26-1) Z+1Y" 2.3-2 74 (@) 4

Masalan 5. Integralni hisoblang: 7, - |

go‘llagandan so‘ng 1, -

L= j’(_‘:x , infegralga yana bir marta rekurent formulani qo‘llaymiz:
x

I - I x 323 ¥ F S X ljdlt _ Iarc s
o22-1 (x”+n“ 22-2 9 2541 2T AP+D) 23+ ’(1 by 2 e
: 3
Detiak, fye [ e E 2 et
I MR+ 8P+ 8

Masalan 6. Integralni hisoblang: J' i v,
e+ 2r+ ll‘
Yechish:
3
3x+42 SR DFEN  z:  axys dr

[—-—- I=[ ’ s—dx=" ren— ‘_f s J

(o + 2041 (x° +2x+10) 2" (e + 204 10f [[x f 9}
Birinchi  integralda x"+2x+/0=z, bunda (2x+2)dx=dz, ikkinchi
integralda esa x+/ =t almashtirish bajarami? bunda dx=dt. U holda

3x+2 3 pdz dt 3
SRS yilim = =z - '
J.(x"-ZJc‘.I}" : I’.J‘:: j(."f‘)]‘ j J-(; ‘q)'
o e 12 J!-_dr 31 ¢ _l_i'm_{_rr‘(,
12@-109 (Fiof ' 922-27 9| 2z 18 e 83 T T
3 ! x4l o C
A +2:410) 18 F42e410 S4T ° 3



Ratsional ifodalarni integrallash
Ratsional ifoda deb ko‘phadlar nisbati ko‘rinishida ifodalangan
funksiyaga aytiladi, ya'ni £,(x) va @, (x) ko*phadlar bo‘lsa, ratsional ifoda
ushbu ;-((*)) ko‘rinishda bo‘ladi. Agar r(x) ko‘phad darajasi o, (x)
ko'phad darajasidan katta bo‘lsa. ya'ni n>m bo‘lsa é‘(x’) ni quyidagi

ko*rinishda ifoda etish mumkin:

Px) L Rx)

Q.(x) Lale) 0.(x)
Bu yerda, £__(x) va &,(x) mos ravishda » - m va k darajali ko*phad bo"lib,
k<m, ya'ni g{(f)) to*g‘ri kasrdan iborat bo‘ladi.
Ushbu

P-(-‘)=bnxn +bx" 1 +eot b, x+b,
ko‘phad ko‘rinishdagi funksiyaning anigmas integrali quyidagicha
hisoblanadi:
[Podx = [(bx* +Bx" .+ b, x4+ b=

L. T L S TR bx+C.
n+l1 n 2
Demak, (’; {(x-)] ning anigmas integralini hisoblash uchun, bu
L

ratsional ifodani ko*phad va to’g'ri kasrning yig'indisi deb garashimiz
mumkin. Bundan tashqari, to‘g'ri kasmi qisgarmaydigan kasr deb
hisoblaymiz.
Istalgan 0, (x) ko*phadni quyidagi ko‘rinishda ifoda qilish mumkin:
O.)=alx—a) (x-a) - (x~a,) -
¥ + px+ q,)-' A+ px+q,)* ---(x‘“ tpaxig ) (n
Bu yerda, a. a,,....a,, p,., ¢,,---. p,» ¢, lar haqiqiy sonlar, k;, k2, ...ks, ms,
m>, ms lar esa natural sonlardan iborat bo'lib, p’ -4g <0, i=12,. .5
shart uchun o‘rinli bo*ladi.
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F.(x)

Agar 0.0) gisqarmaydigan to*g'ri kasr bo‘lib, ¢_(x) uchun (1)-
yoyilma o'rinli bo‘lsa, bu kasrni quyidagicha ifoda etish mumkin:
P(x) 1{' [ 4, 7 -*..__ﬂ‘|‘
O(x) a| T (x- a) (x— u} (x—a)* )
LT .20 P SN
r--i\-‘f:"'f‘-x“q (J Jp!c*q) [1"*;;__('”:;,}- ]
ki Px) 1< : Bx+C, | 5
yo : Q.(-‘) atzz(" ﬂ‘y ‘r‘)::rzl:(r +pxtq, )"I ( )

Bu tenglikda qatnashayotgan
A s

[X -al’ (x: + px+ q‘r :
ko‘rinishdagi kasrlar sodda kasrlar deb nomlanadi. Biz bunday
kasrlarning anigmas integralini hisoblashni o*rgangan edik.

pl-4g<0

Demak, :;'((x)} gisqarmaydigan to‘g'ri kasrning anigmas integrali
x

uchun ushbu tenglikni yoza olamiz:

[P Db e RS 1 |

f=l 1=4 ,- 1= =i (X Qpl‘*qy

B x+C,

(;)) uchun (2)-tenglikdagi 4,. B, va C, laming givmatlarini

topish uchun noma’lum koeffitsientlar usulidan foydalanamiz. (2)-
tenglikning o°ng ta'rafidagi kasrlarni umumiy maxrajga keltirsak, bu
maxraj O,(x) ga teng bo‘lib, uning suratida 4,, B, va C,
koeffitsientlar gatnashgan, darajasi Q, (x) ning darajasidan oshmaydigan
E[t) polinomni hosil gilamiz. Agar biz (2)-tenglikni aynivat deb
qarasak tenglikning ikki tarafidagi maxrajlar bir xil. va’'ni Q,(x)
bo‘lgani sababli, P, =P (x) ayniyatni hosil gilamiz. Bu ayniyatda x
larning bir xil darajalari oldidagi koeffitsientlarni tenglashtirish
natijasida 4,, B, va C, noma’lum koeffitsientlar uchun chizigli



tenglamalar sistemasini hosil gilamiz. Bu sistemani yechib, (3)-
aynivatdagi 4,, B, va C, larning qiymatlarini topamiz.

Masalan 1. Misol tariqasida ushbu anigmas integralni hisoblaylik:

I 3xP+x+3 .
(x—l)aixz +1i

Noma’lum koeffitsientlar usuliga ko‘ra, quyidagi ayniyatni yoza

olamiz:
3IxT+x+3 4, A, A, Bx+C

G- +1) 21 (1) (=1F @ 2 +1
Bu tenglikning o‘ng tarafini umumiy maxrajga keltirib, so‘ngra
maxrajini tashlab yuborish natijasida, quyidagi ayniyatni host! gilamiz:
3+ x4+ 3= 4, -(x— 17 (e + )+ A (- 1c? + 1)+ 4,2 + 1)+ (Br + Y1),
Demak,
30 +x+3={d, + Bl +(=24, + 4, -38+CW’ +(24, ~ A, + A, +3B-ICK* +
+(-24, - B+3Ch+({4, — 4, + 4, -C)
Bu ayniyatdagi x larning bir xil darajalari oldidagi keefTitsientlarni
tenglashtirib, quyidagi tenglamalar sistemasini hosil qilamiz:

A, + B = 0
— 2.4, + A4, —3B+C =0
2.4, — Ay, + A4, +38—3C =3
— 24, + A, —B+3C =1
A — A, + A, —C =3
Bu sistemani Gauss usuli bilan yechamiz:
1 60 1 00 1 00 1 00 1 00 1 00
2 10 -3 1oflo 10 -1 1c/|o 10 -t 10
211 3 -33-{0-11 1-33/-{0 01 0 -2/3{-
-2 10 -1 31/ fo to 1 31]]0 00 2 2t
1-11 0 =y 3/Lo-11 -1-1]3 0 0 1-2 0|3
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L oo 1 00y (1 00 1 00
r
0 10 -1 10|00 10 -1 10
1o 01 o0-213{-1,0 031 06 -2/3
0o 00 2 211/|0 00 1 -110]
Lo 00-2 200/l0 00 0 4 1J
[ 3 N
1 0 o 0 o0 - > ( 1
4 1 0 0 0 o=
1 4
9 T 9-1 9-= o 1 0o o o o
~ 10 0 1 0 U; ? ~ 10 (4] | ] (4] 7
2 V3
1 ;o
o o o 1 0 o o o 1 o -
"4 ' 4
o o o o 1 ! o o o o i !
L 4 J \ 4 J
o 1 T 1 . 1 P o .
Natijada, .4,=~4~ 4, =0, A,=2. B= i C B ckanligini hosil gilamiz,
It 4 x43 1 7 1 x+1
= = - + -~
ya'ni (x-1) (x'+l] -1} 2Ax-1) 4 X741

Nihoyat, quyidagi tengliklarga ega bo*lamiz:.
2x +.¥+3 dx 7 dx 1 x+1
X = - d =
I(x—l] (x +l 4-[ g I(x 1)3 -[x as
1 1 xdx dx
e -+ =
4 (-2Xx-l) Ix +1 4jx +1
i fnlx -1 gl . +! jd(xﬁ—*—i)+ L arctgx+C =
4 4 (x-1f 87 x'41 4
I 7 1 4 1
——fnx-1- - fulx” + 1)+ - 4 C=
nx T +8 n(x 4 )+4 arergx+
1, x*+1 7 1

1
=—¥fn + arcr x4+
8 (x-1f 4 (x-1f #

fnx-—ll+

Masalan 2. Integrallarni hisoblang: ‘[_‘_:1}*



Yechish: x*+1 ifoda kasr ostidagi funksiya maxrajining ikki
karrali ildizi bo‘lgani uchun, bu funksiyani quyidagi sodda kasrlar
xt42x - Ax+B Ox+ D
() () @D
Bundan x° +2x=Ax+B+(Cx+D)(x’ +1). Noma’lum A, B, C va D
koeffitsientlarni  topish uchun x noma’lumning bir xil darajalari
oldidagi koeffitsientlarini tenglab,

I3|C =1

yig'indisi ko‘rinishida ifodalash munkin:

x’|D=o
x|A+C=-2,4=-3
x°|B+D=0, B=0

ekanligini hosil qilamiz. Demak,

£x*~2x Imtx Jm!x 34+ | 4D 3
(

]
Yoy =-3 T =-= + < In(* +D+C.

A1 227 Al AS ) 2

Ayrim irratsional ifodalarni integrallash

Irratsional ifodalarda ofzgaruvchi qandaydir darajadagi ildiz ostida
gatnashishini eslatib o‘tamiz.

Agar R(u,V) ifoda u va v lardan to'rt arifmetik amallar va songa
ko‘paytirishdan hosil bo‘lgan funksiya bo‘lsa, u holda bu ifoda » va v
o‘zgaruvchilarmning ratsional funksiyasi deyiladi. Masalan, quyidagi
ifoda
2u—-5v+u-v

4—u’ +v°
u va v o‘zgaruvchilaming ratsional funksiyasi bo‘ladi. 1kki o‘zgaruvchili

b
R(u, v} ratsional funksiya uchun ushbu IR[I,"'—,I:::d de anigmas

integralni, a,b,c va d lar haqigiy sonlar bo‘lib, ad—c#0 va m natural son

R, v)=u® +3v* -
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bo'lgan holda ganday hisoblash mumkinligini ko'rsatamiz. Buning
uchun
lax+b  , ax+b
1=« ; ™= <
Ver+d cx+d

yangi o‘zgaruvchi kiritsak.

1:.;9(;]: a_?f"‘____b dia 0‘,'0(1}1'»' (ad b(‘) mr ff

a-ct” va (ﬂ -t ]

Bundan x4+ lac= [rtetek b

tenglikni hosil qilamiz. @{t) va ¢'(t) funksiyalar ¢ ning ratsional
funksiyalari bo‘lgani uchun Rlglt).t) ¢'(c)

funksiya ham ¢ ning ratsional funksiyasi bo*ladi. U holda [R(glehehe'(chie
; T A ax+b 4
integralni hisoblab, so'ngra ¢ o*zgaruvchi o*miga Tava M go‘yib
dastlabki integralni topamiz,

Masalan 3. Quyidagi integraini hisoblaylik:
dx

By e B
.x{:.";t + ’\'I.r’) x[['w‘.';r + (’\TIJTJ
Bu yerda, ¥x =1 deb, yangi o‘zgaruvchi kiritamiz.
Demak, x=1"? va dx=101"d1 bo*lgani uchun,
10-1"dr dt
I

Ix{("’:f mJ” I"’: v} <0 *li=1)

Noma'lum koeftitsientlar usuliga ko‘ra
| A A, A, A, A A,
T i T T SR e
Pa+t) 1 2 P2 £ P 14
1= A (0 + D)+ AL+ )+ A7+ D)+ A2+ 1)+ Al s )+ 4, =
A AN A s A (A AN (A AN (A, AN 4
Bu yerda, 4,.4,.4,.4,.4, va A, koeflitsientlar uchun quyidagi
tenglamalar sistemasi kelib chigadi:
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A+A,=0)
A +4,=0
A, +4,=0
A, +A4,=0
A +A4 =0
A =1

byani A, =L A, =~ A, =), A4, =—1, 4 =], 4, =-

4

‘"I}’{_:f: 1):"{!? jd! Id{ Idr Irﬂ]

=10/ In| £ '+-1- Y e n L
e+l 2% 3 &

u holda, r = Yx ekanligini ¢’tiborga olsak

Demak,

,f dx ” _1_“___+|0__5 10
{\’x-i-\,x) (‘*3“2_]0 Ux {!’I 3 2»/_

IR{x vax’ mx»c)zw ko‘rinishdagi integrallarni hisoblashda Evler

-+

almashtirishlari deb nomlanuvchi almashtirishlar go*llaniladi.

Bular quyidagilardan iborat:
1-hol. Agar a >0 bo'lsa, yax’ +hx+c =t+a-x.
2-hol. Agar ¢ >0 bo‘lsa, Yax’ +bx+c =x 4.
3-hol. Agar Vax® +bx+e = Jalx—x Yx—x,) bo'lsa,
,‘i"a_(x = x,ix —x,) =t (x—x,).

: ..d't
Masalan 4, Integralni hisoblang: ** Va4 x4l
Yechish: 1-holga ko*ra quyidagilarga ega bo*lamiz:

M3 3 b 3 r
VX tx+l=st-x=3x" +x4i=0" -2Ux+x" = x= -
21 +1

Mus)-24 1), 274242,

e (2 41y (1Y
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4

J-(f +l+l) 3 II ! +C

Bunda, + —In .

’[H\x px+l t-(2t 410y ’(‘!“1} 2 (241
= —f— 3..;_._.+]]n bl\x *X*ly
2(2'”"'”'- "“]”) 2 brs2dxixs141|

3x+2

(x+1vx' +3r+1

Masalan 5. Integrallarni hisoblang: _[ dx.

Yechish:
! 31’+1 —I 3[‘I'+I]—l ) _3"- J'
(‘t'l-l)'\,l' +‘¥x+‘5 (x+lhx +h-+% NE'a +3:+3 (x+l}\x +3x+3

Birinchi integralda to‘la kvadrat ajratamiz, ikkinchi integralda esa

1 d
x+1= almashtirishni bajaramiz, bunda dx =% U holda

dt
3= _3..1‘*2_ dx—-.’.ln-.x+3+\'x:*3-;*3'_|- ‘__r__'__ =

(r+1Wa® #3043 2 L NE Y L af1 )
.[--IJ +3| -—1J+3

e\ \

a 3 R L i
=3njx+ = +Vx® +3x+ 3]+ ‘—‘f—.__ =3lnix + -+ vx" +3x 43|+t + —+ V1" +2 4114
2 Vit 4+l 2 2 .

3 13 ] Tr 43
+C=3Inx+=-+yx" +3x+3+In !--—~l*"x sl +C.
2 x+1 2 x+l

Binomial integral deb nomlanuvchi integralni, ya'ni ushbu
J'.r"(a +bx") dx integralni hisoblaylik. Bu verda m,n va p ratsional sonlar
bo’lib, quyidagi hollarda bu integralni hisoblash ratsional ifodani
integrallashga olib keladi.

1-hol. Agar p butun bo‘lib, N son m va n larning umumiy maxraji
bo‘lsa ¢ = ¥x almashtirish qo*llaniladi.

2-hol. Agar m butun son bo‘lib, N son p ning maxraji bo'lsa,
t=Ya+bx" almashtirish qo‘llaniladi.

3-hol. Agar m+p butun son bo‘'lib, N-p ning maxraji bo'lsa,

la+bx
t=/

i s

almashtirish qo*llaniladi.
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Masalan 6. Ushbu j(l )d.r- j l{!-r.r ] dx integral uchun
+Vx

m=, n=;:. p=-2 ckanligi kelib chigadi. Demak, bu integralni
hisoblash 1-holga tushar ekan. ; va 1— larning umumiy maxraji N=6

shuning uchun r=%x almashtirishni ba_|aram1? va'ni x=1° dx=6rdt
tengliklarga ko‘ra

Ix { *x‘} dx= Ir (1+2*) 6-1°dt- 6_[( :)_ dr

Ammo, (?+1) -+ +2*+1 bo‘lgani uchun, ¢ ko‘phadni r*+2¢% +1

ko*phadga bo‘lib, (rr - )3 ratsional kasrning, to*g‘ri kasr gismini ajratib
+

olamiz:
447+ 3
= il
(t' 4 ])' (1 +I)’
Lekin A0+3 _4°+1)-1_ 4 L bo‘gani uchun, (10)-integralga

(N R

asosan, quyidagini hosil qilamiz:

.5 d? de
6_"(1—_‘;-‘-2);0" = 6{]’({‘ — 27 4 3}z - 4_[{'_,‘ Y I 2 _}'_1)1'

(¢

$* = 1 ¢ 1 '
=6{ ——+r—darcig t+—--—— +,’urr_.~rng+(.‘

5 3 2 1*+1 2
- t* —Aar v 1& —2larctgt + ,3r-+('
5 * +1

Dastlabki mtegra] uchun quyidagi hosil bo*ladi:
_[ \T ?.I —4x.x+]8‘{1—2|am~‘g’{x+ 3K’x o il
(] + \-'I} Vx +1

Trigonometrik funksiyalarni integrallash
R(u,v) ifoda u« va v o*zgaruvchilarning ratsional funksiyasi bo*lsin.
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[R(sinx,cosx)dx integralni hisoblaytik. Bunday integralda r=rg§

universal  almashtirishni  bajarib , R(sinx, cosx)dx  ifodani ¢
o‘zgaruvchining ratsional ifodasiga olib kelish mumkin, Hagiqatan ham

d e
) 2‘2 2t 1-2 7 1-£
sSinx = x=l—?,€081= I:] 7
1+fg25 + l+fgzi +

1
x=Z2arctgt, dx=2——d¢
arcig x 171

bo‘lgani uchun

fR(sinx,cossix=2 p{ ‘

1+ 1+32}1+r

2t 1-rt
1427 71447

| B . . . . .
Bu yerda, R[ ] e ifoda ¢ ning ratsional funksiyasi bo‘lgani

uchun, ushbu integralni hisoblab, ¢ ning o‘rniga fg% m qo‘yib,

dastlabki integralni topamiz.

Agar R(-sinx, cosx)=—R(sinx, cosx) bo‘lsa, integralda cesx=t,
agar Risinx —cosx)= —R(sinx, cosx} bo‘lsa, ¢f=sinx almashtirishni
bajarish mumkin.

Agar R(-sinx-cosx)=R(sinx, cosx) bo‘lsa, tgx=t almashtirishni
bajarish orqali integralni ratsional funksiyani integrallashga olib kelsa
bo*ladi.

Masalan 7. _[ integralni hisoblang.

2sinx—cosx+35

Yechish: Buning uchun ¢ = Ig% almashtirishdan foydalanamiz.
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J- dx j- 2 _dr j- 24t "
2sinx —cosx + 5 4 1-17 1407 -1+ +5+50°
T$¢F Tt

2dt dt dt
Iﬁr" i 4044 j3r"z;'+'5 | 1Y 5

1 1 X
d|r+
1 [ 3J 11 r+3 o Srg_’H )
= I —— ey 33 it e PO = e K = QPO+
3 1Y (+3) 3 V5 V5 V5 V5

Endi | fi“x‘ix, integralni hisoblaylik. Bu yerda, R(-sin x, —cos
sSm x+Co0s X

x)=R(sin x, cosx) bo'lgani uchun r=tgx almashtirishni bajaramiz.
Natijada,
J- sinx dx _J- sinxdx J-rgx d(rgr]

sin’ x+cos'x  +cos’ x-(rg’ r+l) te'x+1
£ B (intcosx)’ 1 . 2cosx—sinx .
r+1 6 l—sinx-cosx 3 v3-sinx
Masalan 8. [ - = integralda R(-sinx,cosx)=-Rsinx, cosx)
(’+wst)>mx

tenglik o‘rinli bo‘lgani uchun f¢=cos x almashtirishni bajaramiz.
Natijada,
j' dt - J- sin xdx _ _j d(co'; x) J' dt

(2+cosx)-sinx (2+cosx)-sin’ x (2 +cos x)(1 - cos® x} (2”)_(1::
_ | ln“ -cusx)(Zf—c:ssx)_' Lo
6 {1+cosx)

Shuni ta’kidlash lozimki, har doim ham berilgan integralni analitik
usulda hisoblab bo*lmaydi.
# 5 o sin x dx
Masalan. If dx, Ism x" dx, j :_ dx, If;v;
integrallar mavjud bo‘lishligiga garamasdan, ularni analitik usulda
integrallab bo*lmaydi. Buning sababi hosilasi berilgan integral ostidagi
funksivaga teng bo'lgan elementar funksiya mavjud emasligidir.
dx
sin’ x+2sin xcosx —cos’ x ’

Masalan 9. Integralni hisoblang: _f
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Yechish: t=tgx almashtirish bajaramiz, bunda x=arcigt, dx = d’-,,

1+
Bu holda
, eid
fo— - L e
sin® x+ 2sin xcos x — cos” x o = 2 11 £ 4+20~1
147 148 1+ 140
=I - d(1{+])__ ‘_=__l'r' |n:[.+l_~1fz+('_—_‘ 1 lnfgx-l_l_\;_'_c_
@+ +(v2) 2v2 t+1++42 2V2  tgx +1442)

Masalan. 10 Integralni hisoblang: _[cosx - o8 ; -cos de,
Yechish:

Ic(‘rs:r-ms;-oositdx':;j‘(ms

3x x x 1 3x x
-+ COS— )-co8 — fx = — [cOos— -co +
4 2} 4 2I 2 549&

2
1 x x | 7 S5x 1 3x X,

2 .cos-dy=— 2 - i o~
+2Imsz ouq4 X 4_[{&054 +coq4)dx+4j(ms4 +ms4)dx
-Isin?ir-kIqinsx+lsir\3't+sin-x+(‘

7 4 5 4 3 4 4
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9. Aniq integral tushunchasi
Egri chiziqli trapetsiya yuzi

Quyidagi egri chizigli trapetsiva deb nomlanuvchi figuraning
vuzasini topish masalasini ko‘raylik.

,."'.r

]
1
]
1
[
1

e ——

1
.
'
i
]

R —
AR

o

-
!

a x, x, x, x+1 b X

Bu figura yuqoridan manfiy bo‘lmagan y=f{x) funksiya grafigi
bilan, quyidan OX o°g, yon tomonlardan x=a va x=b to‘g‘ri chiziglar
bilan chegaralangan. Buning uchun [a,b] oraligni a-x, <x <--<x, =b
nuqtalar bilan, [x,.x,.]i=0L...n-1, kichik oraliglarga bo*lamiz. Har bir
oraligdan biron-bir £ elx,x, ] nugta olib, x, x-ax.i=0L...n-1,
belgilash kiritib, quyidagi yig*indini tuzib olamiz:

Z:f(f,)-m'. (3)
Bu yig*ndida (£ ) Ax, qoshiluvchini biz qaralayotgan figuraning [x.x |
oraligqa mos keluvchi bo‘lagining yuzasini, balandligi r(¢) va asosi Ax
ga teng bo'lgan to'g'ri to'rtburchak yuzasiga tagriban teng deb garasak,
u holda yugoridagi yig'indini biz egni chizigli trapefsiva yuzasining
tagribiy giymati deb garashimiz mumkin. § ni egri chizigli trapetsiya
yuzasi deb olsak,

5= LrL JAx,
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Agar biz bu tagribiy tenglikdagi xatolikni  kamaytirmogqchi
bo‘lsak, [r.x, | kesmalar uzunliklarini, ya'ni Ax, larni yetarlicha kichik
gilib olishimiz kerak. Buning uchun oraligni bo*luvchi nugtalar soni » ni
shunday oshira borishimiz kerakki, » »= da --.'.’_?.‘f‘s{‘“-}' »0 bo'lsin.

Demak, agar biz (3) yig'indida mex{ax}->0 deb qarasak, limitda
gidirilayotgan egri chiziqli trapetsiya yuzini hosil gilar ekanmiz, ya™ni

nl
S=_tm 3 f(&)Ax,
=0

max{ Ay, |
Aniq integral

Ta’rif. [a.p] oraligda berilgan y-s(x) uchun, shu oraligni kichik
bo‘lakchalarga bo‘luvehi a=x, <x....,<x,=b va ¢&.&...&, nuqtalar
uchun (3)-yig‘indi integral yig ‘indi deb ataladi.

Ta’rif. [a.h] oraligda berilgan - f(x) funksiya uchun max{axr}->0
da (3)-integral yig'indining chekli limiti mavjud bo‘lib, bu limit
bo‘linish nugtalari x ,x,...x, va oraliglardan olinayotgan £ .z,....2
nuqtalarga bog'liq bo‘lmasa, y=s(x) funksiya [ab] oraligda
integrallanuvchi va limitning giymati uning aniq integrali deb ataladi.

Demak, ta'rifga ko‘ra E F(x)dx _'max'f{[:-} ,og j‘(‘f,.).\xf
Bu yerda, ff7) integral ostidagi funksiya, f(x}x integral ostidagi ifoda, a
integralning quyi chegarasi, » integralning yuqori chegarasi deyiladi.

fjf{x)dx integral qiymatini topish f(z) funksiyani [a b] oraliqda

integrallash deb ataladi.  Shuni ta’kidlash kerakki, f{7) funksiyaning
|a,b] oraligdagi aniq integrali son bo‘lsa, shu funksiyaning anigmas
integrali funksiyalar to‘plamidan iborat bo*ladi. Demak, aniq va anigmas
integrallar turli tushunchalar ekan.

Agar biz aniq integralda uning chegaralarining tartibini

o‘zgartirsak, u holda [a.p] va [p.«] uchun tuzilgan integral yig'indilar
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ishorasi bilan farq giladi, chunki [¢.6] uchun Ax, =x,_, -x, bo'lsa, [h.a]
uchun -~ Ax, =x,-x, ayirma hosil bo‘ladi. Shuning uchun,

]'ft xX)dx = ~]l f(x)dx
a &

Yugqorida aytilganidek, aniq integralning geometrik ma’nosini
manfiy bo‘lmagan y=/f (x) funksiya hosil gilgan egn chizigli
trapetsiyaning yuzi deb tushunish mumkin ekan.

Aniq integralning iqtisodiy ma’nosini anglash uchun, y= /(s
funksiya biron-bir ishlab chigarishda mehnat unumdorligining vagt
davomida o‘zgarishini aniglasin deb garaymiz. U holda [0.7] vaqt
oralig*ida mahsulot miqdori hajmi « ni hisoblash uchun [o.7] oraligni
0=t,<t, <t, <...<t,, <-T nuqtalar bilan kichik bo‘lakchalarga bo‘lib,
Ir..t...] kichik oraligda mehnat unumdorligini taqriban o*zgarmas /(5,) ga
& el.0.,]) teng deb [, ] oraligda ishlab chigarilgan mahsulot hajmi
au, = f(E YA, (A =1, 1) ekanligini hisobga olib, butun {O.T] oraligda
ishlab chigarilgan mahsulot miqdori # uchun quyidagi taqribiy tenglikni

n-] n-1
hosil gilamiz: =Y Au, =Y f(£)Ar,
=0 i=0
Bu tenglikda aniglikni oshirish uchun maxaAr, -0 da limitga
T
o‘tishimiz lozim. U holda, v = If(f)df.
L]

Bu tenglik {0,7] vaqt davomida ishlab chiqarilgan mahsulot
migdorining hajmi u, f{#) mehnat unumdorligi funksiyasi f{z) ning aniq
integrali orqali ifoda etilar ekan. Bu integral son jihatidan f(7) funksiya
va [, T] oraliglar hosil gilgan egri chizigli trapetsiya yuziga teng bo*ladi.

b
» = f{x) funksiya uchun jf(-‘}fil integral gaysi shartlarda mavjud

bo*lishligini qaraymiz.
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I-teorema (Aniq integral mavjudligining yetarli sharti). Agar
y:f(x] funksiya {ﬂ.fi] oraliqda uzfu}ksiz bo'lsa, bu funksiya shu
oraliqda integrallanuvchi bo*ladi.

Ishot: s.—ma:b_%x:m S, =min_ Uﬁx); belgilashlarni kiritayfik. U

L L

holda

§ =max () <5, 5 = min /()2 (4)
Bu yerda, ¢ e [r.x,] oraligdan olingan istalgan nuqtadir. Agar
[¥.x")<[x,.x,,] bo'lganda 5= 'T‘ala_:.c.i{ﬂx)}s 5, S= a:&'\,s'}.zc'{_f'(xﬂ >S,
ekanligini ¢'tiborga olsak, maxAx -0 da [a.6] oraligni bo‘lakchalarga

bo‘lishda, keyingi qadamdagi kichik bo‘lakchalar avvalgi gadamdagi
bo‘lakchalarning ichida yotadi deb hisoblashimiz mumkin. U holda (5)-

tengsizlikda Zm.s"\; o*suvchi ketma-ketlik Z:? Ax, kamayuvchi ketma-
ketlik ekar;ligi keltb chiqadi. Agar im ‘onm(s, -8,)=0 ekanligini
¢’tiborga olsak

mfi.:anz:s,&x. .-.-_fimdis‘m‘_ =1,

U holda (5)-tengsizlikka ko'ra c‘im_oi FlEAx, = 1.

Demak, [/{x)dx mavjud va }-f[x}:iz'=1_

Quyidagi teorema aniq integral mavjudligining zaruriy shartini
ifoda etadi.

2-teorema. Agar y- f(x) funksiva [a,b] oraligda integrallanuvchi
bo‘lsa, u holda bu funksiya shu oraligda chegaralangan bo‘ladi.

Isbot: ffx) funksiya {a,b] da chegaralangan bo‘lmasin, masalan,
yuqoridan chegaralanmagan deb faraz qilsak, Ja.b) ni bo'laklarga
ajratishda a=x, <x, <---<x, =b uchun & «{x.x] larni shunday tanlab
olish mumkin bo*ladiki, oldindan berilgan har ganday & -0 son uchun
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S >x
tengsizlikni o'rinli qilib olish mumkin, ya'ni, _sup ‘.[z e ]Ax,]-—— +oo.
el N
Demak, f{x) funksiya [a,b] oraligda integrallanuvchi emas. Bu esa
bizning farazimiz noto‘g'ri ekanligini ko‘rsatadi, ya’ni f{x) funksiya
[a,b] oraligda chegaralangan bo‘lar ekan.
Aniq integral xossalari
b b
1. Istalgan o‘zgarmas & son uchun [k« f{x)ax = & [f(x)dx.
2. Funksiyalar yig‘indisining integrali qo‘shiluvchilar integraliarining

yig‘indisiga teng, ya'ni iﬂf(x]Jr g(xpx = ]'f (e)x + ]-g(l}dx.

3. Istalgan a,b va ¢ (@ <c < &) sonlar uchun b[f(x)dx = ]f(x}dx+ ]'g(x)d.t )
4. Agar a <b bo‘lib, [a,b] oraligda f(x) < g(x) tengsizlik o‘rinli bo‘lsa,
u holda bjf(x)dx < bjg(x)dx .

Xususan, [a,6] oraligda m< f (I)ﬁM tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, u
holda m{p-a}< }f {x)tx < M{6—a) tengsizliklar o*rinli bo‘ladi.

Bu xossalar isboti to‘g‘ridan to‘g‘ri aniq integral ta’rifdan kelib
chiqadi.

3-teorema (O'rta giymat hagidagi teorema). Agar f{x) funksiya
la.b]la <b)oraliqda integrallanuvchi bo'lib, bu oraligda m<s{x)sm
tengsizliklar o‘rinli bo‘lsa, u holda shunday x# son mavjudki, uning

uchun =< <M tengsizlik o‘rinli bo*lib, If (x)dx=p-(b-a)

Isbor: 4-xossaga ko‘ra m(b-a)< [f(x)dx < M(b-a)
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j',rmdr , "
Agar p=* =

belgilashni kiritsak, m<ux<M o°rinli bo'lib, _[f: x)dx = u(b-a) tenglik

kelib chigadi.

f(x) funksiya [a,b] oraligda integrallanuvchi bo'lsin, u holda
istalgan .rr:[d.h] uchun, ffx) funksiva [ax] oraligda ham
integrallanuvchi bo‘ladi. Shuning uchun [a,b] oraligda berilgan
quyidagi funksiyani aniglay olamiz:

() = [f ()t

Bu @(x) funksiya yuqori chegarasi o*zgaruvchi integral deyiladi. Ushbu
@(x) funksiya xossalari bilan tanishib chigamiz.

4-teorema. [a.b] oraligda integrallanuvchi f{x) funksiyva uchun
@(x) funksiya [4.5] oraligda uzluksiz bo‘ladi.

Isbot: f{x) chegaralangan funksiya bo‘lgani uchun, [a,b] oraligda
m< flx)< M tengsizlik o‘rinli bo‘lsin deb olishimiz mumkin, u holda
Ax > 0 uchun

O+ Ax)- D)= [ (s)ee [l = [rlddes [1c)c -
ko= e

e
Tenglikdan va quyidagi m-Ars jffr}drﬂf‘-f-rir tengsizlikdan,

m-Ax<Dx+Ax)- - Px)<M-Ax tengsizliklarni hosil gilamiz.

Demak, L‘m;{zb{nm) -a{x))=0ya’ni f{x) funksiya x nuqtada uzluksiz
ekanligi kelib chigadi.

S-teorema. Agar f(x) funksiva [e.6] oraligda uzluksiz bo‘lsa, u
holda @{x) funksiya {a.b) intervalda f(x) funksiva uchun boshlang'ich
funksiya bo*ladi, ya’'ni (a,6) intervalda a(x) - f(x) tenglik o*rinli bo*ladi.
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Isbot: f(x) funksiya uzluksiz bo‘lgani uchun Jit, l[f(:] =m{x) va
fnaxl M(x) desak, lim m(x)- lim M(x) Six)

Bundan m(x)dx<@+Ax)-Pr)<M(x)-dx, ya'ni m(x)sﬂf:w

Dix + Ax) Ofx)

tengsizlikdan ushbu @(x)= lim = f(x) tenglik kelib chiqadi.

Bu teoremadan [a,5] Grallqda uzluksiz bo‘lgan har qanday
funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi mavjud bo‘lishligi kelib chiqar
ekan,

Nyuton-Leybnis formulasi

6-teorema (Nyuton-Leybnis formulasi). s{x) funksiva [s,4] oraliqda
uzluksiz bo‘lib, F{x) uning istalgan boshlang'ich funksiyasi bo‘lsin, u
holda

!f (x)dx F(a
bu tenglik Nyuton-Lebnis formulasi deyilib, ko*pincha 7()- F{a) = #(x)
kabi belgilash qo‘llaniladi.
Isbot: F(x) funksiya f(x) ning boshlang‘ich funksiyasi bo‘lsin. U
holda ®(x)= [f(x}dx funksiya, ham f(x) uchun (a,b) oraliqda

boshlang‘ich funksiya bo‘lgani uchun shunday ¢ ¢‘zgarmas son mavjud
bo*ladiki, bunda F1¥)=%¥x)+C tenglik o‘rinli bo*ladi.
Demak,

] 3 L]
F(b)~ F(a) = O(h) + C—D(a) - € = B(b) - Wa} = [f(x)dx - [£(x)dx = [d(x)ax

Endi aniq integralni hisoblash usullari bilan tanishamiz.
7-teorema (Yangi o‘zgaruvchi Kiritib integrallash). Agar o)
funksiya [e,4] oraligda uzluksiz hosilaga ega bo'lib, ofa)=a, o(8)=b
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bo'lsa. [a.k] oraligda uzluksiz bo‘lgan f{x) funksiva uchun
» A
[reode= [l (o)t tenglik o*rinlidir.

Ishot: F(x) funksiya [a.b] oraligda ffx) funksiyaning boshlang‘ich
funksiyasi bo‘lsa, ya'ni If(xkbc =F(x)+C bo'lsa, u holda anigmas
integral xossalariga ko‘ra [ F{e{)'(1)dr = Flelr))+ C.

&
Bundan esa [Fx)ds = F(b)~Fla) v

?f(ﬁ’(f))cﬂ'(!)df-‘F(V’(ﬂ))—!"(da'))=F(b)-F(a) tenglikdan teorema isboti

kelib chigadi.
8-teorema (Bo‘laklab integrallash wsuli). «=u(x) va v=v(x)

funksiyalar [a,b] oraligda uzluksiz hosilalarga ega bo‘lsa, quyidagi
tenglik o‘rinli bo‘ladi:

. b
Iudr-—- mt:: - Ivdu

a
b

Isbot: Ushbu  [(vydx =uv|’
tenglikka ko‘ra aniq integral xossalariga asoslanib,
& = b & ] b
I[uv] dx= jm-"d.H ll-m’d.r: Iudw vdu

o @

b b
tenglikni hosil gilamiz. Demak, bu yerdan fuvd + fvdu=uv!’

b

b
ya'ni juvd= W: ~ jvdu tenglik kelib chigadi.

1

Masalan 1. Integralni integral ta’rifi yordamida hisoblang: I’* “d.
]



Vechish: Bu integralda a=0, b=1, f{x)=x’. [0;1] kesmanin ta teng
gismlarga  bo‘lamiz, u holda  har bir oraliq  uzunligi

Axk'—'g:’t—g:l?-—-—:; va har bir oraligdan &, = x, nuqtalami tanlaymuz.
Bu holda quyidagiga ega bo'lamiz:
1 2 3 n—1 n
X=0x=—x="x =" x =—x =—=1
n " n n n
1y 2Y ’ kY
=] ra=(2) vrier=(2) irran (5] 1.
n n n n n
Demak,
| !
) 142243 : Dea+iy A0
jxdx l:msz@g)mc <tim + +,,3+ A4 Pi“w”(ﬂ+6f3ﬂ+)=m né n -5

Masalan 2. Integralm integral ta’rifi yordamida hisoblang: _[e’dx .
0

Yechish: Bu integralda fix)=¢* . [0;a] kesmani n ta teng
gismlarga bo‘lamiz, u holda har bir oraliq uzunligi éx*=f-;—q=£ va
har bir oraligdan &, =x, nuqtailarni tanfaymiz. Bu holda integral
yig‘indi |
S qu:,) mk—Zm-}u): 2 —(e"+e=+ +e'}—£eﬂ{l+e"+e‘+ +e"5’“].

k=) n
Qavsdagi ifoda maxraji ¢ =e" va birinchi hadi 1 bo‘lgan geometrik
progressiyadir. Geometrik progressiya hadlari yig‘indisi formulasidan
foydalanib quyrdagiga ega bo‘lamiz:
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2t deb)|

af - . =1 a g a @ n
2 o - . . —l
S_zaf'[lv'e"+c'+...+¢"‘ =2 e e‘ l- v 11m.§'_=hmue" e‘ =bunda | =
" g L | n &7 =] IH—)'J.'dH'
it—>0
(e - = e -t = e -yt ] e iy €D
-+ e —1 L | !to(ef_l r-ul} ¢
(e” —1)]ﬁg(r+])==e" -1.
Demak, Ie’dx’ =e° -1.
o
T dx
Masalan 3. Integralni hisoblang: _[] "
(]
. o odx |o s P
Yechish: I ;= arr'rgr}l =arctgl —arcig="—--0=
Jl+x 4 -+
xe “dx

1
Masalan 4. Integralni hisoblang: I
0

Yechish: Integralni hisoblash uchun bo‘laklab integrallash

U =X J
dv=e"d

usulidan foydalanamiz, bunda |4, — 4 |. U holda
iv =—g

E T xf! J T I 3| i £=2

Ixe dx = —xe +_[e dx=—¢" —e&"| =-2¢ 4l=——0:.

o ! 0 ¢ e

o TIn’ x
Masalan 5. Integralni hisoblang: f: dx.
AR

Yechish: Integralni hisoblash uchun  o*zgaruvchini

dx
almashtiramiz: Inx=t, :__:d;" bunda x=/ Dbo'lsa, r=0; agar x—e

bo‘lsa, 1=1 bo‘ladi. U holda



elnz
=

]
&: 2 2131.:-!- 3-— =l
szr 3:'0 5 0’) 3

1

x* arcsin x

Masalan 6. Integralni hisoblang: I‘ﬁ‘_

Yechish:  Integral ostldagl funksiya toq:
_Xarcsinx 3 (~x) arcsin(-x) x’(-arcsinx) __x'arcsinx
f("') m; ’ f( J') -Jl n (—I)z- drd \!l_+ 2 f(x)

va soha simmetrik bo'lgani uchun bu mtegralning qiymati nolga
teng, ya'ni

2
X arcsmx

l+.'.'2

u|n(.—-—.|-'”l

Xos bo‘lmagan integraliar

[a.b] oraligda y=f(x) funksiya uchun kiritilgan aniq integral
tushunchasida f(x) funksiva [4,6] oraligda chegaralangan bo‘lishi
zarur edi.

Cheksiz oraliq uchun aniq integral tushunchasi. f(x) funksiya
Ja.+o) cheksiz oraligda berilgan bo‘lib, istalgan a<r uchun f{x) funksiya
{2,r} oraligda integrallanuvchi bo‘lsin. U holda istalgan a <t uchun

@)= [f(xMx funksiya aniglangan bo‘ladi.
Ta’rif. 7(x) funksiyaning [a.+«) oraligdagi xos bo‘lmagan integrali

If {x)dx deb  ushbu ’{ff; &t} limitga aytiladi, ya’'ni

Trtac=tim [rtakas.



Agar bu limit mavjud va chekli bo‘lsa, xos bo‘lmagan integral
yaginlashuvchi, aks holda uzoglashuvchi deyiladi.

Xuddi shuningdek, _[f (o) ko‘rinishdagi xos  bo‘lmagan
integralni ta’riflash mumkin. (-«.+=) cheksiz oraligdagi xos bo‘lmagan

integral esa quyidagicha aniglanadi: _( (x)dx = ]_f{_r)dx 4 jf (x)etx .

Agar bu integrallardan birontasi uzoglashuvchi bo'lsa [ /(x)dx

xos bo‘lmagan integral uzoqlashuvchi deyiladi.
I 13 dx=fim I l_, dx= f:'m[l— l):I
Masalan, i ¥ e 4 et
Endi [a5] oraligda chegaralanmagan funksiya uchun xos

bo‘lmagan integral tushunchasini kiritamiz. y=f [r) funksiya [a.b)
yarim ochiq oraliqda uzluksiz bo‘lib, fim f(x)== bo‘lsin.

Ta’rif. fim [£(xMx limit giymati ¥ = f(x) funksiyaning [a.b)

yarim ochiq oraliqdagi xos bo‘lmagan integrali deyiladi. Agar bu limit
mavjud va chekli bo'lsa, xos bo'lmagan integral yaqinlashuvchi, aks
holda uzoglashuvchi deyiladi.

h
Limit giymati  [f(x}x  shakida  belgilanadi, ya'ni
] b-a
[ (= lim [ o

Xuddi shunga o*xshash ushbu (a,#] yarim ochiq oraliqda uzluksiz
va  fim f(x)=o bo‘lgan y=f(x) funksiya uchun ham xos bo‘lmagan

integral ta'riflanadi. (a.4) intervalda uzluksiz, f:‘n_:n,f[x)— o VA lim f(x)=
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b
bo*lgan funksiya uchun _[f(-*)fil' xos bo‘lmagan integral quyidagi

b € b
tenglik orgali ifodalanadi: [f(x)dx= [f(x)dx+ [f(x)dx

Bu yerda, ¢ son a<c<bh tengsizlikni ganoatlantiruvchi bironta

son.
+w, agara <l

Masalan 7. -j: dx = r;‘;:l["f‘ﬂﬁ:: ] ( 3 1){ I—].agm‘a)I
o

Demak, a<1 da integral wuzoglashuvchi, a@>1 bo'lsa
yaginlashuvchidir. @ =1 da 111 dx = lim [‘ dx = Tim In x = +a0
bo*lgani uchun, yuqoridagi integral « <1 da uzoglashuvchi.

lﬂr agar a>1

dx= lim _[( dx= fim — 1 (1 IJ

J{I = <y vo g 1L 5

cagara <1

Demak, «>1 bo‘lganda xos bo‘lmagan mtegral uzoqlashuvchi va

1 -6
a <1 da yaqinlashuvchi. « =1 da j' ! dv=lim [ di=lim(-lnd)=+w
1—-x -] - l-x &2l

(1]

bo'lgani uchun, yugoridagi integral «>1 da uzoglashuvchidir.

Todx
Masalan 8. Integralni hisoblang: [+
Yechish:
L d_r = lim J' d-'}-—',- =:lig1'ardgx 1|m urc’tgb—jm: arciga = ;—{-;)=2-- = 1.
Demak, xos bo‘lmagan integral yaqmlashuuh:

Masalan 9. Integralni hisoblang: _[

Yechish: Integral ostidagi fix)=' funksiya x=0 nugtada
X

aniqlanmagan, shuning uchun



— =lim |~ =limIn|x "linl(ln]—lna)r-fm_
2 x a0 X a0 a0 . !
L

Demak, xos bo‘lmagan integral uzoglashuvchi.
Masalan 10. Integralni hisoblang: judx

- &
y , ; = = o U T
Yechish: I:\'e'dt lim [xe~dc=lim(--e~) [ =lm( --e*)=—.
= b..‘u e D u bpem 2 2 2

Demak, xos bo*lmagan integral yaqin]ashuvchi.

Masalan 11. Integralni hisoblang: J'

M \.x
Yechish: Integral ostidagi f(x)=-! funksiva x=0 nuqtada
L' 3

1
aniglanmagan, shuning uchun _[ X o fin 2 = i 2 “A = lim (2J1-2Va)=2.
Nx o el T4x @ el @ a0t

Demak, xos bo‘'lmagan integral yaginlashuvchi.
Masalan 12. Integralni hisoblang: [

N 1 JI.'2
Yechish: Integral ostidagi  f(x)= ; . funksiya x=+1
vi-x*
nuqtalarda uvzilishga ega. Shuning uchun,
] L] I-a
de :I o I ~ =lim I +li I dx.; -Ii.man:sinxi'\“ + limaresin xi_' =
Wl-xt avl-x 2 LN Vl=x* ¥ -
R’ b g
=- lﬂn&n:a.m( Iful+iunarcw1ﬂ ~R)= =i

Demak, xos bo‘lmagan mtegral yaqinlashuvchi.

Aniq integralning tatbiqlari
1. Yassi shakl yuzini hisoblash

[a,b] oraligda f{x) va g(x) funksiyalar uzluksiz bo‘lib, g(x)< f(x)
tengsizlik o*rinli bo‘lsin. X=a va x=b to*g‘ri chiziglar hamda f(x) va g(x)
funksiya grafiklari bilan chegaralangan S yuzani hisoblash uchun,
quyidagi formula o*rinlidir:



S= }[/(1) ~ g(x)]dx

Ushbu formulani isbot gilaylik. Umumiylikka zarar  keltirmasdan
0= glx)< f{x) deb olishimiz mumkin. U holda quyidagi chizmadan
4y y=fix)

5= _[AH o = _l-m - J-um = !_"-f (-ﬂdx‘ !:[g (-"}h' = ](f (\') - g(x)}d,r

tenglikni hosil gilamiz.
2. Aylanish jismining hajmini hisoblash

[a.b] oraligda f{x) funksiya uzluksiz bo‘lib, s(x)>0 tengsizlik
o'rinli bo'lsin. Biz y=f{x) funksiya grafigim OX o0°q atrofida
aylanitirishdan hamda OXYZ fazodagi x=a va x=b tekisliklar bilan
chegaralangan aylanma jismning ¥ hajmini topish masalasini garaymiz
la.b).

2]
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Bu masalani hal qilish uchun [d,b] oraligm
a=xy <X <x, <..<x, =b nuqtalar bilan bo‘laklarga ajratamiz. So‘ngra
[x,.x...] oraligdan biron-bir ¢ nugtani olib, ’[x},xm] oraligqa mos keluvchi
aylanma jism hajmining radiusi f{(&) ga va balandligi Ax, ga teng
bo‘lgan silindr haymi bilan almashtiramiz. Ma’lumki, Ax; =0 da bu
almashtirishdagi xatolik kamayib boradi. [X,,xm] ga mos keluvchi
silindr hajmi (£ )Ar, ekanligini e’tiborga olsak, quyidagi tagribiy

a-l
tenglikni hosil gilamiz: ¥ = 2,4 (& JAx,
i=0

n-i h
Natijada ushbu V' = lim 3 #/*(¢)Ax, = I@”(x)tif
tenglikni hosil gilamiz. Demak, aylanma jism hajmi uchun quyidagi

&
formula o‘rinlidir: ¥ = [ (x}x

Aniq integralni iqtisodiyotda qo‘llanilishi.
Zaxiralarni boshqarishda Vilson modeli

i) - t(420) vaqtdagi ma’lum  mahsulotning  ombordagi
zaxirasi bo‘lsin. 120 vaqtda (/)20 bo‘lsin, ya’'ni omborda
mahsulot tanqisligiga yo‘l qo‘yilmasin. Mahsulotdan p intensivlik
bilan teng tagsimotda foydalanilsin, ya'ni A¢ vaqtda ombordan
zaxiraning #A!  qgismi  olinsin. Boshqa tomondan, vaqtning
to =0,8,0,,t,... holatlarida omborga Q,.Q,.0,. 0, migdorda
mahsulot  keltirilsin. Ombordagi  p¢Y mahsulot  zaxirasining
o‘zgarishim  quyidagi bo‘lakli-sillig  chiziglar bilan tasvirlash
mumkin, bunda og‘ma kesmalar parallel va ux=ga.



W)

o,

b |
o

0 t &
»(t;) —orqali £ navbatdagi vaqt uchun ombordagi shu
vagigacha  bo'lgan mahsulot zaxirasini, »(#) —orqali 12 vaqtda
omborga (J; miqdordagi mahsulot keltirilgandan so‘nggi  mahsulot
zaxirasini belgilaylik. Demak, »(¢.)=¥(1,)+0,.
s birlik vaqt davomida bir birlik mahsulotni saqglash uchun
xarajatlar, g bir partiya mahsulot hajmini yetkazish uchun

xarajatlar bo‘lsin.
U holda T vaqtdagi o'rtacha xarajatlar

’ s B :
L0.0=1<T)= 7 (‘s‘j‘,r{f)df +gn(T)) munosabat bilan aniglanadi, bunda

LI}

n(1) - [0:T] vaqt oralig'idagi mahsulot yetkazishlar soni.

Zaxirani boshgarish tizimini optimallashtirish uchun
t, =0.1,.1,,1,.... mahsulot yetkazish vaqtlarini va 0,.0,.0,.0..... mahsulot
migdorlarini  shunday tanlash  zarurki, bunda s () funksiya
fiksirlangan 7 qiymatda minimumga erishsin. Bunda 7' davrni
rejalashtirish gorizonti deyiladi.

Ta’rif. Agar barcha vyetkazilayotgan mahsulot miqdorlari
teng, va'ni Qo=0Q;=Q:=0:=...=( va barcha vaqt oraliglari teng,
yva'ni A g Jc N bo'lsa, u holda @ mahsulot miqdorini yetkazishga

mos rejaga Vilson rejasi deyiladi.
Teorema. Har ganday T vagt uchun f7(y) funksiya minimumga
erishadigan optimal reja mavjud va u Vilson rejasidir.
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Q- [0; T] vaqt oraligiida n(7T) mahsulot yetkazishlar soniga
mos mahsulot yetkazish hajmi bo'lsin, ya'ni zr - 0n(1). U holda

p a3 di T w50 gh
A 0=sr=1)= - ‘ =
S () 0= ) T' > n(’?'}{gn( 1) 3 3 0

Bu funksiya le{-?#‘gqiymalda o‘zining minimumga erishadi.
Bunda, agar *ig butun son bo‘lsa, ¢, mahsulot yetkazishning optimal

o‘Ichovini ifodalaydi va demak unga mos reja Vilson rejasidir.

Mahsulot hajmi
a dan b vaqgtgacha f{7) mahsulot unumdorligida ishlab chigarilgan

Lig
mahsulot hajmi ¢ J'f(r )ddr formula yordamida hisoblanadi.

a“

Agar mehnat xarajatlari vaqgtga chiziqli bog‘lig, kapital xarajatlari
o‘zgarmas bo'lsa, u holda Kobbi-Duglas funksiyasi f()=(ar+ gk
ko‘rinishda bo°ladi. Bu holda 7 vaqtdagi ishlab chiqarilgan ¢ mahsulot

hajmi ¢ - [(ar+ p)e"ar formula bo*yicha hisoblanadi.

Agar f(t) vaqt birligidagi elektr energiya xarajatlari funksiyasi
ma'lum bo‘lsa, u holda (¢b) vaqtdagi elektr energiya xarajatlarini
dastlabki formula bo’yicha hisoblash mumkin.

Masalan 1. Ishchining mehnat unumdorlik funksiyasi
f(t)=—-0.3125¢" +2.5¢, bunda ¢ vaqt, soatlarda, 0<7<7. 15 kishidan
iborat guruh bir oyda (21 kun) ishlab chigarilgan mahsulot hajmini
toping.

Yechish: Bir ishchining 1 ish kunida ishlab chigarish mahsulot
miqdorini hisoblaymiz:

a = [£le)dr = j‘(—- 0.3125¢% + 2.5¢ Mt — [ 458:‘ + :r"} =25.52 (shh.)
] L1} . 3]

15 kishilik guruhning bir oy (21 kun)da ishlab chigarish mahsulot
miqdori ¢ =g, -21-15=25.52-21-15=8038.8 (shartli birlik )
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Diskontlash
p foizli stavka bilan ma’lum ¢ vaqtdan so‘ng olingan summa oxirgi
givmati bo‘yicha dastiabki go‘vilgan jamg‘armani aniglash diskontlash
deyiladi.
Diskontlash masalasi kapital kiritishdagi iqtisodiy effektivlikni
aniqlashda keng qo‘Hantladi.
J{) t vagt bo'yicha o'zgaruvchi foydani aniglovehi funksiya bo‘lib,

nisbiy foiz normasi i=ﬁ va foizlar uzluksiz qo‘shib hisoblansin. Bu

holda 7 vaqt davomidagi diskontlash K foyda K:T[f(r)e'"df formula

bo‘yicha hisoblanadi.

O‘rta qiymat
Funksiya o‘rta qiymatidan korxona mulkining soliqlarini hisoblash
uchun foydalaniladi. Bu solig qiymati quyidagi tenglik yordamida
hisoblanadi:

N=k: flo)=52= Tridk

bunda & — korxona turiga bogliq koeffitsient, ffc) bir yillik mulkning
o‘rta qiymati, (a.b] vilga teng vaqt oralig®i. Aniq integraini bir yilni 12
oyga bo‘lib trapetsiya formulasi bilan tarqibiy hisoblash mumkin;

r= E( LA, ) fa)e s 1)

Bunda,
J{® — 1 yanvardagi mulk giymati,
f11) —1 fevraldagi mulk gqiymati,

fr11) — 1 dekabrdagi mulk giymati,

J(12) — keyingi yilning | yanvaridagi mulk qiymati.

Igtisodda ko‘pincha o‘rta giymatlarni bilish muhim ahamiyatga
ega. Bu kabi masalalar o‘rta qiymat haqidagi teorema yordamida hai

efiladi, ya’ni
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J/x)dx =f ()b - =), bunda Cefg; 8.
Bundan f{x) funksiyaning [a; 5] ‘oraliqdagi fle) o'rta qiymati
)= 1 j' F(x)ax formula yordamida hisoblanishi kelib chiqadi.

b-a’

Masalan 2. Agar mahsulot hajmi 2 dan 4 shartli birlikkacha
o‘zgarganda xarajatlar funksiyasi Cf{x}=3x+4x+2 bo‘yicha mahsulot
ishtab chiqarish va xarajat uchun o‘rta qiymaini toping, bunda
x —mahsulot hajmi, shartli birlikda.

Xarajatlar o'rta qiymatni gabul qilgandagi mahsulot ishlab
chiqarish hajmini ko‘rsating.

Yechish: O'rta giymat formulasidan foydalanamiz: @=2, b=4,
Sl =Cex).

c,, = I}E;ﬂkl +4x + 2 :—;-(f +2x" +2x), =42

Demak, o‘rtacha xarajatlar 42 kun birlik.
O‘rtacha xargjatlarga mos ishlab chiqarish hajmini topish uchun

Cfx)=42 tenglamani yechib x>0 yechimini olamiz: 3x’+4x+2=42,

324-4x—40=0, x1=3, x, = ’_33 .

Demak, x=3 shartli birlik mahsulot ishlab chigarishga o‘rtacha
xarajatlar mos keladi.

Masalan 3. Chegaraviy daromad funksiyasi R{x)=20-604x ga
ko‘ra daromad va talab funksiyalarini toping.

Yechish: Daromad funksiyasi: &(x}= j'(m —0.04x ) =70x - 0.026° + C .
R(0)=0 shartidan C=0 kelib chiqadi.

Demak, R(x}=20x-0,02x°. Agar har bir ishlab chigarilgan mahsulot
p pul birligida sotilsa, daromad R=x-p formula bo‘yicha hisoblanadi.
Demak, pfx) talab funksiyasini topish uchun daromadni x mahsulot
miqdoriga nisbatini olamiz:

p(x)=—§, p=20-0.02x
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Daromadning notekis tagsimoti koeffitsienti
y=f{x) funksiyasini qaraymiz, bunda y bu umumiy daromadning x
kam ta’minlangan aholi oladigan ulushi. Masalan, y(@,8)=0,6 tenglik
umumiy daromadning 60% ni 80% kam ta’minlangan aholi oladi.
Tabiiyki, oc<xs1, 0<y<l, ysx. p(0)=0, ya'nt nol daromadli aholi yo'q

va y(1)=1, ya’ni butun daromad butun aholidan undiriladi.

X Rasmda y=ffx) funksiya grafigi kel-
| /' y=r@ tirilgan. U Lorens egri chizig'i deyiladi.
Y=*  Agar daromad tagsimoti mukammal bo‘!-
sa, u holda umumiy daromadning 10% ni
|y 10% aholi olgan 20% ni1 20% aholi olgan
.giill _ va hk. bo‘lardi. Bu holda daromad

2

S| 3, Y tagsimoti y=x egri chiziq bo‘lardi.

Haqiqiy daromad tagsimotining ideal tagsimotdan og‘ishi y=x va
y=f{x) Lorens chizig‘i bilan chegaralangan soha yuzi L ning y=x, x=0va
x=1 chiziglar bilan chegaralangan soha yuziga nisbati bilan o*Ichanadi
va U odatda daromadning notekis tagsimoti (Jini) koeffitsienti deyiladi.
0= <t ekanligi ravshan. L=0 qiymat daromad taqsimoti mukamalligini
bildiradi.

Masalan 4. Lorens chizig‘i y=1-1-%* (0sx<l, 0<y<l) ekanligini
bilgan holda Jini koeffitsientini hisoblang. (Bu yerda, x — aholi ulushi,
y — shu aholining daromadi ulushi.)

N s S 1 - =
Yechish: &= S—l =1- S—? Sy=3 ekanligidan 4=1-25,. Demak,

k=1 —21[(1 - Jl—x’)dx ={-2 (;1; - i.wJ'l —x’dx}|=2i‘Jl—x’dn—l. i[»1'1—::z =7
q 3

L] 1 4 ’
Hisob chizig‘i
Ko‘pincha go‘shimcha migdorda mahsulot ishlab chigarish uchun

qancha vaqt kerakligini bilish muhim hisoblanadi. Shu kabi hisoblarda
hisob chizig’i deb ataluvchi chiziqdan foydalaniladi.
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T=F(x) birinchi x birlik mahsulotni ishlab chiqarish uchun zarur
bo‘lgan vaqt, odatda, soat o*Ichovida bo*lsin. U holda fix)=F'ix), (x+1)
Odatda fix)=ax” ko'rinishidagi funksiya qo‘llaniladi, bunda « >0,
-1£b <0,

v y=ax' y=ax"hisob chizig‘i. y = f(x) kamayuvchi
funksiyadir, chunki biror amalni bajarish
uchun zarur vaqt takrorlashlar soni ortishi
bilan kamayadi. (n;+7/) dan n> ta birlik
mahsulot ishlab chiqish uchun zarur AT vaqt

AT = ] f(x)éx formula yordamida hisoblanadi.

Iste’molchi va yetishtiruvchining yutug‘i
P=f{x) ma’lum mahsulotga bo‘lgan talab D egri chizig‘i va p=g(x)
taklif S egri chizig'i bo'lsin; (xn; pe) bozorming muvozanat nuqtasi
bo*lsin.

P Ba'zi iste’'molchilar bu mahsulotni
P>Py narxda xarid gilishlari mumkin. P
muvozanat narxga nisbhatan

iste’'molchining  yutug'ini  topamiz.
Buning uchun [0; xo] oraligni n ta
gismlarga bo‘lamiz:

0 % & IS B N Har bir
oraliqdan x" « [x : ] nuqta olamiz. i -1.n.
i-oraligdagi iste’molchi yutug'i.

(P(<')-B)-Ax,, bunda Ax -x -x, bo‘ladi. Barcha yutuglarni yig‘ib
i(i*(_‘j]-- P, JAx, iste’molchining yutug*ini aniglaymiz.
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Agar talab funksiyasi uzluksiz bo‘lsa, va n—<c, shu bilan birga
max(dx)—0, u holda bu interval yig‘indi limit giymatga ega bo‘lib, u

- R)x ga teng.
Demak, iste’molchining yutug‘i C=.] flxkx~p,-x,. Xuddi shu kabi

yetkazuvehining yutugi p= £ -x, - jg(ex Keltirib chigariladi.

Iste’molchining yutug‘i D taklif funksiyasi va P=Py t/ch bilan
chegaralangan soha yuziga, yetkazuvchi yutug‘it P=F¢ t/ch va § taklif
egri chizig'i orasidagi yuzaga teng,

Masalan 5. P=1}6-x° talab va p=§-x+2ﬁ taklif funksiyasiga ko‘ra

iste’-molchi va yetkazuvchi yutug‘ini bozor muvozanat nugtasiga
nisbatan aniglang,
Yechish: Bozoming muvozanat nuqtasini aniqlaymiz:

Ilﬁ—x‘=%x+20, Ix? +5x~2=8, X =9, x==—%g.
x0=9, Pg=35, Py xp=35"9=31%

% L4
Iste’molchi yutug‘i: ¢= [(t 16— x* px - 315= (1 lﬁx—%!] ~315=486

¢ ]
Yetkazuvchi yutug®i esa:

9 o
.P=315—J{%x+20)¢x=315-{§-x2+20x} =315-—6§-8]+]80=67,S
o

1]
Kapita} o°zgarishi

Agar I(t) investitsiya o‘zganshi funksiyasi, A(?) korxona kapitali
bo'lsa, uholda ()~ 21,
Investitsiya o‘zgarishini bilgan holda korxona kapitali o‘zgarishini

aniglash mumkin; as- ‘:[:{:)u; .
L]



10. Qatorlar
Musbat hadli sonli qatorlar

Ta’rif. Sonli 4,,4,,q......4,,..., ketma-ketlik hadlaridan tuzilgan

Za, =a +a;+.+d,,.. (1)

mo |
ifodaga sonli gator deyiladi.

Bu verda, q.4..4,,....q,.... qator hadlari, « esa qatorning umumiy
hadi deyiladi. Yuqoridagi ta’rifdan ko‘rinadiki gator ma’lum qonuniyat
bilan tuzilgan sanogli sondagi qo‘shiluvchilar yig*indisi bilan aniglanar
ekan.

(1)-ifoda qatorning dastlabki chekli sondagi hadlaridan tuzilgan

Ushbu Si=ay, S:=ai+as,...Sn=artaxt ...+ an
yig‘indilarga, shu qatorning xususiy yig ‘indilari deyiladi.

Agar qator hadlari sanoqli ekanligini e’tiborga olsak s,.5.,....5,....
xususiy yig'indilar ham o'z navbatida sonli ketma-ketlikni tashkil
etishini ko*ramiz.

Ta’rif. Agar xususiy yig'indilarning {S.} ketma-ketligi tim$, =S

chekli limitga ega bo‘lsa, u holda ushbu iu_ yaginlashuvchi gator, limit

S esa gator yig‘indisi deyiladi va Zu =5 (2)

ko‘rinishda yoziladi.
Ta'rif. Agar {s.} ketma-ketlik chekli limitga ega bo*imasa (limiti
cheksiz yoki mavjud emas), u holda (1) uzoglashuvchi gator deyiladi.
Masalan 1. Quyidagi gator tekshirilsin:
1'-12* zfs* 3-'4 e Z,
Avval xususiy yig‘indilarni ko*raylik:
N £ o K. 7 1% 1 4

Sl‘ = =] 3y == ¥ + =]
-2 ¢ &2 " % 23 1 223 3

k)

1
nin+1)
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1 1 1111111 1

=t =l — ——— =l

"T12723 wral) 22 3 T n m+l a+l

Bundan s, = tin s 8, = tim(l -—]—l)=1 < hosil gilamiz.
LE g A H—

Demak $'— - yaqinlashuvchi qator bo‘lib, yigindisi §=7 ekan.

= nn+1)
Masalan 2. Bizga avvaldan tanish bo‘lgan, cheksiz geometrik
progressiya hadlaridan tuzilgan qatorni ko‘raylik:

brbgrbg’ + ot by 4. = b0g™ (b2 0) )

A=[

Uning dastlabki n ta hadlari yig‘indisi Sn=bl+_b: =y "1,

|-

formula bilan aniglanadi.
(3)-qator yig‘indisi uchun oldingi tasdiglar bevosita ¢ ga bog‘ligdir.
1) agar Jg<1 bo'lsa, lmg* =0 bo'lgani sabebli §=ZimsS, =If_q'
chekli limitga ega bo‘lamiz. Ya'ni |¢<1 bo‘lganda (3)-ifoda
yaginiashuvchi gator bo‘lib, uning yigindisi S=]—f‘; formula bilan
hisoblanadi.

2) agar [g{>1 bo'lsa, timlgln= ekanligi ravshan, Shu sababli, ¢ <-1
da fims, mavjud bo'lmaydi, ¢>1 da éms, == bo‘lib, (3)-ifoda
uzoglashuvchi qator bo‘ladi.

3} agar ¢=1 desak, S, =é+b+..+5=5 » ko‘rinishni oladi. Bu holda
ham éims, =« boigani sababli (3)-ifoda uzoglashuvehi gator bo*ladi.

4y apar ¢=-1 deb olinsa (3)-1foda qator

b~b+b~b+. +(~1Y"b+..
ko*rinishda bo*ladi. Bunday qator uchun
Sy =S1m =0,5, =8y, =8, (m=123.). Bu esa tims, mavjud emasligini
bildiradi. Shuning wuchun g¢=-1 bo‘lgan holda ham (3)-ifoda
uzaqlashuvchi gator bo*ladi.

ik



Qatorlar nazariyasini bayon gilishni yaginlashuvchi gatorlarmning
ba'zi sodda xossalarini keltirishdan boshlaymiz:

xr
Ya,=a +a,+a 4l +a,+.. (1)

n-l

qator berilgan bo‘lsin. Uning hadlaridan tuzilgan @,., + @, +...= by

ko‘rinishdagi qatorga (1)-qatorning m qoldig'i deyiladi. U ham o'z
navbatida gatordir.

1-teorema. Agar (l)-qator yaginlashuvchi bo‘lsa. uning har
ganday goldig®i ham yaqinlashuvchi bo‘ladi va, aksincha. qator goldig’i
yaginlashuvehi bo'lsa, uning o°zi ham yaginlashuvchi bo‘ladi.

Isbot: Agar (1)-qator uchun §_,, xususiy yig‘indi olsak

o b o] -k
S —Za, = Z“« + Z a, =8, +8; 5 Z a,
=l wl rome] LI T
munosabat hosil bo‘ladi va s, ni m qoldiq qatorning & xususiy yig‘indisi
deb garaymiz.
Teorema shartiga ko*ra (1)-gator yaginlashuvchiligidan
tim$] = tim[S_, S, |=timS_, ~5.=5-8..

Bundan ia, goldiq qatorning yaginlashuvchiligi kelib chigadi.

Qoldiq gator yaginlashuvchi bo'lsin (bu yig“indi &, bo’lsin).
Bu holda :"m'i'é; : ;’J?CLS'W‘, -~ :’1':7:[[.5; +.f:}— L +;:"r_'.-::.§: =8 +R <o,

Demak, (1)-qator yaginlashuvchi bo*ladi.
Quyidagi teoremalarni isbotsiz keltirishni lozim topdik.

2-teorema. Agar iu_ vaqinlashuvchi gator bo‘lib, yig'indisi §

bo*lsa, Zb, —zka, gator ham vaqinlashuvchi gator bo'lib, yig*indisi, k-S

ga teng bo*ladi.
Bu teoremani quyidagicha talgin etish mumkin.
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Agar ia. yaginlashuvchi qator bo‘lsa ika, --iiu_ bo‘ladi, ya'ni
o‘zgarmas ko‘paytuvchini cheksiz yig'indi belgisidan tashqariga
chigarish mumkin.

3-teorema. Agar Ya, va Yh, yaginlashuvchi qatorlar bo'lsa,
im_ +b,) gatorlar ham  yaginlashuvchi  gqatorlar  bo'lib,

i(u, £h,)= Za, 1ib, tenglik o‘rinli bo*ladi.
Qatorlar soni chekli bo‘lganda ham teoremaning o‘rinli ekanligini
ko‘rsatish mumkin.

4-teorema. Agar 2.4, yaginlashuvchi gator bo‘lsa, had tartib
n-l

raqami cheksiz o°sib borganda gator umumiy hadi «, nolga intiladi,
ya’ni fiTa, =0.
Ishot: Za yaqinlashuvchi bo‘lgani uchun, tims_=s.
— o
Demak, tims, =S
Agar §, -5, =a, tenglikni ¢’tiborga olsak,
tima, = lim{S, -5, 1= tim S, — timS, , =S~S5=0.
Natija: Agar (1)-qator uchun ¢ima, -0 shart bajarilmasa. u holda (1)-
qator uzoqlashuvchidir.
Masalan 3. i(u ':) uzoqlashuvchi qatordir. chunki
==i n
fima, = fr'm[l«——]:‘1|=]¢0
o -l (e I

Ta’kidlab o*tamizki fima, =0 bo'lishi qator yaqinlashishining faqat

zaruriy sharti bo‘la oladi. Ya’'ni ia, yaqinlashuvchi bo‘lsa, tima, = 0.
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Lekin ¢ima, -0 bo‘lganda, har doim ham i:u, vaginlashuvchi gator

bo‘lavermaydi.
i 1

Masalan, 3 ' =1 l £yt +o gormonik qator uchun tima, .-i—_u
wai & PR

shart bajarilsada, bu gormonik qator uzoglashuvchi qatordir. (Biz bu
tasdigning isbotini keyinroq keltiramiz).

Agar asosiy magsadimiz yaqginlashuvchi qatorlarni va ulaming
yig'indisini aniqlash deb hisoblasak, bundan buyon n—c da umumiy
hadi nolga intiladigan ‘im a, -0 qatorlar bilan ish ko‘rishligimiz ayon
bo'lib chigadi.

Agar qator yaqinlashishi va uzoqlashishi haqidagi ta’riflarga e tibor
bersak, bunday masalaga ims, ni tekshirish orqali javob olishimiz
mumkin. Birog har qanday qator uchun ham s, xususiy yig‘indini
tekshirish oson bajarilmaydi. Hatto, s, ning ifodasini soddalashtirib
olganda ham ushbu i s, limitni hisoblash ma’lum giyinchiliklarga olib
keladi.

Bunday qiyinchiliklardan qutilish magqsadida, qatorlar nazariyasi
ishlab chigilgan.

Musbat hadli gatorlar

Ta'rif. Agar barcha »-123.. lar uchun 4,0 bo'lsa,
@ 4@ ta At a, s Ea musbhat hadli gator deyiladi.
Bizga ikkita ia,. ih_ musbat hadli gatorlar berilgan bo*lIsin.
S-teorema. f;.gar iwarcha n=123 lar uchun 4 <b, bo'lib
ih, yaqinlashsa, Ea, vaqinlashuvchi qator bo*ladi.
.- Ishot: Qator-l‘;irning xususiy yig‘indilarini mos ravishda
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deb belgilaylik. Teorema shartiga ko‘ra Eb_ vaqginlashuvchi, ya'ni
tims, =8, <w. Lekin, S, <5, <S5, tengsizlik o'rinlidir. Bundan 5.}

monoton o‘suvchi ketma-ketlikning yuqoridan chegaralangan ekanligi
kelib chigadi. Ma’lumki, har qanday chegaralangan monoton o°suvchi
ketma-ketlik chekli limitga ega. Shu sababli, fims, -, <.

Demak S~ .., yaginlashuvchi gator ekan. Teorema isbot gilindi.

Masalan 4.  Quyidagi: 1+ 2L.4 :? ' 41‘ e _I_ gois gator
. 3 n
vaqinlashuvchi qatordir. Hagigatan agar:
11 1
I+ < g gt el '+-~
2¢ 2° 2 2

qatorni olsak, bu qatorlar uchun I. < ?1_ t(n=123.)
n A

Ya'ni ikkinchi qator ikkinchi hadidan boshlab, birinchi hadi wI: va

maxraji qwi bo*lgan. cheksiz kamayuvchi geometrik progressiyaning

barcha hadlari yig“indisidan iborat. Shu sababli, bu gator vaginlashuvchi
1

qator bolib, yig'indisi 1+ E-f_:l . 1; ga tengdir.
Yo
2

6-teorema. Agar barcha »-123.... lar uchun «, =4, bo'lib, iu_
=]

uzoqlashuvchi bo‘lsa, ib_ ham wuzoglashuvchi gatordir.

Masalan 5. 1+ L+ L. L.... 1 . qgatortekshirilsin.

v2 V3 44 wn

Yechish: 1+ :+ l+11m+ ! +... gormonik gatorni olaylik. Barcha
v n

n=123...lar uchun ‘< _I hamda gormonik gqator uzoglashuvchi

n yn
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qatordir. Shuning uchun 6-teoremaga asosan, berilgan qator
uzoqlashuvchidir. .

Qator yagqinlashishi yoki uzoglashishini boshqa qatorlarga
taggoslamasdan, balki uning hadlaridan tuzilgan ba’zi ko‘rinishdagi
ifodalarning »-»» dagi limiti giymatiga qarab, aniglovchi alomatlar
ishlab chiqilgan. Shulardan ba’zilarini keltirib o*tamiz.

Dalamber alomati. ia_ musbat hadli gator bo‘lib #im “* = » limit
= R

mavjud bo'lsin.
1) agar » <1 bo'lsa, qator yaqinlashuvchi;
2) agar »>1 bo‘lsa, gator uzoqlashuvchi bo*ladi.

Ishot: Teorema shartiga ko‘ra tfim %= =5,
-—pn a

Ya'ni, har ganday vyetarlicha kichik musbat # son olinmasin,
shunday no topiladiki, undan kichik bo*Imagan » lar uchun
a

_.'I‘-b_-(.b'
| 4

tengsizlik o'rinli bo'ladi, ya'ni b-s< ™ <biz, ne N, n>n,
dl

1) h<1 bo'lsin. Biz ¢ sonni shunday tanlab olamizki, bunda 5+ <1 shart
bajariladi. Agar 5+ ¢-¢ desak, 0<¢<1 bo'ladi. O’z navbatida »>n, lar

uchun “* <4, ya'ni a,,, <aq tengsizlikka ega bo‘lamiz.

Oxirgi tengsizlikni n=n,, n, +1, n,+2... lar uchun yozsak, quyidagi
tengsizliklar hosil bo*ladi:

Qaralayotgan gatorning, ushbu @, +a_., +ta,_, +-
n — qoldig®ini garasak. uning hadlari ¢, - 44" — geometrik progressiya
hadlaridan tuzilgan ushbu a_g¢+a, ¢" +a ¢+
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gatorning mos hadlaridan kichikdir. Z( qator, 0<¢<1  bo‘lgani

sababli yaginlashuvchi gatordir. U holda solishtirish teoremasiga ko'ra

no qoldiq qator va undan esa i:a, qator yaqinlashuvchi ekanligi kelib

chigadi.
1) Endi #>1 bo'lsin. Biz #>0 shunday tanlab olamizki »-z>1 bo‘ladi. U
holda »=», lar uchun o, <a_, <a, ., <.

Bu munosabatlar garalayotgan musbat qator hadlari o'sib
borishligini hamda fima, »0 ekanligini ko'rsatadi. Bu esa gqator

vaqginlashining zaruriy sharti bajarilmayotganligini bildiradi. Demak,
b>1 bo‘lganda Zu uzoglashuvchi gator ekan.

Eslatma. Agar b=1 bo'lib qolsa, qatorlarning ba’zilari
yaginlashuvchi bo*lsa, ba’zilari uzoglashuvchi bo*ladi.
Demak, Dalamber alomatini »-1 da qo*llab bo*Imaydi.

Bunday hollarda qatorni boshqa alomatlar yordamida tekshirish zarur.

12 12%

Masalan 6. Ushbu 1+ TR gatorni yaqinlashuvchi qator

sifatida tekshiring.
1:2:3-, n!
" 1:3'5....(2n 1) (Zn—-1)}!

ni1y (20— I}’_f min+1) {..rr 3 i X1

o
tim % | = =-<l
- a, - - {Jl-v-]l' n! P {"n 11 (2n+ ) voedpal 2

Yechish: Qatorning umumiy hadi «

Demak, berilgan gator yaqinlashuvchi ekan.

Koshi alomati. ¥ a, (a, =0) qator uchun fimy/a, = ¢ bo‘lsin.

U holda: ¢ <1 bo'lganda gator yaginlashuvchi, 51 bo‘lganda gator
uzoglashuvchi bo’ladi. Bu yerda ham ¢g=/ bo'lib qolsa, qator
yaginlashuvchi yoki uzoglashuvchi ekanligi ochiq goladi.

1 1 g
Masalan 7. T 1, +--- qator tekshirilsin,
2 in"3 In' 4

Yeckish: Qatorning umumiy hadi «, = ]

=D ko‘rinishga ega.
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¢ 1
Bundan, fimya, = fim . = lim——= =0<1.
e \ (n 1) »oe tnln+ 1)

Demak, berilgan qator yaginlashuvchi'ekan.
Masalan 8. L( (1) ] qgator tekshirilsin.

+2)
Yechish. Lim Va, = tim ':':1 b4, ya'ni  berilgan  qator
uzoqlashuvchi.

Koshining integral alomati. Agar ia_ sonli qator berilgan

bo‘lsa, uming umumiy hadini natural soniar to‘plamida anigiangan
a, = £(n) funksiya deb qarash mumkin, ya'ni ¥a, -3 (n).
Keyinchalik ffx) funksiyani //,%] oraliqgda qz.i:aymi.;.

7-teorema. Agar ffx) funksiya x>/ bo‘lganda musbat uzluksiz
funksiya bo‘lib, ]j’[x)dz xo0s bo‘lmagan integral yaqinlashuvchi bo‘lsa, u

holda ia, yaqginlashuvchi qator bo‘ladi va ushbu xos bo‘lmagan

integral uzoglashsa, qalor ham uzoglashuvchi bo*ladi.

Masalan 9. Z gatorning yaginlashuvchi ekanligi ko rsatilsin.

Yechish: Qator umumiy hadi a, = f{n}- -, ko'rinishda.

Qatorga mos keluvchi xos bo‘Imagan mtegraim hisoblaymiz:
- . =1 . N » [ ¥ ] T I B
;[)'(.x)dr E[-f: dx = fim ;[x__- :JT‘! . .f;[ = uml w41 =l < 40,

N B | N

Demak, $ - yaginlashuvchi qatordir.

wel

Masalan 190. Z : gormonik gator uzoglashuvchi qatordir.
wel 1

Isbot: Qator umumiy hadi a, = f(n)- :



Bunga ko‘ra: ]_f{.l"rit = r_[l dx = lim 1 {nx[ l :m[an +0]=w.
I e > I i

Shunday qilib, i l gormonik qator uzoqlashuvchi gator ekan.

b s o T
Masalan 11. Qator yig'indisini toping: Sttt T

Yechish: Qatorning n xususiy yig indisi
1 1 1 ]

S =—+—+ +ot s
" 12 2.3 3.4 n(n+1)’
At 2 2 123 14
1.2 2723 2 3 34 3 27 un+1) n nal
1 111 11 1 n
1—- W -, (PPLy LR, s VIO, (B ..
= Z)H 3) {3 4)+ (n n+l) n+l n+l
n

Bundan Jim s, = fim " =1 , ya'ni berilgan gatorning yig‘indisi S=/.

Masalan 12. Qatorning yaqinlashishini tekshiring: 3" tﬁt 28

an

Yechish: o, - ° ;3.-- —[3\ [ “1 =b,+c,. .bva e qatorlar
7 =l =l

maxraji ¢ < 1 bo'lgan geometrik progressiya tashkil gilgani uchun
yaqinlashadi. Ularning yig‘indisi mos ravishda

1
ry

-

) = If‘q = ; s, =1.Shuning uchun gator vaqinlashadi va yig‘indisi 1,5 ga
teng.
Masalan 13. Qatornining vaginlashishini tekshiring: idn: an 5

Yechish: Qator umumiy hadini sodda kasrga yoyamiz:
2 1 1
4n +ﬂn+? _{ 1 l_ ZrH?lEn-lI) 2n+l 2n+3

Uhoidaa— Sed b A Y EES .
5 5 1 7 ‘) 2!:-] 2n+3 3 2n+3

o n 11
Qator yig*indisi esa § =lim S, - lim| - | = '
5w uul'__] n .3] 3

276



Masalan 14. Qatorning yaginlashishini tekshiring: 2_ S 'm

e A n
. 1
Yechish: z -

2
i n —Inn

} 1 1 1 = ( 1 ]]
a, = < = ——=b,. —=|=1.
Z[H 1

n“=-lnn n-n n-1 n e n

,lnn<n,—lnn‘>—n.n3—lnnb-n"—n.
L]

Demak, berilgan gator ham yaqinlashuvchi.
Masalan 15. Qatorning yaginlashishini tekshiring:

z‘: 3n’ +4n+§"'
“\6n’-3n-1) °
Yechish: a, =| 3. t423|
6n" —3n-1
. 2 5 n } .-}_."_du.'. ) -h_i )
imya, = '_j(?.'i“l] ~fime e —fime 7 = flme ™ =0 <1,
A L2 \ ’I' -H - L o L -eu

Qator yaqinlashuvchi.
Ishorasi almashuvchi qatorlar

Agar {a,} ketma-ketlik elementlari musbat bo*lsa
a, —ay +ay; —a, .. 4)

ko‘rinishidagi qator ishorasi almashuvchan gator deyiladi.

8-teorema (Leybnis teoremasi). Agar (4)-qator ishorasi
almashuvchan qatorda o, >4, >a, >..... T s bo‘lib, uning umumiy
hadi nolga intilsa (fima,=0), u holda (4)-qator yaginiashuvchi qator
bo‘ladi.

Isbot: Sx bilan (4)-qator xususiy yig“indisini belgilaymiz. Agar
tim 5, chekli ekanligini ko‘rsata olsak teorema isboti kelib chigadi.

LR

Avval: S:» xususiy yig'indini olib, uni

Som :(al _"":)* (”; _f‘JJ"'"""(az- 1 'a:.)
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ko‘rinishda yozib olamiz. Teorema shartidan «, , -a, >0 va s, >0 hamda
s, ketma-ketlik o*suvchiligini aniglaymiz.

Shu bilan birga S>» yig‘indi uchun

S, =4, '_(a: N "3)' (a, '“5) """ - (‘12- 1T N - e T Demak, Som <ay.

Shunday qilib, {S2»} yuqoridan chegaralangan monoton o*suvchi ketma-
ketlik ekan. Bunday S:» ketma-ketlik m-»xc da chekli S limit ega
bo‘ladi, ya'ni limS,. =S.
Ushbu s, =5,, +a,,, tenglikdan va teoremaning (ima,,,=0 shartidan
tims,, ., = timS,, + lima, , =S+0=§ tenglik kelib chiqadi.

Shunday qilib, tims, - 5 <. Demak, (4) yaqinlashuvchi gatordir.

Masalan 1. ; - 3 - -:‘ -;f +-- qator yaginlashuvchi gatordir.
Chunki,l}’:-zt--l::4r--- 2) fima,-f:‘mn =0,
39 9 81 ose T e 3

Demak, Leybnis teoremasi shartlari bajariladi.
Absolyut va shartli yaqginlashuvchi qatorlar

Bizga hadlari ixtiyoriy sonlardan tashkil topgan, ushbu
d,+dy +dy 4t g'+...5ia' [5)

qator berilgan bo'lsin. Bu qator hadlari modullaridan iborat bo‘lgan,
ushbu

al+la, +vla+r g oes ia_ (6)
qatorni garaymiz.
9-teorema. Agar i,u__ qator yaqginlashuvchi bo'lsa, u holda iu,

qator ham yaqinlashuvchi bo*ladi.
Isboti: Yordamchi qatorni qaraymiz:

.il:(“-"”'“-l)'(“l* u,)-(u:¢ u:)q... (7)
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Modul xossasiga ko‘ra 0<a,+la,|<2a,n=123- bo'lib, ¥la,
el

gator yaqinlashuvchiligiga asosan, i:(i;a_.) qator ham yaqinlashuvchi

gator bo‘ladi. Oz navbatida taqqoslash teoremasiga ko‘ra (7)-qator
yaginlashuvchi bo*ladi. Ushbu

-Z-lat ;;(‘;. + .d.) .Z-‘al
tenglikdan Zu qatorning vagqinlashishi kelib chiqadi.

Teskari tasdiq o‘rinli emas, ya'ni iu, vaqginlashuvchi bo‘lsa, i;a_;
yaginlashuvchi bo‘lishi shart emas.

Shunday holatlar bo‘ladiki ¥ «, yaginlashuvchi, ammo Y e
uzoqlashuvchidir. Bunday hollarni tartibga keltiruvchi ayrim
tushunchalarni kiritamiz.

Ta’rif. Agar berilgan iu, qator hamda wuning hadlari

modullaridan tuzilgan ¥, qator ham yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda
3 a, absolyut yaginlashuvchi gator deyiladi.

Ta'rif. Agar Za yaqinlashuvchi  qator  bo‘lib, zra

uzoglashuvchi bo*lsa, ia, qator shartli yaginlashuvchi gator deyiladi.
1,1
2

Yechish: Bu qator ishorasi almashuvchan gator bo’lib, Leybnis
teoremasining barcha shartlarini qanoatlantiradi, ya'ni yaginlashuvchi
qator.

Masalan 2. 1 ;' = i{ Y il ! qator tekshirilsin.

Lekin uning hadlari modullardan tuzilgan: 14};@;‘----; L B qator
- n

gormonik qator bo‘lib, uning uzoglashuvchi qator ekanligi bizga
ma’lum. Shu sababli, i{ iy ! shartli yaqginlashuvchi gator ekan.
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Magalan 3. Qatorning yaqinlashishini tekshiring;

]__.,_1_.4...1.—-1._;—_‘_4_.&::_1_):___1.;_ o
2 3 <4 re
Yechish: Ma’lumki, bu qator Leybnis alomatiga ko‘ra
yaginlashadi,

Qator hadlarining o‘mini almashtirib, quyidagicha guruhiaymiz:

1 1 1 1 1 1 1 1

A2 2*G ¢ 8 G 612"
L1 1.1 1

EECAFRAr AR
ya'ni qator hadlari o‘mini almashtirishdan uning yig‘indisi 2 marta
kamaydi. Ko‘rsatish mumkinki (Riman teoremasi) shartli
yaqinlashuvchi qator hadlari o‘mini almashtirish bilan oldindan berilgan

ixtiyorty yig‘indini, hatto uzoqlashuvchi qatorni hosil gilish mumkin,

.11 1 1 11
yoki (E‘E)‘F(g—g)*(ﬁ’a)"’---—

Darajali qatorlar
Ta’rif. Hadlari funksiyalardan iborat bo')gan i: £ {x) ko'rinishdagi
qatorlarga funksional gator deyiladi.

Misollar: 1) &n"x = tnx+ fn’x+ bn’x+---,
may

= sinnx sin2x sin3y
)Y 5 =sinx+ o+
A=) n 2 3

Ta’rif, Za,x" =a,+ax’ +ota x4 (8)

=l

ko‘rinishdagi funksional qatorga darajali qator deyiadi.
Bu yerda, «, darajali garor keeffitsienslari deyiladi.

+;

Misollar: 1) i('l)ﬂ RSN i

Ll
n 2 4

L.J|H,_,

2) 32k =t 207 dx® +Bx 4o
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Funksional gator uchun asosiy masala uning yaginlashuvchi yoki
uzoglashuvchi ekanligini aniqlash, bu holat sonli gatornikidan farqlidir.
Darajali qatorning vaqinlashuvchi yoki uzoglashuvchi bo‘lishi asosan x
o‘zgaruvchining qanday giymat qabul gilishiga bevosita bog‘liq bo‘ladi.

Ta'rif. Agar (8) gator r=x, bo‘lganda yaginlashsa, u holda (8)-
darajali qator x =z, nuqtada yaqinlashuvchi deyiladi.

Ta’rif. x o‘zgaruvchining ia,x' darajali qator yaginlashadigan

barcha giymatlari to‘plamiga, ushbu darajali qatorning yaginiashish
sohasi deyiladi va p{Z) bilan belgilanadi.

a0
Masalan 1. Z-’C" =ltx+xi ot x4

a=]

darajali qator x o‘zgaruvchining (-1, 1) oraliqdan olingan har bir
qiymatida cheksiz kamayuvchi geometrik progressiya yig‘indisi sifatida
yaqinlashuvchi bo‘ladi. Demak, bu qator uchun D¢Xj=¢-1,1). Ta’kidlash
lozimki, ixtiyoriy darajali qatorning yaqinlashish sohasi bo‘sh emas,
chunki har qanday darajali qator hech bo‘lmaganda x=0 da chekli
yig‘indiga ega.

10-teorema (Abel teoremasi). Agar (1)-darajali gator biror x=xo
da yaqginlashsa, u holda bu qator i3} <|x,| shartni qancatlantiruvchi barcha
x larda ham yagqinlashuvchi bo‘ladi.

Ishoti: Bu yerda, x, =0 deb qarash kerak, chunki x, =0 bo‘lsa,
|x| < 0 shartni qganoatiantiruvchi to*plam bo‘sh to*plamdir.

Teorema shartiga ko‘ra, ia_.q," sonli qator yagintashuvehi. Sonli

a-l

qator yaginlashishining zaruriy shartiga asosan, éma x,"=0. U holda

shunday ¢>0 sonni topa olamizki, barcha n=123,.. uchun }a_x;‘]«

- bo‘ladi.

Endi |x<|x,| shartli qanoatlantiruvchi ixtiyoriy x ni olib,
L x El
< O
Il]

Xy
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tengsizlikni ¢’tiborga olsak, cheksiz kamayuvchi geometrik progressiya
hadlari yig'indisi bo‘lgan 2: : qator yaqinlashuvchiligidan,
solishtirish teoremasiga asosan (8)-qatorning yaqginlashuvchiligi kelib
chigadi. Demak. (8)-darajali qator [x <|x, shartni bajaruvchi barcha x
larda absolyut yaqinlashuvchi qator ekan. Teorema isbot bo*1di.

Quyidagi natija ham o‘rinlidir. Agar biror x=xo giymatda (8)-
darajali gator uzoqlashuvchi bo‘lsa, u holda |v>k, tengsizlikni
ganoatlantiruvchi barcha x larda (8)-gator uzoglashuvchi bo‘ladi.

Bu tasdiglar darajali qatorning vyaginlashish va uzoqlashish
nuqtalari to*plamlarini aniqlashga yordam beradi.

Xususan: (8)-gator x=x» da yaqinlashuvchi bo‘lsa, y(-|x:x,))
intervalda yaqinlashuvchi, shuningdek x=xs da uzoglashuvchi bo‘lsa,
(8)-qator (-w=;-|x,]) va(x,;=) intervallarda uzoqlashuvchi bo‘ladi.

Quyidagi teoremani isbotsiz keltiramiz.

11-teorema. Agar (8)-darajali qator x ning ba'zi giymatlarida
yaqinlashuvchi, ba'zi qiymatlarida esa uzoglashuvchi bo‘lsa, u holda
yagona shunday M>(0 son topiladiki, (8)-darajali qator x ning |x <A
tengsizlikni qanoatlantiruvchi qiymatlarida absolyut yaginlashuvchi, x
ning x>A  tengsizlikni  qanoatlantiruvchi  giymatlarida esa
uzoglashuvchi bo*ladi.

Bu teorema yordamida topilgan M soniga (8)-darajali gatorning
vaginlashish radiusi, (-M, M) interval esa uning yvaginlashish intervali
deyiladi.

Quyidagilarni eslatib o*tamiz.

Qatorning berilishiga qarab M chekli son yoki R==c bo‘lishi
mumkin. Ya'ni shunday darajali qatorlar borki, ular (-««) da
yaginlashuvchi gator bo*ladi.

Agar M chekli son bo‘lsa, u holda darajali qatorning yaqinlashish
radiusi
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M = tim yoki A= tim ' formula bilan aniglanadi. Umuman darajali

‘_3.-! b 1/
gatorning yaginlashish radiusi z bilan belgilanadi (u - r).
Agar R chekli son bo‘lsa, Abel teoremasidan (8)-darajali qatorning
D(x)=(-R:R) sohada yaqinlashishi kelib chigsada, x--& va x=%& da

qatorning yaqinlashishi yoki uzoglashishi ochiq goladi. Bu masala har
bir darajali gator uchun alohida-alohida ko'rib chigiladi.

Masalan 2. ix' =14 x4x° +-4 x" +... qatorning vaginlashish radiusi
()

aniglansin.

Yechish: Berilgan qatorda a, = 1,n=123,... R=fim “* | = timl=1.

.y e
Qox| *

Masalan 3. " -1+ ']"‘ +* 4wt qatorning yaginlashish radiusi
wet M 3 Fid n

topilsin.
Yechish: Buyerda, a,-':a, =, ' . ckanligidan
n (1)

R= tim 2= = tin

b u._; "o

(-”-+r1}- = tim{n+1) =0,
H. LB oo

Masalan 4. i:‘-, gatorning yaqinlashish sohasi aniglansin.

n+3

Yechish: Berilganiga ko‘ra «, - ni u holda & = tim i

2 v )+

+ L “

a % 1 r A1
Agar v =1 desak qator §n+2 = b don
ko'rinishni oladi. Bu gator uzoglashuvchi gatordir.

Endi x- -1 deb olsak, 3C1 1. L.
wep N+ L < a - 3

ko‘rinishdagi ishorasi almashuvchan gqatorga ega bo‘lamiz. Leybnis
teoremasi shartlari bajarilganligi uchun bu qator yaqinlashuvchidir.

Shunday qilib qaralayotgan darajali qator (-1,1) da absolyut
vaqinlashuvchi, [-11) da yaginlashuvchi, |[d>ixec o= da
uzoqlashuvchidir.

283



Darajali qatorlarni differensiallash va integrallash

Darajali qatorlar muhim amaliy xususiyatlarga ega. Shu sababli,
ularning ba’zi xossalarini o‘rganamiz. Ushbuni anglash giyin emas,
chunki darajali qator o‘zining (-#R) vyaqinlashish sohasida x

o‘zgaruvining f(,r)—ia_.r" funksiyasini aniglaydi.

Bu f{x) funksiva (-r:R) yaginlashish sohasida uzluksiz bo‘lib,
istalgan tartibli uzluksiz hosilalarga egadir. Shu bilan birga f'x) hosila
yugoridagi qator hadlarining hosilalari yig*indisiga tengdir, ya'ni

.
f'(x)=a, +2ax+-+nax" +--= nax"".
wal

Xuddi shuningdek, /*(x)= 3 nln-1ax" 7, %)= nln - 1)n - 2a,x""

va hokazo. Bu xossa, odatda «darajali gqatorni hadma-had
differensiallash» xossasi deb yuritiladi.
Shu kabi «Darajali qator yig‘indisining integrali, qator hadlari
integrallarining yig'indisiga tengdir» mazmundagi xossa ham o' rinlidir.
Ya'ni (- &:R) oraligdan olingan har ganday x uchun

3 n+f
a,.Xx a.x
& + ot

3 n+l

If(x)afr =C+ayx+ ‘;‘ X+ e
Teylor va Makloren qatorlari

Yugorida ia_ «* darajali qator. o‘zining yaginlashish sohasi
(-R.R) da uzluksiz f(x) funksiyani ifodalab, shu oraliqda f{x) funksiya
istalgan tartibli hosilaga ega bo'lishi keltirilgan edi.

Endi biror oraliqda istalgan tartibli hosilaga ega bo‘lgan y=/ix)
funksiyani darajali gqatorga yoyish masalasini o*rganaylik.

«Teylor formulasi» deb ataluvchi, ushbu formula

+ ol “fa)
flx)- f(.roh-f(“*“’(x-x,.)» A gf*’}-(x—.rn)" sosd n(,"’}(r- %) +R,(x) 9)

o‘rinlidir. Bu yerda, R»(x) qoldiq had.
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Ta’rif. Agar y=/f{x) funksiya x=xs nuqtaning biror atrofida istalgan
tartibli hosilaga ega bo*lsa:

F) = £l )+ ,'1;:0 )(* -3, )4 "f.g:“ ){x ) 'f[';{"‘" )fr & ¥ ¥ (10)

ko‘rinishdagi qator f{x) funksiyaning Teylor qatori deyiladi.

Agar e’tibor bersak, bu gator ma’lum qonuniyat bilan tuzilgan
darajali gqator ekanligini ko‘ramiz. Uning koeffitsentlari ffx) funksiya va
uning hosilalarining x=xs» nuqtadagi qiymatlar orqali ifodalangan.

O*mi kelganda (10) ga y=f{x) funksiyaning x=x¢ nuqta atrofidagi
Tevlor gatoriga voyilmasi deb ham ataladi.

Agar (10) da xg=0 deb olinsa, ushbu qator

fx)= £(0)+ f'](!(J).‘_q. j;gm.:: e d f;EU)x. foai
Makloren qgatori deb ataladi. Bu kabi qatorlardan funksiyalarning
giymatiarini hisoblashda keng foydalaniladi.

Agar funksiya uchun formal holda Teylor yoki Makloren qatori
yozilgan bo‘lsa, bu qator berilgan funksiyani ifodalashini isbot gilish
uchun qoldiq hadining nolga intilishini isbotlash yoki bu gatorning
qaralayotgan funksiyaga yagqinlashishini boshqa biror usul bilan
ko*rsatish kerak boladi.

Ba’zi elementar funksiyalarning Makloren qatoriga yoyilmalarini
keltiramiz:

3 z 2n-1
TNl St CTNCRN () e
sinx=x-"r+ 24 +(-1r Ba JI)+

2*

x " P
M- = g bl (ny

2 & 4 x"
€ =l+x+ - g b
X n!

Bu qatorlarning har biri uchun /im g (x)- 0 bo*lgani sababli. x ning

har ganday giymatida, ya'ni xe(-=;«) da yaqinlashuvchi bo'lib, mos
ravishda sinx, cosx, ¢’ funksiyalarni ifodalaydi.



Funksiya yoyilmasini ifodalovchi Teylor yoki Makloren gatorining
yaqinlashish sohasi funksiyaning aniglashish sohasidan fargli (uning
ma’lum gismi) bo*lishi mumkin.

Masalan 5. f(x);tn(Hx) funksiya uchun »n(f)-(-L+=) bo‘lsa,

Enfy + x)= x - ; - +(-1) - qator faqat (-1:1) oraliqda o*rinlidir.
Masalan 6. Qatorning yaqinlashish sohasini toping: isin 2‘
.
Yechish: u,(x)=sin " : u_,(x)=sin -~ ; tim/=%) | 2" .1 chunki
- vl £,(x)] = il
# |
n—x=__ >0 cheksiz kichik migdor, u holda sin 2’;‘_} ~ Ty 8in ; ~ 2" .
U holda um” ‘({ )): hm_, ,:’_, -};<1. Demak, gator butun sonlar o*qida,
x " v 2

ya'ni -« <x<w oraligda yaginlashadi.

Masalan 7. ~2x+4x -6x"+8x" —..+(-1)"-2n-x"" +.. qatorning
xe (-1;1) oraligda yig*indisini toping.

Yechish: Qatorni ([0, x] bu yerda xe(-1;1)) oraligda integrallash
geometrik qatorga olib keladi:-x"+x'-x"+x"—.+(-1)'x"+.. Bu esa
geometrik progressiyaning yig‘indisini beradi:
b

f =X

b = -x', g=-"=5=

I-q l+x°
Berilgan gatorga gaytamiz, uning yig'indisini esa S(x) ni differensiallab
. r Y 7
t Al 10 Y (LI R
opamiz: §’(x) [ ) e
Masalan 8. Qatorning xec( L) oraligda yig'indisini toping:
S
X+ + +
2 3
Yechish: Qator yaginlashish oralig‘ida hadma-had
differensiallanib geometrik qator ko'rinishiga keltiriladi.

S()=1+x+x +x'+.., uning yig'indisi s.—l’ (b, =1, ¢=x). Qatorning
X
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yig'indisini [0; x] oraligda (bundaxe(-k1)) integrallab topamiz:
S(x)= ]'s’(x)dx = I% =~—In|t- x|

Masalan 9. Qatorni hadma-had differensiallab, yig'indisini
toping:

] 3 5
xé

Yechish: 5(x)= PN MV JU SUU SRS SPC- 1N
MR Ty T Ty T T ey

S'“HzJ'TiJ'J' .=§. Demak, $"(x)-s(x)=0. # -1=0, k,=ti
Slx)=ce” +ce”. S0)=1, §{0)=0

=1 1 | e —e™
Shartlardan %' ¢, =—, ¢ =-—.Demak, s(x)=="-"
—g +e, =0 2t 2 k, stx) 2

Masalan 10. Elementar funksiyalami qatorga yoyilmasidan
foydalanib, quyidagi funksiyalarni darajali gatorga yoying:

fG)=in X
Xx
2 4 5
Yechish: fix)= Ion =in{l+x) - In] - x) = (x-"?+’;—j-%+%+ -
2 3 * 5 3 3
S S N S SO L S S
2 3 4 5 305
Inft + x)

Masalan 11. Funksiyani darajali qatorga yoying: y = o

Yechish: y= h‘ﬂ_‘;"_) j;{x}dxj“‘(l +x)dx=L(]2+_x_) ‘o

l+x

[ = (x——+£— e 1)"“§+...}-(1-x+x“+...+(-1)"x"'+n)

3
Hx)=x- %xz + %x’ +oee
Masalan 12. Funksiyani darajali qatorga yoying: y=e™sinx.
Yechish: yp)=0 AD)=0
y' =-e"sinx+e cosx=e™* (COSx—sinx) 0y =1
Yy =e'sinx—ecosx—e cosx—e *sinx
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y"=—2¢"" cos x y(0)=-2

y" =2 cosx+2e " sinx ' y(0)=2

y"" =26 *(cos x +sinx)+ 2¢*(cosx—sinx) ()0

y=—de " sinx

Y™ =de " sinx —4e " cosx = 4e*(sinx —cosx)  y(0)=—4

ym = —4~e"(sinx-—cos x)+ 4e *(cos x +sin x) y*™(0)=8
2 4 5

e x
ey =x——+ X ~—x"+2x"+
L 3! 6!

Masalan 13. Funksiyani darajali qatorga yoying: y=mn{6+x-x?).
Yechish: :
y=tl6+x— x*)=mB3—x)2+ x)=m{3 - x)+ ln(2+x]=ln.3+l.n(l—§]+lnz+ ln(l-l— g]:

=]116+il:(—- )t +i(~ e 2Tx";!— = In6+zk—:1£l{3l_+2%}x'

I3F.on =

Ba’zi funksiyalarning darajali gatorga yoyilmasi quyidagicha:

| 2 7
l.figx=x+-x+"x"+—x" +..
& 3 15 315
. ) Xt x
2. sm(x+a)=sma+xcosa—;sma—-3—'oosa+...
2 x3

. X .
3. cos(x+a)=cosa-xsma—imsa+§sma+“.

4

4. c052x=~l—+lcos2x:l—x2+x—r—xﬁ+...
2 2 3 45
t
5 (Iix)i =1+ J—r+?—,.‘:2iix3 -
2 8 16
L 5
6.(Iix)z:l$g+§xzq:l?x’—...



-
()

-
»

g e =l+x+———+..

-
1 '\J
o

X x
9 e* =1+x+ = +

10 Inl*'r:lr+-2_r‘+-2x"’+2_t’+...
o l-x 3 5 7
f - ’ x 3 5 ;
e+ \x: +1)=-lalyl+¥* ~xl=x-"—4+ —2 = —x" +...
o 2 Xt 5 T
12 hsax=lag-—-=—————,, D<x<m.
6 180 2835 '
3 lnmsx__f_x‘_x"_l?x“_ T
’ 2 12 45 2520 7 2 2
; 1 , 7 62 T
Inffex| =Inlxl+ —x* + —x* + ——x* +..., O<lxl<
14. ‘nflgx=np 3! 9UI 23351 i 2

Qatorlar nazarivasining iqtisodiyotdagi ba’zi tatbiglari

M(k,1)-kxI o‘lchamli hagiqiy elementli matritsa to‘plami bo‘lsin.
{4, e M(k,1) matritsalar ketma-ketligi berilgan bo‘lsin, neN.
Masalan 1. 2x2 o‘lchovli matritsalar ketma-ketligi. 4, = {u"’ }

v

W = {;‘? , i=1,2, j=12 bo‘lsa, uni quyidagicha tushunamiz:

Ar[’l 1_..-3]_ Ajz{l 1,4}’ i .—.J I {I_-Z)"{
_ =1y :

\V2 V4 4 116 2y (ayf
Ta’rif. 4-ja | matritsa {4} matritsalar ketma-ketligining limiti
deyiladi, agar har qanday i va j juftlar uchun limay =4, i=in j-Lm
tenglik o‘rinli bo*lsa.
1 i ae el
Masalan 2. 2x2 o'lchovli 4, ={(U)"}' ne N ketma-ketlik limiti
topilsin.
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- = 3 1 || 1 (] lr ]
Yechish: Ma'lumki, 4, W2y (ay )

) f )
En A, = o (1 ]q}- 8 4{} ktlm :11,
Ta’'rif. {4, e M(k.1),. ne N matrisalar ketma-ketligi uchun
A+A,+. A +.. (1)
yigindi matritsalar qatori deyiladi.
$,=4, S,=A+4,.., ! S, =A+A+.+A,. (2)
xususiy yig'indisi ketma-ketligi.
Ta’rif. Agar {s,} xususiy yig'indilar ketma-ketligi yaginlashsa,
(1)-gator ham yaqinlashadi.
limS, =S (3)

limit (1)-qatorning yig‘indisi deviladi.
¢ : 2y (/3r)
Masal . 2x2 o°Ichovli . h
asalan 3. 2x2 o°lchovli 4_- \i yay {15)"“ Un A+ A, 4.4 A4+
gatorning yig‘indisini hisoblang.
Yechish: s = 4+ 4 +..+4,, S, matritsa elementlari maxraji birdan
kichik geometrik progressiyalardir. Shuning uchun bu qator

yaqinlashuvchi va uning yig*indisi § =lims, - l(Lli l:)

A k o*Ichovli kvadrat matritsa bo*lsin.

EvA+ A+ +A4"+.. (4)-qator ham muhim hisoblanadi. (4)-
qatorning yaqinlashishi A4 Leontev matritsasining (produktivligi)
mahsuldorligiga ekvivalentdir.

Ta’rif. k o'lchovli 4 kvadrat matritsa va a, +ax+ax’ +..+ax" +...
darajali gator berilgan bo*lsin.

a+adiad v rad .= iu,.—f' (5)

qatorga darajali matritsaviy qator deyiladi.
(5)-qatorning  vagqinlashishi  oddiy  darajali  gatorning
vaginlashishiga keltiriladi. 4 son 4 matritsaning xos qiymati deyiladi,

250



agar shunday x#0 vektor topilsada ular uchun 4x - ix munosabat o‘rinli

bo‘lsa.
(5)-qator bilan birga >

a+ad+al v .+al +..=Yal (6)
el

gatorni ko‘rib chigamiz.

Ta’rif. Agar 4 matritsaning har qanday 4 xos giymati uchun (6)-
qator yaqinlashuvchi bo'lsa, u holda (5)-matritsaviy darajali qator ham
yaginlashuvchi deyiladi.

Agarda 4 matritsaning Frobenius soni birdan Kichik bo‘lsa, u
holda A.Leontev matritsasi mahsuldor bo‘ladi. Hagiqatan ham, A
nomanfiy matritsa unumdor deyiladi. agarda E+A+ A"+ A"+ .+ 4" +...
darajali matritsaviy qator yaqinlashuvchi  bo‘lsa.  Yugoridagi
mulohazalardan ma’lumki, bu matritsaviy qator yaginlashishi uchun A4
matritsaning har ganday A xos soni uchun 1+4+# +_+ 2 +.. sonli gator
yaginlashsa. Bu qator 4 <1 shartda yaqinlashadi. 4 nomanfiy matritsa
bo*lgani uchun uning modul bo‘yicha maksimal qiymati i, haqiqiy va
nomanfiydir. Shuning uchun matritsaviy qatorning yaginlashishi 1, <1
shartga ekvivalentdir.
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11. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyalar
Ko‘p o‘zgaruvchili funksiya limiti va uzluksizligi

Ko'p o‘zgaruvchili funksiya ta’rifi, uning aniglanish va o*zgarish
sohasi tushunchalarini kiritgan edik.

Ko'p o‘zgaruvchili funksiyalarga doir misollar keltiramiz.
Ko'p o‘zgaruvchili funksiyalarni z=f(x.x,....x,) ko'rinishda ifoda
etamiz.

1. z=JF-g-2

Bu funksiyaning aniglanish sohasi  D(z)={{x:x,):x} + 3 S R?}
to'plamdan iborat. Bu to‘plam markazi 0 (0.0) (koordinata boshi)
nuqtada, radiusi R (R>0) bo*lgan doiradir.

2. Z= :

XX,
Bu funksivaning aniglanish sohasi D(z)={(x;:x,):x, #0, x, #0}
to*plamdan iborat. Bu to*plam X;0X: tekislikdan OX; va OX: koordinata
o‘glarini chigarib tashlashdan hosil bo‘ladi.
3. Z=ax +ax,+-+ax, +b funksiya chizigli funksiva deyiladi,
bu yerda q,,a,,:--,a, 0*zgarmas sonlar.

4. Z= ) a,xx,, a, 0'zgarmas son va a, - a,. Bu funksiya kvadratik

funksiya deyiladi.
5. Iqtisodda uchraydigan asosiy tushunchalardan biri, bu foydalilik
funksiyasidir. Ko‘p o‘zgaruvchili foydalilik funksiyasiga misol

tarigasida quyidagi funksiyani keltirish mumkin: Z—ia‘{n(], -¢,), bu

yverda 4, >0vax, >c¢, 20, Funksiyaning  aniglanish  sohasi
D(Z)={x: x, >¢, i=1n} to'plamdan iborat. Bu funksiya o'zgarmas
egiluvchanlik funksiyasi deyiladi.
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6. Ko'p o‘zgaruvchili ishlab chigarish funksiyasiga misol
tariqasida quyidagi funksiyalarni keltirish mumkin:
a) Z=bxPx>. Bu funksiya Kobha«Dugk}sfunksiyasi deyiladi. Bu yerda,
x, mehnat xarajatlari, x, ishlab chiqarish fondlari hajmini bildiruvchi
o‘zgaruvchilardir.
b,.b, sa b, ishlab chiqarish texnologiyasi orqali aniqlanadigan
parametrlardir.
b) z=a,lex’ ;a;.x;’)'i. Bu funksiya almashtirishning o‘zgarmas
egiluvchanlik funksiyasi deyiladi.

Ta’rif. Z=f(x1.x2,....xs) ko'p o‘zgaruvchili funksiya grafigi deb
quyidagi

3§ TR A R Lo S T A Y

to‘plamga aytiladi. Bu yerda, D(f) funksiyaning aniglanish sohasi bo*lib,
1(f)c R”* munosabat o‘rinlidir.

Ta'rif. Z- flx.x....x,) ko'p o'zgaruvchili funksiyaning
o‘zgarmaslik chizig‘i yoki o*zgarmaslik sirti deb ushbu

{(x,.5,-0x, )€ D(f): fl 2003, ) = €}

to*plamga aytiladi. Bu yerda, ¢ - const .

Masalan, z-/x’+,* ikki o‘zgaruvchili funksiya grafigi, #’uch
o'lchovli fazoda uchi koordinata boshida bo‘lgan cheksiz konusdan
iborat bo*ladi.

b4
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Z-y¥ +»*  funksivaning o‘zgarmaslik chiziglari, markazi
koordinata boshida bo‘lgan, xoy tekislikda joylashgan aylanalardan
iborat bo‘ladi. Chunki ¢>0x"+)" =¢* tenglik aylana tenglamasini
aniqlaydi.

x=( .k, ox e R VA& y=(y,.y:....5,)eR" bo'lsin. Bu nuqtalar
orasidagi masofa d4(x,v) deb quyidagi tenglik orgali aniglangan songa
aytilishini eslatib o*tamiz:

d(w,3)= 5 =)+l -3 F sl - 2]

Ta’rif. Markazi x-(x,.x.....,x,) nuqtada, radiusi ®>0 ga teng ochiqg

shar - s(x,r) deb, quyidagi to*plamga aytiladi:
S(x.R)={v:d(x,y)< R}

Izoh: >0 son uchun s(x.£)x nugtaning, «z—atrofi» ham deyiladi.
S(x,R)= {y:d(x,y)< &} to*plam esa yopiq shar deyiladi.

Ta’rif. Agar ”‘fﬁ'uf(_r:,.x'; ,,,,,, x,)=a tenglik o‘rinli bo'lsa, u holda «

son Z= f(x,. x,....x,) funksiyaning, x={x,x,....x,) nugta x, = (', ", . .")
ga intilgandagi limiti deyiladi. Agar lengllk o‘rinli bo‘lsa. Bu hol
quyidagicha yoziladi: tim f(x)=a

Misollar:

1. Z=J1-2 -5 funksiyaning aniglanish sohasi
D(z)=fley):xt + 5 <1, ya'ni oy tekislikda markazi koordinata boshi (0,0)
nuqtada. radiusi 1 ga teng bo*lgan doiradan iboratdir.

2. 7Z-x-y funksiyaning o'zgarmaslik chiziglari XOY tekisligida

xy=¢, yani y-° tenglama orgali aniglangan giperboladan iborat
X

bo*ladi.
P £F S 5 R RRY)

. fim

i = = (im(\'.xf +x: +[+l) 2
PAE e +l-1 5 megel-l e

Ta'rif. Agar Z- f(x,, x,,....x,) funksiya x, - (" ... x)) nugtaning
biron-bir atrofida aniglangan bo'lib, fim A= )
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tenglik o‘rinli bo‘lsa, u holda bu funksiya x, nuqtada uzluksiz deyiladi.

Masalan 4. - . funksiya x*+y'20 munosabatni
"

X
ganoatlantiruvchi nuqtalarda, ya'ni koordinata boshidan fargli barcha
nuqgtalarda uzluksiz bo‘ladi.  Bu funksiya (0,0) nugtada uzluksiz
bo‘lmaydi. Ammo

[ 2y

x+y

Fay)=
0

agar x"+y' #0

agar x=0, y=10

funksiya xor tekislikning barcha nugtlarida uzluksiz bo‘ladi.
Uzluksizlikni (0,0) nugtada tekshirish yetarlidir.
'y

fim —————=/fim
(rrhoo0) x° 4+ p° . :

=0 7(00)
ST

yoox

Xususiy hosilalar
Z= flx,x,.....x,) ko'p o‘zgaruvchili funksiyaning barcha

argumentlariga Ax, orttirma beramiz, u holda funksiya guyidagi A-

orttirmani
Az= f(x, +Ax,, x, +Ax,, -, x, + AX, )~ f(x, %5503, )

hosil giladi. Bu orttirma funksiyaning to'liq orttirmasi deyiladi. Agar
Z=f{x. X,,.0X,0o0x,)  funksiyaning faqat ¢ argumenti bo‘igan x
o‘zgaruvchiga Ax, orttirma berib, qolgan o*zgaruvchilarni o*zgarmas deb
qarasak, u holda funksiya hosil gilgan orttirma A, : quyidagicha
aniqlanib,
A, 2= flx, %00 X 08, FAXL XX )= S Xy n X ey XL )

bu orttirma funksiyaning xususiy orttirmasi deyiladi.

Masalan 5. :-x funksiyaning to'liq va xususiy orttirmalarini
topaylik:

295



Az = (x+Any+Ay)—xy =x-Ap+y-Ax+Ax-Ay
Az={x+Aax) y—xy =y Ax,
Az=x-(y+Ay)—xy=x-Ay
Ta’rif. Z=flx, x,,...,x,) ko'p o'zgaruvchili funksiyaning x:
o‘zgaruvchisi bo‘yicha xususiy hosilasi deb, x: o‘zgaruvchidan boshqa
o‘zgaruvchilarmi o‘zgarmas deb qaraganda hosil bolgan bir
o‘zgaruvchili, va’ni x; o‘zgaruvchili funksiyaning, x; o‘zgaruvchi

bo‘yicha olingan hosilaga aytilib, g 2{ yoki £ shaklda belgilanadi,

E

ya’ni xususiy hosila quyidagi limit orqali topiladi:

Masalan 6. z=x-Y funksiya uchun uning xususiy hosilalari

oz gz
ossalari idapicha bo'ladi —=». —=x,
X quyidag Fyiard 2y
z=arcig > funksiya uchun esa
y
(. W WS T (_) y
- PR I = 2 R I SN
@H%y y4x ByH%Z_y Y o+x

éa—z xususiy hosila, 0z navbatida, yana ko‘p o‘zgaruvchili funksiya

xi
bo‘lgani uchun, uning yana xususiy hosilalarini topish mumkin. Bu
xususiy hosilalar itkinchi tartibli xususiy hosilalar deyiladi. Xuddi
shunga o‘xshash uchinchi va hk. tartibli xususiy hosilalami kiritish
mumkin.
Bu hosilalar quyidagicha belgilanadi:

2
Jz = i( az) thkinchi tartibli xususiy hosila;
o Bx, D\ O,
2
avaat =-éa;:~[gsz—ucki’nchz‘ targbli xusiuséy hosila;
] T
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J'z
&l Oxfe ..axim
k+i+...+k, =n

Umuman, aralash hosilalarda tartibning ahamivati yo'q, ya’ni
2’z _ 8z
dx,0x, Oxdx,

bu aralash hosilalarni uzluksiz deb qarash kerak.

n— tartibli xususiy hosila,

masalan, quyidagi tenglik o‘rinlidir

Ko‘p o‘zgaruvchili funksiya differensiali

Avval aytganimizdek, matematik uslublarning tatbigiari tagribiy
hisoblashlar bilan uzviy bog‘langan bo‘lib, bir o‘zgaruvchili funksiya
uchun taqribiy hisoblashlar funksiya differensiali asosida olib borilishini
aytib o‘tgan edik. Ko'p o‘zgaruvchili funksiva uchun differensial
tushunchasini kiritish murakin.

Ta’rif. zZ=7(x,x,...x,) Kko'p o‘zgaruvchili funksiyaning
differensiali deb, 4z shaklda belgilanib quyidagicha aniglangan ifodaga
aytiladi:

8z 8z 4

dZ = —=Ax, + — Ax, +---+ — Ax,
&x, &, &,
Bu yerda, 4 -Ax, tenglikni e’tiborga olsak, 4z differensial uchun
quyidagi tenglikni yoza olamiz: 4z = %dx, + dez 4 dx,
A, ax, &,

Ta’rif. Agarda x nuqtaning yetarli kichik atrofida, wning to‘liq
orttirmasi az ni quyidagicha ifodalash mumkin bo‘lsa,
A2=d2+0(JAxf+Ax§+.--+Ax:),

u holda z=/(x.x,..x,) ko'p o‘zgaruvchili funksiya x=(x,x,....x,)
nugtada differensiallanuvchi deyiladi.

Shuni ta’kidlash lozimki, ko‘p o*zgaruvchili funksiya uchun uning
berilgan nuqtada barcha birinchi tartibli xususiy hosilalarining
mavjudligidan, shu nuqtada funksiyaning differensiallanuvchi ekanligi
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kelib chigmaydi. Quyidagi teorema ko‘p o‘zgaruvchili funksiyani

differensiallanuvchi bo‘lishligining yetarli shartini ifoda etadi.
1-teorema. Agar Z=/f{(x,x,...x,) ko'p o‘zgaruvchili funksiya

x=(x, x....x,) nugtaning biron-bir atrofida barcha birinchi tartibli

& i=12,...,n, Xususiy hosilalari mavjud bo*lib, bu xususiy hosifalar »

P
nuqtada uzluksiz bo‘lsa, u holda Z= f(x, x,,....x,) funksiya shu nuqtada
differensiallanuvchi bo‘ladi.

Biz bu teoremani ishotsiz gabul gilamiz. Shuni ta’kidlash lozimki,
xuddi bir o‘zgaruvchili funksiyalardagi kabi, ko‘p o‘zgaruvchili
funksiyalar uchun ham yuqori tartibli differensial tushunchasini kiritish
mumkin,

Yo‘nalish bo‘yicha hosila va gradient.

A=(a,a,,...,a,) va B={(b.b,.....5,) nuqtalar uchun boshi 4 nuqtada,
oxiri B nuqtada bo‘lgan 48 vektor quyidagicha aniqlanadi:

AB =(b -a,, b,~a,,--b,-a,)
Vektor, odatda bitta kichik fotin harfi bilan belgilanadi, masalan,
;:{al,az,--‘,a,)

Bizga ma’lumki « vektorning uzunligi uchun [Z‘=m )
a va b vektorlarning skalyar ko‘paytmasi esa a-b=ah +a,-b, +--+a, -5,
tenglik orqali aniqlanadi. Bundan tashqari, = va & vektorlar orasidagi

a-b
[}[8]
tenglik orqali topiladi. 2=(sa.q,....a,) vektorga parallel va
x, =, 2., x®) nuqtadan o‘tuvchi to‘g'ri chiziq tenglamasi quyidagi

o0 < @ < #) burchak ushbu cese =

tenglik orqali beriladi:

x=:-r._z+xu
Bu yerda, x=(x.x,....x,), ¢ haqigiy son. Ya’ni bu to‘g‘ri chiziqda
yotuvchi x nuqtaning koordinatalari x, =t-¢,+x, :i=12,...,n ko‘rinishida
bo‘ladi.
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Agar a=(g,.a,....a,) birlik vektor, ya'ni H=| bo‘lsa, u holda i
koordinatasi 1 ga teng bo‘lib, qolgan koordinatalari nolga teng bo*lgan
e birlik  vektor uchun  quyidagilarni  hosil  gqilamiz
ae =4, =[E[-[Zl-wsa, = wsa,

Bu yerda, o, burchak = va e vektorlar orasidagi burchakni
bildiradi.

Demak, IE]:I bo‘igani uchun cos® @, +cos’a, +---+oos'a, =1.

Ushbu  cosg,, i=12,...n, qiymatlar e vektoming yo‘naltiravchi
kosinuslari deyiladi. Demak, birlik a vektorni a={wsa,, cosa,,-cosa,}
ko‘rinishda ifoda etish mumkin.

a birlik vektor bo‘lsin, u holda Ar son uchun quyidagt orttirma
A;z=j{r+m-5}—f[x)=f[xl +Arcosa,, X, + Atcosa,,. .., x, + Atcosa, }— fix,,x,,...,x,)
z=f(x,x,...,x,) funksiyaning x=(x,x,..x,) nuqtadagi < vektor
yo‘nalishi bo‘yicha orttirmasi deyiladi.

Ta’rif. z=r{x,x,...x,) ko'p o‘zgaruvchili funksiyaning

x=(x, x,,...,x,}) nuqtadagi « vektor yo‘nalishi bo‘yicha hosilasi g—f deb,
a

quyidagicha aniqlangan miqdorga aytiladi: gﬁ = tim L(&A%’JL{‘)
a ]

g_f hosila z=f(x,x,....x,} ko'p o‘zgaruvchili funksiyaning a
a

vektor yo‘nalishi bo‘yicha o‘zgarish {o‘sish yoki kamayish) tezligini
bildiradi.
Xususan, agar e =(0,0,...,0,1,0,...0) { koordinatasi | ga, boshga

koordinatalari nolga teng bo‘lgan birlik vektor bo‘lsa, u holda j—f. L

-

ax,

tenglik o‘rinlt bo‘ladi. Murakkab funksiya hosilast formulasiga asosan,

quyidagi tenglikni ko‘rsatish mumkin
0z Bz oz z

— = 008ay + ——C08 2, + b —— 008,

&a axl ax! X,
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Ta’rif.z = f{x,, ,,....x,) funksiyaning gradienti deb ushbu

voo| 22 0z | 9z vektorga aytiladi.
dx, dx, dx,

Ta’rifga ko‘ra, funksiyaning yo*nalish bo‘yicha hosilasini quyidagi
skalyar ko‘paytma ko‘rinishida ifoda eta olamiz: % =Vz-d
o

Bu skalyar ko‘paytmada a vektor vz gradient yo‘nalishi bilan
ustma-ust tushsa, yo‘nalish bo‘yicha hosila o‘zining eng katta giymatiga
erishadi. Demak, funksiva gradienti vz vektor, funksiya o‘sishining eng
katta bo‘igan yo*nalishini aniglar ekan.

Masalan 7. Funksiyalarming aniglanish sohasini toping va
grafigini chizing:

a) z=x*+y*; b) z=m )
Yechish: a) bu funksiya x va y ning barcha
qiymatlarida aniglangan —w<x<+x —co< y <4
Uning grafigi aylanma paraboloid deb ataladigan
ikkinchi tartibli sirtdan iborat. Aylanma
paraboloid 3* = 2pz parabolani 0z o‘qi
atrofida aylantirishdan hosil bo‘ladi. Bu esax®+y* =2pz

funksiyaning grafigidan iborat bo‘ladi.

b) 2=JR*—#*-3" funksiyaning aniqlanish sohasi
ildiz ostidagi ifodaning nemanfiy bo‘ladigan
barcha giymatlari, ya’ni x* + y* < 8 dan iborat.
Bu funksiyaning grafigi radiusi R bo‘lgan
sferaning yuqori yarmi bo‘lgan
ikkinchi tartibli sirtdir. Chunki funksiya o‘zining
aniqlanish sohasida fagat nomanfiy giymatlar gabul giladi.

Masalan 8. Limitlarni hisoblang: lxi_r.naﬂ:zfi‘—f’z—).
P X +y
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Yechish: x va y nuqtalar orasidagi masofa p-=/x'+)’ deb
belgilash kiritamiz. x—0, y—0 dan p—0 ekanligi kelib chigadi.

- lim 'mll—p'):“mllnll—f'rn -—Iirnl S <6

el el F ] ‘1 sl ]

Demak, hmln{} % =) 5y

s yx+y

Masalan 9. Limitlarni hisoblang: ;. v

- xf #
Yechish: (0, 0) nugtaga y = kx to'g'ni chizig bo‘yicha

. - ¢ ) 2_ . ) 2_ e i 2
yaginlashamiz. Agar y=kx bo‘lsa, u holda im % =tim ~* . SO
a4y a1+ K

ya'ni limit to'g'ri chizigning burchak koeffitsientiga bog'liq chiqgdi.
Lekin funksiyaning limiti (x, v) nugtaning
(0, 0) ga qaysi yo‘nalishda yaginlashishiga bog‘liq bo‘lmasligi kerak.
Demak, garalayotgan limit mavjud emas.

Masalan 10. [ (x, y) = x* + y* funksiyaning uzluksizligini
tekshiring.

Yechish: (xo; yo) nuqtada funksiyaning to‘liq orttirmasini
hisoblaymiz:
Af (x0, o) = f(xo+ Axo; yo + Ayo) — £ (x0, y0) = (x0 + Ax0)* + ( yo + Aw)y
—Xxo° —y0* = 2Axx + Ax? + 2Ayy + Ay? = Ax(2x + Ax) + A2y + Ay).
bundan esa lim (A7 (x5, ¥,) = lim (AX(2x + Ax) + A2y + Ay) = 0 ekanligini topamiz.

Demak, yuqoridagi ta’riflarga ko'ra f (x, ) funksiya (xo, o) nuqtada
uzluksiz.
Masalan 11. Funksiyani (0;0) nuqtada uzlusizlikka tekshiring:
L X+ "\'
- x—y
Yechish: (0;0) nuqtaga y—kx to'g'ri chiziglar bo'yicha
yaqinlashamiz.
U holda tim* ™~ ~tim * sk 1+ Iimitlarning qiymati turli k larda turlicha

W=y FWx kr 1-k

bo‘ladi. Demak, ikki o‘zgaruvchili funksiyaning limiti mavjud emas va
(0; 0) nuqta funksiyaning uzulish nuqtasi.
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Masalan 12. Funksiyaning xususiy hosilalarini hisoblang: [ (x,
_\')':Iy.

Yechish: ’7;{:) xususiy hosila hisoblanayotganda v ni o‘zgarmas
C

deb garaladi: g—(:c) -y.x'". Endi x o‘zgaruvchini o‘zgarmas

kattalik deb qarab, Q“i"l Xususiy hosilani hisoblaymiz:
ay

i: = (1']r, =x":lnx

Masalan 13. Funksiyaning differensialini hisoblang: z = x* —x)”.

Yechish: & =(vy-n'). =20y, T=(¢y-n),=x-20.
ox 7 4

z = (2xy—7)dx + (x*-2xy)dy
Ko‘p o‘zgaruvchili funksivalarning lokal ekstremumlari

Ta’rif. Agar z- fl(x. x,.....x,) funksiya x, = (x®, x ...«) nuqtaning
biron-bir atrofida aniglangan bo‘lib, shu atrofdan olingan istalgan x
uchun 7(x)< 7(x,) (7(x)= f(x,)) tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, u holda x¢ nugta
Z funksiya uchun lokal maksimum (lokal minimum) nuqta deyiladi.

Xuddi bir o‘zgaruvchili funksiyadagi kabi ko‘p o‘zgaruvchili
funksiva uchun ham ekstremumning zaruriy va yetarli shartlari hagidagi
teoremalarni isbot gilish mumkin.

2-teorema (Ekstremumning zaruriy sharti). Agar xo nuqta f{x)
funksiya uchun ekstremum nuqta bo‘lib, shu nuqtada funksiya
af(x,)

(25 ¢

differensiallanuvchi bo‘lsa, u holda =0, i=12....n

ya’'ni xo nuqtada funksiya gradienti nol vektorga teng bo’ladi:
Viix,)=(0.0,...,0)

Bu teoremadan, agar xy nuqta differensiallanuvchi funksiyaning
ekstremum nuqtasi bo‘lsa, xs nuqtadagi istalgan yo‘nalish bo‘yicha
funksiyaning hosilasi nolga tengligi kelib chigadi, chunki
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’f—w a= ZE} Cosd, —l]

Endi ko'p o‘zgaruvchili funksiya ekstrcmumning yetarli shartini
keltiramiz.

z=flx, x,,....x,) ko'p o‘zgaruvchili funksiyaning x, =(x"",...x")
nuqtaning biron-bir atrofida barcha ikkinchi tartibli xususiy hosilalari
mavjud va uziuksiz funksiya bo‘lsin. U holda istalgan 1<, j<» uchun
2fl) &)
dvdx,  Oxix,

Agar &f{;’ - a,(x) belgilashni kiritsak, ushbu kvadratik matritsa

(a(x) a,,(x)... a,.(x)
| a;,(x) a;,(x)... a,,(x)

l0a6) 8a0... 0.0 )
a, =a, bo‘lgani uchun simmetrik matritsa bo‘ladi. Avval ko'rganimizdek

har bir simmetrik kvadratik matritsa kvadratik forma hosil giladi. A(x)
matritsaga mos keluvchi kvadratik formani Z(x) bilan belgilaymiz.

Ta’rif. Agar z=ffx) funksiya uchun vf(x,)=0 bo‘lsa, xo nuqgta fix)
funksiyaning statsionar yoki kritik nugtasi deyiladi.

3-teorema. Agar f{x) funksiya uchun x, = (', x, .. +'") statsionar
nuqtaning biron-bir atrofida ikkinchi tartibli hosilalari mavjud va
uzluksiz bo‘lib, shu xs nugtada L(xo kvadratik forma musbat (manfiy)
aniglangan bo‘lsa, u holda xo nugta f{x) funksiyaning lokal minimum
(lokal maksimum) nuqtasi bo‘ladi.

Xususan, agar biz z=f{x,y) ikki o‘zgaruvchili funksiya uchun shu
teoremani qo‘llasak quyidagini hosil gilamiz.

(x,.v,) nuqta = - f(x,y) funksivaning statsionar nuqtasi, ya'ni

21 lxue)_2flxrs)

Alx) = |

ox oy
i i . i a1 & -0 -
bo‘lib, nuqtaning biron-bir atrofida © / -4,/ -4 ° 1 -4
(i o xy T
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ikkinchi tartibli hosilalar mavjud bo‘lsin. U holda,
Alx ,V)= (all(x»)’) alz{x'}’)]

a6y} anley)
simmetrik kvadratik matritsaga mos keluvchi (x, y) kvadratik formaning
{x,.»,) nugtada musbat aniqlangan bo‘lishi uchun
NRAPY A
“;l(fmye} “n(roa)’u
bo‘lishi lozim. Demak, statsionar (x,,y,) nuqta z= flx,y} funksiys uchun
lokal minimum nuqta bo‘lishi uchun
e 20> 0, ay (3. 3o )- a0y 3o }- 8,30, 70 ) > 0
shartlarning bajarilishi yetarli bo‘lar ekan. (x,,y,) nugta lokal minimum

¢

l:'] I(xl]'}’l]) > 0’

nuqta bo‘lishligi uchun esa

au(xov)’o) ulz(xus)'n)
a“(xo.yo)< o, >0,

alxo,v5) @5, 34
ya,ni “u(xuuyn}<0- al|(qu.l’o)azz(xn-J’o)‘a:z(meo)}0
shartlaming bajarilishi yetarli.
z= f{x,y) funksiyaning (x,,y,) statsionar nuqtasi uchun
2, (x5, ¥0) 022 (%5, 1) - a6, 0, ) < ©
tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, (x,.y,) nuqta ekstremum nuqta emasligi kelib
chigadi.

Masalan 1. z=x'+)* -3 funksiyani ekstremumga tekshiraylik.
Buning uchun dastavval uning xususiy hosilalarini, keyin statsionar
nugtalarini, so‘ngra ikkinchi tartibli hosilalar yordamida ekstremum
nuqtalami aniqlaymiz:

az dz

L =3x? -3y, — =3y’ -3x

ox (Y T
3kt -3y=0 T_y=0
% Y = oy :x'—x=0:>x(x3—l)=0
3y2—3x=0 y"—x:O

x, =0, x=1=(0,0) va (1,1)
nuqtalar statsionar nuqtalar ekan.
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- =6x, &,-= ==3, a3 =——5 =0y
x* T Exdv = oy’

la, (x,») a,;(x.¥)| l6x : 3|
= =369
a,,(v,y) anley) -3 6y

" | - "
d'z 'z &z
&y ==

1 =i
ax

bo*lgani uchun (0, 0) ekstremum nuqta bo‘lmaydi. chunki

la, (0,0) a,,(00) 0 -3

I = l=-9<0.

;d'“[0,0) an(00) -3 0
Lekin (1, 1) nuqta funksiyaning lokal minimum nugqtasi bo*ladi, chunki
!ﬂ;‘.(].l) al!(l- I)
I"’.‘IU‘ I) a:?(l- ”
min z{x;y)= z(1;1) = -1.

a,(lL1)=6>0 va =36-9=27>0.

Ko‘p o*zgaruvchili funksiyaning eng katta va eng kichik giymatlari

Dastavval R" fazodagi ayrim tushunchalar bilan tanishib chigaylik.

Ta'rif. Agar BcRr" to'plam berilgan bo‘lsa, shunday r>0 son
mavjud bo‘lsada, bu son uchun 5cs(0, ) munosabat o‘rinli bo‘lsa,
ya'ni markazi koordinata boshida va radiusi R ga teng bo'lgan shar B
to‘plamni o'z ichiga olsa, u holda < R to*plam chegaralangan to ‘plam
deyiladi.

Ta’'rif. Agar shunday #-0 son berilgan bo‘lsa, bunda s(x.z)c B
munosabat o‘rinli bo‘lsa, u holdasz« " to'plam uchun x nuqta ichki
nuqta deyiladi.

Ta’rif. Agar istalgan £>0 son uchun s(x.s) sharda 8 to‘plamga
tegishli va B ga tegishli bo‘lmagan nuqtalar mavjud bo‘lsa, ya'ni
S(x.e)~B#@ va Slx.e)~(rR"\B)2 @ bo‘lsa, u holda 5< &* to‘plam uchun x
nuqta chegaraviy nugta deyiladi.

Ta'rif. Agar Bc r*to'plamning barcha chegaraviy nugqtalari ham
shu to*plamga tegishli bo‘lsa, u holda bu to*plam yopig fo ‘plam deyiladi.
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Bir o‘zgaruvchili funksiya uchun isbot qilingan Veyershtrass
teoremasini ko*p o*zgaruvchili funksiya uchun ham isbot qilish mumkin.
4-teorema (Veyershtrass teoremasi). Agar - - f(x, x,.....x,) ko'p
o‘zgaruvchili funksiya chegaralangan yopiq » to'plamda uzluksiz
bo‘lsa, u holda bu funksiya B to‘plamda chegaralangan bo‘lib, shu
to'plamda o‘zining eng katta va eng kichik qiymatlariga (global
Lksn'emumlarga) erishadi, ya'ni shunday k>0 musbat son,
s =0 20 e B va y, =0 0 y@)e B nugtalar mavjudki, ular
uchun quyidagi munosabatlar o*rinli bo‘ladi: f{x)< X Vxc B va
flx, )= {?f{f GH G =inf G

Shuni ta'kidlash lozimki, funksiya global ekstremum giymatlarga
B to*plamning chegaraviy nuqtalarida erishishi mumkin.

Masalan 2. z-¢" " -(2x" +3;?) funksiyaning x*+,’ <4 tengsizlik
bilan berilgan s(0.2) yopiq shardagi eng katta va eng kichik qivmatlarini

topaylik.
Dastavval s(0,2) ochiq shardagi statsionar nuqtalarni topamiz:
;j g™ ‘:[ 2x2x* +3y7)+ 4x1— gy ['? (247 +3y7 1
2 #TrL 2_1{1:’ 3vi s byl=2y-e B (207 4 35°)
éy ’ ’
8z

Zo0 [x=0=y--))-0
{c'x | y
P - =
13; 0 1,‘.'=0_-:~:c-(l x')=0

Demak. (0,0)(0.+1) va (+1,0) nuqgtalar garalayotgan funksiyaning
statsionar nuqtalari bo‘ladi. Ikkinchi tartibli xususiy hosilalarni
keltiramiz:
e )gxt + 1257y - 2047 - 6y *4) - a,,(x,5)
=e Mgy 112007 - 2000) = 4y, (x. )

z - ¢ ["*":}(12_\-" + By —30y7 —4x7 4 6) - a,(x.y)
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Bundan (0.0) nuqgtada a;;(0,0)=4, a;2(0,0}=0, a2:(0,0)=6 bo'lib a;;>0 va
a,,-ay, ~a, =24>0 bo‘lgani uchun (0,0) nugta lokal minimum nuqtasi
bo‘ladi va =(0.0)-0. l

(0£1) nuqtada a,(011)=-2¢". a,(0£1)=0. a,(011)=-10-¢" bo'lib,
@, <0 Va a,-a,-a,=20-¢’>0 bo'lgani uchun, (0,+1) nugta lokal
maksimum nugqtasi bo*ladi va z{0.+1)=3.¢".

(£1,0) nuqtada a,,(£1,0)=-8¢ "', a,(+1.0)=0, a,,(210)=2¢" bo'lib, 4, <0
va a,-a, -a;,=-16e’ <0 bo‘lgani uchun, (+1,0) nuqta ekstremum nuqta
emas.

Endi berilgan funksiyani s(0,2) sharning chegaraviy nugtalarida,
ya'ni x'+y’' -4 tenglikni qanoatlantiruvchi nuqtalarda tekshiramiz.
& +y* =4 bo'lsin, u holda z=¢ " )2x? +3)* )= *Ps? + )+ y']=e*(8+ *).
Bundan »* + »' =4 bo‘lganda quyidagi tengsizlik kelib chigadi:

Bet<z —'¢"(8+ }")SH"-]Z,
ya'ni =(+2.0)= :2 va =z(042)= :f sonlar funksiyaning s§(0,2) shar
chegarasidagi eng kichik va eng katta qiymatlarini beradi.

Berilgan funksiyaning $(0,2) yopiq shardagi global ekstremumlari,
ya'ni uning eng Kkatta va eng Kkichik qiymatlarini topish uchun
funksiyaning 5(0,2) ochiq shardagi va chegaradagi maksimumlari ichidan
eng kattasini olsak va, shuningdek s(0,2) ochiq shardagi va chegaradagi
minimumlar ichidan eng Kichigini olsak, mos ravishda global
maksimum va global minimumlarni hosil qilamiz. Qaralayotgan holda

funksiya (0, +1) nuglada :{0.:-1);3 lokal maksimumga erishadi.

Chegaradagi maksimum qiymat esa =(0.22)= 'f ga teng. 'f <i bo‘lgani
e -

uchun, funksiva S(0,2) shardagi eng katta givmatga (0,+1) nuqtada

oo g 3
erishdiva z__ =~.
‘)



s(0.2) ochiq sharda funksiya (0, 0) nuqtada minimumga erishadi va
=0, 0)- 0. Chegaraviy nuqtalardagi minimum  :z(+2.0)- f‘, -0 bo‘lgani

uchun funksiya s(0.2) sharda eng kichik giymatga (0. 0) nuqtada erishadi
va z,, =0.

Masalan 3. z=2x"+v"+4x 2 funksivaning x’+y°<9 doiradagi eng
katta va eng kichik qiymatlarini toping.

Yechish: Avval funksiyaning kritik nuqtalarini topamiz. Buning

uchun birinchi tartibli Xususiy hosilalarini nolga
L
tenglashtiramiz: |
O e
—=2y=0.
L v

Bu sistemani yechib: M)(-1:0) yagona kritik nuqtaga ega
bo‘lamiz. Bu nuqta qaralayotgan sohaga tegishli. Funksiyaning kritik
nuqtadagi qiymatini hisoblaymiz: z(-1;0)~4.

Endi funksivaning x*+y* =9 shardagi giymatlarini o‘rganamiz.
y’=9-x7 ifodani berilgan funksiyaga qo‘yib z=x’+4x+7 ni hosil
gilamiz. Shu bir o‘zgaruvchili funksiyani ekstremumga tekshiramiz.
Kritik  nuqtalarini topamiz: z-2x+4-0,x--2. Funksiyani  kritik
nugtadagi va  sohaning  chetlaridagi (-3sx<3)  qiymatlarini
hisoblaymiz: z(-3)=4, z(-2)=3, z(3)=28.

Demak, z—2x’+y*+4x -2 funksiyaning x’+y°<9 doiradagi eng
kichik giymati -4 va eng katta giymati 28 ga teng ckan.

Shartli ekstremumlar

Ko'p hollarda berilgan Kko'p o‘zgaruvchili funksiyaning
ekstremumlarini, uning argumentlari ma’lum shartlarni ganoatlantirishi
asosida topish masalasi qo‘yiladi. Ko'p o*zgaruvchili funksiyalar uchun
shartli ekstremumlar deb nomlanuvchi tushuncha umumiy holda
quyidagicha bayon ctiladi.
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Z=f(x. Xpee X, X, 000X, ) mtm o'zgaruvehili funksiyaning

ushbu, bog*fovchi tengiamalar deb nomlanuvchi,

r]}i(xl,x:, ..... x",xn_l....,x"‘_):(}

i=L2,...m, x=(x,x, x,.)
tenglamalarni ganoatlantiruvchi nuqtalar ichidan topilgan ekstremumlari
uning shartli ekstremumlari deyiladi.

Ta'rif. Agar z-f(x,x,....x,.) ko'p o'zgaruvchili funksiya
x, = (.. .x ) nuqtaning biron-bir atrofida aniglangan bo‘lib,
bog‘lovchi tenglamalarni ganoatlantiruvchi barcha x nuqtalar uchun
fx)= flx,) (F(x)= f(x,) tengsizlik o°rinli bo‘lsa, u holda xs nuqtada
shartli maksimumga (minimumga) erishadi deyiladi.

Berilgan 7 - f(x,, x,,....x,..) funksiyaning bog‘lovchi tenglamalarni
ganoatlantiruvchi shartli ekstremumini topish uchun Lagranjning
noma’lum koeffitsientlar usulini keltiramiz. Buning uchun quyidagi
yordamchi funksiyani kiritamiz: F(x)= f(x)+ 4¢(x)+--+ A ¢ (x).

Bu yerda 4.4,,...4, noma'lum ko‘paytuvchilar deb nomlanuvchi
sonlardan iborat. Kiritilgan F(x) funksiyaning shartsiz ekstremumi (ya'ni
avval kiritilgan ko'p o*zgaruvchili funksiya ekstremumi ma’nosida), biz
qarayotgan Z - f(x,. x......x,) funksiyaning shartli ekstremumi bo‘ladi. Biz
gidirayotgan x, =(®.x.. x® ) nuqtani va 4.4...4_ sonlarni topish

uchun
d(x)=0, i=1L2.....m
AF
oF(x) _ 0, j=12,...n+m
ox,

tenglamalar sistemasini yechish yetarli bo*ladi, chunki noma’lumlarning
umumiy soni va sistemadagi tenglamalar soni »+2m ga teng.

Masalan 3. z=x funksiyaning x"+y' =2 tenglikni qanoat-
lantiruvchi shartli ekstremumini toping.

Yechish: Buning uchun yordamchi: #(x,y)=xv+ 2-(x" + »*)
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funksiyani Kiritib, bu funksiyaning shartsiz ekstremumini topamiz. A
noma’lum ko‘paytuvchi va ekstremum nuqtasi uchun quyidagi
tenglamalar sistemasini hosil gilamiz:

+y'=2 = 2 r
I;‘f ym ||t +y' =2 11 +I" - i,f_ [l_n_{._“)
— =y+2x=0 ={{x-yf1-21)=0=dA==,x=-y=
E'F l(x+ yX1424)=0 I ’{1 1)(-1- 1)/1—-
—=x+2y =19
Ley

Demak, i- 1 bo‘lganda F(x,y)= .I.}'+—_l.(.'(': +y7).

(1.-1) va (-1,1) statsionar nuqtalarda funksiyani tekshiramiz.
a'F il &F

—=1, =1 va d°F = (dx+dy) =0 bo‘lgani uchun, F(x,y)
dxdy ay

(1.-1) ‘; z
funksiya (1.-1) va (-1,1) nugtalarda minimumga erishadi. U holda z - »
funksiya esa shu nuqtalarda shartli minimumga erishadi va = - -1.

Agar 1= ; bo'lsa, rFix, -"]“"‘"'1'(‘: +y?) va F(x,y) funksiya (1) va

(-1-1) statsionar nuqtalarda maksimumga erishadi, u holda :-x
funksiya esa bu nuqtalarda shartli maksimumga erishadi va = = 1.

Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyalarning iqtisodiyotga tatbiqlari

Iqtisodiyotda kelib chigadigan ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning
ekstremumini topish masalasini qaraymiz.

Tovarning har xil turlarini ishlab chigarishdan daromad olish.

Faraz qilaylik x.x,,....x, ishlab chiqarilayotgan m turdagi turli xil
tovarning miqdori, ularning birlik migdordagi narxi mos ravishda
P.P....P, bo'lsin. Bu tovarlarni ishlab chiqarishga ketadigan xarajat
funksiyasi berilgan bo*lsin:

C=C0xx5x.).

U holda go‘shimcha giymat funksivasi quyidagi ko‘rinishga ega
bo‘ladi.
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M=Fx+Bx +.t Px, —C(8.0;,.00%, ) (1}
Tabiiyki, go‘shimcha qiymat maksimumini izlash, (1)-ko‘p
o‘zgaruvchili  funksiyaning 120 da (boshga cheklanishiar
qo‘yilmaganda) lokal ekstrermumini 1zlash kabidir: g:' —0si=12vm.

Bu shart x, o‘zgaruvchilarga nisbatan algebraik tenglamalar
sistemasiga olib keladi:

-0, i=12,..m. (2)

IR

(3.12)-tenglamalar sistemasi iqtisodiyotning ma’lum qoidasini amalga
oshiradi: tovarning oxirgi giymati (narxi) bu tovami ishlab chigarishga
sarflangan xarajatlarga teng.

Shuni ta’kidlash kerakki, (2)-tenglamalar sisternasini yechish
jarayoni xarajat funksiyasining ko‘rinishiga bog‘liq va ancha murakkab
bo‘lishi mumkin.

Masalan 4. Faraz qilaylik korxonada ikki xil tovar ishlab
chigariladi, ularning hajmi x va y bo‘lsin p, =8 va p, =10 mos ravishda
bu tovarlarning birlik miqdordagi narxi, C xarajat funksiyasi,
C=x+x+y* ko‘rinishda bo'lsin.

U holda (1) ga asosan x=xx =y da foyda ikki o‘zgaruvchining
funksiyasi bo‘ladi: fM(x,y)=8x+10y—x*~x— ¥*.
Lokal ckstremum sharti chizigli algebraik tenglamalar sistemasiga olib
keladi:

2x+y=8
{x +2y=10.

Buning yechimi (2,4) nuqtadan iborat. Modomiki 4,=-2<0,
A=aa,-a,=3>0, u holda topilgan nugta qo‘shimcha giymat
funksiyasining lokal maksimumini aniglaydi va J],..=2s.

Resursiarni eng yaxshi natija beradigan qilib 1agsimlash.

Faraz gilaylik X va Y resurslaming xarajat funksiyasi «=px+p,y
ko‘rinishga ega bo‘lsin, bu yerda p/ va p; mos ravishda bu faktorlaming
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bahosi. Ishlab chigarish funksiyasi «-q,»’ bo*lganda resurslarni optimal
tagsimlash masalasini qaraylik, a,—?

Resurslarni optimal tagsimlashni aniglaydigan #{y, »,) nuqtada
xarajat va chiqarish funksiyalari urinadi.

Bu chiziglar mos ravishda a’ -c. px+p,y-4 yoki y-(b/x)",
v=-p,/p,)x+ A/ p, tenglamalar bilan aniqlanadi, bu yerda C>0 va 4>0
o‘zgarmas sonlar, 5- < . Bu chiziglarning urinish sharti quyidagi

dy

tenglama bilan beriladi:

.. .

|
!
1
W l x

Bu tenglamadan x, -=5"(p,/2 p,) " qiymat topiladi. U holda chiqarish

funksiyasidagi  », (” ] f”"_!-ﬂ }y giymat topiladi. Demak,
Xy J i

resurslarning optlmal tagsimlanishi x,/y,, p:2p. munosabat orqali

aniqlanar ekan.

Mabhsulot ishlab chigarishning qo‘shimcha qiymatini
maksimallashtirish

Qo‘shimcha giymat funksiyvasi odatda quyidagi formula bilan
ifodalanadi:
WK, L) = pF(K,L)-WL-kK . (3)
Bu yerda, F(K,L) ishlab chigarish funksiyasi. p mahsulot bahosi. W
va kK mos ravishda mehnatga va kapital xarajatlarga faktor narxlar, L va

kx mos ravishda mehnat resurslari va kapitalning xarajatlari.
2



Qo‘shimcha gqiymat maksimumini aniglashga doir ikkita misol
garaymiz. . i
1. Agar (k,..,) nugtada qo*shimcha giymat funksiyasi (3)-maksimal
giymatni gabul gilsa (&,..,) nugta optimal reja deyiladi. Optimal reja F
da ishlab chigarish funksiyasi F ni o‘rniga go‘yib oxirgi normasini
toping.
Lokal ekstremum nugtasida go‘shimcha giymat funksiyasi 7(x,1)

ning birinchi hosilalari nolga teng, ya'ni
PE(K, L)~k =0,
pE (Ko L)W = 0.

Ma’lumki, almashtirishning oxirgi normasi #=-— ?4; formula bo’yicha

hisoblanadi, bundan optimal reja uchun u=-W « kelib chigadi.
2. Agar F(K,L)=2(kL)Y" bo‘lsa, go‘shimcha giymat funksivasi (3)ning
maksimumi va optimal rejani toping.
Qo'shimcha giymat funksiyasi quyidagi ko'rinishga ega bo*ladi:
1K, L)=2p(KL) " ~WL-RK.
Lokal ekstremum shartlari optimal rejaning x, va i, Koordinatalariga
nisbatan, ikkita chizigli tenglamalar sistemasiga olib keladi:

R,
SRS =k
Dot ol
|31A0-L‘, i
Bundan optimal rejaning koordinatalarini topamiz:

2 J/”“ b /
X _( {/3}1 [__(‘-%)’- :
ey B we)
Bu givmatlarni qo*shimcha giymat funksiyasiga go‘ysak Il funksiya
maksimumini hosil gilamiz:



Eng kichik kvadratiar usuli
Eng kichik kvadratlar usuli approksimatsiya yoki funksiyani ayrim
nuqtalarda ma’lum qiymatlard bo‘yicha taxminan tiklash masalasiga
tegishlidir. Tajribada ko‘pincha formulalarni eng yaxshi yo‘l bilan
empirik tanlash masalasi kelib chiqadi. Masala quyidagicha ifodalanadi:
y noma’lum kattalikning n ta nuqtalarda kuzatishlari berilgan:
M, M,,... M, (4)
va mos giymatlar olingan
Ul’UZ""’Un- (5)
Shunday U=f{M) funksiyani tanlab olish kerakki, u o‘ichanadigan
kattalik ¥ ning o‘lchash nuqtalari {M,} va natijalari {U,} orasidagi
bog‘liglikni imkoni boricha aniq ifoda etsin.

Shunday qilib, empirik formulalarni topish masalasi ikki bosgichdan
iborat:

1) fiM) bog'lanishming umumiy ko‘rinishini topish yoki f
funksiyaning o‘zgarmas parametrlari (koeffitsientlari) aniglik darajasini
ko*rsatish;

2) noma’lum koeffitsientlar (4) kuzatish nuqtalarida shunday tanlab
olinadiki, f{M) funksiya berilgan (5) giymatlarga iloji boricha aniq
javob bersin.

Faraz qilaylik 1-bosqichda empirik formula o‘z ichiga ma’lum baza
funksiyalar majmuyini hosil qilsin.

J’I(M)vJ’z (M)"'""ym (M)s (6)

ya’ni empirik formula quyidagi ko‘rinishga ega bo‘ladi:
SM)=a,(M)+a,y,(M)+...+a,y. (M) 7
Bu yerda, a sa;.g e/ (8)

empirik funksiyaning noma’lum parametrlari.

2-bosqich noma’lum parametrlar (8)ni aniglashdan iborat. Ulami
shunday tanlab olish kerakki, (7) funksiyaning qiymatlar (4) nuqtalarda
(5) o*lchangan giymatlardan iloji boricha kam farq qilsin.
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Eng kichik kvadratlar usuli 4 -v, - f(M) xatoliklarning kvadratlari

yig“indisini minimallashtirishdan iborat., Demak, (7) funksiya uchun,
ushbu

Sla,.a,,....a,)= E::o‘;' Z(E»ﬁ ~f(M)) = Z!"{( - ?:_;u‘_r, (M, )J (9)

funksiya barcha m argumenti bo’yicha xususiy hosilalarni topish kerak
va ulami 0 ga tenglash lozim. Bundan m ta noma’lum a,.a,....q

parametrlarga nisbatan m ta chizigli algebraik tenglamalar sistemasi
hosil bo*ladi:
A+ Apa,+. . +Aa, =B, j=12,.. .m, (10)
Bu tenglamaning koeffitsientlari va ozod hadlari quyidagi formulalar
bo‘yicha aniqlanadi:
Ay = A, = i_v,(,w, (M), B, =Z‘:I.fh\"{Mr ) johk=12,m

i=t ted

¥y 1 - . _‘W//(;n
T ' sl 'l
3 || .
M Mi Mn  x

S(a,,...a,) (9)-funksiya musbat, pastga gavariq va chegaralangan
bo‘lgani uchun (10)-tenglamalar sistemasining yechimi, S funksiyaning
lokal maksimumi nuqtasining koordinatalaridan iborat bo*ladi.

Iqtisodiy statistikada ma’lumotlarini qayta tekshirishda empirik
formulaga yaqinlashish masalasini hal etishda U = f(M) funksiyani bir
o‘zgaruvchining chizigli funksiyasi ko‘rinishida izlash keng targalgan.
Bu holda (4) o'lchash nuqtalarining majmuyi X, x, qiymatlaridan
iborat bo'lib, (6)-funksiyalar majmuyi esa ikkita funksiya y,(x)=x va
¥,(x) = x dan iborat.

Empirik formula (7) ning ko‘rinishi quyidagicha bo‘ladi: y=ax+b.
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No‘malum parametrlar @ va b uchun ushbu chizigli tenglamalar
sistemasi hosil bo'ladi:

4y a+ 4y b=B,
A.’.I G+Au h:Bz.
Bu yerda, koeffitsient va ozod hadlar quyidagi tengliklar bilan topiladi:
'ﬁ:"i-‘f . ‘411—'-'{:1—21. s Ay=n
B = Zc‘ » Bi=Y 'L.-',.

Masalan 4. Avtomobil poygasi haqlda quyidagi ma’lumotlar bor.
x masofa (ming km) va y yonilg‘i sarfi (1 /ming km).

[ x, |50 _;"70_] 90 110 1130
[_ |02 [05 joa i \

x va y o‘zgaruvchilar oramdagx bog ‘lanishni chmqlr ckanligini bilgan
holda

y = ax + b empirik formulani eng kichik kvadratlar usuli bilan toping.

Yechish: Zarur yigindilarni hisoblaymiz: Ex21 Zx le
Oradagi hisoblashlar quyidagi jadvalda ko'rsatilgan:

[ x, [__), X, | ,\f

1150 o 1_0.‘2 T 12500

12 |70 10,5 35 14900

3 iqo 0,8 | 72 8100

4 110 1,1 # 121 112100
5 130 13 juag 16900
T 450 EX 407 144500 J

Normal tenglamalar sistemasi quyidagicha bo*ladi:
445004 +450b = 407
450a +5b =39
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Uning yechimi «=0014, 5=-048, Shunday qilib, chizigli bog‘lanishning
tuzilishi ¢
y=0,014x - 048 ko'rinishda bo*ladi.

Ko'p o*zgaruvchili funksiyalarning iqtisodiyotda qo‘llanishi

Umumiy holda X tovarga bo‘lgan talab ko‘p o‘zgaruvchi funksiya
bo‘ladi, ya'ni sotib olinayotgan tovarning miqdori Qx uning narxi Px,
ikkilamchi xom-ashyo narxi Py, iste’'molchining o‘rtacha daromad
darajasi Y, vil fasllari 7 va hokazolarga bog'lig.

‘__:Q xususiy hosila s talabning fagat Px tovar narxi

o,
o*zgarganda o*zgarish tezligining o*Ichov birligi bo*lib xizmat qiladi, bu
holda golgan barcha o*zgaruvchilar o*zgarmas deb faraz gilinadi. Xuddi

< oy O . .
shunga o*xshash xususiy hosila ::-)‘ xomashyoning narxi Py o*zgarganda

X tovarga bo’lgan talab qanday tezlikda o*zgarishini ko' rsatadi.
Xususiy hosilalarning ishorasidan foydalanib X va Y tovarlarning
xarakterini topish mumkin, aynan:

(-?i)\ ‘?g-«)t‘ lae = = P =
agar oF. > 0 va ar O bo'lsa, X' va Y tovarlar orin
bosuvchi,
=l & aC? -
agar ——=< () va > < Obo'lsa, X va Y tovarlar o'rin
8r ap, P, :

to ‘Idiruvchi tovarlar hisoblanadi.
Masalan 5. Aviomobillarga ehtiyot gismlari ishlab chiqaradigan
firma o'z mahsulotlarini ichki va tashgi bozorga chigarish imkoniyatiga

ega.
Tashqgi bozorda talab quyidagi ifoda bilan berilgan: P, + 80 = 421
Ichki bozorda esa: P: +2,50,=80

Bu yerda, (1 va (> mos ravishda bir hafta davomida tashqi va
ichki bozorda sotib olinadigan migdor; P va P> tashqgi va ichki
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bozordagi narxlar. Firmaning umumiy harajatlari 7C = 250 + 5Q. Bu
yerda Q = O1+ Os.

Agar:1) firma narxlarni o‘zgartirish siyosatini o‘tkazish imkonivatiga
¢ga bo‘lsa:

2) ikkita bozordagi narxlar bir xil bo*lsa.

Maksimal foydaga ega bo‘lish uchun har gaysi bozorda firmaning
mahsulotiga ganday narx o‘rnatilishi kerak. Har bir holda firmaning
foydasini aniqlang.

Yechish:  Masalaning  birinchi qgismi firma  o‘zining
iste’molchilarini ajratishi mumkin va har bir bozorda o‘ziga eng ma’qul
narxni qo‘yishi mumkin deb faraz qilinadi. Tashqi bozordagi talab
funksiyasi P1+80Q1=421 ichki bozorda esa P>+2,50:=80 firmaning
umumiy daromadi tashqi va ichki bozordagi daromadlar yig‘indisiga
teng:

R =R+ Ry= PO + P202= (421 - 801)01 + (80— 2,502)0: =
= 42101 — 80:* + 8002 - 2,507°
Firmaning umumiy xarajati: 7C = 250 + 5(0: + Q1)
demak, foyda funksiyasi
7=R-TC=4210 - 801" + 800Q2—2,50»"~-250 - 50, - 50:.

Biz QO ga bog'liq bo‘lgan foyda funksiyasini hosil qildik. Endi
firmaning foydasi maksimum bo‘lganda Q1 va Q: larning qiymatini
aniglash masalasini qaraymiz. Buning uchun Q1 va Oz bo‘yicha xususiy
hosilalarni topib nolga tenglaymiz: {"’“Q =421-160,-5,  [416-16¢, -0

dx/oQ, =80-50, -5; |75-50, =0

Bu tenglamalar sistemasini yechib 01=26, 0>=15 ni topamiz.

Ikkinchi shartni tekshiramiz:

FP/oQi?=-16, Fn/oQ?=-5, *n/6Q1Q2=0.
i)’lr :()" : iiqié}:J ~(-16)-(-5)-0=80 0 va WoQii=-16<0

Demak, foyda funksiyvaning maksimumga erishish sharti bajariladi.

Shunday qilib firma maksimum foydaga ega bo‘lishi uchun tashqi
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bozorga 26 ta ichki bozorga 15 ta mahsulot chigarishi kerak. Q1 va 0>
ning bu giymatilarini talab funksiyaga qoyib Pi va P2 narxlarni topamiz:
Py =421 - 8Ch = 421 - 8x26 = 213,
P>=80-2,50:=80-2,5x15=425
Demak, tovarning tashqi bozordagi narxi 273 pul birligi, ichki
bozordagi narxi esa 42,5 pul birligi bo'lib, firmaning foydasi:
7= 42101 -80:% + 800 — 2,5022 — 50 — 502 = 42126 — 8x262 +
+80x15 —2,5x15% - 250 — 5x26 —5x15 = 5720,5 p.b.
Firmaning haftalik foydasi — narx o‘zgarish siyosatini o‘tkazish
shartlarida 7=5720,5 pul birligini tashkil giladi.
Iste’'molchilar bozorini ajratish imkoniyati bo‘lmagan holda ichki
va tashqi narx bir xil bo*ladi: P1=P>=P. U holda tashqi va ichki bozorga
chigariladigan tovar migdori teng bo*ladi:

M-8 o _80-27 _
0, g " 926250125 0 ==t =32-04P
Umumiy migdori Q=Q1+0>=84,625-0,525P, bunda p- 392 €

0,525

yagona bozor uchun yangi talab funksiyasi.
84625-Q , 84,625 o’

Yagona bozordagi daromad: TR = PQ - e R R
Umumiy harajatlar TC =250 + 50;

i g e i 8465 O
Firmaning foyda funksiyasi: s B 20=50

Foyda maksimum bo‘ladigan birinchi tartibli shartga asosan O ning

Oz _B465_20 s o 0=4]

20 0525 0525

@’z /60 < 0 funksiya maksimumining sharti.

Demak, 0=41 nuqgtada foyda funksiyasi maksimumga erishadi.
84,625 412

n(4l)=— x4l - -250-5x41 = 2951,9.
0525 0,525

Endi birlashgan bozorda tovarning narxini aniglash kerak. Buning
uchun birlashgan talab funksiyasidan foydalanamiz:

qiymatini topish zarur:
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pan -S54 g 1o
0,525
E’tibor giling, birinchi va ikkinchi hollarga bozorga
chigarilayotgan tovarning miqdori bir xil. Lekin birinchi holda
firmaning tovarlariga bo‘lgan narx har xil, natijada foyda olish
imkonivati bo*ladi.
1 = 5720.5, m = 2951.9.
Ishlab chigarishning x va y faktoriga bog'lig z=f(x, y) ishlab
chigarish funksiyasi berilgan bo‘lsin.
Ishlab chigishning chegaraviy unumdorlik faktorlari:
s 2 g B
ax? oy’
Bunda o, - x faktorning chegaraviy unumdorligi,
o, — v faktorning chegaraviy unumdorligi.

Ishlab chiqarish ikki faktorining chegaraviy aralashish me’yori:

@, 0z Oz
My == L= 5. Th
®, 0Oy Ox
@, 0z 0Oz
By S S
@ cx Oy

Bunda g5, -ishlab chiqarish x faktorining ishlab chigarish »
faktoriga chegaraviy aralashish me yori.

n.. —ishlab chigarish y faktorining x faktoriga chegaraviy aralashish
me’yori.

Mahsulot ishlab chiqarishning ma’lum faktori bo‘yicha
elastiklikning xususiy qiymatlari:

e

jz z O
i s,

-

dz y

€ = va ¢€,=;

=

X
C Z

:'s" o2 “oy 'z
Bunda ¢, — ishlab chigarish hajmining x faktor bo'yicha elastikligi,
&,— ishlab chiqarish hajmining y faktor bo"yicha
clastikligi.
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Elastiklik koeffitsienti ishlab chiqarishning bir faktori 1% ga
o‘zgarganda va ikkinchi faktor o‘zgafm‘as bo'lganda ishlab chiqarish
hajmi gancha foizga o‘zgarishini anglatadi.

Masalan 6. z=4x’-g'-5y ishlab chiqarish funksivasi bo‘lib,
bunda x mehnat kuchiga xarajatlar, y mehnatiga {(investitsiya) xarajatlar,

x=1 va y =2da funksiya xususiy elastikligini hisoblang.

Yechish: % =(4x3-xyz+5y), =12x" - y*, g;=(4.r’—xy2+5y), =-2xp+5,

x Bz x 1 3 y &z Y
E, =t =122 - E =2.225 - Y ___ (5-2x).
* z 9x dx'-xt+Sy (lx Y )’ V' z 8y 4x3—xyz+5 (-29)
E.(};2)= 12-4 =——08 E_(I;2 5 4— =02.
2= 2 62— 242

Demak, mehnat kuchiga xarajatlar 1% ga ortsa, lshlab chigarish
hajmi 0.8% ga, mehnatga (investisiya) xarajatlar 1% ga ortsa, ishlab
chiqarish hajmi 0.2% ga ortadi.

Masalan 7. Y=F(X:1)=4-k°-17 Kobba-Duglas ishlab chiqarish
funksiyasining asosiy parametr va xarakteristikalarini aniglang, bunda ¥
— ishlab chiqgarilayotgan mahsulot haymi; L — mehnat xarajatlari; K -
ishlab chiqarish fondlari hajmi; 4,e,4-ishlab chiqarish finksiyasi
ko‘rsatkichlarini ifodalovchi o*zgarmas sonlar, bunda 4>0, 0O<ca+g<I.

Yechish: Birinchi tartibli xususiy hosilalarni hisoblaymiz:

o, =Y, = A-§-K=. 17" - chegaraviy mehnat unumdorligi;

=Y, = 4-a-K*"-[” —chegaraviy mehnat invesititsiya unumdorligi
iqtisodda @, chegaraviy jamg‘arma unumdorligi deyiladi.

Kobba-Duglas funksiyasining elastikligini hisoblaymiz:

K( ) -E sz_x__ A.a.K“"I.Lp =a,
F oK A-K*-[
E,(F)= Lo K ABKI =,

F oK AK I

Demak, a — jamg‘armalar (fondlar) bo‘yicha mahsulot ishlab
chiqarish elastikligi, B — mahsulot ishlab chiqarishning mehnat bo‘yicha
elastikligi K — ishlab chiqarish fondlarining nisbiy 1% ga o‘zgarishi
mahsulot ishlab chiqarishning nisbiy migdorini taxminan «% ga
3z



o‘zgarishini kamaytirib chiqaradi. agarda K ning /% ga o‘zgarishi
yetarlicha kichik bo‘lsa.

Agar L mehnat xarajatlarini /% ga orttirilsa, u holda mahsulot
ishlab chiqarish migdori taxminan % ga o‘zgaradi.

Ikki faktorning aralash me’yorini aniglaymiz:
w,  APKL  pK

m AaK 'l al

(.4

asosiy kapitalning mehnat bilan chegaraviy aralashish normasi.
W, ol

M =~ o, & K

mehnatning asosiy kapital bilan aralashish chegaraviy me’vyori.

To‘la differensial

Y = Y(K;L)- Kobbi-Duglas ishlab chiqarish funksiyasini qaraymiz.

Bunda, Y -ishlab chiqarish mahsulotlari narxi;: £-mehnat
xarajatlari; K —ishlab chigarish fondlari hajmi.

K ishlab chiqarish fondlari hajmi va L mehnat resurslari
xarajatlarini fiksirlaymiz. U holda mahsulot ishlab chigarish narxi
Y =Y(k:L) ishlab chiqarish funksiyasining to‘la differensiali:

dY = Y,dK + YydL.

Ammo, Y, -chegaraviy mehnat unumdorligi: v; - chegaraviy fond
unumdorligi. U holda, yAx -ax qo‘shimcha fondlar yordamida ishlab
chigarilgan mahsulot narxi; Y] -AL-aZ mehnat xarajatlari orgali ishlab
chigarilgan qo*shimcha mahsulot narxi. Kichik 4L mehnat xarajatlari va
AK fondlar hajmi o‘zgarishida mahsulot ishlab chiqarish o*zgarishi
AY =dY , AY =Y, -AK+Y] -AL.

Demak. mehnat resurslariga xarajatning oz migdorda o*zgarishi va
ishlab chiqarish fondlarining ham oz miqdorda o‘zgarishdan ishlab
chiqarish mahsulot narxining o‘zgarishi taxminan avvalgi fondlar
hajmida go‘shimcha mehnat xarajatlari yordamida ishlab chiqgarish
mahsulot va oldingi mehnat resurslari migdorida qo‘shimcha fondlar
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yordamida ishlab chigarish qo‘shimcha mahsulot narxlari yig‘indisiga
teng. o
Y ishlab chigarish doimiy (0*zgarmas) bo‘lsin. U holda 4y =0 yoki
YidK + YidL =0.

Demak, - i‘; . T}E - _, . munosabat asosiy kapitalning mehnat
L e’!

bilan chegaraviy almashtirish me’yoridir (normasidir). Doimiy ishlab
dl. AL

dk  AK’

Demak. chegaraviy almashtirish normasi asosiy kapital xarajatlari
bir birlikka kamaysa (doimiy ishlab chigarishda) mehnat xarajatlari
necha birlikka ortishini anglatadi.

Masalan 7. Tashkilot har oyda 30 min p.b. mahsulot ishlab
chiqardi. Uning asosiy fondlari 100 min p.b., mehnat resurslari esa 1500
b. Tashkilot igtisodchilari mahsulot hajmini 1 min kun.birlikka ortishi
uchun 4 min p.b. migdorida uskuna sotib olish kerakligini hisoblashdi.
Ishlab chiqarish funksiyasini «+ -1 shartda Kobba-Duglas ko‘rinishida
tuzing.

Yechish: Ishlab chiqarish funksiyasini Y- 4.x°1" ko‘rinishida
qo‘llaymiz, bunda ¥ -ishlab chigarish mahsulot hajmi, £-mehnat
sarflari, & -asosiy fondlar hajmi; A« g-ishlab chiqarish funksiyasi
ko‘rsatkichlari. @+ =1 bo‘lganligidan Y - 4-K“2". A va a parametrlarni
aniglaymiz. Masala shartiga ko‘ra Y, =30, K,=100, L =1500, AY =1,
AK =4,

AY = dY =Y} -AK +Y] - AL munosabatdan foydalanamiz.

Mehnat xarajatlari o°zgarmaganligi uchun Az -0 bo‘ldi. U holda
AY =Y, -AK =A-a-K“'-I'*-AK va Y,=4-K? -1, munosabatlarga masala

chigarishda va yetarli kichik ax va arda »,, -

shartidagi berilganlarni qo*yib:
A-a-1007" 150077 -4 =1
A-a-100° - 15007 =30

30
100¥1500"
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Demak. ishlab chigarish funksiva: Y =15.7-K°°L'*.

Ikki tur mahsulotlar ishlab chigish hajmi x va y bo’lib, olinadigan
foyda migdori mos ravishda p; va p> bo'lsin. Bu mahsulotlarni ishlab
chigarish uchun xarajatlar C=e¢(x,y) differensillanuvchi funksiya
vordamida berilgan bo‘lsin. U holda ishlab chiqarishdan olinadigan
foyda I1=TI(x,y)= p, - x+ p, -y —C(x, y)

Foydani maksimallashtirish tabiiyki 11-n(x,y) ikki o‘zgaruvchili
funksiyaning x=0, y=0 shartdagi lokal ekstremumini topishga

keltiriladi.

2
{‘_n -0
X

r':’ﬂu

=

sistemani yechib statsionar nuqgtani topamiz.
Demak, 5 -2, p.-%, bunda “-1 tur x birlik mahsulot

dx dy ox

ishlab chigarish uchun chegaraviy xarajatlar, ':‘" -2 tur y birlik mahsulot
ay
ishlab chiqarish uchun chegaraviy xarajatlar.
P, ::"; v B ':i munosabatning igtisodiy ma’nosi: mahsulotning

chegaraviy qiymati (narxi) shu mahsulotni ishlab chigarish uchun
sarflangan xarajatlarning chegaraviy giymatiga teng.

Ishlab chiqarish funksivasi X-4.K*.1*, &, >0, a,>0 funksiyasi
bo*lsin, bunda A-neytral (texnologik koeffitsient) texnik rivojlanish
koeffitsienti, «, mehnat bo‘yicha elastiklik, « -jamg‘armalar
elastikligi.

Agar a,=a, a, =1-a bo'lsa

X=A-K* I

Kobbi-Duglas funksiyasi hosil bo*ladi.

Masalan 8. Yalpi ishlab chigarish funksiyasi (mlrd p.b.) asosiy
ishlab chiqarish jamg‘armalari (mlrd p.b.) va mehnatga ishtirok
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etayotgan aholi (min Kishi) soniga bog‘liq holda X =0.931. K***. 2"
funksiyasini ifodalasin.
Resurslar sarfining o*sishi bilan ishlab chigarish ham o*sadi, ya'ni
&
cK
oF

X

= A- K% [ = - >0, chunki &, >0

a, X
=aA-K* L% ===>0, chunki @, >0.

Resurslar sarfining ortishi bilan uning chegaraviy tushumi kamayadi,

ya'ni
??x N X )
:?EK - U}(a; —l)-K"‘ 2.1 = a,(ﬂ, = l)K: <0 _ chunki a; < 1
X , X _
_”.:1 = a':(ﬂ': - ]) K“‘ -f'f-': - = (ﬂ'j "'])[\: =~ 01 Chunkl az < ] .
a'L 5

Resurslarning birining ortishi bilan ishlab chiqarish ham ortadi.
Demak. 0<a, <1, 0<a, <1 da berilgan funksiya neoklassik.

dln X
. ::1,, &~ asosiy jamg‘armalar boyicha ishlab chigarish
elastikligi,
aln X 2 23 2 - ha " - -
2= AR mehnat resurslari bo‘yicha ishlab chigarish elastikligi.

Bu munosabatlar har bir faktor 1% ga ortsa ishlab chigarish necha
foizga o*sishini anglatadi.

Xususan, X=0.931-K""". """ ishlab chiqarish funksiyasida
asosiy fondlarning 1% ga ko‘payishi yalpi mahsulot ishlab chigarishni
0.539% ga ortishini, mehnatga band ishchilarming hajmi 1% ga
ko*payishi esa yalpi ishlab chiqarishni 0.594% ga ortishini bildiradi.

Agar @, <a, da jamgarma himoyalovchi (ekstensiv) o'sish
o‘rinlidir.

Ishlab chigarish o*sish sur*atini aniqlaylik:

X

X, K, L



Har ikki gismni z Ia darajaga oshirib

X ‘a;,'-:;] J (K, X" L e
[x.'J |, ) '[L‘.'}

a =a, +a, >1da ishlab chiqarish faktorning o‘rtacha o‘sishidan
yuqori, a, +a, <lda pastroq bo‘ladi. Demak. @, +a, >1da ishlab
chigarish funksiyasi o*suvchi iqtisodni ifodalaydi.

KOL tekisligida satr chiziglari yoki izokvantalar deb r(x,1)- X,,

X, = const tenglikni ganoatlantiruvchi nuqtalar to*plamiga aytiladi.

Ishlab chiqarish funksiyasi uchun

A-K*. 1™ =X, yoki K™= ’f;-z.‘*,

ya'ni sath chiziglar asimptotalari koordinata o‘glari bo'lgan
giperboladir.

Aniq bir izokvantdagi turli K va L uchun ishlab chigarish hajmi
doimiy va aniq X,dir, bu ega resurslarning o°zaro almashinuvchanligini
anglatadi.

F(K,L)=X, izokvanta uchun 4F =0, ya'ni ::i dK + ':dL <=i0);

Bunda ':i >0, ::_ >0, shuning uchun dx-dL <0, ya'ni 4k va d4 turli
(& ]

ishorali: agar 4.<0 bo‘lsa. ya'ni ishlab chiqarish hajmi kamaysa, u
holda «k >0, ya'ni «z kam ishlab chigarish hajmi 4k jamg‘arma fondi
bilan qoplanadi.

Ta’rif. S, mehnatni jamg‘armalar bilan chegaraviy almashinish

me’yori deb

oF
% = dk K _aL
“odL e oF
oK

munosabatga. S, fondlarning mehnat bilan chegaraviy almashinish
me’yori deb



aoF

. oL oK
K aE
al
sq. . a, K a, K
munosabatga aytiladi, bunda S, -S, =1, S, o (—;k, k= =
1 - 1

ya'ni, mehnatni fondlar bilan almashinishi jamg‘arma ta’minotiga
proporsional.

Ishlab chigarish funksiyasining eng yugori o'sish chizig'iga
izoklinlar  deyiladi.  Izoklinlar  izokvantalarga  perpendikular
'(aif;;.--) = (?’;?,f?L) - izoklinlar tenglamasi.
eF X @F =

=, — @, shuning
oK K aL A

Ishlab chigarish funksiyasi uchun

uchun izoklinlar ' kax - ! zar differensial tenglama bilan beriladi. Uni

a, a,
vechib, x-\,'z! I’ +a. bunda a:K,;'—:’Lf,. Bunda, (L.k,) izoklin
o‘tuvchi nugta.

a=0da K=1L _'a’ i
Va,

izokvanta

O‘sishning ekstensiv (resurslar sarfining o‘sishi, ya'ni ishlab
chigarish masshtablarining o°sishidan) va intensiv (resurslardan
foydalanib effektivligini orttirishdan) faktorlari muhimdir.
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Ishlab chigarish funksivasidan foydalanib, ishlab chiqarishning
masshtabi va effektivligini aniqlaymiz.
Ishlab chiqgarish funksiyasini nisbiy ko‘rsatkichlarda

X (&))"
Xe \KJ AL/’
X, -mahsulot hajmi, k¥, —fondlar sarfi, Z, -mehnat sarfi.
Xo_go pe_pgars, ac_X
Ko Ly K3 -Ly
A koeffitsient resurslarni ishlab chiqarish hajmi bilan o‘lchaydi.
Agar ishlab chigarish va resurslami nisbiy birlikdagi o‘Ichamlarini
X, K, L orqali belgilasak, u holda ishlab chiqarish funksiyasi

X =

X=Ka[=
ko‘rinishda bo‘ladi. Shu ko‘rinishdagi ishlab chigarish funksiyasi
uchun effektivlikni aniglaymiz. Effektivlik bu natijaning xarajatlarga
nisbatidir. Bizning holda 2 xil xarajatlar: o‘tgan mehnatlar uchun
fond ko‘rinishidagi va I hozirgi mehnat xarajatlari. Shuning uchun
effektivlikning 2 xil ko‘rsatkichi mavjud:

%— fond unumdorligi, %—mehnat unumdorligi.

K
koeffitsientidir.

Iqtisodiy effektiviik ko‘rsatkichi yordamida ishlab chiqarish
funksiyasi tashqi ko‘rinishdan Kobbi-Duglas funksiyasi ko‘rinishini
oladi: X=E-K°-L"~.

Bunda E=E(X,1)

Ishlab chigarish masshtabi &/ =X*.L "=,

Demak, ishlab chiqarish X=E.a -igtisodiy effektivlik va ishlab
chiqarish haymlari ko‘paytmasidir.

Masalan 9. 1960-1995-yil ko‘rsatkichlari bo‘yicha AQSH ichki
yalpi ishlab chiqarish funksiyasi X=2248k°.L"* ning ishlab

chiqarish masshtabi va effektivligini aniglang.
328

E= (Z]"@] c iqtisodiy effektivlikning umumlashgan



Yechish: 1987-yilgi narxlar bo‘yicha mird dollarda AQSHning
yalpi ichiki ishlab chiqarish hajmi 1960-yildan 1995-yilgacha 2.82 marta
ortgan, va'ni X =282, asosiy ishlab chiqarish fondlari shu davrda 2.88
marta, ya'ni X -2.88, mehnatga bandlik 1.93 marta, ya™ni =193 ortgan.

Fondlar va mehnat bo*vicha nisbiy elastiklikni topamiz:

a 0.404

== =03347, ]-g=
“ a,+a, 0.404+0.803 ., 1-a=0.6653

Endi resurslarning xususiy effektivligini aniglaymiz:

;- X_282 ~098,
K 288
X 282
I ===—"=146
YL 193 :

So*ngra effektivlikning umumlashgan koeffitsientini aniglaymiz:
E=Ej - E;“=098""".1.46"""=1278
Ishlab chigarish masshtabini resurslar o'sish sur’atining o'rta
geometrigi kabi aniglaymiz:
M=K" L =288""".193" <2207
Demak, 1960-yildan 1995-yilgacha YAIM o'sishining 2.82
martagacha ortishi ishlab chigarish masshtabining 2.207 marta ortishi va
ishlab chiqgarish effektivligining 1.278 marta ortishi hisobidan amalga
oshirilgan (1.273-2.207 =2.82).



12. Birinchi tartibli differensial tenglamalar.
Differensial tenglamalar hagida umumiy ma’lumotlar

Differensial tenglamalar matematikada alohida o‘rin egallab, tabiiy
Jarayonlarni tekshirish, jamiyatdagi ayrim qonuniyatlarni o°rganish
differensial tenglamalarni o‘z ichiga olgan matematik modellarga
keladi.

Ta’rif. Differensial tenglama deb erkli o‘zgaruvchilar, noma’lum
funksiya va bu funksiya hosilalari yoki differensiailarini bog‘lovchi
tenglamaga aytiladi.

Agar izlanayotgan funksiya bir o‘zgaruvchili bo‘lsa, tenglama
oddiy differensial tenglama, ko‘p o‘zgaruvchili bo‘lsa xususiy hosilali
differensial tenglama deyiladi.

Differensial tenglamaning tartibi deb unda gatnashayotgan
hosilalarning eng yugori tartibiga aytiladi.

Umumiy holda r-tartibli oddiy differensial tenglama quyidagicha
ifodalanadi:

Fla,y,yy")=0
Jumladan, I-tartibli oddiy differensial tenglamalarning umumiy
ko*rinishi
Fx,y,¥)=0 (1%
kabidir.
Agar (1*) tenglamani hosilaga nisbatan yechish mumkin bo‘lsa,
quyidagiga ega bo‘lamiz:
¥ =rf(xy) )
Bu holda tenglama hosilaga nisbatan yechilgan, deyiladi.
Misollar: ¥’ =7x*, {¥’')y’ +5x=0, V=x'cosy,
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Ta’rif. Birinchi tartibli oddiy differensial tenglamaning yechimi
deb (a.b) oraligda (1*) (xususan, {1))-tenglamani ayniyatga
aylantiruvchi v = 50(-\‘ ) funksiyaga aytiladi.

Yechimning grafigi integral egri chiziq deyiladi. Differensial
tenglamalar nazariyasida asosiy masala yechimning mavjudligi va
yagonaligidir.

Bu masala (1)-tenglama uchun Koshi teoremasi orqali ifodalanadi.

Teorema (Koshi teoremasi). Agar f(x.y) funksiya va uning
xususiy hosilasi f](x.y) OXY tekislikning biror D sohasida uzluksiz
bo‘lsa, u holda ixtiyoriy (x,.y)e D nuqtaning biror atofida (1)-
tenglamaning X=X, da y =), shartni qanoatlantiruvchi yechimi
mavjud va yagonadir.

(1)-tenglamaning V..., =Y, boshlang'ich shartini (Koshi
shartini) qanoatlantiruvchi vechimini topish masalasi Koshi masalasi
deb ataladi. Buning geometrik ma’nosi integral egri chiziglar oilasidan
D sohaning berilgan (x,.y,) nuqtasidan o*tuvchi bittasini tanlab olinadi.

Ta’rif. (1)-tenglamaning umumiy yechimi deb, ¢ o*zgarmasning
ixtivoriy qiymatida bu tenglamani ganoatlantiruvchi y=olx.c)
funksiyalar majmuyiga avtiladi.

Ta’rif. {qi{.r,r')} (1)-tenglamaning umumiy yechimi bo‘lsin. (1)-
tenglamaning D sohasidagi xususiy yechimi deb, ¢=¢, o‘zgarmas
giymatda olingan » = ¢(x,¢,) funksiyaga aytiladi.

Keyingi o‘rinlarda «differensial tenglama» iborasini
«tenglama» deb bayon qilamiz.
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O‘zgaruvchisi ajraladigan va unga Keltiriladigan tenglamalar

Ta’rif. f2(v)dy=fi(x)dx ko‘rinishdagi tenglamalar o°zgaruvchisi
ajralgan differensial tenglamalar deyiladi, bu yerda fi(x), f2(v) uzluksiz
funksiyalar.

Bu ko‘rinishdagi tenglamalarni bevosita integrallash yordamida
unumiy yechimlari hosil qilinadi: [£(yMy= [£,(x}dx +C.

Masalan. Tenglamani yeching: xdx+ydy=0.

Yechish: Bu o‘zgaruvchilari ajralgan differensial tenglamadir,
chunki dx oldidagi funksiya faqat x ga, dy koeffitsienti esa faqat y
ning funksiyasidir. Bevosita integrallab umumiy yechimni hosil
gilamiz:

J-xdr+ jl'dl. =C, yoki x*+y'=C?

Demak , makazi koordinatalar boshida bo‘lgan aylanalar oilasi
berilgan differensial tenglamaning umumiy yechimini hosil qilar
ckan.

Ta’rif. Ushbu

V= £1L0) (2)

ko'rinishdagi tenglamalar o°zgaruvchisi ajraladigan differensial
tenglamalar deyiladi.

Bu tenglamani yechish uchun «o‘zgaruvchini ajratish usuli»ni
qo‘llaymiz: y' hosilani uning ekvivalient formasi dv/dx ga almashtirib,

dx
tenglikning ikkala tomonini 1) & ko*paytiriladi (£.(v)=0):
&y _

filx )dx
nilY K
Tenglikning ikkala tomonini integrallasak.,

dy ;
—_—— = j (_\‘ﬂ“ + C‘
I £, () I ’
Bu yerda, ¢ —o*zgarmas Kattalik.
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Masalan: ,r'—"‘l""':”‘) tenglamaning (0,1) nuqtadan o‘tuvchi
Vv W

xususiy yechimini toping.
Yechish: O‘zgaruvchilarni ajratamiz: ydy/ " +1 - xix.

Bundan, jyi_vf\.}»" 1= [xds o+,

i p x 2 £ :
Demak, [iy*+1-= s +c, ¥ +1=( 2—+r) ; _\'=\,( 3 +c¥ -1.

(0,1) nuqtadan o‘tuvchi yechim izlanayotgani uchun ¢ - +42 topiladi.
Demak, y=y{’/2+42f -1
Ba'zi differensial tenglamalarni  o‘zgaruvchilarini  almashtirish
yordamida o‘zgaruvchilarni ajraladigan  differensial tenglamaga
keltirish mumkin.
;:-f (ax +by)

ko‘rinishdagi  tenglamalar z=ax+by  almashtirish  yordamida
o‘zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglamaga keltiriladi. Yangi
x va z o'zgaruvchilarda

dz dy dz . d=

s *hi, E=a+bf(::} yoki a+bf(z}:dx

o‘zgaruvchilari ajralgan tenglamadir. Integrallab umumiy yechimni
hosil gilamiz:

! dz 2
= X+ (
at+bf(z)

Masalan: Tenglamani yeching: a’.r =2x+y

Yechish: z=2x +y almashtirish yordamida

dz:
Et—zzz o‘zgaruvchilari  ajralgan tenglamani hosil gilamiz.

O‘zgaruvchilarni  ajratib va integrallab umumiy yechimni hosil
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. . dz - | ] i g 1+ X
gilamiz: 243 =dx L Injz4 2=x+InC.C>0. z=Ce" -2,

2x+y=Ce*" -2, y=Ce"-2x-2,
Bir jinsli va unga Keltiriladigan differensial tenglamalar

Ta’rif. Agar f(4x.Av)=2"f(x, y) ayniyat o‘rinli bo‘lsa, u holda
S, ¥) m darajali bir jinsli funksiva deyiladi.

2 2
b 4 ¥ J & X =Yy i A o
Masalan: xcos=: x—ycos=; {x'+y": — funksiyalar bir jinsli
x X xy

funksiyalardir.
I. Agar P(x,y) va Ox,y) bir xil o*lchovli bir jinsli funksiyalar bo‘lsa,
u holda P(x,y)x+O(x,y}dv =0 birinchi tartibli hir jinsli differensial
tenglama deyiladi.
Bir jinsli differensial tenglamalar y-.x alamshtirish yordamida, bu
yerda wu yangi noma’lumli funksiya, o°zgaruvchilari ajraladigan
tenglamaga keltiriladi.
" +¥
Masalan: Differensial tenglamani yeching: ¥ =§_':‘.
Yechish: Tenglama bir jinsli bo‘lgani uchun y-w almashtirishni
1+u

bajaramiz, natijada y'-u+«x ni hosil gilamiz. Tenglama #+u'x= -

2

o 1tu . . P

yoki R ko‘rinishini oladi.  O‘zgaruvchilarni ajratib
- dx . . . . : .

II+ “;1 du = p ni  hosil  gilamiz Uni  integrallab

“ P

arctg u - ; In(1+u ) =Inlx|+ C ni topamiz.

Oldingi o*zgaruvchilarga qaytib arcig” = ;1)-111(14 u’)+Inx+C yoki
X &

-
!
)

y - — . T g . e
arog = Inyx*+y* +C agretg L= InyJx* + y* +C ni hosil gilamiz.
] x
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dy +by+c
II. Ushbu - =————2"- ko‘rinishdagi tenglamalar bir jinsli
de  ax+by+e

g a+b
tenglamaga keltiriladi. Agar ¢;=¢=0 bo'lsa, u holda ﬁf:——"’; bir

X ]
a,+h,
X

jinsli tenglama hosil bo‘ladi.

Agar ¢#0, ¢/#0 bo'lsa, u holda koordinatalar boshini ax+by+c=0)
va aixtbpy+ci=0 to'g'ri chiziglaming kesishish nuqtasi (xs;y0) ga
ko*chirish bilan bir jinsli tenglamaga keltiriladi, x=X+xs y=V+yo. U
holda ¥ - ¥ *bY _ pir jinsli tenglamani hosil gilamiz.

dx  a,X +bY

a b
Agar to'g'ri chiziglar parallel, ya'ni jZ -=74 bo'lsa, tenglama

b
b__oxtWte | o'rinishga  keladi. Bu holda z=ax+by deb
P ,l(a.t+by)+q o rinishga cladi. u o0lda Z=ax+oy e
‘-i’i-_wb:‘if va o‘zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglama hosil
[t
bo*ladi.
: . L WY _ ko]
Masalan: Differensli tenglamani yeching: & xty-3°
. ; x-y+1=0
Yechish: x, =1,y,=2 x+y—3=0
sistemaning yechimi bo‘lgani uchun x=X+1, y=Y+2.
X X-Y
Uholda &¥ X+¥
4
o1
X

almashtirish o*zgaruvchilari ajraladigan tenglamaga keltiradi.

d 1-z (l+xMdz _dX : :
gl=x Qvadle dF Iy o L
X 1+z' 1-2z-22 X ' 2 2

z+X
(1—22—:::)/1"' =C, X*-2XY-¥Y*=C,x" —21_";‘—-}"1 +2x+6y=C.
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. ax+hy+e . . . .
¥ =Jf{————| ko‘rinishdagi tenglamalar ham koordinatalar boshini
ax+hby+e

ax+by+c=0 va ax+by+c =0 to‘g'ri chiziglaming kesishish
nuqtasiga ko‘chirish bilan bir jinsli tenglamaga keltiriladi. Agar bu
to‘g‘nl chiziqlar kesishmasa, u holda ax+by=klax+by} deb tenglama
¥ =Flar+by} ko'rinishga keltiriladi va z=ax+by almashtirish bilan
o‘zgaruvchilari ajraladigan tenglamaga keltiniladi.

III. Ba’zan tenglamalar Y =2" almashtirish bilan bir jinsli
tenglamaga keltiriladi. Bu yerda = oldindan ma’lum bo‘Imagan son.

e
Masalan; Differensial tenglamani yeching: y' = x+‘lv (i—::]

-1 x+y—(x+l)_ x+y
+1 x+1 x+1

Yechish: i -1 bolgani uchun berilgan

+ . L .
tenglamaning o‘ng tomoni :H_T ifodaning funksiyasi bo‘ladi. x+y=0

va x+1=0 chiziglar (-1 1) nuqgtada kesishgani uchun koordinata
o‘qlarini bu nugtaga parallel ko‘chirib, yangi o‘zgaruvchilarga o‘tamiz:
t=x+1, z=y-1 1zlanayotgan funksiya
z=z(t) - E_ L& H_, bo‘lgani uchun berilgan tenglama

Tdr dx dt dr
2'=l+-§-+(§] ko‘rinishga keladi. Hosil bo‘igan bir jinsli tenglamani
yechish uchun u =z/t almashtirishni bajaramiz, bu yerda u=ul¢}. U
du _dt
I+ ¢
ko‘rinishga keladi, ya'ni o*zgaruvchisi ajraladigan tenglama bo‘ladi.
Tenglikni hadma-had integrallab arcigu=lulul+c yoki u=1g(n|]+c)

holda z=uw, z’=u't+u va tenglama wu't=1+u’ yoki

-1
U= ; = ‘{: bo‘lgani uchun y =1+(x+i)tg (In|x+l|+c) hosil bo*ladi.
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Birinchi tartibli chiziqli va unga Keltiriladigan differensial
tenglamalar
Ta'rif. Birinchi tartibli chizigli tenglama deb ¥+ Axly=ox) (3
ko‘rinishdagi tenglamaga aytiladi, bu yerda plx)g(x) uzluksiz
funksiyalar. Bu tenglamani «o‘zgarmasni variatsiyalash usuli» bilan
yechamiz.
Dastlab, (3)ga mos bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi
topiladi:
V+palv=0
Bu o‘zgaruvchilari ajraladigan tenglamadir. Shuning uchun » -0
deb faraz qilib, ushbuga ega bo*lamiz:

‘f}f = —pleMdc

]'.r'll]-fl
y=ce

(4)

C ixtiyoriy 0‘zgarmas son.
Endi (4) da ¢ ni x ning funksiyasi, deb qaraymiz, ya'ni
y=clae 1 )
(«o*zgarmasni variatsiyalash» deb shu jarayon ko*zda tutiladi).
(5)-tenglamani (3)ga qoyib soddalashtirsak,
¢x)=ole) .
Ushbu tenglikning ikkala tomonini integrallasak,
ofx)= [axle Mt s e, (6)
hosil bo'ladi, bu yerda ¢, ixtiyoriy o‘zgarmas son.
(6) ni (5)ga go*ysak, (3)-tenglamaning umumiy yechimini topamiz:
W)= e 170 o 1 [yl (7)

Masalan: Differensial tenglamani yeching: »*- i_r £ gl
Yechish: Avval v~y -0 bir jinsli tenglamani yechamiz.
X
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dy 2y _dy 2dx 2
et s = =hy=2hix= =Cx
e =2l =>y =G,

Faraz gilaylik ¢=c(x) u holda y=C(x)* berilgan tenglamaning
yechimi  bo‘ladi. Uni berilgan tenglamaga qo‘yib, C{x) ni topamiz:
C'(x)x’ -2xClx)- %xZC(x) =2x' =>C(x)=2x=>C(x)=x" +C,. Bundan

berilgan tenglamaning umumiy yechimini topamiz: y=(x*+¢ )x*.
Bernulli tenglamasi

Ba’zi bir chizigli bo‘lmagan tenglamalar ayrim almashtirishlar
yo'li bilan chizigli tenglamaga keltinladi. Bunday tenglamalar qatoriga
Bernulli tenglamasini kiritish mumkin:

¥+ plxly =qlxly", n=const. ®)
Agar n=0 bo‘lsa, chizigli, bir jinsli bo‘lmagan, n=1 da chizigli, bir
jinsli tenglama hosil bo*ladi. Shuning uchun (8) da ## 0, n=1 deb faraz
gilinadi.
Yangi z(x)=2z(y(x)) funksiya kiritamiz z = " u holda ¢ "= (-n)yy

(8)-tenglamaning ikkala tomonini »” ga bo‘lamiz:

Y'Y e py T =g (11)
Bu tenglamaning ikkala tomonini (1-n) ga ko‘paytirib, (9), (10)-
tengliklami hisobga olgan holda z(x) ga nisbatan chizigli, bir jinsli
bo‘lmagan differensial tenglamani olamiz:
Z+(1-n)pz=(1-n)q. (12)

Masalan: Differensial tenglamani yeching: y'+xy=xy’

Yechish: Bu tenglama Bernulli tenglamasidir »=3. :z=y7*
almashtirishni bajaramiz. U holda 2’ =-2y~".

(12) da asosan z'+(-2)xz=-2x
(7) ga ko‘ra tenglamaning umumiy yechimini topamiz: z(x)=Cx’+1
Natijada ushbu y = Hcx* +1J7 yechimni olamiz.
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Rikatti tenglamasi
Ta’rif. %+a(1)y+b(1)y2=C(x) ko‘r{nishdagi tenglamaga Rikarti
tenglamasi deyiladi.
Bu tenglama umumiy holda kvadraturada integrallanmaydi.
Lekin, agar bu tenglamaning biror y=y(x) xususiy yechim ma’lum

bo‘lsa, p=y +zalmashtirish Rikatti tenglamasini z o‘zgaruvchiga
nisbatan Bernulli tenglamasiga keltiradi.

Masalan: Differensial tenglamani yeching: gx’—’—awmy’ =]

Yechish: Bu Rikatti tenglamasidir. y=x bu tenglamaning xXususiy
yechirnidir. Suning uchun  y=x+: almashtirish bu Rikatti tenglamasini
z o‘zgaruvchiga  nisbatan Bernuili  tengiamasiga  keltiradi:
dz ?

—+az+az =0.
dx

To‘la differensial tenglamalar

Ta’rif. Agar M (x,y)dx+N{x,y)dy=0 1)
tenglamada M.y} va N{x,y} uzluksiz differensiallanuvchi
. oM _ N
funksiyalar uchun F (2}

munosabat o‘rinli bo‘lsa, u holda (1)-tenglamaga o 'la differensialli

differensial  tenglama deyiladi, bu yerda -ag;#— va %NT uzluksiz

funksiyalar.

(2)-shartning bajarilishi {1)-tenglamanmng o‘ng tomoni biror u
(x,y) funksiyaning to‘la differensiali ekanligini anglatadi. U holda
(1)-tenglama du(x,3)=0 yoki wufxy)=C umumiy integralga ega
bo‘ladi.

Ou cu Ou
du=—di+ —d igi M=—,N=
u Y o Y ekanligidan e

ol
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Ou
M(x,y)=— munosabatni X boyicha integrallab

o

u(x,y) = [M(x,y)dx +o(») o Ml yax
munosabatni  hosil qilamiz.

integralni hisoblashda y ni o‘zgarmas deb qaraladi. gp(3) funksiyani

aniqlash  uchun topilgan  ué,y) funksivani y bo‘yicha

Ou
o = N(xy) N
differensiallab va oy ekanligidan

d
— (| M(x, y)dx)+ @' () = N(x,3) .
& I tenglamani hosil qilamiz. Bu tenglamani
yechib, noma’lum ¢y} funksiyani aniglaymiz.

. . . . 2x P30
Masalan: Differensial tenglamani yeching: 5 dx+2—2"dy=0.
Y ¥y

. 2x Y -3 M 6x ON  6x OM ON
Yechish: M== ,N= kP A L AV -
y3 yd ay yl &f yq @i a“

2x xz
u(x, y) = de’f +e(y) H(I,y)=;;+¢’(x)-

3 _3x2
= N(x,y)=2—
y

ou
4

kb p* =327 R 1
Demak, -—+¢(x)= oki #{x)=—7.
¥ ( ) 5 y ( ) 3

2

! 1
Bundan #{x}=——+C va u{xy)=S-—+C
Y Yoy

Integrallovchi ko'paytuvchi
M(x,y)dx+N(x,y)dy=0 (l)-tenglamadagi M(x,y) va N(xy)

M ON
uzluksiz  differensiallanuvchi  funksiyatlar uchun E=g 2)-

munosabat o‘rinli bo‘lmasligi mumkin. U heolda (1)-tenglamaning
chap qismi biror funksiyaning to‘la differensiali bo‘lmaydi. Bunday
hollarda shunday w=u(x,y) funksiya topish mumkinki,
tenglamaning barcha hadlarini shu funksiyaga ko*paytirilganda
tenglamaning chap gqismi biror funksiyaning to‘la differensiali
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bo‘ladi. Bu usul bilan topilgan tenglamaning umumiy yechimi
berilgan tenglamaning umumiy yechimi bilan bir xil bo‘ladi.
Odatda, #=p(x,y) funksiyaga (1)-tenglamaning integrallovchi
ko ‘paytuvchisi deyiladi.

= u(x,y) funksiya (1)-tenglamaning integrailovchi
ko‘paytuvchisi  bo‘lsin. Unda uM{x,y)dc+uN(x, y)dy=0 tenglamada

HiM) _AHN) hart o*rinli botladi.

ey &
w. M . du OGN du . B L ou (N oM .
—+tM —=py—+N—~ — N e=p ——

Ya'ni Juay+ 5 ,uax+ A yoki M@ N&r Hl % 5 yoki
Cln g oy ON OM . . . . \
SRR _ e U7

M > e Oxirgi tenglamani umumiy holda yechish

qiyin masala. Ba’zan, xususiy hollarda bu masalani sodda yechish

mumkin.

ON _oM N oM

_ . al & & ;
#=pu(y) bo'lsa ——a-?:T yoki 403y exp [aMéf & |-

Agar

aN M

Bu yerda, axMay ifoda fagat y ning funksiyasidan iborat bo‘lishi

kerak.
oM _oN
Agar = u(x) bo‘lsa 97';—"- - ~ % yoki
oM _aN
z{x)=exp j ¥ v dr 1.
oM _oN

Bu yerda, 2% ifoda faqat x ning funksiyasidan iborat bo'lishi
kerak.

Masalan: Differensial tenglamani yeching: (ny2 +}’)dx —xdy =0.
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oM N | M  oN

Yechish: Bu yerda, M=x"+y, N=-x -——=2n +; —,;=— o e
(3 5
oN _ oM
x F\-__-I—]—ZI_\'__ ".u( )p(v) cxp I— ) Berilgan
M Xy 4y ¥
tenglamaning har ikki qismini () ) ga  ko'paytirib:
( ]]dr— ~dv-0. Bu to'la differensialli differensial tenglamadir
T
f‘”" ’A‘ ¥ 1 Bu tenglamani yechib *+* +c-0 umumiy yechimni
\ y) y 2

hosil qllam:z.

Hosilaga nisbatan yechilmagan differensial tenglamalar.
Klero tenglamasi
Ta'rif. »~x5‘5+w(”‘) (1)
dx dx
ko'rinishdagi tenglamaga Klero tenglamasi deyiladi.
Bu tenglama yordamchi parametr kiritish bilan sodda
integrallanadi:

fb’ﬂ!- y=ap+yp(p)

& (1
Oxirgi tenglamani x bo‘yicha differensiallab:
d, d,
p= rf+p+w(p)~—yok1 [x+w'(p)] = £ =
"?1:0
Har bir ko‘paytuvchini nolga tenglab:
x+y'(p)=0
Bu sistemaning birinchi tenglamasidan:
=C va y=Cr+y(C) (2)

Sistemaning ikkinchi tenglamasidan p ni x ning funksiyasi sifatida
topib, uni (1')-tenglamaga qo‘yib:
v =xp(x)+y(p(x)) (1"
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Klero tenglamasining yechimini hosil qilamiz. 1"y  maxsus
yechimdir. i *
Masalan: Differensial tenglamani yeching. »’ HJL{—‘) =0.
Yechish: y = p deb y=xp+ {1+ p°. Bu tenglamani differensiallab
Py’

Y=prap't
I+ p
Bundan |+ .7 = |p'=0, x=- £ yoki p=C
\J]*{l-_ ‘Pl
=
Demak, y=xC+1+C* va 1+p° |
L p.tf'-\lhps

Lagranj tenglamasi

Ta'rif. y=x¢(y")+y(y'") (1)
ko‘rinishdagi tenglamaga Lagranj tenglamasi deyiladi.
Bu tenglama ham yordamchi parametr kiritish bilan sodda
integrallanadi:

dy _
& T
Bunda
y=xp(p)+y(p) (2)

(2)-tenglamani x bo‘yicha differensiallab:

P=wfp)+[.tw'(m+w'tm]j: yoki .!’—ﬁp)=[xw'(p)+w'{.vl]3f (3)

(3)-tenglama p ning p-@(p)=0 shartni ganoatlantiruvchi har bir
P = Py=const qiymatlarida ayniyatga aylanadi. Bunda

y=x9(p,)+¥(p,)
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a ¢(p) _ vip)
dp "~ p-o(p) p-e(p)
differensial tenglamadir.

Masalan: Differensial tenglamani yeching: y=x(»') +(»).

(3)-tenglamadan Bu x=x(p) ga nisbatan chizigl

Yechish: y' = p deb y=xp"+ p’. Bu tenglamani differensiallab
3 dp
=p " +|2xp+2p|—.
p=p +[2xp+2p] -
dx 2 2

Bundan, -—x= . Demak, differensial tenglamani hosil
dp t-p l-p
3 I.\-' —rp: + p“
gilamiz. Uni integrallab, x:—h( £ ¥ ][__h e sistemadan  p
Jr = ]
(p-1)

ni yo‘qotib, _1'—-((."J,\-+])? tenglamaning umumiy yechimini hosil

gilamiz. y=0 tenglamaning maxsus yechimidir.
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13. Yuqori tartibli differensial tenglamalar.
Yugqori tartibli chizigli differensial tenglamalar

Ta’rif. n-tartibli oddiy differensial tenglama deb Fx, v,
y'"...y")=0 ko'rinishdagi tenglamaga aytiladi, bu yerda x erkli
o‘zgaruvchi, y izlanayotgan funksiya, y'y",....»" birinchi. ikkinchi va
h.k. n-tartibli hosilalar.

n-tartibli hosilaga nisbatan yechilgan tenglamani quyidagicha
yozish mumkin: y™=fx, y, ¥'..." ¥) n-tartibli tenglama uchun ham
mavjudlik va yagonalik teoremasi orinli.

Teorema. Agar - f(xyy..»"") tenglamada f(xy.y...»"")
funksiva va uning yv,y....»""" argumentlari bo‘yicha xususiy hosilalari
X=X ¥ = Voo ¥ = ey = 3 ' qiymatlarni 0*z ichiga oluvchi biror sohada
uzluksiz funksiyalar bo‘lsa, tenglamaning
(1) = yar ¥ (x) = ¥ouen ¥ (%) = 3" shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi
mavjud va yagonadir.

(%)= v, (%) = ¥ae " (x,) = 1" boshlang®ich shartlar deyiladi.

Tenglamaning berilgan boshlang*ich shartlar bilan yechimini
gidirish masalasi Koshi masalasi deyiladi.

Ta'rif. Tenglamaning umumiy yechimi deb shunday
y=@(x.c.0nc.) funksiyalar to‘plamiga aytiladiki, ular c¢.c,,..c,
o‘zgarmaslarming ixtiyoriy qiymatida tenglamani qganoatlantirib,
boshlang*ich shartlarga bo*ysunsa.

Ta’rif. Tenglamaning xususiy yechimi deb ¢ .c....c,
o‘zgarmaslarning tayin  ¢;.c'....¢’  qiymatlaridagiy = p(x.c. ¢ .c®)
funksiyasiga aytiladi.
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Tartibi pasayadigan yuqori tartibli differensial tenglamalar.
Bevesita integrallash

L. y"=r(x) ko‘rinishidagi tenglamalarni bevosita n marta x
bo‘yicha integrallash yordamida umumiy integrali topiladi.
= :[f(x}rin 6. = ‘f“f(x}dt }ir re (3= %)+ ¢

L AR

__' i (-I(.t—_rn)']+¢':(t-'_.tu)':+
P 1y P TR P T

Masalan: Diferensial tenglamani yeching: y*¥ = sin x.
Yechish: Berilgan tenglamani bevosita to‘rt marta ketma-ket
integrailab umumiy yechimni hosil gilamiz:
[t dx = fsinxdx+c,,
¥(x)=-cosx+C,, I(_r'tx))dx - j[ ~cosx+C)+C;,
Yix)=—sinx+Cx+C,, y'(x)=cosx+C, "_) +Cx+C,
3

; Y 1 5
wx)=sinx+C, A +(, z +Cox+C,.

II. »*“ A .x) ko‘rinishidagi tenglamalarni ' -p(x) deb,
tartibini  bittaga pasaytirish  mumkin: p'=f(x.p). Bu tenglamani
integrallab p=p(x,c;) umumiy yechimni topamiz. v = p(x)
munosabatdan esa y= [p(x.c)dx+c, umumiy integralni hosil gilamiz.

Masalan: Diferensial tenglamani yeching: »" = y'ergx .

Yechish: Faraz qilaylik, p=y'. U holda 3" =0")' =p', berilgan

tenglamani ko‘rinishi p' = pergr, p#0 bo‘lsin. % - cgr ax yoki % - 450
z o sinx
hadma-had integrallab, iy -msmx+Inc,, bu yerda ¢c1 > 0 yoki p = ¢
sinx.
p = 0 tenglamaning yechimi bo*lgani uchun, uning ixtiyoriy yechimi
P = €1 sinx, ¢ IXtiyoriy son.
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p= i bo*lgani uchun dy = ¢ sinx dx.

Oxirgi tenglikni integrallab y = - ¢1 cos x + 2 umumiy yechimni
hosil gilamiz.

L. » = f(y.»)ko'rinishidagi tenglamalarni  y'= py»  deb,
tartibini bittaga pasaytirish mumkin. Lekin, bunda
dy _dp_dpdv _dp
dv' dx dydv dx
Bu tenglamani integrallab, p=p(v.c;) umumiy yechimni topamiz.
v'=pty) munosabatdan esa umumiy integralni hosil gilamiz.

p. U holda pj" = f(x.p)tenglamani hosil qilamiz.
fv

Masalan: Ko‘shi masalasini yeching: 3"+ 23" = 0,3(0) = 2,'(0) = 4.

Yechish: y’ = p almashtirishdan keyin, bunda p’ ‘;‘: va _,-‘_-pj’:_ .

@ -0 yoki

p(v) ga nisbatan birinchi tartibli tenglamani olamiz:

dp _ : .. 4 o .

d}-ﬂz_v. Bundan p ni topamiz: ;-;—-2}'.-[11';)"-}2)!1)’*(,, p=-y' +C,.

Demak, y -=-»*+C,. Bunga boshlang‘ich qiymatlarni qo‘yib —4=-

4+C1=>C=0. Demak, y'=-»", d_:-: =dx 1 =X y= l(' . Boshlang'ich
=¥ ¥ XA+hy

3 L e 1 . __]
shartni qo'yib 2 - Y R

2

x+1

Shunday qilib xususiy yechim y - -

Chizigli, bir jinsli differensial tenglamalar yechimining
xossalari

Ta’rif. Ikkinchi tartibli oddiy differensial tenglama deb,
Flx.3.).)")=0 )
ko‘rinishdagi tenglamaga aytiladi. Bu yerda, x — erkli o’zgaruvchi, y -
izlanayotgan funksiya, y’.y" — birinchi va ikkinchi tartibli hosilalar.
Masalan, y"+yy"— xy’ — cox x=0
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Yy xy'+xicos y=0

kabi tenglamalarni keltirish mumkin.

Ikkinchi tartiblihosilaga ~ nisbatan  yechilgan  tenglamani
quyidagicha yozish mumkin: "= flxry) )

Ikkinchi tartibli tenglama uchun ham mavjudlik va yagonalik
teoremasi o°rinli.

2-teorema {Koshi teoremasi). Faraz qilaylik, f{x»y) va uning
xususiy hosilalari f7 va 7 {x,y.»'} o'zgaruvchilar fazosining D sohasida
uzluksiz bo‘lsin. U holda ixtiyoriy ichki s, (x,, y,.») €D nuqta uchun (2)-
tenglamaning quyidagi shartlarni qanoatiantiruvehi yechimi mavjud va
yagona;
X =Xos Vergy = Voo y;xu)z}’;) 3)

Geometrik puqtayi nazardan bu teorema ox¥ koordinata
tekisligining (x,,3,) nugtasi orqali o‘tuvchi va burchak koeffitsientda y;
bo‘lgan yagona integral chiziq mavjudligini anglatadi.

{3)-shart boshlang‘ich shart deyiladi, (2)-tenglamaning berilgan
boshlang‘ich shartlar bilan yechimini qidirish masalasi Koshi masalast
deyiladi.

D sohada (2)-tenglamaning umumiy yechimi deb shunday
y=glx.c,c,) funksiyalar to‘plamiga aytiladiki, ular ¢,.c, o‘zgarmaslarning
ixtiyoriy giymatida (2)-tenglamani qanoatlantirib (3)-boshlang‘ich
shartlarga bo‘ysunsa.

(2)-tenglamaning xususiy vechimi deb ¢.c, 0‘zgarmaslarning
tayin ¢°,¢{ qiymatlaridagi y=¢fx,c{.c!) funksiyasiga aytiladi.

Ta’rif. Ikkinchi tartibli chiziqli differensial tenglama deb
¥+ plx)y’ +qlx)y = £(x)
ko‘rinishdagi tenglamaga aytiladi. Bu yerda, y — izlanayotgan funksiya,
plx)alx), £(x) - biror («,5) intervalda aniglangan, uziuksiz funksiyalar.
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Agar 7(x)+0 bo‘lsa, u holda ikkinchi taribli, chizigli, bir jinsli
tenglama deyiladi. Agar f(x)=0 bo'lsa, u bir jinsli bo'lmagan chizigli
tenglama deyiladi. l

Berilgan tenglamada p(x) va g(x) funksivalar o*zgarmas bo‘lgan
holini garaymiz. Bunday tenglamalar o‘zgarmas koeffitsientli chiziqli
tenglamalar deyiladi.

Demak, y"+py"tqv=fix)
ko'rinishdagi tenglamalarni qaraymiz, bu yerda p va 4 ixtiyoriy haqiqiy
sonlar.

Ushbu chizigli, bir jinsli ¥"+ 2" +q =0
tenglamani qaraymiz. p va ¢ haqiqiy sonlar.

Ta’rif. Agar »"*2'+9 =0 tenglama y (x).y.(x) vechimlarning
chizigli kombinatsiyasi: ¢,y (x)+c,5.(x) fagat ¢ =c,=0 bo'lgan
holdagina o°rinli bo°lsa, u holda ular chizigli-erkli, aks holda chizigli
bog lig deviladi.

Teorema. Agar y(x) va v,(x) y"+py'+qy—0
tenglamaning chizigli-erkli yechimlari bo'lsa, u holda y(x)= v (x)+y,(x)
ham bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi bo‘ladi.

Teorema. Agar  j,(x) va ».(x) y"tpy'tgy—0 tenglamaning
chizigli-erkli vechimlari bo‘lsa, u holda y(x)=ay (x) va »(x)=c.y,(x) lar
ham bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi bo*ladi.

Teorema. Agar y"+py'+qy=0)

w(x) va y.(x) tenglamaning chizigli-erkli yechimlari bo'lsa, u holda

)=+ 0:) bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi bo*ladi.
n-tartibli chizigli differensial tenglama deb quyidagi korinishdagi

tenglamaga aytiladi: 3 + p_,(x)3™ " + 4 p (I + pulx)y = f(x).

Bu yerda, f(x).p,(x).....p, ,(x) —(a.b) da berilgan uzluksiz funksivalar.

(n 1)

L [T] = -VI:M P X))y E R Pl{-\-)'.l"‘r +po(x)y
deb belgilasak, gisgacha ushbu tenglamani hosil gilamiz: 2[y]- 7(x).
Unga mos bir jinsli tenglama esa 1[y}- 0 ko'rinishda bo*ladi.
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Teorema. ¥ p YT ek p()Y + p(0)y = f(x) tenglama
(a.b) kesmada y(xo)=yo, v'(x0)=y"0, ..., ™ V(xo)=ya™ "
boshlang*ich shartlarni qanoattantiruvchi yagona yechimga ega.
Teorema. Agar P, Y3 (g ¥ (%) funksiyalar
ty]=otenglamaning yechimlari bo‘lsa, ularning chizigli kombinatsiyasi
R e+ () ham shu  tenglamaning umumiy yechimi
bo*ladi.

Vronskiy determinant

Ta’rif. ¥ (x) va v(x) funksiyalar uchun
W(v.r.)="" "7 =yy -y, Vronskiy determinanti yoki berilgan

funksiyalarning Vronskiyani deyiladi.

Teorema. Agar y/(x) va »(x) [a;b] kesmada chizigli bog'liq
bo*lsa, u holda bu funksiyalarning Vronskiy determinanti nolga teng.

Teorema. Agar y"+py+qy=0 tenglamaning y(x) va ()
yechimlaridan tuzilgan w(y,.v.) Vronskiy determinanti tenglamaning
koeffitsientlari  uzluksiz bo‘lgan [a;b] kesmadagi biror x=x
giymatida nolga teng bo‘lmasa, u holda u bu kesmagi x ning hech
bir giymatida nolga aylanmaydi.

Teorema. Agar y"+py"+qgy—=0 tenglamaning y(x) va j.(x)
yechimlari [acb] kesmada chizigli-erkli bo’lsa, u holda bu
yechimlardan tuzilgan W(y,».) Vronskiy determinanti berilgan
kesmaning hech bir nuqtasida nolga aylanmaydi.

Ta’rif. YU p 0y bt p oy pu)y =0 tenglamaning
fundamental yechimlar sistemasi deb, uning n ta y(x),y,(x).. 0, (x)
chizigli-erkli yechimlar sistemasiga avtiladi.

Ta’rif. Agar y(x)y(x)...».(x) funksiyalar (=-1) tartibgacha
hosilalarga ega bo‘lsa, u holda ushbu m-tartibli determinant
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B )0 o)
Vronskiy determinanti (Vronskian) deyiladi va  w() yoki
Wly.--- »,. | kabi belgilanadi.
Teorema. V7 p oy
v(x} v, (x)....».(x) yechimlari chizigli-erkli bo‘lishi uchun ulardan

bt p (0 + p(x)y =0 tenglamaning

tuzilgan Vronskiy determinanti noldan farqli bo*lishi zarur va yetarlidir.
Natija: Agar (a,5) ning bitta x, nuqtasida w(x,)= 0 bo‘lsa, ular (a.»)
da chizigli-erkli sistemani tashkil etadi.

O*zgarmas koeffitsientli, chizigli, bir jinsli differensial
tenglamalar
Ta’rif. 2 [y]=»" 4 p, y" V4t py’+ py =0
ko'rinishdagi tenglamalarga o'zgarmas koeffitsientli, chizigli, bir jinsh
differensial tenglamalar deyiladi, bu yerda p, =i-0l...n-1 0'zgarmas
sonlar.

Bu tenglamani yechish uchun uning fundamental yechimlari
sistemasi, ya'ni n ta chizigli-erkli y,(x)».(x)....».(x) yechimlarni topish
kerak. U holda uning umumiy yechimi y=cyi(x) + ... +¢nyn(x) ko'rinishda
bo‘ladi. Bu yerda, cifi=1,2,....n) ixtiyoriy o*zgarmas sonlar.

Xarakteristik tenglama. Fundamental yechimlar sistemasi

Jn) (-1}

YU AP (x)y
tenglamaning xususiy yechimlariniy =e", & - const ko'rinishda izlaymiz.
U holda ¥ =ke",»' = ke o 3" = k"

Bularni tenglamaga qo‘yib Lafe™] =" [K'+pn-1k"
Lt .. +pik+po]=0
Bu yerdan ¢* 0 bo‘lgani uchun "+ p_ k"' +..-4 pk+ p, =0.

+oook p )y + py(x)y =0
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Demak, agar & k"+p, k" ++phk+p,=0 algebraik tenglamaning
yechimi bo‘lsa, y=e¢" funksiya ™ +p 0y ++p(x)y + py(x)y =0
tenglamaning xususiy yechimi bo‘ladi.

Ta’rif. Kap k" bk ph+p, =0 algebraik tenglama
PV 4o " r ek pOOY + Pty =0
tenglamaning xarakteristik tenglamasi deyiladi.

Xarakteristik tenglamaning ildizlari uchun quyidagi hollar bo‘lishi

mumkin.

1-hol. &,k,,...k, turli haqiqiy ildizlar bo‘lsin. U holda n ta

ek.x, e.t,x,.”,e.t_r
funksiyatar bir jinsti tenglamaning yechimiari bo‘lib, {(~«+0) da
chizigli-erkli sistemani tashkil etadi. Shuning uchun, bir jinsli

tenglamaning umumiy yechimi  y= iqe*" funksiyadir.

Agar birorta &, kompleks son {, =a+ig. g=0) bo'lsa, qolgan
sonlar orasida unga qo‘shma bo‘lgan % =a-ifs=,; son mavjuddir.
Kompleks "¢ funksivalar bir jinsli tenglamaning yechimi

bo*lgani uchun %[e“"""" +elemh ]: e s fx  va %[e[""ﬂ)‘ — glemiak ]= 2™ sin Bx

funksiyalar ham bir jinsli tenglamaning yechimi bo‘ladi (bu verda,
Eyler formulasi ¢** =cosx+isinx dan foydalaniladi).

Bu holda ©"-¢"s-e oos fi....e® Si""5“‘"’e"'xyﬁ:chimlar sistemasi
ham chiziqli-erkli ekanligini ko‘rsatish mumkin.

Masalan 1. Tenglamani yeching:y"—5y'+4y=0.

Yechish: Bu differensial tenglamaning xarakteristik tenglamasi
ushbu ko‘rinishda bo‘ladi: £* -5k+4=0,
[idizlari haqiqiy va turlicha & =t 4,=4. Demak, bu tenglamaning
umumiy yechimi ¥ =€ +ee'
Masalan 2. Differensial tenglamani  vyeching: y"-2y"—

-y +2p=0.
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Yechish: Bu  differensial  tenglamaning  xarakteristik

tenglamasi.
1 —-2k" -k +2=0 ya'ni, (k—2){ -1)=0 bo’ladi.

Bu algebraik tenglamaning ildizlari & =2k =Lk =-1. Bu
ildizlarga mos keluvchi yechimlar: cie”, cz¢®, cse™

Berilgan differensial tenglamaning umumiy yechimi yx)}=
cre®+cae*+cse ko‘rinishida bo‘ladi,

2-hol. &, xarakteristik tenglamaning » karrali ildizi bo‘lsin.

Bu holda ¢**,xe"",...,e""e" funksiyalar bir jinsli tenglamaning
ixtivorily (a.#) da chiziqli-erkli yechimlari bo‘ladi.

U holda bir jinsli tenglamaning fundamental yechimlari sistemasi

ol kx kgt A oax

o fx kr
L,xe, ., 0 e e, e,

quyidagicha boladi: €

Masalan 1. Diferensial tenglamani yeching: 7 -6y +9y=0.

Yechish: Xarakteristik tenglama i*6k+9=0 yoki (x-3) =0,
ya'ni karrali yechimga ega: k=4 =4=3. Bu bir jinsh tenglamaning
 umumiy yechimi

y=e"(c, +c,x)

Masalan 2. Diferensial tenglamani yeching.
Y+ 4pT 48y +8) +4y=0.

Yechish: Xarakteristik tenglamani ko‘paytuvchilarga ajratib

A48 +82 +84+4=0, (£+24+2°=0
xarakteristik tenglamaning yechimlari A =4, =-1+4, 4, =4, =-1-4.
Demak, umumiy yechim y,,, = *(C, cos x + C,xcosx + C, sin x + Coxsinx)}.

3-hol. Agar & -m karrali kopmieks ildiz bo'lsa {k, =a+ig.8#0),
u holda unga qo‘shma bo‘lgan » karrali % =a-ig ildiz mavjuddir.
Qofshma  §  ildizga quyidagi  yechimlar mos  keladi:
er",xe;”,...,x”’"e;“‘.

Bularnt mos ravishda qo*shib, ayirib, 2 ga bo‘lib, quyidagi 2 ta
haqiqiy funkstyalar ststemalarini olamiz:
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e™ cos Ax,xe™ cos K, ..., x"'e™ cos fix
e™ sin fx,xe™ sin f,...,x" 'e™ sin fx
Sistemadagi kompleks funksiyalami bu funksiyalar bilan
almashtirilsa, yana chizigli-erkli sistema hosil bo‘ladi.
Masalan 1, 37-2y'+2y=0.
Yechish: Ushbu  tenglamani  xarakteristik  tenglamasi
k' —2k+2=0bo'lib, yechimlari: & =1+ik, =1-i, bu yerda i=/_1
mavhum birlik. Umumiy yechimning ko‘rinishi esa

y=e"(¢gsinx+c,co5x
1 2

Masalan 2. Diferensial tenglamani yeching: y"-8y=0.
Yechish: Ushbu tenglama: &’ —8 =0 ildizlarini topamiz:
(k—20k? —2x+4)=0k =2, &k, =12i3

Demak, umumiy yechim » = Cie** + (Cl cos+/3x + C,sin \ﬁx)e‘ )

O‘zgarmas koeffitsientli, chizigli, bir jinsli bo*lmagan differensial
tenglamalar. Tanlash usuli

O‘zgarmas koeffitsientli, bir jinsli bo‘lmagan differensial
tenglamalarning yechimini topish quyidagi fundamental teoremaga
asoslanadi.

Teorema. Bir jinsli bo‘lmagan ¥ + p,,(x)p" ™+t p(x))y'+

+ po(X)y = f(x)
n-tartibli, chizigli differensial tenglamaning umumiy yechimi, uning
xususiy yechimi va unga mos bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi
yig‘indisidan iborat. Tenglamaning xususiy yechimini tanlash usulida
topishda quyidagi hoHar bo‘lishi mumkin.

1-hol. Umumiy holda, xarakteristik tenglama § karrali nol ildizni
o'z ichiga olsa va bir jinsli bo‘lmagan tenglamaning o‘ng tomoni n-
darajali p,(x) ko‘phad bo‘lsa, tenglamaning xususiy vechimi o (xk’
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ko‘rinishda qidiriladi. Bu verda, ¢,(x) n-darajali o*zgarmas koeffitsientli
ko‘phad. v

Masalan. Differensial tenglamani yeching: y*-5y'+4y -8,
Yechish: Unga mos bir jinsli tenglamaning umumiy yechimini topamiz:

y=ce" +ec,

O'ng tomonning ko‘rinishidan kelib chigib. ushbu bir jinsli
bo‘lmagan differensial tenglamaning xususiy yechimini 5-¢
ko‘rinishda gidiramiz. Bu ifodani tenglamaga qo‘vsak, -2 bo‘ladi.

Demak. tenglamaning umumiy yechimi: Ax)=ad 1ag™ 42,

2-hol. Umumiy holda, bir jinsli bo*Imagan tenglamaning o‘ng
tomoni 2 (x)¢~ ko‘rinishda bo‘lsa, uning xususiy  yechimi
F(x)-x'0.(x)e korinishida qidiriladi, «xarakteristik tenglamaning
ildizi, s uning karraligi.

Masalan. Diferensial tenglamani yeching: "+ ' 6y =xe™.

Yechish: y" + y' — 6y - 0 tenglamaning umumiy yechimini topamiz.

Bik-6=0,k=-3, k,=2. y,=Ce ™+ Ce™
k, = 2 xarakteristik tenglama ildizi bolgani uchun xususiy yechimni
Yo ={Ax + B)-ze™
ko'rinishida izlaymiz. Hosilalarni hisoblab tenglamaga qo“yamiz:
i =(24x + B+24¢* +2Bx) €™,
¥ = (24+ 2B+ 44x + 4dx + 24x + 44x* + 4Bx)e™
24+ 4B+ 8Ax +4Bx + 4A4Ax* +2A4x + B+ 2Bx + 2 Ax* —6Ax* —6Bx =x
24+5B+8Ax=x.

1
A==
(84 =1 8
<[2A+SB=0 —
20
. . ¥ X o St —2x
Demak. xususiy yechim ». —[ : 2{}] B
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2 —
U holda umumiy yechim y=Ce™ +Ce™ + Me“ko‘rinislﬁd&i

40
bo‘ladi.

3-hol. Tenglamaning o‘ng tomoni P {x)e™ cos fx+Q, (x)e™ sin fx

bo‘lib, a+ig xarakteristik tenglamaning s karrali ildizi bo‘lsa, uning
Xususiy yechimi y=x [U_ (x)e™ cos Bx +¥_(x)e™ sin ﬁx] ko‘rinishida
gqidiriladi. By yerda, U {x)va ¥, (x)-P{)va O {x) ko'phadlarning
umumiy ko‘rinishi.

Masalan. Diferensial tenglamani yeching: »*+y =sinx.

Yechish: y"+y =0 tenglama umumiy yechimini topamiz:

B+1=0, k=i k=—i.
+i xarakteristik tenglamaning ildizi bo‘lgani uchun xususiy yechimni
. =x{Acosx+Bsin x)

ko‘rinishida izlaymiz. Xususiy yechim hosilalarini  hisoblab,
tenglamaga qo‘ytb va mos hadlarni tenglashtirib, noma’lum
koeffitsientlarni topamiz.

¥, =(A+Bx)cosx+(B+Ax)sinx, y!=(2B- Ax)cosx—(24+ Bx)sinx .
(2B— Ax)cos x—(24+ Bx)sin x+ Axcosx+ Bxsinx =sin x,
2Bcosx—24siny =sinx,

{23:0 A=——I-
2

—24=1, B=0

X
Demak, xususiy yechim ». =— o CO8¥

U holda umumiy yechim y=C cosx+C; sinx—%cosx ko‘rinushida bo‘ladi.

156



O‘zgarmas koeffitsientli, chizigli-differensial tenglama sistemalari

Odatda, differensial tenglamalar sistemalari qaralayotganda,
funksiya argumentlari ¢ orqali, noma’lum  funksiyalar esa
x, (1).x, (1),---, x, () orqali belgilanadi.

Ta’rif. Ushbu

B o £ 2 1)o@ 2D

o'r

dx, . ;
| o Sl x (), x, (1), x, (1)) (1)
?: = fi(r.x, ()%, (0, x, (1)

ko'rinishdagi  tenglamalar sistemasiga differensial tenglamalar
sistemasi deyiladi. (I)-tenglamaning

xlu n -r] (:ll )v‘x)_{l - ""I’ (rlil )’“ "xan = ‘tu(!n) (2)

shartlarni qanoatlantiruvchi yechimini topish masalasi boshlang ‘ich
shartli masala yoki Koshi masalasi deyiladi. (2)-shartlar boshlang ‘ich
shartlar yoki Koshi shartlari deyiladi.

Teorema. (yechimning mavjudligi va yagonaligi). Agar
Li(t, x5 (0, x, (), x,(2)) (i=1,2,...,n ) funksiyalar va  barcha
A, x (1) x, (1), x, (1) ”

e
X,

1,2,...m.j—=1.2....n) Xususiy hosilalar

boshlang‘ich qiymatlarning atrofida uzluksiz bo‘lsa, u holda (1)-
tenglamaning (2) shartni qanoatlantiruvchi yechimi shu  atrofda
mavjud va yagonadir.

Ta'’rif. Agar differensial tenglamalar sistemasi barcha
noma’lum funksiyalar va ulaming hosilalariga nisbatan chizigli
bo‘lsa, u holda bunday differensial tenglamalar sistemasi chizigli-
differensial tenglamalar sistemasi deyiladi.

Ta’rif. Ushbu
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Ex_l= a,x (f)+a,x O+, x, (1) + £,(2)

Fris

FG o ()4 s (D ooty %, () + £,(F)

dr 2141 227%2 2a “*n z (3)
L o a5 () + a0 4+ a, %, + £,

ko‘rinishdagi  differensial tenglamalar  sisternasiga  o‘zgarmas
koeffitsientli, chizigli*differensial tenglamalar sistemasi deyiladi. Bu

yerda, a,—const{i= 1, 2u,j=. ., n sistemaning koeffitsientlari
deyiladi.
Quyidagi belgilashlarni gabul qilsak,
dx,
dy Gy - Q) x A ud
d, 4 a Xx. fI ax ax
A= 21 22 v 2n X = 2 , F= 2  — =
dt
@, W, - A, x, I, dx.
dt
u holada (3)-sistemani
X o AXF )
dr
matritsaviy ko‘ninishda yozish mumkin.
Ta’rif. Agar (4)-sistemada F=0 hosil bo‘lgan
dX
=~ AX (5)
sistema (4)-sistemaga mos bir jinsli sistema deyiladi.
%5 ayxq () tapx, )+ -+a, x,(#)
‘%3 @ % () + @y X, () + -+ ay, %,(7) (6)

% = @ X {@)+a, ,x, () +---+a_ x (&)

Kursimizda chizigli-differensial, bir jinsli, o‘zgarmas
koeffitsientli differensial tenglamalar sistemalarini ©‘rganamiz.
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Bir jinsli yoki bir jinsli bo‘lmagan o°‘zgarmas koeffitsientli,
chizigli-differensial  tenglamalar sistemasini  bitta yuqori tartibhi
o‘'zgarmas koeffitsientli, chiziqli—d{fferensial tenglamaga  keltirib
integrallash usuli qulay hisoblanadi.

Soddaligi uchun bu usulni ikki noma’lum funksiyali, bir
jinsli, o‘zgarmas koeffitsientli, chizigli-differensial tenglama uchun

o‘rganamiz.
Bu sistemaning ko‘rinishi quyidagicha:
fgi = a,x,()+a,,x,(f)
(7)
dx, ) )
-;j;— =da,x(t)+a,;x, (1)

Sistemaning birinchi tenglamasini ¢ bo‘yicha differensiallab,
quyidagiga ega bo‘lamiz:

d’x, dx, (1) dx, (1) x(1)
Y L " dt dt @

] dx, (¢ x, (1) ) . ; L. .
(8)-sistemada :}; ) va - ?dt hosilalarni (7)-sistemadagi ifodalarni
qo'yib:

{1;"‘-l 2 . . . . .
'd}r} L=(a;, +apa, ) (O + () a,, +aa)x (L)
p o “x
}'Okl d.t‘zl =b,x, (1) + b,x, (1)
dx,
d—; =a,, (1) + a,,x, (1)
‘h_f' = b, 3%, (1) + by x, (1)
dt
i dy Ay ; ”
sistemada =L . |* 0 bo'lsa, u holda bu sistemani
11 12

x, (1) va x,(r) noma’lumlarga nisbatan yechish mumkin. Bunda

5 i dx, d’x, ; ;

X, (#) va x,(¢) noma’lum funksiyalarga - va s hosilalar orqali
[¢ [ e

chizigli ifodalanadi.
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dx, d’x

[ Lt b 9
x{t)y=a—= 2 dr (9)
dx,  ,d?
x ()=c Tt +d d::l (10)

(9) x (» funksiyaga nisbatan ikkinchi tartibli, bir jinsh, o‘zgarmas

koeffitsientli, chizigli-differensial tenglamadir. Uni yechib
x, () funksiyani hosil gqilamiz. Topilgan x () funksiyani ikkinchi
tenglamaga qo‘yib x,() funksiyani hosil gilamiz.

dx,
I "311 =+ 2x2

%:4):1 + 5x,

Masalan. Tenglamalar sistemasini yeching:

Yechish: Sistemaning  birinchi  tenglamasini ¢ bo‘yicha
differensiallab, quyidagiga ega bo‘lamiz:

a’ dx ax.
d::L =34+ d: =3(3x, +2x5,) + 2(4x, +5x5,)=17 x, +16x;, .
& =3x, +2x,
dr
d*x
a’zzl =17x, +16x,
sistemani x, (5) va x,(z) noma’lumlarga nisbatan yechib:
2
dx g% _ g,
dt dr
2
3 4% ax _ 14.x,
dt ot
Birinchi tenglamani yechib
brd
% _ ‘b“ +7x, =0.
dr’

K —8k+7=0,k =1,k ,=7.
x(t)=Ce +C,e”".
Topilgan x,¢) yechimni ikkinchi munosabatga qo'yib x,(
noma’lum funksivani hesil gilamiz:
x%,(1)=—-Cée +2C,e™.
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Bir jinsli, o‘zgarmas koeffitsientli, chizigli-differensial
tenglamalar  sistemasining  fundamental yechimlar  sistemasini
bevosita ham topish mumkin.

Buning uchun

dx
d; =a,x)+a,,x, () +-+a, x,(t)
dx,

“=dyx(f)+dpx, () +-+a,, x (1t

3t 21 1() 23°%2 a, (1) (6)
e R RO ¢ E T
= K Ay bt s

df nal"1 n2 2 L P i ]

tenglamalar sistemesi yechimlarini x, = ¢,¢” . x, =, ¢" .....x, =a,e"

ko‘rinishida izlaymiz. (Bu vyerda, «, a.....a, O'zgarmas sonlar).

Ulami (3)-sistemaga qo‘yib , € ga bo’lib va barcha hadlami

tenglikning bir tomoniga yig*ib, quyidagi sistemani hosil gilamiz:
(a, — k), +a o, +---+a, a, =0

ago + (as—R)as +:--+a; e, =0

’ (11)

A0+ d a0 ot (a,, - k)a, =0

Bu bir jinsli tenglamalar sistemasi noldan fargli yechimlarga
ega bo'lishi uchun uning determinanti noldan farqli bo‘lishi kerak:

dy kl dy; ay,
., =Kk  as,
=0 (12)
‘ln! a’n_‘_ u’nn k

(12)-tenglama  (6)-sistemaning  xarakteristik  tenglamasi
deyiladi.
Quyidagi hollar bo‘lishi mumkin.
1-hol. Agar (12)-xarakteristik tenglamaning & (i =1,2....n) ildizlari
haqigiy va turli bo‘lsa, ularni ketma-ket (11)-sistemaga qo‘yib.,
ularga mos «/(i=12,...nj=12...,n) giymatlar topiladi va ularni
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izlanayotgan yechim ko‘rinishiga qo‘yib, sistemaning n ta xususiy
yechimlari hosil gilinadi.
x =af”el" X =ai‘”e’t",...,x:”=o::‘”e*" (j=12,..m) (13)

Bu yerda, quyl indeks noma’lum funksiya nomeri, yuqort
indeks yechim nomerini anglatadi. Odatda bu yechimlarga
sistemaning fundamental yechimlar sistemasi deyiladi.

Bu yechimlami matritsaviy ko‘rinishda

X!. _ A”’e"’,Xz =A(2)e*z’r",X!-”) =A'(JVJ8»U_

Bu yerda,
a]{.l‘}
o
o
A= T2 =12, .,
o
& _ x+2y
Masalan. Sistemani yeching: :‘ )
& 4x+3y
dr
Yechish: Berilgan sisiemnaga mos xarakteristik tenglama
s . -k 2 .
quyidagicha bo‘ladi PR L yoKi &* ~4k -5 =0,

Bu tenglama ildizlari & =-1, &, =5. Ularga mos yechimiar esa

= " g
xn=a'e,y=a,e
¥ =a{2]eSf s }’ =a(2)85;

2 2 1 2
x =aV%”, y =ai’¢” yechimlarni berilgan sistemaga qo‘yib
H_ M (1
{—a,‘ ! = +2a,

H i _ i}
_G£IP=46!:2J+3G{2” yoki o, =
Demak, x, =Ce™ , y =—Ce" , G =al’.

x =a?e,y =a®e yechimlami berilgan sistemaga go‘yib

a? =2a'® ekanligini hosil gilamiz.
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Demak, x; =C,e* , ¥, =2C,¢* , C =a,‘*‘: .
Sistema chizigli bo‘lgani uchun sistemaning umumiy yechimti
x=Ce” +('2('5J <
y=—Ce" +2C,e"
ko'rinishida bo*ladi.
2-hol. Agar xarakteristik tenglama » karrali k ildizga ega
bolsa, u holda sistema yechimlari quyidagi ko‘rinishda izlanadi:

X(0)=(4"+A4"1+..+ 40" )ev, (14)
Bu yerda,
a::‘}
a |
AN =) ] ,a)’ — const.
at! )
. AT
- . . dt
Masalan. Sistemani yeching: | .
——= x+3)
dt
Yechish: Sistemaning xarakteristik tenglamasi
1-k  —1 I: 3
i 3-k |
yoki
K4k +4=0.

Bu tenglama ildizlari & =k, = 2.
Demak, yechimni
x=(a, + e
ko‘rimshida izlaymiz.
Yechimlarni berilgan sistemaga qo’yib
2o+ i+ 2ft = + Pt —a, - it
bundan esa fi2= - £, o= — a- B
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Bu yerda, a; va B; ixtivoriy o‘zgarmas sonlar bo‘lgani uchun ularni
mos ravishda C;va C> orqali belgilab, quyidagi umumiy yechimga
ega bo‘lamiz
x=(C, +Cil)e"
{y =—(C,+C,+C,r)e”.
3-hol. Agar xarakteristik tenglama &k -p+ig ildizga ega
bo'lsa, u holda unga mos

X, =AY
yvechimni  ikkita hagiqiy yechimga: shu ildizga mos kompleks
funksiyaning haqigly va mavhum gismidagi funksiyalariga
almashtirish mumkin.
o x—5y
Masalan. Sistemani yeching: ;:’
—=2x=)
Lt
Yechish: Sistemaga mos Xarakteristik tenglama
R yoki k* +9=0.
2 —1-k |

Bu tenglama ildizlari k ,=43.

. L x=a e
Demak, yechimni {}‘-a: i
ko‘rinishidan izlaymiz. Bularni sistemaga qo‘yib (1-3i)a, - 5a;, =0.
Bu tenglamani. masalan. ¢, =5, «, =1-3i yechimlar ganoatlantiradi.
[x=5¢" =5(cos3t+isin3r)

e, i)':(l ~3i)e™ ={1-3i)(cos3t +isin3t).
Bu yechimlarning haqiqiy va mavhum qismlari berilgan sistemaning
yechimlari bo‘ladi, ularning chiziqli kombinatsiyalari esa umumiy
yechim bo‘ladi:
x=5C, cos3t+5C, sin3¢
{,r=('{[ms}! +3sin3t) + C, {cos3t —3sin31).
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Igtisodiyotda differensial tenglamalar apparati

Differensial tenglamalar nazariyasini igtisodiy jarayonlarning
modellarida go‘llanishiga deir misollarni gqaraymiz, bu yerda erkli
o‘zgaruvchi bo‘lib ¢ vaqt ishtirok etadi. Bunday modelfar uzoq vaqt
mobaynida igtisodiy sistemalar evolyutsiyasini tekshirishda foydalidir,
ular igtisodiy dinamikani tahlil etishning asosini tashkil etadi.

Ishlab chigarishning tabiiy o‘sish modeli
Birinchi tartibli differensial tenglamalar.

Faraz qilaylik, qandaydir mahsulot p narx bilan sotiladi, Q)
funksiya r vaqt mobaynida ishlab chigarilgan mahsulot migdori
o‘zgarishini bildiradi desak, u holda vaqt davomida pQ(t) ga teng
daromad olinadi. Aytaylik olingan daromadning bir gismi mahsulot
ishlab chiqarish investitsiyasiga sarf bo‘lsin, ya'ni

1e)=mpQhe). ey
Bu yerda, m investitsiya normasi, o‘zgarmas son va S<m<t.

Agar bozor yetarlicha ta’'minlangan va ishlab chigarilgan
mahsulot to‘la sotilgan degan tasavvurdan kelib chiqilsa, ishlab
chigarish tezligining yana oshishiga (akselatorga) olib keladi. Ishlab
chiqarish tezligi esa investitsiyaning o‘sishiga proporsional, ya’'ni

Q =11() 2)
Bu yerda, /] akselator{o‘sish) normasi. (1)-formulani (2) ga gqo*yib
O =k0 k=imp (3)

differensial tenglamani olamiz. (3)-tenglama o‘zgaruvchilari ajraladigan
differensial tenglamadir. Bu tenglama umumiy yechimining ko‘rinishi
0=Ce", bunda C ixtiyoriy 0‘zgarmas son.

Faraz qilaylik, boshlang‘ich ¢=tv momentda mahsulot ishlab
chiqarish hajmi Q¢ ma’lum bo‘lsin. U holda bu shartdan C o‘zgarmasni
aniglash mumkin;
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¢, =Ce*, bundan C=Q,e™. Natijada (3)-tenglama uchun Koshi
masalasining yechimini topamiz:
Q=0 )

Shunga e’tibor berish kerakki, matematik modellar umumiylik
xossasiga ega. Aholining osishi dinamikasi, bakteriyalaming ko‘payish
jarayoni, radioaktiv parchalanish jarayonlari ham (4)-formula bilan
ifodalanadigan gonuniyatga bo‘ysunadi.

Masalan 1. Agar O =0 tenglamadagi proporsionallik koeffitsienti
0,1 ga teng bo‘lsa, realizatsiya qilingan mahsulot migdori boshlang‘ich
vaqtdagi bilan solishtirilganda, qancha vaqt o‘tgandan keyin ikki marta
ko‘payadi?

Realizatsiya qilingan mahsulot miqdorini tkkilanishiga ketadigan
vaqtni 20% ga qisqartirish uchun investitsiya normasini gancha foizga
oshirish kerak?

Yechish: (4) da ty=0, k=01, Q=20 deb faraz qilsak 2g, = Q"™
tenglikka kelamiz, bundan ¢ =10In2~ 6,93 (vaqt birligi).

Endi realizatsiya qilingan mahsulot miqdorini ikkilarushiga
ketadigan vaqtmi 20% ga qisqartirish uchun investitsiya normasini
k

hisoblaymiz. ¢, =08, & = 08 1,25k, ya’'ni investitsiya normasini 25%
ga oshirish kerak.
Masalan 2. Talab va taklif funksiyalari mos ravishda

—25-2p+3 % x=15-pia®
y=25 2p+3d£ , x=135 p+4d: .
Agar boshlang‘ich momentida p=9 bo‘lsa, muvozanat narxinig vaqtga
bog ‘ligligini toping.
Yechish: Talab va taklifning tengligidan 25—2p+3%€=15— p+4j—‘f-,

bundan %‘?—ﬂ[}_p, ya'm o‘zgaruvchilari ajraladigan tenglamani hosil
gilamiz. Bu tenglamani vechib, p=7/0-Ce "' tenglamani hosil gilamiz.
p(0)=9 shartdan,
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¢=1 kelib chiqadi, nihoyat p=10-Ce-'va lim p =1lim(10 —e™") = 10 = const

.

bo‘lib, narx turg‘unlikka ega. !

Masalan 3. £ — doimiy elastiklikka ega funksiya topilsin.

Yechish: Elastik ta’rif va masala shartidan quyidagiga egamiz:
gQ’=k,ya”n1 i}';}g‘“ P #0 shartda ‘f=k'i§)
munosabatni hosil gilamiz. Bu tenglikni integrallab, InQ|=kln/p +Inc
bundan esa ¢=c-p" yechimni hosil gilamiz.

Ragobat sharoitida ishlab chiqarishning o‘sishi (Logistik o*sish)

Faraz qilaylik, p- p(0) kamayuvchi funksiva bo'lsin, ya'ni ishlab
chiqarish o*sishi bilan bozor to*yinadi va narx pasaya boradi:dp/d0<0.
U holda tabiiy o*sish modeli

O = aplO)0.a = im (5)
ko‘rinishida bo‘ladi. Bu yerda a ={m, (5) avtonom differensial
tenglamadir.

Tenglamaning o°ng tomonidagi barcha ko‘paytuvchilar
musbatligidan ¢’ >0, ya'ni o) funksiya o*suvchi.

Funksiyaning o°sish xarakteri (qavariq yoki botigligi) uning
ikkinchi tartibli hosi]asi bi]an aniqlanadi. (5)-tenglamadan ushbu

' i
0" = ol 0pl0)+ 052 Ql a0 p+
5 dQ \ ‘“9 ’) tenglik kelib chigadi.

Talab elastikligini  kiritib, bu tenglikning Kko‘rinishini
o*zgartirish mumkKin:

L. 0d : )dp . dQ )
I:lpb=ﬁ:,5. tenglikka ko‘ra Q':HQ?{H f:j;] yoki a;'<0 bo*lgani
uchun £ <o, nihoyat

0" = ap(l -1/ H) (6)

tenglik hosil bo*ladi.
(6)-tenglamadan elastik talabda, ya'ni £ >1, © >0 ekanligi
kelib chiqadi va @ funksiyaning grafigi pastga qavariq ekanligi
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ma'lum bo‘ladi. Bu esa mahsulot hajmining progressiv o‘sishini
bildiradi.

Noelastik talabda £ <1 va bu holda ¢"<0 bo‘lgani uchun 0()
funksiya yuqoriga qavariq, bu esa mahsulot hajmining sekin o*sishini
(ya’'ni vetarlicha ta’minlanganlikni) bildiradi.

Soddalik uchun, AQ)=a-bQ. a>0,6>0 taab funksiyasi ishlab
chiqarish funksiyasining chizigli funksiyasi bo‘lgan holni qaraylik.

&

P
a
x>
q
0 a
b
U holda (5)-tenglama ushbu
Q' =ala-bQ)0 (7)
ko‘rinishda bo*ladi. Agar ¢ =0 yoki 0= 2 bo‘lsa, u holda ¢’=0 bo‘ladi.
Demak, 0" =aQa-2b0). (8)

Shuningdek, qu bo‘lganda @' >0 va {);-:; bo‘lganda esa (¢ >0
bo*ladi.
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Q= ) funksiya grafigining egilish nuqtasi t=Q=a/2b,
Bu holda o) yechimni aniq topish mumkin. (7)-tenglamada

o . A Qo « ¥4 b
o‘zgaruvchilarni ajratib Ola-b0) adr yoki = [Q . bO

Bu munosabatni integrallab In|Q ~Inja~bQ |=aat+InC

Q=adt ,

yoki Q _ce~.

a-by
aCe™
14 6Ce™ *

Chizmada kelitirilgan bu funksiyaning grafigi ((7)-differensial
tenglamaning integral egri chiziglaridan biri) legistik egri chizig
deyiladi.

Bunday egri chiziglar boshga dinamik jarayonlarni ham
xarakterlaydi. Masalan, ma’lumot (reklama) targalishi, organik muhitda
bakteriyalarning ko‘payishi, biologik organizmlarning chegaralangan
muhitida epidemiyalar tarqalish dinamikasi jarayoni modellarini
ifodalaydi.

Bundan Olr) =

Keynsning dinamik modeli
Dinamikaning asosiy komponentlari bo*lgan igtisodiyotning

daromad va harakatlarni bog‘lovchi sodda balans modelini qaraymiz.
Faraz qilaylik, ¥(:)£(:Ls()7(tr) mos ravishda milliy daromad, davlat
xarajatlari, iste’'mol va investitsiya funksiyasi bo*lsin. U holda quyidagi
munosabatlar o‘rinlidir;

¥(e) = S(e)+ 1(e) + Er),

S(e) = ale)y(e) + ble), 9)

1(t) = k(¥ ()

Bu yerda, o) - iste’molga moyillik koefTitsienti (0 <aft)<1).5() -

chekli iste’'mol. k(s) — akseleratsiya normasi. (9)*tenglamalarda ishtirok
ctuvchi barcha funksiyvalar musbat.
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(9)-tenglamalarning ma’nosini  oydinlashtiramiz. Barcha
xarajatlarning yig'indisi milliy daromadga teng bo‘lishi zarur. Bu
tenglik birinchi tenglamada ifodalangan. Xalg xo‘jaligidagi umumiy
iste’'moli, milliy daromadning bir qismi bo‘lgan ichki iste mol va
chegaraviy iste ' moldan iborat bo‘ladi. Mana shu jarayon ikkinchi
tenglamada aks ettirilgan. Nihovat investitsiva hajmi ixtiyoriy bo‘lishi
mumkin emas: u davlat texnologiyasi va infratuzilmasi xarakterlaydigan
iqtisodiy ko‘rsatkich bo‘lib, akselator normasining oxirgi milliy
daromadga ko'paytmasi bilan aniglanadi, bu jarayon uchinchi tenglik
bilan ifodalangan.

Faraz qilaylik, ale).ble).k() va E(f) funksiyalar berilgan. Bu
funksiyalar davlat evolyutsivasi va faoliyatini xarakterlaydi. Milliy
daromad dinamikasini aniglash, ya’ni 7 vagtning funksiyasi bo‘lgan ¥ ni
topish masalasi asosiy igtisodiy masalalardan biridir.

Ikkinchi tenglamadan S(t) ni va uchinchi tenglamadan /(r) ni

birinchi tenglamaga qo‘yamiz. Y(f) funksiyaga nisbatan chizigli, bir
jinsli bo*lmagan. birinchi tartibli differensial tenglama hosil bo*ladi:

_1-alr),.  ble)+ EQr)
Jr{.']l k) (10)

Biz asosiy a.b.k parametrlarni o‘zgarmas sonlar deb faraz qilib.

¥

ancha sodda holni tekshiramiz. U holda (10)-tenglama o°zgarmas

koeffitsientli, birinchi tartibli chizigli differensial tenglamaga aylanadi:

, 1-a, b+E

T= g (11)
Ma’lumki, bir jinsli bo*lmagan tenglamaning umumiy yechimi

uning qandaydir xususiy yechimi va unga mos bir jinsli tenglamaning

umumiy yechimi yig'indisidan iborat. (I1)-tenglamaning xususiy

yechimi ¥ sifatida ¥ =0 dagi, ya'ni muvozanat yechimini olamiz, va’'ni

& path (12)

' l-a

iT0



Bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi }',,"'('cxp{lﬁ”!} formula bilan
beriladi.

Demak, (11)-tenglamaning umumiy yechimi
=228, 7 (13)
l-a
(11)-tenglamaning integral egri chiziglari chizmada ko*rsatilgan.

Agar vaqtning boshlang'ich momentida y, -, bo‘lsa, u holda
€-¥,-¥, <0 va egri chiziglar (12) muvozanat yechimidan pastga ketadi,
ya’ni milliy daromad vaqt o‘tishi bilan masalaning berilgan parametrlari
a.b.k va E da kamayadi, chunki (13) da eksponenta darajasi musbat.
Agar 1, >y, bo'lsa, u holda ¢>o0 va vaqt otishi bilan milliy daromad
o‘sadi, integral egri chiziglar ¥-¥ muvozanat to‘g'ri chizig‘idan
yugqoriga ketadi.

O‘sishning noklassik modeli

Faraz qilaylik, ¥ = F(k,2) milliy daromad, bu yerda F bir jinsli
birinchi tartibli ishlab chiqarish funksiyasi:  (FleK.L)-1F(K,L))
k -sarflangan kapital hajmi, L — mehnat sarfi hajmi. Fond qurollanish
kattaligi % = k72 bo’lsin. U holda ishlab chiqarish unumdorligi quyidagi
formula bilan aniglanadi:

F(K.L) 1

Flk)= 7 -L-F{K.L]—FI:E,IJ-- F(k)) (14)

bunda k—f‘fond ta’'minlanganlik koeffitsienti. Ma’lumki, 7'(k)>0,

fk)<o,

Bu bo‘limda garalayotgan masalaning magqgsadi fond
ta’'minlanganlik dinamikasini yoki uni vaqtning funksiyasi sifatida
ifodalashdir.

Har ganday model ma’lum farazlarga asoslanganligi uchun biz
ham ba’zi bir parametrlarni Kiritishimiz zarur.
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Quyidagilar bajariladi, deb faraz qilamiz:
1. Mehnat resurslari vaqtida tabiiy o‘sish o‘rinli, ya’ni
L =al. (15)
2. Mablag® ishlab chiqarish fondiga va amortizatsiyaga
sarflanadi, va'ni '
=K'+ pK
Bu verda, g-amortizatsiya me’yori.
Agar ! investitsiya (sarflangan mablag®) me’yori bo“lsa, u holda
I=1¥ =K'+ BK yoki K'=IF(K,L)- K (16)

k ~ ta’minlanganlik fond ta’rifidan kelib chiqadi, fnk =£nK —4nL.
Bu tenglikni 7 bo‘yicha differensiailab,

£ va K'ning qiymatlarint qo'yib,

KoY -pK Y 4 , K
— = ayamk=—~Fk- =" _(g+
PR Y X (B+ak o (B+ak

-

/=~ munosabatni hisobga olgan holda,

L
& =If(0-(a+ sk (17)
tenglamani olamiz. Bu yerda, s(x) funksiya (14)-formula bo‘yicha
aniglangan,
Bu tenglama o ‘sishning neklassik tenglamasi deyiladi.
Bu tenglamaning integrai chizig‘i logistik chiziqga o*xshash
e

k¥

¥

Bunda & =4" (*) tenglamaning statsionar yechimi.
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O‘zgaruvchan narx p va qanoatlantirilmagan talab d(p)-5(p)
orasidagi bog‘lanishning modelini ifodatovchi p = {d(p)-S(»))
Samuelson tenglamasini yechamiz. Bu verda d{p) va S(p) mos
ravishda p narxdagi mahsujotga bo‘lgan talab va taklif, £ >0,

Talab va taklif chizigli bo‘lgan holni qaraylik: d(p)=a—bp,

slp)=m+np,
a>0,b>0,m>0, n>0.
U holda Samuelson tenglamasi p’=k{n —b)p +k(a+m) chizigli
differensial tenglamani yechamiz. Oldin bir jinsli tenglamani yechamiz:

ap =k{n—b)y, @ =k(n—b)dt,
dt r

lnlp| = k{n—6)+InC, plt)=Ce™.

Xususiy yechim sifatida p(r)=p,p—const yechimni olamiz. Bu

yerda, 7 d(p)=5(p) tenglamaning yechimi: p = ‘;m -muvozanat narx.
R

Demak, umumiy yechim p(t)— + Cetlrdk |

Bu yechimda quyidagi hollar bo 1lsh1 mumkin.
a) n>k bo‘lganda vaqt otishi bilan integral egri chiziqlarl 7
muvozanat holatidan uzoqlashib boradi.

¢) n=b munosabatda p(t)=const
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'y

d) n<» bo'lsa, vaqt o‘tishi bilan integral chiziglar muvozanat p

holatiga asimptotik yaqinlashadi.
F »

Olingan (17)-munosabat o‘zgaruvchilari ajraladigan birinchi tartibli,
chizigli bo’lmagan differensial tenglamani ifodalaydi. Bu tenglamaning
statsionar yechimini aniglaymiz: &' o shartdan,
if(k)~(a+pk =0, (18)

ya'ni k=cons -0'zgarmas Kattalik, chizigli bo‘lmagan (18)-algebraik
tenglamaning yechimidir.

Masalan. Ishlab chigarish funksiyasi #(x.z)-V&L uchun (17)-
tenglamaning integral egri chiziglari va statsionar yechimini toping.

Yechish: (14)-munosabatdan s(t)-Jk. u holda (17)-tenglama

ushbu ko‘rinishda bo*ladi: ”;’:‘ -1k e+ AR



Bu tenglamaning statsionar yechimi quyidagi tenglikdan kelib
chigadi: 1Jk ~(@+ gk —0. bundan (17)-tenglamaning nol bo‘lmagan
ususiy yechimi 4, - ’-’b)?- dan iborat bo'ladi.

aT

{17)-differensial tenglamaga mos tenglamani «o*zgaruvchilarni

iR dt

airatishy usuli bilan yechamiz: V4§ ~@+ANA]
Bu tenglamada Vi -: almashtirishdan so‘ng integrallab,
umumiy yechimning ko‘rinishini hosil gilamiz.

N 1 =3 ...“*’.ﬂ Yy
k(r]-{a+ﬂ+(upl‘. 3 r); (19)

Integral egri chiziglar oilasi yuqoridan va pastdan statsionar
yechimga yaqinlashadi, ya'ni >« va & »&,.

k(t) 4

ks

——

7 —- 1

Demak, o‘zgarmaydigan parametriar /. a va g da qurollanish
fondi funksiyasi o'z statsionar giymatiga boshlang'ich  shartlarga
bogligsiz ravishda turg un barqaror intiladi. Bu statsionar nuqta & - &,
bargaror muvozanat nugtasi deb yuritiladi.

=]

Masalan. p narxning har qanday giymatida doimiy - 1 bo*lgan

talab funksiyasini toping.



I, . . p dQ
Yechish: Elastiklik ta'rifiga ko‘ra, "0 &
ST | p dQ _ 1
&= 30 U holda 0 dp -3

differensial tenglamani yechamiz.

o‘zgaruvchilari  ajraladigan

do i . Iy - ~ i A =
3 5’ =—‘: integrallab 3InQ =-Injp+InC yoki Q'p=C.

Oldindan bashorat gilinadigan narxlar asosida
bozor modelini tuzish

Oldindan bashorat gilinadigan narxlar asosida bozor modelini
tuzishni qaraylik. Oddiy bozor modellarida talab va taklif, odatda
tovarning shu kundagi narxi bilan bog‘liq bo‘ladi. L.ekin talab va taklif
real hollarda. narxning tashkil qilinishi va narxning o°zgarishi bilan
bog‘lig bo‘ladi. ¢ vaqt bo'vicha uzluksiz va differensiallanuvchi
funksiyalar modelida bu ko'rsatkichlar mos ravishda p@) narx
funksiyasining birinchi va ikkinchi hosilalari bilan ifodalanadi.

Faraz qilaylik, D — talab funksiyasi va § — taklif funksiyasi 7 —
narx funksiyasi va uning hosilalari bilan quyidagi boglanishga ega
bo'lsin:

Dlt)=3p"—p'-2p+18,

S()=4p"+ p'+3p+3. (20)
(20) da qgabul gilingan bog’lanishlar to‘la realistik (amaliy): buni narx
funksiyasining hosilalari go*shiluvchilarida oydinlashtiramiz.

I. Talab narxning o‘zgarishi bilan «qizdiriladi». Agar temp
(narx o°sishi) davom etsa, o'ssa (p">0), u holda bozorning talabga
qizigishi ortadi va, aksincha. Narxning tez o'sishi xaridorni qo‘rqitadi,
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shuning uchun narx funksiyasining birinchi hosilasi minus ishora bilan
kiradi.

2. Taklif yana ko‘prog dbirada narxning o‘zgarishi bilan
kuchaytiriladi, shuning uchun S¢r) funksiyadagi p" ning koeffitsienti
D(t) dagiga nisbatan katta. Shuningdek. narxning o°sishi taklifni
oshiradi, shuning uchun p’ ni o'z ichiga oluvchi go*shiluvchi S(1) ning
ifodasiga musbat ishora bilan kiradi.

Narxning vaqt bilan bog‘lanishini aniqlash talab etiladi.
Bozoming muvozanat holati D=S tenglik bilan xarakterlanganligi uchun
(20)-tenglamalarning o*ng tomonlarini tenglashtiramiz va soddalashtirib,
quyidagini olamiz:

P +2p'+5p=15 (21)

(21)-munosabat p¢) funksiyaga nisbatan chiziqli, bir jinsli
bo*Imagan ikKinchi tartibli differensial tenglama. Bunday tenglamaning
umumiy yechimi biror xususiy yechimi va unga mos bir jinsli

pi+2p'+5p=0 (22)
tenglamaning umumiy yechimi vig*indisidan iborat.

(22) uchun xarakteristik tenglama: k°+2k+5=0. Uning ildizlari
go‘shma kompleks sonlar: k;>=-1742i va natijada (22)-tenglamaning ()
umumiy yechimi quyidagi tenglik bilan aniglanadi:

ple)=e"(c,cos 2t + ¢, sin2r).
Bu yerda, C; va C; — ixtiyoriy o zgarmaslar,

Bir jinsli bo‘lmagan (21)-tenglamaning xususiy yechimi sifatida
p=p« narxni belgilaydigan o‘zgarmas kattalikni olamiz. Buni (21) ga
qo-ysak, ps ning qiymatini topamiz: ps=3.

Shunday qilib, (21)-tenglamaning umumiy yechimi

Plt)=31¢'(C cos2t+C,sin2) (23)
tenglik bilan ifodalanadi. Demak, t >« da plr)— p, =3, ya'ni barcha
integral egri chiziglar p =3 gorizontal asimptotaga ega va uning atrofida
tebranadi. Bu barcha belgilangan narxlar p narxga intilishini va uning
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atrofida tebranishini bildiradi, bu tebranishlarning amplitudasi vaqt
o"tishi bilan o*sa boshlaydi.
Bu masalaning xususiy yechimlarini ikki xil misolda keltiramiz.

1. Koshi masalasi. Faraz gilaylik, boshlang’ich holatdagi narx va
uning o‘zgarish jarayoni ma’lum: r=0; p=4, p'=1, Bu berilganlarni

(23)-formulaga qo‘ysak p(0)=C, +3=4_bundan C, =1, ya'ni
pt)=3+e'(cos2e+C, sin2r)
Buni differensiallaymiz: p'(¢)=e¢ ‘[(2C, ~1)cos2t (¢, + 2)sin2¢].
Endi Koshi masalasining ikkinchi shartini go*llaymiz:
p'(0)=2C, -1=1, bundan ¢, =1.
Nihoyat Koshi masalasi yechimining ko‘rinishi quyidagicha bo‘ladi:

ple)=3+¢ " (cos 2t +sin2¢)

(24)

yoki

plt)=3++2e" cos(2t -x/4).

2. Aralash masala. Faraz qilaylik, vaqtning boshlang‘ich
momentida talab va taklif ma’lum: r=0, p=4,D=16,
Birinchi boshlang‘ich shart oldingidek bo‘lgani uchun bu yverda
ham yechim (24)-tenglik bilan ifodalanadi. U holda,
p)=e"[2c, —1)cos2t —(C, +2)sin2¢]
p"(1)=—e"[(4C, +3)cos2t —(3C, - 5)sin 21‘].

Bu yerdan p(0)=2c, 1 va p"(0)=—4c, -3,

Bu tengliklarni D(?) ning (20)-tenglamaning ko‘rinishini hisobga
olgan holda, masalaning ikkinchi D(0)=16 shartidan foydalanib, ¢, - -1
ni topamiz. Shunday qilib, berilgan masala yechimining ko‘rinishi
ple) =3+ e (cos 21 —sin 2¢) yoki

plt)=3—-2e " sin(2 - z/4) (25)

1 va 2-masalalarga mos keluvchi integral egri chiziglar chizmada
tasvirlangan.
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P 4

Ta’minot tenglamasi

dQ
- = pOm-0)
Ushbu tenglamaga ta"minot yoki logistik tenglama deyiladi, bunda
p va m o°zgarmaslar.
Bu o*zgaruvchilari ajraladigan tenglamani yechamiz:

a9
om-0) P
Q:{Q&,Q i
d
s

(e-3)-(5)

Tenglikning har ikki gismini integrallab
1 In Q-m

=-pi+InC,
mo Q
1—m .
{'._.._Q. -= (:l';’ - . bunda (“’ = (T' .
Bundan ¢=, (.f" . mp=k, —C,~C deb ta'minot (logistik)
- _:.(;

i i o i i . i m
funksiyasini hosil gilamiz: O = oL
»
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Ta’minot  tenglamasi  aholining  chegaraviy  o°sishini
maodellashtirishda qo*Haniladi.

d
@=m qiymatda, bevosita tenglamadan, 7?=0 va Q<m

_ dg . dg
qiymatlarda E>0, Q>m qiymatlarda E‘fo. Demak, @=m
maksimal qivmat.

Masalan. Idishdagi bakteriyalarning o‘sishi k=mp=02
koeffitsientli logistik tenglamani qanoatlantirishi ma’lum. Vaqtning
boshlang‘ich holatida bakteriyalar mumkin bo‘lgan maksimal m
migdoming 1% ni tashkil etsin. Qancha vagtdan so‘ng bakteriyalar 80%
ni tashkil etadi?

Yechish: —Q—PQ(”? 0), p= Oz,ﬂ OZQ(

m’° di
mdQ
Am~Q)

Q <m shartni hisobga olgan holda oxirgi munosabatni integrallaymiz:

-0).

=02dt

n™2__oxu-c.
Q

0(0)=0.01m boshlang‘ich shartdan foydalanib € o°‘zgarmasni
aniglaymiz:
0.99

n—""=-C C=-
0.01 , C=-In99,
. m—Q n - Q —02! n
m? =¥ _ g2 =2 __
U holda yechim 390 f, - %) , @ 1380, °

Q{r)=0.8m shartni qanoatlantiruvchi +, giymatni topamiz:

1 1
08— 02 _
1+09¢ 0% > T

—021,=-In396,  £,=5-In396, 1, ~2991
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