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Тошкент Д авлат  университетининг  
75 й и л л и ги га  багш иланади .

СУ З Б О Ш И

У збекистоннинг Мустакил Республика  булиб шакл лан иши,  ундаги 
ryrt ижтимоий узгаришлар, тил хаки даг и  конуннинг ка б ул  килиниши 
олий та ъл и м олдига катор янги ваз и ф ал ар н и  куйди. Х а л к  хужалиги-  
иимг хамма сохалари учун х,озирги замон т ал аб и га  ж а в о б  берадиган 
мутахассисларни та йё рл аш  д ол з ар б  м а с а л а л а р  кат ори да н жой олди. 
Олий укув юртларида  назарий билимлари пухта, айни пайтда ундан 
,1малиётда кенг фой дал ана  оладиган мутахассислар  етиштириш 
•а|>ур- Бундай мутахассисларни т а й ё р л аш д а  олий укув юртларида  
укитиладиган олий математиканинг  аха ми яти  каттадир.  Шуни х,ам 
т ъ к и д л а ш  лозимки,  олий математикани уРгатиш та ла б а л ар н и  
фа кат  катор  математик м аълумотл ар  билан та ни шти ри ш да н иборат  
Оулмасдан, балки мантикий фи кр лашга ,  бинобарин уни татби к 
л и ш г а  хам каратил гандир.  Бу эса уз навбатида  с ам арал и  укитишда 
мух,им омиллардан бири хисобланган дарсли кла р ,  укув  ку лланм а-  
лпрни яратишни тако зо  этмокда.

Купчилик олий укув  юртларида  тайё рл ана диган мутахассислик-  
ларга к а р а б  математика  турли х а ж м д а  укитилади.

Олий математиканинг  турли сохаларини уз ичига оладиган,  
леярли б ар ч а  мутахассисликларга  мос келадиган дарсликнинг 
ируриятини  эътиборга олиб куп ж и лдл ик «Олий математика  
лсослари» ни ёзишга  ж а з м  этилди.

М азк ур биринчи жи лд  бешта булимдан иборат.  Д а с тл а б к и  
маълумотлар  деб ат ал ган  булимда олий математикани кури шда  асос 
С)\.!адиган туплам,  сон, функция, т енг лам алар  ха мда  тенгсизликлар  
Алён этилади.

Олий алгебр а  булимида детерминантлар ,  ма тр и ца лар  тушунчала-  
|>и ва уларнинг  хоссалари келтирилади.  Кейинчалик бу тушунча- 
лирдан ф ой дал ани б тенг лам алар  системасини ечиш урганилади.  
Д.пебранинг  асосий теоремаси,  юкори д а р а ж а л и  тенгламаларни  
рл ликалларда  ечиладиган х,амда ечилмайдиган холлари хам шу 
булимда ка рал ади.

Аналитик геометрия булимида  асосий геометрик об ъектлар  — 
т  ри чизик,  эгри чизик,  текислик,  сирт ва хо ка зол ар  аналит ик усул 
грдамида урганилиши баён этилади.
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М а т ем а т и к  ан ализ  булими функция лимити, узлуксизлиги,  
функциянинг  хосила ва диф фе рен ц иа лла ри ,  хосилалар  ёрдамида  
ф ункц иял арни текшириш мавзуларини уз ичига олади.

М а з к у р  китобни ёзишда му ал ли ф л ар  олий математиканинг  асосий 
тушун ча лар  ва тасд икларин и мумкин к а д а р  содда,  айни пайтда 
математик к а т ъ и я т  ва изчиллик билан баён этилипшга эътиборни 
к а ратди лар .  Бун да  уларга  куп йиллар мобайнида  олий м ате м а т и к а 
нинг турли сохалари буйича укиган маърузалари катта ёрдам берди.

М у а л л и ф л а р  да рсли к кулёзмасини укиб,  унинг сифатини янада  
ошириш борасидаги  фикр ва мул ох аза ла ри учун профессор- 
л а р  X. Р. Л а т и п о в  ха м да  Р. Р. Аш уровга  уз миннатдорчиликларини 
изхор к и л ад и л а р  ва китобнинг камчиликларини б а р т а р а ф  этишга  оид 
таклифлари учун китобхонларга а ввалда н ташак кур  билдирадилар .

ДАСТЛАБКИ МАЪЛУМ ОТЛАР

Олий математика  урта макт аб  математикасининг  узвий давоми 
оу.щб, уни урганишда  урта ма кт аб  математи каси таянч вазифасини 
v миди. Айни вактд а  матем атиканинг  асосий тушун чал ари (тенгл'ама, 
функция ва х. к.) урта  макта б  доирасидан кенгайтирилиб,  матема- 
1Ик кат ъия т  ва изчиллик билан баён этилади.

Illy вазиятни эътиборга  олиб, мазкур  булимда хакикий сонлар,  
функция,  тенглама ва тенгсизликлар ,  шунингдек геометрик шак ллар-  
IIIIHI мух,им хоссалари келтирилади.

1 - Б О Б

ХАКИК.ИЙ СОНЛАР

1-§. Туплам .  Т у п л а м л а р  усти да  а м а л л а р

1. Туплам тушунчаси. Туплам тушунчаси математиканинг  
Оошлангич, айни пайтда  мухим тушу н ча ларид ан бири. Уни мисоллар 
грдамида  тушунтириш кийин эмас.  М аса л ан ,  аудиториядаги  т ала б а -  
лар туплами,  шка фда ги китоблар  туплами,  бир нуктадан утувчи 
гугри чизиклар  туплами,  ушбу х 2 — 5 х -4-6 =  0 к в адрат  тенгламанинг  
илдизлари туплами.  Д е м ак ,  туплам маълум  бир белгила рга  эга 
булган нарсаларнинг  м аж м уа сид ан ташкил топи.Лар экан.  Тупламни 
1.1 in кил этган нар сал ар  унинг элементлари дейилади.

М ат ем атик ада  туплам бош х а р ф л а р  билан,  унинг элементлари 
»са кичик х а р ф л а р  билан белгиланади.  М асалан ,  А, В, С — 

[гупламлар, а, Ь, с — тупламнинг элементлари.  Б а ъ з а н  тупл амла р 
уларнинг элементларини курсатиш билан хам ёзилади.  М а с а л ан ,  2, 4, 
<>, 8 , 10 сонлардан ташк ил топган туплам

А =  {2, 4, 6 , 8 , 10}
куринишда ёзилади.

Агар а бирор А тупламнинг элементи булса,  а £ А  каби ёзилади ва 
■а элемент А  тупламга  тегишли» деб укилади.  Агар а шу тупламга  
кч'ишли булм аса ,  унда а £ А  каби ёзилади ва «а элемент А  тупл амга  
| с | ъш ли  эмас»  деб  укилади.  М асал ан ,  юкоридаги  А  ту пл ам да  106/4, 
||Г>6 Л.

Агар А  туплам чекли сондаги элементлардан ташкил топган булса,  
чгкли туплам, акс х,олда у чексиз туплам  дейилади.  М асалан ,  Л = { 2, 4,
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в 10) чекли гФплам, бир  ну кта да н утувчи тугри чизиклар  
| \ и i.iмit м ,1 Ч|‘КП11 туплам булади.  Битта  хам элементга  эга булмаган 
I \ п. Iпм Оу in туплам дейилади ва у 0  каби белгиланади.  М асалан ,  
»" | \ | I 0 к в ад ра т  тенгламанинг  ха ки ки й илдизл аридан иборат  
| \ 11 1.1 м буш туплам булад и (чунки бу тенглама битта хам хакикий 
и л д и и а  эга эмас) .

I (кни га Е  ва F туп ламла рн и карайлик.  Агар Е  тупламнинг хар бир 
(лементи F тупламнинг  хам элемента  булса,  Е  туплам F  тупламнинг  

ЦП с ми  дейилади ва E c z F  каби белгиланади.
Агар E c z F  ва уз н а вбати да  F c z E  булса ,  у холда  Е  ва F  тупл амла р  

бир-бирига  тенг тупламлар  дейилади ва E = F  каби ёзилади.
2. Тупламлар устида амаллар. Иккита  Е  ва F туп л а м ла р  берилган 

булсин.
1 - т а ъ р и ф  . Е  ва  F т уплам ларнинг б арча  элементларидан ташкил  

топган А туплам Е  ва  F тупламлар йигин диси  (б и р л а ш м а си )  
дей и ла д и  ва

A = E [ ] F

каби  белгиланади .
2 - т а ъ р и ф .  Е ва  F т уплам ларнинг ум ум и й  элементларидан  

ташкил топган В туплам Е  ва  F тупламлар купайтмаси (кесиш м аси)  
дей и ла д и  ва

B = E [ } F
каби белгиланади .

3 - т а ъ р и ф .  Е  тупламнинг F тупламга тегишли б улм а га н  
элементларидан ташкил топган С туплам F тупламнинг Е  тупламдан  
айирм аси  дей и ла д и  ва

C = E \ F
каби  белгиланади .

4 - т а ъ р и ф .  Б ир и н чи  элементи Е тупламдан ( а ^ Е ) ,  иккинчи  
элементи F тупламдан (Ь £ Е )  о лин иб  уо с и л  ц и ли н га н  барча  (а, Ь) 
к ур и н и ш д а ги  ж уфтликлардан тузилган туплам Е  ва  F  т упламлар
нинг тугри (Декарт ) купайтмаси д ей и ла д и  ва

E X F

каби б елгиланади .  Д ем ак ,

E X F  =  { ( a , b ) :  а £ Е ,  b£F\ .

Хусусан,  E  =  F  бул ганда  Е Х Е  =  Е 2 булади.
1 - м и с о л. Ушбу

Л = { 1 ,  2, 3, 4, 5, 6), В =  {2, 4, 6 , 8}, С 

ту пла мларн и карайлик.  Бу  туп л а м ла р  учун

д и я = { 1. 2’ 3 - 4 - 5 - 6 - 81-
Л П Я  =  {2, 4, 6 |,
А \ В  =  {1, 3, 5},

В \ А = [  8},
Л и С  =  {1, 2, 3, 4, 5, 6},

=  {1. 3}
ф
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Л П С  =  {1, 3},
В ( ] С = 0 , .

Й Х С  =  {(2, 1), (2, 3 ) ,  (4, 1), (4, 3 ) ,  (6, 1),  (6, 3 ) ,  (8, 1),  (8, 3)}.

Ю кор ида  келтирилган т а ъ р и ф л а р д а н

Е [ ) Е  =  Е,  Е[ } Е =  Е,  Е \ Е  =  0 , 

шунингдек £ c f  булга нда

E\J F =  F, E f ] F = E
булиши келиб чикади.

Б а р ч а  1, 2, 3 , га,...— натурал  со нла рдан иборат  туплам натурал  
сонлар  туплами  дейилади ва у N  харф и билан белгиланади:

А/ =  {1, 2, 3, .... п, ...}.
Б а р ч а  —2, — 1, 0, 1, 2, бутун сон лард ан иборат  туплам

бутун сонлар  туплами  дейилади ва у Z харфи билан белгиланади:

Z  =  {..., - 2 ,  - 1 ,  0, 1, 2, ...}.

Р ав ш ан к и ,
N a Z

булади.
3. Тупл амл арн и солиштириш. Ихтиёрий иккита  Е  ва F туп л а м ла р  

берилган холда,  табиийки,  уларнинг  кайси бирининг  элементи «куп» 
деган савол тугилади.  Н а т и ж а д а  туп лам ларн и солиштириш (эле 
ментлари сони ж и х а ти да н  солиштириш)  ма сала си  юзаг а  келади.  
О д ат д а  бу м асала  икки усул билан х,ал килинади:

1) тупла мларн инг  элементларини бевосита  сана ш  билан уларнинг 
элементлари сони солиштирилади,

2 ) бирор к ои да га  кура  бир тупламнинг  элементларига  иккинчи 
тупламнинг  элементларини мос куйиш йули билан уларнинг  
элементлари солиштирилади.

М аса л ан ,  £  =  {1, 2, 3}, F =  { 1, 4, 9, 16} т уп лам ларнинг  элементлари 
сонини солиштириб,  F  тупламнинг  элементлари сони Е  туплам 
элементлари сонидан куп эканини ани клаймиз .  Еки, Е  тупламнинг  
хар бир элементига F  тупламнинг  битта  элементини

1_ П ,  2-^4 ,  3-+9

тарз да  мос куйиб,  F  тупла мда  Е  туплам элементига мос куйилмай 
колган  элемент  борлигини (у 16) х,исобга олиб, яна  F  нинг 
элементлари сони Е  нинг элементлари сонидан куп деган хулосага  
келамиз.  Агар  туп л а м ла р  чексиз булса,  равш ан ки ,  уларни 1-усул  
билан солиштириб булмайди.  Бунда й в ази ятда  ф а к а т  2- усул 
билангина  иш курилади.  М асалан ,  А/ =  {1, 2, ..., п, ...} натурал  сонлар  
тупламининг  хар  бир п элементига ( п =  1, 2 , ...) ж у ф т  сонлар  туплами 
N 1 =={2, 4, ..., 2га, ...} нинг 2 га элементини (га =  1, 2, ...) мос куйиш билан 
(п->~2п) солиштириб,  уларнинг  элементлари сони «тенг» деган 
хулосага  келамиз.

5- т а ъ  р и ф. А га р  Е  тупламнинг %ар бир а элементига  
F тупламнинг битта b элементи мос ц у й и л г а н  б ул и б ,  бун да
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/ тупламнинг %ар в и р  элементи у ч ун  Е  тупламда унга  мос келадиган  
h u rra ,чти элемент бор булса ,  у  у о лд а  Е  ва  F тупламлар элементлари  
орасида у за р о  бир цийматли м ослик  урнатилган дейилади.

2 - м и  с о л .  Ра диу слари 1 ва 3 га тенг булган концентрик 
а й л а н а л а р  берилган булсин ( 1- чизма) .

Е  туплам радиуси 1 га тенг айл ана  нукталаридан,  
F  туплам эса радиуси 3 га тенг айл ана  нукта ларид ан 
иборат  булсин. Бу  Е  ва F  тупламларнинг  элемент
лари орасида  уз ар о  бир кийматли мосликни куйида-  
гича урнатиш мумкин: а й л а н а л а р  м арка зи дан  чик- 
кан  хар  бир нур радиуси 1 га тенг айлана ни а нукта- 
да,  радиуси 3 га тенг айла нан и Ь нуктада  кесади. Е  
тупламнинг  а  нуктасига  F  тупламнинг  b нуктасини 
мос ку ямиз  ва аксинча.  Н а т и ж а д а  Е  ва F  туплам

1- чизма элементлари орасида  уз ар о  бир кийматли мослик 
урнатилади.

6 - т а ъ  р и ф. А га р  Е  ва  F туплам элементлари орасида у за р о  бир  
цийматли мослик  урнатиш м ум кин  булса , у л а р  бир-бирига  эквивалент  
тупламлар деб аталади ва

E ~ F
каби  белгиланади .

М и с о л л а р .  1. Ушбу

£  =  {1, 2, 3, 4, 5}, F = {  1, ±  ±  1  | |

туп л а м ла р  эквивалент  т уп лам ла р  булади.  Бу туплам элементлари
орасида  уз аро  бир кийматли мослик мавжуд .  Уни куйидагича

1 ~ 1 . 2 - I . 3 ~ - I

урнатиш мумкин. Д е м ак ,  £ ~ £ .
2. Ушбу

£  =  {2, 4, 6 , 8 ), F =  {2, 4, 6 , 8 , 10}

ту п л а м ла р  эквивалент  туп л а м ла р  булмайди.  Чунки бу туплам 
элементлари орасида  узаро бир кийматли мослик урнатиб булмайди.

3. Ушбу

Е =  yV =  {l, 2, 3 , . . . } ,  F= {  1, - I  4 -  ■...

ту п л а м ла р  эквивалент  т уп лам ла р  булади.  Бу  туплам элементлари
орасидаги  уза ро  бир кийматли мослик хар  бир п га ( n £ N )
— ни f - ~ 6 F ^  мос куйиш билан урнатилади.  Д е м ак ,  £ ~ £ .

4. Ушбу
£  =  yV =  jl ,  2, 3, ..., п,  ...(, Л/ ,={2,  4, 6 , ..., 2п,  ...}

ту п л а м ла р  уза р о  эквивалент  булади.  Бу  туплам элементлари орасида  
у за ро  бир кийматли мосликни куйидагича урнатиш мумкин: хар бир 
натурал  п ( n £ N )  сонга 2п сон ( 2 n ^ N \ )  мос куйилади (п++2п). 
Д е м а к ,  E = - N ~  N\ .



Ра в ш ан к и ,  N \ d N .  Бу  эса тупламнин г  кисми узига  эквивалент  
булиши мумкин эканлигини курсатади.  Бу н да й ва зи ят  ф а к а т  чексиз 
т у пл ам ла ргагин а  хосдир.

Юк ори да  келтирилган т а ъ р и ф  ва мисоллардан  икки чекли 
тупламнинг  у з а р о  эквивалент  булиши учун уларнинг  элементлари 
сони бир-бирига  тенг булиши з ару р  ва етарли эканлигини курамиз.

Экви вален тлик муносабати куйидаги  хоссаларга  эга булади:
1°. Е ~ Е  (рефлексивлик хоссаси) .
2°. E ~ F  булса,  F ~ E  булади (симметриклик хоссаси) .
3°. E ~ F ,  F ~ G  булса,  бу лад и (транзитивлик хоссаси) .
Ту пл амларн ин г  эквивалентлик тушунчаси туп ламла рн и синфлар-  

га а ж р а т и ш  имконини беради.
7 - т а ъ . р и ф .  Натурал сонлар  туплами N  га  эквивалент  б у л га н  

х,ар цандай  туплам са но ц ли  туплам дейилади.
М аса л ан ,

4. М а т  е м а т и к  б е л г и л а р .  М а т е м а т и к а д а  тез-тез учрайдиган 
суз ва суз бирикм алари урнига  махсус белгилар  ишлатилади.  
Ул ардан энг мухимларини келтирамиз.

1°. «Агар ... булса,  у х,олда ... булади» ибораси «=^» белгиси 
орк ал и ёзилади.

2°. Икки иборанинг эквивалентлиги ушбу -ф>» белги орка ли 
ёзилади.

3°. «Хар кандай»,  «ихтиёрий», «барчаси учун» сузлари урнига 
«V» умумийлик белгиси ишлатилади.

4°. «М авжу дки »,  «топиладики» сузлари урнига  «3» м а вж удли к 
белгиси ишлатилади.

Сон математикани нг  асосий тушунчасидир.  Бу  тушунча  укувчига  
макта б  матем атика  курсидан таниш.  Авва ло натурал  ва бутун сонлар,  
кейинчалик умумий ном билан,  ха ки ки й сонлар  деб  аталувчи 
рационал  х а м да  ирр ационал сонлар  урганилган.  Б и р о к  хакики й 
сонларнинг олий матем атик ад а  мухимлигини эът иборга  олиб,  улар  
тугрисидаги м аълум отл ар  олий матем атика  тала би д а р а ж а с и д а  
ка тъий  баён этилиши лозим.

1. Рационал сонлар. Маъ лум ки ,  ~  куринишдаги сон оддий каср 

дейилади,  бунда  р —  бутун сон ( p £ Z )  касрнинг  сурати,  q — натурал

Л / ,= { 2, 4, 6 , ..., 2я, ...),
yV2 =  { 1, 3, 5, ..., 2/1— 1,

ту п л ам лар  санокли туп лам лард ир ,  чунки

2-§ .  Х,ак,ик,ий сонлар
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con ( q £ N )  касрнинг  м ахр аж и.  Хусусан,  х а р . к а н д а й  натурал  хамда  

бутун сон '' куринишида ифодаланад'и (масалан,  р бутун сон учун

р  =  булад и) .

Биз — касрда р ва q сонларни уза ро  туб сонлар деб караймиз .

Ба р ч а  г =  ̂ ~ куринишидаги сонлар  тупламини,  

каср лар  тупламини Q билан белгилаймиз:

яъни оддии

Q =  {г ■ r = ± . P e z ,  ? e y v } .

Ра вш ан ки

N cz Q, Z< ^Q .  
Q туплам катор  хо ссаларга  эгадир.

Р11°. Q тупла мдан  олинган ихтиёрий икки —  ва А
<72

элементлар

учун .

. Pi Р2 Pi _  Pi
a )  — = — , — > — ,

<7l Q 2 Я\  <?2

муно сабат лардан биттаси ва ф а к а т  биттаси уринли,

_ P l_ < _P2_ 

<?i ч2

б)
<7l Я1

ва А
<72

Ps_

<73

те iTrc и зл икл а р да  н

<71 <7з

тенгсизликнинг  уринли булиши келиб чикади.  Бу  хол Q тупламнинг  
тарти бла нга н туплам эканини билдиради.

2°. Q тупла мда  кушиш,  айириш,  купайтириш ва булиш а м алла ри  
ушбу

I h  —  Pl<72 +  P2<7l 

<?2 _  <7i<?2

Jh_ =  
<72

А . h
<71 <?2

А  • А
<7| ‘ <72

Pl<72- P 2<7i 

<7i<72 

_ Р|-Р2 
?Г<72 ’

_  Р Г  <72 

<7i‘P2

коида  буйича киритилган булиб,  бу а м а л л а р  куйидаги хос саларга  
эга:

ю



n  Zl_i  fjL= A  f L . J jL= A _ . Z i  (коммутативлик хоссаси),
q i #2 ^2  ^1 ^1 ^2  ^2  ̂ 1

o\ A i A V ^ = A + f c + ^
<7 <72 /  <?3 <7l \  ? 2  <?3 /  ’

Pi P i  \  P i  P i /  P? Pi \  ,— ---- )•— --- ------------( -----------  ) (а ссоциативлик хоссаси) ,
<7i <72 /  <7з <7i \  <72 <? /

Pi , P2 \  Рз Pi Рз , P2 Рз3 ) f A  + ( дис т рибут ивлик хоссаси) ,  
\<7l ^2 /  <?з <7l <73 <72 <7з

4 ) JL_j_o =  — ^ - 0  =  0 (нол сонининг хусусияти) ,
7 q q q

5 ) (бир сонининг хусусияти) ,
q q

6 ) учун шундай — Q сон мавжудки,  ~  4  ^ 

( к а р а м а - к а р ш и  элементнинг м авж удлиг и) .

7) V-^-GQ (p=#=0) учун шундай ' ( jQ сон мавжудки,

-^-X ( ^ )  ' =  1 (тескари элементнинг  м авж удлиг и) .

8 ) V  —  EQ, V  — EQ, V  ~ G Q  сонлар  учун
<71 Q 2 </з

Pi P2 Pi . Рз _  P2 , Рз
----- >  -----= >------- -I- ----- > -------- -------- ,
<7l <72 4i <73 «2 <?3

9 ) v ~ g Q ,  V ^ g Q ,  V — gQ  (— >  0) сонлар  учун
?i <72 ?з <7з

£ i>  P2 Pi Рз -^ Р г  _ Рз
g i">  92 <7i <?з <?2 ?з’

10) Ихтиёрий икки мусбат А  ва -— оддий кас рл ар  учун шундай

натурал  п сон мавжудки,

Pi _  Р2/г----->  —
<7l <7г

булади.  Бу  10) хосса А р хи м ед  аксиомаси  деб юритилади.

3°. Ихтиёрий иккита —  ха мда  —  оддий кас рл ар  берилган
<7| <72

булиб,  Р- - < - 2- булсин. У холда 
<?1 <?2

V <7l <72 /
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оддии каср  учун

^  < - J  (?±  I Р1 f i
Ч\ 2 \ ?1 Чг )  Ч2

булади. Бундан ~  ха м да  оддий ка ср л ар  орасида  оддий каср

борлиги ва демак ,  улар орасид а  исталганча  кун оддий касрлар  
борлиги келиб чикади.  Бу  Q тупламнинг  зичлик хоссасидир.

8- т а ъ  р и ф. Q т упламнинг элементлари р а ц и о н а л  сонлар, Q эса  
рационал  сонлар  туплами дейилади.

Д ем ак,  ~  куринишдаги сон ( p £ Z ,  q E N )  рационал  сон булади.

2. \ак,икий сонлар. Биз юкорида  рацио нал  сон р куринишида

булишини курдик.  Агар ~  касрнинг м а х р а ж и  </=10* ( k E N )  булса,

уни у н л и  каср  дейилади.  Унли каср м а х р а ж с и з  куйидагича 
ёзилади:  касрнинг суратиДаги р а к а м л а р  унгдан чапга  к а р а б  каср  
махр аж ид аги нолларнинг  сонича с а н а л а ди  ва вергул куйил ади  (агар  
суратйда  р а к а м л а р  етишма са ,  улар урнига  ноллар ёзилиб,  сунг

вергул куйил ади ) .  М аса л ан ,  ^ ' ' = 1 7 , 1 ,  ^ — = 2 , 1 7 3 ,  -6̂ - = 0 , 6 1 ,

w e - 0’0013-

Унли кас рлар да  вергулдан олдинги сон унли касрнинг  бутун кисми, 
кейингиси эса каср Кисми булади.

Ф а р а з  килайлик,  бирор мусбат рационал  сон булсин.  Арифме-

тикада  урганилган коида га  кура р  бутун сонни q га буламиз .  Бунда  
колдик 0, 1, 2, ..., q — 1 булиши мумкин. Агар р  ни q га булиш 
ж а р а ё н и да  бирор к а д а м д а н  кейин кол дик  0 га тенг булса ,  у холда

булиш жа раёни  тухтаб,  — каср унли касрга  айлана ди .  О датд а

59
бундай унли касрни чекли  у н л и  каср  дейилади.  М аса л ан ,  —  каср-

59
да  59 ни 40 га булиб,  1,475 булишини топамиз:  - - = 1 , 4 7 5 .  Агар р

40 1 1

ни q га булиш ж а р а ё н и  чексиз давом этса,  маълум к а д а м д а н  кейин 
юкорида  айтилган ко л д и к ла р д а н  бири яна бир марта  учрайди,  сунг 
ундан олдинги р а к а м л а р  мос тарти бда  такр орл ана ди .  О д ат д а  бундай 
каср чексиз д а вр и й  у н л и  каср  дейилади.  Т ак р о р л ан ад и ган  р а к а м л а р  
(р а к а м л а р  бир лашмаси)  унли касрнинг  д ав ри  булади.  М асалан ,
1 '

-д ка ср да  I ни 3 га булиб,  0,333... булишини топамиз:



г

Ушбу 0,333... , 1,4777... , 2,131313.. .  кас рлар  чексиз даврий унли 
касрлардир.  Уларнинг  даври мос р а в и ш да  3, 7, 13 булиб,

0 , ( 3 ) ;  1 ,4(7);  2, (13)

каби ёзилади:
0 , (3)  = 0 , 3 3 3 . . .  , 1,4(7) =  1,4777... , 2 , ( 1 3 ) = 2 , 1 3 1 3 1 3 . . .  .

Э с л а т м а. Д а в р и  9 га тенг булган  чексиз даври й унли касрни 
чекли унли каср  килиб ёзилади.  М а с а л ан ,

0 , 4 9 9 9 . .— 0,4(9)  = 0 , 5 ,  2 ,7 1 9 9 9 . .— 2,71 ( 9 ) = 2 , 7 2

Р ав ш ан к и ,  хар к ан дай  чекли унли касрни ноллар билан давом 
килдириб чексиз даври й унли каср куринишида ёзиш мумкин. 
М аса л ан ,  1 , 4 =  1 ,40 00 . . .=  1 ,4(0) ,  0 , 7 5 = 0 , 7 5 0 0 0 . . . = 0 , 7 5 ( 0 ) .

Д е м ак ,  хар ка н да й ~  рационал  сон чексиз д аври й унли каср

куринишида ёзилади.
Аксинча,  хар ка н да й чексиз даври й унли касрни каср кур и

нишида ёзиш мумкин.
М асал ан ,  ушбу 0 , ( 3 ) = 0 , 3 3 3 . . . ,  7,31 ( 0 6 ) = 7 , 31060606.. .  чексиз 

дав ри й унли касрла рни  карайлик.
Аввало уларни

7,31 (06) = 7 + ^ + ^ + - ^ + ^ +  ...

курини шд а ёзиб,  сунг чексиз камаю вчи геометрик прогрессия 
йигиндисини топиш формуласид ан фо йд ал ана ми з:

3
10 3 10 1

0 , (3)  = 0 , 3 3 3  ...
1- 10 9 3

10

7,31 ( 0 6 1 = 7 . 3 1 0 6 0 6 0 6 . . .

100 3 3  )
24152 965
100-33  132

Ш ундай килиб ихтиёрий рацио нал  сон чексиз даври й унли каср 
о р к а л и  и ф од ал ана д и ва аксинча , ихтиёрий чексиз дав ри й унли каср 
рационал  сонни ифодалайди.

Бирок,  чексиз даври й булм аган  унли кас рлар  хам мавжу д.  
М а с а л ан ,  0,1010010001 ... ; 0,12345 ... ; 1 ,4142135. . . .

Юк ор и да  айт ил ганла рда н,  бундай чексиз д аври й бу лм а га н  унли
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9- т а ъ  р и ф. Чексиз д а вр и й  б улм а га н  у н л и  каср ирр а ц и о н а л  <[он 
дейилади.

М асалан ,  д/2=== 1,4142135 ... , л = 3 , 141583 ... иррационал сон^ар-  
дир.

Ра ци она л  хам да  иррационал сонлар умумий ном билан ц а ц иций  
сонлар  дейилади.  Б а р ч а  хаки кий сонлар  туплами R  харф и билан 
белгиланади.

Х,акикий сонлар  туплами R  хам рационал  сонлар туплами 
хоссалари каби хоссаларга  эга.

3. Х,акикий сонларни геометрик тасвир лаш .  Бирор тугри чизик 
олиб, бу тугри ч изикда  ихтиёрий нуктани О харф билан белгилайлик.  
О нукта  тугри чизикни икки кисмга  — иккита нурга а ж ратади .  Бу 
нурлардан бирининг йуналишини,  одатда  О нуктадан унг томонга 
йуналишини мусбат  йуналиш,  иккинчисини (О нуктадан чап томонга 
йуналишини)  манфий йуналиш деб оламиз .  Сунг  маълум бир кес- 
мани улчов бирлиги сифати да  (бу кесманинг  узунлиги 1 деб) кабул 
киламиз.  Й у н ал иш и ва бирлик кесмаси (масшт аби )  ан и кла нг ан  
бундай тугри чизик  сонлар  уки дейилади (2- ч и з м а ) . Сонлар  укидаги

О нуктани нол сонининг геометрик 
1 Yjri тасвири деб атаймиз .  Улчов бир

лиги сифатида  кабул килинган ОЕ
2- чизма кесмани О нуктадан бошлаб  унг

ва чап томонларга  куямиз .  Бу  бирлик кесманинг  учлари А  (1) ва 
А  ( — 1) нукталарни белгилайди.  А  (1) нукта  1 сонининг геометрик 
тасвири,  Л ( — 1) нукта  э с а — 1 сонининг геометрик тасвири булади.

Шу усул билан бирлик кесмани кетма-кет О ну кта да н унг ва чап 
томонда  ж о й л аш г а н  нурларга  куйиб А  (2) ,  А  (3) ,  ..., А  ( —2),  
А  ( —3),  ... нуктала рни  топамиз  ( 3 - чизма) .
^ ....... .......................................................... А (2 ), А  (3) ,  ... нукталар
"* Tfs) а[2 ) о А (г)  а (з )  2, 3, ... сонларнинг геометрик

тасвирлари,  А  ( —2) ,  А
3 - чизма ( — 3) ,  ... ну к тал ар  эса — 2,

—3 , ... сонларнинг  геометрик тасви рлари булади.
Агар улчов бирлигини q та ( q ^ N )  тенг бу ла к ка  булиб,  уларнинг  

р  тасини (р >  0) олиб, О нуктадан унг ва чап томон ларга  юкоридаги-

дек жойлаш тир сак ,  унг томондаги нурда сонга мос нукта,

чап томондаги нурда — сонга мос в (^— нукта  хосил булади.

Шу усулда  хар  бир рационал  сонга мос келадиган нукта топила-

ди. Бундай нуктал ар  рационал  сонларнинг геометрик тасвирлари  

булади.  М асалан ,  рационал  сонни тасвирловчи нуктани топиш

учун а в в а л о  улчов бирлигини О нуктадан унг томонга бир марта  
жойлаштириб,  хосил булган нуктадан б ош лаб  улчов бирлигининг

к а с р л а р н и  р а ц и о н а л  со н  к у р и н и ш и д а  и ф о д а л а б  б у л м а й д и .
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ловчи нуктани топамиз.

Шундай килиб, рационал  сонлар  тупла мид ан олинган хар  бир 
рационал  сонга тугри чизикда  битта  нукта  мос келади. О датд а  
бундай ну к тал ар  р а ц и о н а л  нуцталар  дейилади.

Бирок,  тугри чизикда  шундай ну к та л а р  борки, улар бирорта  хам 
рационал  соннинг геометрик тасвири булмайди.

Томони бир бирликка тенг О А В С  квад- 
ратни ка р ай ли к  ( 4 - чизм а) .  Бу  квадрат-  
нинг диагонали ОВ  н и н г^з ун ли ги ,  П и ф а 
гор теоремасига  кура  д / 2 га тенг булади.
Циркулнинг  учини О нуктага  куйиб,  р а 
диуси ОВ  га тенг булган  ай лана  чизилса ,  
бу ай лана  тугри чизикни D  нукта да  кеса- 
ди. O B = O D  булганлиги сабаб ли D  нукта  
мос келадиган сон д/2 булади.  (б о ш к ач а

айтганда  д/2 нинг геометрик тасвири D 

нукта  б у ла ди) .  Маълумки ,  д/2 сон ра- 4- чизма
ционал сон булмасдан ирр ационал сон эди.
Тугри чизикда  шунга ух ш аг ан н ук та лар  чексиз куп булиб,  улар 
ирр ационал сонларнинг  геометрик тасви рлари булади.

Д ем ак ,  рационал  сонлар  туплами билан тугри чизик  нукта лари 
туплами орасида  уз аро  бир кийматли мослик м а в ж у д  эмас.  Ха кикий 
сонлар  туплами тугрисида  вазия т  б о ш к а ч а  булади.  Х аки ки й  сонлар  
туплами R  билан тугри чизик нукта лари туплами орасида  уз ар о  бир 
Кийматли мослик мавжу д,  яъни хар  бир х,акикий сонга тугри чизикда  
уни геометрик тасвирловчи битта нукта  ма вжу д ,  ва аксинча ,  тугри 
чизикнинг хар  бир нуктасига  R  да  унга мос келувчи хаки ки й сон 
мавжуд.

Келгусида ,  тугри чизикнинг нуктаси деганда  х аки ки й сонни, 
хаки кий сон дега нда  тугри чизикнинг нуктасини тушунамиз  ва 
за р у р а т  тугилса,  уларнинг бири урнига  иккинчисини ишлатамиз .

Куйидаги хаки ки й сонлардан ташк ил топган т упл ам ла р м а т е м а 
тика  курсида  ж у д а  куп ишлатилади.

1. Ушбу

{x(zR\ a z ^ x ^ b }  

туплам сегмент дейилади ва [а, Ь] каби белгиланади:

[а, 6 ] =  {л:6 /?: а ^ . х ^ Ь ] .
2. Ушбу

{xER:  a < ix < L b \

туплам интервал  дейилади ва (а, b ) каби ёзилади.

(а, Ь) =={*€R- a C x C b ) .
15 1
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;i, Ушбу
{дгб A?: u < * < & ) ,  jx E R -  a < . x ^ b }  j

гуплнмллр прим интервал дейилади ва улар мос равишда [а, Ь), (а, р] 
каби белгиланади:

|а,  / ? ) = j x 6 /?: a ^ x < C b ] ,  (a, b] =  {xER\  а < х ^ Ь ] .

4. Тупламнинг чегар алари.  Ф а р а з  ки лай лик  Е  — {х) бирор хакикий 
сонлар туплами булсин.

1 0 - т а ъ р и ф .  А га р  ш унд ай  узга р м а с  М  сон мавж уд булсаки ,  
V.v(;£ у ч у н  х ^ М  тенгсизлик баж арилса, Е  туплам ю цоридан  
чегаралан ган  туплам дейилади , М  сон эса Е  тупламнинг юцори  
чегараси дейилади.

М асал ан ,  £  =  [0, 1] булсин.  Бу тупламнинг  хар бир элементи 1 дан 
катта эмас.  Д е м ак ,  £  =  [0, 1] туплам юкоридан чегараланган.

Агар туплам юкоридан ч егарал ан ган булса,  унинг юкори 
чегара лари чексиз куп булади.  М асал ан ,  £  =  [0, 1] туплам учун 1 ва 
ундан катта  хар бир хак и кий сон шу тупламнинг  юкори чегараси 
булади.

11- т а ъ  р и ф. Ю цоридан  ч егаралан ган  Е = { х )  тупламнинг ю цори  
чегараларин инг  энг кичиги  Е  нинг аник, ю цори  чегараси дейилади  ва  
sup £  (супремум  Е )  каби белгиланади .

М асалан ,  £  =  [0, 1] тупламнинг ан и к юкори чегараси 1 га тенг 
булади:  sup  £ = 1.

1 2 - т а ъ р и ф .  А га р  ш унд ай  у зга р м а с  m  сон мавж уд булсаки ,  
Vx 6 £  у ч у н  х ^ т  тенгсизлик баж арилса,  £  туплам цуйидан  чегара
л а н га н  дейилади , m  сон эса Е  тупламнинг к,уйи чегараси дейилади.

М асал ан ,  £ =  (0, 2) булсин. Бу  тупламнинг  хар  бир элементи 0 дан 
катта.  Д е м ак ,  £ = = ( 0 ,  2) туплам куйидан чег араланган.

Агар туплам куйидан ч егаралан ган булса,  унинг куйи чегарал ари 
чексиз куп булади.  М аса л ан ,  £== (0, 2) туплам учун 0 ва ундан кичик 
хар  ка ндай сон (яъни манфий сонлар) шу тупламнинг  куйи чегараси 
булади.

1 3 - т а ъ р и ф .  К уй и д а н  чегаралан ган  Е  =  \х\ тупламнинг цуйи  
чегараларин инг  энг каттаси Е  нинг  аник, цуйи  чегараси дейилади  ва  
inf £  (инф им ум  Е )  каби б елгиланади .

М асалан ,  £ = ( 0 ,  2) тупламнинг  аник куйи чегараси 0 га тенг 
булади: inf £  =  0 .

Тупламнинг  ан и к юкори хамда  аник куйи ч егаралари ха кида  
куйидаги теорема уринлидир.

Т е о р е м а .  Х,ар цандай юцоридан ( цуйидан) чегараланган туплам 
учун  уни юцоридан ( цуйидан)  чегараловчи сонлар орасида энг кичиги 
(эн г каттаси) мавж уд.

5. Х,акик,ий соннинг абсолют киймати.  Бирор х  хакикий сон 
берилган булсин. Агар  бу сон мусбат булса,  шу соннинг узига,  
манфий булса,  унга к а р а м а - к а р ш и  ишорали — х  сонига х  соннинг 
абсолют киймати дейилади ва \х\ каби белгиланади.  Нол соннинг 
абсолют киймати 10 1 =  0 .
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м а с а л а н ,

- 5 | = 5 ,  | л | = я ,  | — д/2 | =  д/2, 11,5| =  1,5.

Хакикий соннинг абсолют киймати катор  хоссаларга  эга.
1°. Ихтиёрий х х,акикий сон учун ушбу

|лг] > 0 , | JC | =  | — jc|, U I ,  — * < ; | x |

муносабатлар  уринли булади.
2°. Бирор мусбат а хакикий сон берилган булсин. Агар х хакикий

сон
\ х \ < а

тенгсизликни кан оатлантирса ,  у
— а < 1 х < а

тенгсизликларни хам кан оа тл ант ир ад и ва аксинча.  Дем ак,

|л:| с а о ~ - а < . х < а .
3°. Икки ха кикий х ва у  сонлар учун

а) U +  t / K  UI +  \у\,
б) \х — у\  > \х\  — \у\ ,
в) \ х - у \  =  \ х \ - \ у \ ,
г) U I  = - 1 4  ( у ф О ) .

' у 1 \у\

4°. Ушбу

д / а 2 =

муносабат  уринли.
Ю кор ида  келтирилган хоссаларни исботлаш кийин эмас.  Биз 

улардан  бирини, масалан,  2°- хоссанинг исботини келтирамиз.  
2 ° - х о с с а н и н г  и с б о т и .  Айтайлик,

1*1 <  а
булсин. Ундан 1°-хоссага  кура

\ х \ , дем ак  x < i a ,

— дем ак — х < . а ,  яъни х > — а
булади.  Бу  м уно сабат лардан эса

— а < .х < с а

булиши келиб чикади.
Энди

— a<ix<Ca
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п\ и ни hv vh.'UUi

х < с а ,
— а < * ,  яъни — х  <С о.

п\ м  hi I l.i гижада
л: > 0  булганд а  \х\ = х < а ,  
х <С0 булг анд а  \х\  =  — х < а

Оулади, улардан

1*1 < а

булиши келиб чикади.
Ш ундай килиб

|* |  < с а о — а < . х < . а
булиши курсатилди.

Ха ки ки й соннинг абсолют киймати ёрда ми да  тугри чизикда  икки 
нукта  орасидаги  масофа  тушунчаси киритилади.

Айтайлик,  х ва у  ха ки ки й сонлар  тугри чизикда  А { х )  ва В (у)  
нуктала рни  тасвирласин.

Ушбу

I *  — 1/1

микдор А ( х ) ,  В  (у)  ну к та л а р  орасидаги  масофа дейилади ва р (х,  у)  
каби белгиланади:

р(х, у)  =  \ х — у\ .

3 - § .  Текисликда Декарт  хдмда  к,утб 
координаталар системаси

М азк у р  бобнинг 2- § ида хар бир * ха ки ки й сон ( х б R)  сонлар  уки- 
да  битта нуктани тас вир лаш ини айтдик.  О д атд а  бу х  сон шу нукта-  
нинг координатаси дейилади.

Хак и ки й сонлар  туплами R  нинг геометрик тасвири сонлар укидан 
иборат.

Энди R  X  R  Д е к а р т  купайтмани карай лик.  М а ъ л у м к и  бу туплам 
(ж, у)  ж у ф т ли к л а р д ан  ( x ER ,  y d R )  ташк ил  топган:

R  X  /? =  {(*, у) -  x £ R ,  y£R) .
Бу тупламнинг геометрик тасвири текислик булади.

Текисликда  геометрик объектларни ургани ш учун унда Д е к а р т  
коорд ината лари системаси тушунчаси киритилади.

Текисликда  уз ар о  перпендикуляр  булган  икки тугри чизикни 
олайлик.  Улардан бири горизонтал,  иккинчиси вертикал  жо й лаш си н 
(5- ч и з м а ) .

Бу  тугри чизикларнинг  кесишган нуктасини О х арф и  билан 
белгилаб ,  уни координата  боши деймиз.  О нукта  горизонтал  тугри 
чизикни икки кисмга  аж р а т и б ,  у л ард ан унг томондагисини мусбат 
йуналиш,  чап томондагисини эса манфий йун али ш деб  карай миз .



Шунга  ух ш аш  О нукта  вертикал тугри чизикни хам икки кисмга  
а ж р атади .  Юкори даги  кисми мусбат  йун али шда ,  пастдаги кисми 
манфий йу на лиш да  деб ка рай ми з  (5- ч из мада  мусбат  йу н али шл ар 
стрелк алар  ёрда мида  курсат илг ан) .

Одатд а  горизонтал чизик  ОХ  уки ёки абсцисса  уц и ,  вертикал 
чизик  O Y  уки ёки ордината у ц и  дейилади.  Абсцисса ва ордината  
укл ари  координата у ц л а р и  дейилади.

Координата  у к лари текисликни туртта  чоракка  а ж р а т а ди .  Бу 
чораклар  5- чизмада  курсатилган та рти бда  номерланади.

У

н , м

0  п х х

5- чизма 6- чизма

М а с ш т а б  бирлигини тайинлаб,  текисликда  бирор М  нуктани 
оламиз.  Бу  ну кта дан авв а л  абсцисса  укига ,  сунг ордината  укига 
перпендикулярлар  туширамиз .  Уларнинг  координата  у к лари билан 
кесишган нук таларини мос р ав и ш д а  М х ва М у орка ли белгилаймиз  
(6 - чизма) .

ОХ  уки даги  М х нуктани иф одал аган  сонни х  дейлик (х  сон М х 
нукта  О нуктадан унгда  булса,  мусбат,  чапда  булса,  манфий бу лад и) .  
Шунга  у х ш аш  O Y  укидаги  М у нуктани иф од ал аган  сонни у  деймиз 
(у  сон М у нукта  О ну кта да н юкорида  булса ,  мусбат,  пастда  булса,  
манфий б ул ади) .  М х ва М у ну к тал ар  сонлар  укида  х  ва у  сонларни 
аниклайди.  Бу л: ва у  сонлардан тузилган (х , у)  ж у ф т ли к  М  нуктанинг  
координаталари:  х  га М  нуктанинг биринчи координатаси ёки 
абсциссаси,  у  га М  нуктанинг  иккинчи координатаси ёки ординатаси 
дейилади.  М  нукта  коо рдинаталари оркали

М  — М( х ,  у)
каби ёзилади.

Э с л а т м а .  Абсцисса  укидаги нукталар нинг  коо рдинаталари 
(х, 0 ), ордината  укидаги  нукталар нинг  коо рд инаталари (0 , у ) ,  коор
динат а  бошининг коо рд инаталари (0 , 0 ) булади.

Ихтиёрий иккита х  ва у  хакикий сонлар  берилган булиб,  уларда н 
тузилган (х, у)  жуфтликни карайлик.  Бу  ж уф тли к текисликда  битта 
нуктани тасвирлайди.  Буни курсатиш учун абсцисса уки да  х  сонга 
мос келадиган нуктани,  ордината  уки да  у  сонга мос келадиган 
нуктани топиб, бу н у к та лард ан мос р ави ш да  асбцисса ва ордината 
у кл ари га  перпендикуляр чикара миз .  Перпендик улярларнинг  ке
сишган нуктаси коо рдинаталари (х, у)  булган нуктани ифодалайди 
( 7 - ч и з м а ) .
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Шундай  килиб текисликдан олинган хар бир нукта  иккита х  ва 
у  ха кикий сонлардан тузилган (х,  у)  жу фтликни хосил килади.  
Аксинча ижтиёрий иккита  х  ва у  хаки кий сонлардан тузилган (х, у)

ж уф тли к текисликда  битта нуктани 
ифодалайди.

Ю кор ида  келтирилган тадбирлар  
нуктанинг текисликдаги вазиятини ту- 
ли к  а н и к л а ш  имконини беради.  Одат да  
бундай та дб и р л а р  на тиж аси тугри бур-  
чакли  Декарт координаталари систе
маси, киска ч а  Декарт координаталари  
системаси дейилади.

Д е к а р  ко орд ин ата лари системаси 
билан бир к а торд а  кутб к оор дин ата ла 
ри системаси хам мухим урин тутади.

Кутб коо рдинаталари,  кутб нукта  деб аталувчи О нукта  ва ундан 
чикувчи О Е  нурдан — кутб укидан иборат (8- чизма) .

Кутб  коорди на тал ари системаси берил-
•---------------------- -- Т  ган булиб,  Р  текисликдаги бирор нукта

булсин. Ф а р а з  килайлик  р Р  нуктадан
О нук таг ач а  булган  масофа,  <р эса кутб 

укини О Р  нур билан таш ки л этган бурчаги булсин.
Нукта нинг  кутб ко орд ината лари деб р ва ф сонларига  айтилади.  

Бунда  р биринчи координата  булиб,  у кутб радиуси,  ср эса иккинчи 
координата булиб,  кутб бурчаги дейилади.  Кутб  коор дина тал арида  
Р  нукта  Р  (р, <р) каби белгилан ади  ( 9 - чизма) .

У

У (*,у)

0 X

7 - чизма

8- чизма

9- чизг(1а

Р авш ан ки ,  0 ^ р <  +  оо, 0 < 1ф < 2л.

Энди нуктанинг  Д е к а р т  координ ата лари билан кутб ко орд ин ата 
лар и орасидаги  богланишни курайлик.  Бунинг  учун координата  бо- 
шини кутб нукта  билан,  абсцисса укининг мусбат  йуналишини эса 
кутб уки билан устма-уст тушад иг ан  килиб оламиз .  Д е к а р т  коорди- 
н ат а л ар  системасида  Р  нукта  (х, у)  коо рд ин ата ларг а  эга булсин 
( 10- ч и з м а ) .

Ра вш ан ки ,  д; =  р с о з ф ,  у =  р з т ф .  Бу фо р м у лал ар  нуктанинг  
Д е к а р т  коо рдинаталари билан кутб координ аталарини  богловчи 
формулала рд ир.
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2- Б О Б

ФУНКЦИЯ

1 - §. Ф ункция  т уш ун часи

1. Узгарувчи ва  у зг ар м ас  микдор лар .  Т аби атд а ,  фан ва 
техниканинг бар ч а  с о ха лар и да  хар хил микдорларни  (узунлик,  юза,  
вакт,  масса  ва X- к.) учратамиз .  Бундай мик до рл ар  в ази ятг а  к а р а б  
турли киймат ларни  кабул килиши мумкин. М а с а л а н ,  хар ка н да й 
учбурчакнинг бурча кл ар и йигиндиси хар  доим 180° га тенг булса ,  
уч бу рчакл ар  периметри эса (уларнинг  томонлари узунлигига 
к а р а б )  турлича  булади.  Бунда н учбурчак  бурча кла ри йигиндиси 
узг арм ас  микдор,  учбурчак  периметри эса узг арувчи микдор экани 
куринади.  Н а т и ж а д а  икки хил — узг арувчи х ам да  у з г а р м а с  мик- 
дорла рга  дуч келамиз.

Узгарувчи микдорлар  х, у, г  ва хо к а зо  х а р ф л а р  билан б ел г и л а 
нади.

Агар  узгарувчи микдорнинг  кабул  кил адиган ки йма тла ри 
туплами маълум булса,  узгарувчи берилган дейилади (масалан,  
бар ча  мусбат сонлар  туплами узгарувчи микдор сифа тида  олинган 
ай лана  радиуси г нинг кабул ки лад иг ан кийма тла ри туплами 
б у л а д и ) .

М а т ем а т и к а д а  бир нечта узгарувчи  мик до рл ар  ва улар  орасидаги  
богл ани шлар урганилади.  Мисол т а р и к а с и д а  радиуси г га тенг 
булган а й л ан а  узунлигини олайлик.  Бундай  а й л а н а  узунлиги

С —  2л  г (1)

булади. Айлан а  радиуси г х ам да  а й л ан а  узунлиги С  узгарувчи 
микдорлардир.  Улар  (1) муносабат  билан богланган.  Бу богла- 
нишдан куринадики,  айл ана  радиуси эркли р а в и ш да  мусбат 
кийматларни  кабул  килса ,  ай л ан а  узунлиги эса унга богли к (демак,  
эрксиз)  р ави ш да  ки йма тла рн и ка б ул  килади.

Кейинчалик,  узгарувчи микдор,  уз гарм ас  микдор иборалари 
урнига  (ки ска  айтиш м а к с а д и д а )  мос рав иш да  узгарувчи,  уз гарма с  
сузларини ишлатамиз .

2 . Функция таъри фи .  Функциянинг  берилиш усуллари.  Иккита  
х ва у  узгарувчи ларни  карай лик.  х  узгарувчининг  кабул  ки лад иг ан  
ки йм атлари туплами X, у  узгарувчининг  кабул ки лад иг ан  киймат- 
л а р  туплами Y хакикий  сонлар  т у п л а м ла р и да н  иборат  булсин.

1- т а ъ  р и ф. А га р  X  тупламдан о ли н га н  %ар бир х  сонга бирор  
f  цоидага  ёки цонунга  к ур а  Y тупламнинг битта у  сони мос ц у й и лга н  
б улса , у  цо лд а  X  тупламда ф ун к ц и я  анищ ланган ( б ер и л га н )  
дейилади.
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Бунда  X  туплам функциянинг ани кл ан иш  (берилиш)  сохаси,  
v туплам эса функциянинг узгариш сохаси,  х — функция а р гу м е н т ,  
у  эса х нинг ф ункцияси  дейилади.  f  хар бир л: га битта у  ни мос куюв- 
чи коидани билдиради.

Келтирилган т аъ р и ф даги  х, у  ва /  бирлаштирилиб,  у  узгарувчи 
х  нинг функцияси дейилиши —

y  =  f ( x )

т ар зи да  ёзилади ва «игрек тенг эф икс» деб укилади.
Агар хар  бир х  ( х £ Х )  га б ош к а  коида га  кура битта у  ( y d Y )  мос 

куйилса,  табиийки б ош к а функция хосил булади,  ва уни, масалан,  
у =  ф(х)  каби ёзиш мумкин.

М и с о л л а р .  \ . X  =  R,  Y =  R  туп л а м ла р  берилган булиб,  f  —  хар 
бир х  хакикий сонга (хбА') унинг квадратини (х26 К) 
мос куювчи коида  булсин. Бу холда

2У —  X
функцияг а  эга буламиз.

2. Мос куйиш коидаси куйидагича  булсин: хар бир мусбат  х  сонга
i, манфий х  сонга — 1 ва х  =  0 сонга у  — 0 мос куйилади.  Н а т и ж а д а  
y  =  f ( x ) функция хосил булади. Уни куйидагича

1, агар  х > 0 , булса,
у  =  f ( x )  —  0 , агар  х =  0 булса,

. — 1, агар  х < 0  булса

ёзиш мумкин. Од атд а  бу функция
у  =  sign х

каби белгиланади.  Бунда  s ign — лотинча  s ig n u m  сузидан олинган 
булиб,  «белги» деган  маънони англатади.

у  =  f (х)  функция берилган булиб,  унинг ани кл ан иш  сохаси 
X  булсин. X  тупла мдан  бирор х 0 нуктани оламиз.  Р ав ш ан ки ,  х 0 
нукта га  битта г/о сон мос келади.  Бу  у 0 сон берилган y = f ( x )  
функциянинг хо нуктадаги  киймати дейилади ва у0 =  / ( х 0) каби 
белгиланади.

Энди х аргументнинг  X  тупламдаги хар  бир кийматига  мос у  =  
=  / ( х )  функциянинг кийма1тини топиб, ушбу

’ {/(*):  х е х )

тупламни хосил киламиз .  О д ат да  бу туплам ф ункция  цийматлари  
туплами дейилади ва Yf каби белгиланади.  Равшанки,  Yfcz Y булади.

Текисликда Д е к а р т  коорд ината лар  системасини олайлик.  Абсцис
са укига  y  — f ( x )  функциянинг  ан и кл ан иш  сохасини ж ой лаш тир ам из .  
Сунг X  тупламнинг х нук та лари д а  функция ки йм атла ри  / ( х )  ни 
Хисоблаб,  уларни ордината  укига  жо й лаш тир амиз .  Н а т и ж а д а  
(х, f ( x ) )  ж у ф тли к л ар  хосил булади.  Текисликнинг  (х, f ( x ) )  кури- 
нишд^ги нукталари туплами

{(X, / ( х ) ) ( = { ( х ,  f ( x ) ) : x e x ,  f ( x )  6 Y)
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га берилган функциянинг граф иги  дейилади.  Функция графиги 
тугрисида  кейинрок бата фсил  тухталамиз .

Функция таър иф ид аг и хар  бир х га битта  у  ни мос куювчи коида 
турли усулда:  аналитик,  ж а д в а л ,  графи к ва  бошка  ус уллар да  булиши 
мумкин.

1) Аналитик усул .  Бу  усулда ,  купинча х  ва у  узг ару вчи ла р  
орасидаги богланиш ф о р м у ла л а р  орк али булади.  Б ун да  аргумент  
х нинг кийматига  кура у  нинг киймати куш иш ,  айириш,  купайтириш, 
булиш ва б ошк а  а м а л л а р  ёрда ми да  топилади.  М а с а л ан ,  ушбу

. У =  Т + 7 '  у =

функц ия лар  анал итик усулда  берилган функциялардир.  Куп холда  
аналитик усулда берилган функциянинг  ан и к л ан и ш  сохаси курса-  
тилмайди.  Бу  усулда  берилган фу нкц ия лар ни  урганиш уларнинг 
ани кл ан иш  сохаларини топишдан бошланади.

Аналитик усулда  берилган функциянинг  а ни кл ани ш  сохаси 
узгарувчининг шундай ки й м атлар и дан  иборат  туплам буладики,  бу 
тупл амда н олинган хар бир х  нинг кийматига  мос келувчи у  нинг 
киймати маъ но га  эга (яъни чекли, хаки ки й )  булсин.

М и с о л . Ушбу

функциянинг а ни кл ани ш  сохасини топинг.
Р а в ш ан к и ,  бу функциянинг  ан и кл ан и ш  сохасига  х  =  5 нукта 

кирмайди,  чунки х  =  5 га мос келадиган у  нинг киймати чекли
булмайди.

Иккинчи томондан,  к а р а л а ё т г а н  функциянинг  а н и к л а н и ш  сох аси
га х  нинг —3 дан кичик ки йм ат лари хам кирмайди,  чунки х < — 3 
булган х  нинг ки йм атлари га  мос келувчи у  нинг ки йма тла ри 
хакикий булмайди. Демак,  берилган функциянинг аникланиш сохаси

X  =  {х: — З ^ л г С  +  о о . х ^ Б }
тупл амда н иборат.

2) Ж а д в а л  усули .  Бу  усулда  х  билан у  узгарувчи ла р  орасидаги  
бргланиш ж а д в а л  куринишида булади.  М а с а л ан ,  кун дав о м и да  хаво  
хароратини кузатганимиз да ,  t\ в ак т д а  хаво  харорати Т\, /2 вакт да  
Хаво харорати Т2 ва х. к. булсин.  Н а т и ж а д а  куйидаги ж а д в а л  хосил 
булади:

t —  вакт 11 h ti 4̂ tn

Т  —  харорат ТI т2 т3 Т4 т„

Бу ж а д в а л  t ва кт  билан хаво  харорати Т орасидаги  богланишни 
ифодалайди,  бунда  t —  аргумент,  Т эса t нинг функцияси булади.

3) Граф ик усул .  Бу  усулда  х  ва у  у зг арув чи ла р  орасидаги  
бо-гланиш текисликдаги бирор эгри чизик  ор кал и булади.  М аса л ан ,  
текисликда  11- ч из м ада  тасв ир лан ган эгри чизик  берилган булсин.
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х узгарувчи Х=]^а, b] ту пл ам да  уз- 
гарсин.  Бу  X  туп ламдан  ихтиерий
х  нукта  оламиз .  Ш у нуктадан пер
пендикуляр  чикариб унинг берилган 
чизик  билан кесишиш нуктасини т о 
памиз ва х  га кесишиш нуктасининг  
ординатаси у  ни мос куямиз .  Н а т и 
ж а д а  хар бир х  га ( х £ Х )  битта у  мос 
куйилиб функция х,осил булади.  Б у н 
да  х  билан у  нинг орасидаги  богла- 
нишни берилган эгри чизик  б аж а -  
ради.

Олий м атем ат ик ада ,  асосан аналитик усулда берилган функция-  
л а р  ка ра лади.

2- §. Чегараланган функциялар

Бирор X  тупл ам да  f ( x )  функция берилган булсин.
2- т а ъ  р и ф. А га р  ш унд ай  у зга р м а с  М  сон топилсаки, Vx £Х  

учун

/ ( х )

тенгсизлик баж арилса, у  х,олда  / ( х )  ф ун к ц и я  X  тупламда ю цоридан  
чега р а ла н га н  ф ун к ц и я  дейилади.

М и с о л. Ушбу

fw ^ -rh
функцияни карай лик.  Бу  функция Х = (  — оо,  + 00 ) да  аник-  
ланган.  Ра в ш ан к и ,  V x £ ( — 0 0 , - | - о о ) д а

булади.  Д е м ак ,  берилган функция юкоридан чегар аланг ан.
3- т а ъ  р и ф. А га р  ш унд ай  у зга р м а с  m  сон топилсаки, Vx £Х  

уч у н

/ ( х )  ^ m

б улса , у  у о л д а  f ( x )  ф ун кц и я  X  тупламда цуй и д а н  чегаралан ган  
ф ун кц и я  дейилади.

М и с о л. Ушбу

f ( x )  =  х 2 +  1

функцияни карай лик.  Бу функция ; ( = ( — оо,  +  о о ) да  аник-  
ланган .  Vx6( — 00 - + ° ° )  УЧУН
24



f ( x ) — x - { - 1 ^ 1

булади.  Д е м ак ,  берилган функция куйидан чег араланган.
4 - т а ъ  р и ф. А га р  f ( x )  ф ун к ц и я  X  тупламда х;ам юцоридан,  

х,ам цуй и д а н  ч егаралан ган  ф ун к ц и я  булса , я ъ н и  ш ундай  у згарм ас  
m  ва  М  сонлар  топилсаки, Vx £Х  у ч у н

m ^ f ( x )  ^ М

тенгсизлик баж арилса, у  х,олда j  (х) ф у н к ц и я  X  тупламда чегара
л а н га н  ф ун кц и я  дейилади.

М и с о л л а р .  1. Ушбу

функцияни карай лик.  Бу  функция Х =  (.— оо, +  0 0 ) Да аникланган.  
Р авш ан ки ,  х 6 ( — оо, +  оо ) да

/(х.) = . i ± 4 >  О
1 -\-х

булади.  Д е м ак ,  берилган функция куйидан чегараланган.
Берилган функцияни

f  (х ) =  . 1~ЬУ~ = __ 1____ I___
1 + * 4 1 + х 4 1 + * 4

та р з д а  ёзиб оламиз .  Бу тенгликнинг  унг томонидаги биринчи 
кушилувчи б ар ч а  х 6 ( — оо, +  0 0 ) Да бирдан  катта  булмайди:

1
s:C 1

I+ * 4

Энди иккинчи кушилувчи 

ни бахолаймиз .  Агар

1+ х 4

( )<  (1 — х2) 2=  1 — 2х2+ х 4 

эканини эът иборга  олсак,  унда

га эга буламиз .  Н а т и ж а д а  барча  х 6 ( — оо, +  о о ) учун

1 + х 2 _  1 /  /  |  , 1 _  3

l + * 4 ~  1+ * 4 +  1+ /  ^  +  2 -  2

булиши келиб чикади.  Д ем ак ,  берилган функция юкоридан ч е г а р а 
ланган.
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Ш у н д а й  к и л и б ,

функциянинг хам куйидан,  хам юкоридан чегарал анганл иги исбот- 
ланди.

2. Ушбу

(-4т, агар  х ф О  булса,
/ ( * )  =  х

[О, а гар  х  =  0 булса

функцияни карайлик.  Бу функция Х =  ( — оо, - ) - о о ) д а  аникланган.  
Агар ихтиёрий мусбат  А  сон олинса  хам,  ундан катта  булган

натурал  п сони топиладики,  ЕХ  булиб,

f  (—^ ^ =  п 2 >  А

и  ш
булади.  Бу берилган f ( x )  функциянинг  юкоридан чегара ланма ганли -  
гини билдиради.  Айни пайтда  к а р а л а ё т га н  функция куйидан 
ч егараланга ндир:  f ( x ) ^ z O .

Ф а р а з  ки лай лик  f ( x )  ва g ( x ) функцияларнинг  хар  бири 
X  туп лам да  ани кл анг ан булиб,  улар шу ту пл ам да  чег араланг ан 
булсин. У холда

f ( x ) + g ( x ) ,  f ( x ) - g { x ) ,  f ( x ) - g ( x )
функ ц ия лар  хам X  ту пл ам да  чег араланг ан булади.

3- §. Ж уф т  ва ток функциялар
Бирор X  хакикий сонлар  тупламини кар ай лик .  Агар Ух £ Х  учун

— х  ЕХ  булса ,  у холда  X  туплам О нуктаг а  нисбатан симметрии 
туплам  дейилади.  М аса л ан ,

* = ( - о с ,  + о о ) ,  [ - 2 ,  2] ,  ( - 6 ,  6 )

т уп лам ла р О нуктага  нисбатан симметрик тупла млар булади.  Ушбу

Х =  (0, +  оо ) ,  ( - 2 ,  2], [ - 6 , 6 ), [1, 2]
туп л а м ла р  О нуктага  нисбатан симметрик т упл ам ла р эмас.

Айтайлик,  О нуктага  нисбатан симметрик булган  X  тупл ам да  у  =  
=  f ( x )  функция берилган булсин.

5- т а ъ  р и ф. А га р  ихтиёрий х £ Х  учун
/ ( - * ) = / ( * )  (2 )

тенглик баж арилса, f ( x )  жуфт ф ун к ц и я  дейилади.
М аса л ан ,  ушбу



функц иял ар  ж у ф т  функциялардир.
6- т а ъ р и ф .  А га р  ихтиёрий х £ Х  у ч ун

f ( - x )  =  - f ( x )  (3)

тенглик баж арилса, f ( x )  ток, ф ун к ц и я  дейилади.
М асалан ,  ушбу

з х
У - х ,  У =

фу нкц иял ар  ток  функц ия лар  булади.
М и с о л л а р .  1. Ушбу

f ( x )  =  д/ * 2+ 1

функцияни карайлик.  Бу функциянинг аникланиш сохаси ( — оо, +  оо) 
булади.  Берилган функцияни ж у ф т  ёки ток  булиши га  текширамиз:

f ( — x)  =  д / ( — * ) 2+ 1  =  д / * 2+ 1  =  f ( x )

Д ем ак ,  f ( x )  ж у ф т  функция.
2. Ушбу

/  (х)  =  х д /  х 2— 9

функцияни карайлик.  Аввало  берилган функциянинг ани кл ан иш  
сохасини топамиз:

х 2 — 9 ^ 0  =р- х 2^ 9  =*- — о о < х ^  — 3 ва З ^ Ж  +  оо .
Д е м ак ,  берилган функциянинг  а ни кл ани ш  сохаси

X  =  ( — оо, — 3] (J[3, +  оо )
тупламда н иборат.  Ра в ш ан к и ,  бу туплам О нук тага  нисбатан 
симметрик туплам.

Энди / ( — х)  ни топамиз:

f i - x )  =  ( — ж) л/ ( - х ) 2- 9  =  — х у ] х 2- 9  = - / ( * )  .

Д ем ак ,  / ( х)  ток  функция.
3. Ушбу

f ( x )  =  х 2 — х

функцияни карайлик.  Ра вш ан ки ,  бу функциянинг  ани кл ан иш  сохаси 
( — оо, — о о ) булади.

/ ( — *) =  ( ~ х ) 2— ( — х)  =  х 2 +  х.
Энди

f { x ) = x 2 — x, / (  — х ) = х 2-\-х
ларни солиштириб,  берилган функция учун (2 ) ва (3 ) шар тларнинг  
бирортаси хам б аж арил м асли гин и курамиз.  Д ем ак ,  берилган 
функция ж у ф т  функция хам, ток  функция хам эмас.
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Ж у ф т  функциянинг  графиги ордината  укига  нисбатан симметрик 
ж о й л аш г а н  булади.

Ток функциянинг  графиги координата  бошига  нисбатан симмет
рик ж о й л аш г а н  булади

Ф а р а з  ки лай лик  f ( x )  ва g ( x )  ф ункцияларнин г  хар  бири О нуктага 
нисбатан с и м м е т  ж  булган  X  ту п л а м да  ан и кл анг ан булсин.

!°. Агар f ( x )  а g ( x )  функ ц ия лар  ж у ф т  функ ц ия лар  булса,  
у холда

f ( x ) + g ( x ) ,  f ( x )  — g ( x ) , f ( x ) . g ( x ) ,  Ш -  (В ( х ) Ф  0)

фу н кц и ял ар  хам ж у ф т  булади.
2°. Агар f  (х)  ва g  (х) функциялар  ток  функциялар  булса,  у холда

/ ( * ) + £ ( ■ * ) .  f ( x ) — g ( x )
фу н кц и ял ар  то к  булади,

f ( x ) - g ( x ) ,  Ш -  ( f f ( x ) ^ O )  

ф ун кц ия лар  эса ж у ф т  булади.

4- §. Монотон функциялар

i/^=zf(x) функция X ту пл ам да  а н и кл анг ан булсин.
7- т а ъ  р и ф. А га р  аргумент х  нинг X тупламдан олин ган  

ихтиёрий х\ ва  х 2 цийматлари у ч ун  Х \ < с х 2 б ул и ш и д а н

f ( x t ) < f ( x 2) ( f ( x ]) ^ f ( x 2))
тенгсизлик у р и н л и  б у л и ш и  келиб  чищса, у  х,олда f ( x )  ф ун кц и я  
X тупламда у с у в ч и  (к а м а й м а й д и га н )  ф ун к ц и я  дейилади.

8 - т а ъ  р и ф. А га р  аргумент х  нинг X  тупламдан о ли н га н  ихтиёрий  
Х\ в а  х 2 цийматлари у ч у н  х \ < с х 2 б ул и ш и д а н

f ( x  , ) > f ( x 2) ( f ( x \ ) ^ z f ( x 2))
тенгсизлик ур и н л и  б у л и ш и  келиб  чик,са, у  у о л д а  f ( x )  ф ун кц и я  
X  тупламда кам аю вчи  (у с м а й д и га н )  ф ун к ц и я  дейилади.

Усувчи ха м да  камаю вчи ф ун кц ия лар  монотон функц ия лар  
дейилади.

М и с о л л а р . 1. Ушбу
f ( X ) =  х 1 !

функция [0, +  00 ) т уп лам да  усувчи булади.  Д а р х а к и к а т ,  [0, +  ° о ) да  
ихтиёрий Х\  ва х> н у к та л ар  олиб, х \ < . х 2 булсин дейлик.  Р авш ан ки ,
О <  Х\  <  хч <  +  с е . У нда

f ( ДС|) — f ( x 2) = x j — x 22=  (x t +  x 2) ( x t —  x 2) < 0

булади,  чунки x , - f x 2> 0 , Х \ —  х г С О . 4'
Н а т и ж а д а  f  ( х {) — f ( x 2) < 0  = > / ( * 1) < f ( x 2) тенгсизликка эга 

буламиз .
Д ем ак ,  x i < x 2= > f ( x i ) < f ( x 2). Бу эса 7 - т а ъ р и ф г а  кура  берилган

Ж



функциянинг  [0 , + о о )  да  усувчи функц ия эканини билдиради.
2. Ушбу _____

f ( x )  =  ^ х + \
функцияни карай лик.

Бу функциянинг  ани кл ан иш  сохаси [ — 1, -f- оо ) булади.  Ш у [ — 1, 
— о о ) туп лам да  ихтиёрий х\ ва х 2 ну кта лар ни  олиб, х \< С х 2 дейлик.  
Р а в ш ан к и ,  — 1 < * 2<  +  0 0 • Унда

( д/^2 + 1 — д/ * 1 1 ^
f ( X 2 ) - f ( X l ) =  y * 2 + i  -  y * , + i  -  у Х 2 + 1 + ^ р г  х

х  ( у * 2+ 1 +  V ^ + 1 ) -  v , 2 + 1 + v , I + r ■ о

булади,  чунки х 2— * i > 0 ,  д/*2+ 1 +  д / * | + 1 ^ 0 .  Д ем ак ,
xi < x 2=>f ( x2) — f ( x | ) > 0=>f ( x t ) < f ( x 2).

Бу эса берилган функция [ — 1, + о о )  да  усувчи функция эканини 
билдиради.

3. Ушбу

«*> " ф '
функция [1, +  о о ) туп лам да  камаю вчи функция булади.

Х а к и к а т а н  хам, [1, +  о о ) ту п л а м д а  ихтиёрий Х\  ва х 2 нук тал арни 
олиб, х\ < х 2 дейлик.  Унда

х , х 0 х,4-х, xi —  х0 —  ХлХ?

/ ( * , )  - f { x 2) = 7 ^ - 7 ^ =  ( 1 + ^ ) ( , + 4

Х\ — x 2 - h x lx 2(x2 ~ - x l) (xt — Х 2) ( 1 — * 1* 2 )

(1 +*?) (1 +  х\) (1 +■*?) (1 ~\~х2)

булади.  Р а в ш а н к и  х,  — лг2< 0 ,  (1 +  * 1) (1 + * 2) > 0  ва [1, - J -о о ) да
1 — x i x 2< 0 .  Д е м а к ,  f ( x  1) — f ( x 2) > 0 .  Кейинги тенгсизликдан / ( * 1) >
> f ( x 2) булиши келиб чикади.  Ш унд ай килиб Х \ < х 2 бу ли ши да н 
f ( x i ) > f ( x 2) ни топдик.  Бу  эса берилган функциянинг  [1, +  0 0 ) Да 
камаювчи эканини билдиради.

Айтайлик,  f ( x )  ва g ( x ) функ ц ия лар  X  тупл ам да  усувчи 
(кама юв чи)  булиб,  С у зг а р м а с  сон булсин. У холда:

1°. / ( x ) - f - C  функция усувчи (камаю вчи)  булади.
2°. С > 0  булганд а  C - f ( x )  функция усувчи булади,

С < 0 булг анд а  C- f ( x )  функция камаювчи булади.
3°. f ( x ) - \ - g ( x )  функция усувчи (ка маювчи)  булади.

5- §. Даврий функциялар

y  =  f ( x )  функция X  ту пл ам да  а н и кл анг ан булсин.
9 - т а  ъ  р и ф. А га р  ш ун д а й  узга р м а с  Т (Т  Ф  0) сон м авж уд  

булсаки ,  ихтиёрий х £ Х  у ч у н

29

www.Orbita.Uz kutubxonas:

http://www.Orbita.Uz


1) x — тех,  x + т е х ,
2) f ( x + T ) = f ( x )

б ул са ,  у  у о л д а  f ( x )  д а вр и й  ф у н к ц и я  дейилади. Б ун д а ги  Т сон f ( x )  
ф у н к ц и я н и н г  д а вр и  дейилади .

М аса л ан ,

у  =  sin х, у  =  cos  х  \
функ ц ия лар  даври й фу н кц и ял ар  булиб,  уларнинг  даври 2л  га тенг,

У =  t g *
функция хам  дав ри й функция,  унинг даври л  га тенг.

М и с о л . Ушбу

f ( x )  - {х\
функцияни кар ай ли к,  бунда  {х} ор кал и х  нинг каср  кисми белгиланган 
( масалан ,  (1,5) =  0,5, {0,75} =  0,75, ( 2 } = 0 ) .  Бу функция ( — оо,  +  о о ) 
да  аникланган.  Айтайлик,  Т — ихтиёрий ( Т ф О )  бутун сон булсин: 
T = m  (m =  ±  1, ± 2 ,  ± 3 , . . .  ). Унда ихтиёрий л:6 ( — оо,  +  оо ) учун

X — Г 6 ( — оо,  - ( - о о ) , х - | - 7 ’6 ( ---оо,  - f - o o)

булиб,.

f ( x + T )  = { х +  T \ = { x } = f ( x )
булади. Д е м ак ,  берилган функция даврий функция,  унинг даври 7’ =
— т  булади.

1°. Агар f ( x )  даври й функция булиб,  унинг д ав ри  Т га ( Т Ф 0 )  тенг 
булса,

Тп =  п Т  ( я = ± 1 .  ± 2 ,  ± 3 ,  ...)
сонлар  хам шу функциянинг  дав ри  булади.

2°. Агар Т { ва  Т2 сонлар  f ( x )  функциянинг  д ав ри  булса ,  у холда  
7'i +  7’2( 7’i +  7'2^ 0 ) х ам да  Т\ — Т2( Т \ ф Т 2 ) сонлар  хам f ( x )  ф у н к ц и я 
нинг даври булади.

3°. Агар f ( x )  ва g ( x )  даврий ф ун кц ия лар  булиб,  уларнинг  хар 
бирининг даври Т булса  ( Т Ф 0) ,  у холда

f ( x ) + g ( x ) ,  f ( x ) — g ( x ) ,  f ( x ) - g ( x ) ,  ( ^ ( д г ) ^ 0 )

функ ц ия лар  хам даври й ф ун кц ия лар  булиб,  Т сон уларнинг  хам даври 
булади.

6- §. Тескари функция. Мураккаб функция

y  =  f ( x )  функция X  да  ан и кл анг ан булиб,  У/ эса бу функция 
к и йм атла ри да н иборат  туплам булсин:

Yi =  {f (x):  лгеХ}.
Айтайлик,  Yf туп ламдаг и хар  бир у  сон X  туп ламдаг и биттагина  х нинг 
кийматига  мос келсин. Ра в ш ан к и ,  бу холда  Yf ту пл амда н олинган хар 
бир у  га X  тупл ам да  битта  х  мос келиб,  бу мослик на т и ж ас и да
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функция хосил булади.  О датд а  бу функция y  =  f ( x )  функцияга 
нисбатан тескари функция дейилади ва у x  —  f ~  (у)  каби бел г и л а н а 
ди.

М и с о л . Ушбу

у  - f ( x )  = ~ х +  1 

функцияни [0, 1] да  карайлик.  Бу функция ки йм ат лари туплами

булади.  Y, J да ан и кла нг ан  ушбу 

х  =  2 у  — 1

функция берилган у  =  -у-'г +  * функцияга  нисбатан тескари функция 

булади.
Юк ор и да  айт ил ганл ард ан y  =  f ( x )  д а  х  — аргумент,  у  эса 

функцияси,  тескари

x  =  f - ' ( y )

функция да  эса  у  — аргумент,  х  эса унинг функцияси булиши 
куринади.  Д е м ак ,  берилган функция х а м да  унга тескари функцияда  
аргумент  билан функциянинг роллари а л м а ш и ш а р  экан.  Кул айлик 
учун куп х олларда  тескари функция аргументини хам х,  унинг 
функциясини у  каби белгиланади:  y  =  g ( x ) .

y  =  f ( x )  га нисбатан тескари булган  y  — g ( x )  функция графиги,  
у  =  f  (х) функция графигини I ва III чоракл ар  биссектрисаси 
атрофида 180° га айлантириш натижасида хосил булади ( 12- ч и з м а ) .

y  =  f ( x )  функция X  да  ани
кланган булиб,  Yf эса шу функция 
кийматлари туплами булсин:

Yf — {f(x) : хеХ}.

Бу Yf ту пл ам да  z  — F( y )  функция 
ан и кла нг ан  булсин. Н а т и ж а д а  
X  тупла мдан  олинган хар  бир х  га 
Yf ту пл ам да  битта у:

f : х —*~у ( y = f ( x ) ) ,

ва Yf тупламда ги бундай у  сонга 
битта z :

F : y - + Z  ( Z =  f ( y ) )  1 2 - чизма

сон мос куйилади.  Д е м ак ,  X  тупламда н олинган хар  бир х  сонга битта 
z  сон мос куйилиб,  янги функция хосил булади:

г  =  F ( f ( x ) ) .
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Одатд а  бундай функция м ур а кка б  ф ун кц и я  дейилади.  Бу мураккаб  
функция y  — f ( x )  ха м да  z  — F( y )  фу нк ц ия лар  ёрдами да  хосил 
булган.

М асалан ,
2 =  ( * +  I ) 2

функция у  =  Х- \ - 1 ва z = y 2 фун кциял ар  ёрдами да  хосил булган 
муракк аб  функциядир.

7- §. Элементар функциялар
1°. Б у т у н  р а ц и о н а л  ф у н к ц и я л а р .  Ушбу 

y  =  a 0+ a ix  +  a,ix 2+  ■ ■ ■ +  а п_ ^ п~ ' +  а,рсп

куринишдаги функция бутун р а ц и о н а л  ф ун к ц и я  дейилади.  Бунда  а 0, 
а ь  ... , а п — уз гарм ас  сонлар,  п эса натурал  сон. Бу  функция R  =  
=  ( — оо,  -f- оо ) да  ани кланган.

Бутун рацио нал  функциянинг б аъз и  бир хусусий холлари:  
а) Ч и з и к л и  ф у н к ц и я .  У

у  =  ах  -f- Ь ( а Ф 0)
куринишга эга, бунда  а,  b — узг армас  сонлар.

Чиз икли функция:
1) ( — оо,  + о о )  да  аникланган,
2 ) а > 0 булг анд а  усувчи, а < 0 булганд а  камаювчи,
3) графиги текисликда  тугри чизикдан иборатдир.  Ушбу

у  =  2 х — 1, у = — 2х +  2 , у =  I 
чизикли функц ияларнинг  графиги 13- чизмада  тасвирланган.

б) К в а д р а т и к  ф у н к ц и я .  У 
у  — а х 2- \-Ь х-\-с  ( а Ф 0 )

куринишга  эга. Бунда  а, Ь, с — у з 
гармас  сонлар.  К ва д р ат и к  ф унк 
ция R =  ( — оо,  +  оо ) да  а н и к л а н 
ган. Унинг графиги п а р абол ад ан 
иборат.  П ар а бо л а н и н г  текислик
даги вазиятини а н и к л а ш  учун 
кв ад рати к  функцияни куйидаги 
куринишда ёзиб оламиз:

у  =  а х 2-\-Ь х-\-с  =  а ( х 2- \ - - ^ х ^ +

=  а( х̂  +  — х + —- j  ) + с
4а‘ > 4а-

/  b \  2 , 4ас — Ь2 (  Ь \  2
= Ч х +  й г)  + - 1 ^ ~ = а (х + - ъ )  ~

-4  ас
4 а* \  ■ / а /  4а

у  а х 2 -+- Ьх-\-с  функция графигининг  текисликда  ж ой лаш иш и 
a ia d  =  b2 — 4ас микдорларнинг  ишорасига  боглик булади 

ш а ) :



14- чизма

2°. К а с р  р а ц и о н а л -  ф у н к ц и я л а р .  Ушбу

а 0хп - \ - а 1х" 1 +  ... -{-ап_ 1х - \ - а п

b0x m  +  b ix m  1 +  . . . +

куринишдаги функция каср рационал функция  дейилади.  Бу н да  ао, а ь  
. . . ,  а п ва Ьо, Ь \ , ... , Ьт л а р  у зг арм ас  сонлар,  п, т  — натурал  сонлар .  Бу  
функция

X  =  ( — оо , -)- 00 ) \{* ' Ь()Хт -(- Ь\Хт 1 ~\~ Ьт =  0}

тупл амда ,  яъни касрнинг  ма х р аж и н и  нолга айлантирувчи нукта- 
л а р д а н  ф а р к л и  булган  барча  ха ки ки й сон лард ан иборат  т уп лам да  
аникланган.

Каср  ра циона л  функциянинг  б аъ з и  бир хусусий холлари:
а)  Т е с к а р и  п р о п о р ц и о н а л  б о г л а н и ш н и  ифодаловчи 

ушбу

г / = — (х=/=0 )

фунцияни кар ай лик .  Бунда  а  — уз гар м ас  сон. Бу функция:
1) Х = ( —  оо, 0) U (0- + ° ° )  Да ани кла нга н,
2) ток функция.  Д е м ак ,  унинг графиги координата  бошига  

нисбатан симметрик,
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3) а нииг мусбат ёки манфийлигига к а р а б  функция ( — оо, 0 ) ва 
(О, - j -  00 ) ора лик лар н ин г  х,ар бирида  камаювчи ёки усувчи булади.

Р авш ан ки ,  у  =  — функция графигининг текисликда  жо й л аш и ш и

15- чизма

а  нинг ишорасиг а  богли к булади ( 1 5 - чизма) .  О д атд а  1 5 - чизмада  
тасвир лан ган эгри чи зи к лар  тенг ёнли  ги п ер б о ла  дейилади.

б) К а с р  ч и з и к л и  ф у н к ц и я .  У
ах 4- Ьy=^+d

куринишга  эга. Бу  функция Х =  ( — о о , +  00 ) \  j — ~  | т у п л а м д а  ани-

ияни куйидаг

а ( х + — )  
ах-\-Ь \  а /  а

кланган.
К аср  чизикли функцияни куйидагича  ёзиб оламиз:

d ь d
х-\-------- 1----------------с а с

cx-\-d
с(х+т ) х+ —с
be — ad 

ас be — ad
—  + - •  d с

Д е м а к ,  ка р а л а ё т га н  функция ушбу

У -

куринишда булар  экан

х + р

be — ad

+  У

а а а \
Р = т . у = ~ ) .

Каср чизикли функциянинг  графиги тенг ёнли гипербола каби 
булади.  М асал ан ,

У -
х+1
х-\-3 х 3 х -}- 3

функциянинг графиги 1 6 - чизмада  тасвирланган.



3°. Д а р а ж а л и  ф у н к ц и я .  Ушбу

у  =  х а ( * > 0 )

куринишдаги функция дараж али ф у н к ц и я  дейилади.  Д а р а ж а л и  
функциянинг ани кла ниш  сохаси сс га богли к булади.  Агар с с >  
> 0  булса,  у  =  х а функция (0 , +  о о ) да  усувчи, а < 0  да  камаювчи 
булади.  Д а р а ж а л и  функция графиги текисликнинг (0, 0) ха м да  (1,
1) ну к та лари дан утади.  М аса л ан ,

у  =  х 2, . у  =  х 2

функция граф иклари 1 7 - чизмада  тасвирланган.
4°. К у р с а т к и ч л и  ф у н к ц и я .  Ушбу

У =  а *

куринишдаги функция курсаткичли ф ун к ц и я  дейилади,  бунда 
а  х,акикий сон, а > 0  ва а ф  1.

Курсаткичли функция:
1) ( — о о ,  +  о о  ) да  ани кланган,
2 ) ихтиёрий х  д а  у  =  ах >  0 ,
3) а > 1  булг анд а  у  =  ах усувчи, 0 < а < 1  б ул ганда  у = а х 

камаювчи.

У У1

А / у - * '\ J . ^ ___

Y  .С
0 л / к ч

1 8 - чизма 1 9 - чизма
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Курсаткичли функция графиги ОХ  укидан юкорида ж о й л аш г а н  ва 
доим текисликнинг  (0, 1) нуктасидан утади. М асалан ,  у  =  2х ва

у =  ^ ~ j  •' ф ункцияларнин г  графиги 1 8 - чизмада  тасвирланган.

5°. Л о г а р и ф м и к  ф у н к ц и я .  У шбу
y ~ \ O g aX

куринишдаги функция логарифмик функция  дейилади,  бунда
а > 0 ва а ф  1.

Л о г а р и ф м и к  функция:
1) (0 , -f- о о )  да  аникланг ан,
2 ) у  =  ах функцияга  нисбатан тескари функция,
3 ) а >  1 булганда y = \ o g ax  усувчи, 0 < а <  1 булганда камаювчи. 
Л о г а р и ф м и к  функция графиги 0 Y  укининг  унг томонида

ж о й л аш г а н  ва доим текисликнинг  ( 1 , 0)  нуктасидан утади.  М асал ан ,  
y  =  \o g 2x  ва y  =  \ o g , x  функциял арнин г  графиги 19- ч из м ада  тасвир-  

~2
ланган.

6 °. Т р и г о н о м е т р и к ф у н к ц и я л а р .  Ушбу 

у =  sinx, у  —  cosx,  y  =  tgx, у  =  ctgx,  у  =  secx, у  =  cosecx. 
функц иял ар  тригонометрик функциялар  дейилади.

у  —  sinx ха мда  у  =  cosx функ ц ия лар  / ? =  ( — оо,  +  о о ) да 
ани кл анг ан 2л  давр ли функц иял ар  булиб,  ихтиёрий х  да

— 1 «С s i n x ^  1, — 1 ^  COSX ̂ 1

тенгсизликлар  уринли булади.
У У

t

y=sin х
1

y=COSX

\  / 7Г
2

0 /  л 2 \ у

х -Л
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tgx,  c tgx,  secx, cosecx ф унк ц ия лар  sinx, cosx ф унк ц ия лар  оркали 
куйидагича  ифодала над и:

tgx  =
cosx c tg x  = secx = cosecx —

sinx, cosx,  tgx  ха мда  c tgx  ф ункциял арнин г  графи кл ари 2 0 - ч и зм а 
да  тасвирланган.

7°. Т е с к а р и  т р и г о н о м е т р и к  ф у н к ц и я л а р .  Ушбу 
г/ =  a rcsinx,  y =  a rccosx,  у  =  a r c tgx ,  y =  a r cc tg x  

функ ц ия лар  тескари тригонометрик ф у н к ц и я л а р  дейилади.
М асалан ,  у  —  a r cs inx  функциянинг а ни кл ани ш  сохаси [ — 1, 1]

ор алик дан иборат  булиб,  кийм атла р  туплами ЭСЗ [ ---- 2 ’ 1 ] ДЭН

иборатдир.
Юкори да  кайд этилган a rcs inx,  arccosx,  a r c t g x  хамда  a rc c tg x  

функцияларнинг  графи кла ри 2 1 - ч из м ада  тасвирланган.

У=а7С5!Л X

О /
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3 - Б О Б

ТЕНГЛАМ АЛАР

Олий математикани нг  турли со ха ларид аг и  м а с а л а л а р  куп 
х ол лард а  маълум тенг лам ал арн и ечиш билан хал килинади.  Шуни 
эътиборга  олиб ушбу бобда т ен гл ам ал ар  хаки да ги  маълумотла рни  
к и ска ч а  баён этамиз.

1-§. Умумий маълумотлар

f ( x )  функция F  туп лам да  ( F c z R ), g ( x )  функция эса G тупла мда  
( G c R )  берилган булсин. Бу  функциял арнин г  ани кл ан иш  сохаси 
булган  F  ва G туп лам ларнинг  купайтмасини (кесишмасини)  М билан 
белгилайлик:

F( ] G =  M.
Агар М  ту пл амда н олинган хо учун / (jco) ва g{xo)  сонлар  бир- 

бирига тенг булса,  яъни f ( x 0) — g ( x о) булса ,  у холда  Хо
f ( x ) = g ( x )  ( 1)

тенгламанинг  и лд и зи  (ечим и)  дейилади.  О д ат д а  (1) муносабат  бир 
но маълумли тенглама  дейилади.

Тенгламанинг  б ар ч а  илдизларини (илдизлар  тупламини)  топиш 
билан т енглама ечилади.  Агар илдизлар  туплами буш булса,  (1) тенг
л а м а  ечимга  эга булмайди.

Бери лган (1) тенгл ама  билан бир к а торда  ушбу

f \ ( x ) = g i ( x )  ( 2 )
тенгламани хам карайлик.

Агар (1) тенгламанинг  хар бир илдизи (2) тенгламанинг  хам 
илдизи булса,  у холда  (2 ) тенглама ( 1) тенгл амани нг  натижаси 
дейилади ва

f ( x )  = g ( x ) = > f i ( x )  = g i ( x )
каби белгиланади.

Агар (2) те нгл ама  (1) тенгламанинг  на тиж ас и булса ,  ва аксинча ,
( 1) те нглама уз на вбати да  (2 ) те нгламанинг  на тиж ас и булса,
у холда  ( 1) ва (2 ) т ен гл ам ал ар  тенг к у ч л и  (эквивалент ) тенгламалар
дейилади ва

f ( x )  = g ( x ) o f \ ( x )  — g\  (х)
каби белгиланади.
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Д ем ак ,  тенг кучли тенг лам аларни нг  илд излари туплами бир хил 
булар  экан.

Тенг кучли тушунчаси тен гл амал ар ни  ечишда кенг кул ланилади.  
Одатда ,  берилган тенгламани ечишда уни тенг кучли, айни пайтда 
ундан содд арок  булган те нглама билан а л м а ш т и р и л а д ш  Бу ж а р а ё н  
бир неча бор такро рлани ши н ати ж ас и да  тенглама  содда  тенгл амага  
келади ва уни ечиб берилган тенгламанинг  илд излари топилади.

Энди тенгл амаларни нг  уз аро  тенг кучлилиги х,акида баъ зи  бир 
т ас дикл арни келтирамиз:

1°. Ушбу

f ( x ) = g ( x )  ва f ( x ) — g ( x ) =  О 
тенг лам алар  тенг кучлидир:

f ( x )  = g { x ) o f ( x )  — g { x )  =  0 .

2°. Ихтиёрий а сон учун

f ( x ) = g ( x )  ва f ( x )  + a  =  g ( x )  + а  

т ен глам алар  тенг кучлидир:

f i x )  = g { x ) o f { x ) + a  =  g { x ) + a .

3°. Ихтиёрий а { а ф 0) сон учун

f i x ) = g { x )  ва a f ( x ) = a g { x ) 

тенгл ам ал ар  тенг кучлидир:

f i x )  = g i x ) o a f ( x )  = a g { x ) .

4°. Ихтиёрий а  ( а > 0, а ф  1) сон учун,

f ( x ) = g ( x )  ва a /U) =  aefx) 

т ен глам алар  тенг кучлидир:

f i x )  = g ( x ) W I, =  a sW

5°. Ихтиёрий нат урал  п сон учун, f i x ) ^  0, g { x ) ^ t  0 булганда  
ушбу

f i x )  =  &(*) ва f n (x)  = g n(x)  

тенгл ам ал ар  тенг кучлидир:

f ( x ) = g { x ) o f n( x ) = g n{x).
6°. Агар а >  0, а ф  1 булиб, f ( x )  > 0 ,  g ( x )  > 0  булса ,  у холда

f ( x ) = g ( x )  ва l ogaf i x)  = \ o g a g ( x )  

т ен гл ам ал ар  тенг кучли тенг лам алар  булади:

f i x )  = g ( x ) o \ o g a f i x ) = \ o g a g i x ) .
■

7°. Агар  ф(х)  функция М  тупла мда  аникл анг ан булиб,  У х £ М  
учун ф ( х ) ^ 0  булса,  у х,олда

f i x ) = g i x )  ва f i x )  ф(х)  = g i x )  ф (х)
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т ен гл ам ал ар  тенг кучли те н г л ам а л а р  булади:

f i x )  = g i x ) o f i x )  - ( f i x)  =  g { x ) - ( f i x ) .

Бирор
f i x )  = g ( x )

тенглама берилган булсин.  Текисликда  Д е к а р т  коорд ината лар  
системасини олиб, f i x )  ва g ( x )  функцияларнин г  графикларини 
чизамиз .  Ф а р а з  килайлик,  f i x )  ва g i x )  функция ларнинг  графиклари 
22- ч из м ада  та сви рл ан ган эгри чизикл арни  ифодаласин.  Бу  функция

графи кла ри кесишган нук таларининг  абсц исс алари берилган тенг ла 
манинг илд излари булади.  М аса л ан ,  ушбу

д/х =  ( * — I ) 2 (2')

тенгламани карай лик.  f i x )  =  д/ х  ва g'(x) =  i x — 1 ) 2 функцияларнинг

график ларин и чизамиз  (23- чиз м а) .  Чи зм ад ан  куринадики,  f i x )  = ^ j x ,  
g { x )  =  i x —  1 ) 2 функция ларнинг  графи кл ари иккита нукта да  кеси- 
шади.  Д ем ак ,  берилган (2 ' )  тенгламанинг  иккита ечими булиб,  у л а р 
д ан биттаси 0 билан 1 орасида,  иккинчиси 2 билан 3 орасида  булади.

2- §. Рационал тенгламалар

Бирор

f i x )  = £ ( х )

тенглама берилган булсин. Юк ор и да  айтиб утдикки, у

f i x ) - g i x )  =  О (3)
те нг лам ага  тенг кучли булади.  Агар f i x ) — g { x ) = F i x )  десак ,  унда 
(3) тенглама  ушбу

F ( x ) =  0 (4)

куринишга  келади.  Агар F{ x )  рацио нал  функция булса,  (4) те нглама 
р а ц и о н а л  тенглама дейилади.
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Р аци она л  тенг лам алар  мазкур  курснинг олий алгебр а  булимида  
батафсил урганилади.  Бу  ерда  биз рацио нал  те нгл ам аларни нг  б аъз и  
бир хусусий холларинигина  келтириш билан кифоя ланам из .

1°. F( x )  ч и з и к л и  ф у н к ц и я  б у л с и н .  F ( x ) = a x - \ - b ,  бунда 
а  ва b у зг ар м ас  хакикий сонлар .  Бу  холда  (4) тенглама

ах-\-Ь  —  О ( а ф  0) (5)

куринишда булади.  (5) тенглама чизикли тен гл ама дейилади.  Унинг 
ечими а, b сонларга  боглик.

Агар а ф 0 булса,  унда

а х  4  b =  0 =^ах  =  — Ь =>х =  — -
а

булиб,  (5) тенглама ягона  х =  — - ечимга  эга ва ечимлар туплами

Е =  | — булади.

М и с о л л а р .  1. Ушбу
х — \ j Зх  — 9 __  х  0

5 1 2 — “3 ~

тенгламани ечинг.
Бу  тенглама куйидагича ечилади:

= 4  — 2 о 6 х  — 6 4 4 5 х — 1 3 5 = 1 0 х  — 6( к ^

-<=^41х =  81 ^ х  =  - |г-41

Д е м ак ,  берилган тенгламанинг  ечимлар туплами Е =  j ^ j j  булади.

2. Ушбу
(р  — 1) х  4  2 =  р 4  1

тенгламани ечинг. Ра в ш ан к и ,  бу тенгламанинг  ечими р  нинг 
кийматига  богли к булади.

Агар  р Ф  1 булса,  унда

( р - \ ) х - \ - 2  =  р - \ - \ о ( р — \ ) х  =  р —  1о х =  =  1

булади.
Агар р =  1 булса,  у холда  берилган тенглама

0 - х 4 2  =  2

куринишга  келиб, у номаълум х нинг хар  ка н да й ки йм ат ида  уринли 
булади.

Д ем ак ,  р Ф  1 б ул ганда  тенгламанинг  ечимлар туплами £  =  {1} 
булиб,  р = 1  булганд а  эса Е = (  —  оо, 4 ° ° )  булади.

2°. F ( х )  к в а д р а т и к  ф у н к ц и я  б у л с и н :  F ( x ) = a x 24  
4 Ьх-\-с ,  бунда  а, Ь, с уз гар мас  ха ки ки й сонлар.  У холда  (4) тенг
л а м а  куйидагича

а х 24 6 * 4 с =  0 ( а ф О )  (6 )
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булади.  (6 ) т ен гл ама квадрат тенглама  дейилади.  Унинг ечими а, b , 
с сонларга  боглик.  Бу  сонлардан тузилган ушбу

D =  b 2— 4 ас

микдор к в а д р а т  те нгламанинг  дискриминанта  дейилади.
Агар  £ > > 0  булса ,  унда

а х 2- \-Ь х- \-с  =  0 ( а ф  0 )
к в а д р а т  тенглама  иккита

- 6 + V D  — b — д/7)
Х | ~  2 а ' Х 2 ~~ 2 о

ечи мла рг а  эга булиб,  ечимлар туплами

Г - 6  +  V D  . V O  1
Е = = \ ------ ’ 2а”  I

булади.
Агар  D —  0 булса ,  у холда  (6 ) к вадрат  тенгламанинг  илдизлари 

бир-бирига  тенг
Ь

Х х =  Х2— — ~

ечимларга  эга булиб,  ечимлар туплами £ = { — ^  } булади.

Агар D < 0 булса,  (6 ) кв а д р а т  тенглама  ечимга эга эмас.  Бу холда  
ечимлар туплами буш туплам булади: Е = 0 .

К в а д р ат  тенгламанинг  илдизлари х а к и д а  Виет теоремасини 
келтирамиз .

В и е т  т е о р е м а с и .  Агар  Х\ ва дг2 лар
а х 2 - \-Ь х- \-с  =  0 ( а ф О )

кв а д р а т  тенгламанинг  илд излари булса,  у холда
h

X  j —1~ X  2 —- ----- а
с

X I * Хп-— —1 z а

булади.
М и с о л л а р .  1. Ушбу

( р + 1) х 2 +  2 ( р + \ ) х  +  р - 2  =  0 ( р Ф - 1)

к в а д р а т  тенгламани ечинг.
Бу  тенгламанинг  дискриминантини топамиз:

Z) =  [ 2 ( p +  1 )]2 — 4 ( р +  1) ( р - 2 ) = 4 ( р + \ ) 2- 4 ( р + 1 )  ( р - 2) =
=  4 ( р + 1 )  ( р + \ - р  +  2) =  \ 2 ( р + \ ) .

Д е м а к ,  D =  1 2 ( / ? +  1). Агар р >  —  1 булса,  £ > > 0  булиб,  берилган 
тен гл ама
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-2 (p+l )  +  Vl2(p+1) , Г Т ~
1 2(р+1) +  V/> +  l ’

— 2(р + 1) — д/ 12(р+ 1) , „ Г “ 3 ~

2 2( р + П  V p + I

е чимларга  эга булади.  Бу  холда  ечимлар туплами:

Н -1 + УЗт' - ‘- V 3 t  }•
Агар — 1 булса ,  D<cO  булиб берилган тенгл амани нг  ечими 

м а в ж у д  булмайди.  Бу  холда  ечимлар туплами буш тупл ам  булади:  
£ =  0 .

2. Агар х и  х 2 л ар
2 х 2 — 5х  +  1 =  О

к вадрат  тенгл амани нг  илдизл ари булса ,  х \ х 2- \ - х \х \  ни хисобланг.  
Берилган тенгламанинг  дискриминанти

D =  ( — 5 ) 2 — 4 - 2 - 1 =  25 — 8 = 1 7 .

Д е м а к ,  берилган тенгл ама  х\  ва х 2 иккита  илдизга эга.  Виет 
теоремасига  кура

I 5х ,  +  х 2=  — ,

x r x 2= Y '
Бу тенгликларни эът иборга  олиб топамиз:

»

x 2x 2-j- х  ,х2= х  ,х2( х , -j- х 2) = — .

Д ем ак ,
2 I 2 5х\х2+ х хх 2= — .

3°. F (х)  ф у н к ц и я  к у й и д а г и ч а  б у л с и н :  F ( x ) = a x 4-\- 
- \ -b x2 +  с, бунда  а, Ь, с у з г а р м а с  сонлар.  Бу  холда (4) т ен гл ама ушбу

ах* - \-Ьх2-\-с =  0 (7)

кур инишда  булади.  (7) тенглама биквадрат тенглама  дейилади.
Б и к в а д р а т  тенгл ама  у  =  х 2 а л м а ш т и р и ш  н а т и ж ас и д а  к ва дра т  

тенг лам ага  келади.  Уни ечиб берилган бик вадрат  тенгламанинг  
ечимлари топилади.

М  и с о л. Ушбу

9х4 — 25х2+ 1 6  =  0
тенгламани  ечинг.

Бу  т е н гл ам ад а  у = х 2 алм аш ти ри ш  киламиз.  Унда

9у2 — 2 5 у +  16 =  0

кв а д р а т  тенглама  хосил булади:
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2 5 ±  V 625^— 4 - 9 - 1 6  _  2 5 ±  V 49 _  2 5 _ ± 7  

У ' * ~  18 ~  18 18
25 +  7 16

У ' ~  18 ~  9 ’

Д е м ак ,

х 2= - ^ - о ( х - | ) ( х  +  4 ) = 0^ 1 =  { ,  * 2= — з -

х~— \ о ( х — 1) ( х - \ - 1) =  0-ф>-лГз= 1, х 4=  1.
Шундай килиб,  берилган тенгл амани нг  ечимлар туплами

Н т .  - f  -■}
булишини топамиз.

4°. F (х)  ф у н к ц и я  к у й и д а г и ч а  б у л с и н :
F (х) =  ах* +  Ьх3 +  с х 2 +  Ьх +  а,

бунда а, Ь, с у зг армас  сонлар.  Бу холда  (4) т ен гл ама ушбу

ах* - \-Ьх3 +  с х 2 Ьх-\-а  =  0  (®)

куринишда булади.  (8 ) тенглама симметрик тенглама  дейилади.  
Тенгламанинг  хар икки томонини х 2 га ( х ф О )  булиб топамиз:

а х 2- \ -Ь х - \ -с - \ - - ’- +  -~2- = 0 .

Агар

“ ‘> 7  = “  i ‘ ‘+ ' ' / ) = а  {x + i ) ‘- 2 a - 

ь , + ± = ь  ( х + 1 )

булишини эътиборга  олсак,  у холда  (8 ) тенглама 

а (* +  7  У + ь ( х  +  ~ ) + с - 2 а  =  0 

куринишга  келади.  Кейинги тенгликда  * +  ~~ = у  дейилса ,

а у 2 - \ - b y - \ - c - 2 a - 0

к в адрат  тенглама хосил булади.
Шунда й килиб,  симметрик тенгламани ечиш к в адрат  тенгламани

ечишга  келади.
Умуман,  F( x )  функцияни

F (х)  = a [ < p ( x ) f +  &ф(*)

куринишда ёзиш мумкин булса,  у  =  ф(х)  ал м а ш т и р и ш  ёрдами да
F ( x ) =  0

тенглама  к в адра т  тенг ламага  келади.
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М и с о л .  Ушбу

*2+ ( т = г )  = 8
тенгламани карай лик.  Бу холда

булиб,  уни куйидагича ёзиш мумкин:
\2

Г»2 , - 8 .х — 1

Н а т и ж а д а

■2 - - ^ — - 8  =  0X— 1

тенг ламага  келамиз.  Бунда  — У белгнлаш киритилеа

у 2- 2 у - 8  =  0

к в адрат  тенглама  хосил булади.  Бу  тенгламанинг  илдизлари

У i = 4 ,  У 2 = —  2

булади.  Д ем ак ,

- 4  = ^ х 2— 4х +  4 =  0 = ^ ( х — 2 ) 2 =  0=ф-л:, =  л:2 =  2,
х — 1

2X - 2=^х2+  2 х  — 2 =  0=^*3
— 2 ±  д/4 +  8

----------— ----  ------^ —Т^л, ^  л  3 ,4 ------------- '  о  —^
X —  1 z

= > х 3—  — 1 +  д/3 , х 4—  1 д/3 .
Ш ундай килиб берилган тенгламанинг  ечимлар туплами 

Е = { 2 ; - 1 +  д/3 ; — 1 — д / 3 }

булади.

3-§ .  Иррационал, курсаткичли ва логарифмик  
тенгламалар

1°.. Иррационал тенгламалар. Ном аъл ум  х  р адикал  (илдиз) 
ишораси остида ка т н а ш г а н  т ен гл ам ал ар  ирр а ц и о н а л  тенгламалар  
дейилади.  М асалан ,

д/ jc — 2 = 5 ,  д/л: +  5 +  д/2х +  8 = 7 ,

\ j x - 2  + х = д / х 2— 4
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те н г л ам а л а р  ирра циона л тенгламалард ир.
И р раци она л  тенг лам аларни  ечишдан авв а л  тенг ламад а  кат наш -  

ган иф одал арни нг  маъ но га  эга б уладиган тупламини а н и к л а ш  керак  
булади.

И р раци она л  тен г л ам а л а р  турли усуллар  ёрдами да  ечилади.  
Купчилик хол л а р д а  тенгламанинг  хар икки томони кв адратга  
кутарилади.  Бу нда  чет илдизл ар  хосил булиши мумкин. Топилган 
кийматни берилган тенг ламага  куйиб,  унинг ечим ёки ечим эмаслиги 
аникл ана ди.

М и с о л л а р .  1. Ушбу

д / х +  5 +  д/2х  +  8 =  7

тенгл амани  ечинг.
Тен гл амада ги  иф о д ал а р  маъног а  эга булиши учун 

х +  5 ^ 0 ,  яъни х ^  — 5,
2х +  8 ^ 0 ,  яъни х ] >  — 4

булиши лозим.  Д е м а к ,  — 4 буладиган ечимларни топиш керак.
Бе ри лга н тенгл ама  куйидагича  ечилади:

д / х +  5 + V  2*  +  8 =  7 = » д / 2 х  +  8 = 7 — д/ х +  5=ф-

=» ( д/ 27-+ 8 )  2=  (7 — д/х  +  5 ) 2=»2х +  8 =

=  4 9 — 14 д/х +  5 +  х +  5=»14 д/х +  5 = 4 6  — х=>

=►(14 д / х + " 5 ) 2=  ( 4 6 - х ) 2=» 196(х  +  5) =
=  2116 — 92х +  х 2=>х2 — 288х +  1136 =  0=»

288 -I- V 2 8 8 2 — 4 • 1136 п о , л
=►*1.2= ----- ~  -2-------------- = » х ,  =  284, х 2= 4  .

(Р авш ан к и ,  2 8 4 > — 4, 4 > — 4.)
Энди топилган xi =  284 ва х 2 =  4 нинг берилган тенгламани 

кан оатл ан ти ри ши ни  те кширамиз:
а) x i = 2 8 4  булган  холда:

д / х ! — 5 +  д / 2 х ! —|— 8 =  д /289  -f- д /576  ф !  ,

б) х 2 =  4 булган холда

д/ х 2+ 5  +  д/2 х 2+ 8  =  д/9 +  д/16 = 3  +  4 =  7 .

Де м ак ,  берилган тенгл амани нг  ечими х =  4 булади:  Е  =  { 4}.

2 . Ушбу
д/  2 1 х | — х 2 =  р

тенгламани ечинг.
Р а в ш ан к и ,  бу тенгламанинг  ечими р  га богли к булади.
Агар  р < 0  булса,  т ен гл ама ечимга  эга булмайди:  Е = 0 .

Энди р ^ О  булган  холни ка райми з .  Бу  холда

д /21 х |  — х 2 = р  о  2 1 х|  — х 2= р 2 <► I х | 2 2 1 х|  + / г = 0

46



б у л а д и .  Х о с и л  б у л г а н  к в а д р а т  т е н г л а м а н и н г  д и с к р и м и н а н т и

Агар р > \  булса,  у х,олда £ > < 0  булиб,  | * | 2 — 2 \х \  + / г  =  0 
тенглама ечимга эга эмас.  Бинобарин,  берилган тенгл ама  хам 
ечимга эга булмайди.

Агар р =  1 булса,

| * |2— 2|*| +  1 = 0  =» ( |*| — 1) 2 =  0 =► | * | = 1  => *i =  l, *2=  — 1 
булиб,  берилган тенглама иккита ечимга  эга булади:

Энди 0 с р <  1 булган  х,олни кара йли к.  Бу  холда  D > 0 булиб 
\ х \ 2 — 2\ х \  - \ -р2 =  0 тенгламанинг  ечимлари

булади.  Рав ш ан ки ,

Iл:| =  1 Н- д / 1 — р 2 =» * , =  1 +  д / l  — р 2, х 2=  —  (1 +  д / l  — р 2) ,

1 * 1  =  1 —  д / l  —  р 2 = >  * 3 = 1  —  У 1 —  Р2, * 4 =  --- ( 1  ----  V 1 ~  Р 2) ■
Бу холда  берилган те нглама 4 та ечимга  эга булади:

£ —{1 -{- д/ 1 — р2\ — (1 +  У 1 — р2 ); 1 — д / 1 - Р 2; —1 <! — л / 1 —Р2 )!•

Агар р =  0 булса,  юкорида  кел тир илг анл ардан куринадики,  берилган 
тенглама учта * ( =  2 , * 2= — 2 , *з =  0 ечимларга  эга булади: £  =  {2 ;
—  2;  0}.

Шундай килиб берилган ирр ационал тенглама учун
1) р < 0  булга нда  £ = 0 ,
2 ) р — 0 булга нда  £  =  {2 ; —2 ; 0},
3) / ? = 1  булга нда  £  =  {1; — 1},
4) 0 < р <  1 булга нда  £  =  { ±  (1 +  д / l  — р 2); ±  (1 — д / 1 — р 2)},
5) р > 1  булг анд а  £ = 0

2°. Курсаткичли тенгламалар. Н ом аъ лум * д а р а ж а  курсаткичида  
ка т н а ш г а н  т ен гл ам ал ар  курсаткичли тенгламалар  дейилади.  М а с а 
лан,

тенг лам алар  курсаткичли тенглама лардир.  Курсаткичли тенглама- 
ларни ечишда куйидаги  к ои далард ан  фойдалан ил ади:

D  =  ( — 2 ) 2 — 4р2 =  4 — Ар2 =  4 ( 1 — р 2).

£  =  {1, - 1}.

1*1 =  1 +  д/  1 — р \  1*1 =  1 — д/  1 — р 2

булади.

4 х— 5 - 2 r+ 6  =  0, 9 /+4jc- 4’6= 3  ,
1 I

4 '  — 3 ^ т = 3 >+т— 2 2х~'

1 ) а 1
,0 ( а = ^ 0 ) ,

2 ) а

3) а  "• a m =  а л+

а — п
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Ш у н и н г д е к ,  у ш б у  б о б н и н г  1 - §  д а  к е л т и р и л г а н

а И*) _ a g W o f ( x )  =  g ( x )  ( а > 0 , а ф

тасд и к дан  х,ам фо йд алан и лад и.

М и с о л л а р .  1. Ушбу
g х* -\-4х — 4,5 __ ^

тенг ламани ечинг. Бу тенгл ама  куйидагича  ечилади:
I

g х2 + 4*-4,5 _  g g л? + 4х —4.5 _  g Т ^

о х 2+ 4 х  — 4,5 =  у  о  х 2+ 4 х  — 5 =  0 =>- 

— х  j — 1, *2 — 5-

Д ем ак,  берилган тенгламанинг  ечимлар туплами £  =  {1; —5} булади.
2. Ушбу

*   *+— 9 ,
4 х—  3 2 =  3 2 — 2 2х~ '

тенг ламан и ечинг.
Бу  тенгл ама  куйидаги ча  ечилади:

1 1 х__1_ х+— *__-
4 х— 3 * ~ = 3 * + Т — 2 2х~' => 4 х— 3* 2 = 3 *  2 — 4 2 =»

„  4 ■+ 4 ' ^  -  З - 4  +  Г *  - ■  4 ' ( I  + | )  _  3  - (  V 3  + + )  =*■

2 4  ̂ д/з 3 Зд/з W 3 '' V л/з У

2х =  3 =>- х  =  2

Д е м ак ,  берилган тенгламанинг  ечими х =  |  булади:  Е =  { | } .

3°. Логарифмик тенгламалар. Н о м аъ л у м  х  л огар и ф м  белгиси 
остида ёки логари фм асосида  к а т н а ш г а н  т ен гл ам ал ар  ло гариф м ик  
тенгламалар  дейилади.  М асалан ,

log 9* +  log^3  =  1 ,

ig V 1 + х  +  3 V 1 — * =  i s  л/ 1 — * 2 +  2

т ен гл ам ал ар  л ог ари ф ми к тенг лам алардир .
Л о г а р и ф м и к  тенг лам аларни ечишда,  а ввало
1) лог ари ф м белгиси остидаги ифоданинг  х,ар доим мусбат 

булишига,
2 ) логариф м асоси эса  мусбат  ва 1 дан  ф а р к л и  б ули ши га  эътибор 

берилиши керак.
Л о г а р и ф м  т а ъ р и ф и д ан  бевосита  куй ид аги лар  келиб чикади:
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Г .  \ o g j i  =  1 ,
2 ° .  | 0 g f l l  =  0  ,

3°. \o g aN i N 2 =  l o g ajV, +  logJV 2 ,

4 ° • |о£аТГ =  l o g ^ i  — lo g aJV2 ,
2

5°. l o g u/V " =  n l o g ujV ,

6°. log^A/ =  ‘ lo g aA/, lo g a„/V " =  lo g ayV ,

7°- l o g aA M og  jVa  =  1 ,

8°. logJV =
logfa

Бу келтирилган к о н да лар  ха м да  1-§ даги

f ( x )  = g ( x ) o \ o g af ( x )  = \ o g a g ( x )  ( a > 0, а ф  1, / ( х )  > 0 ,  g ( x )  > 0 )
тасдикдан логарифмик тенгламаларни ечишда кенг фойдаланилади.  

М и с о л л а р .  1. Ушбу

д/ l o g  *л/3* ' | о£  з* =  — 1 ( х > 0 )

тенгламани ечинг.
Бу тенгл ама  куй идагича  ечилади:

V log  * у з х  • i ° g  з * =  — 1 =► д/ i o g  * у з х  =
l o s  3  х

=*■ V los  W 3* =  — log ^

Кейинги тенгликнинг  чап томонидаги ифода  мусбат.  Шунинг  учун 

log*3 < 0 ,  0 <С х <  1
булиши керак.  Шуни эът иборга  олиб топамиз:

( V loe W ^ ) 2 =  ( — £ ) 2=>\og хЛ/ з х  =  log 53

( log  д3  +  1) =  log 53 = » 2  log 53 — log ,3 — 1 =  0 .

Агар log;t3 =  i/ дейилса ,  унда 2у 2— у — 1 = 0  ква драт  тенг ламага  

келамиз.  Р а в ш ан к и ,  у\ =  \,  (/2= — -^ булиб,  бу ечи млардан  у 2

logx3 =  y < 0  шартни ка н оатла нтира ди .
Д ем ак ,

i o g ^ = —

2. Ушбу ______

i s  У* + х  + 3  ig дЛ х  =  л / 1 х  2

тенгламани ечинг.
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Бу те нглама номаълум х нинг — 1 с  л:-< 1 тенгсизл нкларш 
кан оа тл ан ти рад иг ан  ки й м атла ри да ги н а  маъно га  эга.

Р а в ш ан к и ,  ______

lg ^ T + x + 3 \ g  у I - - v = = l g  д / Г - ^ + 2 ^

=► ig  V 1 + х  + 3 *g V 1 — х = | g  V 1 + *  +  *s V 1 — * + 2 = ^
=>- lg -\J1 — x =  l = » x  = — 99.

Бирок x = — 99 юкоридаги  — 1 < х < 1  шартни кан оатлантирмайди.  
Д ем ак ,  берилган те нгл ама  ечимга эга эмас.

4-§ .  Тригонометрик  тенгламалар

Н о м аъ л у м  х тригонометрик функ ц ия лар  белгиси остида катнаш-  
ган т ен гл ам ал ар  тригонометрик тенгламалар  дейилади.

М асалан ,

4 t g  |  =  3 s i n x ,  sin Зх — s i n x  =  Y> sin 2x +  cos 2 х = -y/2sin х.

тенг лам алар  тригонометрик тенгл амалард ир.
Куйидаги

sin х =  а ( ( а\ ^  1) (9)
cos х  =  а  ( | а |  ^  1 )  ( 1 0 )

tg  х  =  а  ( 11)
c t g x  =  a ( 12)

т е н глам аларга  содда тригонометрик тенгламалар  дейилади.
(9) тенгламанинг  ечими

х —  ( — l ) ”ar cs in  а  +  пл  (п =  0 , ± 1, ± 2 , ...),
( 10) тенгламанинг  ечими

х =  +  a rccos  а - \ - 2 п л  (п =  0 , ± 1, ± 2 , ...),
( 11) тенгл амани нг  ечими

x =  a r c t g  а - ) - « л  (« =  0 , + 1, ± 2 , ...),
( 12) тенгл амани нг  ечими эса

x =  a r c c t g  а - \ - п л  (п =  0 , ± 1, + 2 , ...).

О датд а  берилган тригонометрик тенгламани тенг кучли тенглама 
билан алмаш тир иш  на т и ж ас и да  содда тригонометрик тенгл амага  
келтирилади.  Бу  тенгламани ечиб берилган тригонометрик т е н г л а м а 
нинг ечимлари топилади.

Тригонометрик тенг лам аларни у л арг а  тенг кучли тенг лам алар  
билан а л м а ш т и р и ш д а  тригонометрик функц ия лар  орасид аги  богла- 
ни ш лард ан фойдал ани лади.  К,уйида бундай б о гл а н и ш л а р д а н  баъзи-  
ларини келтирамиз.

1 о о , 9 1 i- Sin 06 .I . s i n “a  +  cos а =  l,  t g a  = ------- , c t g a  =°  cos а
2°. s in (a ± (3 ) =  sin a  cos |3±cos a  sin p ,
3°. c o s (a ± |3 ) = co s  a  cos p=Fsin a  sin |3 ,
. о  . , . „  „  . a  +  B a  — 13
4 . sin a  +  sin (3 =  2 s in — 2 c o s — 2— >
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го п с , -  а —3 “ +  Э5 . sin а  — sin р =  2 s i n — ^ - c o s — - ~,

ПО I г. Г. “ +  Р “-- Р6 . cos а  -}- cos Р =  2 cos — cos — - — ,

-70 /> Г > ' «  +  Р ' а  --f7 . cos а  — cos  р =  — 2 sin — si n — ~

М и с о л л а р .  1. Ушбу

г — т/9 . «incos х  — д/2 • sin *
тенгламани ечинг.

Бу  тенгл ама  куйидагича  ечилади:

cos х — д/2 - sin y  =  1 =» 1 — cos х +  д/2 - sin =  0 =>

=> 2 s in 2- | - +  д/2 - sin -J- =  0 =► sin у  (2 sin ~ +  д/2 ) = 0=>- 

s in -^- ==  =  rtJl ^  х  =  2 п л  ,

s i n - | =  —  ̂ = » | = ( - 1) " +1|  +  п я ^ х = ( - 1) ' 1+, | + 2п л .

Д е м ак ,  берилган тенгламанинг  ечимлар туплами

£  =  {2шг; ( — 1) п + 1-̂  +  2гш; /г =  0 , ± 1 , ± 2 , ...).

2. Ушбу cos 2x +  cos2x = 0  тенгламани ечинг.
Аввало cos2x  ни куйидагича ёзиб оламиз:

2 1 4 - c o s 2 x
COS X  =

2

„  ,  г> I 1 + c o s  2л: „Унда берилган тенглама  c o s 2 x - | -------- -------= 0  куринишга  к е л а 

ди. Кейинги тенгликдан cos 2х = ----- — булиши келиб чикади.

Д ем ак ,

2х =  ±  a r c c o s ^ — ~-^~1-2пл (п —  0 , ± 1, ± 2 , ...) ,
яъни

х = ± + a r c c o s ( — з-) +  гал (п =  0, ± 1, ± 2 , ...) .
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4 - Б О Б

Т Е Н Г С И З Л И К Л А Р

Ушбу бобда  тенгсизликлар  хак и да ги  маъл умотларни  киска ч а  
баён этамиз.

1-§.  Умумий маълумотлар

Икки f ( x )  ва g ( x )  ф ун кц ия лар  мос р ави ш да  F  ва G т у п л а м ла р д а  
( F a R ,  G c z R ) берилган булиб,

М  =  F  П G Ф  0

булсин.
Агар М  тупла мдан  олинган х 0 учун f ( x u) ва g(*o)  сонлар  о р а 

сида

f ( x о) >  g(xo) 
муносабат  б а ж а р и л с а ,  у холда  х0 сон

f ( x )  >  g ( * )  ( 1)
тенгсизликнинг  ечими  дейилади.  О д атд а  (1) муносабат  бир номаъ-  
л у м л и  тенгсизлик  дейилади.  Тенгсизликнинг  бар ча  ечимларини
топиш (ечимлар тупламини топиш)  билан тенгсизлик ечилади.  Агар 
ечимлар тумлам и буш булса ,  ( 1) тенгсизлик ечимга  эга булмайди.

( 1) тенгсизлик билан бирга  ушбу

Ы * )  >  S i ( x )  (2 )
тенгсизликни карай миз .

Агар (1) тенгсизликнинг хар  бир ечими (2 ) тенгсизликнинг хам 
ечими булса ,  ва аксинча  (2 ) тенгсизликнинг хар  бир ечими
( 1) тенгсизликнинг  хам ечими булса,  у холда  ( 1) ва (2 ) тенгсизлик
л а р  тенг к у ч ли  т енгсизликлар  дейилади ва

f ( x )  >  g ( x )  О  М * )  >  Ы * )
каби белгиланади.

Одат да ,  берилган тенгсизликни ечишд а уни тенг кучли, айни 
пайтда ундан соддарок, булган тенгсизлик билан ал маш ти рил ад и.  Бу 
ж а р а ё н  бир неча бор та кр ор лани ш и н а т и ж ас и д а  тенгсизлик содда 
тенгсизликка  келади ва  уни ечиб берилган тенгсизликнинг ечимлари 
топилади.
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Энди тенгсизликларнинг  уз ар о  тенг кучлилиги х а к и д а  баъ зи  
бир та сдик ларни  келтирамиз:

1°. Ушбу f ( x )  >  g ( x )  ва f ( x ) — g ( x ) > 0 тенгсизликлар  тенг 
кучлидир:

f ( x )  > g ( x )  о  f { x ) — g ( x ) >  0 .

2°. Ихтиёрий а сон учун f { x ) > g ( x )  ва f ( x )  - \ - a > g { x )  -\-а  
тенгсизликлар  тенг кучлидир:

f ( x ) > g ( x )  о  f ( x ) + a > g ( x ) + a .

3°. Ихтиёрий а > 0 сон учун f ( x ) > g ( x )  ва a - f ( х)  > a - g (х)
тенгсизликлар  тенг кучлидир:

f ( x ) > g ( x )  о  a - f ( x )  > a - g ( x ) .

4°. Ихтиёрий а < 0 сон учун f ( x )  > g ( x )  ва a - f ( x )  < a - g ( x )
тенгсизликлар  тенг кучлидир:

f ( x ) > g ( x )  о  a - f ( x )  < a - g ( x ) .

5°. Ихтиёрий тайин а ( 1 < а <  +  оо) сон учун f { x ) > g ( x )  ва 
а н*)^>а  «(*> тенгсизликлар  тенг кучлидир:

f ( x ) > g ( x )  о  а ,(х)> а glx>.

6°. Ихтиёрий тайин а ( 0 < а < ; 1 )  сон учун f ( x ) > g ( x ) ва
a nx)< a gix)
тенгсизликлар  тенг кучлидир:

f ( x ) > g ( x )  о  а 1{х) <  а g{x) .

7°. Ихтиёрий натурал п сон учун, f ( x ) >  0, g ( x ) ^ 0 { х ^ М )  
булг анд а  f ( x ) > g ( x )  ва ( f ( x ) ) n > ( g { x ) ) n ( х € М )  тенгсизликлар  
тенг кучлидир:

f ( x ) > g ( x )  о  ( / ( * ) ) " >  { g ( x ) ) n .

8°. Ихтиёрий тайин а О - С о С - Ь 0 0 ) сон учун, / ( % ) ; > 0 ,  g { x ) >
> 0  ( х £ М )  булг анд а  f ( x ) > g ( x )  ва log„/(A:) > l o g ^ x )  тенг

сизликлар  тенг кучлидир:

f ( x ) > g ( x )  о  l o g j ( x )  > l o g < Jg ( * )  .

9°. Ихтиёрий тайин а ( 0 - < о < ; 1 )  сон учун f ( x ) > 0, g ( x ) >
> 0  (jc6 М)  булг анд а  f ( x ) > g ( x )  ва log J ( x )  < log £ ( х )  тенг
сиз ликлар  тенг кучлидир:
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f { x ) > g ( x )  о  \ o g J ( x )  < l o g ^ ( x )

10°. M  ту пл ам да  а н и кл анг ан ихтиёрий ф ( х ) > 0  функция учун 
f ( x )  > g ( x )  ва f ( x )  • ф(*) > g ( x )  -ф(х) тенгсизликлар тенг кучлидир:

f ( x ) > g ( x )  о  f ( x ) -ч>(х) > g ( x ) -ц>(х) .

2- §. Рационал тенгсизликлар

Бирор

f ( x ) > g ( x )  ( 1)
тенгсизлик берилган булсин. У f ( x ) — ^ ( л : ) > 0  тенгсизликка  тенг 
кучли булади.

Агар F ( x ) = f ( x ) — g ( x )  десак, (1) тенгсизликка тенг кучли булган
F ( x ) > 0  (2)

тенгсизликка  келамиз.
Агар F (х)  рацио нал  функция булса,  (2) р а ц и о н а л  тенгсизлик  деб 

атала ди .  Биз куйида рацио нал  тенгсизликларнинг  б аъ зи  бир хусусий 
Холл'арини келтирамиз.

1°. F( x )  ч и з и к л и  ф у н к ц и я  б у л с и н :  F (х)  = а х - \ - Ь ,  бунда 
а  ва b уз гарм ас  хаки кий сонлар.  Бу холда  (2) тенгсизлик

а х - \ - Ь >  0 (3)

булади ва у чизикли тенгсизлик дейилади.
Агар а > 0 булса ,  унда

ах  4 - Ь >  0 =>- х >  — -1 а

булиб,  (3) тенгсизликнинг  ечимлар туплами +  00 )

булади.
Агар а < 0  булса ,  унда

ах  4 - Ь >  0 =>- х  < ------а

булиб,  (3) тенгсизликнинг  ечимлар туплами — 00> — д )

булади.
М и с о л . Ушбу

( р —  1 ) х > р 2 —  1
тенгсизликни ечинг.

Бу  тенгсизликнинг  ечими р  нинг кийматига  богли к булади.
Агар р > \  булса,  унда

( р — \ ) х > р 2—  1 =» =► х > р +  1

б | л а д и беРИЛГаН тенгсизликнинг  ечимлар туплами Е — ( р -f  1, +  о о )



Агар р <  1 булса ,  унда

булиб,  тенгсизликнинг  ечимлар туплами Е  =  ( — оо, р - f- 1) булади.
Агар р =  1 булса ,  тенгсизлик 0 - х > 0  кур инишга  келиб, у н о м а ъ 

лум х  нинг \ еч  к ан дай  кийм атида  б аж а р и л м а й д и .  Д е м ак ,  бу холда  
Е = 0  булади.

2°. F( x )  к в а д р а т и к  ф у н к ц и я  б у л с и н :  F (х)  = а х 2- \-bx - \-c ,  
бунда  а, Ь, с у з г а р м а с  х,акикий сонлар .  Бу  холда  (2) тенгсизлик

куринишда ёзиш мумкин.
Бу муносабатд ан куринадики,  а х 2-(- Ьх +  с кв а д р а т  учхаднинг  

гишораси а  хам да  D — b 1 — 4ас нинг и ш о р а л а р и г а  бо гли к булади.
; Агар а >  О, А < 0  булса,  у холда  х  нинг б ар ч а  к и й м атла ри да

булади.
Бу  холда  (4) тенгсизликнинг  ечимлар туплами £ = (  — оо, +  оо ) 

'булади.
Агар а > 0 ,  D >  0 булса,  у холда  а х 2 - \ -b x - \ -c  кв ад ра т  учхад  иккита 

х,  ва х 2 ил дизларга  эга булиб,  (4) тенгсизлик а ( х  — х х) {х — х 2) > 0  
куринишни олади.  Бу тенгсизлик интерваллар  усули билан ечилади.

К а р а л а ёт г а н  тенгсизликнинг ечимлар туплами £ = ( — оо, х\)  (J 
U (Х2 , +  оо) булади.

Агар а < 0 , £ > < 0  булса ,  у холда  a x z - \ -b x - \ -c  к вадрат  учхад  х  нинг 
барча  ки йм атла ри да  манфий булиб,

тенгсизлик ечимга  эга булмайди,  Е = 0 -
Агар а < 0 , £ > > 0  булса ,  у холда  (4) тенгсизликнинг ечимлар туп- 

/л ам и  Е = ( х  1, х 2) булади.
М и с о л .  Ушбу

тенгсизликни ечинг.
Ра в ш ан к и ,

х 2 — 4 х - \ - 1 > 2 х  — х 2 —  3 о  2х 2 —  6* +  4 > 0 .

Хосил булган  к в адрат  тенгсизликда

а =  2 > 0 ,  D =  36 — 4 - 4 - 2  =  4 > 0
булиб,  2х 2 —  6х -f- 4 к в ад ра т  учхаднинг  илдизлари х\ —  1, х 2 =  2 га тенг. 
Бу  холда  берилган тенгсизлик ечимга  эга ва унинг ечимлар туплами 
£ = (  — оо, 1) U (2 , + о о )  булади.

булади ва у ква

а х 2 +  Ьх +  с >  0
1ади ва у к в а д р а т  тенгсизлик дейилади.  
Маъл умк и,  ах~ Ь х-\-с  к вадрат  учхадни

(4)

а х 1 - \-bx- \-  с >  0

а х 2 - \ - b x - \ - 0  0

х 2 — 4 х - \ - 1 > 2 х  — х 2 — 3
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М и с о л л а р .  1. Ушбу
х 3 +  9 х ‘2 +  2 3 х +  1 5 > 0

тенгсизликни ечинг.
Агар

* 3 +  9л:2 +  2 3 * +  1 5 =  (* +  1) (дс +  3) (х +  5) =
=  ( х — ( — 1))  ( * — ( — 3) )  (jc ( 5 ) )

булишини эът иборга  олсак,  унда берилган тенгсизлик
( * - ( - 1  ) ) ( * - ( - 3 ) )  ( х - ( - 5 ) )  > 0

куринишга  келади.
Энди сонлар  уки да  —5, —3, — 1 сонлар га  мос келувчи нукталарни 

ан и к л ай м и з  ( 2 4 - чизм а) .
Сунг берилган тенгсизликнинг 

ечимлар туплами £ = ( — 5, — 3) (J 
[J (1, — о о ) булишини топамиз.

2. Ушбу х ^~4 -  >■ 0 тенгсиз-0, 2х 2- х - \23- чизма
ликни ечинг.

Бу тенгсизлик куйидагича  ечилади:

W i l f u l >  о =» ( х 2-\-4х  — 4) (2л:2— х — 1) > 0 = »
2х —х — 1

=► (х— ( — 2 +  2 д/2 ) )  ( х — ( — 2 — 2 д/2 ) )  (jc— ( — 1) > 0  . 

Энди
х , =  — 2 — 2 д/2 , х 2= — - j ,  х 3= — 2 +  2 д/2 , х 4=  1

-г-г'Гг

24- чизма

сонларнинг  сонлар  укидаги  тасвирларини ани кл ай миз  (25- ч и з м а ) . 
Д е м ак ,  (5) тенгсизликнинг  ечимлар туплами

1  
2 ’

£ = ( - -2 — 2 д/2 ) U ( ~ у ,  — 2 +  2 д / 2 )  U (1, + ' )

3-§ .  Иррационал, курсаткичли ва 
логарифмик тенгсизликлар

1°. И р р а ц и о н а л  т е н г с и з л и к л а р .  Н о м аъ л у м  х радикал  
(илдиз)  ишораси остида  к а т н а ш г а н  тенгсизликлар  и р р а ц и о н а л  тенг
си зл и к л а р  дейилади.  М ас а л ан ,

д /1+лс  +  д / 1 — х  >  1 ,



1, д / * + 9 \ / *  +  18> 0

тенгсизликлар  ирра циона л тенгсизликлардир.
И рр аци она л  тенгсизликларни еч и шд ан  а в в а л  тенгсизликда  кат-  

нашган иф одал арнинг  м аън ога  эга  бу ла диг ан тупламни ан и к л а ш  
керак  булади.

М и с о л . Ушбу

у * +  д/ х  -  У х -  у х  >  1  д / ^ Д т

тенгсизликни ечинг.
Бу тенгсизлик х ^  1 булганд агин а  маъ но га  эга.
Р ав ш ан к и ,  л]х- \ -  д / х >  0. Шуни эът иборга  олиб топамиз:

У * +  Vх ( У * +  Vх -  л/х ~  Vх ) > 1 V X+  Vх

=>- Х +  д/х —  У * 2 — X  >  — д/х =» х — - у х  >  д / х ( х — 1) .

Э н д и х ^ 1  булг анд а  д / х > 0  ва д/х — |  > 0  булишини х,исобга

олиб кейинги тенгсизликни,  унга тенг кучли ва айни пайтда  ундан 
содда булган  тенгсизликка  келтирамиз:

1 Г  .  1— 7--------ГГ . .  1 / 1 / ' •X — -у д /х  >  д /х ( х — 1) -  --(х — — д/х ) >

V*
д / х ( х — 1) =» д/х — у >  д / х — ! = > ( д / х — “ У >

>  (д/х — 1 ) 2= »х— д/х - f^ -> x  — 1 =» Д/х < - ^ - = ^ х < ~ .
25Д е м ак ,  берилган тенгсизликнинг ечимлар туплами £  =  [1, — ) 

булади.
2°. К у р с а т к и ч л и  т е н г с и з л и к л а р .  Н о м а ъ л у м  х д а р а ж а  

кур саткичида  к а т н а ш г а н  тенгсизликлар  курсаткичли тенгсизликлар  
дейилади.  М аса л ан ,

' >  • ' ' '  < 8 ' ,
2 — 1

4 * <  3 - 2  V* +Jr - f  4 l + v *

тенгсизликлар  курсаткичли тенгсизликлардир.
Курсаткичли тенгсизликларни ечишд а мазк ур  бобнинг 1-§ ида 

келтирилган т а сд и к л а р д а н  фойдалан ил ади.
М и с о л . Ушбу

3 . 4  ^  _|_ з  <  ю -2
тенгсизликни ечинг.
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Р авш ан ки ,  мазкур  тенгсизлик х <  2 бу лг ан да  маъно га  эга.
Агар берилган тенгсизликда  2 V2-X =  У дейилса ,  у холда

3 у 2 — 1 Оу 3 <  О

тенгсизлик хосил булади.
Р ав ш ан к и ,

Зу2—10y +  3< 0 =»3(i/ —3) (у— -̂) <о'=>- 

=> ( у — | - ) ( у  — 3 ) < 0  =>- —< у < 3-

Д ем ак ,

± с у <  3 = » | < 2 ^ < 3 = »

=ф- — l o g 2 3 <  л/2 — x < l o g 2 3 .

Агар  д/2 — х ^ 0  булишини эътиборга  олсак,  унда

0 <  д/2 — х < l o g a 3

тенгсизликка  эга буламиз .
Кейинги тенгс изликлардан

0 ^  2 — x < c l o g  |3 ,

яъни

2 — log |3 <  х

булиши келиб чикади.
Д е м ак ,  берилган тенгсизликнинг ечимлар туплами 

Е  =  (2 — log^3, 2] булади.
3°. Л о г а р и ф м и к  т е н г с и з л и к л а р .  Но маъ лум х логариф м 

белгиси остида ёки логариф м асосида  к а т н а ш г а н  тенгсизликлар  
ло г а р и ф м и к  тенгсизликлар  дейилади.

М а с а л ан ,

l o g ± (2x +  3) > 0 ,  21og A5 +  lo g 5(5 +  31og 25л5 > 0 ,
2

l0g 2* + 4(X 2+  1 X  I

тенгсизликлар  ло га риф ми к тенгсизликлардир.
Л о г а р и ф м и к  тенгсизликларни ечишда логариф мнинг  хоссалари- 

дан  х ам да  1-§ да  келтирилган т а сд и к л а р д а н  фойдалани лади.
М и с о л . Ушбу

l o g 2^ f < °

тенгсизликни ечинг.
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х __ о
Б у  т е н г с и з л и к н и н г  ч а п  т о м о н и д а г и  и ф о д а  б у л г а н д а г и -

на маънога  эга. 
Рав ш ан ки ,

я —3 > 0  =>- (х +  2) {х —  3) > 0  .
х- \ - 2

Кейинги тенгсизликни ка н оатл ант иру вч и х  нинг ки йм ат лари

х > 3 ,  х <  — 2
булишини топамиз.

Д ем ак ,  х 6 ( — оо,  — 2) ( J  ( 3 ,  + о о )  учун берилган тенгсизлик 
маънога  эга.

Шуни эътиборга  олиб топамиз:
, х  — 3 „ х  — 3 .

|ов »7 + 2  < ° ^ - ; + т <

^ >  0 =*-х ' > — 2 .
х +  2

Дем ак ,  берилган тенгсизликнинг  ечимлар ту п л а к и г" £ ' =  (3, 4- оо 
булади.
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А Л Г Е Б Р А

5- БОБ.

Д Е Т Е Р М И Н А Н Т Л А Р  ВА УЛАРНИ НГ ХОССАЛАРИ

Маълумки ,  олий математи кан инг  алгеб ра  булимида  асосан 
тенгламаларни ,  т е н г л ам а л а р  системаларини ечиш билан шугуллани- 
лади.  Чизикли те н г л ам а л а р  системасини ург ан иш да детерминант  
тушунчаси мухим род уйнайди.  Шуни эътиборга олиб мазкур  бобда 
дете рминантлар  ва уларнинг хоссаларини к и ска ч а  баён этамиз.

1-§. Детерминантлар

Айтайлик,  бирор а, Ь, с, d  сонлар  берилган булсин. Ушбу

а b
с d

ифода 2 - тартибли детерминант, ad  ■ 
дейилади.  Д е м а к

■Ьс айи рма  эса унинг циймати

=  ad  — be . (1

Бунда  а, Ь, с, d  — детерминантнинг  элементлари.  а, b ва с, d  сонлар  
(1) детерминантнинг  мос ра виш да  биринчи ва иккинчи йулларини 
( с атр лари н и) ,  а, с ва b, d  сонлар  эса (1) детерминантнинг  мос 
р ав и ш да  биринчи ва иккинчи устунларини ташк ил этади.

Од ат д а  детерминантнинг  элементларини иккита индекс куйилган 
х а р ф л а р  билан белгиланади.  Бунда  биринчи индекс йулни, иккинчиси 
эса устунни билдиради.  М аса л ан ,  а2\ =  с сон (1) детерминантнинг  
иккинчи йул биринчи устунида турган элемент булади.  Ш ундай килиб
(1) детерминант  куй идагича  ёзилади

I- ЙУЛ

2- йул

1- устун 2- устун

1 1

— а и а , 2

- а 2\ а  22

Худди шунга ух ш аш  учинчи, туртинчи ва X- к. п- тартибли дегер
минант  тушун чал ари киритилади.

С одда лик  учун биз бу ерда  учинчи тартибли детерми нан тла р  ва 
уларнинг хоссалари билан та нишамиз .  Юкори тартибли детерми- 
нантларга  келсак,  улар хам учинчи тартибли дет ермин аш  каби
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хоссаларга  эга булиб,  улар  тугрисидаги  м а ъ лум от ларга  кейинги 
бобда тухталамиз .

У ш бУ а,, а, 2 а 13

а 21 а 22 °23

а 31 а 32 а 33

ифода  3- тартибли детерминант,
й \ I <222̂ 33 +  «1 2023^31 Н~ Й13^2 1(232 — <2l3fl22«3l — й. \ |0!23<232 — Q|2#21̂ 33

унинг киймати дейилади.  Д ем ак,

а, | а |2 а 13
а21 а 22 а 23 = (2)
а31 а 32 а зз

— й\ \ 01220-33 -f- о. 12<22303! “Ь а 13Й21<232 — <213<222<2з| — й\ \ й 2зС1з2 — Й12А21<233. 
Бу холда  хам детерминант  элементларининг биринчи индексида 

турган сон йул рак амини,  иккинчи индексида  турган сон. эса устун 
ракамини билдиради.

о ц ,  <322, Озз сонлар  (2) детерминантнинг  б ош  д иаго н ал  эл;'ментла-  
ри, аз\, а 22, а  13 сонлар  эса шу детерминантнинг  ёрда мчи > аго на л  
элементлари  дейилади.

Символ р а в и ш да  белгиланган

а \ 1 а, 2 «13

а 2. а 2 2 а 23

а 31 а 32 а зз

детерминант  6 та хад йигиндиси ор кал и ифод ал анг ан булиб,  у лар дан 
учтаси мусбат  ишорали,  колган  учтаси эса манфий ишоралидир.

М ус бат  ишорали ха дла рн и ёзишда  26- а чизмада  тасви рланг ан 
схемадан,  манфий ишорали хадл арини ё зи шда  эса  26- б чизмада  
т ас вир лан ган схемадан ф ой дал ан са  булади.

25-  чизма
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2- §. Детерминантларнинг хоссалари
Д ете р м и н а н т л ар  ка тор  хоссаларга  эга.  К улай ли к учун бундай 

хоссаларни учинчи тартибли детерминантларга нисбатан келтирамиз. 
Бирор учинчи тартибли

а п а \2 а ,з

А = а 21 а  22 а 23 (3)

а з\ а 32 а зз
детерминант  берилган булсин.

1°. Дете рмин ант нин г  бирор йулини унга мос устуни билан 
алма штир ил са ,  дет ерминант  киймати узгармайди.

И с б о т .  М а с а л а н ,  (3) детерминантнинг  биринчи йулини унинг 
биринчи устуни билан а л м а ш т и р и ш  на тиж ас и да  ушбу

Оц «21 «31
а 12 «22 «23

«13 «32 «33
детерминант  хосил булади.  Учинчи тартибли детерминантнинг  кири- 
тилишига  кура
А' =  |«22«33 “Ь «21«23«13 «31«12«32 — Я31«22«13 «I 1«32«23 «21«12«33

булади.  Бу  тенгликни (2) тенглик билан солиштириб

а и «12 «13 «11 «21 «31

«21 «22 «23 = «12 «22 «32

«31 «32 «33 «13 «23 «33
булишини топамиз.

Худди шунга у х ш аш  (3) детерминантнинг  б ошк а  йулларини унинг 
мос устунлари билан ал м а ш т и р и ш  на ти ж аси да  детерминантнинг  
киймати узгармаслиги курсатилади.

2°. Детермина нтнин г  ихтиёрий икки йулини (икки устунини) уз аро  
алмаштир сак ,  детерминантнинг  киймати узг арм ас да н унинг ишора- 
си эса к а р а м а - к а р ш и  иш ор ага  узгаради.

Юк ори да  келтирилган хо ссаларда н куйидаги н а т и ж а  келиб 
чикади.

1 - н а т и ж  а. Детерминантнинг икки  й у л и  (устуни) бир  х и л  булса ,  
детерминантнинг циймати нол  булади.

3°. Детерминант нин г  ихтиёрий йулида (устунида) турган  барч а  
элементларини уз гарм ас  k  сонга купайтирилса ,  детерминантнинг  
киймати хам k  га купаяди.

И с б о т .  (3) детерминантнинг  биринчи йулида турган  бар ча  
элементларини k га купайтириш на тиж ас и да  ушбу

k a  ,| ka  |2 ka

«21 «22 а

«31 «32 «
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детерминант  хосил булади.  Учинчи тартибли детерминантнинг  
киритилишига  кура :

=  k a , ,a22a 33-j- ka  12a 2:ja 3, +  k a l3a 2 la 32-

— k a \ 3a 22a3\ — ka\ \ a 23a 32 — k a \ 2a 2 \a33 =  k ( a \  \a22a 33 a \ 2a 23a3i -(-
-{-a i 3a 2 \a32 — a \ 3a 22a 3i — a\ ia23«32— « 1 2 « 2 1 «зз)

Бу тенгликни (2) тенглик билан солиштириб

k a u kq^ ^

а 2 2 ^\

k a  13

а 2\ ^.«23

«31 « 3 2 " «3 3

* « 1 1 k a V2 ka  , 3 « и « 1 2 « 1 3

« 2 1 а  22 «2 3 — k « 2 1 а  22 а  2з

«31 «3 2 а 33 «31 а 32 а з з

булишини топамиз.
4°. Детерминант нин г  бирор йули (устуни)даги  бар ч а  элементлар  

пол булса,  детерминантнинг  киймати нолга тенг булади.
Бу хоссанинг  исботи юкорида  келтирилган 3°- хоссадан бевосита  

келиб чикади.
5°. Детерми нан тнин г  ихтиёрий икки йули (устуни) уз аро  

нропорционал булса ,  детерминантнинг  киймати нолга тенг булади.
И с б о т .  Ф а р а з  килайлик,

а п « 1 2 а  , 3

« 2 1 а 22 а 2з

«31 а 32 а зз

детерминантнинг  биринчи ва учинчи йуллари уз аро  пропорционал 
булсин.  Унда

булади.  Агар бу нисбатни k билан белгиласак ,

Г а ц  = k a 3i, a \ 2 — k a 32, a l3 =  k a 3зз
булиб,

а 11 «12 «13 *«31 *«32 *«33 «31 а 32 а 3з

«21 «22 а 2з = «21 CL22 а 2з =  k «21 а  22 «23

«31 «32 а  зз «31 «32 «33 «31 а 32 азз

булади.  Келтирилган 
тенг. Дем ак,

1 - н а т и ж а г а  кура  кеиинги детерминант  нолга

= о
« п « 1 2 GJ

« 2 1 « 2 2 «2 3

«31 «32 « 3 3
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6°. Агар (3) детерминантнинг  бирор йули (устуни)даги эле- 
ментлар икки к у ш ил ув ч ил ар  йигиндисидан иборат  булса,  масалан,

« I I  « 1 2  « 13

«21 +  а  1 « 2 2 +  К 2«2 3 _1_  а 3

«31 « 3 2  « 3 3

булса,  у холда
а  и «1 2  «1 3 « 1 1 « 1 2 «1 3 а и « 1 2 «13

« 2 1  +  0 С| а 22 ~\~ 2 ,«23“ t“ ^ 3 = « 2 1 « 2 2 «23 + а , а 2 « 3

«31 « 3 2  « 3 3 «31 «3 2 «3 3 «31 «32 «3 3

булади.  Бу хосса (2) муносабатдан,  яъни учинчи тартибли 
детерминантнинг  киритилишидан келиб чикади.

Юкоридаг и  3°- ва 6°- хоссалард ан куйидаги  н а т и ж а г а  келамиз.
2- н а т и ж  а. А га р

а и « 1 2 « 13

« 2 1 а  22 « 23

«31 «32 « 33

нин г  бирор й у л и  (устуни)ни  у зга рмас  k сонга  купайтириб,  у ни  б ош ца  
й у л и  (устуни)га  ц у ш и л с а ,  детерминант циймати узга рмайди:

« 1, « 1 2 « 13 « 1 1 « 1 2 « 1 3

« 2 1  +  * « 1 1 a 22+ * a i 2 « 2 3 +  * «  13 = « 2 1 « 2 2 « 2 3

«31 « 32 « 33 «31 «3 2 «3 3

Энди детерминантнинг  минорлари хам да  алгебр аик  тулдирувчи-  
лари гушунчаларини келтирамиз.  Яна соддалик учун учинчи тартибли 
детерминантларни караймиз .

Айтайлик,
а и а  |2 « 13

« 2 1 « 2 2 « 23 (3)

«31 «32 « 33

учинчи тартибли детерминант  берилган булсин.  Бу детерминантнинг  
бирор a,k(i, k — \, 2, 3) элементини олиб, шу элемент  турган йулни 
Хамда устунни учирамиз .  Берилган детерминантнинг  колган эле
ментларидан иккинчи тартибли детерминант  хосил булади.  Унга а,* 
элементнинг минори  деб  ат ал ади ва М,к каби белгиланади.  М асалан ,  
(3) детерминантнинг  а , 3 элементи турган йулни х,амда устунни 
учириш



на тиж ас и да  иккинчи тартибли ушбу

а  21 й 22
М 13 =

а 32

детерминант хосил булади.  Бу берилган детерминантнинг  a i3 
элементининг миноридир.

Рав шан ки ,  (3) детерминантнинг  9 та  элементи бор. Бинобарин 
минорлар хам ту кк из та  булади.

Ушбу
( - 1  ) '+*Мй

микдор (3) детерминант  а,-* элементининг  алг ебр а и к  тулдирувчиси  
дейилади ва Л,* оркал и белгиланади:

(4)

Масалан,

а з з =  ( — 1 ) 3+3М 33=  ( —

— ( - 1 ) ‘+*М,.,.

1 2 0
4 3 1

2 7 3
=  3 элементининг алг ебраик

( - 1 ) 6
1 2 | 

4 3 
2 7 -

)

5
-

1 2
4 3

=  - 5

булади.
7°. Детерминантнинг  бирор йули (устуни)да  турган барча  

элементларнинг  уларга  мос алгеб раик тулдирувчилари билан купайт- 
масидан ташк ил топган йигинди шу детерминантнинг  кийматига  
тенг.

И с б о т .  Бу  хоссани биринчи йул учун исботини келтирамиз.  
(3) детерминант

«11 « 1 2  «1 3

«21 « 2 2  «23

«31 « 3 2  «33

нинг биринчи йулида турган a n ,  а 12, « 1з элементларининг алг ебр аик  
тулдирувчиларини топамиз:

« 2 2  «2 3
Л , , =  ( — 1) + Af ц =

*33

Л , 2 = ( - 1 ) 1+2М , 2 = -

Л , 3= ( - 1 ) | + ' Х

5—513

а  ад а
a j, а 2з

«31 « з з

« 2 1  a  22

«31 «3 2

" «22«33 « 32«23»

=  --- («21 «33---«31 «23 ) ,

=  «21«32-- «.41 а31й 22*
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У иди
4 - 0 1 2 ^ 1 2  + Й 1 . И  1 3 =  «1 I ( « 2 2 « 3 3 —  « 3 2 « 2 3 ) —(— <2|2[—  (« 2 1 « 3 3 ----« 3 1 « 2 3 ) | “Ь

I U | ,j (а,2\С1з2 —  «31 « 2 2 ) =  « I  I « 2 2 « 3 3  “ Ь  « 1  2«31 « 23  « 1 3 « 2 !« 3 2  —  « I  I « 3 2 « 2 3  —
 «  1 2 « 2 1 « 3 3 ----« I 3 « 3 1 «2 2

булади.  (2) муносабатдан фойдал аии б

а  11 а ,  2 а 13 j
«2| «,,2 «V I 1 

'
а 31 а 32 «33 1

(4')

булишини топамиз.
Бошк,а холлар  хам шунга ух ш аш  исботланади.
Од атд а  (4' )  формула  детерминантнинг  биринчи йул элементлари 

буйича ёйи лм аси  дейилади.
8°. Детерминантнинг  бирор йули (устуни)да  турган барча  

элементлари билан бошка  йул Пустуй) да турган мос элементларнинг  
алгеб раик тулдирувчилари ку п айт малари дан  ташк ил топган йигинди 
нолга тенг булади.

И с б о т .  Бу хоссанинг тугрилигини бирор хол учун, масалан,  
(3) детерминантнинг  биринчи йул элементлари а и , а \ 2 , a i 3 лар  билан 
учинчи йул мос элементлари a 3i, «32, азз ларнинг  алгебраик 
тулдирувчилари купайтмасида н ту->млган riu /[3, _j_ лГ|2Л 32- г « ) з Л 33 
йигиндининг нолга тенг булишини курсатамиз .

Р авш ан ки ,

Л 3 | = ( - 1 )  : М м =
а..

=  «  12«23----«22^13»

А ™ =  ( 1 * ■ / JVI
-II а,з

« 2 , «23

^ з з — ( — i 3+3AfM= -
a, . «99

: « 11«22- ‘«12^2

Унда
ацЛз!  + a i 2 4-а1зЛ33 =  а ц  («i i23— «22013) — « i 2(um«23 — a2i«i3) +
-)- а !3  ( « |  |U ';v  —  U a - ; .  ) = « |  1 « |2 « .  —  « I  I « 1 3 0 2 2 ----Я | 1 « I2 « 2 3  +  « I2 « I 3 « 2 1  H -

4 -  «I  I « I3 « 2 2  —  « 1 2«  I 3 « 2 1 =  0
буладк.  Демак,

« I |Л 3| - | - « i2 ^32 - | - a i3 ^ 33 =  0.

6в



3- §. Детерминантларни х,исоблаш

Иккинчи ва учинчи тартибли дет ермин ан тла р  бевосита  таъ р и ф га  
кура х,исобланади. М асалан ,

7 5

3
7

О

: 7- 3  — 2 - 5  =  21 — 1 0 = :

1-7-1 + 3 - 3 - 4  +  5- 2 - 0  — 5 - 7 - 4 — 1 - 3 - 0  — 3 - 2 - 1  =  — 103.

Юкори тартибли дет ерминантларни хисоблаш бирмунча  мураккаб  
булади.  Бу  холда  детерминантларни асосан 2- § да  келтирилган 
хоссаларда н фойд ал ани б  хисобланади.

М и с о л л а р  1. Ушбу

1 2

А =

3
5

3
-6

топиш учун 2- н ати ж ад ан

0 2
0 О

— 2 — 4
детерминантни х,исобланг.

Бу  детерминантнинг  кийматини 
фойд алани ш м ак с а д га  мувофик.  Бунинг  учун унинг биринчи йулини
2 га купайтириб 4- йулига куша миз .  Н а т и ж а д а  к ар ал аё тга н  
детерминант  ушбу

А =

куринишга  келади.
Энди охирги детерминантни 7 ° -х о ссадан  фойдаланиб,  1 - устун 

элементлари буйича алгеб раик тулдирувчилар  орка ли ёямиз:

I  2  5

- О 1'

I 2 3 4

0 2 5 9
0 0 3 7
0 0 0 9

А =

— 1

Бу детерминантнинг  киймати А =  2 - 3 - 9  +  5 - 7 - 0  +  0 - 0 - 4 — 4 - 3 - 0  —
— 7 - 0 - 2  — 9 - 0 - 5  =  54 га тенг.

2. Ушбу
3*
5

9 •

3
5

детерминантни хисобланг.

0
2

2
- 2

1

6
3
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-

Лннл.'Ю нн ти жа га  кура 2- ва 4- устунларнинг  *ар  бирй'га
5- устунни куша миз :

3 0 2 0 1
5 3 - 2 3 2

д = 9 3 1 7 4
3 3 6 2 3
5 3 3 — 1 1

устунни 3 га купайтириб 1- устундан

0 0 2 0
- 1  3 - 2 3 2

Д = — 3 3 1 7 4
— 6 3 6 2 2

2 3 3 — 1 1

устунни 2 га купайтириб 3- устундан
детерминант

0 0 0 0 1
- 1  3 - 6 3 2

Д = - 3  3 — 7 7 4
- 6  3 0 2 3

2 3 1 - 1  1

куринишга келади. 7°- хоссадан ф о й д ал ан и б  топамиз:

1 + 5

3°- хоссага кура

Д =  3 •

— 1 3 — 6 3
- 3 3 — 7 7
- 6 3 3 2

2 3 1 - 1

1 - 6 3
1 — 7 7
1 0 2
1 1 — 1

булади. Нихоят,  I- йулни колган б ар ч а  й у л л а р д а н  айирам из .  У

68



х,олда

A =  3-

7°- хоссага  асосан

- 2  - 1
\  =  3 - 1 - ( — 1) - - 5  6

3 7
булади.  Д ем ак ,  А =  465.

1 1 -

2 0 -  

5 0 
3 0

— 4

6 3
1 4

6 -  1 
7 -  4

=  — 3 - ( — 155) = 4 6 5



6 - Б О Б .

М А Т Р  И Ц А Л А Р

1- §. М а т р и ц а  туш унчаси

Бирор т - п  та ( m £ N ,  n ^ N )
О] 1 у&\ 2>* • • »«1 n>«21 >«22>*..?«2rt>...*«ml >«m2 v i ^ m n

сонлар  берилган булсин.  Бу  сонлардан та шк ил  топган ушбу
(1)

All ai2 • • * О | я
■ а21 «22 • • • <32п

От 1 ат 2 • ■ • Umn

ж а д в а л  [т X  п \~ тартибли матрица  дейилади ва

а  и «12 •• «1» а п а |2 ... а,„

a 2i а 22 .. «2/1 ёки «21 «22 ••• а 2п
(2)

«т.1 а т2 •. . «rrifi а т 1 о т2 ... ,

каби белгиланади.  Бун да  (1) сонлар  матрицанинг  элементлари  
дейилади.  Матри ца ни нг  элементлари икки индекс билан ёзилиб, 
биринчи индекс шу элемент  турган йул ракамини,  иккинчи индекс эса 
устун рака мин и билдиради.  Б а ъ з а н  (2) магрицани бирор хар ф  билан

l la , J  ( = 1 '"' каби хам белгиланади:11 k = \  ,п

А  =  II а п
i = \ , m  
k = \ ,п

Ра в ш ан к и ,  (2) матрица  m  та йул п та устунга эга.  Агар
(2) матрицанинг  барча  элементлари нолга тенг булса

0 =

у нол  матрица  дейилади.
Хусусан матрицанинг  йуллари сони устунлар сонига тенг ( т  — п ) 

булса,  яъни к а р а л а ё т га н  матри ца  куйидаги

0 0 . . 0

0 0 . . 0

. 
О

0 . . 0

(X11 CL12 . . .  Ci\n

«21 «22 ••• «2п

С1ц\ & п9 •••• « п п

(3)

70



куринишда булса,  у п- тартибли квадрат матрица  дейилади.
(3) матрицанинг а м , а 22, апп элементлари бош ди аго на л  элементла
ри  дейилади.

Агар (3) ква д ра т  матрицанинг  бош д иа гонал ида  турган эле- 
ментлардан б ошка  бар ча  элементлари нол булса.

«11 0 0 ... 0

0 «22 0 ... 0

0 0 а-ля ... 0

0 0 0 ... а пп
уни ди аго на л  матрица дейилади.  Хусусан,  (4) матри цад а  

а ц = а 2 2=  . . .  =  апп =  1
булса,

1 0 0 . .  0
0 1 0 . . 0

Е  = 0 0 1 . . 0

0 0 0 . . 1
хосил булиб,  уни б и р ли к  матрица, деб аталади.  

К вад р ат  матрица
а,|, а 12 ... а,„

|  _ «21 «22 ••• «2,1

« / г !  « л 2  •••  « л л

нинг элементларидан ташкил топган viu6y

«11 «12 • ■ ■ « In

« 2 1  « 2 2  « 2 л

а„,  а„_ .. а,„-(
детерминант А матрицанинг детерминанта дейилади ва det/4 ёки \А | 
каби белгиланади.

Агар А  матрицанинг детерминанти | Л | = 0  булса,  у холда 
А  хо с матрица  дейилади,  и ас холда,  яъни А  матрицанинг  детерми- 
нанти \ А \ Ф 0  б>лса,  у холда  Л хосмас матрица  дейилади.

К в ° д р а т  м )трица А нинг йулларини мос устунлари билан 
ал м аш ти р и ш д ан  хосил булга}; у и б у

С1  \ \ 0-2) ■ (, . j

а |2  а 2 2  ••• а п 2

«1л «2„ а „„
( .71
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матрица  транс понирланган ма трица  дейилади ва А '  каби белгила на- \  
ди.

К в а д р ат  А  матрица  билан унинг транспонирланган матри цал ари 
детерминантлари бир-бирига тенг булади:

\А\  =  \ А ' \ .
Иккита

А

й \2

а 22

а  щ

а 2п
В--

Ьи
Ь21 Ь22

Ь\п

Ь 2п

матр и ц а л а р  берилган булсин.
Агар А  матрицанинг  хар  бир элементи В  матрицанинг мос 

элементига тенг, яъни б арч а  i ва k ( i —  1,2, ..., т; k = \ , 2 , п ) лар  
учун

«,7г ^ :к
булса,  у холда  Л ва В  у з а р о  тенг матрицалар  дейилади ва А =  В  каби 
ёзилади.

Агар
Оц а  |2 ■ ■ •
/7-.. Г

А =

а,,-,п2

к в ад ра т  матрица  транспонирланган А '  матр ицага  тенг булса,  у холда  
А симметрик матрица  дейилади.

2- §. Матрицалар устида амаллар ва уларнинг  
хоссалари

Иккита  [m X  п\- тартибли

А =

а И а 12

а  2| а 22 12п в =

Ь\\ Ь ,2

Ь 2 \ Ь22

ь |„
 ̂2,1 (5)

матр и ца лар  берилган булсин. Бу  матриц аларнин г  мос элементлари 
йигиндиларидан ташк ил топган ушбу [m X  п\- тартибли

« 2 1  +  ^ 2 1

« 1 2 + ^ 1 2  ••  

« 2 2 + ^ 2 2  • • •

« 1 „ +  ^  I n  

« 2 / ,  “ t“  ^ 2 n

« m l  “ I-  Ьm l « т 2  +  Ь т 2  • • « т / ,  1 Ь mn
i:\72



матрица  Л ва В матр и ца лар  йигин диси  деб атал ад и  ва А - \ - В  каби 
белгиланади.

А  ва В  матрицаларнин г  мос элементлари ай и р ма л ар и д ан  ташк ил 
топган ушбу [т Х «]-  тартибли

а 1Г

« 2 Г

-Ь п

■Ьо 1

«12— ^12 -  

«22 ^22 •••

а\п— Ь\п

2 п

матрица  А  матр и ца дан В  матрицанинг  айирмаси  дейилади ва Л — В 
каби белгиланади.

Ю кор ида  айт илг анл ардан
1 ° . Л + 0  =  0  +  Л = Л ,
2°. А +  В =  В +  А

булишини куриш кийин эмас,  бунда 0 -— нол матрица .
Бирор X сон ва

Л =

« 1 1  « 1 2

« 2 1  « 2 2

« 1 я

«2,1

‘ m2

матрицани карай лик.  Бу Л матрицанинг хар бир элементини А, сонга 
куп айтирганда  хосил булган матрицаг а  X сон билан Л матрица  к у 
пайтмаси  дейилади ва АЛ каби белгиланади.  Д ем ак,

Х аи Ха 12 . ■ Ъа\п

ХА =
Ха%\ Ха 22 • Ха2п

^«/п1 Хат2 • • Ха ,п п

Равшанки,  А ва В  матрицалар хамда  ихтиёрий X ва р сонлар учун:

3° Х ( ц А )  —  (Ар,)Л,
4°. Х ( А + В ) = Х А + Х В ,
5°. ( X \i) А =  Х А [i A.

1- м и с о л. Агар 

А =
2 4 1 0 2 1в =

- 1 0  2 1 1 2

булса,  Л +  й ,  А  — В, 2 А — ЗВ  матри цал арни топинг.
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Икки матрица  йигиндиси, айирмаси х,амда матрицани сонга 
купайтириш ко и дал ар и д ан  фойдаланиб,  из ланаётган  матрицаларни 
топамиз:

Л +  В =
2 

— 1
4 1 
0 2 -II

0 2 11 

1 1 2 1
=

2 + 0  4 + 2  1 - 1  
— 1 + 1  0 + 1  2 + 2

2 6 2
0 1 4 ’

А ~ В  =
2 

— 1

4 1

0 2
—

0 2 1 

1 1 2
=

2 - 0  4 — 2 1— 1 

- 1 - 1  0 — 1 2 - 2

2 2 0
— 2 — 1 0 ’

2 А - 3  В = 2-
2 4 

— 1 0
1
2

— 3-
0 2 
1 1

1
2

=
4 

— 2
8 2 
0 4

0 '6 3 4 — 0 8 — 6 2 — 3 4 2 — 1
3 3 6 - 2 - 3 0 — 3 4 — 6 — 5 — 3 — 2

Энди икки матрица  купайтмаси тушунчасини келтирамиз.  Бу 
амални киритишда купайтириладиган матрицаларнинг  биринчиси- 
нинг устунлари сони иккинчисининг йуллари сонига тенг булиши 
т а л а б  килинади.

Ф а р а з  килайлик,  [ т Х п ] -  тартибли

а  11 а,2 . . •

Л =
а2. а22 . . • а2«

О ml а т 2  • • • & тп

X  k \  тартибл и

Ьи *12  • ■ b I*

В =
62о . *2*

Ьп 1 Ь п 2 • • Ьпк
/

матрица  берилган булсин. А матрицанинг /- йул элементлари ац.  а,2, 
... а,„ ни ( / = 1 , 2 ,  ..., т)  мос равиш да  В  матрицанинг  / -у с т у н  
элементлари Ь\„ Ь-ц, bni га ( / '= 1 , 2 ,  ..., k ) купайтириб ушбу
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dij =  a ,  i b i j +  a,-2&2/ + -ainb„ (6)

m; / = 1 , 2 ........  *) йигиндиларни хосил киламиз.  Бу
сонлардан тузилган [ т Х * ] -  тартибли ушбу

d\\ d  i2 d\k

d 2\ d 22 • • d 2k

“ ml d m2 • ■ d ,

матрица  берилган Л ва В  м а тр и ца лар  купайтмаси дейилади ва А - В  
каби ёзилади.

Д ем ак ,  А - В  матрицанинг  хар бир элементи (Ь) куринишдаги 
йигиндилардан иборат.

2- м и с о л. Ушбу

2 1 - 1 1 - 1

A = 0 1 o B = 0 1

0 0 — 1 1 0

матрицал арнин г  купайтмасини топинг. Бу  м а тр и ца лар  купайтмаси 
[3К  2 ] - тартибли ушбу

i
A - B  =

d\\  d  i2

d 21 d  22 

^3i d 32

матрица  булиб,  бунда 

d „  =  2

4

1 +  1 - 0 +  ( — 1) • 1 = 1,
d  i2 =  2 ( — 1) +  1 • 1 +  ( — 1) • 0 =  —
di\  =v0 1 +  1 -0 +  0-1 = 0 ,
d%2 =  0 ( — 1) + 1 • 1 + 0 - 0  = 1,
dz\ —  0 i +  о - о +  ( — 1) ; 1 = — 1,
<̂ 32 =  0 ( — 1) + 0 -  1 +  ( — 1) • 0 =  0

булади.  Д ем ак ,
_  J

A - B  =
1 - 1
0 1 

- 1  0

3- м и с о л. Агар

7 . 12 26 45
a  = — 4 7

B = 15 26

булса,  А В  ва ВА  м атр ицаларни топинг.
75
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ч»

Ра вш ан ки ,  

А - В  =
7 — 12 26 45

' - 4  7 15 26

7 - 2 6 - h  ( — 12) -15 7 - 4 5 +  ( — 12) -2 6
— 4 - 2 6  +  7 - 15  — 4 - 4 5  +  7-26

2 1
3 2

В А
26 45

1 7 ~ 1 2 H
15 26 1 - 4  7 1|

26 -7 +  45 - ( — 4) 2 6 - (  — 1 2 ) + 4 5 - 7
15-7 +  2 6 - (  — 4) 1 5 - ( - 1 2 )  + 2 6 - 7

Ш ундай килиб,  берилган матр и ц а л а р  учун

А В  =

В А —

булиб,

4- м и с о л. Агар
А В  =  В А.

2 0 1 — 3 1 0

А = — 2 3 2 , в = 0 2 1

4 — 1 5 0 — 1 3

булса,  А В  ва ВА  м атр иц аларни топинг.
Берилган матри ца лар ни н г  купайтмасини топамиз:

2 0 1 — 3  1 0
А В  = — 2 3 2 • 0 2 1

4 — 1 5 0 - 1 3

2 • ( —3) + 0 - 0 +  1 -0 2 - 1 + 0 - 2 +  1 • ( —
— — 2 • (—3) + . 3  -0 +  2 - 0 - 2 - 1  + 3 - 2  +  2-  ( —

4 • ( —3) — 1 -0 +  5 - 0 4- 1  +  ( — 1) -2 +  5

2 - 0  +  0- 1  +  1-3  

- 2 - 0  +  3-1 + 2 - 3  

4 - 0 +  ( — I ) ■ 1 + 5 - 3

— 6 1 3
=■ 6 2 9

-  12 — 3 14

- 3 1 0 2 0 1

В А  = 0 2 1 - 2 3 2 =

0 - 1  3 4 - 1  5
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- 3 - 2 +  1 • ( — 2) + 0 - 4 - 3 - 0 + 1  -3 +  0-  ( — 1) — 3 1 +  1 -2 +  0 - 5
0 - 2 . +  2-  ( - - 2 )  +  1-4 0 - 0  +  2 - 3 +  1 • ( — 1) 0- 1 + 2 2 + 1 - 5

0 - 2 + 1  — 1) ( - 2 )  + 3 - 4 0 - 0 +  ( — 1) -3 +  3(  — 1) 0- 1 +  ( - 1 )  -2 +  3 - 5

-8
О

14

3 
5 

— 6

-  1

9 
1 3

Д ем ак,

- 6 1 3 — 8 3 — 1
А В  = 6 2 9 IICQ 0 5 9

— 12 - 3  14 14 — 6 1 3

Бу холда
А В ф В А .

Келтирилган мисоллардан куринадики,  икки ма трица  купайтмаси 
учун урин алмаш тир иш  коидаси,  умуман айтганда ,  уринли булмас  
экан.

Бирок., [п Х «]-  тартибли А  матрица  билан [ п Х я ] -  тартибли
бирлик

1 0 0 . . .  0

О I о . . .  о

матрица  учун хар  доим

О О О . .  

А Е  =  ЕА =  А

тенглик уринли булади.
А В ва С  ма тр и ца лар  берилган булсин. У холда  
6°’. (А +  В ) - С  =  А С  +  ВС  
7°. ( А - В ) - С  =  А ■ ( В - С )

булади. Бу тенгликларнинг  уринли булиши ма тр и ца лар  йигиндиси, 
купайтмаси хамда  тенглиги тушун ча ларид ан келиб чикади.  Мисол 
тари ка сид а

а  и а 12 «13

а 21 а  22 «23

«31 а 32 «33

В -
11 Ь 12 * 13

21 Ь 22 *23

31 *32 *33

С =

с и

С  21 

С 31

С12 С13
С 22 С  2 з

С32 С33

м атр и ц а л а р  учун 6"- хоссанинг уринли булишини курсатамиз .  
Р ав ш ан к и ,

a 1 +  * 11 «12+ * 12 «13+ * 13
А +  В = а 2 +  *21 «22+ *22 «23+ *23

а з +  *31 «32+ *32 «33+ *33
,) f7
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•иди ( А - \ - В ) - С  ни топамиз.

О ц  +  f t n  « 1 2 +  ^  12 « 1 3 + * 1 3

( Л - \ - В ) - С =  ^ 2 1  * 2 1  « 2 2 +  * 2 2  «2 3  +  *  23

« 3 1 +  *31 « 3 2 + * 3 2  « 3 3 + * 3 3

Агар

с II

С21

с.31

С 12 С 13

С 22 С23

'3 2 '3 3

+

« П С П + « 1 2 ^ 2 1 +  «13^31

«31С 11 +  «32^21 +  «33^31

*  11^1, +  *  12^21 +  *  13^31

*31^11 + * 3 2 ^ 2 1  + * 3 3 ^ 3 1

А  • С =
«и

« 2 1

«I

23«22 «

«31 « 3 2  «33

«11С 11 +  «12^21 +  «1 3 С31

«1 1 С 1 3 + « 1 2 ^ 2 3 + « 1 3 С 33

« 3 1 ^ 1 .3 +  « 3 2 ^ 2 3 +  a , i f  зз 

«1 1 е  1 3 +  * 1 2 ^ 2 3 + *  13С 33

*  31е  1 3 +  *32^23  +  *33^33

С 11 С 12 С 13

С2, С2 2 С2з 

С 31 С 32 С33

«1 1 е  1 3 +  « 1 2 ^ 2 3 +  «13С 33

а 31с 11 +  «32с 21 +  «33р31 '  «3 1 с 1 3 + « 3 2 с 2 3 + а 33е 33

Ь

В-С--
II *  12 *13

21 * 2 2 *23

31 *32 *33

12С 21 +  * 3^31

С \\ С \2 С 13

С 21 С 22 С 23

С 31 С 32 С 33

+

*  11^ I I +  *12^21 +  *  13^31 ‘ *  11<̂ 1 3 +  *!_•*' 3 +  *  13^33

*31С П +  *32С 21 +  *33С 31 ’ * 3 1 ^ 1 3 + * 3 2 ^ 2 3 + * 3 3 ^ 3 3

булишини эътиборга  олсак,  юкоридаги тенглик

(А +  В ) - С  =  А - С  +  В - С

куринишга  келишини топамиз.  Бу  эса к а р а л а ё т га н  м атр и ц алар  учун 
6°- хоссанинг уринли булишини курсатади.

Биз юкорида  икки матрица  купайтмаси учун урин ал маш ти ри ш  
конуни, умуман айтганда ,  уринли эмаслигини курдик.  Аммо уларнинг 
детерминантлари учун куйидаги тасд и к  уринли булади.

[п X  п]- тартибли А ва В  м атр и ц алар  купайтмасининг детерми- 
нанти шу матрица  детерминантлари куп айтмасига  тенг:

\ А В \  =  \ В - А \  =  \ А \ - \ В \
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3- §. Матрицанинг ранги
>ирор [ т Х « ] -  тартибли

А-.

а и,

й ‘2п

m l  O'm 2  • • - & п

матрица берилган булсин. А  матрицанинг  ихтиёрий k та йулини ва 
ихтиёрий k та устунини олиб, ( ^ ^ m i n ( / n ,  п ) )  [ & Х к\- тартибли 
ква драт  матрица  тузамиз.  Бу к в адрат  матрицанинг детерминанти 
А  матрицанинг  k- тартибли минори  дейилади.

1 - м и с о л .  К,уйидаги [ 4 X 5 ]  - тартибли

2 — 4 3 1 0
1 — 2 1 — 4 2
0 1 1 3 1
4 — 7 4 — 4 5

матрицани карайлик.  Ушбу

— 4
— 2

=  0 ,
—  2 

1

! — 2 1

0 1 1 == — 1,

4 — 7 4

=  — 3,

— 4 
1 1

— 7 4
— 4 I
— 2 - 4

1 3
— 7 — 4

3 о
=  - 4 0 ,

детерминантлар  к,аралаетган матрицанинг  мос равиш да иккинчи, 
учинчи хам да  туртинчи тартибли минорларидпр.

Юкорида  айт ил ганла рдан ва келтирилган мисолдан куринадики,  
берилган матрицанинг бир яечтадан тартибли (k  =  2,3, 
min (т, п ) )  минорлари булиб, уларнинг баъ зи лари  нолга тенг, баъ-  
зилари эса нолдан фарк ли булар  экан.

А  матрица  ёрдамида  косил килиш мумкин булган барча  минорлар 
орасида  нолдан фа ркл и булган юкори тартибли микерни топиш 
мухимдир.

Шуни айтиш керакки,  агар  А  матрицанинг  б арч а  к- тартибли 
( £ ^ m i n ( m ,  п ))  минорлари нолга тенг булса,  ундан юкори тартибли 
булган б арч а  минорлари хам нолга тенг булади.

А матрицанинг  нолдан фар к л и  микерларининг  эн г юкори ^ a r u . )  
тартиби унинг ра нг и  дейилади ва r a n k  А  каби белгиланади.

2- м и с о л. Ушбу

А =

матрицанинг  рангини топинг.

1 1 
1 1 
1 1
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I

Нерп, и ап матрицанинг  иккинчи тартибли минорлари бир нечта
3

=  — 1 булади.  Ш у матрицанинг  учинчибулиб,  улардан бири 

гартибли минори эса
1 1 3
1 1 2
1 1 3

=  0

га тенг. Ш ундай килиб А  матрицанинг нолдан ф арк ли минорларининг 
энг катта  тартиби 2 га тенг экан.  Д ем ак ,  берилган матрицанинг  ранги 
2: r a n k  А — 2.

1 1 1 1
3 - м  и с о л .  [ 3 X 4 ]  - тартибли ушбу А —  А  1 2 1

1 1 3  2
матрицанинг  рангини топинг.

Бу  матрицанинг  иккинчи тартибли минорЛари бир нечта булиб,

ул ар дан бири
2 1 

3 2
I.

Берилган матрицанинг  учинчи тартибли минорлари х,ам бир нечта 
бул^б,  ул ар дан бири

яна  бири

1 2
1 3

1 1
2 1
3 2

=  0 ,

Д ем ак ,  А  матрицанинг нолдан фа ркл и минорларининг энг юкори 
тартиби учга тенг, бинобарин

ra n k  А  = 3 .
1- э с л а т м а. Агар ка р а л а ё т га н  матрица  нол матрица  булса,

А-

0 0 0 . . 0

0 0 0 . . 0

0 0 0 . . 0 /эй

унинг ранги нол деб олинади.
2- э с л а т м а. Агар [ 2 X 2 ]  - тартибли нол булмаган

*22
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г V ,х

матрицанинг детерминанти нолга тенг булса ,  унинг ранги 1 деб 
олинади.

М атри ца ларн и нг  рангини топиш куп хол лард а  мура ккаб  булади,  
чунки унда  бир канча  турли тартибдаги  детерминантларни хисоблаш-  
га тугри келади.

К,уйида матрица  рангини топишнинг  усулларидан бирини келтира- 
миз.

Бирор «м «12 • • «!„

Л = «21 а  22 . • «2/,

«ш 1 «m2 • • * « m/i
матрица  берилган булсин. Бу матрицада:

1) икки йулини (устунини) у за р о  алмашт ириш,
2) бирор йулини (устунини) узг армас  сонга купайтириш,
3) бирор йулига (устунига) б ош к а  йулни (устунни) уз гарм ас  

сонга купайтириб кушиш
А  матрицанинг элементар алмашт иришла ри  дейилади.

Элементар  а л м аш ти р и ш л ар  на тиж ас и да  матрицанинг  ранги 
узгармайди. Бу  тасдикда н биз куйида  матри цал арнин г  рангини 
хис облашда фойд аланам из .  Ав вало  диагона л  куринишли матрица  
тушунчасини келтирамиз.

Агар [ т Х п ] -  тартибли А  матрицанинг  а и , а 22, а.зз, ..., a ss ( 0 <  
^ s ^ m i n ( / n ,  п ) )  элементларининг хар  бири нолдан фар к л и  булиб, 
колган барча  элементлари нолга тенг булса,  у холда  А ди аго на л  
к у р и н и ш л и  матрица  дейилади.  Р авш ан ки ,  бундай диагонал  кури
нишли матрицанинг ранги s га тенг булади.

Айтайлик,  бирор [ т Х 4  тартибли

« п «12 • • • « и а

А = «21 а  22 . . • «2„

« m l «m2 • ■ • «иш

матрица  берилган булиб,  унинг рангини топиш та ла б  килинсин.
Берилган матрицанинг  рангини уни юкорида айтилган элементар 

а л м аш ти р и ш л ар  ёрдами да  диагонал  куринишли матрицага  келтириб 
топамиз.

А  матрицанинг  хеч булм ага нд а  битта элементи нолдан фаркл и 
булсин.  Бу  элементни матрицанинг  йуллари хамда  устунларини узаро  
алма шт ир иш  ёрдамида  биринчи йул хам да  биринчи устунига 
келтирамиз.  Сунг  кейинги матрицанинг биринчи устунини уша сонга 
булиб, ушбу

1 « 1 2  « 1 3  • • • «1/1

«21 «2 2  « 2 3  • • • «2/1

« m l «m 2  «m 3  • • • « / 11/1

6 — 513 81
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матрии.'нш чосил киламиз.
(7) митрицанянг  биринчи устунини — а , 2 га купайтириб уни

и к к и 11' I и устунига кушс ак ,  сунг — а |3 га купайтириб учинчи устунига

к уш сак  ва к. биринчи устунини — а \ п га купайтириб устунига
кушсак,  н а т и ж ад а  (7) матрицанинг биринчи йулидаги а\\ =  \, кол- 
ган элементлари ноллар булиб колади.

Худди шунга у х ш аш  усул билан (7) матрицанинг биринчи 
устунидаги элементлари нолга айлантирилади.  Бундай элементар 
а л м аш ти р и ш л ар  на тиж ас и да

1 О О О

О @21 "̂9

[ 32 “ 33

1 22 U23

О а\о а\

а 2п

а\п

О а„ а„

матрицага  келамиз.  Бунда
r a n k  A  —  r a n k  А>

булади.
А\  матрица  юкоридаги элементар алмаш ти риш ни  бир неча бор 

ку л л а ш  билан диагонал  куринишли матрицага  келади. Бу диагонал  
куринишли матрицанинг  ранги берилган А матрицанинг  ранги 
булади.

4- м и с о л. Ушбу
0 2 — 4

— 1 — 4 5

3 1 7

0 5 — 10

2 3 01

матрицанинг  рангини :;псобланг.
Элементар  а л м а ш т и р и ш л а р  ёрдами да  берилган матрицани д и а г о 

нал матрицаг а  келтирамиз.  А  матрнц" ' :инг б и р ю ч и  ва иккинчи 
ус .унлауини у^аро алм аштирамиз:

2 0 — 4

— 4 — 1 5
1 3 7

5 0 -  10

3 2 0



Сунг биринчи йулни ~  га купайтирамиз:

1 0 -  2
— 4 — 1 5

1 3 7
5 0 - 1 0
3 2 0

Кейинги матр и ц ад а .б и ри н ч и  устунни 2 га купайтириб,  уни учинчи 
устунига ку шам из:

1 0 0
— 4 — 1 - 3

1 3 9
5 0 0
3 2 6

Эвди бу^ матрицанинг  биринчи йулини 4 га купайтириб иккинчи 
иулига ку шам из ,  — 1 га купайтириб учинчи йулига,  —5 га купайтириб 
туртинчи иулига ва —3 га купайтириб бешинчи йулига ку ш ам и з  
Н а т и ж а д а

1 0 0
0 - 1 - 3
0 3 9
0 0 0
0 2 6

матри цаг а  келамиз.
„ Кейинги матр и ца да  иккинчи йулни 3 га купайтириб учинчи йулга 

к у ш с а к  биринчи устунни а ввал  —2 га купайтириб иккинчи устунга 
сунг Ь га купайтириб учинчи устунга кушсак ,  унда

1 0 0
0 — 1 — 3
0 0 0
0 0 0
0 0 0

м атрица  хосил булади.
Нихоят ,  бу матрицанинг  иккинчи устунини —3 га купайтириб,  

учинчи устунига ку ш с а к  ва хосил булган матрицанинг  иккинчи
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й у л и н и  — 1 га  к у п а й т и р с а к ,  д и а г о н а л  к у р и н и ш д а г и

1 0 0

0 1 0
0 0 0

0 0 0

0 0 0

матрицага  келамиз.  Унинг ранги 2 га тенг. Д ем ак ,  r ank А — 2.

4-§ .  Тескари матрица

Бирор [ п Х « ] ‘ тартибли

А =

а и а 12 

CL 21 й-22

■ а

• а 2 п

а п1 а п2 ■ а„

кв адра т  матрица  берилган булсин.
Агар А  билан [ п Х « ] — тартибли В  матрица  купайтмаси бирлик 

матрицага  тенг булса
Д В = : В А = Е ,

у холда  В  матрица  А  га тескари матрица  дейилади ва А  ' каби 
белгиланади.  М асалан ,  ушбу

1 — 2 1

2 0 1Л =

матрицаг а  тескари булган матрица

1

I
1

2
3 3

0 1 1

2
1

4
3 3

булади,  чунки

А - А

1 — 2 1 f i  1
2
3

2 0 1 • 0 1 1

- 2 1 1
1 '

4
3 п\ 4
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1 . | + ( - 2 , . 0 + 1 . | 1 • 1 +  1 • ( — 2)  +  1-1 ' • - H - . + f 1

2 Т + ° - о + , - 1 2 - 1 + 0 - 1  +  ( - 1 ) . | 2 - | + | . 0 + ( - l | -

- 2 - 1 - f  1-1 +  1-1
- 2 т + ' - ' + ' 4

1 0 0
0 1 0
0 0 1

Энди берилган матрицаг а  тескари матрицанинг  м а в ж у д  булиши 
хаки даг и  теоремани келтирамиз.

Т е о р е м а .  Х,ар к,андай хосмас матрица А нинг тескари 
матрицаси мавж уд ва у  ягона булади .

И с б о т .  Ш ар т г а  кура А хосмас матрица .  Бинобарин,  унинг 
детерминанти нолдан фар к л и  булади:

а \\ а  12 • • • о |„

®п\ d n2 • • • ®пп

Бу детерминант  элементларининг алгебр аик  тулдирувчилари 
Aik ( i —  1,2, ..., п\ k — \ , 2 , ..., п) ни топиб,  у л арда н

А И А 21 А„\
А |2 А  22 ■ А ,,2

A in А-2п . ■ А пп

матрицани тузамиз .  Кейинги матрицанинг  хар  бир элементини 
А  матрицанинг  детерминанти \А\  га булиб,  ушбу

Ап а 21 An 1
\А\ \А\ ■ ' \А |
А,./ л 22 Ап 2
\А\ \А\ ■ ' 1Л|

а 2п А ЦП
\А\ ■ ' ■ \А\

матрицани хосил киламиз .  Энди. А  матрицани В  матрицаг а  
купайтириб,  топамиз:
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А - В  =

Ап Л2| A tii
\А I 1,1 ' • и г

О,, а ,г . • а,„ Л,г Л 22 и̂2

а 2! а 22 • ■ а 2п W 1лТ • • |Л|

a„i (3 ,г2 • ■ а пп А\п -4 2 л Апп
“мГ 1Л | ■ ' Ml

Ml
(аиЛц +  .-. +  аиИт) - щ - ( а |И 2 1 +... +  0|л>12л). --|^-р (,ап А п1 + . . .  +  а, „Апп)

\ А |

- j - jL  ( а 2|Л ц  +  ... +  а 2лЛ1„) - | - ^ p ( a 2iA2i +  .-- +  a 2» / l2 » ) - - - j^ j  (а2,А„, +  ... + а 2„Ам)

—!— (an\Aaii + . . .  +a„„Ain) ~ ггг  (а "М г 1 -\-...-\-ап„А2п)- - . . .  (a„M,u + . . . +а„„Л„ 
|Л|  1л ! 1 1

Агар а пА п +  а аА а + . . .  +  а ь А ы= \ А \  ( * = 1 , 2 ,  .... я ) ,  хамда

| И  1 / + а г И  2/ +  + Я п И  л/ О

k —  1,2,...,/г 
/ =  1,2,.../г 

j=?=b

булишини эътиборга  олсак,  унда

1
Ml

О

-1Л1 о . . .  о

о о

т г |Л |

Ml
M l

(К,аралсин, 5- боб, 2- §)

1 0 . . 0

0 1 . . 0

0 0 . . 1

келиб чикади.  Худди шундек

1 0 . . 0

0 1 . . 0

0 0 . . 1
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булишини хам куриш кийин эмас.  Д ем ак ,

В А = А В  =  Е.

Бу эса (8) матрицанинг берилган А  га тескари матрица  эканини 
б и лди ра ди .

А ~ ‘ =

Л 2 1 А п\
1-41 п т  ■ ‘ “м7
Л 12 Л А п2
M l мГ - ' ”мГ

А \п А 2п А пп
Ml Ml  ' ■ Ml

Шундай килиб берилган А  матрицанинг  тескари матрицаси 
мавжудлиги курсатилди.  Энди тескари матрицанинг  ягоналигини 
курсатамиз .

Ф а р а з  килайлик,  А  1 дан фа рк ли С  матрица  хам А  нинг тескари 
матрицаси булсин.  Унда А С  =  С А = Е  булади. Ушбу

С А А ~ '  =  С ( А А ~ 1) =  СЕ  =  С,
САА  ~ ' =  (С Л )Л ~ 1 =  ЕА  _ 1 =  Л ~ '

1 экаии келиб чикади.  Бу эса А матрицанинг  
1 ягона  эканлигини билдиради.  Теорема исбот

тенгликлардан С =  Л 
тескари матрицаси А 
булди.

Бу теорема берилган матрицанинг  тескари матрицасининг  мавжу д  
булишинигина исботлаб колмасдан,  уни тогшш усулини хам 
курсатади.

М и с о л. Ушбу

— 2 \
А = 0

1 —  1 ■' f 4

матрицанинг  тескари А 1 матрицасини топинг.
Аввало берилган матрица  детерминантини хисоблаймиз:

1 0 — 2

\А | =  3 1 и =  — 10.
- 1 2  4

Д ем ак ,  кжорида  келтирилган теоремага  кура  берилган матрицанинг  
гескари матрицаси А  1 мавжуд.  А - |  матрицани топиш учун \А\  
детерминантнинг  алгебраик тулдирувчиларини хисоблаймиз:

0 , . 3 0 3 1
2 4 “ 4 - - I  4 = ‘2 - 2
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А  91 —

Л,

О

2
-2

4

-2
О

= 4, А 22 —

= 2, ^32 =

-2
4

=  6, Л, - 1

О
2

=  2,

= 6, Л зз-
1 О 
3 1

=  1.

Унда

А п а 2 i ^31 4 4 2

| Д | \ А\ 1 Ж _  10 Ш ~ Го

А 12 А 22 А 32 12 6
—  10

6
10

т м Т 4 Г 1/1! 10

А 13 ^23 ^33 7
10

5
2

4

1 
1

к 
«1

- 
5

|м 1
10

~ и Г W Т 4 Г

5 
2

6
5

7
_  10

5

1
5

5

1
, 10

Э с л а т м а .  Хос матрицанинг тескари матрицаси мавжуд  булмаиди.

■JX.
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7- Б О Б

ЧИЗИК.ЛИ ТЕ НГЛАМАЛАР  СИСТЕМАСИ

Биз утган бобл арда  дет ерминантлар ,  матр и ц а л а р  ва уларнинг 
хоссаларини кар адик.  Энди бу м а ъ л у м о тл а р д ан  ф ойдаланиб т ен гла 
малар  системасини б ата фсил  урганамиз .

1-§.  Икки ва уч номаълумли чизикли тенгламалар
системаси

Иккита Х\ ва лг2 номаълумли чизикли тенгламалардан иборат ушбу

система икки  н о м а ъ л у м л и  чи зи ц л и  тенгламалар системаси  дейилади,  
бунда а п, а  12, а 2Ь а 22— (1) система коэффициентлари,  Ь\, Ь2 — б е 
рилган сонлардир.

Агар (1) системадаги  х\  нинг урнига  сонни, х2 нинг урнига

Хо сонни куй ганд а  тенгл амаларни нг  хар  бири айниятга  айл анса ,  унда

(х°их 2) ж уф тли к (1) т енг лам алар  системасининг ечими  дейилади.
(1) системани ург ани шда  бу системанинг  коэффиц иентл аридан 

тузилган.

детерминант  (уни (1) системанинг  детерминанта  дейилади) ха м да  бу 
детерминантнинг  биринчи ва иккинчи устунларини мос р ав и ш да  озод 
ха дл ар  билан алмаш ти рил ган ушбу

a llx l +  a l2x 2 = b l,
( 1)а 2\Х 1 —|~ а 22х  2 -— b 2

А = — а Ча 22 a \‘fi/2 \ (2 )

(3)

— «11*2 * 1«21 (4)

детерм ин антлар  мухим а ха м ия тг а  эга.
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(1) тенг лам алар  системасини ечиш учун а в вало  бу системанинг 
биринчи тенгламасини а 22 га, иккинчи тенгламасини эса — а 12 га 
купайтириб,  кейин х а д л а б  кушиб

а \\Хi~\-и 12х 2 =  b ( а | \й22х | a i2a 22x 2=  ь

a 2 xx {- \ - a 22x 2= b 2 [ — a 2 ta i2x l — - a 22a l2x 2=  — a V2b 2

=>(ai ia22 —  a i2a 2 i )x\  = a 22b\ — a i2b 2

булишини топамиз.  Сунгра  (1) системанинг  биринчи тенгламасини
— а 2\ га, иккинчи тенгламасини эса йц  га купайтириб кейин хадл аб  
кушиб

a uX t - \ - a l2x 2= b  t, |  a ua.2lx l a l2a 2 lx 2=  b i ° 2 i>

a n x x +  a 2. 1x 2= b 2 \ a na 2Xx { +  a ua 22x 2 = b p u

=^(fl |  1Й22— a i2 a 2i ) * 2 — a n^2 a 2\b |

булишини топамиз.  Н а т и ж а д а  (1) системага тенг кучли булган ушбу

(a l\a 2> a l2a 2l) Х 1 =  Ь [CL-22 0-\2Ь 2,
(а ц й 22— а 12а 21) х 2= Ь 2а ц  — а 2[Ь ь

системага  келамиз.  Бу система юкоридаги  (2) ,  (3) ва (4) муноса- 
ба т л а р да  хисобга олганда  куйидагича ёзилади:

( Д - ' = Д ,  т

{ А  -Х2=  А

( Г )  системасининг  ечими Д , Д Х| хам да  д ^ л а р г а  боглик.

1°. д  ^=0  булсин.  Бу холда  (1) системадан

Ах, А л

булишини топамиз.  Бу топилган х\ ва х 2 лар  ( Г )  тенгламанинг  ечими 
булади.  (1) системанинг  ечимини топишнинг  бу усули Крамер у с у л и  
дейилади.  (5) фо рмул ага  эса Крамер формуласи дейилади.

1- м и с о л. Ушбу
х  [ -f~ Зх2 =  — 1 /
2 х ,— х 2— 5 1 /

системани ечинг.
Аввало бу системанинг  детерминантини хисоблаймиз:

1 3
Д  = -7.
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Д ем ак ,  берилган система ягона  ечимга  эга.  Уни Кр амер  формуласи-  
дан ф ойд алани б топамиз:

А ,

Л 

А  г.

3 
— 1

( — 14) = 2 ,

А
7 =

1 2 3 2 II а> С> II 1 3
=  0, д,. = 3 13 6 *1 1 6 2

2 5

Д ем ак ,  берилган системанинг  ечими ( + 2 ;  — 1) булади.

2°. Д =  0 булиб,  АХ| ва А л а р д а н  хеч булм аганд а  биттаси нолдан

фа ркл и булсин. Бу нда  (1) система ечимга эга булмайди.  Бу  холда  
(1) биргаликда  бу лмаган система дейилади.

2- м и с о л. Ушбу
'* ,  +  2 * 2 = 3

, 3*, +  6 * 2=  I 

системани ечинг. Бу  система учун

булади.  Д ем ак ,  берилган система бирга ликда  бул маган  система 
булиб,  унинг ечими м а в ж у д  эмас.

3° Д =  0, ДХ| =  0, ДХ2 =  0 булсин. Бу  холда  (1) система ёки чексиз

куп ечимга  эга булади ёки ечимга  эга булмайди.  Шунинг учун система 
бу холда  ноаник,  дейилади.

3- м и с о л . Ушбу
2* 1 +  3 * 2 =  1 

, 4 * i +  6 * 2 = 2  

системани ечинг. Бу система учун

2 3 1 3  2 1
Д =  = 0  Д д. =  = 0  д  =  z 1 — о

4 6  2 6  ^  4  2

булади.  Ихтиёрий (j,  ------ )  куринишдаги жу фт лик

( t E R )  системанинг  ечими экани равшан.  Д е м а к  берилган 
система ноаник система булиб,  у чексиз куп ечимга  эга.

Энди уч номаълумли чизикли тенгламалар системасини караймиз.  
Учта *i,  *2 ва *3 номаълумли чизикли т е н глам алард ан  иборат  

ушбу

' а их х +  а 12х 2 + а 1Эх 3= Ь ь 

а 2 1*1  +  а 22* 2 + а 2Э ^З= * 2> ( 6 )

. a Z\X \ +  а 3 2 * 2 +  а з з * з =  * 3

91

www.Orbita.Uz kutubxonasi________________. _____________________

http://www.Orbita.Uz


i m u m.i уч. н о м а ъ л у м л и  чи з и ц л и  тенгламалар системаси дейилади,  
Луи да Ян, а \ 2 , а\з, а 2\, а 22, « 23, «зь  «зг, «зз бу системанинг 
кочффициентлари,  Ь\, Ь2, Ь3 — берилган сонлардир.

Агар (6) системадаги  х,  нинг урнига  х° сонни, х 2 нинг урнига х \  
сонни ва х>, нинг урнига  х° сонни ку йг анда  тенгл амаларни нг  дар  бири 
айниятга  айл анса ,  унда (х°\, х 2, *з) учлик (6) системанинг  ечими  
дейилади.

Ушбу

а,, а 12 « i s

А = а2| а 22 а 23 (7)

«31 «32 а зз

детерминант  берилган (6) системанинг  детерминанти дейилади.  Бу 
детерминантнинг  биринчи, иккинчи ва учинчи устунларини мос 
р ави ш да  озод  х а д л а р  билан алмаш ти риб

а , 2 « 1 3 а , . ь 1 <*13 а  п а \2 ь 1
А, = Ь 2 а 22 а 23 , А̂ 2 ---- а  22 Ь 2 а 2з ’ Л *з — а 2\ а 22 Ь 2

Ьз «32 а зз «31 Ьз а зз а з\ а 32 Ьз

детерминантларни х,осил киламиз.  Икки ном аълумли система сингари 
бу детерминантлар хам (6) системани ечишда мухим ахамиятга  эга.

Алгебраик тулд иру вч ила р  хоссаларидан фойдал ани б (6) система
ни унга эквивалент ,  содд аро к  система билан алмашт ир амиз .  Буъинг  
учун аввало ,  берилган система детерминанти элементларининг 
алгебр аик  тулдирувчиларини топамиз:

а 22 а  23 а 2| а 23 «21 а 22
— , А  ,2 ---- А  |з—

« 3 1а 32 «зз а.л а з з аз 2

« 12 «13
, А 22 —

«11 «13
! А  23 —

«и «12

«32 «зз а з\ «33 «31 «32

а  12 « 1 3
, А  32 —

« и а  13
А зз—

«11 « 12

«22 «2 3 «21 «2 3 «21 « 22

Бу алгеб раик тулдирув чилар  ёр да ми да  юкоридаги А ва д е 

терминантлар  куйидагича  ёзилади:
А =  а\ \А 11 — « 21̂ 421 -\-ci3 \A 3 \,

Ах, =  Ь \ А п -(- b2A 2\ -j- ЬзАз\ . (8)
Энди (6) системанинг  биринчи тенгламасини А ц  га, иккинчи 

тенгламасини Л 21 га ва учинчи тенгламасини Л 31 га купайтириб,  кейин 
х адл аб  кушсак ,  унда

(а  11 j4 11 —(— аг 1 >4 21Ч— с*з 1 v4 з 1) jc 1 —j— (а  i 11 —j— CJ22/ I 21 +
-)-азгЛ3| ) Х2 (а \ з А 11 -)-С123Л 21 - Ь « 33Л 31) х 3 =  (9)

=  Ь\А 11 -)- Ь2А 2\ -)- *3^31

92



булади.  Юкоридаги  (8) му но са бат лард ан ха мда  детерминантнинг  
хоссаларидан фойд аланиб топамиз:

куринишга келади.
Худди юкоридагиДек,  (6) системанинг  биринчи тенгламасини Л , 2 

га, иккинчи тенгламасини Л 22 га ва учинчи тенгламасини Л 32 га 
купайтириб,  кейин х а дл а б  кушиб

тенглама,  (6) тенгламанинг  биринчи тенгламасини А ]3 га, иккинчи 
тенгламасини Л 2з га ва учинчи тенгламасини Л 33 га купайтириб,  сунг 
уларни хадл аб  ку ш иш  на тиж ас и да

системага келамиз.
Р а в ш ан к и  (6' )  системанинг  ечими Л, ДХ[, Ax?, ДЖ) ларга  боглик.

1°- А =5̂ 0  булсин. Бу холда  (6Г) системадан

булишини топамиз.  ( х ь х 2, х 3) (6) системанинг  ягона ечими булади.  
Бу холда  (6) система бир галикда  дейилади ва (10) м ун оса бат лар  хам 
Кр амер фо рмул алари  дейилади.

2°. Л =  0 булиб,  Д^,  Д^,  Д ^  л а р д а н  хеч б ул м аганд а  биттаси

нолдан фар к л и  булсин. Бунда  (6) система ечимга эга булмайди.
3°. Д =  0 булиб,  Д^== Д ^= =Д Хз= 0  булсин. Бу  холда  (6) система

ёки чексиз куп ечимга эга булади ёки битта хам ечимга эга булмайди.
4- м и с о л. Ушбу

Ч\\ Л 11 -)- a 2i Л 2| —|— cz з 1Л з | =  Д, 
Ч\2А 11 -f- CI22A 21 +  а 32Л 3| =  0, 
«1 з^411 -|- а 23Л 21 -|- а 33А 31 =  0, 
b\A  11 -f- 62Л 21 -f- ЬзАз \ =  Д^.

Н а т и ж а д а  (9) те нглама ушбу

Д - * з = Д Хз

тенглама хосил булади.
Шундай килиб (6) системага тенг кучли булган  ушбу

д  . Х) = Д , 1 

\ - х 2 =  А Х2 

А - х 3 =  А Хз
(6)

(Ю)

2 х  1 — x 2 -j~x3— 4, 

Зх 1-\-2 х 2— х 3=  1, 

Х| +  Х2— 2 х 3=  —  3
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с истемами ечинг.
Бу системанинг  детерминанти:

2 - 1  1

А: 10.

Д е м ак ,  берилган система ягона  ечимга  эга.  Берилган система учун

4 — 1 1

1 2 — 1 =  — 10,
- 3  1 — 2

А,

4
1

-3
=  0,

А,  =*3 - 20,
2 — 1 ,  4
3 2 1

1 1 - 3

К рамер форму ласи дан  фойдаланиб

*̂1 *̂2 А*3 *, =  — = 1 ,  л:2= —  = 0 ,  х 3= —  =  2

булишини топамиз.
5- м и с о л. Ушбу

х \ -^ х 2~\~х з= 2
Зх i -j- 2х 2 2 х 3 =  1
4х 1 -f- 3x2 Н~ Зхз =  4 

системани ечинг. Бу  система учун

1 1 1 2 1 1 1 2  1
А = 3 2 2 =  0, А , = 1 2 2 =  0, А* =х2 3 1 2

4 3 3 4 3 3 4 4 3

= 1,

Л* =*3

1 1 2
3 2 1

4 3 4

булгани са баб ли  берилган система ечимга  эга эмас.
Энди учинчи тартибли чизикли т ен гл ам ал ар  системасини матрица
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купинишида ёзилишини ва матрица  оркал и ечишни курайлик.  
Аввалгидек

a V2x z-\- а ]Лх 3= Ь  ь

■ <2 21̂  | “I-  <2 22̂ - 2 ■“f- ̂  23-̂  3 == ^ 2

a 3i*i ~Ь «зг^гН-  «зз^з=  Ья
система берилган булсин.  Берилган системанинг  коэффициектлари 
дан. X], Х2 , х'ъ л а р д а н  х,амда системанинг  озод ха дл а р и д а н  ушбу

(6)

А =
a w

«21

«31

*•22

а  13

«23

а  зз

Х  = в =

матри цал арни тузамиз.  
Ра вш ан ки ,

«  п Cl 1 '2 «13 X , «  11 *■ 1 « 1 2* 2 “1“ « 1 3 *  3

А - Х  = а 21 «2 2  «2 3 X , == «21*1  Н“  « 2 2 * 2 ~\~ « 2 3 * 3

«31 « 3 2  «33 *3 «31*1  +  « 3 2 * 2 +  « 3 3 * 3

А - X — В (6" )

куринишида ёзиш имконини беради.
(6")  те нглама (6) т енг лам алар  системасининг матрица  курини

шида ёзилиши булади.
Айтайлик,  (6) системанинг  детерминанти

А = *22

*32

«13

«2 3

« 3 3

булсин. Унда юкорида киритилган А  матрицанинг  тескари матрицаси 
м а в ж у д  булиб,

А ~ '  =

а 2 , ^31
А д * д
А 12 А 22 Л  32
V д д

■4,3 ^ 2 3 Лзз
Д

___
д

булади (каралсин:  6 - боб, 4 - § ) .
(6")  тенгликнинг х,ар икки томонини А матр ицага  купайтириб

топамиз:  А ~ [А Х = А ~ ' В .  Агар А ~ 1А Х =  (А ~ЛА ) Х  =  Е Х  =  Х  були/чи
ни эътиборга  олсак,  унда матрица  куринишида ёзилган  (6")
тенгламанинг  ечими

i ;  i n
Х =  А ~ '  ■ В ( I I )
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булишини топамиз.  Р авш ан ки ,

-1 В--

-4 ц ^ 2 1 Л.31

Д Д

А  12____ ^ 2 2 ^3 2
д д

^1 3 ^23 ^ 3 3

~ Л ~
___

(Ь\А ц +  *Иг1 +  * И з | )  

(Ь\А | 2 +  * 2̂ 22+  * Изг)

( * И  1 3 +  * И г з +  * . И з з )

Агар Л' = булишини эътиборга  олсак,  (11) тенгликни

куиидаги  куринишда хам ёзиш мумкин:

X,
1
Д • л

Л-2 = I
д •А

*3 1
д •А

Кейинги тенгликдан

* ! = -

булиши келиб чикади.  Бу  эса Кр амер  формуласидир.

2- §. п  та номаълумли чизикли тенгламалар системаси

Олий математика  ва унинг та тб и к ла р и д а  уч тадан ортик  н о м а ъ 
лумли чизикли тенг лам алар  системасидан хам фойдалан ил ади .  Шуни 
эътиборга олиб, п та номаълумли чизикли тенгл ам ал ар  системасини 
киска ч а  баён этамиз.

п та х \ ,  х 2, ... , х п номаълумли чизикли т е н гл ам ал ар д ан  иборат  
ушбу

011*1 +  012^2+ ... + 0 | „ Х „ = 6 | ,

« 21* 1 +  022*2+  ... + а 2пх „ = ь 2,
{ 1 Z)

. a nix |  +  a„2x:2+  ... +  a ntrx „ =  b „



система п та н о м а ъ л у м л и  чи зи ц л и  тенгламалар системаси дейилади,  
бунда а ц ,  a i2, ... , а,„, а 2| , ... , а 2п, ... , ап\, ... , апп — шу система 
коэффициентлари,  Ь\, Ь2, ... , Ь„ — озод ха дл а р  берилган сонлардир.

Агар  (12) системадаги х\  нинг урнига  х° сонни, л:2 нинг урнига х 2 
ни, ва X- к. х„ нинг урнига  х°п сонни ку йг анда  системадаги  т е н г л а м а 
ларнинг  адр  бири айниятга  ай ланс а ,  унда  (x°t х 2, ... х °„) (12) система
нинг ечими  дейилади.

Берилган тенг лам аларни ечишда унинг ко эффициент ларидан 
тузилган

А =

а \\а  |2 • • • й 1л 

а 21а 22 . . .  а 2

®п\®п2 • • • Опп

детерминант  хамда  бу детерминантнинг  / ' -устунини (/ =  1, 2, 
п)  мос ра виш да озод ха дл а р  билан а л м аш тир ил ган

а и а , 2 . . а Ч~ 1 b\ a i; + | • а ы

V
а 21 а 22 а 2/-1 ®2 а 2/ + | ■ ■ а 2п
а п\ а п 2 ■ • ■ а„у_ . ®nj+1 a,in

( / = 1 ,  2, ... , п)  детерм ин антлар  мухим ах а м и я тг а  эга.  Агар А,  X  ва 
В  м а тр и ца лар  учун

А =

а и а

а 21 а

а
а 2п
а„„

X  =

х,

х 2

X ..

В =

м ат ри ц алар  олинса,  унда (12) т ен гл ам ал ар  системаси

А - Х  =  В (13)
матрица  куринишидаги те нгл амага  келади.

Ф а р а з  ки лай лик  (12) системанинг  детерминанти А = ^ 0  булсин. 
У холда  А  матрицанинг  тескари матрицаси м а в ж у д  ва

Л, , ^21
Л А Л

А 12 ^22 А п2
Л ~ '  = \ А ~А^

Л.» ^2/1 ^лл

булади.
А \  ’ ‘ ’ А

(13) тенгламанинг  
А ~ ' А Х = А ~ ' В .

хар икки томонини А ~

Ра в ш ан к и ,  А ~ ' А Х  == (Л ~ ' А ) Х  =  Е Х  =  Х.
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Д е м а к ,  матрица  куринишидаги (13) тенгламанинг  ечими

Х  =  А ~ ' В

булади.
А ~ '  ва В  матр и ца ларн и купайтириб топамиз:

А ~ ' В  =

А и  Л 2 1 А п\ h

~ д ~  ■ .’ ■ “Т ~ 01

А12 ^22 А п2 Ь 2

д д д ;

А 1п А 2 п А „п ь ,

д  д д

{^1^4п +  ^ И 21 +  • • • +  b„An 1

— (Ь\А 12+ 2^ 22“Н • • ■ ~\~Ь „А п2

-g ( b lA u -\-b,2A 2n+ ■ ■-\-ЬпА пп)

А ~ ‘В  =

А Л  *> 

~ А ХД 2

Агар детермйнантнинг  ушбу

А =  а  1 /Л 1; +  0 2 jА 2/ + .  . . .  - \-onjAnj (/ =  1, 2, . 
Axj =  b \ A \ i - \ - b 2A 2j-}- ■■■ - \-bnA nj ( / = 1 ,  2, .. 

o\kA\j-\-a\}kA2j-\- ■ ■ ■ +  onkAnj =  0
хоссасидан фойд аланса к ,

( 14 )

.., п) ,  
п) ,

булади.  Бу  тенгликни ха м да  Х  =

ни эътиборга  олсак,  унда (14) муносабат  ушбу

Д ^ 1!

1 ^ 2

Д А Хп
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куринишга  келади.  Кейинги тенгликдан эса

Д Д X, А *х  — __ f!_ r  _____5_ v _  х»
Х ' -  Д ’ * 2 -  Д ’ —

келиб чикади (Крамер ф о рм ула си ) .  Бу  холда  (12) система 
б ир га ли кд а  дейилади.

Агар системанинг  детерминанти А =  0 булиб,  А^, A v  А, лар-

дан  *еч булм ага нд а  биттаси нолдан фар к л и  булса,  ( 12) система 
ечимга эга булмайди.  Бу холда  (12) б ир га ли кд а  б ул м а г а н  система 
дейилади.

Агар А =  0 булиб,  А х =  А ^ = .  . .== Д ^  =  0 булса ,  унда (12) си

стема битта хам ечимга  эга булмайди ёки чексиз куп ечимга  эга 
булади.

6 -м и с о л . Ушбу

2х j +  х 2 — 5хз -j- Х\ =  8

х { —  З х 2— 6jc4= 9

2х 2 — х 3+ 2 х 4=  — 5

х  | -f- 4* 2— -|- 6x 4 = 0

чизикли т ен гл ам ал ар  системасини ечинг. Бу  системанинг  детерми- 
нантини хисоблаймиз:

- 5  
0 

— 1 

— 7

1

- 6
2
6

=  2
- 3
2
4

0
-1
-7

- 6
2
6

1 - 5
2 -1
4 — 7

1

- 3
2
4

+  0

Де м ак ,  берилган тенг лам алар  системаси ягона ечимга  эга.

+

1

- 3
— 5 

0
1

- 6
1

— 3
- 5

0
1

— 6 =  27
4 — 7 6 2 — 1 2

Энди Д Д , ва А*3 ни топамиз.

А х< — 8• Л ц  +  9 • Л 21 — 5Лз|  +  0- Л ;

3 0 - 6 1 - 5  1 1 - 5  1
2 — 1 2 - 9 - 2 — 1 2 - 5 - — 3 0 — 6
4 — 7 6 4 — 7 6 4 — 7 6

=  81,

А ^ = - 1 0 8 ,  Д , =  — 27, Д = 2 7 .
Д ем ак ,

Д*1 о А *
д ~ 3 ’ х 2— ^ ~  — — 4, Х3= - =  - 1 ,  * 4= - А  =  1.
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Г

( 15 )

Л $. I к и | > жинсли чизикли тенгламалар системаси

.V и!Г>у а их 1 - \ - а 12х 2-\-. ■ . -^ -alrrx n= 0

«21*1 ~Ьа 22*2 +  - • • + а 2 ^ п = 0

. а п1Л:| + а п2Д£:2 +  - • •~\~a niJCn= ®
система бир жинсли  ч и з и к л и  тенгламалар системаси дейилади.  Бу 
система 2 - §  да  урганилган системанинг  b\ — b2 = . . . — bn =  0 булган 
хусусий холидир.

Ра в ш ан к и ,  * 1 = 0 ,  лг2 =  0, . . . , х п =  0 сонлар  (15) системанинг  хар 
бир тенгламасини ка н оагла нтира ди .  Бинобарин улар  (18) система
нинг ечими булади.  Одат да  бу ечим (15) системанинг  тривиал ечими  
дейилади.

Табиий ра виш да (15) системанинг  тривиал  булмаган (хеч 
булм ага нд а  x t, х 2, . . . ,  х„ ларни нг  бири нолдан фа рк ли булган)  ечими 
буладими деган савол тугилади.

Агар  (15) бир жинсли чизикли т ен гл ам ал ар  системасининг 
детерминанти

a w cl]2 . . .  а [

0,9
А =

*•22

1 п2 . • • а п

нолдан фар к л и  булса  ( Д ^ О ) ,  у х,ш1да  бу система ф а к а т  тривиал  
ечимга  эга булади.

Х а к и к а т а н  хам,  (15) система учун

=  0,
0 а 12 • ■ а а\\ 0 ... а , п

Дх =х\
0 а 22 ■ ■ а 2п II о £> II а 21 0  . . .  а 2п

0 а п2 • ■ а,,,, 0  . . .  а пп

а , ,  . . . 0 

а  9о . . .  О

.0

булиб,  Крамер формуласига  кура  Х\ = 0 ,  х 2 =  0 , . . . ,  х„ =  0  булади.  
Юкорида  айт ил ганл ард ан куйидаги хулоса келиб чикади.
Агар  (15) система тривиал  булм аган  ечимга эга булса ,  у холда

(15) системанинг  детерминанти нол булиши зарурдир.
Д ем ак ,  (15) системанинг  тривиал  бул ма ган ечими шу система 

детерминанти нолга тенг бу лган  холдагина  булиши мумкин экан.
7 - м и с о л .  Ушбу ( v I у _о

| - * , + * 2 - и  (16)
 ̂лс, — х 2 = 0

■in



бир жинсли чизикли тен г л ам а л а р  системасини карайлик.
* 1= 0 , Х2 — 0  берилган системанинг  тривиал  ечимларидир.

(16) системанинг  детерминанти

Д е м ак ,  (16) системанинг  триви ал  булм аган  ечимлари булиши 
мумкин. Х а к и к а г а н  хам,  берилган системанинг  чексиз куп тривиал  
булм аган ечимлари мавжуд:

X \ — t , x 2 =  t (бунда  t — ихтиёрий х аки ки й сон) .

4-§ .  Ч и з и м  и тенгламалар системасининг умумий
куриниши

п та Х\, х 2, . . . , х п номаълумли т  та чизикли т е н гл ам ал ар д ан  
иборат  ушбу

' а их 1 +  а 12х2+ . . .-\~а[пх п= Ь \  

а 2\Х]- \-а 2ф 2~\~- • •~(_ а 2п*<1==*2

. a m!J4 + a m2*:2 +  - • • +  а п ~  Ьт

системани кар ай лик .  Хусусан,  п =  т  булган  холда ,  яъни номаъ-  
л ум лар  сони системадаги те н г л ам а л а р  сонига тенг булганда  
(17) система 3 - §  да  ургани лган (12) системага келади.

(17) системани урганиш даг и асосий м а с а л а л а р д а н  бири унинг 
биргаликда  булиши, яъни ечимининг м а в ж у д  булиши ма саласидир.  
Бу эса (17) система коэффициентларидан тузилган [т X  л]-тартибли

аи а,2 . ,аы

а 2 | а2г  . .а2п

а т | а,п2 . .а„т

матрица  ха м да  кенгайтирилган матрица  деб номланувчи [т X  (« +  
+ 1 ) ] -  тартибли

а  11 а , г  ■■а и b 1

а 2 \ а 22 . ■«2 п Ь2

A ml «m2 ■ -атп ь т

матр ицаларнин г  рангига  богликдир.  Куйида  бу адки даги  теоремани 
исботсиз келтирамиз.

_

1.01
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Т е о р е м а  ( К р о н е к е р  — К о п е л л и  т е о р е м а с и ) , ( / 7 )  тен
глам алар системаси биргаликда булиш и учун  А ва А матрицаларнинг 
ранглари  бир-бирига тенг булиш и, яъни

rank'A =  rank А,
за р ур  ва  етарлидир.

Келтирилган тео ремадан куйидаги хулосалар  келиб чикади:
1°. Агар А  матрицани нг  ранги А  матрицанинг  рангидан катта 

булса,  яъни
гапкЛ >• гапкЛ,  

унда (17) система ечимга эга булмайди.
2°. Агар А  матрицанинг  ранги А  матрицанинг  рангига тенг булиб, 

гапкЛ  =  гапкЛ = k  
булса,  унда (17) система ечимга эга булиб,  куйидаги холлар  юз 
беради:

a) k < i n  д а  (17) система ечимга  эга булади ва у куйидагича 
топилади:  r a n k A = k  эканлигидан шундай нолдан фар к л и  камида 
битта k- тартибли минор мавжуд.  Ф а р а з  килайлик  у л арда н бири

а.\ 1 . . .  a\k

«*i ■ * * dkk 
булсин.

Энди (17) системани бу минорга мос холда  ушбу 

(а | \ Х\ - ) - .  . a\kXk Q\nXn — b i

\ a k\Х{-\~. . ■ -\-akkx k-\-akk+\Xk + x - { - . . . 4~aktjcn= b k
(18)

куринишда ёзиб оламиз ва x*+i,  . . .  , х п н ом аъл ум лар ка т н а ш г а н  
хад ларн и унг томонга утка зам из:

f a M* i - f .  . . + a lkx k= b t —  a ik+lx k+l— . . — а 1лх п

I a*i*i+ •  • ■ + a kkx k= b k~ a kk_ . .— а к,рсп.
(19)

Xk+i,  ..., х п ларни ихтиёрий та йи н лан ган  х*+ ь  ..., х° сонлар деб 
ка раб ,  бу системани ечамиз.  (19) системанинг  детерминанти нолдан 
фар к л и  булгани учун унинг ечимлари

N  К
........... * * = - Г

булади.  Д ем ак ,  хар  бир тайин лан ган x*+i,  ... , х°п л а р  учун 
(19) система ягона  Х \ , . . . ,  х* ечимга  эга булиб,  х ? , . .  ., х*, x * + i , . .  ., х° 
сонлар  (18) системанинг  ечими булади.  х*+ ь . . . ,  х„ л а р  ихтиёрий 
кийматларни кабул килиши мумкинлиги сабабли (19) система чексиз 
куп ечимга  эга булади.  Топилган х®, . . . , х*, jc*+i, . . . , х°п сонлар
(17) системанинг  колган  тенглам аларин и хам каноатла нти рганл иги  
учун улар  (17) системанинг  хам ечими булади.

б) k =  n булга нда  (17) система а )  холда  а йт ил ганл арга  асосан 
ягона ечимга эга булади.

102



Д ем ак ,  гапкЛ =  гапкЛ = п  булга ндагина  (17) система ягона 
ечимга эга б улар  экан.

8-м и с о л . Ушбу

7* [ +  3 * 2 =  2 

х, —  2 х 2=  —  3 
4х  , +  9 * 2=  11

системани ечинг. Бу  система учун

7 3 7 3 2
л  = 1 — 2 , л  = 1 — 2 - 3

4 9 4 9 И

булади.  Куйидаги иккинчи тартибли детерминант

7 3

1 - 2

нолдан ф а р к л и  булганлигидан

гапкЛ =  2

булишини топамиз.  Агар

7 3 2

1 - 2  - 3
4 9 11

\ 7 ф 0

=  - 1 7 2 + 1 7 2  =  0

булишини эътиборга  олсак,  унда А  матрицанинг  ранги х,ам 2 га тенг 
булишини аниклаймиз:  r a n k  Л = 2 ,  r a n k  A = r a n k  А —  2. Н ом аъ-  
лумлар  сони х,ам 2 та булгани учун берилган система ягона  ечимга 
эга. Берилган системанинг  биринчи иккита тенгламасини олиб

f7*i  +  3 * 2= 2 ,

I * ,  — 2 * 2=  — 3

системани ечамиз:

* , =

2 3 7 2

— 3 - 2
5

1 - 3
_  23

7 3
17 ’

X 2 —

7 3
17

1 - 2 1 - 2

Бу топилган х\ ва х 2 берилган системанинг  учинчи тенгламасини хам

( 5 \  23— —j + 9 - —  = 1 1 .  Шундай к и 

либ, * , = 23
17

* 2= ~ j y  берилган системанинг ягона ечими булади.
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!1 М II С ОЛ . Ушбу

Х 1 ~ } ~ Х 2 ~ \ ~ Х 3 —  1>

x i~hx 2~h2 x 3=  1, 

х  | —f'- х 2 ~\~ Зх з— 2

системани ечинг. Бу система учун

1 1 

А =  1 I
1 1

булгани сабаб ли Кр амер  усулини к у л л а ш  мумкин эмас. Шунинг учун 
берилган системанинг  ечимга  эга ёки эга эмаслигини Кронекер — 
Копелли теоремасидан фойд ал ан и б  текширамиз .  Системанинг асосий 
А  ва кенгайтирилган А  матр ицаларини нг  рангини хисоблаймиз.  
Система учун

1 1 1 1 1 1 1
л  = 1 1 2 , л  = 1 1 2 1

1 1 3 1 1 3 2

эканлигидан | Л ] = А  =  0 ва

1 1

1 2
=  1 ^ 0 ,

1 1 1 

1 2 1

1 3 2

гапкЛ =  2, гапкЛ =  3 эканлиги

=  1 Ф 0

гапкЛ гапкЛ булгани учун система ечимга  эга эмас.  
10- м и с о л . Ушбу

Х \~ \ ~ Х 2~\~Х 3 =  1 

*1 +  * 2 + 2 х з — 1

2х  ( 2х 2 +  4*з =  2

системани ечинг.
Бу  система учун

А = =  0 .

Асосий

Л =



ва кенгаитирилган 1 1 1 1
Л = 1 1 2 1

2 2 4 2

матр ицаларнин г  рангларини хисоблаймиз.

Агар \А \ = Д  =  0,
1 2

= 0

булишини эътиборга  олсак,  унда гапкЛ =  2 ни топамиз.
Кенгайтирилган м атр и ца дан  хосил килинган барча  (4та) учинчи 

тартибли м а тр и ца лар  дет ерминантлари нолга тенг:

= 0 .

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 2 =  0, 1 2 1 =  0, 1 2 1 =  0, 1 1 1
2 2 4 2 4 2 2 4 2 2 2 2

Би ро к А нинг иккинчи тартибли матри цас идан тузилган детерминант:  

 ̂ ^ = 1 ¥ = 0 .  Бинобарин,  гапкЛ =  2. Д е м ак ,  гапкЛ =  гапкЛ =

==2 экан.
Энди системанинг  ечимини топиа! учун бу системадан нолдан 

фарк ли 2- тартибли детерминант  элементлари к а т н а ш г а н  биринчи ва 
иккинчи тенгламаларни  олиб,

х  х 2~\- х з—  1.
лг, —[— лг2 —|— 2лг з =  1

системани курамиз.  Бу системадаги  тенгл амаларни нг  унг томонига 
битта номаълумни шундай утказиш  керакки,  х,осил булган  икки 
номаълумли системанинг  детерминанти 0 дан  фар к л и  булсин.  
М аса л ан ,  бизнинг  холимизда  унг томонга ёки х х ни ёки х 2 ни утказиш 
мумкин. Биз х 2 ни олиб утамиз:

х \ +  х з =  1 -  
x ,  +  2 x 3=  1

бу системанинг  детерминанти

■ Х о ,
(20)

А' = =  1 ^ 0

булгани учун (20) система хар  бир тайинланган х 2 =  х \  да  ягона 
ечимга  эга булади:

1 -X j
=  1 _ у  0 л  2>

I 1 - х °2

1 1 — х °2
= 0 ,

h W 5
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Шундай килиб ( 1 — х 2, х 2, 0) учлик х 2 нинг ихтиёрий кийматида  
берилган системанинг  бар ча  енимларини беради.

П иро вардида  (17) системада  Ь\ =  Ь2= .  . . =  Ьт =  0 булган холни, 
яъни ушбу

а 1!*1 +  а 12*2+- ■ -Л- а \г^п — ̂
a 2 lx , - j - a 22x 2 -i-. ■ .-{-а2пх п= 0

ащ\Х\~\~ат2х 2 . . . + а тпх п=  0

бир жинсли т ен гл ам ал ар  системасини караймиз .  Р авш ан ки ,  бу 
х,олда

гапкЛ = г а п к Д  =  &
булади.  Бинобарин,  Кронекер Копелли теоремасига  кура  (21) сис- 
стема биргаликда  булади.

Агар k =  n булса ,  у холда  (21) система ф а к а т  x i = 0 ,  х 2 =  0, . . . , 
х„ =  0  булган ечимларга ,  яъни тривиал  ечимла рга  эга булади.

Агар k < z п  булса ,  у холда  (21) система тривиал  булмаган 
ечимларга  хам эга булади ва бу ечимлар юкорида келтирилган усул 
билан топилади.
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8 - Б О Б

КОМПЛЕКС СОНЛАР
Ушбу бобда  комплекс сонлар  хаки да ги  даст лабки  маълумотларни 

келтирамиз.  Комплекс  сонлар  ва улар га  богли к комплекс узгарувчи-  
ли функцияларни кейинчалик ба таф сил  урганамиз .  М а тем ати к ада  
купчилик м ас ала ларн и хал килиш ха кикий сонлар  тупламини 
кенгайтиришни т а к о з о  килади.  Мисол учун к в адра т  т ен гл ам ал ар  ва 
уларнинг  ечимларини урганишда биз комплекс сонлар  тупламига  
утиш зарурлигини куп курганмиз.

1-§. Комплекс сон тушунчаси
Иккита  а  ва b х аки ки й сонлар  берилган булсин.  Ушбу

a- \- ib

куринишдаги сон комплекс сон, г =  д / — i эса мавхум бирлик  д е 
йилади.

Одатда  комплекс  сонлар  битта  харф,  купинча  z  харфи билан 
белгиланади:

z  =  a- \- ib .
а сон z  комплекс соннинг уациций цисми дейилиб,  Rez каби 
белгиланади,  b сон 2 комплекси соннинг мавуум щ е м и  дейилиб,  Imz 
каби белгиланади.

Д ем ак ,  a  =  Rez, b =  lmz .
М аса л ан ,  2 = 2 - } - 5 /  комплекс  соннинг хакикий кисми Re2 =  2, мавхум 
кисми Imz =  5 булади.

Бирор z  =  a- \- ib  комплекс сон берилган булсин. Бу соннинг мавхум 
кисмидан ишораси билан ф а р к  килувчи а  — ib комплккс сон z  га 
цушма комплекс сон дейилади ва z  каби белгиланади:

z  =  a  — ib
Иккита  2 i = а \  + г ' 6 ь хамда  Z2 = a 2-\-ib2 комплекс сонлар  берилган 

булсин. Агар а \ = а 2, b\ — b2 булса , .у  холда  z\ ва z 2 комплекс сонлар 
у з а р о  тенг дейилади ва 2 | = 2 г  каби белгиланади.

2- §. Комплекс сонлар устида арифметик амаллар

Иккита  Z \ = a \ - \ - i b \  ва z 2 — a 2-\-ib2 комплекс сонлар берилган 
булсин.  Ушбу

(а, +  а 2) + i ( b t - \-b2) 
комплекс сон z\ ва г^о мплекс  сонлар  йигиндиси дейилади ва 2 1 + 2 2  
каби белгиланади:

2 i + 22=  (а, + а 2) + i ( b i - \ - b 2).
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z - \ - z  =  2 a

булишини куриш К.ИЙИН эмас.
Ушбу

( а , — а 2) +  i ( b , — b2)

комплекс  сон z\  комплекс сондан z 2 комплекс  соннинг айирмаси  
дейилади ва Z \ — z 2 каби белгиланади:

z, — z 2 = ( a | — а2) +  i ( b t — b2)

Ра в ш ан к и ,
z  — z  — 2 ib.

Ушбу
(а\Ч2 — b \ b 2) -\r i ( a \ b 2 -{-a2b\)

комплекс сон z\  ва z 2 комплекс сонлар  купайтмаси  дейилади ва z \ z 2 
каби белгиланади:

z\ - z 2 =  ( а , а 2 — М г )  + i ( a lb 2 +  a 2bi)

Бу .купайтириш коидаси a\- \ - ib\ ,  a 2 -\-ib2 икки хадларни уза ро  
купайтиришд ан ва г2=  — 1 эканлигини эътиборга  олиб хосил 
килинган.  Х а к и к а т а н  хам,

(cz 1 -f- ib i ) (а 2 -\-ib2) — ai • a 2 -f" i b ia 2 -)-ci\ • ib2 - j- ib\ • ib2 —
=  a ]2  +  i ( a ib \ + a 2b 2) -\-i2b ]- b 2 =  (a2a 2 — b \b2) + i ( a \ b 2 +  a 2b i ) .

Келтирилган купайтириш коидасидан ф ой дал ани б

z - z  — a 2 - \-b'
булишини топамиз.

Ушбу
a\-a2 +  blb2 . a2bl - a 2b2

a\ +  b\ a2+ b 2

комплекс сон z, ва z 2 ( г 2 ф О )  комплекс  сонлар  нисбати ёки
Z ]

б ул и н м а с и  дейилади ва —  каби белгиланади:
г2

г 1 а г а2+ Ь г Ь2 ша2Ь { - а {Ь2
—  =  -■— т ■»-------h I------5 (*)

"̂2 0L2 ~h Ь2 ®2 ~\~Ь2

Бу булиш коидаси a t - \ - ib i иккихадни a 2 -\-ib2 иккихадга  булишдан
келиб чиккан.  Х а к и к а т а н  хам

Q|+ '6 ,  _  (а,+1<>| ) (a2 — ib2) a la1^ -b tb2 +  Ha2b,— atb-2)
a2 +  ib2 ~  (a2 +  ib2) (a2 — ib2) ~  d2 +  bl

ci | ci i) “I- b | b2 ' a2b i — a {b2

al +  b22

|vimi i n р и л г а н  к о и д а г а  к у р а
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М и с о л. Ушбу

z,  =  1 — г, z2 =  1 + »

комплекс сонларнинг  нисбати —  ни топинг.

Юкори да  келтирилган ( 
г, 1 1

) коида га  кура :

1 —I 
1 -(-£

1 I —1 — 1 
] +  1 + г l +  i "

3- §. Комплекс сонни геомегрик тасвирлаш

Х а ки ки й сонлар  туплами Ох ук и да  тасвирланиш и бизга маълум.  
Комплекс сонларни геометрик т а св и р л аш  учун биз текисликда  Оху  
Д е к а р т  координ аталари системасидан фойдал ана ми з .

z  — a- \- ib  комплекс сон учун а  бирликни Ох укига ,  Ь бирликни эса
Оу укига куйиб мос М( а ,  b ) нукта оламиз ( 2 7 - чизм а) .  М  нукта 
z  комплекс  соннинг текисликда  геомет
рик тасвири дейилади.  Р авш ан ки ,  х,ар 
бир комплекс сонга текисликда  битта 
М  нукта ва аксинча  текисликдаги х,ар 
бир М  нуктага битта комплекс сон мос 
келади.  Д е м ак ,  комплекс сонлар  т у п л а 
ми билан текислик нукта лари орасида  
уз ар о  бир кийматли мослик урнатилган 
булиб,  0 Ху текислик (шу мосликни 
н аза рд а  тутиб) компл екс  сонлар  те- 
кис ли ги  дейилади.

К оо рдин аталар  боши 0 нукта  билан 
М  ни бирлаштирувчи ОМ  кесма узунлиги г га z комплекс соннинг 
м о д у л и  дейилади ва | z |  каби белгиланади.

Пиф аго р  теоремасига  кура

27- чизма.

л ] а 2+ Ь ~

эканлигини куриш кийин эмас.
ОМ  вектор билан Ох уки орасидаги а  бурчакка  z  комплекс соннинг 

аргументи дейилади ва a r g z  каби белгиланади. Демак,  0 ^  a r g z < 2 n  
27- чизмадан куринадики.

а b .. , Ьc o s a  =  —, s i n a = — еки t g a  =  — 
г г °  а (2)

булиб,  бу ф о р м у ла л а р  ёрдамида  комплекс соннинг аргументини 
топиш мумкин.

М и  с о л .  Ушбу z = \ — i комплекс соннинг модули ва аргументи 
топилсин.

I z | =  д / 12 —|— ( — 1 ) 2 =  д/2 булиб,  c o s a  =  — s i n a = --------- эка-
У 2 \j 2

нини куриш кийин эмас.  Бу  тенг лам ал ар  [0, 2л)  оралигида ягона
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а  — —-  ечимга  эга.  Д е м а к ,  (2) тенгликла рд ан a — r c o s a , b =  rs ina  
4

иф о д ал ар га  эга булиб,  бундан эса z  — a-\ - ib  комплекс сонни

2 =  r c o s a  +  / r s i n a  =  г ( c o s a  - f  i s ina )

куринишда ёзиш мумкинлигини курамиз.  Комплекс  соннинг бу 
куриниши унинг тригонометрик игакли  дейилади.  Комплекс  соннинг 
бундай куриниши ка тор  ку лайл и кл арга  олиб келади.

Ф а р а з  килайлик,  z \ ва Z2 комнлекс сонлар
z,  — г, ( cosa i  + / s i n a i ) ,  z 2 =  /-2( c o s a 2 +  i s i n a 2)

тригонометрик ш ак л да  берилган булсин. Бу ерда

r t = \ z i \ ,  r 2 = \ z 2\, a i = a r g z b a 2 =  a r g z 2
Z

Z f Z 2 купайтма ва —  нисбатни карайлик.
Z,2

z, -z2 =  r\ -/^(cosoci - f- / sina i)  ( c o s a 2 +  i s i n a 2) =
=  /'2r 2[ ( c o s a ,  c o s a 2 — s i n a ,  - s i n a 2) + / ( c o s a i s i n a 2 +
+  s ina iCOsa2)] =  /'i/'2[ cos ( a i  + a 2) + / s i n ( a ,  + a 2)]

булиб,  бу тенгликдан \ z \ -z2\ — r \ - r 2, a r g ( z i  -z2) =  a rgz i  - \ - a r g z 2 
эканини курамиз.

Юкоридаги  ко и да дан куринадики,  иккита комплекс сон купайти- 
рилганда,  купайтманинг  модули модулларнинг купайтмасига,  а р г у 
менти эса аргументларнинг  йигиндисига тенг б ула р  экан.
М  и с о л . z\ —  1 — г, z 2 =  — 1 + /  комплекс сонлар учун z\ -z2 топилсин. 

1 1 1 =  д/2 , | г 2| =  д/2 , \ziz2\ =  д/2 • д/2 = 2  эканлиги равша н.

a r g  Z i = ~ ,  a r g  =  булиб,  a r g  z , - z 2=  a r g  z, +  a r g  z 2=-

7 л  i 3 j t  1 Ojt, I 2 л  /  j t . .  . o .=  . Д е м а к ,  z ' - z 2 =  2 ( c o s — + *  sin

IZ1
|z2! ’

ziХудди шунингдек биз —  нисбат учун
г 2

г 1a r g — =  a r g z , — a r g  z 2 эканини куришимиз  мумкин.
г2

П -—
Энди комплекс соннинг д а р а ж а с и  z" ва илдизи дj z  иф одалари 

билан танишайлик.
Т а ъ р и ф г а  кура  z n =  z - z - .  . , -z  булиб,  z" =  rn (cosna. -j-i sin п а )  эканли-

п т а

ги равшан.

Д е м ак ,  \ z \ n — \ z \ n, a r g  z n =  n a r g  z булади.  д/z  микдор да ра -
ж а г а  тескари ам ал  булиб,  у куйидагича  аникла над и:  берилган 
z  комплекс сон учун ушбу

W n= z  (3 )
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тенгламанинг  ечимлари г  комплекс сондан олинган п- Заражали
и лд и з  дейилади ва -Jz  каби белгиланади.  (3) тенгламани ечиш учун
г  ни z =  r ( c o s a  +  / sin а ) , W  ни эса 1F =  /? (cos9 - ) - / s in  ср) шаклда  
ифодалаймиз .  У холда  (3) тенглама

R  " (c os n tp -H  sin пц>) = r  (cosoc +  i s in a )  (4)

куринишини олади.  А вва л о  (4) тенгликнинг хар  иккала  томонидаги 
комплекс сонларнинг модулларини хисоблаймиз:

\ R n(cos  «ф +  / sin гкр\ =  R n, | r ( c o s  a + t  sin a )  | = r .
Д ем ак ,  R  n— r.

Энди комплекс сонларнинг тенглиги тушунчасидан фо йдаланиб
(4) тенгликдан топамиз:

cosncp =  c osa ,  s i n ^  =  s i n a .
Шундай килиб, куйидаги тенгликларга  келдик:

R n= r ,  cosn(p =  cos  a ,  sin ncp =  sin a .

Бу ерда  R  n= r  тенглама ягона  R  =  д/ г ечимга  эга булади.  
cosn(p  =  c o s a ,  sin ncp =  sin а  тенгликла рдан nq> =  a - \ - 2 kn,

булиб,  0 ^ ф < 2 л  шартни каноатлан тирувч и барча  ечимлар \

а - ( - 2  л а  +  2 ( п  — 1) л ^ п  / оч— I----- -----  л а р д а н  иборат  Д ем ак ,  (<3) тенглама п та
п п г

ечимга эга булиб,  улар  куйидаги ф о р м у ла л а р  ёрдами да  топилади:

л/r (cos— + t s i n —),» п п

Г 2=  \]~r (cos-" +  2n + / s i n - - ± ^ - ) , (5)

W n=  V r  (cos-^ 2(n~ 1)jl + i  sin а +  2(п~ ' ) л ).* V П П

l - м и с о л . '  ни хисобланг.
Аввало 1 - И  комплекс сонни тригонометрик шаклда  ифодалаймиз.  
Маълумки ,  бу сон учун z =  д/2, ф =  ---, демак,

1 + г =  д/2 ( c o s j - ) - « s i n ^ ) .

з   

Энди д / 1 + /  ни хисоблаймиз.

~~\~2 kn - - \ - 2 kn
3 г ,— 6 г / 4 . . . .  4 ,д/1 + 7  =  д/2 (cos----- г------- j-tsinз .1 з

6 /гГ / л +  8йл . . • л 8 k л,=  х 2 ( c o s - | 2  4-/sin , 2

булиб,  бу ерда  Дг =  0,1,2.

ill
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2-м и с о л .  д/ l  ни хисобланг.
Худди аввалги  мисолга у х ш аш  бу ерда  хам 1 сонини тригоно

метрик ш ак лда  ифодал айм из :
1 =  1 (cosO +  / sinO) .

Бу и лдиз лард ан биттаси хакики й сон булиб, у 6 =  0 да 1 га тенг, 
колган илдизл ар  эса комплекс сонлардир.

[ (х)  — а  „х п-\-а п_ ,х  +  ... +  а  ,х +  а  0

купхад берилган булсин. Бу купхад  юкоридаги  теоремага кура 
камида  битта а\  илдизга эга.  Шунинг учун.

f ( x )  =  ( х — a t )  -ф! (х)

тенглик уринли булади,  бунда (х)  купхад  булиб,  унинг д а р а ж а с и  
п — 1 га тенг.

Агар  цу ( х )  нинг д а р а ж а с и  п булиб; п >  1 булса,  бу купхад  хам 
теоремага  кура  ками да  битта а 2 илдизга эга булади:

ф! (х)  =  (х — а 2 )ц>2 (х) .

Бу ерда  ф2(х )  — купхад.  Н а т и ж а д а  берилган купхад 

f ( x )  =  (* — а , )  ( х — а 2) *ф2(JC) 

куринишни олади. Бу ж а раё нн и д авом эттириш билан 

f {x )  = а п(х  — а , )  1 х  — а 2) . . . ( х  —  а„) 

тенгликка  келамиз.  Кейинги тенгликда  a l, a 2,. . . ,a„ орасида  у за ро  
бир-бирига тенглари булиши мумкин. Шуни эътиборга  олсак,

f ( x )  = a „ ( x  — a. l) k' (x)  — a 2) 4 . . ( x  — a s) Ss (3)
булади, бунда k x- \ - k 2-\- , . . - \ -k s==n, i=/=j л а р д а  а , = ^ а Д г , / =  l ,2 , . . . . s ) .
(3) тенглик уринли булга нда  a m сон ( m = L , 2 ,  ..., s) f ( x )  купхад-  
нинг k m к ар ра л и  и л д и з и  дейилади.  Н а т и ж а д а  куйидаги теоремага  
келамиз.

Т е о р е м а .  ( А л г е б р а н и н г  а с о с и й  т е о р е м а с и . )  Ихтиё
ри й  п-даражали ( п ~ ^  1) к у п х а д  п та и л д и зг а  эга (бун да х,ар бир  
и лд и з  неча ка р р а л и  булса ,  шунч а марта щ с о б л а н а д и ) .

5



9 - Б О Б

ЮКОРИ Д А Р А Ж А Л И  ТЕНГЛАМАЛА Р

Ушбу
а пх п- \ -а п_ \ Х п ' +  • • • + a t х - \ - а ()= 0  ( 1)

куринишдаги тенглама п - д а р а ж а л и  тенглама  дейилади,  бунда 
а 0, а, ,  ..., а„ ихтиёрий хакикий ёки комплекс сонлар  ва а,,--^=0-

Агар х 0 сонни (бу сон хаки кий ё комплекс булиши мумкин)
( 1) тенгламанинг  чап томонидаги х  нинг урнига к^ йга нда  ифода 
айнан нолга айланса :

a nx 'o~ha n - i  х о ‘ +  ••• +  а \ х о + а о =  
у холда  х 0 сон (1) тенгламанинг  ечими  дейилади.  Берилган 
тенгламанинг  барч а  ечимларини топиш уни ечиш  дейилади.

( 1) тенгламани ечишда купхад ва улар  ха кидаг и  м аълумотл ар  
мухимдир.

1-§. Купхддлар
Бутун д а р а ж а л и

} (х )  = а , р " + а п_ 1х п- [ +  . . . + а 1х  +  а 0

функция п- д аражали к у п х а д  дейилади,  бунда а 0, а,,  ..., а„
купхаднинг  коэффициентлари,  п эса купхаднинг  дар аж аси ди р .  
Умумиятга  зиён келтирмасдан а пФ  0 деб фа раз  килинади.

Иккита

f ( x )  = a , rt' '  +  a „ _ 1* " “ l +  ... +  a lx  +  a (l, 

ц>(х) = b , y + b n_ tx n- l +  ... +  b lx  +  b 0

купхадла р  берилган булсин.  Бу купхадларнинг  бир хил д а р а ж а л и  
узг арувчилари олдидаги турган коэффициентлар  бир-бирига тенг 
булса,

a k= b ^ k  =  0 , 1,2 ,.

у х|олда бу ку п х адл ар  бир-бирига тенг дейилади ва f ( x )  = ф ( л : )  каби 
ёзилади.

К у п х а д л а р  устида кушиш,  айириш ва купайтириш амал лари ни  
б а ж а р и ш  мумкин.

8 — 513 И З
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Икки куп хад йигиндиси, айирмаси ва купайтмаси яна купх^Д 
булади.

f ( x )  ва g ( x )  ку п х ад л ар  учун шундай (ягона) q( x )  ва r(jc) 
куп хадлар  топиладики,  г ( х )  нинг д а р а ж а с и  g ( x )  нинг дар а ж а с и дй н  
ка тъий кичик булиб,

! ( x ) = g ( x ) q { x ) + г ( х )  (2)

тенглик б аж а р и л а д и .  q (х)  купхад f ( x )  ни g ( x )  га були шда н хосил 
булган були н м а , г ( х )  га эса цолдик,  дейилади.

Агар  (2) тенгликда г ( х )  =  0 булса,  у холда / (х )  купхад g ( x )  га 
б ул и н а д и  дейилади.  Бу  холда g ( x )  к у п х а д / ( х )  купхаднинг  б ул увч и си  
дейилади.

Бирор f ( x )  к уп хад ва бирор с сон берилган булсин.  Агар  / ( с )  =  
=  0 булса,  с сон / ( х )  купхаднинг  илдизи дейилади.

Т е о р е м а .  f ( x )  к у п щ д н и  х  — а к у щ а д га  булиш дан уосил булган  
ц о л д щ  берилган купхад нин г  X— а даги щймати f ( a )  га  тенг булади.

И с б о т .  f ( x )  купхадни х  — а  га булга нда  булинма q ( x ) ,  колдик 
эса г ( х )  булсин. Ра в ш ан к и ,  бу холда  г ( х )  уз гарм ас  булади.  Уни 
г[х)  == с деб олайлик.

Унда
f ( x )  =  ( x - a ) q ( x )  + с  

булади.  Бу тенгликда х  =  а  дейилса,

c =  f ( a )

булиши келиб чикади.  Бу эса теоремани исботлайди.
Бу  теоремадан куйидаги н ат иж а келиб чикади:
а сон } ( х)  к уп х а д н и н г  и лд и зи  б у л и ш и  у ч у н  f ( x )  нинг х  —  а га  

б ул и н и ш и  з а р у р  ва  етарлидир  (Безу теоремаси).
Агар f ( x )  ку пх ад  х  — а  га булиниши билан бирга ( х — а ) к га 

Хам булинса { k > \  булган натурал сон) ,  а  сон f ( x )  купхаднинг  
к а ррали  и лд и зи  дейилади.

Шуни т а ъ к и д л а ш  лозимки,  f ( x ) купхад  ( х  — а ) к га булиниб, 
(х  —  а ) к+' га булинмаса ,  а  сон f ( x )  нинг k к а ррали  и лд и зи  дейилади.  
Бу холда  f ( x )  купхад

f ( x )  =  (х —  a ) V ( x )  

куринишида ёзилиб, ф(х)  купхад  х — а  га булинмайди.

2- §. Алгебранинг асосий теоремаси

Куйидаги теоремани исботсиз келтирамиз.
Т е о р е м а .  Д араж аси бирдан кичик булм аган  ихтиёрий к у щ а д  

камида битта, ум ум ан айтганда комплекс илдизга  эга.
Ф а р а з  килайлик,  бирор я - д а р а ж а л и

S'
/  ( х )  =  а пх п - f -  а П — \ ХП 1 —)— - - - —)— а | х  —(--
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купхад берилган булсин. Бу  куп хад  юкоридаги теоремага  кура 
камида битта ои илдизга эга.  Шунинг учун.

f  (х) =  {х — а \ )  - ф !  (х)

тенглик уринли булади,  бунда ф1 (х)  куп хад булиб,  унинг д а р а ж а с и  
п — 1 га тенг.

Агар п >  1 булса,  бу (pi(x)  ку п ха д  хам  теоремага  кура  камида 
битта а 2 илдизга  эга булади:

ф |  (х)  =  (х — а 2)ц>2(х ) .

Бу ерда  ф2(х )  — купхад.  Н а т и ж а д а  берилган купхад

f ( x )  =  ( х — а\ )  ( х —  а 2) -ц>2(х)

куринишни олади.  Бу ж а ра ён н и давом  эттириш билан

f ( x ) = a n(x — a t) ( х  — а 2) . . . ( х  — а п)

тенгликка келамиз.  Кейинги тенгликда а ь а 2,..., а п сонлар  орасида 
у за ро  бир-бирига тенглари булиши мумкин. Шуни эътиборга  олсак,

/ ( * )  = а , 1{х — а 1) Ч(х)  —  a 2 ) 4 . . ( j c  —  a s ) * s ( 3 )

булади,  бунда  k\ -\- k 2-\- k s =  п, i=/=j л а р д а  a,-^=aj  ( / , / =  1,2 , . . . , s ) .
(3) тенглик уринли булганда  а т сон ( т —  l ,2 ,...,s) f ( x )  купхаднинг  k m 
к а р р а л и  и лд и зи  дейилади.  Н а т и ж а д а  куйидаги  теоремага  келамиз.

Т е о р е м а  ( а л г е б р а н и н г  а с о с и й  т е о р е м а с и ). Ихтиё
рий п-дараж али ( п ^ 1 )  куп хад  п та илдизга эга  (х;ар бир илдиз
неча каррали булса , ш унча марта уи соблан ади ).

3- §. Юкори дар аж али  тенгламаларни ечиш

Алгебранинг асосий теоремаси мухим назарий а хам ия тг а  эга. 
Гарчи у

а0х п +  а \х п~ '  +  . . . - \ -an- i X - \ - a n =  0 (4)
(а0,а\, ... a„£R)

тенгламанинг  п та ечими мавж удлигини иф од ал аса  хам,  умумий 
холда тенгламанинг  бу ечимларини топиш алгоритмини ани кл аб  
бермайди.  (4) тенгламани ечиш масаласи хозирга  к а д а р  катта 
муаммо булиб,  у айрим хусусий холлар даг ина  хал этилган.

Одатда ,  (4) тенгламанинг  ечими a 0, a 1. . . , a„_1,a rt к о э ф ф и ц и е н т а р
устида куши ш,  айириш,  купайтириш,  булиш ва илдиз чика ри ш 
ам ал ла ри ни  б а ж а р и ш д а н  хосил булган  ифода  билан аникла нса ,  
у холда  (4) те нглама р а ди к а л л а р да  ечилади дейилади.

Шуни т а ъ к и д л а ш  лозимки,  а г а р  a  =  a- \- ib  комплекс сон 

Р ( х )  = а 0х п +  а\Хп~ '  - j - . . .  +  a „ _ | X  +  a „  =  0

тенгламанинг  ечими булса,  Р(а.)  = 0 ,  у холда  а  соннинг  кушм аси 
a  =  a  — ib комплекс сон хам шу тенгламанинг  ечими булади.  
Х а к и к а т а н  хам
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P ( z ) = P ( z ) б у л г а н л и г и  с а б а б л и

Р ( а )  =  Р (a — ib) = Р  ( a +  ib) = Р  (a-\ - ib )  =  0 — 0

булади.  Бу эса а  комплекс  сон (4) тенгл амани нг  ечими булишини
билдиради.

Н а т и ж  а . А г а р

а о * ' а \х " ' +  - - - + а л-1 х - \ - а п= 0

тенгламанинг даражаси п ток, сон бул са ,  у  х,олда тенглама камида  
битта х,ак,ик,ий ечимга эга булади.

Энди (4) тенглама р а д и к а л л а р д а  ечиладиган ^олларни к елти ра 
миз.

1 ° . п =  1 булсин.  Бу холда  (4) тенглама  
а г̂  +  а ,  =  0 (апф О )

а\куринишга  келади ва унинг ечими х = ------- булади.
ао

2 ° . д = 2  булсин. Бу  ^олда (4) те нглама

a (}x'2- \ - a ix - \ - a 2= 0 ( а 0= ^ 0 )

куринишга  келади ва унинг ечимлари

— а 1 ~ \ / 4 а 0а2 Q| ~\J а \ 4а0а2

* ‘ =  2а̂ ~ ’ 2а^
булади.

3°./г==3 булсин. Бу ^олда  (4) те нглама

а 0х 3- \ - а 1х 2-}-а2х - \ - а 3= 0  (а0Ф  0) (5)

куринишга  келади.  Бу те нглама куйидагича  ечилади:
1) (5') тенгл амани нг  хар икки томонини ао га буламиз.

Н а т и ж а д а  (5) га эквивалент
х л- \ -Ьхх 2-\ -Ь^с-\ -Ь3= 0  (6 )

akтенг ламага  келамиз ,  бунда  b k= —  (ft— 1, 2 , 3)
ао

Ь\
2) (6 ) те нг ламад а  х  =  у ---- — ал м а ш т и р и ш  б а ж а р а м и з .  Унда

(6 ) тенгламанинг  чап томонидаги купхад

(У ------g-) * +  b ] ( у ---- —) 2- f  b2( y -----д-) +  Ь3=

О Ь \ Ь \ bn О „
— у  + ( ^ 2 ----з")у+ ( ^ 3 ----- 3 I—27̂  ̂1 ̂

куринишга  келади.  Агар
71 , 61&2 , 2 ,3-  b \ = q
3 ’ 3 1 27

1 If.

_



(7)У3+ Р У + Я  =  О 
куринишни олади.

Ш ундай килиб берилган т енг ламани ечиш (7) тенгламани ечишга  
келади.

3) (7) тенгламанинг  ечимини

y  =  u +  v (8 )

куринишда излаймиз .  Бунда и ва в

д е б  о л и н с а ,  у н д а  (6 )  т е н г л а м а

О )

шартни каноатлантирсин.  Юк ори даг и  (8 ) ва (9) муносабатларни 
б аж а р у в ч и  и ва v ларни нг  мавжуд лиг и уларнинг

i 2- y t -  1
3

к в адрат  тенгламанинг  илдизлари эканлигидан келиб чикади (Виет 
теоремасига  ку ра) .

4) Олинган у — и - \ -v  ни (7) тенгл амада ги  у  нинг урнига куямиз:

(u +  v ) 3+ p ( u  +  v)  + q  =  0 .

Бу  тенгламанинг  чап томонидаги ка всларни  очиб, сунг уларни 
группалаб

и 3+ З и  2и +  3 ии 3- \ - p u - \ - p v - \ - q  =  i)
ёки

(и 3+ v  3+ q )  +  (3u v  +  p) (u +  v)  = 0  ( 10)
булишини топамиз.

Юкори да  келтирилган u v = — ~  муносабатд ан ?>uv-\-p =  Q б>лии,

( 10) те нглама u 3- \ - v 3-\-q =  0, яъни « 3- | - у 3= — q куринишни олади. 
Н а т и ж а д а  y 3- \ -p y - \ - q  =  0 тенгламани ечиш

( u ' + v 3= - q ,

u V - - Р
27

системани ечишга  келади.
5) Кейинги « 3- | - у 3=  — q t

-  £
тенгликлардан куринадики,  изла наё тг ан  и ва и нинг кублари и 3 ва v '  
ушбу

z  + q z - 27
=  0
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к в ад ра т  тенгл амани нг  ечимлари булади.  Бу к в ад рат  тенгламани ечиб 
топамиз:

z  = — q-
1 2

Д ем ак ,

+  г = - ± -  
' V 4 27’ 2 2 V 4 27'

д / т + 4 '  <")

.3 „  Я -Л /  <Г 1 Р 3

V fУ3= г 2= - 1 - Л / 1 + ^ -  ( 12)2 V  4 1 27

6 ) ( 11) ва ( 12) дан

+ д/т+^' а = \ 1 ~ Т ~ л [ у + £  “3)4 1 27

булишини топамиз.  Д е м ак ,  (7) тенгламанинг  ечими

»=*+»= \ f - i +  л/?+¥ + y ~ f -  V ? + ^р* (14)

булади. Одат да  (14) тенглик К а р д а н о  ф орм ула си  дейилади.  К а р д ан о  
формуласи икки ха д  йигиндисидан,  яъни u - \ - v  д ан  иборат  булиб,  хар 
бир и ва v л а р  учта да н кийматга  эга.  Бунда  и  ва и ларни нг  ихтиёрий 
кийм атла ри да н тузилган и- \ -и  йигиндининг кийма тла ри 9 та булади.  
Бу кийм атла р  ичида учтасигина (7) тенгламанинг  ечими булиб,  
бундаги и ва у нинг кийматлари

р3
муносабатда  булади.

7) Айтайлик,  и ва v нинг (13) муносабатни кан оатлантирувчи 
ки йм атла ри да н бири и\ ва v\ булсин.  Унда:

— 1+1  д/з — г—«уз — 1— iyjs   — 1+«уз
и 2 = — ■ g  М„ U 3 = ------ h и '2 = ----------------- 2 ь 3~ ------ 2------  '•
булади.

8 ) (7) тенгламанинг  ечимлари
y l =  u l +  v l

У 2=  —  Y ( “ i +  y i) + - ^ - ( « 1  —  » i ) ,  ( 1 5 )

У з =  — y ( “ i +  ^i) — - ^ - ( « 1  — У|)
ft,

б^либ,  берилган тенгламанинг  ечимлари эса Х \ = у  \  —

b\ bi х 2= У 2 ----- х-; х з = У з -----— булади.3 • J з

М  и с о л  . Ушбу
х 3 — 9х2 +  21х — 5 =  0

тенгламани ечинг.
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Берилган те нг ламада  х  —  у  — 3 а л м аш тир иш ни  б а ж а р а м и з :  

(у +  3 ) 3- 9 ( < /  +  3 ) 2 +  21 Q/ +  3) - 5  =  0,

яъни

у ] —  6у +  4 =  0.

(14) фо рм ула дан ф ойдаланиб топамиз:

и =  д /  — 2 +  д/4 — 8 =  д/ — 2 +  2/.

Бу куб илдизнинг  к и й м атла ри да н  бири « 1= 1+ /  булади.  Унда

булиб,  (15) ф орм ула дан ф о йд ал ани б  топамиз:

У i =  2, у 2— — 1 — ^ 3 , У з =  — 1 +  д /3 .

Берилган тенгламанинг  ечимлари:

х\  =  5, х2 =  2 — д/3 , л:3= 2 +  д/3.

4°. / г = 4  булсин.  Бу холда  (4) тенглама

а (>г 4+ а 1* 3+ а 2х 2+ а :̂  +  а 4 =  0 ( а пФ 0) (16)

куринишга  келади.
А вва л о  куйидаги содда леммани келтирамиз.
Л е м м а .  \ а р  к,андай

а х 2- \ - Ь х + с  ( а ф  0 )

квадрат учх,ад ч и з и к л и  k x - \ - l  и к к и у а д н и н г  квадратига тенг б у л и ш и  
у ч у н  у н и н г  Ь2 — 4ас д и с к р и м и н а н т  н о л  б у л и ш и  за р у р  ва  етарли.  

И с б о т .  З а р у р л и г и .  Айтайлик,

а х 2 - \ - b x - \ - c =  (k x - \ - l ) 2

булсин. Унда
а х 2 +  Ьх +  с — k 2x 2 +  2 k lx  +  /2

булиб,
a — k 2, b =  2kl ,  с =  /2

булади. Н а т и ж а д а
b2 — \ a c = A k 2l 2 — 4 - 6  2-/  2 =  0

булиши келиб чикади.
Етарлилиги.  Берилган а х 2-\-Ьх +  с к вадра т  учх,аднинг дискри- 

минанти нол булсин:
Ь2— 4ас =  0.
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a x 2+ b x  +  c =  ( ^ а х + - ~ ~ ) 2+ с - - ^ = =

( I I ^  \  2 I 4 а с  —  , b ч 2
=  ( V ^ + 2 T ? ) + - i ^ - = ( V « ^ + t v 5 )

булади.  Л е м м а  исбот булди.
Берилг ан (16) тенглама куйидагича ечилади:
1) (16) тенгламанинг х,ар икки томонини ао га буламиз. Натижад а

х 4 - \-Ь\хл +  Ь2х 2 +  Ьзх-\- Ь4 =  0 (17)

akтенгл амага  келамиз,  бунда b k= — (/г =  1,2,3,4).
ао

2) (17) тенгл амани нг  чап томонидаги купхадни,  х,озирча 
номаълум хисобланган у  ни киритиб, куйидагича ёзамиз:

х 4+  b ,х3+  b ^ ' 2-^  b jc-\- ЬА—

Т ~ У ’Х'+
+  biX~ +  bjc  +  b 4=  ( x 2- { - - - x - \ - -^ - ) 2—

— \ _ ( ^  +  У — Ь2) х 2+  ( ~ — b 3) x +  ( ^ — b 4) J.

У х,олда (17) тенглама ушбу

(х 2+ 4 * + т )  2-  [ ( х + * ' - * 2)  х'2+

+  ( - £ - - ь з) х  +  ( А4 ^ 4) ] = 0  (18)

куринишга  келади.
3) Юкоридаги  (18) т енг ламад а  ка тн аш ган  у  ни шундай 

танлаймизки,  н ати ж ад а

( ~ ~ + У ~ Ь 2)>с2+  ( ~  -  Ь 3) х  +  ( * - - &4)

к вадрат  учда д  чизикли иккихаднинг  квадр ати га  тенг булсин. Бунинг 
учун, ле ммага  кура , ква д ра т  уч^аднинг  дискриминанти нолга тенг 
булиши з арур  ва етарли:

( - Т - & 3  ) 2- * ( ^ ~ У - Ь ^ - ь ) = 0

Равш анки,

( М - «

У \олда
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= ~ f -----Ь хЬ3у  +  Ь23— у 2- ^ + у 3+  b 2y 2+ b ' \b ,  +  4yb, — 4 b , b i =

=  У3+  b , y ' ~  (b хЬл-\-4Ь^)у  4- (Ь^-\-Ь2Ьл— 4 b ,b4).

Н а т и ж а д а  (17) тенглама

y , J r b 2y ~—  { b \ b :i- \ - 4 Ь 4) у - \ -  ( Ь % - \ - Ь ] Ь 4— 4 Ь ЛЬ () =0 (17')
куринишга келади. Бу  у  га нисбатан учинчи да р а ж а л и  тенгламадир.

4) Айтайлик,  у х юкоридаги  (17')  учинчи д а р а ж а л и  тенгламанинг  
бирор ечими булсин. У х,олда у  =  у\ булганда

( ~ j + y \  —  &2) * 2+ (  hf ~  —  Ь ^ ) х +  (Д-  — b ^ j =  (k x  +  l ) 2 

булиб, берилган (17) те нглама ушбу

( * 2+ - у х  +  1 г )  — ( k x  +  l ) 2= 0=^

=*- (х2+ ~ х + - ^ - + 1 г х  +  1) ( x 2+ ^ - x + ~ — k x — l) = 0  

куринишни олади.  Хар  бир купайтувчини нолга тенглаб  

дс2-\— ~ х  -)- —g—|— /гjc —|— / = 0  , 

х 2+ —1-х -f- — k x  — 1 =  0

иккита к в ад ра т  те нгламага  келамиз.  Бу тенгл амаларни нг  4 та ечими 
булиб, улар  берилган (16) тенгламанинг  ечимлари булади.

М и с о л . Ушбу
х 4 +  2х3 — 6 х 2 — 5х  2 =  0

тенгламани ечинг.
Бу тенгламанинг  чап томонидаги купвддни куйидагича ёзиб 

оламиз:

х 4- \ -2х3 — 6х2 — 5х +  2 =  ( х 2 х-\-  — у х 2— х 2—

~ ХУ — \  ~  6* 2— 5x +  2 = = ( x 2+ x - f  | - ) 2—

- [ ( « /  +  7 ) х 2+  (у  +  5) * +  ( 4 ~ 2 ) ]

Унда берилган тенглама куйидаги куринишда булади:

( x 2+ x + J L j  _ [ (у  +  7 ) х * +  (у + 5 ) х  +  ( ^ - 2 ) ] = 0 .  (19)

Сунг ( у - \ - 7 ) х 2+  (г/ +  5 ) х +  — 2^ ква драт  учхаднинг  дискрими-
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нлптини нолга тенглаймиз:

(у +  5 ) 2- 4 ( у  +  7 ) ( 4 - 2 )  =  0 . (20)

Ра в ш ан к и

(у +  5 ) 2— 4 (у +  7 ) ( Д — 2 ^ =  t/2+  10у +  25 у 3

— 7г/2+ 8 у  +  5 6 = — у 3—  6г /"+  18у +  81 .

Унда (20) тенглама у 3 +  6у 2— 18г/ — 81 = 0  куринишга  келади. Бу 
тенгламанинг  битта ечимини топамиз:

у з +  6 у 2 _ 1 8 у _ 8 1 = 0  ^  у з +  3 у 2 +  3 у 2 +  9 у _ 2 7 у _ 8 1 = 0  = >

=>- г/2( у +  3 ) + 3 у ( у  +  3) — 2 7 ( у  +  3) = 0  =>•
(у +  3) (у2 +  3г/ 27) = 0  =>■ i/i =  3.

Бу t/! =  — 3 ни (19) тенглам ад аги  у  нинг урнига куямиз:

( х 2+ х - } ) 2- [ 4* 2+ 2* + ( | - 2 ) ] = 0 .

яъни
/  о  \ 9  /  1 \ 9

= 0 .( г ч - * - ! ) Ч 2* + 4)!= (
Кейинги тенгламанинг  чап томонини куп айтувчиларга  ажр атиб ,

(л:2 3jc — 1) (х2— х  — 2 ) = 0 .

тенг ламага  келамиз .  Ра в ш ан к и ,
х 2 +  3 х — 1 = 0 , 
х 2 — х  — 2 =  0

булиб,  бу ква д ра т  тенг лам аларни нг  ечимлари:

— з+лДз - — 3—УТЗ " о " 1х , = ----— , х 2=-*-------^ —  ва х, =  2, х2=  — 1.

Ш ундай килиб,  берилган х4 +  2х3 — 6х 2 — 5х +  2 =  0 тенгламанинг  
ечимлари:

_ —з + V 13 г _ — з — v 1 з _г) — __|
X ]--- - , X 2---  2 ’ 3--- ’ 4

булг анд а  (4) тенгл амани нг  р а д и к а л л а р д а  ечилиши масала -  
си х аки да  куп и з л ани шлар олиб борилган.  Н а т и ж а д а  куйидаги 
хулосага  келинган.

Агар (4) тенгламанинг  д а р а ж а с и  беш ва ундан катта  булса,  
у холда  (4) тенглама умумий холда  р а д и к а л л а р д а  ечилмайди.

Энди юкори д а р а ж а л и  тенг лам аларни нг  р а д и к а л л а р да  ечилади-  
ган айрим хусусий холларини келтирамиз.

а) И к к и  х а д л и  т е н г л а м а .  Ушбу

а х п +  Ь =  0 ( а ф О )  (21)
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куринишдаги тенглама икки  у а д л и  тенглама  дейилади.  Бу т е н г л ам а 
нинг ечими:

М и  с о л .  х 5 -\-32 =  0 тенгламани ечинг.
А вва л о  берилган тенгламани х 5= — 32 кур инишда ёзиб оламиз,

5 .----------
Ундан: jc =  д/ — 32 .

Сунг  —32 сонни комплекс  сон сифати да  ка ра б ,  8 - бобдаги 
(5) формул адан фойдаланиб,  — 32 =  32 (co s  я  +  г sin л)  тенгликка 
келамиз.

Комплекс  сондан илдиз чикариш  коидасига  кура
5 .----------  5 .----------------------------------------
д / — 32 =  д/32 (cos я +  / sin л)  =

=  2 (cos  я +  *ы  - И  sin — 5— )  (k =  0, 1, 2, 3, 4)

булади.  Дем ак,

х , = 2  (cos л + 2*л + <  sin )  (Л =  0, 1, 2, 3, 4)

берилган тенгламанинг  илдизлари:

х 0= 2  (cos -£-+* sin j,  *,  =  (cos  ~ - + г  sin - y - \  x 2=  — 2 ,

0 /  7ji , . . 7л\ /  9 я  . . . 9 я  \x 3= 2 l cos  — — |-I  sin . I, х 4—  (cos —— \-i  sin —  J .

б) У ч  х а д л и  т е н г л а м а л а р .  Ушбу

а х 2п +  Ьхп -f- с =  0 (а=^=0 ) (2 2 )
куринишдаги те нглама уч  у а д л и  тенглама  дейилади.  Бунда  й 
тенгламани ечиш учун x n —  t алм аш ти ри ш  б а ж а р а м и з .  Нати хада  
берилган те нглама a t 2-\ - Ы - \ - с =  0 к в адрат  те нгл амага  келади ва

, — b z t \ t > 2 — 4ac  , п  п — b z t  л / Ь 2 — Аасунинг ечими t = ---------------------------------------------------------------------------------- ^ ---------булади.  Д е м ак ,  х  = -------------.

Кейинги тенгликдан

* =  ~\[ ~ b ± i f ~ 4aC (23)

булишини топамиз.
М и  с о л .  х 6 — З х 3— 2 =  0 тенгламани ечинг.
(23) муносабатд ан фойд аланиб топамиз:

3 /  3 ±  ^ / 9 = 8  3 / З ± г

х== \  - т — “ V - *- -

т т з 3 4“ 1Д ем ак ,  х  = —

123

www.Qrbita.Uz kutubxonasi:

http://www.Qrbita.Uz


Риишаики,

JC(»= y r  =  1 . ( COs i | L + / s i n i | ? L )  (6 =  0 , 1, 2).

Бундан эса

ХоП=  1, x,!"  =  cos ~ + i  s i n ^ ,  x i "  =  c o s - ~ - + t s i n  -у -

булишини топамиз.  Шунингдек,

х (2) =  д/2 =  д/2 (cos sin у р )  (* =  0 , 1, 2 )

Ундан

4 2)=  д/2 ’

х,(2) =  д/2 (cos - | L +  i sin - у ) . 

xf> =  д/2 (cos  - у - + <  sin - у - )

булишини топамиз.
Шундай килиб берилган тенгламанинг  ечимлари

2л . . 2л  4я . . • 4ях 0= 1, x,  =  cos— + г  sin— , x 2= c o s — + *  sin— ,

х 3=  \ j 2 ,  х 4=  '{/2 ( c o s - y + i  s i n - y ) ,  х 5=  ^ 2  ( c o s ^ + г  s i n ^ 1)  .

Б а ъ з а н

GoX" — CZiЛГ” 1 -f- ... Cln—lX-\- CLn —  0 (4)

тенгламанинг  чап томонидаги

P{ x )  = o  ox n+ a  ,x + a „_,x +  a  „

куп.чадни P i ( x ) ,  P 2(x) ,  ..., Pk(x)  купх,адлар купайтмаси сифатида

P ( x )  =  Pi (x) - Р 2( х ) . . . Рк (х)
ёзиш мумкин булади.  Бундай х,олда\(4) тенгламани ечиш д а р а ж а с и  
(4) тенгламанинг  д а р а ж а с и д а н  паст\ булган

Р , ( х )  =  0, Р 2( х ) =  0, Р к( х ) = 0
тенглама ларни  ечишга  келади.

М и  с о л .  х6- | -х 5+ х 4— х 2 — х — 1 = 0  тенгламани ечинг.

Бу тенгламанинг  чап  томонидаги к^пхадни куйидагича ёзиб 
оламиз:

х6+ х 5 +  х 4 — х2— х — 1 =  х 4(х2 +  х +  1) — (х2 +  х +  1 ) =
=  (х2 +  х +  1) (х4— 1) =  (х2 +  х +  1) ( х —  1) ( x - f  1) (х2 +  1).



Н а т и ж а д а  берилган тенглама ( х — 1 ) ( * + 1 )  (х2+ 1 )  (х2 +  х + 1 )  =  
=  0 куринишни олади. Уни ечиш лг — 1 = 0 ,  * + 1 = 0 ,  х 2+ 1 = 0 ,  
х 2- { - х - \ - 1 = 0  тенгламаларни  ечишга келади.

Р авш ан ки ,
1 1 • - 5  1 I • л/3 1 • V3

Х\ =  1, Х2=  — 1, Хз — 1, х4= — 1, X = ---- ' Хб==----------------- 2 — 1~2~  '

Бу лар  берилган тенгламанинг  ечимларидир.
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А Н А Л И Т И К  ГЕОМЕТРИЯ

Аналитик геометрия олий математиканинг  були млари дан  бири 
булиб,  унда геометрик ш акл лар н ин г  (чизиклар ,  сиртлар  ва X- к.) 
хоссалари уларнинг  ан алит ик  иф одал ари оркали урганилади.

Маълумки ,  текисликдаги  х,ар бир нукта  икки ха ки ки й д: ва 
у  сонла рдан ташки л топган (х, у )  ж у ф т ли к  (нуктанинг к о о р д и н а та л а 
ри) билан аникланади.  Бу  жу фтлик нуктанинг аналитик тасвиридир.

Геомегрик ш ак л л ар  эса ну к тал ар  туплами сифатида  ка ралади.  
Б ун да  ну к таларни нг  ко ор ди н ата лари  м аъл ум  муносабат  билан — 
тен г л ам а л а р  билан богла нга н булади.  Ну кт а  коо рдинаталарини 
богловчи бундай тенг лам аларн и геометрик ш ак лларн инг  аналитик 
и ф од ал ари  деб  к а р а ш  мумкин.

Аналитик геометрияда  к а р а л а д и г а н  м а с а л а л а р  асосан икки хил 
булади.

!. Ш ак л л ар н и н г  геометрик хоссалари га  кура ,  уларнинг  тенглама- 
ларин и тузиш.

2. Ш ак л л ар н и н г  т ен гл ам ал ар и га  кура ,  уларнинг  геометрик 
хоссаларини ан и кл аш .

10- Б О Б

АНА ЛИТ ИК  ГЕОМЕТРИЯНИНГ С О Д Д А  МАСАЛАЛ АРИ

Ушбу бобда  ана лит ик геометриянинг  содда  ма сал алари н и:  икки 
нукта  орасидаги  масофа,  кесмани берилган нисбатда булиш хамда  
учбурчакл арнин г  юзини топиш м ас алал ар и н и  келтирамиз.

1-§. Текисликда икки нукта орасидаги масофа

Текисликда  Д е к а р т  коо рд ин аталар  системаси берилган булсин. Бу  
текисликда  А ва В  нуктала рни  олайлик.  Уларнинг  коо рдинаталари 
мос рави ш да  (xi,  у \ ) ,  ( х 2, у 2) булсин:

А = А ( х \ , у \ ) ,  В =  В ( х 2, у 2).
М а с а л а ,  А ва В  нукта ларни нг  коо рд ин ата лари га  кура  шу 

ну к та л а р  орасидаги масофани,  яъни А В  кесманинг  узунлигини 
топишдан  иборат  ( 2 8 - чизм а) .
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Л ва В н укта лард ан  Ох  укига 
перпендикуляр туширамиз.  Уларнинг 
асосларини А\  ва В\  билан белги- 
лаймиз .  Ра вш ан ки ,

О А \ = Х \ ,  О В  | =  Х2, А А \ = у \ ,
В В , = у 2. (1)

А нуктадан Ох  укига  параллел  
чизик утказиб,  унинг ВВ\  билан ке- 
сишган нуктасини С билан белгилай- 
миз. Унда

С В , = Л Л ,  (2)

Л, В,  =  О В , — ОЛ,, 28- чизма

эканини эътиборга олсак,  ( 1) ва (2 ) муносабат-

А С = А \ В \ ,
булади.  Агар 
В С  =  ВВ\  — СВ\  
л ар да н

А С  =  Х  2 — X i ,  В С  —  У 2 — У!  (3 )
кедыб чикади.

д Л С В — ■тугри бурчакли ( Д Л С В  =  90°).  Пифагор  теоремасига 
биноан Л В 2==ЛС2 +  В С 2 булади.  (3) муносабатдан фойдаланиб 
А В 2 — (х 2 —  Х | )2+  (У2 — y i ) 2 тенгликни ва ундан эса

Л В  =  д/  ( х 2—  X,) 2+  ( у 2— У1 (4)

булишини топамиз.  Бу икки нукта  орасидаги масофани ифодаловчи 
формуладир.

Хусусан, А ва В  нукталар абсцисса укида булса, унда Л = Л  (jci,0) , 
В =  В ( Х 2, 0) булиб, улар орасидаги масофа А В  =  д / ( х2— *,) 2 =  
= \ х 2— Xi \ булади.

А ва В нук талар  ордината  укида  булса,  унда Л = Л ( 0 ,  у , ) ,  В  =
— В ( 0, у 2) булиб,  улар орасидаги масофа Л в =  д / ( / / 2— у,) 2 =  
=== I У2 у  11 булади.

Агар Л ва В нук гала рд ан бири координата  бошида жо й лаш са ,  
м асалан Л =  0 ( 0 ,  0) булса,  у холда  координата  бошидан В (х2, у 2) 
нуктагача  масофа О В =  -\Jх  '2+ у  I булади.

М и  с о л  . Ушбу Л (5, 3 ) ,  В  (2, — 1) нук талар  орасидаги масофани 
топинг.

(4) формулага  кура,  бу нуктал ар  орасидаги масофа:

Л В  =  д /  (2 — 5) 2-h ( ( — 1) — 3 ) 2 =  д / 9 + Т б = 5 .

2- §. Кесмани берилган нисбатда булиш.
Текисликда Л (х\,  у |) ва В (х 2, у 2) нукталарни туташтирувчи ЛВ 

тугри чизик кесмасини карайлик.  Бу  кесмада шундай С  нукта топиш 
керакки А С  кесманинг СВ  кесмага  нисбати берилган X сонга тенг 
булсин:

АС
=  А. (5 )СВ
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г
И I.ши.к'тган нуктапиш координаталарини х  ва у  дейлик: С ( х , у ) . 
Дгм ак ,  масала  Л па В нукталарнинг  координаталари *амда  
А гонга кура С нуктанинг координаталари л: ва у ни топишдан иборат.

Л, В, С нук гала рдан Ох  укига  перпендикуляр туширамиз  
( 2 9 - чизма) .  Унда О А \ = х \ ,  О С \ = х ,  О В \ = х 2, А А \ — у\,  С С \ = у ,

В В\  — у 2 булади.
Сунг  Л ва С нуктадан Ох  укига 

параллел  чизиклар  утказамиз .  
Уларнинг  С С | хамда  ВВ\  билан ке- 
сишган нукталарини D  ва Е  д ей 
лик. Рав шан ки ,

Л£> =  Л | С : =  ОС\ — 0 А \ = Х  — Х\, 
СС\ = Е В \  = у ,

СЕ  =  С| В | =  О В | — ОС  1 =  .V ■ — .V, (6 ) 
А А | =  DC \ =  у  1,

CD — С С | — DC\ — у  — i/i, B E  —  BBi  — ЕВ\ =  у 2— у.

A D C  хамда  СЕ В  тугри бурчакли учбурчакларнинг  ухш ашл иги дан 
A D  A C  C D  А С булишини топамиз.  Агар (5) ва (6 ) тенглик-
С Е С В '  B E С В

л а р да н  фойдалансак , — = К

- = к

у— У1
Х о — X  ' у , , — у

Х | + Ъ г 2 У ~ У \  

’ У ч  —  У

X келиб чикади.  Демак,

У \ + к У ‘2
У = 1 +Я.

Шундай килиб,  А В  кесмани А нисбатда  булувчи С нуктанинг  
координаталари:

*1+Ъг2 У \ + Щ
х =  ■ . ■ ■ ■ у-- I +х

Хусусан,  С нукта  А В  кесманинг  уртаси булса,  унда А С  — СВ  ва
Х \ - \ - Х 2 У \ - \ ~ У 2

=  1 булиб,  С нуктанинг  коо рд инаталари х = — -— , у  —  — ^—

wncj П и

А

булади

3- §. Учбурчакнинг юзини топиш

Текисликда учта Л (jci , у \ ) ,  В ( х  2, у 2) ва С(лг3, у  я) нукталар  
берилган булиб,  A B C  учбурчакларни ка р ай ли к  (30- чизма) .  М а с а л а  
берилган нукталарнинг коорди на тал арига  кура  шу A B C  у ч бу рч ак
нинг юзини топишдан иборат.

Л, В, С нук та лард ан Ох  укига перпендикуляр тушириб уларнинг 
асосларини мос равиш да Л ь  В\, С\ билан белгилаймиз.  Бунда



0 А \  — Х\, 0 В \ — Х2, ОС 1=Хз,  
А А \ = у \ ,  В В \  =  у  2, С С \ = у з
булиб,

А  | В 1 =  О В 1 — О А 1 =  X2 — х  ]
В\С\  =  ОС  1 — О В  i = x 3 — х 2 
А | С | =  ОС  1 — О А  | =  *з — х  |

булади.
А А I В  i В, В В \ С \ С  ха мда  A A \ C i C  

трапеци яларни нг  юз алар и в в,

•$яв,с,с> /1 /I,с,с УЧУН уш бу

А А ^ В В ,
■ Л, В ,  = У \ + У 2

( х 2

} BBi С| с 2

у4Л  j - |-  С С j

В В \  +  С С { У2 +  У3 ,
■ В tC 1 — - ( х 3 х 2

■А,С, (лг3— *,)ЛЛ|С|С 2 1 1  2

тенгликларга  келамиз.  Ра в ш ан к и ,  Л В С  учбурчакнинг  юзи

“Ь S g n r . r  S,<S  А А В С  —  В, В “Г  ° в в ,с , с

булади.  Юк ори даг и  (7) тенгликла рдан ф ойдаланиб

•S A  ABC —  + У 2 ) ( * 2 —  *1 ) +  (У З +  У 2 ) ( * 3  —  * 2 ) —  ( У З ~ \ - У \ )  ( * 3  —  * | )  ]

булишини топамиз.  Бу берилган учбурчак  юзини топиш формуласи-  
дир.

( 7 )
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ТЗУТРИ ЧИЗИК ТЕНГЛАМАЛАР И

Тугри чизик ан алитик геометриянинг  мухим тушун чал арида н 
бири. Унга дойр м аса ла ларни  урганиш учун а в в а л о  унинг т е н г л а м а 
сини ёзиш лозим булади.

Текисликда  Д е к а р т  ко ор дина тал ар  системаси ва бирор тугри 
чизик  берилган булсин. Бу тугри чизикда  узгарувчи М = М ( х , у )  
нуктани олайлик.  Агар узгарувчи нуктанинг  х  ва у  координаталари 
орасида  шундай муносабат  (тенглама)  топилсаки,  уни ф а к а т  шу 
тугри чизик  ну к тал ариги на  (нуктанинг  коо рдинЗталаригина)  кано- 
атла нтирса ,  бу муносабат  тугри чизик тенгламасини хосил килади.

1-§.  Тугри чизикнинг умумий тенгламаси

Ф а р а з  ки лай лик  текисликда  Р ( a t, Ь \ ) хамда  Q ( а 2, Ь2) нуктал ар  
берилган булсин.  Бу  н у к та лард ан б а р а в а р  узокли кда  ж о й л аш г а н  
{М ( х , у)}  ну к тал ар  тупламини ка р ай ли к  ( 3 1 - чизм а) .  Унда

1 1 - Б О Б

P M  =  QM
булади.  Икки нукта орасидаги масофани топиш формуласиг а  кура 

Р М  =  д /  (х - a  , ) 2+  (у — Ь ,) 2 ,

Q M  =  д/  (х — а  2) 2+  (у — Ь 2) 2



ДI (х  — а  ,) 2+  (у — Ь ,) 2 =  д I (х  — а  2) 2+  (у — Ь 2) 2 =>-

=► (х — а ,) 2+  (у  — Ь ,) 2 =  (х — а  2) 2+  (у — Ь 2) 2=>-

= ^ 2 (а 2— а , )х +  2 (Ь 2— Ь х) у а  \ - \ - b ]— а \ — Ь \ = О

Агар 2 ( а 2 — а {) = А ,  2 (Ь2 —  Ь \ ) = В ,  а 2+ 6 , — а 2— Ь \— С деб  бел- 
гиласак,  унда

А х  +  B y  +  С =  О
тенглам ага  келамиз.  Бу тугри чизикнинг у м у м и й  тенгламаси  
дейилади.

А, В,  С сонлар  тенгламанинг  коэффициентлари булиб,  ул ар  турли 
ки йм атларга  тенг булганда  турли тугри чизи к лар  хосил булади.  
Д ем ак,  тугри чизикнинг  текисликдаги вазияти шу А , В, С сонлар  
билан тулик  ани кланади.

Энди

А х  -j- B y  -|- С =  0 ( 1)
тенгламанинг  баъзи  хусусий холларини караймиз .

1°. (1) да  С =  0, А ф О ,  В ф 0 булсин. Бу холда  (1) тенглама
А х  +  B y  =  0 (2 )

куринишни олади. Р авш ан ки ,  0 ( 0 ,  0) нукта  (координата  бо ши)нинг  
ко орд инаталари бу тенгламани ка но атл ант ира ди .  Бундай тугри 
ч изиклар  координата бошидан утади.  М асалан ,  5х  — Зу  — 0 тенглама 
иф одал аган  тугри чизик  32- чизмада  тасвирланган.

2°. (1) да  А =  0, В ф О ,  С ф О  булсин. У холда  (1) тенглама

булади. Натижада:

У

2 гу-4^0

0 X

33- чизма

6x+S=0

34- чизма

B y  -\-С — О (3)

куринишни олади.
С сУни у  = -----— куринишда ёзиб, — g ~ a белгилаш килинса,

( 1) те нглама у  =  а  куринишни олади.
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Дсмлк ,  бундай тугри чизикдаги хар бир нуктанинг  ординатаси бир 
хп.I булиб,  у а  сонига тенг. Бу  эса (3) тугри чизикнинг  Ох  ( абсцисса)  
у К и га па раллел  булишини билдиради.  М аса л ан ,  2у — 4 =  0 тенглама 
иф о д ал а га н  тугри чизик  33- чизмада  тасвирланган.

3°. (1) да  В  =  0, А Ф  0, С ф  0 булсин. Бу  холда (1) тенглама ушбу

А х  ~\- С  =  0 . (4 )

кур инишда  булади.  Кейинги тенгликдан:

с
Агар — — =  b деб  белгиласак ,  н а т и ж ад а  (4) тенглама х  — Ь

куринишга  келади.  А х - \ - С  =  0 тугри чизикдаги хар  бир нуктанинг  
абсциссаси бир хил булиб,  у Ь сонига тенг. Бу эса (4) тугри чизикнинг 
Оу  (ордината)  укига пар аллел  булишини билдиради.  М асалан ,  6x-f- 
- | -5 =  0тенгл ама  ифодалаган  тугри чизик 34- чизмада  тасвирланган.

4°. (1) да  В — С =  0, А ф 0 булсин.  Бу холда  (1) тенглама

А х  =  0, яъни х  =  0 (5)

куринишга  келади.  Д е м ак ,  (5) тугри чизикдаги хар бир нуктанинг  
абсциссаси нолга тенг. Бу ордината  укини ифодалайди.

5°. (1) да  А =  С =  0, В ф 0 булсин. Бу холда  (1) тенглама

B y  =  0 , яъни у  =  0 (6 )

куринишга  келади.  Д ем ак ,  (6 ) тугри чизикдаги хар  бир нуктанинг  
ордина'таси нолга тенг. Бу абсцисса укини ифодалайди.

Юкори да  а й ти лган лард ан  куринадики,  (1) те нг ламад а  А Ф 0 ,  В ф  
Ф 0, С Ф 0 булса,  ( 1) тенглама иф одал аган  тугри чизик координата  
бошидан хам утмайди, координата укларига параллел хам булмайди'.

Куп холларда  тугри чизикнинг умумий А х  +  B y  +  С  =  0 тенгла- 
масига кура  унинг текисликдаги вазиятини а н и к л а ш  лозим булади.  
Бунда  тугри чизикнинг икки нуктасини а н и к л а ш  етарли.  Излана ётга н  
н у к та лард ан хар бирининг ко орд ината ларид ан биттасига  ихтиёрий 
киймат  бериб, бу кийматни тенгламага  куйилади.  Н а т и ж а д а  бир 
номаълумли тенглама хосил булади ва уни ечиб мос нуктанинг  
иккинчи координатаси топилади.  Топилган ну к тал ар  оркали утка- 
зилган  тугри чизик  берилган тенглама иф о д ал аган  тугри чизик 
булади.

М и с о л . Ушбу

2 * - 5 г /  +  6 =  0 (7)

тенглама билан берилган тугри чизикни ясанг.
А ввал о  тугри чизикнинг икки нуктасини топамиз.  Бу нуктал ар  

координатал аридан,  масалан,  абсциссаларини x i = 0 , х 2= \  деб
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оламиз.  Уларни (7) т енг лам ага  куямиз .  Н а т и ж а д а

2х  —  5г/ +  6 =  0, х, =  0 =>- — 5t/, +  6 =  0 =>■ =

2 х — 5г/ -j- 6 =  0, лто =  1 2 — 5t/2-l- 6 =  0 y2=z~~

булади.  Топилган (0, ва ( l ,  н ук та лар  оркали тугри чизик 

у тка за м и з  (35- чизма)

2-§ .  Турри чизикнинг бурчак коэффициентли тенгламаси

Текисликда  Д е к а р т  коо рд ин ата лар  системаси ни олиб бирор тугри 
чизикни карай лик.  Бу тугри чизик  Оу  ук и да н b га тенг кесма 
аж р а т и б ,  Ох  укининг  мусбат йуналиши билан а  бурчак  ташк ил этсин 
(36- ч и з м а ) .

Унинг ордината уки билан кесишган нуктасини В, абсцисса  
уки билан кесишган нуктасини А билан белгилайлик.  Унда ОВ =  Ь, 
/ L O A B  — а  булади.

Тугри чизикда  узгарувчи М  — М { х ,  у )  нуктани олиб, ундан Ох  
укига  перпендикуляр туширамиз .  Бу  перпендикулярнинг Ох  уки би
лан кесишган нуктаси М \  булсин.  Сунг  В  нуктадан Ох  укига  пар аллел  
тугри чизик утказамиз .  Унинг M M i  билан кесишган нуктасини 
Р  дейлик.  Н а т и ж а д а  тугри бурчакли В Р М  учбурчак  хосил булади.  
Ра в ш ан к и ,

B P = 0 / W , = jc, Z P M S  =  а ,
М Р —-М М \  — РМ\ = у  — ОВ —  у  — ь.

Л В Р М  дан  ~ — =  t g a ,  яъни ~ = t g a  булишини топамиз .  Кей- ВР ^  х ;
инги тенгликдан эса

y  —  t g a ’X-\-b (8 )

булиши келиб чикади.
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Одитда,  тугри чизикнинг  Ох  укининг  мусбат  йуналиши билан 
щшки л этган бурчагининг  тангенсини тугри чизи кн инг  бурча к  
к о э ф ф и ц и е н т  дейилади ва k  х,арфи билан белгиланади:

t g  a  =  k.
Н а т и ж а д а  юкоридаги  (8 ) тенглама

y  =  k x - \ - b  (9)

куринишни олади. (9) тенгламани тугри ч и з и к н и н г  б урчак  коэффици-  
ентли тенгламаси  дейилади.  У иккита парам етр  k ва b га боглик.  
Тугри чизикнинг текисликдаги вазияти шу п ар ам ет р ла р  билан тулик 
аникл ана ди.

М и  с о л .  Ушбу у  =  х-{- 2 тенглама  билан берилган тугри 
чизикнинг  текисликдаги вазиятини аникланг .

Р а в ш ан к и ,  бу тугри чизикнинг бурча к  коэффициентли тенгламаси 
булиб,  бунда:

Ь =  2 , k =  t g a — \ =>■■ а . = ~ .

Д е м а к ,  берилган тугри ч изик  ордината  укидан 2 бирлик аж р а т и б  
(ордината  укининг (0, 2) нук тасидан утиб) Ох  уки билан 45° бурчак  
т а ш к и л э т а д и  (37- ч и зм а ) .  Агар  (9) т енг лам ад а  b =  0 булса,  унда у  —
—  k x  булиб,  тугри чи зи к  координата  бошидан утади.

Э с л а т м а .  Турри чизикнинг умумий Ах-\- By  -|~С =  0 ( В ф  0) тенгламасидан  
унинг бурчак коэффициентли тенгламасига келиш мумкин:

Ах - { - В у  +  С =  0 =► B y — — Ах  — С  => у = —  ̂ х — |  =>

=> y =  kx +  b (/г =  — Ь = — ~ У

3-§ .  Турри чизикнинг кесмалар буйича тенгламаси

Текисликда Д е к а р т  коо рд ин аталар  системасини олиб, бирор тугри 
чизикни карай миз .  Бу тугри чизик  ко ордината лар  укларини кесиб, 
абсцисса уки дан  а =  ОА  кесмани,  ордината ук идан эса Ь =  ОВ  
кесмани а ж р а т с и н  ( 3 8 - чизма) .
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К а р а л а ёт г а н  тугри чизик да  узгарувчи М  =  М ( х ,  у)  t 
олайлик.  Ра в ш ан к и ,  О М \ = х ,  М М \ = у ,  М \ А  =  а — х. ОА В

М \ А М  учбурчакларнинг  у х ш аш лиг ид ан ов

Д ем ак ,  Кейинги тенгликдано а

4  +  i = i

M tM м ,л
0 4

нуктани 
х,амда

келиб чикади .

(Ю)

булишини топамиз.  ( 10) те нглама тугри ч и з ик н ин г  ке см ала р буй ича  
тенгламаси  дейилади.  У иккита параме тр  а ва b л а р г а  боглик.  Тугри 
чизикнинг текисликдаги вазият и шу па р а м е т р ла р  билан тулик 
ани кла над и.  М асалан ,  координата  у к л а р и д а н  мос равиш да 2 ва 
3 бирлик кесма а ж р а т а д и г а н  тугри чизик  ( 10) те нглама билан 
иф од ал ана ди ( 3 9 - чизма) .

Э с л а т м а .  Тугри чизикнинг умумий Ах-\-Ву-\-С =  0 (С=ф0) тенгламасидан  
унинг кесмалар буйича тенгламасига келиш мумкин:

А В
А х B y С —  0 г — — х -f-

У =  1 =>
- + та Ь

- С '  

(а— ■

=  1

С_ 
А ' — I'

39- чизма 40- чизма

4 -§ .  Т угри чизикнинг нормал тенгламаси

Текисликда  Д е к а р т  ко ордината лар  системасини олиб, бирор тугри 
чизикни карайлик.  Координата  боши дан  бу тугри ч из ик ка  туши- 
рилган перпендикулярнинг узунлиги р, шу перпендикуляр билан Ох  
укининг мусбат  йуналиши орасидаги бурча к  а  ( а ф О ,  а ф

Ф ^ )  булсин ( 4 0 - чизма) .

Д е м ак ,  O N  =  p , Z _ A O N = a , .  Тугри чизикда  узгарувчи М  — М  (х,у)  
нуктани сшиб, бу ну кта дан Ох укига  перпендикуляр туширамиз .  
Перпендикулярнинг асоси М\  булсин.  Унда

О М , =  х, М М \  — у,  (11)
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f)\ i . 111 A O N  хамда  B O N  тугри бурчакли уч бурча кла рда  Z . A O N  =  a y 
. NOH  - 9 0 °  — a .

/ \ A ( ) N  дан:

0N cos a  =ф- OA  =  0N-  => OA = — -— , (12)
OA

A  B O N  дан:

- ^ = c o s ( 9 0 ° - a )  -  - § f = s i n  a  -  0 8 = ^ .  (13)

Ра вш ан ки ,

M ,A  =  O A - O M , = ^ ------- x .  (14)
1 cos a

A O B  хамда  A M i M  учбурчакларнинг  ухшаш лиг идан 

Af,M MjA келиб чикади.  (11) ,  (12),  (13) ва (14) муносабатларни
OB OA

эътиборга  олсак,  кейинги тенглик -  = ------ -------куринишга  ке-

sin a  cos  а

лади.
Бу тенгликдан

х  cos a  -\-у  sin a  — р =  0 (15)

булишини топамиз.  (15) тенгламани тугри ч и з ик н ин г  нормал  
тенгламаси  дейилади.  У иккита параметр ,  р в а  а  л а р г а  боглик.  Тугри 
чизикнинг текисликдаги вазияти шу па ра ме трл ар  билан тулик 
аникл ана ди.

Тугри чизикнинг нормал тенгламаси куйидаги хоссаларга  эга:
1°. Т енг лам ада  х  ва у  олдидаги коэффициентлар  абсолют киймати 

буйича бирдан катта  б ул м аган сонлардир.
2°. Тенг лама да  х  ва у  л а р  олдидаги коэффициентларнинг  

кв ад ра тл ари йигиндиси 1 га тенг.
3°. Тенгл амада ги  озод х а д  манфий сон. Тугри чизикнинг умумий 

А х - \ - В у - \ - С  =  0 тенгламасини нормал куринишдаги тенгламасига  
келтириш мумкин. Умумий тенгламани х озиРча номаълум ц (^уф  
Ф 0 ) сонга купайтирамиз:

\ iA x- \ - \ i B y - \ - \ i C  =  0 (16)

Агар (16) тенгламани тугри чизикнинг нормал тенгламаси деб 
айтади ган  булсак,  унда,  равша н ки  ^ = c o s a ,  jxB =  s i n a ,  ц С =  — р  
булади. Бу  т е н гл ам ал ар д ан  топамиз:

( ц Л ) 2+  ( ^ B ) 2 =  cos 2 a  +  s i n2 a =  1 =ф-

^  ---------- 1 -2-------- -2 • (160
±  \ А 2 +  В 2
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l А . в|Л==-—-—   , c o s a  = --------------s i n a  = ----------------------=====- .
± Л / А 2 +  В2 ± л/ а 2 +  В-  ± д / л 2 +  В2

Д е м а к ,

Н а т и ж а д а  берилган + С  =  0 тенглама

л  | в  I С „
У~\---------г -  = 0

± л / л 2+ в 2 ± л/ а 2+ в 2 ± - \ J a 2+ b 2

нормал тенгламага  келади.  Одатда  ц нормалловчи купайтувчи 
дейилади.  Унинг ишораси (1) тенгламадаги  С нинг ишорасига  
к а р а м а - к а р ш и  булади.

1 2М и  с о л .  Тугри чизикнинг ушбу +  — 1 = 0  умумий тенг

ламасини нормал куринишга келтиринг.
Аввало нормалловчи купайтувчи р ни (16') форму ладан

1 6ф ойдаланиб топамиз:  (а= ------= = = = - =  —

Сунг  ка р а л а ё т га н  тенгламани ц га купайтирамиз:  ( \ x - \ - \ y  —  1 )  =
О \  ^  о /

0. Н а т и ж а д а  берилган тугри чизикнинг  +  4 у — | г = 0  н о р м а л , ^О О О
тенгламасига  келамиз.
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12- Б О Б

Т^ТРИ ЧИ ЗИ К Л А  ОИД МАСАЛАЛАР

Биз 11- б о б д а  тугри чизикнинг аналит ик ифодаси х  ва у  ла рг а  
нисбатан биринчи д а р а ж а л и  тенглама эканлигини курдик ва унинг 
турли куринишдаги тен гламаларин и ёздик.

Ушбу бобда  турри ч из ик ка  оид м ас алал ар н и  келтирамиз.  Бунда 
масалани нг  куйилишига  к а р а б  турри чизикнинг у ёки бу к у р и н и ш д а 
ги тенгл амасид ан фойд аланам из .

1-§.  Икки турри чизик орасидаги бурчак

Текисликда  икки тугри чизик берилган булиб,  уларнинг бурчак 
коэффициентли тенг ламалари

y  =  k\X +  b \ y y  =  k 2x - \ - b 2

булсин. Бунда  ( 4 1 - чизма)

fei =  t g a i ,  &2 =  t g a 2-

М а с а л а ,  шу икки тугри чизик орасидаги  / _ А В С  =  ф бурчакни 
топишдан иборат.

А Л В С  д а  а 2 ва ср л а р  ички 
бурча кла р  булиб,  ot 1 эса ул ар га  нисба
тан та шк и бурчак.  Шу сабаб ли a i  =  
=  аг  +  Ф булади. Бу  тенгликдан ф =  
=  a i — а.2 булиши келиб чикади.

Агар t g ф  =  t g ( a | — аг)  =  
tg ° i  — *еа 2 , . * ,ва t g a i = « i ,  t g a 2 =  «2

1+ t g«i - t g “ 2 
булишини эътиборга  олсак,  унда

t g  ф =
ку —к2 

1 +/;,  -к2 0 ;

эканини топамиз.  Бу тенгликдан эса изл ана ёгган  ф бурчак  
ани кланади.

М и с о л .  Ушбу 5х  — </ +  7 =  0, 2х  — 3 y - f l = 0  турри чизиклар  
орасидаги бурчакни топинг.
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Ав вало  турри чизик тенглам аларини бурчак  коэффициентли 
т ен гламалар  куринишига  келтирамиз ва k \, k 2 ларни аниклаймиз:

Ьх — г/ +  7 =  0 = ^ у  =  5х-)-7,  k \ = b ,

2 х - З у + \ ^ Ъ ^ у  =  \ х  +  \ ,  k 2= \ - .

( 1) ф ор мулада н фойдал ани б топамиз:

5 - 1
t g  Ф  = --------------- Y  =  1 ф  =  4 5 °  .

. + 5 -

Демак ,  берилган икки тугри чизик орасидаги бурчак 45° га тенг экан.

2-§ .  Икки тугри чизикнинг параллеллик \ а м д а  
перпендикулярлик шарти

Текисликда икки тугри чизик  берилган булиб,  уларнинг  бурчак 
коэффициентли тенглам алари

y  =  k \ x  +  b\, y  =  k 2x  +  b2 
булсин.  Бу  тугри чизиклар  орасидаги бурчакнинг  тангенси 

t g  б *л а д и -
Агар  икки тугри чизик орасидаги бурчак  ф =  0 булса,  равшанки,  

бу тугри чизик лар  уз ар о  пар аллел  булади ёки устма-уст тушади.

Бу холда  — !— —  =  tg  0 =  0 булиб,  ундан k\ =  k 2 булиши келиб
1 -f- k | • ̂ 2

чикади.
Д е м ак ,  икки тугри чизикнинг пар аллел  булиши шарти уларнинг 

бурчак  коэффициентларининг  уз ар о  тенг булишидан иборат  экан:

k \ = k 2 - ( 2) 

Агар икки тугри чизик орасидаги бурчак  ф =  булса,  унда

тугри чизиклар  у з а р о  перпендикуляр булади.  Бу холда
k | /?2 

1 -f-&i •k2 
1_
й

=  t g - £ - =  оо булиб,  ундан 1 -\-k\ - k 2 — 0, яъни k\ =2 k

( k 2— — булиши келиб чикади.  Д ем ак ,  икки тугри чизикнинг

перпендикуляр булиши шарти уларнинг бурчак  коэффициентлари 
учун

Ь у = - . %  Ь - - т г )  (3)
тенгликнинг уринли булишидан иборат экан.
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Min .11,in, ушбу у  —  2 j c + 1 ,  y  =  2x - f - 7  турри чизиклар  уза р о  
11.11 >. г I. к I булади,  чунки уларнинг бурча к  коэффициентлари (2 ) шарт-

мн ка ио атл ант ира ди ,  ушбу t/ =  Зх- \-2 ,  у = — +  8 турри чизиклар

»ел уза р о  перпендикуляр булади,  чунки уларнинг бурчак  ко эф фиц и
ентлари (3) шартни каиоа тла нтира ди .

Э с л а т м а . Умумий тенгламалари

А\Х-\- В\у С\ = 0 ,
A 2x-f- В >у -j- С 2 —  0

булган тугри чизикларнинг у за р о  параллеллик шарти -----  =
л 2

лик шарти эса A tA 2 +  В , В 2 — 0  булади.

перпендиууляр-

3- §. Берилган нуктадан берилган  
тугри чизиккача масофа

Текисликда  бирор А х B y С =  0 тугри чизик  ва бу турри 
ч из ик ка  тегишли б ул м аг ан бирор М  — М ( х 0, уо) нукта берилган 
булсин.

Маъл умк и,  М  нуктадан тугри чизикка  туширилган перпендику- 
лярнинг  узунлиги М нуктадан А х  +  В у - \ - С  —  0 турри чизикка ча  
булган  масофа булади.  Уни р билан белгилайлик:  M N  — p ( 4 2 - ч из
м а ) .

А вва л о  берилган А х - \ - В у - \ - С  — 0 турри чизикни нормал к ури 
нишдаги те нгламага  келтирамиз.  У куйидагича

xcos а  +  у  sin а  — р- 
булади.  Бу ерда

А

• 0

cos а  =

sin а  =

V а 2 + в 2 

в

± V А2 4- В2

±  л! а 2 + в 2

(4)

(5)

( 6 ) 

(7)

булиб,  р — координата  бошидан шу т у р 
ри „чизикка туширилган перпендику- 

лярнинг  узунлиги: р =  ОЕ.  Сунг  М  нукта оркали берилган тугри 
ч и зи к к а  пар аллел  тугри чизик утка зам из .  Унинг нормал тенгламаси 
ушбу

x - c o s  а + У -sin a  — q — 0 (8 )
куринишда булиб,  бунда  q — координата  бошидан (8 ) турри чизикка  
туширилган перпендикулярнинг узунлиги: q — OF.  Модомики,  бу 
тугри чизик  М  (лг0, уо) нукта  оркали утар  экан,  М  нуктанинг



координаталари шу тенгламани к ан оатл ант ир ад и
jcocos a  +  t/osin а  — q =  0 . (9)

Рав шанки,
p =  N M  =  EF,  O F = O E  +  E F  ( ОЕ =  р , O F = q ) .

Д ем ак ,  p — q — р • (9) тенгликдан q — xocos а  +  г/osin а  ни топамиз.  
Н а т и ж а д а :

p = x 0cos a + y o s i n  a  — p. (Ю)
Шундай килиб,  биринчидан,  берилган тугри чизикнинг тенгламасини 
нормал куринишдаги тенгламага  келтириш,  иккинчидан,  бу тенглама- 
даги х  ва у  нинг урнига М  нуктанинг ко ор ди н аталари  х 0 ва у 0 ни 
куйиш на тиж ас и да  берилган н у к та дан берилган тугри ч из ик ка ча  
булган масофа топилади.

М и  с о л .  Текисликда Af(5, 2) нук тад ан
З х - \ - 4 у — 12 =  0

тугри чизи к ка ча  булган  масофани топинг.
И з лана ётга н  масофани (11) ф о р м у л а г а  кура  топамиз:

3 - 5  +  4 - 2  — 12 11

р '

4- §. Берилган нуктадан утувчи тугри 
чизиклар дастасининг тенгламаси

Текисликда Мо (Хо, уо) нукта берилган булсин.  Шу нуктадан 
утувчи тугри чизи к лар  тенгламасини топа миз .  М аъл умки ,  тугри 
чизикнинг бурчак  коэффициентли тенгламаси 

y  =  k x - \ - b  ( 12)
куринишда б ул ар  эди. Айтайлик,  бу у
тугри чизик берилган Af0(xn, у 0) н у к та 
д ан утсин. Унда нуктанинг ко орд ин ата 
лари тугри чизик  тенгламасини к а н о 
атлантиради:

yo — kxo-\-b.  (13)
(12) ва (13) те нгликлардан

y  —  y 0 =  k ( x  — x 0) (14)
булиши келиб чикади.  Кейинги тенглик 
берилган М 0 ну кта да н утувчи тугри 
чизик  тенгламаси булади.

Р авш ан ки ,  k нинг турли ки йм атла ри да  М о ( х 0, уо) н у к та д а н  утувчи 
турли тугри ч изикл арга  эга бу ламиз .  Бинобарин бу н да й  тугри 
ч изиклар  чексиз куп ( 4 3 - ч изм а) .  Шунинг учун (14) т елг лам ани  
берилган нуктадан утувчи тугри чизи к лар  дастасининг  те нг лам аси 
дейилади.
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М а с а л ан ,  М 0 ( 1 , 1 )  ну кта да н утувчи турри чизи кл ар  дастасининг  
тенгламаси у — \ = k ( x — 1), яъни k x — у  — & - f - l = 0  булади.

Тугри ч и зи к лар  дас та сид ан маълум йуналишга  эга булган тугри 
чизикни а ж р а т и ш  мумкин. Д а с т а д а г и  бурчак  коэффициента ko 
булган  (О х  уки билан  а 0 бурчак  ташк ил этган,  £o =  t g  а 0) турри чизик 
тенгламаси

y  — yo =  k 0(x  — x 0) (15)

булади.  Д е м а к ,  (15) тенглама  берилган нук тад ан утувчи ва берилган 
йуналиш буйича турри ч изик  тенгламасидир.  М аса лан ,  М  ( 1, 2)  
ну кта да н утувчи х а м да  Ох  укининг мусбат йуналиши билан 
45° бурча к  ташк ил  этг.диган турри чизик тенгламаси у  — 2 =  
=  t g  45° • ( х —  1), яъни у  =  х-{-  1 булади.

Энди турри ч и зи к лар  даста си

y — yo =  k ( x — Xo) (14)
д ан шундайини а ж р а т и ш  керакки,  у б ош к а  бир берилган М\  (Х\ , у \)  
ну к та дан утсин. Р а в ш а н к и ,  бу холда  Mi {х\, у \ )  нуктанинг  
ко ор ди н ата лари  (14) т енгл аман и кан оа тл ан тир и ши  лозим:

У \ ~ У о  =  к (х \  — х 0)

Бу тенгликдан k =  —— — ни топамиз.  Агар  k  нинг бу кийматини
х \ хо

(14) т енг ламага  ку йс ак ,  унда у  —  у 0 =  —— — (х —  х 0),  яъни
х \~~ хо

=  ( 15)
У1 - У 0 х \ хо

тенглама  хосил була ди.  Бу  (15) те нглама берилган М 0(х0, у 0) хамда  
М \ ( х \ ,  у \ )  ну к та д а н  утувчи тугри чизик  тенгламасидир.

М аса л ан ,  М (] (1, 1) ва Mi (7, 3) ну к та л а р д а н  утувчи турри чизик

тенгламаси , яъни х  —  Зу +  2 =  0 булади.
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ИККИНЧИ ТАР ТИБЛИ ЭГРИ Ч И З И К Л А Р

Ма зк ур  бобда иккинчи тартибли эгри ч и з и к л а р д а н — айлана ,  
эллипс,  гипербола ва пар аб олалар ни  келтирамиз  ва уларнинг 
хоссаларини урганамиз .

1- §. Айлана

Текисликда Д е к а р т  ко орд ината лар  системасини олайлик.  Шу 
текисликда  бирор М  (а, b ) нукта  берилган булсин.  Маълу'мки, 
берилган М  (а, Ь) нуктадан бир хил г ма соф ада  ж о й л аш г а н  
нукталарнинг  геометрик урни а й л а н а  дейилади ( 4 4 - ч из ма) .  Бунда  
М  нукта ай лана  маркази ,  г эса ай лана  радиусидир.  Д ем ак,  
айл ан ад аги  ихтиёрий Р (х, у )  нук тад ан унинг марка зи  М  (а, Ь) гача  
булган масофа хар  доим г га тенг. И кки нукта орасидаги  масофа
формуласига  кура  -\J(х  — а ) 2-\- (у  — Ь ) 2— г булади.  Кейинги тенг-
ликнинг  хар  икки томонини ква дратг а  кутариб топамиз:

(* — а ) 2+  (у  — b ) 2= r 2 . ( 1)

Шундай,  килиб а йл ана даги  ихтиё
рий Р  нуктанинг  х  ва у  координа- 
таларини богловчи тенгламага  
келдик. Бу  марка зи  (а, Ь) нуктада,  
радиуси г га тенг булган  айлана  
тенгламасидир.

Хусусан марка зи  координата  
бошида булган айлана тенгламаси

х 2 +  у 2 =  г2 (2 )

куринишга  эга булади.
М и с о л . М а р к а зи  (3. 4) ну кта 

да,  радиуси 5 га тенг булган  44. чизма
а й л ан а  тенгламасини ёзинг.

Р авш ан ки ,  бу холда  а =  3, Ь =  4 , г =  Ъ булади.  (1) ф ор му лад ан 
фойдаланиб из ланаётган  айл ана  тенгламаси (х  — 3 ) ~ —|— (у — 4) =  
=  25 булишини топамиз.
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2- §. Эллипс

Текисликда  F \ ( a \ , b i) ,  F 2(a 2 , b2) н ук та лар  берилган булсин. Ft ва 
F2 ну к та л а р г а ча  булган  мас оф аларн и нг  йигиндиси уз гарм ас  булган 
нуктал арни нг  геометрик урни э л л и п с  дейилади.  Бунда  Ft ва F% л ар  
эллипс фокусларидир.  Д е м ак ,  эллипсдаги ихтиёрий М ( х ,  у )  нуктадан 
унинг фокуслари Ft ва F2 гача  булган  масофа ларни нг  йигиндиси 
у з г а р м а с  сонга тенг. Бу  у зг ар м ас  сонни 2а билан,  F \F 2 кесманинг  
узунлигини эса 2 с билан белгилайлик.  Эллипс  тенгламасини келтириб 
ч ик^р иш  учун текисликда  Д е к а р т  ко орд ината лар  системасини 
куйидагича  танлаймиз .  Ft ва F 2 н ук та лар  абсцисса  укида  ж о й л аш га н  
булиб,  координата  боши F \ F 2 кесмани тенг иккига булсин.  У холда 
эллипс фокуслари мос р ав и ш да  ( — с, 0 ),  (с, 0 ) координатал арга  эга 
булади ( 4 5 - чизма) .

45- чизма 46- чизма

Икки нукта  ор асидаги масофа формуласига  кура 
д /  (* +  c ) 2+ y 2+  д / (х  — с ) 2- \ - у 2— 2а  булади. Бу тенгликдан:

а  д /  (х +  с) 2- \ -у 2 = а 2-\~сх. Кейинги тенгушкнинг хар  икки томонини
к вадратг а  ошириш н ати ж ас и да  а 2(х2 +  2с^ +  с2 +  г/2) = а 4 +  2а 2сх +  
+  с2х* хосил булиб,  ундан эса

(а2— с2) х 2 а2 у 2— а 2 (а2—  с2) (3)
т енг ламага  эга буламиз.

Ра в ш ан к и ,  2 а > 2 с ,  яъни а > с  тенгсизлик уринли. Бинобарин,  
а 2 — с2 мусбат.  Уни Ь2 билан белгиласак ,  у холда  (3) тенглама

Ь2х 2 +  а 2у 2 =  а 2Ь2 (4)
куринишга  келади.  Бу  тенгликнинг хар  икки томонини Ь2а 2 га булиб
топамиз:

- / + £ = ' •  (5)а  о

Одатд а  (5) те нглама э л л и п с н и н г  канон ик  тенгламаси  дейилади.
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Рав ш ан ки ,  (5) т енг ламада  х = 0  булса ,  у —  ± й ,  у  —  0 булса,  х —  ± а  
булади.  Д е м а к  эллипс  абс циссалар  укини Л (а,  О), Л: ( — а,О) 
ну кталарда ,  ордина та лар  укини эса В  (О, Ь),  В \ (О, — b ) нук талард а  
кесар экан ( 4 6 - чизма) .  А А \  ва В В\  кес малар  мос ра виш да 
эллипснинг катта  ва кичик укл ари  дейилади.  Ш ундай килиб,
а — эллипснинг катта  ярим уки узунлиги,  b эса кичик ярим
уки узунлигидир.

2 с сЭнди е =  —  =  — микдорни карай лик.  Уни эллипснинг эксцент
риситета дейилади.  Эллипснинг  эксцентриситета  унинг шаклини
ифодаловчи микдордир.

2 2
М и  с о л .  Ушбу =  1 тенглама билан берилган эл-

1UU ои
липснинг эксцентриситетини топинг.

К а р ал аёт ган  эллипснинг ярим укла ри узунлиги а =  10, Ь =  6 экани

равшан.  а 2 — с2 =  Ь2, е = ~  муносабатларни эътиборга олиб топамиз: 

с =  V 1 0 0 - 3 6  = 8 , e = - i - = - i .  Д е м ак ,  e = - j .

Э л л и п с н и н г  х о с с а л а р и

1°. Эллипс координатал ар  укига нисбатан симметрик эгри 
чизикдир.

Бу  хоссанинг тугрилиги (5) тенгламани х  ва у  га нисбатан 
ечишдан х,осил булган

у = ± ^ ^ а 2— х 2 , х =  b 2— у 2 (6 )

мунос абатл ардан  келиб чикади.
2°. Эллипс А В А \ В \  тугри туртбурчак ичида жойл ашг ан шаклдир.  
Юкоридаги  (6 ) форм улалар дан :  \х\ ^ . а ,  \ у \ ^ Ь .  Бу эса

2 2
- ^ - + — = 1  эллипс А В А \ В \  тугри туртбурчакда  ж ой лаш ганин и 
а Ь

билдиради.
3°. Агар  эллипснинг экспентриситети е =  0 булса,  у холда

(5) тенглама маркази  координата  бошида,  радиуси а га тенг булган 
айланан и ифодалайди.

Х,акикатан хам е =  0 булганидан а =  Ь булиб,  (5) тенглама** -)- 
- \ -у2 =  а 2 куринишга  келади.

4°. М а р к а з и  коорд ината лар  бошида,  радиуси а га тенг айланани
Оу  уки буйлаб  -у марта  кисиш на ти ж аси да  ярим уклари а ва b га 

тенг булган  эллипс хосил булади.  Х а к и к а т а н  хам, *==*' ,  У '
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а л м а ш т и р и ш  (кисиш на т и ж ас и да  (2 ) а й л а н а  тенгламаси

л:'2 и'2Л-----U —— =  1
а2 +  Ь2 

эллипс тенгламасига  келади.

3-§ .  Гипербола

Текисликда  F \ ( a x, b x), F 2(a2, Ь2) ну к та л а р  берилган булсин. Бу 
текисликда  F i ва F2 н у к та л ар гач а  бу лган  м ас о ф а л а р  айирмасининг 
абсолют киймати у зг ар м ас  булган  нуктала рни  карайлик.  Бундай 
нукталарнинг  геометрик урни ги пербола  дейилади.  Бунда  F x ва F2 
гипербола  фокусларидир.
, Д ем ак ,  гиперболадаги ихтиёрий М  (х, у)  нуктадан унинг 
фокуслари F\ ва F2 гача  булган м ас о ф а л а р  айирмасининг  абсолют 
киймати уз гармас  сонга тенг. Бу уз гарм ас  сонни 2а билан белгилай- 
миз.

Гипербола  тенгламасини хосил килиш учун Д е к а р т  ко о р д и н ата л а 
ри системасида  F х ва F2 нукталарни Ох  уки буйлаб  координата 
бошига  нисбатан симметрик булган  с м асофад а  жойлаш тирайли к.  
Икки нукта  орасидаги масофа  формуласига  кура:

д/ (х +  с ) 2+ у 2—  д/ ( — с ) 2+ у 2=  ± 2 а  

булади.  Бу  тенгликдан топамиз:

± а  д /  (jc — с) 2+ у 2 = с х 2— а 2 .

Кейинги тенгликнинг х;ар икки томонини яна  ква д ра тг а  кутариш 
нат ижаси да

( с 2 - а 2) * 2 - а У  =  а 2 ( с 2 - а * К ^  ( 7 )
тенгликка келамиз.  с > а  булгани сабабл и с2 — а 2 айирма мусбат 
булади.  Уни Ь2 оркали белгиласак ,  у холда  (7) тенглама

Ь2х 2 — а 2у 2 =  а 2Ъ2 (8 )
куринишга  келади. Бу  тенгликнинг хар  икки томонини а 2Ь2 га булиб 
топамиз:

*2 и2
4 - ^ = 1 .  (9)
а Ь

Одатда  (9) гиперболанинг кан он ик  тенгламаси  дейилади.  Гипербола  
тенгл амасида  у  —  0 дейилса ,  х — + а  булиши келиб чикади.  Бу эса 
гипербола Ох  укини А [а, 0 ) ,  А х( — а, 0) н ук та ларда  кесишини
билдиради.  (9) т енг ламада  х  =  0 дейилса  у 2— — Ь2 булади.  Бу эса 
гипербола Оу  уки билан кесишмаслигини билдиради.

А  (а, 0) B a ^ i  ( — а, 0) ну к тал ар  гиперболанинг учлари,  А А\  кесма 
эса унинг уа ц и ц и й  ук,и дейилади.

Ушбу е =  — нисбат билан а н и кл анг ан микдор гиперболанинг

\Чч
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эксцентриситеты дейилади.  Худди эллипсдагига  у х ш аш  бу ерда  
х,ам гипербола эксцентриситета унинг шаклини ифодалайди.  с > а
булгани учун е = — > 1  тенгсизлик уринлидир.

Г и п е р б о л а н и н г  х о с с а л а р и
1°. Гипербола  координата ук лар иг а  нисбатан симметрик булган 

эгри чизикдир.
2 °. у =  ± —х  тугри чизиклар  гиперболанинг асимптоталари

булади,  яъни бу тугри чизик х  нинг чексиз кат талишиб  бориши билан 
гиперболага борган сари яки нл аши б  боради.

Бу хоссанинг уринлилигини курсатайлик.  Тугри чизик  у  — — х  
булган холни караймиз .

47- чизма

Абсциссалари х ^ а  булган гиперболада  М  (х , у ) ,  тугри чизикда  

эса N  (х , у\)  нукталарни оламиз (47-чизма).  Унда у  =  ~  -\Jx 2 — а  2 ,

у ]= - Ь- х  чизиклард аги  мос М  ва N  нуктал ар  бир хил абсциссага  эга 
булгани учун M N  тугри чизик Ох  укига  перпендикуляр булади.  
Дем ак ,  M N  кесманинг  узунлиги | г/,— у\  га тенг. 

х ~ ^ а  л а р  учун

Уг
:==± Л1Х2 > ± Л/Х2 _ а 2 == 

а * a v У

эканлигини эътиборга  олсак,  унда M N  кесманинг  узунлиги:

\ M N \  = у х— у  =  ~ х -

=  а ( х — - \ J x 2— a 2 )
ab

х +  д/ х

Бу муносабатд ан х  чексиз ошиб борганда  M N  кесманинг  узунлиги 

нолга интилишини курамиз.  М  нуктадан у { — -~х чизик ка  туширил-
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ган перпендикуляр асосини Р  нукта билан белгилайлик.  У холда 
] М Р \  C \ M N \  булиб,  М Р  кесманинг  узунлиги хам нолга интила

боради.  Бу  эса у { =  -~х тугри чизик гиперболанинг  асимптотаси

эканлигини билдиради.  
ьу = ------ х  тугри чи:

худди юкоридагидек курсатилади ( 4 8 - чизма) .
х2

М и  с о л .  Ушбу — —

асимптоталарини топинг.
Берилган тенг лам ад а:  а —  4, Ь —  3. Бундан с =  д / а 2 +  Ь 2

---------  с ^
=  д/16 +  9 = 5 ,  е = “ = — эканини топамиз.

Юкор ида  келтирилган 2 ° - х о с с а д а н  фойдаланиб,  y —  - t ~ x  тугри

2 2

чи зи к лар  берилган ~ г и п е р б о л а н и н г  асимптоталари бу ли

шини аниклаймиз .

у =  — —х  тугри чизик хам гипербола учун асимптота булиши 

идагидек
х2 "  и2М и  с о л .  У ш б у — — ~  =  1 гиперболанинг  эксцентриситети ва

-гг.
Г2'“

4- §. Парабола

Текисликда Д е к а р т  координаталари системасини ^олайлик.  Бу 
текисликда  Оу  укига  пар аллел  тугри чизик  ва бу тугрй—чизикка  
тегишли бу лмаган F (а, b ) нукта  берилган булсин. Бу  тугри чизик ва 
F  ну кта дан бир хил ма со фа д а  ж о й л аш г а н  нукталарнинг  геометрик 
урни п а р аб ол а  дейилади.  F нукта параболанинг  фокуса,  к ар ал аётга н  
тугри чизик эса унинг директрисаси  деб ат ал ад и (49- чизма) .

П а р а б о л а  тенгламасини хосил килиш учун F  нуктани Ох  

уки бу йлаб  координата бошидан масофад а  ( р > 0 ) жой лашти-

райлик.  Унинг директрисаси эса 

х = — тугри чизик булсин. П а р а 

боланинг  ихтиёрий М ( х ,  у )  н ук таси
ни карайлик.  Икки нукта орасидаги

масофа формуласига  кура

£ )  + ^ 2= ^ + т

булади.49- чизма
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Бу тенгликнинг х,ар икки томонини к вад ра тг а  ошириб топамиз:
у 2 =  2рх.  ( 10)

Бу тенглама п а р аб ол ани н г  кан он ик  тенгламаси  дейилади.

П а р а б о л а н и н г  х о с с а л а р и
1°. Парабо ла  Ох  укига нисбатан симметрик булган эгри чизикдир.

' 2°. П а р а б о л а  координата бо шидан утади.
3°. х  узгарувчининг  ки йм атлари чексиз ошиб борган сари 

у  узгарувчининг  кийматлари х,ам чексиз ошиб боради.

5-§ .  Иккинчи тартибли эгри 
чизикларнинг умумий тенгламаси

Биз  юкорида иккинчи тартибли эгри ч и зи к лар дан  айл ана ,  эллипс,  
гипербола,  п а раб олал арн и  келтирдик ва уларнинг  содда  хоссаларини 
ургандик.

Агар  бу эгри чизикларнинг  каноник т ен гл ам ал ар и га  эътибор 
берсак,  уларни

, А х 2+  2 В х у - \ - С у 2- \ - 2 D x - \ - 2 E y - \ - F =  0 (11)
тенгламанинг  хусусий холлари эканлигини курамиз.

иОдатда ( 11) тенглама и кк ин чи  тартибли эгри  ч и з и к л а р н и н г  
у м у м и й  тенгламаси  дейилади.

Ушбу п а р а г р а ф д а  иккинчи тартибли эгри чизикл арни нг  умумий 
тенгламасини каноник куринишга  келтириш м асаласи билан шугул- 
ланам из .  Бу м асала  координата укларини алмаш ти риш :

1) Координата  укларини пар аллел  кучириш;
2) Координата  укларини маълум а  бурчакка  буриш н ати ж ас и да  

х,ал килинади.

1. К о о р д и н а т а  у к л а р и н и  п а р а л л е л  к у ч и р и ш .
Ф а р а з  килайлик,  Д е к а р т  координ ата лари системасида  М ( х , у ) 

нукта берилган булсин.  К оор дин аталар  бошини О ' ( х 0, у  о) нуктага 
кучирамиз .  К оорд ин аталар  укла ри Ох, Оу  л ар  эса пар аллел  
кучириш н ати ж ас и да  О'х' ,  О'у '  ко ордин ата лар  ук лар иг а  келсин.
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Н а т и ж а д а  яиги Д е к а р т  коо рд ин ата лар  системаси X ' O ' Y '  хосил 
булади.  М  нуктанинг  ко орд ин ата лари (х , у )  ни янги коорд ин ата лар  
(х ', у ' )  оркали ифодаловчи формулани келтириб чикарамиз .  Бунинг 
учун Ох  укига  М М Х, 0 ' 0 ' х, Оу  укига  эса  М М У, О'О'у  перпендику- 
л я р л а р  т уш и рам и з  ( 5 0 - чизм а) .  М М Х ва М М У чизикларнинг  мос 
р авиш да  О'х' ,  О 'у '  у к л а р  билан кесишиш нук таларини 
М х, ва М  : орка ли белгилайлик.  У холда

х =  О М х—  0 0 ' х+  0 ' ХМ Х=  0 0 ' х-\- 0 ' М х. = х  0+ * ' , 

у = О М =  0 0 ' у+  0 \ / Л =  0 0 % +  0 ' М у, = у  о+  у '

булади.
Ш ун да й килиб,  (х , у)  ва (х' ,  у ' )  нукта  ко ордин ата лари  орасида  

куйидаги  муносабат  хосил булди:  х = х 0-\-х' ,  у = У о - \ - у '  ёки х ' = х  —
— х 0, у '  =  у  — уо■ Одатд а  бу ф о р м у ла л а р  координата у ц л а р и н и  
п а р а л л е л  к у ч и р и ш  ф о р м у л а л а р и  дейилади.

2. К о о р д и н а т а  у к л а р и н и  б у р и ш .
Оху  Д е к а р т  ко ор дин ата лар  системасини карай лик.  Координата  

укларини соат  стрелкасига  ка рш и йун али шда  а  бурчакка  бурам из  
(51* ч из м а) .  Н а т и ж а д а  янги Ох'у '  Д е к а р т  системаси хосил булади.

Оху  системада  М  нуктанинг ко ордина тал ари (х , у ) ,  буриш 
н а т и ж ас и д а  хосил булган  Ох'у '  системада  эса (х' ,  у ' )  булсин,  
М  нуктанинг кутб коорди на тал ари ни  (р, 0) оркали белгилайлик.  
Бунда  кутб уки сифатида  Ох  укининг мусбат ярим уки олйнган.  
(р, 0 ' )  сифа тида  эса яна М  нуктанинг  кутб коорди на тал ари 
бел гилан ган булиб,  бу холда  кутб уки сифати да  Ох'  нинг мусбат  ярим 
уки олинган.  Р а в ш ан к и  хар  иккала  холда  хам р =  | ОМ\  булиб,  0 эса 
0 '  +  а  га тенг, яъни 0 =  0'  + а .

Рав шан ки ,  ( 5 1 - ч и з м а га  к а р а н г ) ,
х  =  р cos 0 , у  =  р sin 0 , х '  =  р cos 0 ', у '  =  р sin 0', 0 =  0 / +  а .

Бу  тенгликларни эътиборга  олган холда  топамиз:

х  =  р cos 0 =  р c o s ( 0'  +  a )  =  р (с os 0' cos  a  — sin 0' s in  a )  =
=  p cos 0'cos  a  — p sin 0' s in а  =  х 'с о 5 a  — г/ s i n  a ,  

y  =  p sin 0 =  p sin (0'  +  a )  = p ( s i n  O'cos a  +  cos 0' s in a )  =
=  p sin 0'cos a  +  p cos 0' s in a  =  x ' s in  a  +  t/ 'cos a  .

Д ем ак ,

{.x =  x ' cos a  — i/ 'sin a  , 

y  =  x ' sin a  +  y ' cos a  .

Бу  системадан топамиз:
( x ' = x  cos a  +  y sin a  , ^ .
\ y '  =  — x  sin a  +  y cos  a  .

Одатд а  (*) формула  координата у ц л а р и н и  б у р и ш  формул ас и  
дейилади.
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Э с л а т м а .  Умумий холда, координата укларини параллел кучириш ва а  
бурчакка буриш формулалари

х  =  х0 +  x'co s а  — ( /s in  а  

y  — y 0 - \ -x'sin а  +  i / c o s  а  , 

х ' — (х  — x0) c o s a + ( y  — y0) s i n a  

у ' =  ( у  — у 0) COS а  — (х — x0)s in  а

системалар билан ифодаланади.
Координата укларини параллел кучириш ва буриш формулалари каралаётган  

тугри бурчакли координаталар системаси билан бир каторда янги координаталар  
системасини олиш имкониятини беради. Янги координаталар системасига утиш (янги 
координаталар системасини куриш) катор масалаларни хал этишда анча кулай- 
ликларга олиб келади. Ж ум ладан ,  2- тартибли эгри чизикларни синфларга аж ратиш да  
бу алмаштиришлардан фойдаланилади.

Л е м м а .  Д е к а р т  ко ордин ата лари  системасида (11)  те нглама 
берилган булиб,  Л К1 — В 2ф 0  булсин. У холда  шундай тугри бурчакли 
коо рд ин ата лар  сис-темасини т а н л а ш  мумкинки, бу системада
( 11) те нглама

А ' х "  2+ С ' у "  2+ F '  =  0 (12)

куринишга  эга булади.  Бунда  А' ,  С', F '  — сонлар,  (х",  у " )  эса янги 
системадаги  нуктанинг координаталаридир.

И с б о т .  Ф а р а з  килайлик,  пар ал лел  кучириш н ати ж ас и да  
координата  боши 0 ' ( х 0, у 0) ну кта га  утсин. Хосил булган  янги 
ко орд ин ата лар  системасини О'х 'у '  оркали белгилайлик.  У холда  
нуктанинг  (х, у)  координаталари янги ( х ' , у ' )  коорд ината лар  билан

х  =  х '  +  *о,
У = У ' + У о

ф о р м у ла л а р  оркали (богла над и)  и фодалана ди .  Бу  а лм аш ти ри ш  
на т и ж ас и д а  ( И )  тенглама куйидаги

А х '  2+ 2 В х ' у '  +  Су'  2+ 2 D ' x '  +  2 E 'y '  +  F'  =  Q (13)

куринишга келади.  Бунда

F)' =  А х  о -(- B y  о D\ Е '  =  В х  о -{- Суо “Ь Е\
F ' = А х  о + 2 В х  (^0+  Су  о +  2D x  0+ 2 Е у  0+  F.

Энди (х 0, у  о) нуктани шундай танлаймизк и,  у

А х  0- \-B y  0+ Z )  =  0,

B x o+ C y o+ E  =  0
т е н г л ам а л а р  системасини каноатлантирсин.  Л е м м а  ш артига  кура  
А С  — В 2Ф 0 булгани,учун (14) система ягона  ечимга  эга булади.

Ш ун да й килиб,  а г а р  (Хо, уо) (14) системанинг  ечими булса,  
у холда  (13) тенг ламада  Е'  =  Ъ '  =  0 булиб,  у содд арок

А х '  2+ 2 В х ' у '  +  Су '  2+ F '  =  0 (15)
куринишга  эга булади.

i С) 1

www.Orbita.Uz kutubxona^;.

http://www.Orbita.Uz


0 ' х " у "  к о о рдин ата лар  системаси О'х 'у '  коо рд ин аталар  системаси- 
ни а  бурчакка  буриш н а т и ж ас и д а  хосил килинган булсин. Р авш ан ки ,  
у холда  х' ,  у '  к о о рд ин ата лар  х " , у "  ко ор дин ата лар  оркали куйидаги 
ф о р м у ла л а р  билан и фодалана ди :

х '  =  х"со& а — у " sin а ,  
у ' — х " sin а  +  г/ ' ' sin а .

0 ' х " у "  к о о рд и н ата лар  системасида  (15) тенглама

А ' х "  2+ 2 B ' x " y "  +  C ' y " 2+ F '  =  0 (16)

куринишга  эга булади.  Бунда

А '  =  А  c o s 2a  +  2В  cos a - s i n  a  +  C s in 2a  ;
В '  —  — A  sin a - c o s  a  +  B ( c o s 2a — s in 2a )  +  C sin a - c o s  a  ,

C  =  A  s in 2a — 2В  cos a - s i n  a  +  C cos2a  . (17)

Энди a  бурчакни шундай танлайми зки ,  н а т и ж а д а  (16) тенг ламада  

В ' =  — A  sin a  cos a  +  B cos 2 a  +  С sin a - c o s  a  
ифода  нолга  айлансин.  Бунинг  учун а  ушбу

2 В  cos 2 а  =  (А — С) sin 2 a
тенгламан инг  ечими булиши етарли.  Кейинги тенгламани нг  ечимй4 
А =  С ёки А ф  С булишига  боглик.

1-Х о л. Л =  С булсин.  У холда  c o s 2 a  =  0 булиб,  а  сифатида

а  =  — олинади.
4

2 В
2 - х о л .  А ф С  булсин. Бу  холда  t g 2 a  =  --j— — булиб,/\ — С

1 2 Вa  =  —a r c t g y —  булади.

Ш ун да й килиб,  ко ор дин ата лар  укини п а ра ллел  кучириш ва буриш 
ё рдам и да  иккинчи тартибли эгри чизикларни нг  умумий тенгламаси

А ' х "  2-j- С 'у"  2+ F '  =  О

куринишга  эга булди.  Л е м м а  исботланди.
М аъ л у м к и  (14) т е н г л ам а л а р  системаси ягона  ечимга  эга булиши 

учун А С  — В 2Ф 0 шартнинг  б а ж а р и л и ш и  за р у р  ва етарлидир.  Биз  
леммани исботлаш ж а р а ё н и д а  А С  — В 2 ифоданинг  коо рд ин ата лар  
укини пар аллел  кучириш на т и ж ас и да  узг армаслигини (инвариантли- 
гини) курдик.  Энди бу ифоданинг  координата  укла ри н и буриш 
н а т и ж ас и да  хам инвариантлигини курсатамиз .

(17) ф о р м у лад ан  фо йд ал ани б  А ' С '  — В ' 2 ифодани содд алаштир а -  
миз:

А ' С '  — В ' 2=  (A co s2a  +  2В  sin a - c o s  a  +  C s in2a )  X  
X  (A s in 2a  — 2В  sin a - c o s  a  +  C cos2a )  —

— [ ( C — v4)sin a - c o s  a  +  B ( c o s 2a  — sin 2a ) ] 2.
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К авсларни очиб ух ш аш  хадл арн и и х ч а м л а ш  н а т и ж ас и да  А ' С ' — 
_ B /2= ^ C ( c o s 2a  +  s in2a )  — B 2(cos2a  +  s in 2a )  =  А С  — В 2 булади.  Д е 
мак, А ' С '  — В ,2 =  А С  — В .

Одатда  А С — В 2 га икк ин чи тартибли эгри  ч и з и к л а р  у м у м и й  
тенгламасининг и н в а р и а н т  дейилади.

Бу ифоданинг  ишорасиг ^  к а р а б  иккинчи тартибли эгри чизик лар  
куйидаги уч турга  булинадч.

1) Агар А С — В 2> 0 булса ,  эллиптик тип;
2) Агар А С  —  В 2< 0 булса ,  гиперболик тип;
3) Агар А С  — В 2 —  0 булса,  п а р а б о л и к  тип.
Энди бу уч холни а л ох ид а -а лох и да  баён этамиз.

1 - х о л. Э л л и п т и к т и п .
А С  — В 2> 0  булгани учун исбот килинган лем м аг а  кура  иккинчи 

тартибли эгри чизикларнинг  умумий тенгламаси

A x 2 +  C y 2 +  F =  0 (18)

куринишга  эга булади.  А С  — В 2 —  А С > 0 бу лганлигидан Л ва С л а р  
бир хил ишоралидир.  Д е м а к  куйидагича  уч холдан ф а к а т  биттаси юз 
бериши мумкин:

а) 0 ва унинг ишораси А  х а м да  С  нинг ишорасига  тескари.  Бу 
холда  F  ни (18) тенгламанинг  унг томонига утказиб,  тенгламанинг  
Хар икки томонини унга буламиз:

А С
F F F F— — > 0, — эканлиг ини эътиборга  олиб, — ~ =  а 2, — Ь 2

X2 и2бел г и л а ш л ар  н ати ж ас и д а  — 1 те нг лам ага  келамиз .  Бу  эса
а  b

эллипснинг  каноник тенгламаси эканлиги маълум.
б) F=/= 0 ва унинг ишораси А  ха м да  С нинг ишораси билан бир хил.

Бу  холда  (18) тенглама худди а)  холда  к а р а л г а н  усул билан ушбу
2 2

—  +  ~ - =  — 1 куринишга  келтирилади.  Одат да  бу тенглама  мавхум 
а  Ь

эллипснинг  тенгламаси дейилади.
в) F  =  0. Бу  холда  |Л | = а 2, |С |  = с 2 белг ила ш н ати ж ас и да  а 2х 2-\- 

-\-с2у 2 =  0 т енг ламага  келамиз.  Бу  тенгламани ф а к а т  (0, 0) нукта 
кан оа тл ан ти ри ши  равшан дир.  а 2х 2 +  с2у 2 =  0 — у з а р о  ке сиш увч и  
икк и  м а в х у м  чизик, тенгламаси  дейилади.

2 - х о л .  Г и п е р б о л и к  т и п .

Бу  холда  А С  — В 2<С.0 булгани учун исботланган л е м м ад а н  ф о й д а 
ланиб, иккинчи тартибли эгри чизиклар ни нг  умумий тенгламасини 
яна

A x 2 +  C y 2 +  F =  0
куринишга  келтирамиз .

Куйидаги холлар  булиши мумкин: 153
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а) Б ф О, у холда  F  ни (18) тенгл амани нг  унг томонига утказиб,  
тенгл аманинг  дар  икки томонини унга булиб топамиз:

Бу  эса гиперболанинг каноник тенгламасидир.
б) F =  0. Бу  холда  (18) тенглама

а 2х 2 —  с2у 2 =  0 ёки (ах  — су) ( а х с у )  =  0
куринишга  эга булади.  Бу  эса коо рд ин аталар  боши дан  утувчи икки 
тугри чизикни и ф о д ал а ш и  равшан дир.

3 - х о л .  П а р а б о л и к  т и п .
А С  — В 2 —  0 булгани учун юкоридаги леммани исботлаш жа ра ён и -  

даги  м у л о х а з а ла р д а н  фойд ал ани б  ко ор дина тал ар  укини а  бурчакка  
буриш на т и ж ас и да  иккинчи тартибли эгри 'чизикларнинг  умумий 
тенгламаси

A x 2 +  C y 2 +  2 E y  +  ‘2 D x  +  F =  0  (19)
кур инишга  келтирилади.  Бу тенгл ама  учун В  =  0, д ем а к  А С  =  
= 0  булади.

Ф а р а з  килайлик,  А =  0, С ф О  булсин. Бу  холда  (19) тенгламани 
куйидагича  узгарти рамиз:

c [ y ‘+ f y + ( m + ^ + ^ = o

ёки

С ( y  +  ^ J + 2 D x + T  = 0 ,  бунда Т  = F — ^ .

Энди ко орд ин ата лар  бошини (о, нуктага  кучирамиз ,  яъни

х ' = х ,  у ' = у - \ - —  алмаштириш баж арамиз;  Н ат и ж а д а  (19) тенглама

' Су '  2+ 2 D x '  +  7  =  0 (20)

куринишга  келади.
Куйидаги  холл ар  юз бериши мумкин. ^

а)  О ф 0, у холда  (20) тенгламани Су'  2- \ - 2 D ( x ' )  =  0

куринишда ёзиб,
F

х "  —  х '  4 - ——
^  2 D  ’

У " - У ’
' ■ •; 

ал м а ш т и р и ш  на тиж ас и да

C y " 2 +  2 D x "  =  0 ёки у " 2 =  2рх
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тенглам ага  келамиз  ( р — — Бу эса па раб олани нг  каноник тенг

ламасидир.  ^
б) D —  0 булсин. У холда^ (20)  т е н г л а м а ^ С г / 2+  F  = 0  к у р и 

нишга келади.  Агар С > 0 ,  F  < 0  (С<сО,  F  > 0 )  булса,

Су'  2+  F  = 0  тенглама

( у ' - а ) ( у '  +  а ) = 0

куринишда булади ( а  2 =  Бу эса икки пар аллел  тугри чизикни

ифодалайди.
Агар С  ва F  бир хил ишорали булса ,  у холда

у ' 2 +  а 2 —  0
тенгл амага  келамиз .  Бу те нглама икки  п а р а л л е л  м а в у у м  тугри чизик, 
тенгламаси  дейилади.

в) F —  0 булсин. У холда

у ' 2 =  О
тенглама у з а р о  устма-уст тушг ан икки тугри чизикни ифодалайди.

Ш ундай килиб,  иккинчи тартибли эгри чизиклар нинг  умумий 
тенгламасига  оид куйидаги теорема исбот килинди:

Т е о р е м а .  Д е к а р т  координ ата лари системасини иккинчи т а р ти б 
ли эгри чизикл арни нг  умумий тенгламаси

А х 2 +  2 В х у  +  Су 2 - f  2 D x  +  2 Е у  +  F  =  0
берилган булсин. У х,олда тугри бурчакли коо рд ин ата лар  системаси
ни шундай т а н л а ш  мумкинки, бу системада  к а р а л а ё т га н  тенглама 
куйидаги каноник кур и ни ш лард ан  биттасига  келтирилади:

i .  "2 
а2

!) ^ 2  +  TF =  1 (эллипс) ,

2 2
2 ) +  ~  =  — 1 (мавхум эллипс) ,

а Ь

3) а 2х  +  с2у 2 =  0 (икки мавхум кесишувчи чи зи к л ар ) ,
х2 ц2

4) — ----- --- =  1 (гипербола) ,
аг ь

5) а 2х 2 — с2у 2 =  0 (икки кесишувчи ч и зи к лар ) ,
6 ) у 2 =  2рх  (п а р а б о л а ) ,
7) у 2 — а 2 =  0 (икки пар аллел  ч и зи к л ар ) ,
8 ) у 2 а 2 =  0  (икки пар аллел  мавхум ч и зи к лар ) ,
9) у 2 =  0 (икки у з а р о  устма-уст  тушувчи чи зи к лар ) .
М и с о л .  Ушбу jc2 +  у +  2у — 1 Ох +  1 =  0 тенгламани каноник

куринишга  келтиринг.
К а р а л а ё т г а н  тенгл ама  учун А —  1, С —  1, В =  0 булиб,  А С  — В 2>  

> 0  экани равша н.  Д е м а к ,  бу эллиптик типдаги тенгламадир.
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х 2+ у 2 +  2у  — 1 Ох 4-1 +  25 — 25 =  О, 
х  — 1 Ox +  2 5 + у +  2у  +  1 =  25,

(л: — 5 )2 -(- (t/ -f- 1 )2 =  52-
Бу эса марка зи  (5, — 1) нуктад а ,  радиуси 5 га тенг булган  айлана  
тенгламасидир.

М  и с о л  . Ушбу х 2- \ -у 2 =  а 2 а й л ан а  тенгламасини кутб коо рдин ата 
лари  системасида  ёзинг.

Маълумки ,  нуктанинг  кутб координ ата лари ва Д е к а р т  координа- 
тала ри ни x = p c o s < p ,  y =  ps i n<p фо р м у лал ар  боглайди.  Бундан 
p2c o s29 ~(-p2sin ф =  а 2 ёки р =  а  эканлигини топамиз.  Д ем ак ,  х 2 +  у 2 =
— а 2 айл ана ни нг  кутб коо рд ин ата лар ид аги  тенгламаси р =  а  кури- 
нишда^булиб,  0 ^ ф < 2 л  булади.

Берилган тенгламани куйидагича узгартирамиз:



ФАЗОДА АНАЛИТИК ГЕОМЕТРИЯНИНГ АСОСИЙ  
ТУШУНЧАЛАРИ ВА МАСАЛАЛАРИ

Биз 10— 12- бо бл ард а  текисликда  аналит ик геометриянинг  асосий 
тушунЧалари ва содда м а с а ла л а р и  билан шугулландик.  Маълум ки ,  
бизни ураб турган борлик ф а з о  (уч улчовли фа зо)  булиб,  бизга 
куриниб турган реал ж и с мл а р  шу ф а з о да  м аъл ум 1 бир уринни 
эгаллайди.  Ф азо д а  уларнинг холатини ан и к л а ш  учун худди 
текисликдаги каби Д е к а р т  ко орд ината лари системаси киритилади.  
Бизга  м асштаб  бирлиги билан таъм ин ланг ан у з а р о  перпендикуляр 
Хамда битта О нукта да  кесишувчи Ох, Оу, Ог тугри чизикл"ар5 
системаси берилган булсин.  Одатда  бу система ф азо да  Декарт* 
координаталари системаси дейилади ва Охуг каби белгиланади.  
О нукта  ко ор дина тал ар  боши, Ох — аб сц иссал ар  ук,и, О,, —4 
ординаталар уци ,  Ог эса аппликаталар ук,и дейилади.

Фа зод а  бирор А  нуктанинг холати унинг Ох, Оу, Ог у к л ар га  
проекциялари —  (х, у, z )  учлик билан тула  ани кл ан ад и (52- чизмада  
А  нуктанинг  Ох, Оу, Ог у к л ар га  проекциялари х, у , г  ва Оху, Оуг, Охг 
текисликларга  проекциялари эса А ху, А уг, А хг билан та св и рл ан ган) .  
Одат да  (х, у, г )  учлик А  нуктанинг  координаталари  дейилиб,  уни 
А (х, у,  z)  куринишда белгиланади.  Бу ерда  х  — А  нуктанинг 
абсциссаси,  у  — ординатаси,  z  — эса аппликатасидир.

/

А

Г Г * v >л

У

5 2 - чизма
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1-§.  Икки нукта орасидаги масофа.
Кесмани берилган нисбатда булиш

Ф азо д а  Д е к а р т  ко ордина тал ари системаси ва А (х,,  у\ ,  z 1), В (х2, 
У2 , 22) ну к тал ар  берилган.  Бу  ну к тал ар  орасидаги масофани топиш 
масала си билан шугулланамиз .  А '  ва В '  ну к тал ар  мос ра виш да А  ва 
В  нинг Оху текисликдаги проекциялари булсин ( 5 3 - чизма) .

Текисликда  икки нукта орасидаги масофа ф о рмуласига кура  А ' В '
кесма узунлиги А ' В ' =  д /  ( х 2— х , ) 2-)- (у  2— У\) 2 булади.  А  нуктадан 
А ' В '  кесмага пар аллел  чизик  утказиб,  уни В В '  чизик  билан кесишган 
нуктасини В  оркали белгилайлик ( 5 3 - чизма) .  У холда  В В "  
кесманинг  узунлиги \ z 2— Z\ | га тенг булади.  Р авш ан ки ,  а А В В "  — 
тугри бурчакли учбурчак .  Пи ф аг ор  теоремасидан фойдаланиб
А В =  д / А В "  2-f- В В "  2 ни топамиз.  Энди А В " — А ' В '  эканлигини 
эътиборга  олсак,  у холда

A B = ^ / A ' B 72+ B B " 2 =  д/ ( х 2- х ^ + ( у 2- у У + ( г 2- г У

булади. Д ем ак,

А В =  д I  ( х 2— х , ) 2+  ( у 2— у У +  ( z 2 Z \ ) 2 .

Бу икки  нук,та орасидаги масофани у и с о б л а ш  формулас и  дейилади.
Ф азо д а  А ( х i ,  у\ ,  zi)  ва В ( х 2, у 2, z 2) нукталар ни туташтирувчи А В  

кесмани карайлик.  Бу  кесмада шундай С нукта  топиш керакки,  А С  
кесманинг  С В  кесмага  нисбати берилган X сонга тенг булсин:
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—— =  А- И з лана ётга н  С нуктанинг  координ аталари ни  х, у , z  дейлик.  
СВ

Берилган А ва В  нукталарнинг  ко ордина тал ари хамда  А сон оркали 
С нуктанинг  х, у, z  координаталари

JC,+U2 У\+Щ2 Z,+>.Z2
х =  1 + Л  ’ У =  1 + Л  ’ 1 + Л

ф ор м ул алар  билан топилади.  Хусусан,  С нукта А В  кесманинг  уртаси
булса,  унда А С  =  СВ  ва Х =  1 булиб,  С  нуктанинг  коо рдинаталари

Х\+Х2 У\+У2 z , + z 2 „
* = --- 2--- • У ~ --- 2--- ’ z = ---2---  бУлади-

2- §. Фазода текислик ва унинг хоссалари
Ф а р а з  килайлик,  ф азо да  Д е к а р т  ко ор дина тал ар  системаси,  Р ( а ь 

Ь |, Ci) хам да  Q ( a 2, ' Ь2, с2) ну к та лар  берилган булсин. Бу  икки 
нуктадан бир хил ма со фа д а  ж о й л аш г а н  нукта ларни нг  геометрик 
урни текисликни ифодалайди.  Бу  текисликда  ихтиёрий М ( х ,  у, 
z ) нуктани олайлик.  Икки нукта орасидаги  масофан и топиш 
формуласига  кура

М Р  =  д / ( *  — а , ) 2+  (у —  6 , ) 2+  ( z  —  с , ) 2,

M Q  =  д /  (х  — а 2) 2+  ( y - b 2) 2-\- ( z  — c 2) 2

булади.  Агар M P  =  M Q  б у л и ш ини эътиборга  олсак,  унда 
д / ( х  — а , ) 2+  ( у £ - Ь  , ) 2+  ( г  — с , ) 2=

д/ (х  —  а 2) 2+  (у  — b 2) 2+  (z с 2) 2
тенгликка келамиз.  Бу тенгликнинг хар  икки томонини кв адратга  
ошириб топамиз:

а\  +  Ь2 +  с2 — 2а , х  — 2 b ty  — 2 c lz  =  a 2 +  b2 +  c2 — 2а2х  — 2b2y  — 2c2z.

Уни куйидагича

2 ( а 2 —  щ ) х  +  2 ( Ь 2 —  Ь х ) у - \ - 2 ( с 2 —  c , ) z  +
+  a i +  ^i +  CT— а 2— Ь2— с I — О

хам ёзиш мумкин. Энди А =  2 ( а 2— a i ) ,  B =  2 ( b 2— b t),  С =  2 ( с 2 — Ci),  
D =  a]-\ -b] - \ -c]— а \ — b \ — с\  б елгил аш лар  киритсак,  унда кейинги

тенглик ушбу
A x + B y  +  Cz  +  D =  0 . (1)

куринишни олади. Шундай килиб,  узгарувчи М (х, у , z)  нуктанинг 
ко ординаталарини богловчи те нгл амага  келдик. ( I )  тенглама фазода  
текисликнинг у м ум ий  тенгламаси  дейилади.  Бу ерда  А, В, С, 
D уз гарм ас  сонлар  булиб,  улар  текисликнинг фазода ги  вазиятини 
тула  аниклайди.

Энди (1) тенгламанинг  хусусий холларини карайлик.
Г .  А ф О ,  В ф О ,  С ф О, D — 0 булсин. У холда  A x  +  B y  +  C z  =
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—О тенглама хосил булиб,  бу тенглама билан аникд анг ан текислик 
ко ор дина тал ар  боши — О (0 , 0 , 0 ) нуктадан утади.

2°. /4 =7̂ 0 , В ф О ,  О ф О ,  С =  0. Бу холда  биз A x  +  B y  +  D =  
=  0 те нгл амага  эга буламиз .  Бу тенглама билан ани кла нга н текислик 
Оху  коо рд ин аталар  текислигида  А х - \ - В у - \ -  D =  0 тугри чизикдан 
утувчи ва Oz  укига  пар аллел  текисликдир.

3°. В =  0, А ф О ,  С ф О, О ф 0 булган  холда  A x - \ - C z - \ -  D =  
=  0 текислик Oxz  координата  текислигида  A x - \ - C z - \ - D  =  0 тугри 
чизикдан утиб, у Оу  укига  параллел  булади.

4°. / 1 = 0 ,  В ф 0, С ф 0, О ф 0. Бу холда  (1) тенглама B y - \ -C z - \ -  
+  D =  0 куринишга  келиб, у Oyz  ко ор дина тал ар  текислигида  B y - f- 
- \ - C z - \ - D  =  0 тугри чизикдан утувчи ха мда  Ох  укига  параллел  
текисликдир.

5°. Л =  О, В =  0, С ф  О, D Ф О  булсин. У холда  (1) тенглама C z - 1-
—|— Z) =  0 куринишга  эга булиб,  у Оху  коорд ината лар  текислигига 
параллел.

6°. Л =  С =  0, В ф О ,  О ф 0 булсин. Бу  холда  (1) тенглама Ву- \-  
+  0  =  0 куринишга  эга булиб,  у Oxz  текислигига пар аллел  булади.

■ 7°. В =  С =  0, А ф О ,  й Ф 0 булган холда  (1) тенглама A x - \ - D  =  
=  0 куринишга  эга булиб,  у Oyz  текислигига пар аллел  булади.

8 °. Л =  B =  D =  0, С ф  
Ф 0 булсин. Бу холда  (1) тенг
ла м а  Cz =  0 = ^ z  =  0 куринишга 
эга булиб,  у Оху  текисликни 
ифодалайди.

9°. A =  C =  D =  О, В Ф  
Ф 0 булсин. Бу  холда  (1) тенг
л а м а  В у  =  0=> у  =  0 куринишга 
эга булиб,  у Oxz  координата 
текислигини ифодалайди.

10°. B =  C =  D =  О, А Ф  
Ф 0 булсин. Бу холда  (1) тенг
ла м а  Лх =  0 = ^ х  =  0 куринишга  
эга булиб, у Оух  координата 
текислигини ифодалайди.

11°. Л = ^0 ,  В Ф 0, С ф О ,  О Ф  
54-чизма Ф 0 булсин. Бу холда  (1) тенглама

l + T + f - 1 <*>
куринишга  келади.  Бу ерда а = ~ ~ ,  Ь = — -^, с = — ^ .  (2) тенг

л а м а д а  у  =  0, 2 =  0 десак  х  =  а эканлигини курамиз .  Бу  эса
(2) текисликнинг Ох  укини х  =  а  нуктада  кесиб утишини билдиради.  
Худди шунга ух шаш  х  =  0, у  =  0 ёки х  =  0, z =  0 дейилса ,  ка р а л а ё т га н  
текисликнинг мос равиш да Oz  укини z  =  c нуктада ,  Оу  укини эса у  =  Ь 
нуклида кесишини ани клайди ( 5 4 - чизма) .

' тенглама текисликнинг ке смала рда ги  тенгламаси  дейилади.



Фазода

А \Х -f- В ty  -f- С |2 +  D  | =  0 ,

А .̂ х В  $  -\- С 2Z +  D  2 = 0  (3)

тенг лам алар  билан ан и кла нг ан  Т\ ва Т2 текисликлар  берилган
булсин. Бу икки текислик пар аллел  булиши учун

А \ _  /*\
а 2 ~  в2 ~  с2 '

шарт баж а р и л и ш и  зарур ва етарли.
Т\ ва Т2 текисликлар  уза р о  перпендикуляр булиши учун эса

Л , Л 2 +  В , В 2 +  С , С 2 =  0 ( **)

■нарт б аж а р и л и ш и  зарур  ва етарлидир.
М и с о л .  Ушбу 2 х - | - у  +  Cz =  0 текислик С  параметрнин^ кан дай  

кийматларида  4x +  2 iy-t-z =  0 текисликка  пар аллел  ва перпендикуляр 
булишини аникланг .

Берилган текисликлар  учун Л | = 2 ,  Л 2 =  4, =  В 2= 2, С\ =  С ,
С2=  1 эканлигини эътиборга  олган х,олда (*) форм ула дан ф о й д а л а 

ниб топамиз:  -2- =  ~ = (̂ С  =  ̂ .  Шундай килиб,  С =  1- булганда

текисликлар пар аллел  булади.
Энди бу текисликларнинг перпендикулярлик шартининг  б аж а р и -

лишини текширамиз .  (* *) формулаг а  кура  2 - 4 + 1 -2 +  С - 1 =
=  0 булиб, бундан С =  — 10 келиб чикади.  Д ем ак,  С =  — 10 б улганда  
ка рал аётга н  текисликлар  перпендикуляр б улар  экан.

3- §. Фазода  турри чизик, ва унинг тенгламаси

Д е к а р т  коо рдинаталари системасида

Л \Х -f- В \ у  С |z -\- D | ^  0,
Л 2х  -f- В 2у  C2z  D 2 =  0

тенг лам алар  билан ан и кла нг ан  Г, ва Т2 текисликлар  берилган 
булсин. К а р а л а ёт г а н  бу текисликлар  у з а р о  пар аллел  булмасин.  
Рав ш ан ки ,  бу холда  улар  бирор тугри чизик буйича кесишади.  Бу 
тугри чизикни ушбу

А \X-\- В ху  -f- C xz-\-  D | =  0, ^
A^c-\-  B ,y -\- D 2= 0

системанинг ечимлари тупламид ан иборат  деб к а р а ш  мумкин. Т i ва Т2
A i в \ с \текисликлар  у з а р о  пар аллел  булмагани учун — = — = —  тенг-

9 /л 2 2. 2
А | В |

ликлар  бир ва кт д а  б аж арил м айд и.  Ф а р а з  килайлик
л 2 • в.2

булсин. Биз  6 - бобдаги 4- § да (3) куринишдаги т ен гл ам ал ар  система-
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сини ечиш масаласи билан шугул ланган эдик. Маълумки ,  бу система 
чексиз куп ечимга эга.  Бу ечимларни топиш учун но маълумл ардан 
бирини, м асалан  z нинг тайин лан ган  Zo кийматини оламиз.  Zq 
к а т н а ш г а н  ва озод хадлар ни  тенгламанинг  унг томонига утказиб 
(3) системани

( А хх ~ \ - В ху  = — D x —  C xz 0 ,

( Л 2х +  В 2г / =  — D 2— Са20

куринишда ифодалаймиз .  ~ фА о -(
А  | В, \

А 2 В 2
ф о ) м у н о с а б а т н и

х  =

(4) системани х  ва у  га нисбатан ечамиз
— Dx — С,г0 S, - 01- С,20
— D2 C2Zg В2 а 2 - d 2- С2г0

А х В\ , у  — ------ А\ В,
а 2 в 2 а 2 в 2

zo га мос ечимларни х 0 ва у 0 оркали белгилайлик.  Шундай килиб,
(3) системанинг  (х0, г/о, го) ечимини топдик.  Энди zo га турли 
кн йм атлар  бериш оркали системанинг колган  чексиз куп ечимлари- 
нинг топилиши равшан.  Д ем ак ,  (3) система ечимлари оркали 
ифодал ана д иг ан тугри чизик нукталарини ан и к л а ш  мумкин экан. 
М а с а л а  шу тугри чизик тенгламасини топишдан иборат.  К ар ал аёт ган  
тугри чизикда  М  (х0, г/о, 2о) нукта билан бир каторда  ихтиёрий Р  (х , у, 
z)  нукта  олайлик.  У холда  бу нукталарнинг  координаталари Т х ва Т2 
текислик тенгл амаларини каноатланти ради:

I А  1-хг0—|— В  iy0+  С i20+  D 1 =  0, ( А ,х +  В ,у -)- С ,z D , =  0,

\А-2Х0-\- B.2yn-\-CoZ0-\- \ a ^c- \-B.^-\-C^z - \ -D 2= 0 .

Бу сис те малардан куйидаги системани хосил киламиз:

А \ (х  х 0) В t(y  — у 0) -)- С, ( z  — z 0) = 0 ,

. А 2(х — х„) + В 2(г/ — у 0) - \ -C 2(z  — z 0) = 0 .

А  | В,

А 2 В 2
нисбатан еыиб топамиз:

ф 0 булгани учун бу системани (х  — х 0) ва (г/ — г/о) га

- х а =

в.

а 2 в2

( z  Zo) , у  — г/о =

С, А
с2 А

А , В

а 2 В

(г  — z Q) .-

Бу тенгликла рд ан М  (х0, г/о, Zo) ва Р (х, у,  z)  ну к та л а р д а н  утувчи
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куйидаги тугри чизик  те нгламасига  эга була ми з
Х  —  Х д 011 2 z0

В\  сГГ I С, л, Л, В,

В 2 Со 1 1 2̂ А 2 л2 в2

Бу ерда
— О,  — C iz 0 В,

— D 2 — C2z 0 В 2

Л| — £)| — С ,г 0 

^ 2  - ~ D 2 — C2z 0

Л

А(, ----
Л, в,
Л 2 в2

Л. В,

Л2 S 2

В 1 с.
=  /,

С, л , Л, в,
=  т , =  я

с 2 с 2 л 2 ^2 Я2

Ушбу

б ел гил аш лар  ёрдамида  охирги тенгликлар
х - х ' п  у - у 0 _  Z  — Zf 

т пI (5)

куринишига  келади.  Одатда  (5) тенглама  тугри ч и зи к н и н г  кано ни к  
тенгламаси  дейилади.

Агар (5) тенг ламада

у —У о
-  =  t ( / €/ ?)

деб олсак
x  =  x 0- \ - l t , . 

y = y 0+ m ' t ,  

z = z 0- \-nt

т ен гл ам ал ар  системаси хосил булади.  Уни тугри ч и зи к н и н г  п а р а 
метрик тенгламаси  дейилади,  бунда  t — параметр.

М  и с о л  . Ушбу
( 3 x - \ -2 y - \ - A z  — 11= 0 ,

( 2 х - { - у  — 3 z — 1 =  0

т ен гл ам ал ар  системаси билан ан и к л а н га н  тугри чизикнинг каноник 
тенгламасини топинг.

Авва ло тугри чизикнинг бирор А  (хо, уо, zo) нуктасини топиб 
оламиз.  Бунинг  учун zo =  1 деб  тайинлаб,  берилган системадан уо =  2, 
Xq =  1 эканлигини аник^гаймиз. Д е м ак ,  тугри чизикдаги А  нукта  х0 =  
=  1, уо =  2 , z0= l  ко ордин ата ларга  эга.

Энди
Л , = 3 ,  В,  =  2, С | =  4;

A-j — 2, Вг =  1, Сг = — 3
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«канлигини эътиборга  олиб

01* 01 z —  zq
В, с , с ,  л . А\ а ,

в 2 с2 с2 а 2 А2 В2

тенгликлардан и злан аётг ан  тугри чизикнинг тенгламаси

г — I
—  1

х — 1 
-1 0

=
17

куринишда булишини топамиз.

4- §. Фазода  текислик ва тугри чизикларга оид масалалар

Биз  бу па р а г р а ф д а  фа зо да ги  тугри чизик  ва текисликка  оид баъзи  
бир м асалал ар н и  ка райм из .  Бунда  келтирилган тасд ик ларда н 
айримларинигина  исботлаймиз.

1°. Н у к т а д а н  т е к и с л и к к а ч а  м а с о ф а н и  т о п и ш .  • 
Фа зо да

A x - \ - B y - \ - C z - \ -  D =  0
тенглама билан берилган Т текислик ва бу текисликда  ёт маган  Р (хо*. 
уо, го) нуктани карай лик.  Р  нуктадан Т текисликка  тушириллаи 
перпендикуляр узунлиги бу ну кта да н Т т е к т  ккача  масофани 
билдиради.  Бу масофа куйидаги

\ Axn +  B y ()+ C z 0 +  D\

р = ------- —  (Ь)\  А + В + С Г

формула  билан топилади ( ( 6 ) формулани келтириб чика ри ш мазкур; 
китобнинг 12- бобида нук та дан тугри чи зи к ка ча  булган  масофа 
формуласининг  исботидаги каби мулох,азалар ёрдами да  ам алга  
о ш и р и л а д и ) .

у , гМ и  с о л .  Ушбу Р  (0, 0, 0) ну кта дан -г—Ь -f-H—  =
2 3 4

текисликка- '

ча булган  масофани х,исобланг.
Берилган текислик тенгламасини 6jt-f-4y +  3 z — 12 =  0 куринишда 

ёзиб олиб, (6 ) формула  ёрдами да  топамиз:
_ _  I 6- 0  +  4 - 0  +  3 - 0 — 12( _  12

Р \ I .>11 —t— I I I —f— ч  "\ I J I I

' 12
01 '

V 3 6 + 1 6  +  9 V 61 '

Д е м а к ,  берилган ну кта да н текисликкача булган  масофа  р =

булади.
2°. У ч  н у к т а д а н  у т у в ч и  т е к и с л и к  т е н г л а м а с и .
Биз 12 -б обд а  икки нук та д ан  утувчи тугри чизик  тенгламасй’гШ. 

келтириб ч икардик ва ургандик.  Худди шунга ух ш аш  ф а з о д а  би;р 
тугри чизикка  тегишли бу лмаган

Р\ (х, ,  у , ,  z i ) ,  Р 2 ( х 2, у 2, г г ) ,  Р 3 (х 3, у 3, z 3)
fuel
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нук та лар дан утувчи текислик тенгламасини келтириб чика ри ш 
мумкин. Бу  тенглама

х  —  х ,  у  — у {

куринишда булади.

Z — Z\
х 2— х,  у 2— у „ z 2— z,  — 0 (7)

Х3— Х 1 Уз— У: z — 2
М и  с о л .  Ушбу Р  | (0, 0, 1), Р 2 (О, 2, О), Р 3 (3, О, 0) нук та лардан 

утувчи текислик тенгламасини тузинг.
(7) фо рмул ага  кура  из лана ёт ган  текислик

х — О у  — О z — 1
О — О 2 — 0 0 — 1 = 0
3 — 0 0 — 0 0 — 1 

тенглама билан ифо даланади.  Бу детерминантни хисоблаб топамиз:

2x +  3y +  6z =  6 .
3°. Ф а з о д а  и к к и  н у к т а д а н  у т у в ч и  т у г р и  ч и з и к  

т е н г л а м а с и .
Ф а зо д а  А (х, ,  у\ ,  Zi) ва В  (х2, У2, z 2) н у к та лардан утувчи бирор 

тугри чизик  берилган булсин.  Бу чизикда  ихтиёрий С (х, у, г ) нукта 
оламиз (55- чизма) .  А,  В , С н ук та лар  бир тугри чизикда  ётганлиги 
сабабли уларнинг Оху  текисликдаги проекциялари булган  А' ,  В С '  
ну к тал ар  хам бир тугри чизикда  ётади.  Бундан эса

х -

х г
-X , у  — Ух 
~Х\ У2 у  I

О ёки
У —Ух
У2 У\

муносабатл арга  эга буламиз .  А, В ,  С  нукталар ни нг  Oyz,  Oxz  
координата текисликларидаги  проекциялари учун хам мос равиш да

у — Ух 2  — z ,  x — x t г  — г,

у г  — Ух ~  г 2 — 2, ’ Х2 — Х, z 2 — 2,

тенгликлар  уринлидир.  Хосил 
булган  тенгликларнинг  бир 
вакт да  б аж а ри лиш ин и эът иб ор 
га олиб топамиз:

* — У —У] 2 —2|
У2-У\

Бу ф а з о да  берилган икки н у к та 
д ан утувчи тугри чизик  тенгла
масидир.

4°. Т у г р и  ч и з и к  в а  т е 
к и с л и к н и н г  п а р а л л е л -  
л и к  в а  п е р п е н д и к у л я р -  
л и к  а л о м а т л а р и .

х —*о У-Уо г ~ гоБизга I
т е н г л ам а л а р

т
билан аник- 55- чизма
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л анг ан тугри чизик  х а м да  A x - \ - B y - \ - C z - \ - D  =  0 текислик берилган 
булсин. Бу тугри чизик ва текисликнинг узаро  параллел  булиши учун

А1-\- В т - \ -  Сп =  О

тенгликнинг б аж а р и л и ш и  за рур  ва етарлидир.  Уларнинг  перпендику-
Л В Сля р  булиши учун эса — =  — =  - -  тенгликларнинг б аж а р и л и ш и  з а 

рур ва етарли.
5°. Ф а з о д а  и к к и  т у г р и  ч и з и к н и н г  п а р а л л е л л и к  в а  

п е р п е н д и к у л я р л и к  ш а р т л а р и .
Бизга  ушбу

У —У 2 ( 10)

т ен гл ам ал ар  билан иф од ал анг ан икки тугри чизик берилган булсин. 
Иккита  ком планар  тугри чизикларнинг  у з а р о  па рал лелли к шарти

тенгликларнинг б аж а р и л и ш и д а н ,  перпендикулярлик
12 т2 я.
/ 1 OTj п

шарти эса
h h - \ -  т\т.2 +  п \ п 2 =  0

тенгликнинг б а ж а р и л и ш и д а н  иборатдир.
Икки тугри чизикнинг ком пл ана рли к шарти б аж а р и л с а ,  у холда 

уларнинг  уза р о  пар аллел  булиши ёки бирор Р  (х0, уо, z 0) нуктада  
кесишиши келиб чикади.

Ф а р а з  килайлик,  бу тугри чизиклар  уза р о  параллел  булсин. 
У холда  б у  пар аллел  тугри чизик лар  оркали утувчи текислик 
тенгламаси ушбу

х  — х,  

Х2 — X j
у —УI
У г ~ У \

т.

z  — Z | 

z 2— z,  

п ,

=  0

куринишга  эга булади.  Агар икки тугри чизик  Р ( х 0, уо, Zo) нуктада  
кесишса,  бу тугри чизиклар  оркали утувчи текислик тенгламаси

х  — х 0

/.
12

У ~ У н  
т ,  

т 2

z  — z 0

«I 
П 2

куринишда булади.
6 °. Н у к т а д а н  т у г р и  ч и з и к к а  п е р п е н д и к у л я р  т е 

к и с л и к  у т к а з и ш .

Ф азо д а  Р (х\,  у\ ,  Z\) нукта ва У -У  о тенгликлар
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билан ани кла нга н L  чизик берилган булсин.
Р  нуктадан утувчи L  чизик ка  перпендикуляр булган текислик 

тенгламаси

l ( x — xi)  + т ( у — у\)  + n ( z  —  z \ )  =  0
куринишда булади.

7°. Н у к т а д а н  т у г р и  ч и з и к к а ч а  б у л г а н  м а с о ф а н и  
т о п и ш .

х  —  х п У  —  Уо z  —  z0
Р (Х\, Уи г , )  нуктадан — -— =  — — = — —  ТУРРИ чизикка ча

булган р масофа ушбу
I ЛГ|—х0 у | —у0 I I i/j Уд z i го I I z i го Х 1 *о I

2 I / m I I т и I I / i  / Iр  =  _ _ _ _ _  

формула  ёрдами да  топилади.
М и с о л .  Ушбу Р  (0, 0, 0) нуктадан

х — 1 _ у — 1 г — 1
~  — ~ _  ~~3~

тугри чизик кач а  булган  масофа здсоблансин.
Юкоридаги  тенгликдан

I I  1 I 2 I 1 I I 2 I 1 1 I 2
2 _  I 1 2 I I 2 3 1 I 3 I I  _  12 + 1 2+ 2 2 =  _3

р  —  ]2 +  22 +  32 14 7 ’

яъни р =  д / у  эканлигини топамиз.
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15- Б О Б

ИККИНЧИ ТАРТИБЛИ СИРТЛАР

М азк у р  бобда иккинчи тартибли сиртлардан — сфера,  эллипсоид,  
гиперболоид,  конус, па раб олоид  ва цилиндрни келтирамиз ва 
уларнинг  хоссаларини урганамиз .

1- §. Сфера

Ф азо д а  Д е к а р т  ко ордината лар  системасини олайлик.  Ш у ф азо да  
бирор М  (а, b , с) нукта  берилган булсин. М  (а, Ь, с) нуктадан бир хил 
г  м асофад а  ж о й л аш г а н  нукталарнинг  геометрик урни сфера  
дейилади.  Бунда  М  нукта  сфера  маркази ,  г эса сфера  радиусидир.

Де м ак ,  сферад аги  ихтиёрий Р (х , у, г)  нук та дан унинг марками 
М  (а, Ь, с) гача булган  масофа  хамма вакт  г га тенг. Фа зо да  икки 
нукта орасидаги масофа формуласига  кура

д / (х — а ) 2+  (y  — b ) 2+  (z  — c ) 2= r

булади.  Бу тенгликнинг  хар икки томонини ква дра тг а  кутариб 
топамиз:

(х  — а ) 2+  (у  — b ) 2+  (z  — c ) 2= r 2. ( 1)
Ш ундай килиб,  сфера да ги  ихтиёрий нуктанинг  х, у, z  ко о р д и н а та л а 
рини богловчи тенг ламага  келдик. Бу  те нглама марка зи  (а,  Ь, 
с) нукта ,  радиуси г га тенг булган  сфера  тенгламасидир.  Агар сфера  
марка зи  координата  бошида,  яъни а =  Ь =  с =  0 булса,  у холда  унинг 
тенгламаси

x 2 +  y 2 +  z 2 =  r2 (2 )
куринишга  эга булади.

2- §. Эллипсоид

Биз  мазкур  китобнинг 13- бобида  иккинчи тартибли эгри 
чизикларнинг  каноник т ен глам алари  ва уларнинг  содда хоссаларини 
ургандик.  Ж у м л а д а н  марка зи  координата бошида,  радиуси г га тенг 
булган  айлана ни Оу уки буйлаб  сикиш н ати ж ас и д а  эллипс  ва унинг 
тенгламасини хосил килиш мумкинлигини курдик.  Ушбу п а р а г р а ф д а  
биз шу усул билан эллипсоид тушунчасини киритиш ва унинг 
тенгламасини келтириб чикар иш  билан шугулланамиз .

Сферани у з а р о  перпендикуляр учта йуналиш буйича  текис
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д еф орм аци ял аш  (чузиш ёки сикиш)  на тиж ас и да  хосил булган  сирт 
эллипсоид  дейилади.

Бизга ушбу
х 2- \-у2-\-z 2 =  г2 (3)

тенглама билан ани кла нга н сфера  берилган булсин. Ф а р а з  килайлик 
юкорида кайд этилган деф ормаци я Ох, Оу, Oz  уклари бу йлаб мос 
равишда k \,  k 2, k 3 (*<->0 , i =  1, 2 , 3) коэ ффициентларга  эга булсин 
(Ох, Оу, Oz  уклар и буйлаб мос рав иш да  k \,  &2,- k 3 марта  чузиш ёки 
сикиш ам алга  оширилсин).  Бу д еф ор м аци я  н ати ж ас и да  эллипсоид 
Хосил булиб,  сферанинг  М  (х, у ,г )  нуктаси эллипсоиддаги М ' (х, у, г)  
нуктага утади.  Агар нуктанинг  д еф о р м а ц и ял а ш д а н  кейинги янги 
координаталарини (X ,Y ,Z ) билан белгиласак ,  Х =  k \x ,  Y = k 2y, Z =  /j3z

X Y Z
иф одалар га  эга буламиз.  Бу тенгликла рдан д с = — , у = — , z  =  ~  

булиб,  уларни (3) тенгл амага  куйсак,

ЬХ' X2 . Y2 . Z2 2
- T F + - ^  +  T Т = г

тенгл амага  эга буламиз.  Агар a =  k\r , b =  k^r, c =  k 3r б ел гил аш лар  
киритсак,  ушбу

9 2 2
___ 1

а2 + Ь 2 ^  с 2 ' (4)

тенглама хосил булади.  (4) тенглама элли п со и д н и нг  каноник  
тенгламаси  дейилади.  а, Ь, с сонлар  эллипсоиднинг  ярим  у к л а р и  деб 
ат ал ади ( 5 6 - чизма) .

'Ш ш 
влф I
'! rill 

ЭН/

Э л л и п с о и д н и н г  х о с с а л а р и

л:2
Ф а р а з  килайлик Д е к а р т  координаталари системасида — +
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U Z  ^
+  - у Н — j =  1 тенглама билан ан и кла нг ан  эллипсоид берилган 

Ь с
булсин.

1°. Эллипсоид координата  укл ариг а  нисбатан симметрикдир.
2°. Эллипсоид координата  укларини:  Ох укини (а, 0, 0 ) ,  ( — а,  0,

0 ) ну кта ларда ,  Оу укини (0 , b , 0 ),  (0 , — b , 0 ) ну кта ларда ,  0 2 укини
эса (0 , 0 , с ) ,  (0 , 0 , — с) нуктала рни  кесади.

3°. Эллипсоиднинг  {z =  h\ текислик билан кесишмаси эллипс булиб,
х2 2 h2унинг тенгламаси - -  -|- -~ =  1 ----- — куринишга  эга булади.
а Ь с

3-§ .  Параболоид
Охг текисликда  ушбу

х 2 =  2pz, у =  0 (5)

тенглама билан берилган параболани карайлик.  Бу пар аболани 
O z уки атрофида  айл анти ри шд ан хосил булган сирт параболоид  
( айла нма  параболоид)  дейилади.

Энди параб олоид  тенгламасини келтириб чика ри ш билан шугул- 
ла н а м и з  П а рабо лои дд а  ихтиёрий М  (х0, у  о, z0) нукта  олиб, бу 
ну кта да н Ог ук к а  перпендикуляр z  =  zo текислик утказамиз .  Бу 
текислик (5) тенглама билан берилган параболоидни N (x° ,  0°, z°) 
нуктада  к есад и * (57- чизма) .

М  ва N  нук таларнинг  бир горизонтал текисликда  ётганини 
эътиборга  олсак C N  =  CM  эканлигини,  яъни уларнинг  битта ай лана  
радиуси булишини топамиз.  Д ем ак,

* o = y 4 + * / o  (6 )

муносабат  уринлидир.  Бу  тенгликни (5) тенгл амага  куйсак,  
х 20-\- y 20— 2 p z 0 булади.  Д ем ак ,  пара  бол оиддаги ихтиёрий нуктанинг  
координаталарини богловчи

x 2 +  y 2 =  2pz  (7)
тенгламага  келамиз.  Одатда  (7) тенглама а й лан м а  параболоиднин г  
каноник тенгламаси  дейилади.

Биз юкорида баъзи  бир геометрик ш ак лларн инг  хусусиятларига 
к а р а б  уларнинг  тенгл амаларини келтириб ч икард ик ва асосий 
хоссаларини ургандик.

Энди геометрик ш ак лларн и уларнинг тенг ламалари оркали 
таъ ри ф ла б ,  айрим хоссаларини келтирамиз.

2 2

Ушбу 2z  =  ~-\~-^-w  те нглама билан ани кл анг ан сирт эллиптик
а Ь

параболоид  дейилади.
2 2

Г иперб олик  параболоид  деб, 2z  — ^ - \ - - ~  те нглама билан аник-
а ь

ланга н сиртга айтилади.
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1°. Ушбу х 2 - \ -у2 =  2pz  тенглама билан берилган айланм а
пар аболоид 0 2 укига  нисбатан симметрикдир.

2 2

2 °. 2z =  —— f- — тенглама билан берилган эллиптик параболоидни
а2 Ь2

\z =  h > 0 )  текислик билан кесиш на т и ж ас и да  ушбу

П а р а  б о л о и д н и н г  х о с с а л а р и

эллипс хосил булади.
2 2

3°. 2z  =  —--------Л г  тенглама билан берилган гиперболик парабо-
а2 Ь2

х2 Ц2лоидни {z =  h\ текислик ёрдами да  кесилса,  кесимда - у -------,  = 2  h
а Ь~

гипербола  хосил булади.

4-§ .  Гиперболоидлар

Ушбу

/  , / ___ j
а 2 b2 с2

тенглама билан ани кл анг ан сирт бир п а л л а л и  ги перболоид  дейилади.
Бу ерда  а, Ь , с гиперболоиднинг ярим укларидир.

Ушбу

, j i ___ 2^ _  i
а2 + Ь 2 с 2

тенглама билан ан и кла нг ан  сирт икки  п а л л а л и  ги перболоид  деб 
аталади.

Г и п е р б о л о и д н и н г  х о с с а л а р и
2 2 2

1°. Ушбу —— -----— 1 тенглама билан берилган бир
■а2 Ь2 с2

2 2 ^2
паллали гиперболоидни 2 =  h текислиги ~  -f- +  1 эллипс

а  b с

буйлаб  кесади. Ж у м л а д а н ,  Л =  0 га энг кичик эллипс мос келиб, 
\h\ усиши билан унга мос эллипс  хам к атталаш и б  боради ( 5 8 - ч и з
ма) .

,2  з -
2°. Ушбу —2--------   =  1 гиперболани Охг текисликда  Ог уки атро-

„2 ..2 г 2
фида айл ант ир и шд ан ~  +  -------------  =  1 гиперболоид хосил була-

а Ь*
ди.
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I

x2 и2 z23°. Ушбу - т  +  \  -  —2 =  1
a2 b2 с 2

тенглама билан берилган бир 
палл али гиперболоидни у = \ 1 г \ Ф  
Ф Ь  текислик билан кесиш на т и 
жа си д а  гипербола хосил булади. 

у = \ Н \ = Ь  булган  холда  ке-
х  , г  г, х  гсимда  — — = 0  ва — ------=  0а с а с

тугри чизи к лар  хосил булади.
Худди шунга ух ш аш  \h\ — а  булса,

У I 2 п У г пкесимда ~- 4— = 0 , -f------- =  0b e b e
тугри чизиклар  хосил булади.

4°. Бир пал лал и гиперболо- 
иднинг хар  бир нук тасидан иккита 
тугри чизик  утади.  58- чизма

Одатда  бу тугри чизи к лар  гиперболоиднинг я с о вч и ла р и  дейилади 
( 5 9 - ч и з м а ) .

59- чизма , 60- чизма

5°. Икки палл али гиперболоидни z  — h текислик билан кесиш 
на тиж ас и да  кесимда

эллипс хосил булади  ( 6 0 - чизма) .  Агар \ h \ < c  булса ,  ка р а л а ё т га н  
сирт \z —  h) текислик билан кесишмайди.
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Ушбу
5- §. Конус

X2 , у2 
а 2 ^ Ь 2

О

тенглама билан ан и кла нг ан  сирт к о н у с  деб аталади.

Х о с с а л а р и

1°. Агар Р (х0, уо, 20) нукта  конусга тегишли булса,  у холда  шу 
нуктадан утувчи

х  =  х 01, y  =  yot, z  —  zot,  ( t £ R )

тугри чизик  хам конусга тегишли булад и ( 6 1 - чизм а) .
Одатда  бу чизик лар  конус я с о в ч и л а р и  дейилади.
2°. Агар конусни z  —  h текислик билан кессак,  кесимда

2 2 , 2  

+  -У— =  —т эллипс хосил булади.  
а~ Ь с

3°. Конусни \x — h\ ёки \y =  h) текисликлар  билан ке^иш ёрдамида  
кесимда гиперб олалар  хосил булади.

6-§ .  Иккинчи тартибли сиртларнинг умумий тенгламаси

Биз аввалги  п а р а г р а ф л а р д а  иккинчи тартибли сиртларнинг  
каноник те нг лам алари ва хоссаларини ургандик.  Агар бу тенглама- 
л а р г а  эътибор берсак,  уларнинг

A x 2 - \ - B y 2 +  C z 2 +  2 D x z  +  2 E y z  +  2 F x y  +  p x  +  q y  +  rz-\-E  =  0  (8)

куринишдаги тенгламанинг  хусусий холлари эканлигини курамиз.  
и (,8 ). тенглама и к к и н ч и  тартибли си р т ла р н и н г  у м у м и й  т енглам аси  

дейилади.
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г
Агар (8 ) тенгл амани нг  чап томони F (х, у, z)  оркали белгиланса ,

у холда  уни

куринишда ёзиш мумкин.
Д ем ак ,  умуман айт ганда  иккинчи тартибли сиртлар  F (х, у , 

z)  = 0  иккинчи д а р а ж а л и  алгебр аик  тенглама билан аникланади.  
Худди текисликдаги каби,  бу ерда  хам (8 ) тенгламани каноник 
куринишга  келтириш масаласини хал этиш мумкин.

Агар 2 - тартибли сирт тенгламаси F (х, у, г )  = 0  да  узгарувчи-  
л а р да н  бирортаси иштирок этмаса ,  бундай сирт цилиндрик сиртни 
ифодалайди.  М а с а л ан ,  цилиндрик сирт F (х , у)  =  0 тенглама билан 
берилган булсин. Уни геометрик т асв и рл аш  учун F (х, у) =  0 чизик 
графиги чизилиб,  унинг хар  бир нуктасида  0 2 укига перпендикуляр 
ч изик  утказилади.  F (х, у )  =  0 тенглама куринишига  к а р а б  иккинчи 
тартибли цилиндрлар  куйидаги турларга  булинади:

F (х, у , г )  = 0 (9)

Z

€3- чизма

х

1°. Ушбу

а
х
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тенглама билан аникла нга н 
(62- чизма) .

2°. Ушбу

тенглама билан ани кла нга н 
(63- чизма) .

3°. Ушбу
у 2 =  2рх

тенглама билан ифодал анг ан 
сирт эса п араболик  цилин др  
дейилади ( 6 4 - чизма) .

64- чизма

сирт эллиптик ц и ли н д р  дейилади

сирт гиперболик  ц и ли н д р  дейилади

Z
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16- Б О Б

ВЕКТОРЛАР

Матем ат ика ,  механика ва физиканинг катор  булимларида  
кесмаларнинг  бирор йуналишини тайин лаб к а р а ш  анча  кулай-  
ликларга  олиб келади.

Одатда  йуналтирилган кесма вектор дейилади ва А В  ёки а, В 
каби белгиланади.  65- чизма  йуналтирилган А В  кесманинг А  нук- 
т а с и унинг б ош лангич  ну^таси, В  эса охирги нуцтаси дейилади.  
А В  кесманинг  узунлиги векторнинг у з у н л и г и  дейилиб,  \А В \  каби 
белгиланади.

Бош лангич ва охирги нукталари устма-уст тушган вектор ноль  
вектор дейилади ва б  ёки 0 каби белгиланади.

Битта тугри чизикда  ёки паралл ел  ч из икларда  ётган а  ва 
В векторлар ко л ли н еа р  векторлар  дейилади.  Шуни т а ък ид лаш  
лозимки,  коллинеар векторлар бир хил йуналишга  эга булиши шарт  
эмас.

66- чизма

Бир хил^йунадишга  эга булиб,  узунликлари тенг булган  иккита 
коллинеар а ва В векторлар тенг векторлар  дейилади ва а =  В< каби 
белгиланади.

66- чизмада  а =  Ь, а ф с , с ф Ь  эканини куриш кийин эмас.
Ушбу бобда ф азо да  векторлар  ва уларнинг хоссалари урганилади.  

АслиДа текисликда  хам вектор тушунчаси киритилиб,  уларнинг  
хоссаларини урганиш мумкин. К,уйида келтириладиган барча  
тасдик,лар текисликда  хам уринлидир..

А

а / /
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1-§. Векторлар фазоси.  
Векторлар устида арифметик амаллар

Агар а векторнинг бошлангич нуктаси коор дина тал ар  боши билан 
устма-уст тушган булса,  унинг охирги нуктаси ф азо да  бирор 
М  нуктани аниклайди. Ва  аксинча,  ф азо даг и  хар ка н да й М  нуктага 
ОМ  вектор мос келади. Д ем ак,  бундай векторлар туплами билан уч 
улчовли фазода ги  М  (х , у, z)  ну к тал ар  уртасида  у з а р о  бир к,ийматли 
мослик уринли булиб,  бу уч улчовли R 3 ф азо га  векторлар фазоси  хам 
дейилади.  Шундай килиб,  а  вектор узининг коо рдинаталари (х, у, 
z)  билан ани кл ана ди ва а =  (х, у, z ) каби белгиланади.

Векторлар фазосида  а =  (х, у, г ) ,  Ь =  (х ', у ' ,  г ’ ) векторлар  ва а  
скаля р  сон берилган булсин.  Куйидаги { х - \ - х \  у  +  у ',  z  +  z ' )  вектор 
а  ва Ь векторларнинг йигиндиси  дейилади ва а-\-Ь  каби белгиланади.  
Дем ак,

а  ва Ь векторларнинг айирмаси  деб, (х  — x ' , y  — y ' , z  — z ' )  векторга 
айтилади ва а — b каби белгиланади.  Д е м а к

а — Ь = ( х  — х ',  у  — у ',  z — z ' ) .
а векторнинг а  сонга купайтмаси ушбу (а х ,  а  у, а  г) вектор билан 

аниклана ди ,  яъни

Векторлар  устида киритилган а м а л л а р г а  нисбатан куйидаги х оссалар  
уринли:

1°. а-\-Ь  =  Ь -\-а  (коммутативлик хоссаси) .
2°. а (Ь +  с) =  (а-\-Ь)  ( ассоциативлик хоссаси) .
3°. а  +  0 =  а.
4°. Хар  кан дай  а  вектор учун шундай Ь вектор м а в ж у д  булиб, 

a - f f t  =  0 булади.

12— 513 • 177

а +  Ь = ( х  +  х', у  +  у', z +  z')-

67- чизма 68- чизма

а  - а =  (а х ,  а  у, a  z ) .
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Ь вектор а  га тескари вектор дейилади ва — а  каби белгиланади.
5°. a (a - \~ b )  = a a - \ - a b ,

( а  +  Р ) а  =  а а  + Р а  (дистрибутивлик хоссаси) .
6 °. а ( р - а )  = а | З а .
Бу  хоссаларнинг исботи бевосита т а ъ р и ф да н  келиб чикади.  Энди 

векторлар  йигиндиси, айирмаси ва а  сонга купайтмасининг геометрик 
маъносини карайлик.  Бизга  а =  (*, у , г) ва Ь — (х', у ',  z ' )  векторлар 
берилган булсин.

а векторнинг охирги нуктасига Ь векторнинг бошлангич 
нуктасини пар аллел  кучириб куяйлик.  Унда Ь векторнинг ох,ирги 
нуктаси бирор С нуктани аниклайди. ( 6 7 - чизма) .  Х,осил булган 
ОС  вектор а  ва b нинг йигиндисини ифодалайди,  яъни О С =  (х - \ - х ' ,

У + У ',  z - f г ' ) .
а — Ь векторни геометрик тасви рл аш  учун а  — о =  а + (  — Ь) 

тенгликдан ф ойд ал ана м и з  (68 - чизма) .

а - а  векторни тасв и рлаш  учун а > 0  ва а < 0  булган холларни 
алохида  караймиз .

а > 0  булганда  а  -а  векторнинг йуналиши а  вектор йуналиши 
билан бир хил булиб,  унинг узунлиги \а а \  = а \ а \  га тенгдир.

Агар а  >  1 булса,  а вектор а  марта  чузилади,  а  <  1 булса,  а  марта  
кискаради.  Агар а < 0  булса,  а а  нинг узунлиги \а,а\ =  \а \  • \а\ булиб,  
унинг йуналиши а га тескари булади ( 6 9 - чизма) .

2-§ .  Векторнинг проекцияси, йуналтирувчи косинуслар

Фа зод а  а =  А В  вектор ва йуналтирилган / тугри чизик  берилган
булсин ( 7 0 - чизма) .

а  векторнинг бошлангич нуктаси ва охирги нуктасидан I га 
перпендикуляр туширамиз.  Бу перпердикулярнинг  I чизикдан 
а ж р а т г а н  кесмасини А \В \  оркали белгилайлик.  А \В \  кесманинг 
узунлиги а  векторнинг / чизикдаги проекцияси дейилади ва

п р , а  =  п р , Л £
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каби белгиланади.  Агар А \В ^  векторнинг  йуналиши I нинг йуналиши 
билан бир хил булса,  п р , А В  А \В \  нинг узунлигига тенг: пр А В  =

=  |Л |В[ |  акс холда эса пр/ ЛВ =  — \А , В , | , булади. Масалан,  7 0 - чиз
мада  пр а  мусбат ишорали,  пр b эса манфий ишорали булади.  
Р авшан ки ,  а векторнинг I у к к а  проекцияси с ка ляр  микдор 
булиб, бу микдор а нинг /?* фа зо да ги  холатига  богли к эмас.  Агар 
а векторнинг бошлангич нуктаси I тугри чизик устига кучирилса,  
а  вектор билан / тугри чизик орасида  а  бурчак  хосил булиб,  бу а  
бурчак а векторнинг I тугри чизик ка  нисбатан огиш  бурчаги  
дейилади.

а векторнинг огиш бурчаги ва / ук к а  проекцияси орасидаги 
куйидаги муносабатнинг уринлилигини куриш кийин эмас:

п р , а =  | а | cos а  . ( 1)

Агар а ,  (3, у  л а р  мос равиш да  а =  (х , у, z ) векторнинг Ох, Оу, Ог 
ук ларга  нисбатан огиш бу рчаклари булса ,  у холда

х =  | а  | с os а ,  у =  | a | c o s  р, z  =  | a | c o s  у
тенгликлар  уринлидир.

Одатда ,  cos a ,  cos р, cos у  л а р  а  векторнинг  йуналт ирувчи  
к осинуслари  дейилади.

/ = ( cos a ,  cos р, c o s y )  векторнинг узунлиги бирга  тенг булиб 
(бирлик вектор) ,  унинг йуналиши а  нинг йуналиши билан устма-уст 
тушади.

3 -§ .  Векторларнинг скаляр купайтмаси

Бизга  а =  (х, у , z ) ва 6 =  (х ',  у ',  z ' )  векторлар  берилган булсин.
Ушбу

х х '  +  у  у '  +  z z '

сон а ва Ь векторларнинг ск а л яр  купайтмаси  дейилади ва ab  ёки (а, Ь) 
каби белгиланади.  Д ем ак ,

ab =  х х '  -f- у  у '  +  z z ’.

М и с о л .  Ушбу а =  (0, 1, 2 ),  Ь =  (3, 0, 5) векторларнинг скаляр  
купайтмасини топинг.

Ю кор идаги  х х '  +  у у '  +  z z '  =  ab фо рмул ага  биноан afe =  0 - 3 - f l  X  
Х 0  +  2 - 5 = 1 0  булади.  Дем ак,  a b =  10.

С к а л я р  к у п а й т м а н и н г  х о с с а л а р и

1°. ab =  Ьа.
2°. a  (ab) =  ( a a )  b.
3°. a ( b - \ - c )  = a b - \ - a c .
4°. ab =  | a | n p a6 .

179

www.Orbita.Uz kutubxonasi

http://www.Orbita.Uz


1° — 3°- хоссаларнинг исботи бевосита таърифдан келиб чикади.ч! 
4 °- хоссани исботлаш учун b векторни учта вектор йигиндиси 

куринишида ифодалаймиз:  Ь =  (х', у ',  z ' )  —  (х', 0 , 0 ) +  (0 , у',  0 ) +  (0 , 
0, z ' )  = b ]+ b 2 +  b 3. Унда пр ц6 =  п ра6 , +  пр и6 2+ п р а6 3
( | а | п р (/ > =  | а |  прыЬ |  а |  п раЬ2+  | а |  np u6 3) булиб,

п р аЬ \ — х 'с  os а  , 
п р аЬ2 =  у'соъ $ , 
n p ab 3= z ' c o s y

тенгликларга  эга буламиз.  Бу ерда  cos a,  cos (3, cos у  л ар  а векторнинг 
йуналтирувчи косинусларидир.  Энди

x = | a | c o s a ,  y = | a | c o s | 3 ,  z = | a | c o s y
тенгликларни эътиборга олиб топамиз:

| а  | n p ab =  х х '  +  у у '  +  г г '  =  ab.
5°. ab — | а | • | b \ =  cos а'Ъ.
Бу тенгликни исботлаш учун 4° — хоссадан фойдала нам из :  ab 

b =  \ a \ n p ub. ( 1) фо рму лага  кура n p ab =  \ b | cos а  булиб,  бундан эса
ab =  | а \ • | b | cos ab эканлиги келиб чикади.  -

6 °. а - а =  \ а \ 2.
7°. а  вектор b векторга перпендикуляр булиши учун ab =  

=  0 тенгликнинг баж а р и л и ш и  зарур  ва етарлидир.

,н и А
4-§ .  Векторларнинг вектор ва аралаш купайтмалари

Бизга  а =  (х, у, z ) ва Ь — (х', у ' ,  z ' )  векторлар берилган булсин. 
Ушбу 1

У 2 2 X x у
\ :d

у' z' ’ 2' ’ X' у ' )  JBM

вектор а ва b нинг вектор купайтмаси  дейилади ва [ab] >«абй 
белгиланади.  Дем ак,

[ab] (
У z Z X * У \
У' z ' ’ z '  x '

5 x '  y ' )
=  ( y z '  — z y ' , z x '  — x z ' , x y '  — y x ' ) .  

В е к т о р  к у п а й т м а н и н г  х о с с а л а р и  

1°. \a b ] =  — \ba\

2°. [ ( la )  ^  — ^[аЬ], [a(Xb)] =  l[ab], M zR  

3°.  [a(b +  c)] =  [ab\ +  [ac\, ■

[(a +  b ) c \= [ a c \  +  [bc\.

.1
HI !  О T

lltl

I'iVT \
( Г/т A

riA
qoqwi)
.irnqv/f

- Ш  —
М Ь ф О Г .
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Бу хоссаларнинг исботи вектор купайт ма  т а ъ р и ф и д ан  бевосита  келиб 
чикади.

[ab] =  0 булиши учун а  ва b нинг коллинеар  булиши за  р ва 
етарлидир.

а  ва b векторлар берилган булсин.  а ва Ь нинг вектор купайтмаси 
[iab] нинг киймати 7 1 - чизмада  т асв и рл ан ган па ра ллело грамм юзи
S  =  | а\ | b | sin ф га тенг.

Бизга учта а, Ь ва с векторлар  берилган булсин.  Ушбу \ab]c ифода
а, Ь, с векторларнинг а р а л а ш  купайтмаси  дейилади ва abc  каби 
белгиланади.

М и с о л .  Ушбу а =  ( 1, 3, 0 ), b =  (2 , 0 , 1), с =  (0 , 1, 2 ) ве к то р л ар 
нинг а р а л а ш  куп айтмаларини топинг.

И ] =  ( 3 - 1 — 0-0 ,  0 - 2 — 1-1,  1-0 — 3 - 2 )  =  (3, - 1 ,  - 6 ). 
a b c =  (3, - 1 ,  - 6 ) ( 0 ,  1, 2 ) = = 3 - 0 — 1 -1 — 6 - 2  =  — 13.

5- §. Векторлар назариясининг баъзи татбиклари

Биз мазкур  бобнинг бош ланишида  векторларнинг катор  маса-  
л а лар н и хал этишда анча  ку лайл и кл арг а  сшиб келишини таъкидл а-  
ган эдик. М азк у р  п а р а г р а ф д а  ана  шу м а с а л а л а р д а н  баъ зи  бирларини 
келтирамиз.

1. Ф а з о д а  н у к т а д а н  т у г р и  ч и з и к к а ч а  м а с о ф а н и  
т о п и ш .

х  — х0 У — У о г ~ г о
Бизга  ушбу — -—  =  — —— =  — - —  тенгликлар  билан бери, ан

L  тугри чизик  ва М ( х \ ,  у \ ,  Z \ )  нукта берилган булсин. М  нуктадан 
L  тугри ч из ик ка ч а  булган  ма софа р (М, L)  ни топиш масаласини 
карайлик^

Агар о = ( / ,  т ,  п)  векторнинг бошлангич нуктасини L  да  ётувчи 
бирор М о нуктага  куйсак,  унинг N 0 учи L да  ётади.  Бундан 
куринадики,  и злан аётг ан  р( М ,  L ) масофа  о =  (/, т, п) ва Ж и~М =

=  (лг| — л:0, у \ — уо, Z \— Zo) векторлар оркали курилган п а р а л л е 
лограмм бал андлиг идан (72- чизма) иборатДир.
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а ва АШо векторларнинг  вектор купайтмасини карайлик.  

Маълумки,  | [а Д Ш 0] I микдор чизмада тасвирланган п а р а л л е 
лограмм юзига тенг. Иккинчи томондан параллелограммнинг  юзи 
асос узунлиги | а |  ва баландлиги р нинг купайтмасига  тенглигини 
эътиборга  олсак,  \ а \ - р =  | [ ( а - А Ш 0] |муносабат  уринли булади.  Бун-
Дан эса

V
У \ —У о  г \ — г о I I zi го х \ *о I 2 + | *i х о У 1 У о

т I т

V + >п2 + п
формула  келиб чикади.

2 . Ф а з о д а  и к к и  т у г р и  ч и з и к  о р а с и д а г и  б у р ч а к .
х  —  х, Ч —  У\ г — г ,  х —  х2 У ~ У 2 г — г 2

Бизга  — 7--l = - ---- L= -------   хамда  — — тенг-
/1 Ш | П| /2 2 2

лик ла р  билан иф одаланга н L\ ва L2 чизик лар  берилган булсин.
Берилган L ч из икка  параллел  ёки унда  ётувчи а вектор ( \ а \ ф  

Ф 0 )  L  чизикнинг  йуналт ирувчи вектори дейилади.
X — Хп у —уп 2 — 20 „

(/, т. п ) вектор L: —- —= — — — тугри чизикнинг  иунал-

тирувчи векторидир.  L, ва Z.2 чизиклар  орасидаги б ур чаклардан бири 
булган ф бу чизикларнинг  йуналтирувчи а\ =  (/1 , т.\, п\ ) ,  а2=  (/2, т 2, 
п 2) векторлари орасидаги бурчакка тенгдир.  Иккинчи бурчак  эса 
1 8 0 ° ~ ф  га тенглиги равшан.

С к ал я р  купайтманинг  5°- хоссасидан фойд аланиб топамиз:
/|/2 +  т | т 2 +  п,п2 

COS ф. =  — ■ ■ ■ — —  —  .
V % +  mi +  V  /2 +  т 2 +  п2

Бу формула  ф азо да  икки тугри чизик орасидаги бурчакни топиш 
формуласидир.

3. Ф а з о д а  н у к т а д а н  т е к и с л и к к а ч а  б у л г а н  м а с о ф а .
Ф а р а з  килайлик,  ф азо да  М  (х\, у\, zi)  нукта  ва Т: А х- \-  B y - \ -C z - \ -  

+  D =  0 текислик берилган булсин ( 7 3 - чизма) .
Ав вало  координатал ар  боши О нуктадан текисликкача  булган 

масофани топайлик.  Бунинг учун О нуктадан Т текисликка 
перпендикуляр р векторни караймиз .  р  векторнинг Т текислик билан 
кесишган нуктаси координаталарини (x2, t /2, z2) оркали белгилаймиз.

Рав ш ан ки ,  р = р - п о ,  бунда  По бирлик вектор. (х2, у2, z 2) € Т  
эканлигини эътиборга  олиб топамиз:

А х 2 В у 2 -(“ C z2 0  =  0 . .
A x  +  B y  +  C z +  D  =  0.

А  (х — х 2) - \ - В ( у  — у 2) + C ( z  — z 2) = 0 .  (1.)
(1) тенглама а =  (А, В , С) ,  Ь =  (х  — х 2, у  — У2, z  — z 2) векторлар 

оркали
ab  =  0 (2 )
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скаля р  купайтма шаклида  езилиши равшандир.
Ихтиёрий L (х, у, z )  £ Т  учун b векторнинг бошлангич нуктаси 

N  да,  охирги нуктаси L да  булишини эътиборга  олсак,  (2) ифодад ан 
аА _Т  эканлиги келиб чикади.

Дем ак,  а _ в а  п векторлар коллинеар  булиб,  п =  Ха тенглик 
уринлидир.  ON  вектор х,ам п га коллинеар  булганлигидан CTN =  
=  (ха тенглик уринли булади.

Энди N  нукта  Т текисликда  ётишини эът иборга  олиб топамиз

__]х нуктадан Т текисликкача  булган  р масофани топиш учун
ОМ  векторни п га проекциясини караймиз .  Р авш ан ки ,  J j p  —  Q p
— ON  булиб, np„NP =  пр„ ОМ  — пр ,-ON

тенглик уринлидир.

А х 2 ~\~Ву2-\- Cz<i - |-D =  О,
А • [л,А —|— / ? - (х fi +  C- fi С +  D =  0.

Охирги тенгламадан:
D D

Л2 +  В 2 +  С2

Д ем ак,

\O N  =  I (х| | а |

Z

I
73- чизма 74- чизма

ОМ)  . Ах,  +  By,  -h Cz,

- Sign Х - ^  =  — s ign X-
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Ш у н д а й  к и л и б ,

ТГ п  A x l + B y l + C z ] + D
HP ,,Np  = ------ г  -- -----  (3)

У л 2+ в 2+ с 2

формула  хосил булди.

4. И к к и  т е к и с л и к н и н г  п а р а л л е л л и к  в а 
п е р п е н д и к у л я р л и к а л о м а т л а р и .

Фа зо да  иккита

Т 1: А \ Х В 1 у -{- C i z -f-D \ =  О,

Т2. А 2х  +  В 2у  +  C2z  +  D 2 =  0

текисликлар берилган булсин. Биз юкорида щ =  ( Л ь В\, С\)  ва а 2 =  
=  (Лг, В 2, С2) векторларнинг Т\ ъа Т2 текисликларга  перпендикуляр 
эканлигини курдик.  Бундан а { ва а2 векторларнинг перпендикулярлик 
ва параллеллик ал оматл ар и Т\ ва Т2 текисликларнинг  хам мос 
равишда пар аллелли к ва перпендикулярлик аломатл ари булишини 
куфамиз.  Д ем ак ,  Т\ ва Т2 текисликлар  пар аллел  булиши учун 
\ а ь а 2] =  0 шартнинг,  перпендикуляр  булиши учун эса ( а ь а 2 ) =
=  0 £партнинг баж ар и л и ш и  зарур  ва етарлидир.  Бу  шартл ар  
л, с,

- г -  =  =  —  =  0 хамда  Л H 2 +  f i iB 2- f C i C 2 =  0 куринишда ифо-Л г о2 С2
дал ан иши равшандир.

5 . Т у г р и  ч и з и к  в а  т е к и с л и к н и н г  п а р а л л е л л и к  
в а  п е р п е н д и к у л я р л и к  а л о м а т л а р и .

Ф а р а з  килайлик,  фазо да  ушбу
Х ~ Х д  у  — У д  Z —  Zg

I  m  п

тенглама билан аникла нга н L тугри чизик хамда

(4)

A x - \ - B y - \ - C z - \ - D  =  0 (5)
тенглама билан ифод аланга н Т текислик берилган булсин. Маълумки,  
(5) тенглик а =  (/, ш, п) вектор билан (х — х 0, у  — уц, z  — z 0) 
векторнинг коллинеарлик шартини ифодалайди. JleMaK, а =  (/, т ,  
п ) вектор L  учун йуналтирувчи вектор булиб, а нинг бошлангич 
нуктасида ётса,  бу вектор тулик  L да  ётади (74- чизма) .

L тугри чизикнинг Т текисликка  пар аллелли к ва перпендику
лярли к шартлари а =  (I, т, п)  ва 6 =  (Л, В, С) векторларнинг 
параллеллик ва перпендикулярлик ш артлариг а  эквивалентдир.

Д ем ак,  А1 +  В т - \ -С п  =  0 тенглама L  тугри чизикнинг  Т те-
А  В  Скисликка параллелли к шартини,  — = — ■=—  эса перпендикулярлик 

шартини ифодалайди.

184



6 . Ф а з о д а  и к к и  т у г р и  ч и з и к н и н г  п а р а л л е л л и к  
в а  п е р п е н д и к у л  я р л  и к а л о м а т л а р и .

i J ■ у
х —  х, у — у , Z —г, Х —  Х2 у —  у2 г —  г2

Бизга  ушбу — ;— = ----------------------- = -ва — г~~ = ---------------------- = ---- тенг-
11 т , п | /9 т ч п.,

л а м а л а р  билан ани кланган L\ ва L 2 тугри чизик лар  берилган булсин. 
Бу тугри чизикларнинг  параллеллик ва перпендикулярлик шартлари 

уларнинг й [  =  ( / 1 , гп\, П \)  ва <22 =  ( / 2 , m 2 , « 2 ) йуналтирувчи векторлари 
оркали ифодаланади.  Шундай килиб, бу икки тугри чизикнинг узаро  
параллеллик ва перпендикулярлик шартлари мос равишда:

/1 т ( П| '
ва / l/ 2- h m lm 2+ r t , n 2= 0  .

а = : ..V) 2 2 п 2

Ч н Щ',:
А  N В ;;

эо м ; 

н у р  Y

q  Si v-Л'Г; '

-офн i

i t )

( с )

, N/' Муг,с? 
{()S —  S

rm ,f\) -  
j'ir'iOBi :

y>i иди') 
'iHHisqsr 

..01-
■It Г T  'I

йнг-qRRy
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МАТЕМАТИК А Н А Л И З

17- Б О Б

НАТУРАЛ А Р Г У М Е Н Т Л И  Ф У Н К Ц И Я  Л И М И Т И

Функция лимити математик анализнинг  мухим тушунчал аридан 
бири. Д а с т а в в а л  содда холни, натурал аргументли функциялар  
(сонлар  кетма-кетлиги)нинг  лимитини караймиз .

1-§.  Сонлар кетма-кетлиги тушунчаси

Биз мазкур  китобнинг 2 - бобида функция тушунчаси билан 
таниш ган эдик. Энди, хусусий холда,  ани кл ан иш  сохаси натурал 
сонлар  туплами N =  {1, 2 , 3 , ...} дан  иборат  булган функцияларни 
(натурал аргументли функция ларни)  караймиз .

Айтайлик,  УУ тупла мда  бирор f ( n )  функция берилган булсин. Бу 
функция кийматларини х п билан белгилаймиз:

f ( f l ) = X n
( / ( 1 ) = Х | ,  f ( 2 ) = x 2, f (3) = Х з ,  . . . ,  f ( r i ) = X n , ...).

К ар а л а ёт г а н  функция ки йма тла ри дан  ташк ил топган ушбу

Х\ ,  х 2, х 3, ..., х п, ...

туплам сонлар кетма-кетлиги дейилади.
М асалан ,

9 JL A. п+ 1
’ 2 ’ 3 ’ ' ‘ ’ п ’ ' ' '

сонлар кетма-кетлиги

д „ ) = Л ± !  (П=  1, 2 , 3, ... )
' п

функциянинг  ки йма тла ри дан  ташкил топгандир.
( 1) кетма-кетликни та шк ил  этган х п ( п =  1, 2 , 3 ...) сонлар  унинг 

цад ла р и  дейилади:  х\ кетма-кетликнинг  биринчи хади, х 2 — кетма- 
кетликнинг иккинчи хади ва хоказо,  х п — кетма-кетликнинг  п- хади 
(ёки умумий хади ) .  ( 1) кетма-кетлик киска ч а  х п ёки \хп) каби 
белгиланади.

Куп холда кетма-кетликларнинг  умумий хади формула  билан
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ифодаланади.  Унинг б арча  хадл ари шу формула  оркали топилади.  
М и с о л л а р .

1 х = - ! •  1 -1 -1 1
п п ' ’ 2 ’ 3 ’ п'  -

2 . х п =  п: 1, 2 , 3, ..., п, ...
ч v =  (■-•»)". _ 1_ ±  ( — 1)" . .

п2 ’ 22’ з2’ я2 ’
4. лся = 1 :  1, 1, 1........... 1, ...
5. x n = a q n~ ' \  a, aq, aq2, ..., aq"~ \

Бирор \хп\.

Х\ ,  Х 2, Х3, . ..  , Хп,  ...

кетма-кетлик берилган булсин.
1- т а ъ  р и ф. А гар  ш ундай  узгарм ас  М  сон мавж уд булсаки , {хп} 

кетма-кетликнинг хар бир хади шу сондан катта  булмаса ,  яъни 
VngyV учун

х п^ М
тенгсизлик ур и н л и  булса , {хп} юк,оридан чегараланган  кетма-кетлик 
дейилади.

2- т а ъ  р и ф. А гар  ш ундай  узгарм ас  m  сон мавж уд булсаки , {х„} 
кетма-кетликнинг уар  бир х,ади ш у сондан кичик булм аса, яъни  
V n 6 N  уч ун

Х п ^ Ш

тенгсизлик у р и н л и  булса ,  { х п} к,уйидан чегараланган  кетма-кетлик 
дейилади.

3- т а ъ  р и ф. А гар  кетма-кетлик х;ам к^уйидан, х;ам юк^оридан 
чегараланган  булса , яън и  ш ундай  узгарм ас  m  ва М  с о ч ш р  
топилсаки, V n £ N  учун

т ^ - Х п ^ М

тенгсизликлар у р и н л и  булса , \хп) чегараланган  кетма-кетлик д е й и ла 
ди.

М и с о л л а р .  1. Ушбу х п=  1 + - 4 - :
п

1 +  1, 1+ | ,  1+ | ,  .... • + >

кетма-кетлик юкоридан чегараланган,  чунки ихтиёрий n £ N  учун

2 (Af =  2)
тенгсизлик уринли.

2. Ушбу х п= - ^ - Ц .— :
П

, _L ± (~1)"+1
4-  9 -  2 - -

.J.87
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кетма-кетлик куйидан чегар аланг ан,  чунки учун

^  1 , U
х я> ~  ( " * =  — 4-)

тенгсизлик уринли.

3. Ушбу х п= - п-

0, - f ,

п~
3 8 п2- 1
4 ’ 9 ’ „2 - -  

кетма-кетлик чегара ланга н,  чунки V « 6 jV учун
0 <  х п <  1

тенгсизликлар  уринли.

4 - т а ъ  р и ф. А га р  {х„} кетма-кетликнинг щ д л а р и  к,уйидаги

Xi ... х п ̂  ..
(х\ < х 2< х 3<  ... < х п<С...)

т енгсизликларни к,аноатлантирса, я ъ н и  учун
Xn^^Xn+1 (Xn<~^.Xn+l)

б улса ,  (х„) усувч и  (к^атъий у с у в ч и ) кетма-кетлик дейилади.
5- т а ъ  р и ф. А га р  {хп} кетма-кетликнинг х,адлари к,уйидаги

(Х\  > Х 2 > Х з > . . . > Х л > . . . )

т енгсизликларни к,аноатлантирса, я ъ н и  V n £ N  учун

Хп Хп 1 ( Хп Хп + 1 )

б$лса ,  {х„} кам аю вчи  ( к^атъий ка м а ю вч и )  кетма-кетлик дейилади.
У сувчи  (к,атъий у с у в ч и ) ,  кам аю вчи  (к,атъий к а м а ю вч и )  кетма- 

кетликлар монотон кетма-кетликлар дейилади.
, * п 1 2 3 п1-м  и с о л .  Ушбу Хп= — ^ :  т> т  ..., ...

кетма-кетликнинг  усувчи эканини курсатинг.
Бу  кетма-кетликнинг

__  п __  к + 1
х" — ̂ Г+Т’ х "+1— п + 2

хадларини олиб, x n+i — х„ айирмани карай миз:

_ п 1 п __  _ J _____
X„ + i —  X„—  п +  2 п+1 ~  ( п + 1 ) ( л  +  2 ) ‘

Ра в ш ан к и ,  учун („ + 1 )1(„ +  2Г >

\
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Д ем ак,  V n d N  да  x a+i — x n > 0 ,  яъни х п < . х п+\ булади.  Бу  эса бе 
рилган кетма-кетликнинг  усувчи (хатто  кат ъий  усувчи) эканини 
билдиради.

О Л л! 1! 2! 3! л!2- м и с о л. Ушбу х = — : — , ... — , ...

кетма-кетликнинг  камаювчи эканини курсатинг.

п (л -f-1)! д-Ьу кетма-кетликнинг  х п= — , х п+1 =  —1 1 —- - х а д л а р и н и  олиб,
л (л +  1)л+1

уларнинг нисбатини карай миз :
(л+1)!

ХП + 1 _ (п +  1)('| + |> _  (л+1)!  л"
п! ( л + 1 ) <п+|)

^ = p L _ Y = A ____ L _ Y
л! V n + l /  V л +  1 / '

tl

Р авш ан ки ,  ихтиёрий n ^ N  да  ( l  — булади.  Д ем ак ,

— +1 <  1. Бу тенгсизликдан эса х „ > х „ +|  (Улб-У) келиб чикади.
Хп

Д ем ак ,  кетма-кетлик камаювчи экан.
Ф а р а з  килайлик,  {хп} ва [уп) сонлар кетма-кетлиги берилга| !

булсин.:
Хп • Х \ ,  Х2у Х з , . . . ,  Хп, . . .  ,

Уп\  У \ , У2,  У з , Уп ,

Куйидаги

*1 + « / 1. *2 +  </2, ..., +  ...,
 ̂ -̂ 1 У\* X<i уч* ■■■> Х п у п, ...

кеяма-кетликлар мос рави ш да  |дг„) ва {у,,} кетма-кетликлар йигиндиси  
хамда  айирмаси  дейилади ва {*„ +  </„), \хп — у„) каби белгиланади.  

Ушбу
х\ -у \ ,  х-2 -У'г, ..., х п -у п, ...

кетма-кетлик {х„} ва {уп\ кегма-кетликлар  купайтмаси дейилади ва 
{Хп-уп} каби белгиланади.

Куйидаги
Х\ х2 хп

- А  А  А  ... («/**=0 , * = 1, 2 , ...)
УI »2 У и

кетма-кетлик {*„} ва {г/„} кетма-кетликлар  нисбати дейилади ва 

каби белгиланади.

2- §. Сонлар кетма-кетлигининг лимити

А ввал о  нуктанинг  атрофи тушунчасини келтирамиз.  Бирор 
а  нукта  (сон) хам да  ихтиёрий мусбат е сони ( V e > 0 ) берилган
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булсин. Ушбу (а  — е, а  +  е) интервал а нуктанинг  атрофи (е 
а т р о ф и ) дейилади (75- чизм а) .  Равшан ки ,  е турли киймат ларга  тенг 
булганда  а нуктанинг  турли атро фла ри хосил булади.  М асал ан ,  а —
=  1 нуктанинг  е =  -~ атрофи ^ 1— у ,  1-f—^  интервалдан,  яъни

( у ,  у )  интервалдан;  а== 0 нуктанинг  e =  - jy  атР°Фи ( — iV’T o )

интервалдан иборат.
Бирор {х„}: х и х 2, х 3, .... х„, ... кетма-кетлик хамда  бирор а нукта 

(сон) бер илган булсин.  Бу  кетмакетликнинг  хадла ри а нуктанинг  
бирор атрофига  тегишли буладими,  тегишли булса,  нечта хади 
тегишли булади — шуларни ан и к л а ш  кетма-кетликнинг  лимита 
тушунчасини киритишда мухим роль уйнайди. Мисоллар  келтирай- 
лик:

1 v  г  ( - П п+1 . . 1 1  1 ( - 1)п + 1 1ГГТ1. Ушбу * „ = ------------ : 1, - у .  у ,  - у ,  . . . . ------------- - ><ет

ма-кетлик ва а  =  0 нуктанинг  ( — у ,  у ^  атрофини карайлик.  Бу 

кетма-кетликнинг
1 1  1 1X 1— 1, Хо— g", Хя— у ,  Х4— X$ ^

хадлари а нуктанинг  ^ — у  у ^

а 'аГе атрофига  тегишли булмайди.
75-чизма Берилган кетма-кетликнинг  х6

хадидан,  яъни 6 - хадидан бош лаб кейинги барч а  хадл ар и шу атроф-  
га тегишли булади.

Агар а =  0 нуктанинг  ^ — у--, атрофи олинса,  унда х „ =

(_1 )п+ 1
кетма-кетликнинг  11- х а д и д а н  б ош лаб  кейинги барча

хадл ари шу ( — у ,  -— ) атрофга  тегишли булади.

Агар а — 0 нуктанинг  ( — 2, 2) атрофи олинса,  унда берилган 
кетма-кетликнинг барча  хадлари шу ( — 2 , 2 ) атро фга  тегишли 
булади.

2. Ушбу Хп—  ( — 1)":  — 1, 1, — 1, 1, ... кетма-кетликни хамда  

а =  1 нуктанинг  ( l  — 1 +  у ) ,  яъни ( у ,  атрофини караймиз .

Бу кетма-кетликнинг
х2= 1 , х 4= \ ,  Х б = \ ,  ..., x 2k = U  ■■■

(1 3 \
Т ’ Т /  атР°Фга те_

гишли булади.  Берилган кетма-кетликнинг

X/ =  — 1, Х3== 1, Хс)=  1, X2k^-\ 1. ...
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хадлари,  яъни ток  номерли барча  хадл ари ^ j  атрофга  те-

гишли булмайди.
Р авш ан ки ,  х „ =  ( — 1 )п кетма-кетликнинг  бирор хадидан бошлаб

/  1 3 \кейинги барча  хадл ари а  =  1 нуктанинг  I —, — \ ат рофига  тегиш-

ли булавермайди.
3. Ушбу х п =  п:  1, 2, 3, ..., п, ... кетма-кетликни ха мда  а =

=  2 нуктанинг ( 2 —4, 2 + 4 )  яъни ( — 2, 6 ) атрофини карайлик.  Бу 
кетма-кетликнинг

* 1 = 1 ,  *2 =  2, *3 =  3, *4  =  4, *5 =  5

Хадлари ( —2, 6 ) атро фга  тегишли булиб,  6 - хадидан бош лаб колган 
барча  хадлари шу атрофга  тегишли эмас.  Агар а =  0 нукта олинса ва

унинг ( — а т рофи ка ралса ,  унда берилган х п =  п кетма-

кетликнинг битта хам хади шу атро фга  тегишли булмаслигини 
курамиз.

Юкор ида  келтирилган мисоллардан куринадики,  бирор нукта 
атрофга  кетма-кетликнинг  чекли сондаги хадл ари тегишли булиши,  
бирор хадидан бошлаб кейинги барча  хадлари,  ж у м л а д ан  кетма- 
кетликнинг барча  хадл ари (чексиз сондаги хадла ри )  тегишли 
булиши, битта хам хади тегишли булмаслиги мумкин экан.

Бирор {хп} кетма-кетлик хамда  бирор а  сон берилган булсин.
6 - т а ъ  р и ф. А га р  а нуктанинг ихтиёрий (а  — е, а  +  е) атрофи 

( У г > 0 )  олинганда  уам  {хп} кетма-кетликнинг бирор уа д и д а н  бош лаб,  
кейинги барча  х,адлари ш у атрофга тегишли булса , а сон {хп} кетма- 
кетликнинг лимити д ейилади  ва

Н т * „ = а  (ёки П т * я =  а  ёки х п-*~а)
п-у  оо

каби белгиланади .
{*„} кетма-кетликнинг  бирор хадидан бошла б кейинги барча  

ХадЛари а нуктанинг  ихтиёрий (а  — е, а  +  е) атрофига  тегишлилиги,
V e > 0  сон олинганда  хам шундай натурал  п 0 сон топилиб,  барча  
п > п 0 учун

а —  е < * „ < а  +  Е 
тенгсизликларнинг  уринли булишидан иборатдир.

Ра вш анкки ,

а — е <С *„ <  а  +  е о  — е С х п — а < е̂ =>-\хп — а | < е.

Кетма-кетликнинг лимитини куйидагича таърифлаш хам мумкин.
7- т а ъ  р и ф. А га р  V e > 0  сон олинганда  х;ам ш ундай  натурал 

по сон (n06 iV) топилсаки, барча п > П о  учун
| х п — а  | <  е

тенгсизлик бажарилса, а сон {хп} кетма-кетликнинг лимити дейилади. \
1 \Т X 1 , 1 1  I1 - м и с о л .  Ушбу * „ = —„: 1, —, —, ..., — , . . .кетма-кетликнингп 4 9 п-

лимити а —  0 эканини курсатинг.
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Бунинг  учун а в в а л о  ихтиёрий мусбат е сон олинади. Сунг  бу сонга 
кура шундай натурал  по сони топилишини курсатиш керакки, 
берилган кетма-кетликнинг  по — хадидан кейинги барча  хадлари 
куйидаги

| 4 - ° 1< е (2 ) 
П

тенгсизликни каноатлантирсин.  Одатда  бундай по натурал сонни
(2 ) тенгсизлик б аж ар и л си н  деб, ундан фойдаланиб топилади:

0 | < е=ф" Л  < е = > п 2> - = > п >
п2 п2 8 V е

Агар натурал  п0 сонни - -1--- дан  катта килиб олинса, унда барча
Vе

п > п 0 учун

бинобарин,

п > —т=-,V е

0| < е

тенгсизлик б аж ари лади .
Шундай килиб, ихтиёрий е > 0  сонга кура  n0 натурал  сон 

топилдики, барча  n > r io  учун

| 4 - ° 1 < еП

тенгсизлик б аж арилди .  Бу эса, т аъ р и ф га  бинсан 0 сони х „ =  12
П

кетма-кетликнинг  лимити эканини билдиради:

l i m —2 = 0-
п-*- оо П

2 - м и с о л. Ушбу х п =  ( — 1)":  — 1,1, — 1, 1, ( — 1 кетма-
кетликни карайлик.  Хар  ка ндай а  нинг ихтиёрий атрофи,  ж у м л а д ан

( а — а - 1——) атрофи олинса,  кетма-кетликнинг  бирор хадидан
О <J

бошлаб кейинги барча  хадлари шу атро фга  тегишли булмайди.  
Бинобарин,  а берилган кетма-кетликнинг  лимити эмас.  Берилган 
кетма-кетлик лимитга  эга эмас.



Агар [хп\ кетма-кетликииш лимити 0 га тенг булса,

Мш *„ =  (),
П ► по

у холда  {хп} чексиз кичик м икдор  дейилади.

М асалан ,  х„ =  -  кетма кетлик чексиз кичик микдор булади,  
п

чунки

liin 1 = 0 .
п «

Бирор |д:„) кетма-кетлик берилган булсин.  Агар хар  кан дай  мусбат 
М  сон берилганда хам шундай rioEN сон топилсаки, барча  п > п 0 учун

\х п | >  М

тенгсизлик уринли булса,  {хп} кетма-кетликнинг  лимитини оо деб  ка- 
ралади ва

П т л : „ = о о  ёки х п->-оо
П-*- оо

каби белгиланади.

Агар хар  кандай мусбат М  сон берилганда  хам шундай n0(zN  
сон топилсаки,  барча  п > п о  учун

х п> М  (х п< — М )

тенгсизлик уринли булса,  {хп\ кетма-кетликнинг  лимити -)- оо ( — оо) 
деб ка ралади .

М асал ан ,  х п= (  —  1 ) " - л :  — 1, 2, — 3, 4, ..., ( — 1)" п, ... кетма- 
кетликнинг лимити оо булади,  чунки

U„ |  =  | ( — 1)"*лг| = п

булиб,  \ а р  кан дай  мусбат М  сон олинганда  хам шундай натур ал  п сон 
топиладики,  п > М  булади.

Агар {*„) кетма-кетликнинг лимити чексиз
\ \ т х п=  оо,

П-+- оо

булса,  у холда  {хп} чексиз катта  микдор дейилади.
Масалан,  х п =  п  кетма-кетлик чексиз катта микдор булади, чунки

l i m n =  оо.
д —► оо

8 - т а ъ  р и ф. А га р  {хп} кетма-кетликнинг лимити чекли  сон 
булса ,  ун и  як ,инлаш увчи  кетма-кетлик дейилади.

А га р  кетма-кетликнинг лимити чексиз ёки кетма-кетлик лимитга 
эга булм аса , уни  у з о ^ л а ш у в ч и  кетма-кетлик дейилади.

Энди кетма-кетликнинг  якинлашувчилигини иф одалай диг ан  тео- 
ремаларни келтирамиз.
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1- т е о р  е м а. А га р  {дс„} кетма-кетлик усувчи  булиб, ю коридан
чегараланган  булса , у  якинлаш увчи булади .

И с б о т .  {х п} кетма-кетлик усувчи булиб,  юкоридан чегараланг ан 
булсин. Кетма-кетлик юкорид ан ч егаралан ган булгани учун барча  
х а д л а р и да н  тузилган {хп} туплам хам юкоридан ч егаралан ган булади.  
Унда 1- боб, 2- § да  келтирилган теоремага кура бу тупламнинг аник 
юкори чегараси sup  {хп) м а в ж у д  булади:

sup {х п} = а .

Де м ак ,  V /гбЛ^ учун
хп^ а  ( 3)

ва V e > 0  сон олинганда  хам кетма-кетликнинг  шундай х % х,ади то- 

пиладики,
х По> а  — г (4)

тенгсизлик б аж а р и л а ди .

Ш ар тга  кура  {х„} кетма-кетлик усувчи. Шунинг учун « 2> п 0
булганда

х , г > х % (5)

булади.  Н а т и ж а д а  (3),  (4) ва (5) мунос абат лард ан 0 ^ а  — х п< е ,  
яъни \х„ — а  | < е  тенгсизлик келиб чикади.  Бу  эса

lim х п= а
П—► оо

эканини билдиради.  Д е м ак ,  {хп} кетма-кетлик якинлашувчи.  Теорема 
исбот булди.

2- т е о р е м а. А га р  {дсл} кетма-кетлик камаювчи булиб, к^уйидан
чегараланган  булса , у якинлаш увчи булади.

Бу теорема юкоридаги  1 - теоремага у х ш аш  исботланади.
Бирор {хп} кетма-кетлик берилган булсин.

9 - т а ъ р и ф .  А га р  V e > 0  сон олинганда  %ам ш ундай  n 0(zN  
топилсаки, барча п > п о ,  барча  п г > п о  л а р  у ч ун

\X n -X m  I < е

тенгсизлик баж арилса,  {х п( фундаментал кетма-кетлик дейилади.
Хар  ка н да й якинла шув чи  кетма-кетлик фундаментал  кетма- 

кетлик булади.  Шуни исботлайлик.
{хп} кетма-кетлик якинлашув чи  булиб,  унинг лимити а  булсин:

lim х л= а .
П-*- оо

Ли ми т  таър иф иг а  кура  V e > 0  сон олинганда  хам,  -у га кура ш ун

дай n 0E N  топиладики,  барча  п > п 0 учун \ х п —  а |  ж у м лад ан ,
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т > П о  учун хам \х т — а\<С~-  тенгсизлик уринли булади. Равшанки,  

\х п — х т\ — \х п — а - \ -а  — х т \ ^  \х„ — а \ \ х т — а\ < ~ + у = £ .  

Д ем ак ,  {х п( фундаментал  кетма-кетлик.
Энди фундаментал  кетма-кетликларнинг якинлашувчилиги 

хакидаги  куйидаги теоремани исботсиз келтирамиз:

3-т е о р е м а  ( К о ш и  т е о р е м а с и ) .  А га р  {х п| кетма-кетлик 
фундаментал кетма-кетлик булса , у  якинлаш увчи булади.

М и с о л. Ушбу х п=  (1 -|——)

1+ | ,  ( 1 + | ) 2, ( 1 + | ) 3, -

кетма-кетлик яки нлашувчи эканини курсатинг.
Ньютон биноми формуласидан ф ойдаланиб топамиз:

У __ /1 I ______  I I „ 1 I п (п 1) 1 I п (п 1)(п 2) 1 t
п U  п } —  1 п +  2! 3! я3 - 1 - ' ”

. п (п — 1) (п — 2) ...1 1

1-кетлик-

п\  „«

=  2 -\___— ( 1 ----L) _|-!— ( 1 ---L) (1 — ?_) -U... -U
' 1 - 2 '  п 1 - 2 - 3  п П  п ' ~  '

Н--------- '-------  ( 1 ------ ) ( 1 — —) ( 1 ----- ^ - )
' 1 -2 -3 - . . .  - л ' п '  у п '  у п

Шунга  ух ш аш  x n + I =  (1 + ^ - f ) " + ‘ ёйи лса ’ УнДа;

1) х п + 1 нинг ифодасида  х п нинг ифодасидагига  Караганда  битта 
ортикча  мусбат ха д  борлигини;

2 ) х л+1 нинг ифодасидаги хар  бир хад  (иккинчи хадда н бошл аб)  
х п нинг ифодасидаги  мос ха дда н катта  булишини топамиз.  Д ем ак ,
V n £ N  да х „ < х „  + 1 булади.  Бу эса х п =  (  ] — " кетма-

нинг усувчи эканини билдиради.
Ра в ш ан к и ,

JC»= 2 + T T ( 1 - T ) + Т 2^ ( 1~ Т ) ( 1 — 4 + -  +

< 2 + Т + ^ ‘+ - + ^ т = 2 + 1- ^ ~ г  < 3 -
Д е м ак ,  ка р а л а ё т га н  кетма-кетлик юкоридан чег араланган.  Унда

1- т ео р ем ага  мувофик х п=  (1 -{“ )" кетма-кетлик якинлашувчи,  

яъни чекли лимитга эга булади.
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Б у  хп=  ( 1 + — ) л к е т м а - к е т л и к н и н г  л и м и т и  е сони д е й и л а д и :

( 1 +  п) е ' е — ирр ационал сон: е =  2,718281828459045.. .

Асоси е булган логари фм натурал  логарифм дейилади.  М  соннинг 
( A f > 0 )  натурал  логарифми L n M  каби ёзилади.

3-§ .  Якинлашувчи кетма-кетликларнинг 
хоссалари

Якинлашувчи кетма-кетликлар  катор  хоссаларга  эга. К,уйида бу 
хоссаларни санаб утамиз, айирмаларининг исботини хам келтирамиз.

1 °. Агар [хп\ кетма-кетлик яки нлашувчи булса,  унинг лимити ягона 
булади.

2°. Агар {х п} кетма-кетлик якинлашувчи булса,  у чегараланган 
булади.

3°. Агар {хп} ва {уп\ кетма-кетликлар якинлашувчи булса,  у холда 
{Хп±Уп)  кетма-кетлик хам якинлашувчи ва

lim (х п± у п) =  П тд с „ ±  l i m у п
п-*- оо п-*- ОО П—► оо

булади.
3°- х о с с а н и н г  и с б о т и .  {хп} ва j у„] кетма-кетликлар я к и н л а 

шувчи булиб,
l i m x „ = a ,  l i m y „ = 6  булсин.  Л им и т  таъриф ига  биноан,  V e > 0  сон
П—г ОО п-*- оо

олинганда  хам, -|- сонга кура шундай n ' ^ N  топиладики,  барча  

п > п {] учун

\ х п— а\ < у  (6)

булади.  Шунингдек,  ~  га кура шундай n ' ^ N  топиладики,  барча  

п > п ' а учун
\Уп— Ь \ < ~  (7)

булади.  Агар п 0 ва п'0 натурал сонларнинг  каттасини п0 десак ,  унда 
барча  « > П о  учун бир йула (6 ) ва (7) тенгсизликлар  б аж ар ил ади .  

Шуларни эътиборга  олиб топамиз:

I (хп +  уп) — (a +  b) I =  I (Хп —  а) +  (у„ —  6 ) 1<

^  I Хп — a I “Ь \Уп~\~ b \ <  —■ —|—g - =  e.
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Бу эса a-\~b сон {хп- \-уп} кетма-кетликнинг  лимити булишини 
билдиради.  Демак,

lim ( х п +  у п) = a  +  b =  l i m * „ +  l i m у п.
П — ► оо П-*- со

Худди шунга ухш аш
lim ( х п— у п) =  l im*, ,— limy,,

П-+- ОО И — ► оо

экани исботланади.  3°- хосса исбот булди.
4°. Агар [хп) ва {//„) кетма-кетликлар яки нлашувчи булса,  у холда 

{*„ •£/,,) кетма-кетлик хам якинлашувчи ва

lim (д;„•(/„) =  lim*,,- l imу„
п-+ ОО п *сю п-►<*■)

булади.

Н а т и ж а .  Агар |х„| кетма-кетлик яки нлашувчи булса,  {с- хп} 

кетма-кетлик хам якинлашувчи ва

\ \ т с ' х п= с -  lim*,,
п  * оо п ► оо

булади,  бу ерда с узгармас  сон.

Г>" Агар {х„) ва (г/„) кетма-кетликлар якинлашувчи булиб,  у пф О 

(п 1,2,3, ...) ва \ \т у пф О  булса,  у холда  ( — ]■ кетма-кетлик хам
П-> оо \  Уп )

якинлашувчи ва
lim х пх

lim "п п -

„ ^ о о  У п  l i m  У п
п — *■ оо

булади.

6 °. Агар{л;„}ва \уп\ кетма-кетликлар яки нлашувчи булиб, да
*„<</„  ( х ^ у п )  булса,  у холда limx„s£: l imy„ ( l i m * „ ^  lim у п ) .

П-*- оо п—»- оо п—► ОО II ► оо '

булади.

7°. Агар {*„}, {z„} кетма-кетликлар якинлашувчи ва l im*„ =
=  l i m z „ = a  булиб, У ябЛ /  да

П —*- оо

Xn^ ^ y n^^.Zn (^)
булса,  у холда  [уп\ кетма-кетлик хам яки нлашувчи ва limy,, =  а

П -ь О о

булади.
7°.- х о с с а н и н г  и с б о т  и. {х пj ва {z„} кетма-кетликлар  я к и н л а 

шувчи булиб,  П т * п.=  l imz„ =  a  булсин. Ли ми т та ър иф иг а  биноан
П-*-оо П-*- оо

V e > 0  сон олинганда  хам шундай n 0(LN сон топиладики,  барча  n > n o  

учун \хп —  а \ < е ,  \ z n — а\ < е  тенгсизликлар  баж ари лади .
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Рав шанки,
\ х п — а\ < е=з—  е < х п — а < е=^а — е < х „ < а  +  е, (9)

| z n — а | < е = ^  — e < z „  — а < е = > а  — e < z „ < a  +  e. ( 10)
(8 ) ва (10) мун осаб атл ардан у „ < а  +  е, (8 ) ва (9) мунос абатлардан 
эса а — г < . у п булиши келиб чикади.  Демак,

а —  е < ( / „ < а  +  е=>- \у п — а \ < ъ .

Бу эса \уп\ кетма-кетликнинг  якинлашувчилигини ва limy,, =  а

булишини билдиради.  7°- хосса исбот булди.

8 °. Агар (х„) кетма-кетлик якинлашувчи булиб, limx„ =  a булса,  

у холда  х п =  а +  а п булади ва аксинча ,  бунда а„  чексиз кичик 
микдор.

4- §. Сонлар кетма-кетликлари лимитини 
х ж о б л а ш

Сонлар кетма-кетлиги мавзусининг  асосий м а сала лари дан бири 
унинг лимитини топишдан иборат.  Кетма-кетликларнинг  лимитлари-  
ни топишда таъри фдан ,  2 - § да  келтирилган хоссалардан фойдалани-  
лади.

1- м и с о л .  Ушбу х п =  с :
с , с, с, с , ... (c =  const )  

кетма-кетликни карайлик.  с нуктанинг  ихтиёрий атрофи (с — е, с +  е) 
ни ( V e > 0 )  олайлик.  Ра вш ан ки ,  берилган кетма-кетликнинг барча 
хадл ари шу (с — е, с +  е) атрофга  тегишли булади.  Унда кетма- 
кетликнинг лимити та ъри фига  биноан

l i m x „ =  l imc =  c
t l—► оо п -р - оо

булиши келиб чикади.

2- м и с о л .  Ушбу х п=  д/a  ( а > 0 )  кетма-кетликни карайлик.
1) а >  1 булсин. Бу  холда

a n= \ j a — \ ( 1 1 )

дейилса,  унда а „ > 0  булиб,

а „ =  У а  —  1 = > -  \ j a  = 1  +  а „ = > -  а =  ( 1  - f a , , ) "

булади. Ньютон биноми формуласидан ф ой дал ани б топамиз:
/ I I  \ п  1 1  I п ( п — 1) о I п ( п — \ ) ( п  — 2) з . , п(1 +  а„)"=1 +  л а „ +  Ь2 <  +  , ^ ; 3---- L a:+.. .  +  a nn.
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I

Бу тенгликнинг унг томонидаги хар бир кушилувчи мусбатдир.  
Шунинг  учун (1 + a n) " ^  1 - f  п -а„  тенгсизлик уринли булади.  Д ем ак,

а ^ \ + п - а п. Кейинги тенгсизликдан эса 1 булиши келиб

чикади.  Шундай килиб ( ) < а „ < ' булади.  Р авш ан ки ,  l i m 0  =  0,
Я  П -*■ оо

Inn " 1 0. Унда 7"- хоссага кура  l i m a „  =  0 булади.  Д ем ак ,  <х„ —
п «ОО ^  П-*- оо

п .—
чексиз кичик микдор.  ( I I )  муносабатдан топамиз:  y a = l + a „

3°- хоссага мувофик lim д/a  =  I булади.
П-*- оо

2 ) а = !  булганда  д/a  =  д/1 = 1  булиб,  lim д/a  =  I булади.

3 ) 0 < ; а - < 1  булсин.  Бу холда  1 булади.  5 хоссадан

фойд аланиб топамиз:
lim 1

lim д/a  =  lim
И -*- оо \ l ±  lim V I

V a  n-*oo V a

" IT  1

n .—
Д ем ак,  a > 0 булганда  lim д/ a  =  1.

ri—► oo

Иккита )x„} ва {y„} кетма-кетликлар  берилган булиб,  l imx„ — 0 ,
rt—*- oo

I i m ( / „ = 0  булсин. f  — } кетма-кетликнинг  лимитини топишда 3 -§
I I -•> OO '  У n '

даги 5°- хоссадан фойдал ани б булмайди,  чунки мазкур  хоссада 

келтирилган шарт  l imt/„=£0 ) б аж ари лм ай ди.  п-*-оо да |  кет-
П->- оо >  У п  '

ма-кетликнинг лимити {хп} ва [уп\ кетма-кетликлардан \ а р  бирининг 

нолга ка ндай интилишига к а р а б  турлича булади.  Шунинг учун уни 

( куринишидаги ани кмаслик деб юритилади.

3
3- м и с о л. Ушбу l i m — п- ~ 1-----ни хисобланг.

П-*- ОО_______|_____

Зл3- М +  1
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Берилган кетма-кетликнинг  лимити куйидагича топилади:  •
1

ZL+!_______ i ; m  З « 3 +  л +  1 ___  V
п3(  3 + Л■V+4)n П /

Зя3 +  га +  1
П-*-оо Л 3 -)- I

3 "f—T -*—т  lim^3H—V +
l j m _____ «____ _  n- ° ° V  n ' V  3

"'(A) 

?)
1 + \ з • П т Л  + - 1 Л  

° ° V /г/



Ф У Н К Ц И Я  л и м и т и

18- Б О Б

1-§. Функция лимити таърифлари

Биз 17 -бобд а  сонлар кетма-кетлиги ба унинг лимитини ургандик.
Энди хакикий аргументли функция лимити ва уларнинг  хоссалари 
билан танишамиз .  Ав ва ло  тупламнинг лимит нуктаси тушунчасини 
келтирамиз.
1 Бирор хакики й сонлар  туплами X  берилган булсин.

1- т а ъ  р и ф. Агар a £ R  нуктанинг  ихтиёрий е атрофи да  ( е > 0 )
X тупламнинг чексиз куп  элементлари ётса, а нук^та X  туплам
нинг лимит нуктаси дейилади.

Ма салан ,  Х =  {-~] ( n ^ N )  туплам учун 0 лимит нуктадир.

Х  =  \( — 1)"}, n E N  туплам учун эса — 1 ва 1 ну к тал ар  лимит 
нук тал ар  булади.

Агар а  нукта X  тупламнинг лимит нуктаси булса,  у холда  X  дан  
а га якинлашувчи  кетма-кетлик а ж р а т и ш  мумкин.

Х а к и к а т а н  хам, а нукта X  тупламнинг лимит нуктаси булсин.
У холда  а нуктанинг  ихтиёрий е атрофи да  X  нинг чексиз куп

, 1 1  1элементлари етади.  е нинг 1, —, ..., —, кииматлари учун а ну к 

танинг е атрофларини карайлик.  е = 1  учун ( а — 1, а + 1) ораликда  
X  тупламнинг чексиз куп элементлари ётади.  Бу атрофд ан

V  » 1 1X  тупламнинг  х /; элементини оламиз.  е =  — учун а нуктанинг  —  

атрофидан,  яъни ( а — а-)- ораликд ан X  тупламнинг эл е 

ментини оламиз  {k2> k \ ) .
е =  -- учун а нуктанинг  ,■ ат рофидан X  тупламнинг  Xk3( k 3> k 2) 

элементини оламиз ва х. к. Шу мулохазани давом эттириб а нуктанинг

— атрофидан  х ^  элемент оламиз.  Н а т и ж а д а ,  ушбу x k[, х ^ ,  x k ,

$етма-кетлик ■ хосил булади.  Бу кетма-кетлик учун \ х ь — а | <  —
п п

булади.  Бу тенгсизликдан {xkj  кетма-кетликнинг  а  нуктага якинла-  

Шиши келиб чикади.
’ Энди X  ту пл ам да н а  га якинлашувчи {хп} кетма-кетлик а ж р а т и ш  
мумкин булсин. У холда  яки нлашувчи кетма-кетлик таъри фиг а

201

k www.Orbita.Uz kutubxonasi

http://www.Orbita.Uz


биноан а  нуктанинг ихтиёрий е атрофи да  {jc„} кетма-кетликнинг,  
ж у м л а д ан  X  тупламнинг чексиз к^п элементлари ётади.  Демак,  
т аъ р и ф га  кура  а  нукта  X  туплам учун лимит нукта  булади.  Шундай 
килиб,  X  тупламнинг лимит нуктаси тушунчасинИ куйидагича  хам 
т а ъ р и ф л а ш  мумкин.

2 - т а ъ р и ф .  А га р  X  тупламдан а га я к и н л а ш у в ч и  кетма-кетлик 
ажратиш м ум кин  б улса ,  а нук,та X  тупламнинг лимит нуктаси  
дейилади.

Биз  аввалги  бобда  чексиз катта  кетма-кетлик тушунчасини 
киритиб,  унинг баъзи  бир хоссаларини урганган эдик. Бу тушунчадан 
ф ойдаланиб куйидаги таър ифн и киритамиз:

3- т а ъ  р и ф. А га р  X  тупламдан мусбат элементлардан иборат 
(м анф ий элементлардан иборат) чексиз катта кетма-кетлик ажратиш 
м ум кин  б улса ,  -j- оо ( — о о ) «нуцта» X  тупламнинг лимит нуктаси  
дейилади.

f ( x )  функция X  туплам ида  берилган булиб,  а нукта X  тупламнинг 
лимит нуктаси булсин (умуман айтганда  а нукта  X  тупламга  тегишли 
булиши шарт  эмас ) .

4- т а ъ  р и ф. А га р  X  тупламнинг нукт аларидан тузилган, а га 
я к и н л а ш у в ч и  %ар к,андай {х п} кетма-кетлик олинганда  %ам, ф ункция  
кийматларидан иборат {f (xn) \ кетма-кетлик яго н а  (ч ек ли  ёки чексиз)  
Ь лимитга интилса, ш у Ь га f ( x )  ф у н кц и ян и н г  а нук^тадаги ( х  н инг а га 
инт илгандаги) лимити дейилади  ва

lim f ( x )  =  b
х-*~а

каби белгиланади .
Функция лимитига берилган бу таър иф Г  ей не таърифи дейилади. 
Э с л а т м а  . Агар а  га интилувчи иккита {хп} ва {хпj кетма-кетликлар олинган

да мос |/ ( хп)) ва {/(*")) кетма-кетликларнинг лимити турлича булса, у холда f (х)

функция х—*~а да лимитга эга булмайди.
М и с о л л а р .  1. Ушбу f ( x ) = x 3 функциянинг  х  =  2 нуктадаги 

лимити 8 га тенг эканлигини курсатинг.
Х,ар бир хади 2 дан фа рк ли булган  2 га интилувчи ихтиёрий {хп} 

кетма-кетлик олайлик:
l i m x n— 2 ( х пф 2 ,  п =  1, 2 , 3, ...) .
П—*~ оо

У холда
/(*„) =

кетма-кетликни хосил киламиз .  Якинлашувч и кетма-кетликлар 
устидаги арифметик а м а л л а р г а  кура

i i m / ( x  „) =  l imx Зп=  \ \ m x n- \ \ m x n- l i m x „ = 2 -2 -2==8 .
x n-*-2 х л-*-2 x n-*~2 x x n~*~̂

Бу эса 4- т аъ р и ф га  кура  f ( x )  = х 3 функциянинг  х->-2 даги лимити 8 га 
тенглигини билдиради.

2. Ушбу f ( x )  —  co s2-^, х ф О ,  функциянинг  даги лимити

м а в ж у д  эмаслигини курсатинг.
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кетлик олайлик.  Бунда  f(x'„) = c o s 2n n =  1, / (*" )  = c o s 2 — о

булиб,  l imf  (х„) =  1, Umf(x'n) = 0  эканлиги равшандир.  Бу эса co s2y
' п Хп-* ' 0*п-~ О

функциянинг  jc—»-0 даги лимити м а в ж у д  эмаслигини курсатади.
Энди функция лимитининг яна  бир таърифини келтирамиз.

5- т а ъ  р и ф. А га р  V g > 0  сон уч у н  ш ундай  б > 0  сон топилсаки, 
аргумент х  нинг  0 < | х  — а | < 6  тенгсизликни щаноатлантирувчи 
барча цийматларида \ } (х)  — Ь\ < е  тенгсизлик баж арилса. b сон f ( x )  
ф ункциянинг  а нуктада д а ги )  лимити дейилади  ва

limf(jt) =  Ь
х-+-а

каби белгиланади .  Функция лимитига берилган бу таъ р и ф  К ош и  
таърифи дейилади.

М и с о л л а р .  1. Ушбу f ( x )  = s i n x  функциянинг  * =  -?- нуктада-  
1

ги лимити у  га тенг эканлигини курсатинг.

V g > 0  сонни олайлик.  Бу е га кура <5 ни 6 =  е деб олсак,  у холда 

0 <  \ х — -| < 6  тенгсизликни каноатлантирувчи х л а р д а  куйидаги

I f ( x )  — 5-I =  I sin * - 4-1 =  I sin x — sin A  =Z Z D
Л . Л я .

x —— x - \ - —  \ x -
I O • ® , я I=  12 s i n —  cos — H  <  2 - — —  = \ x — -g | < e

тенгсизлик б аж арил ади .  Бундан 5 - та ър иф га  кура  lim sin х =  —
п 2

эканлиги келиб чикади.
2. Ушбу

{1, агар  х — рационал сон булса,
U, агар  х — иррационал сон булса

Дирих ле  функциясининг  ихтиёрий а 6 /? нуктада  лимитга эга 
эмаслигини курсатинг.

Тескарисини ф а р а з  килайлик,  яъни Дирихле  функцияси а нуктада 
чекли b лимитга  эга булсин. У холда  та ър иф га  кура ихтиёрий е > 0 ,

ж ум лад ан  V е =  ~  учун 0 < | х — а \ < б  тенгсизликни ка н о а тл а н т и 

рувчи барча  рационал  х  л арда

|х ( х )  — й|  =  |1 — Ь\ < е
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тенгсизлик б аж а р и л а д и .
Худди шундай,  O - c l * — а \ < 6  тенгсиликни каноатлантирувчи 

барча  ирр ационал х  л а р да

|x(jc) — b \ —  | 0 — 61 =  \Ь \ < е
тенгсизлик б аж а р и л а ди .

1 =  ( 1— Ь) -\-Ь айниятни эътиборга  олиб топамиз:

1 =  | ( 1 - 6 ) + 6 | < | 1- 6 Г + | & | < в  +  е =  2е = у .

Бу  зиддият  фа ра зи миз н ин г  нотугрилигини,  яъни Дир ихл е  функция-  
сининг V а нуктад а  лимитга  эга эмаслигини курсатади.

1 - т е о р е м а .  Ф ункция лимити учун  берилган  Г ейне ва  Кош и (4- 
ва 5- таърифлар)  таърифлари у за р о  эквивалентдир.

И с б о т .  1) f ( x )  функция а  нуктада  4 - т а ъ р и ф га  (Гейне 
т аъ р и ф и га )  кура  лимитга эга булсин, яъни X  тупламнинг н у к та л а р и 
дан тузилган,  а га интилувчи хар ка нда й {хп} (х пф а , п =  1, 2 , 3, ... ) 
кетма-кетлик олинганда  дам мос {/(*«)} кетма-кетлик ягона  b лимитга 
интилсин. Биз  шу Ь сон f ( x )  функциянинг х  =  а  нуктада  5- та ъриф га  
(Коши таъ р и ф и га )  кура хам лимити булишини курсатамиз.

Тескарисини ф а р а з  килайлик,  яъни f ( x )  функция х  =  а  нуктада
4- т а ъ р и ф га  кура  b лимитга эга булса хам, функция шу нуктада
5- т аъ р и ф га  кура  b лимитга эга булмасин.  Унда бирор е =  е0> 0  сон 
учун ихтиёрий кичик мусбат  6 сон олинганда  хам аргумент  х  нинг 0 <  
<С \ х  — а | < 6  тенгсизликларни кан оатлантирувчи бирор х'\ киймати- 
да

\f(x'\) — b \ > е 0
булади.

Нолга  интилувчи мусбат  сонлар  кетма-кетлиги {6„} ни олайлик.  
У холда  юкоридагига  кура хар бир 6 „ > 0  ( п =  1, 2, 3, ...) учун 
х  аргументнинг  0 < | х  — а \ < 6  тенгсизликни каноатлантирувчи 
шундай х  =  х п ( п =  1 , 2 , 3 ,  ...) киймати топиладики,  0 < \ хп — а \ < Й П 
ва \ f ( x n) — b | ^ е о  булади.  Аммо 6„—»0 дан х п->-а булиши,  бундан эса
4- т аъ р и ф га  кура  {f (xn)} кетма-кетлик b га интилиши лозим.  | f ( x n) —
— b | ^ е 0; муносабат  эса бунга зиддир.  Д е м ак ,  f ( x )  функция х  =  а 
нуктад а  4- т аъ р и ф га  кура Ь лимитга эга б ули ши дан  унинг шу нуктада
5- т а ъ р и ф га  кура  хам b лимитга эга булиши келиб чикади.

2) f ( x )  функция а нуктада  5 - т а ъ р и ф га  (Коши таъ р и ф и га )  
кура лимитга эга булсин,  яъни V g > 0  сон учун шундай 6 > 0  сон 
топиладики,  0 < | j c  — а |  < 6  тенгсизликлар  б аж а р и л г а н д а  | f ( x )  —
— b | < е  тенгсизлик хам уринли булади.

X  тупламнинг ну к тал ар ид ан  тузилган хар  бир хади а дан  фаркли  
ва а га интилувчи ихтиёрий {х п} кетма-кетлик олайлик.

Сонл ар  кетма-кетлиги лимитининг  таъ р и ф и га  кура , юкоридаги 
б > 0  учун шундай n 0^ N  сон топиладики,  бар ч а  п > п 0 л а н  учун \х„ —
— а\ < 6  тенгсизлик уринли булади.  Н а т и ж а д а  х пф а  ( п =  1, 2, ...) 
муносабатга кура 0 < U „  — а | < 6  тенгсизликлар  келиб чикади.

Бу  тенгсизликлардан эса 5 - т а ъ р и ф га  кура  \ f ( x n) — Ь | < е  
тенгсизлик келиб чикади.  Д е м ак ,  хп-+ а  ва f ( xn) ^ b  булади.
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Биз кжорида  f ( x )  функция х ^ а  даги чекли b лимитга эга 
булишининг Коши та ъри фини ( 5 - та ър иф ни )  келтирдик.  6 =  оо 
(6 = -l- о о ,  Ь =  — оо) булган холда  функция лимитининг  Коши 
таърифи куйидагича  ифодал ана ди .

6 - т а ъ  р и ф. А га р  У Е > О  сон у ч у н  ш унд а й  б > 0  сон топилсаки, 
х  аргументнинг  0 < | j c  — а |  < 6  т енгсизликларни щаноатлантирувчи  
барча к,ийматларида

\ f ( x ) \ > E  (f ( x ) > E ; -  / (х)  > Е)

тенгсизлик баж арилса, f  (х) ф ун к ц и я н и н г  а нуктадаги лимити  со 
( - f  оо , — о о ) дейилади  ва

l im/ (x )  =  оо ( l im / ( jc) =  +  о о ; Пт/(л: )  =  — о о )
х-*-а х --а  х->-а

каби белгиланади .
М и  с о л .  Ушбу f ( x )  = ----------- ф у н к ц и я  учун limf(.x) =  oo були-

(х— 1) х-1
шини курсатинг.

Агар 0 сон учун 6 =  деб олинса, у холда 0 <  \ х —  11 < 6
№

тенгсизликни кан оатлантирувчи бар ча  х  л арда

I/ ( * )  I =  I . 1 -'з I > Е(х— 1)

тенгсизлик б аж а р и л а ди .  Д е м ак ,  l im------ —- = о о .
*-i (х— 1)

Энди f ( x )  функциянинг а  нуктадаги унг ва, чап лимитлари 
тушунчаларини келтирамиз.

7 - т а ъ р и ф  (Гейне таъ р и ф и ) .  А га р  X  тупламнинг ну^т аларидан  
тузилган, у а р  бир уа д и  а дан катта (к и ч и к )  б ул и б ,  а га интилувчи уар  
щандай \хп\ кетма-кетлик олинганда  х;ам мос  {/ ( хп)} кетма-кетлик ягона  
Ь сонига интилса, ш у Ь сон f ( х)  ф ун к ц и я н и н г  а нуктадаги у н г  (ч а п )  
лимити дейилади  ва  куйидагича  белгиланади:

lim f ( x ) = b  ёки f ( a - \ - 0 ) = b
х-+а +  О

lim f ( x ) = b  ёки / ( а  — 0 ) = Ь
х -> а -  О

I X IМ и  с о л .  Ушбу f ( x )  ( х ф О )  функциянинг ноль нуктадаги

унг ва чап лимитларини топинг.
Нолга  интилувчи турли {х'п} ва [x'J\ кетма-кетликларни олайлик.  

Ф а р а з  килайлик,  {х'п} кетма-кетлик 0 нуктаг а  унгдан,  {х'Д эса 0 нуктага 
чапдан интилсин. У холда  бу кетма-кетликлар учун

f(x'n) f W )■ • Лп лп
булиб, соннинг абсолют киймати та ър иф иг а  кура

f (x 'n )=%=  1, /(*") =  - ! = -  1
Лп Лп
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lim f ( x )  =  lim - ^ - =  1 ,
х_* + о' x-» + Q x

lim f ( x )  =  lim - ! ^ - =  — 1 .
x -» —0 x — — u •*

8 - т а ъ р и ф  (Коши т аър иф и) .  А га р  V e > 0  сон у ч ун  ш ундай  
6 > 0  сон топилсаки, аргумент х  нинг  тенгсизликни каноатлантирувчи  
барча кийматларида \ f ( x ) — b \ < e  тенгсизлик бажарилса, Ь сон f ( x )  
ф ункциянинг  а ну^тадаги унг ( чап) лимити дейилади  ва  куйидагича  
белгиланади:

lim f ( x ) = b  ёки f ( a - \ - 0 ) = b
х-+ а-\-  О

булади. Демак,

/  lim f ( x ) = b  ёки f ( a  — 0 ) — b \
\  х-+а — О /

М и с о л  . Ушбу f ( x ) = - 1 - функциянинг  о нуктадаги унг лимити-
V X

ни топинг.
Ихтиёрий £ > 0  сон учун 6 =  -—-, Деб олинса,  у холда 0 < х < 6  

тенгсизлик баж а р и л и ш и д а н  1 > Е  тенгсизлик келиб чикади.
Л/ X

Дем аК - lim f (х)  =  lim L =  +  оо .
x-t- +  0 , -* + 0  y jx

а с х с а  +  b (а — b < x < a )

Функция лимити, функциянинг  унг ва чап лимитлари т аър иф ла -  
ридан бевосита куйидаги  теоремага  келамиз:

2- т е о р е м а. А гар  f ( x)  функция бирор а нуктада Ь лимитга эга  
булса , бу функция шу нуцтада ун г ва чап лимитларга эга  булиб,

f ( a  +  0 ) = f ( a  —  0 )  =  b

муносабат уринли, ва  аксинча, а га р  f ( x)  функция а нуктада ун г ва  
чап лимитларга эга  булиб, бу лимитлар у за р о  тенг (Ь га  тенг)  булса, 
у  х1олда бу  нуцтада функция лимитга эга  ва бу лимит щ м  Ь га тенг 
булади.

Энди x-voo  (•*-►+ оо; х-э—  о о ) да  функция лимити тушунчасини 
келтирамиз.

9 - т а ъ  р и ф (Гейне таъ р и ф и ) .  А га р  X  тупламнинг нукталаридан  
тузилган %ар к,андай чексиз катта (мусбат чексиз катта; манфий  
чексиз катта) \хп} кетма-кетлик олинганда  х,ам мос {/ (*„))  кетма- 
кетлик ягона  b га  интилса, b сон f ( x )  ф ун кц и ян и н г  х-^-оо даги  (*-► +  

о о ; х ->—  о о ) лимити д ейилади  ва
l i m f ( x ) = 6  ( lim f ( x ) = b \  lim f ( x ) = b )
X-+ oo X-»- -f- oo x-*- —  oo

каби белгиланади.
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д.2 I 2 x _7 1
М и  с о л .  Ушбу l im----- --------- =  — тенгликнинг  уринли эканлиги-

Х -+ оо З х  -)- 1 1 3

ни курсатинг.
{.хп} ихтиёрий чексиз катта кетма-кетлик булсин. У холда  функция 

ки йм атларидан иборат  кетма-кетлик

х2п +  2хп — 7
l ( x n) = ------5---------  булади.  Чекли лимитга эга булган  кетма-

кетликлар  устидаги арифметик а м а л л а р д а н  фойд ал ан и б  гопамиз:

■ х2п +  2х„ — 7
h m f { x n) =  lim =
п-*- оо п ► оо ЗХ П +  1 1

=  lim l+i~i
3 + 4

Д ем ак,

.. x- +  2x — 7 I
l i r n — - --------------=  - r - .
X—*■ oo 3x +  1 1 3

10- т а ь p и ф ( К о ш и  т а ъ р и ф и ) .  А га р  Ve >  0 сон учун  
ш ундай  Д сон. топилсаки, х  аргументнинг  | х |  > Д  ( х > Д ; — л : > А )  
тенгсизликни каноатлантирувчи барча  кийматларида \ f ( x ) — b | < е  

тенгсизлик баж арилса, b сон f ( x )  ф ун к ц и я н и н г  х-+<х> ( * - > - + со; 
х -*—  оо )  даги  лимити дейилади  ва

l im f ( x ) = b  ( lim f ( x ) = b \  lim / ( x ) = 6 )
X-*~ OO x— *~ -f- oo x —*~ —  oo

каби б елгиланади .
x2 _i_ j

М и с о л .  Ушбу f ( x ) — — ~ — функциянинг х - к о о  даги  лимити
2x — I

1Y  га тенг эканлигини курсатинг.

Агар  ихтиёрий е > 0  учун А =  л / ~  +  - -  деб  олинса,  у холда 

| х | > Д  тенгсизликни каноатлан тиру вчи  барча  х  л ард а

булади.

2х2 — 1 2 2 (2л:2 — 1) 2 ( 2 * 2 - 1 )
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з
булиб,  ------ ------- < е  тенгсизликд

2 (2л: — 1)

булишини топамиз.  Д ем ак ,  Д =

2-§ .  Чекли лимитга эга булган  
функцияларнинг хоссалари

Чекли лимитга  эга булган функциял ар  катор  хоссаларга  эга 
булиб,  бу хоссаларни урганишда асосан функция лимити та ър иф ла -  
ридан фойдаланилади.  Биз функция лимити учун Гейне таърифининг  
келтирилганини эътиборга  олиб (функция лимитининг  сонлар  кетма- 
кетлигининг лимити сифати т а ъ р и ф л а н и ш и ) , ушбу па раграфда  
келтириладиган хоссаларнинг баъ зиларинигина  исботлаймиз.

f ( x )  функция х  тупла мда  берилган,  а эса X  нинг лимит нуктаси 
булсин.

1°. Агар / ( х ) . функциянинг  а  нуктада лимити м а в ж у д  булса,  бу 
лимит ягонадир.

2°. Агар l imf ( x ) = b  булиб,  b > p ( b < q )  булса,  у холда  а нинг

етарли кичик атрофидан  олинган х ( х ф а )  нинг кийм атларида  
f ( x ) > p  ( f ( x ) < q )  булади.

3°. Агар l i m / {х) =  Ь ф  оо булса,  у холда а нинг етарлича  кичик

атрофидан олинган х  (х ф а ) нинг кийм атларида  f ( x )  функция 
чег араланг ан булади.

3 ° - х о с с а н и н г  и с б о т и .  Шар тга  кура  Wmf (х) =  b ф  оо .

Функция лимитининг  Кошц таърифига  кура V e > 0  сон учун 
шундай б > 0  сон топиладики,  аргумент  х нинг 0 < \ х  — а | < б  
тенгсизликни каноатлантирувчи барча  кийматла ри да  ! / ( * ) — b | <  
< е ,  яъни b — e < i f ( x )  < Ь  +  г тенгсизликлар  уринли булади.  Демак,  
х  аргументнинг  0 < c U  — а | < б  (а — б, a - j - б  ор аликд а)  тенгсизлик
ни каноатлантирувчи барча  ки йма тла ри да  f ( x ) '  функциянинг  
кийматлари (b — е, Ь -\-г)  ораликда  булади.  Бу эса функциянинг  
(а  — 6 , a - | -S )  ораликда  чегараланганлигини курсатади.

f t ( x )  ва f 2{x) функциял ар  X  тупла мда  берилган булиб,  а нукта 
X  нинг лимит нуктаси булсин.

булиб,  х  аргументнинг O c U  — а\  < 6  тенгсизликни ка н о а тл а н т и 
рувчи барча  кийматла ри да  f l ( x ) ^ . f 2(x)  тенгсизлик уринли булса,  
у холда  b i ^ . b 2 тенгсизлик уринли булади.

5°. Агар  х  аргументнинг  0 < | х  — а | < 6  тенгсизликни к а н о 
атлантирувчи барча  кийм атларида

4°. Агар
W m f \ ( x ) = b b l im/2(jc) = & 2
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тенгсизлик уринли булиб,  lim/i (х)  =  l im/2(*) =  b булса,  у холда
х-*а х-*-аА

l i m / (л:) —- м а в ж у д  ва у хам Ь га тенг.
х-*а

6 °. Агар l i m / , (л:) = Ь ь l im/2(x) =  b 2 булса,  у холда  /, (х)  ± / 2(дг),
х  -*-а

/i (х) ([2( х ) ф 0 . )  функц ия лар  хам  лимитга эга ва
12(х >

l i m ( / , (* )  ± f 2( x ) )  = b ]± b 2,
х-*-а

lim ( f i ( x ) f 2( x ) ) = b r b b
x-*-a

f , (x) ь ,

7 (**’ b0)
муносаб атлар  уринли.

7°. Агар l im/(x )  м а в ж у д  булса ,  у холда  l im(fc- /( jc) )  хам мав-
х-*-а х—►а

ж у д  ва у k - Wmf ( x )  га тенг (k  — c o n s t ) ,  яъни
х-*-а

lim (k - f ( x ) ) = k  • l i m / ( x ) .
x-*-a x->a

8 °. Агар l im/(x )  м а в ж у д  ва чекли булса ,  у холда  l i m [ / ( x ) ] m
х-*-а х-*-а

хам м а в ж у д  ( m £ N )  ва
Пт[ /(лг) ] т = [ Н т / ( х ) ]  т
х-*-а х-*-а

муносабат уринли булади.
Ф а р а з  килайлик  {х} тупла мда  t =  y ( x )  функция ани кл анг ан ва бу 

функция ки йм атлари дан  иборат {̂} тупла мда  y  =  f ( t ) функция 
ани кл анг ан булиб,  улар  ёрдами да  м ураккаб  y  =  f ( ф ( * ) )  функция 
хосил килинган булсин.

9°. Агар 1) liimp(jc) =  с булиб,  а нуктанинг  шундай (а —  б, а -j- б )
х-*-а

атрофи м а в ж у д  булсаки,  бу ат рофд ан олинган бар ча  х  л а р  учун 
ц >( х ) Фс  булса,  2) с нукта  Т тупламнинг лимит нуктаси булиб,  
l i m / (/) =  b булса,  у холда  х-*-а да муракк аб  функция / ( ф ( х ) ) лимитга
t—*"C
эга ва

П т / ( ф ( х ) ) =  6
х-*-а

булади.

3- §. Чексиз кичик ва чексиз катта функциялар

X  ту пл ам да  а ( х )  функция берилган булиб,  а нукта X  нинг лимит 
нуктаси булсин.

1 1 - т а ъ р и ф .  А га р  х->-а да а ( х ) ф у н кц и ян и н г  лимити нолга  
тенг, я ъ н и

l ima(jc)  = 0
х-*-а
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б улса , <х(х) ф у н к ц и я  а нуктада ( ёки х-*-а д а )  чексиз кичик  ф ункция  
дейилади.

М а с з л а н ,  f ( x )  =  cosx да,  ф(х) = х 2 эса х—>-0 да чексиз кичик

функция булади.
Агар  X  ту пл ам да  берилган f  (x)  функция х - > а  да  чекли b лимитга  

эга булса ,  у холда  a  ( x ) — f ( x ) — Ь функция х -+ а  да чексиз кичик 
функция булади ва аксинча .

Х а к и к а т а н  хам
l i m a ( x )  = l im [ / ' ( x )  — b]
x-*-ci х-*-а

булиб,  чекли лимитга  эга булган  функ ц ия лар  устидаги арифметик 
а м а л л а р г а  кура  (5°- хосса)

l im[/(x)  — 6] =  l im/ (x)  — b =  0
х-*а х-+а

булади.
Худди шунингдек х  — а  нуктада  f ( x ) — b чексиз кичик функция 

булса ,  у холда
l imf(x)  =  b
х-+а

экани курсатилади.
Юкори да  а й ти лган ларда н  куринадики,  а гар  / (х )  функция х-»-а да  

чекли b лимитга  эга булса ,  уни f ( x )  =  6 +  а ( х )  куринишда и ф од ал аш  
мумкин. Бунда  а ( х )  чексиз кичик функция.

Энди X  туп лам да  берилган бирор р( х )  функцияни карайлик.
12- т а ъ  р и ф. А га р  х^>-а да  р (х) ф ун к ц и я н и н г  лимити  оо , яъ н и

l imp (х) =  оо
х->-а

б улса .  р (х)  ф ун к ц и я  х - * а  да чексиз катта ф ун к ц и я  деб аталади.
1

М аса л ан ,  f ( x ) — — - функция x - v l  да,  ц>(х)— е*2 функция
(X— 1)

эса х - >0  да  чексиз катта  функция булади.
Чексиз кичик ва катта функциялар  куйидаги хоссаларга  эга.
1°. Чекли сондаги чексиз кичик функция ларни нг  йигиндиси ва 

купайтмаси чексиз кичик функция булади.

2°. Ч ег а р ал а н га н  функция билан чексиз кичик функциянинг  
купайтмаси чексиз кичик функция булади.

3°. Агар а ( х )  ( а ( х )  ф 0 )  чексиз кичик функция булса ,  1 .a  [X)
чексиз катта  функция булади.

4°. Агар  р(х)  чексиз катта  функция булса ,  ^  чексиз кичик 

функция булади.
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4- §. Функцияларни таккослаш

Ф а р а з  килайлик,  X  тупламда  а ( х )  ва р(х)  функ ц ия лар  берилган 
булиб,

l i m a ( x )  = 0 ,
х-*-а

1 im(3 (х) =  0
х-*-а

булсин (а нукта  X  тупламнинг лимит нуктаси) .
Ушбу

а ( х )  , ,  ч

1™Лм ( |)
лимитни караймиз .

1°. Агар (1) лимит  0 га тенг булса,  у холда  х—>-а да  а  (х) функция
Р(х)  га нисбатан юкори тартибли чексиз кичик функция дейилади ва
а  (х) —  о((3 ( х ) ) каби белгиланади.

2°. Агар (1) лимит  0 д ан  фа рк ли чекли сонга тенг булса,  у холда  
х - ^ о  да  а ( х )  ва р(х)  бир хил тартибли чексиз кичик функциял ар  
дейилади.

3°. Агар (1) лимит  1 га тенг булса,  у холда  а  (х)  ва |3(х) ф унк ц ия 
л ар  х— да  эквивалент  дейилади ва а  (х) ~(3 (х) каби белгиланади.  

Куйидаги хоссалар  бевосита т а ъ р и ф д а н  келиб чикади.
а) о ( Р ) ± о ( Р ) = о ( Р ) ;
б) Агар у =  о(Р) булса,  о (р)  ± 0 (7 ) = о ( Р ) ;
в) Агар а ( х )  ва р(х)  функ ц ия лар  х-^-a д а  ихтиёрий чексиз кичик 

ф ун кциял ар  булса,  у холда  a - p  =  o ( a )  ва а - р  =  о(р)  булади.

5- §. Функция лимити мавжудли! ига оид теоремалар

Биз юкорида  чекли лимитга  эга булган  функциянинг хоссаларини 
ургандик.  Ушбу п а р а г р а ф д а  эса функция лимити мавжуд лиг и 
масала си билан шугулланамиз .  А ввал о  бу масалани  монотон 
функци ялар  учун хал этамиз.

f ( x )  функция X  ту пл ам да  берилган булиб,  а нукта  X  тупламнинг  
лимит нуктаси хамда  V х £ Х  учун х ^ а  булсин.

3- т е о р е м а. А га р  f ( x )  функция X  тупламда усувчи  (кам а
ю вчи) булиб, ю коридан (ц уй и дан ) чегараланган  булса , а нуцтада 
чекли лимитга эга  булади.

И с б о т .  f ( x )  функция X  ту пл ам да  усувчи булиб,  юкоридан 
чег араланг ан булсин. У холда  { / (х)}={/ (х)  : х £Х]  тупламнинг  аник 
юкори чегараси м а в ж у д  булади.  Ф а р а з  килайлик,  sup{f (x) } = 6  
булсин. У холда  аник юкори чегара  хоссасига кура

Г .  Vx EX  учун / ( х )  <  Ь.
2°. V e > 0 , З х ' е Х ,  f ( x ' ) > b - e

мунос аб атл ар  уринли булади.
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К ар а л а ет г а н  функция усувчи булгани учун х ' < х  л а р да  f ( x ' ) <  
< f ( x )  тенгсизлик уринлидир.  Энди b — e < f ( x ' )  ва f ( x ) < . b  
эканлигини эътиборга  олсак

b — e<Zf {x ' )  < f ( x ) c b  +  e

тенгсизликлар  хосил булади.  Бу  эса b сон f ( x )  функциянинг  лимити 
эканини ифодалайди.

f ( x )  функция X  тупла мда  берилган ва а нукта  X  нинг лимит 
нуктаси булсин.

1 3 - т а ъ  р и ф. А га р  V е > 0  сон у ч у н  ш ундай  6 > 0  сон топил- 
саки, аргумент х  нинг 0 < _ \х '  — а  | с  6 , 0< С \х"  — а |  < б  тенгсиз- 
л и к л а р н и  каноатлантирувчи ихтиёрий х '  ва х "  (х ' £ Х ,  х " Е Х )  
кийматларида  | f ( x ' ) — f ( x " )  | < е  тенгсизлик ур и н л и  булса ,  f ( x )  
ф ун к ц и я  у ч ун  а нуктада К ош и шарти баж арилади дейилади.

4-те о р е м а  ( К о ш и  т е о р е м а с и ) .  функция а нуктада 
чекли лимитга эга  булиш и учун, бу функция а нуктада Кош и шартини 
цаноатлантириши за р ур  ва  етарли.

М и с о л л а р .  1. f ( x )  = х  co s2- -̂ функция учун х  =  0 нуктада  

Кошц шарти б аж ари лиш ин и курсатинг.  V e > 0 c o H  берилган булсин. 
Бу 8 > 0  га кура б ни б = - ^ Д еб> олинса,  у холда  х  нинг

O C U ' - O I  < 6 = у ,  0 < | л : " - 0 |  < б  =  у

тенгсизликларни каноатлантирувчи ихтиёрий х' ,  х "  кийматлари учун 
куйидаги тенгсизлик уринли булади:

\ f ( x " )  — f i x ' )  | =  U " c o s “A — x 'c o s 2- ^ ^  | x " c o s 2A|_)_ Iat'cos2— ! <

^  I x "  I -f- I x '  | <  e.

Бу  эса ка р а л а ё т га н  функция учун х =  0 нуктада Коши шарти 
баж ар ил иш ин и курсатади.

2. f { x ) =  sin-y функция учун х  =  0 нуктада  Коши шарти баж а-  

рилмаслигини курсатинг.

V e > 0  сон учун х  =  0 нукта атроф ида  * ' = ——, х "  = ------ -------
пл  (4  п +  1 ) л

нуктал ар  оламиз.  Бу ну к тал ар  учун \ х '  —  х " \ < б ,  \ f ( x " )  — f ( x e) | =  

=  Jsin- -4" ^ l)jx — sin п л |  =  1 экани равшан.  Энди 0 < е < 1  лар  учун 

Коши шартининг  баж ар ил масли ги ни  куриш кийин эмас.

Ушбу п ар агр аф  якунида  к е л а ж а к д а  куп фо йд алан и лад иг ан  
айни пайтда мухим булган иккита функция лимитини келтирамиз.

1. Ушбу l im— — =  1 тенгликни исботланг.
*-►0 х
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Рав шан ки ,  0 < х - < - ^ -  ( — ~< L x< iO )  ор алик дан олинган ихтиё

рий х л а р да  0 < s i n j c < ; ; c < ; t g x  тенгсизликлар  уринлидир.
Энди s i n x C x C t g x  тенгсизликларни sinx га булиб,  1 <  ^  <с

< —1— ва ундан cosx  < 1  булишини топамиз.  Н а т и ж а д а
С OS А' X

г\ ^ 1 sinx _  .0 <  1----------<  1 — cosx
*

тенгсизликларга  эга буламиз.
Энди 1 — cosx =  2sin 2- |  ва 0 < х < ~  да  sin 2- | - < s i n y  эканини

эътиборга  олсак,
1 — c o s x < 2 s i n y < 2 - - | - = x

муносабат уринли булишини топамиз.  Д е м ак ,  ихтиёрий 0 < i x < ^ ~  

sinx о
да 0 < 1 ------^ ~ <~х  тенгсизликлар  уринли.

Энди V е > 0  учун б сифатида  к ва -у сонларининг  кичиги олин

са, аргумент  х нинг 0 - < х < — тенгсизликни каноатлантирувчи б а р 

ча ки йм атларида  | - ^ ^  — 1 | < х < ; е  тенгсизлик уринли булади.  Бу 

эса таъ р и ф га  кура
.. sinx .l i m ------ =  1

х— +о х
эканини билдиради.

f ( x )  = !!Ш- функция учун / (  — х) = / ( х )  тенгликнинг баж ари ли ш и -

ни, яъни мпх функциянинг  ж у ф т  эканлигини куриш кийин эмас.

Дем ак,
.. sinx ,l i m ------ =  1

х ^ - 0  х
тенглик х,ам уринли булади.  2 - теоремага асосан х =  0 нуктада
sinx . ,——  функциянинг лимити м а в ж у д  ва у 1 га тенг.

2. Ушбу

lim ( 1+ ^ Г = е ,
X-*- оо л

тенглик уринли булишини курсатинг.

Биз lim ( 1 + - - ) " =  е эканлигини курган  эдик (каралсин,  1 7 - боб,
П—►* оо П

2 - § ) .
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Ф а р а з  килайлик, х >  1 булсин. х  нинг бутун кисмини п оркали

белгиласак , у холда п ^ х < : п  +  1 булиб, бундан эса 1 ^ х  ^  1
п +  1 ^  п

тенгсизликларга  эга буламиз. Бу тенгсизликлардан

( 1+ ^ Т г ) " < ( ‘ + т ) ‘< ( | + т ) " +1 <2>

тенгсизликлар  келиб чикади.

lim Л + — i - Y W ,  lim Л  4—- У + ' =  е
п ^ о о \ п + \ ;  п )

Хамда (2) тенгсизликлардан  ф ойдаланиб  чекли лимитга эга булган 
функция хоссалари га  кура (5 ° -х о с с а )  х-*-- |-оо (я->- о о ) да

lim (1 -\—- )  = е
*-оЛ х /

тенгликка эга буламиз.
Энди х < — 1 булсин. х  = — у  белгилаш  киритсак, у холда:

lim ( 1+ —Y — lim ( l — —)  У—  Hm Л -f----- Ц  Y-=-
X-*- — ОО V X /  у—у. оо \  У / y-f сю V У ~ 1 /

=  lim ( l - | ----- Ц -Y  ' lim ( н ----- Ц - ' ) = е - 1 =  е
у̂ + оо\ у - l /  у^+оо\  у — 1 /

булади.
Д ем ак ,

lim (1 Н— = е
=о\ х )

булади.
I

Н а т и ж  a. lim (1 - \ - х ) х = е  тенглик уринлидир.
дг—►О

Х аки к атан  х,ам — =  и белгилаш  н атиж аси даX
1l i m ( l + j c ) jr =  l i m ( l + - i - Y

х-*-0 у-*- оо \  У /

булиб, l i m 1 +  — ) = е муносабатдан  l im ( 1 + х )  * = е  келиб чика-
У~*~ оо V У /  х-̂ 0

ДИ.

6-§• Функция лимитини х,исоблашга оид 
мисоллар

Ушбу лимитни хисобланг:

lim ^lOsin2x +  cos2x + - ^ - p y ^ .

А ввало д. _ |
/ ,  (х) =  10sin2x, f 2( x ) =  co s2x, f  3=  3;c—
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lim f , ( x )  = l i m  (1 Osin2jc) =  10[lim s i n x l  2= 0 ,
*-►0 x->-0 j дг—o

l i m / , ( * ) =  lim c o s 2x =  Him cosjc12=  1,
x —*-0 x-*-0 [  x-*-0 ]

lim (x — 1)
lim / 3(jc) = l i m  1 =  -------- = -------
x--a x-»o 3x +  2 lim (3x  +  2) 2

x—o

Энди, чекли лимитга эга булган функцияларнинг  хос саларидан 
фойдаланамиз .

Н а т и ж а д а :

l i m (Ю  sin 2x +  cos 2х + А - г - т т )  =  lim lOsin 2x - f l i m  co s2x +

1 • X  1 /-> I 1 1 1

J 2  3x +  2 =  0 + 1  _ T  =  T -

ф у н к ц и я л а р н и н г  х-+0 д а  л и м и т л а р и н и  т о п а м и з .

о  v  A I ■ V 1 ~i~ 32. Ушбу lim-^— ~---------лимитни топинг.
J  x-*-4 л / х - 2

Аввало  3 функцияни куйидагича узгартирамиз:

V 1 +2-Г - 3  _  ( У  1 + 2 *  — 3) ( -\j х  + 2 ) ( У 1 + 2 л :  + 3 )

У* - 2  ( V ^ - 2 ) ( V ^ + 2 ) ( V T + 2 i + 3 )
( У I +  2л: — 3 ) < y i + 2 x  + 3 )  V *  + 2  ( 1 + 2 *  — 9) ( V l + 2 *  + 3 )

( У * - 2) ( У ^ + 2) ^ Т + 2 1 + з  (jc —4) ( + 2)
_  2 ( x - 4 ) ( V T + 2 ^  + 3 )  =  2 ( y T + 2 *  + 3 )

— 4) ( л/ jc + 2 )  y * + 2

~  ,• 2(  д / 1 + 2 x  + 3  ,  „
сЭнди lim— ■■■ „---------ни х,исоблаимиз:

дг->-4 V X  “1“ 2

l i m  2 ( Vt + 2 x + 3 ) =  2 ( 3 + 3 )
*-►4 У * +  2 2 + 2

Д ем ак,  Пт-^-ЦЬ—— — =  3.
x-*-A V  X 2

3. Ушбу lim— -----n f ,V, лимитни топинг.
x-t-0 x

Ав вало  (1 4 -лг) '1 ни Ньютон биноми формуласи буйича ёямиз:
/ t  I \п 1 I I п { п — 1) 2 I л ( я — 1 ) ( я  — 2) 3 .( 1+ д с ) " = 1+ л х Н ------- — —JC — л ------у -------L* 3+

+  . . . + x n.
У х,олда

л + ^ 1 ,  l + " + ^ / + - - + > , - ' = n + ^ J i , +
х л: 2!
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бе

те

те

Кс
Ф

Т{

п(п—1)(п — 2]_х2 , -\-хп~'
1 3!

Энди берилган лимитни хисоблаймиз:

П т  ( | + * )П- '  = Пт \п +  Щ г Л х + п{п--  1>|(ft- 2> ... + * — ] = „ .
х-+0 х  х—0 3!

Ушбу [ / ( х ) ] йи| куринишдаги функция дараж али-курсаткичли
ф ун к ц и я  дейилади.

Ли ми т  хисо бл ашг а  оид катор  мисолларда  д а р а ж а л и - к у р с а т 
кичли функц ияларнинг  лимитини топишга  оид куйидаги коидадан 
фойдалани лади :

f ( x )  ва g ( x )  функц ия лар  X  т уп лам да  берилган булиб,  а  нукта 
X  тупламнинг  лимит нуктаси булсин.

Агар l i m /(л:) = 6 , l i m g ( x ) = c
х-*-а х-*-а

булса,  у холда
| i m [ / ( x ) ] « ,jr, =  6 c
х -*-а

булади.

4. Ушбу lim( sm* V 2 “2 лимитни топинг.x̂ a\ s \ n a /

{  s inx  \  2 2 „
\~s\na ) X~a иФоданинг куринишини узгартирамиз:

I с

- )
/  s i n x X х2 _ а2 _ _  /  s i n x __ . \  , 2 _ о2 _  /  . s inx  — s i n a ^ ? _ аг _
\  s ina  /  \  s ina  /  \  s ina

x — a  x +  a
2sin—  ----- cos———  \  -2 _ _ 2

=  V 1 + ---------2— --------

2,in .eoJ±?
2 2

/  _ . x  — a x - \ -a  \  (x-a)

\  s ina /

( x + a )  . x  —  a x  +  a2sin
2  2

Энди дар аж али -ку р сатки ч л и  функция лимити хамда

1 ‘ / I I  \ х 1 * S i n X  *lim (1 - + - х ) = е ,  l im------ =  1
* - 0  х^п X

тенгликлардан фой далана ми з .  Н а т и ж а д а

. . /  sinx \  .2 2
limf —:— г  ° = е
х^а \  slna /

lim
х~*а х — а

- а  х  +  а

2 COS 2

(x+a) sina ---ctga
=  e 2a

хосил булади.
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ц х ^ _ { х 3< а г а Р * < 0  булса,
( s inx ,  а гар  х > 0  булса

функциянинг  х  0 нуктада  лимити мавжудлигини исботланг  ва бу 
лимитни топинг

Каралаётган функциянинг  л: =  0 нуктадаги бир томонли (унг ва 
чап) лимитларини топамиз:

lim Цх)  =  lim siiuc =  1 im s inx =  0,
*-»+<> Jt ► f  I) x—O

lim f ( x )  я  lim jc3e l i m j c :,= 0 .
*-*-() x +  0 X -+ Q

Д ем ак ,  берилган функциянинг x 0 нуктадаги унг ва чап лимитлари 
м а в ж у д  булиб,  улар  у за ро  тенг (0 га тенг) экан.  Бундан эса 
функциянинг  х  =  0 да лимити мавжудлиги ва унинг хам 0 га тенглиги 
келиб чикади.

5. Ушбу ,

www.Orbita.Uz kutubxonasi

http://www.Orbita.Uz


б Ф У Н К Ц И Я Н И Н Г  УЗЛ УКСИЗЛИГИ

19- Б О Б

те

Т(
!■§• Функция узлуксизлиги таърифлари

Бирор X  ораликда  f ( x )  функцияни карайлик.  Бу ораликк а  
тегишли булган хо нукта  унинг лимит нуктаси булсин.

Г  т а ъ  р и ф. А га р  х->-Хо да  f ( x )  ф ункция  чекли лимитга эга  
б улиб ,  бу  лимит  /(хо) га  тенг, я ъ н и

lim f ( x ) = f ( x 0) ( 1)
Х̂ Х0

б улса  у  у о лд а  f ( x )  ф ун кц и я  х 0 нуктада у з л у к с и з  дейилади.  
М и с о л л а р .  1. Ушбу . _____

f ( x )  =  д / х 2+ 5
функция х0 =  2 нуктада  узлуксизлигини курсатинг.

Биринчидан,  х->-2 да  f ( x )  =  д / х 2+ 5  функциянинг  лимити м авж уд

l i m / (л:) =  lim д / х 2 +  5  =  3 ,
Х-*-2 Х-+2

иккинчидан,  бу лимит берилган функциянинг  х о = 2  нуктадаги 
кийматига  тенг: 3 =  / ( 2 ) .  Д ем ак ,  l im/ (x)  =  f ( 2)  .

x-t-2
2. Ушбу

,т?
функция ихтиёрий х о £ Х = ( — оо, + о о )  нуктада  узлуксиз булади,  
чунки

lim f ( x )  = l i m - ~ ^ = - — = f ( x 0).
х~*х0 х^ хо I +  X 1 +Х0

f ( x )  функциянинг  хо нуктадаги киймати /(хо) узгармас  сон хамда  
х-мго да  х  — х0—>-0 булишини эътиборга  олиб ( 1) тенгликни

lim [ / ( х ) - / ( х 0)] =  0
х — Xq—»-0

куринишда ёзамиз.  Одатда х — х 0 айирма аргумент орттирмаси 
(х  аргументнинг  хо нуктадаги орттирмаси)  дейилади:

Д х  =  х — Хо, .(2)
f ( x ) — f ( x о) айирма эса ф ункция  орттирмаси (функциянинг  Хо 
нуктадаги орттирмаси)  дейилади ва д / ё к и  Д / ( х 0) каби б ел г и л а н а 
ди:

A f =  A f ( x o )  = f ( x )  — f ( x 0).  (3)
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(2 ) тенгликдан топамиз:
х =  х0 +  А х .

У иди (3) тенглик ушбу
\ f \ f ( x n) = f ( x 0 +  A x) — f ( x  о) 

кури ни nil'll келпди. Домик, j  ( х ) ф ун кц и я ни н г х() нуктадаги орттирма- 
1'и A I л р г у м е т  о|п i ирмнеи Ах га б оглик булар экан (76- чизма).

Am p / ( v)  функции ао нуктада  узлуксиз булса,  ( I ) ,  (2 ) ва 
(.'!) мушннбнтлнрдпн

lim \ /  ■ ( )
А *

1<г щП ч|п>.| hi Ьу м л функции учлукенчлигипи куйидагича таъ- 
риф'пин mim мумкин,'tHi пни кV|>> .11; 1,чи

| н I. р и ф I . г//» ир.ч/мгн гнин.' Хо нук,ти<)аги орттирмаси 
\ \  m ii. ' iI limit i. iimhi / (>) 11>ци1\ц11чни11.' i/n,'ii мос орттирмаси А/ %ам

ЦП 1,41 IIUIII II II, ilfillll
lim А/ О

А  < *0

ПЦ it а, I/ \ ni i hi  I ( t )  11>цп1\цич  ч о нук,гч<)а у зл ук с и з  дейилади.

М н е  о 'I Ушбу Ц \ )  1 функцияни карайлик. Ьу функция»iiw
ч ) \ | н  А’ : л /гл., А' =  О, -+- I , +  2 ....I тупламда  ани-Л ~ <  .*>,

юннц ни
И м п е р и й  inf V нуктани олиб, унга Ах орттирма берамиз.  Сунг 

ми. функнни tipi гирмасини хисоблаймиз:

Л/ ~  Цх„ +  Л х ) - 1 ( х „ )  =  
I I

Hill (Jf|, Ллс) sinx0

мих() — sin (*0 -f-Ддг)

s in  (дг„ f Д а  ) -sinл-,,

„ Лх Ax2cos(x0 — ) - s i n ( ----- — )

s in (x 0 +  Ax) -s inx0

Адг ►() да А/ нинг лимитини то- 
иимиз:

11 in А / =  lim
Лдг *0 А х-» 0

о / I к2cos (Jtr0 -|— — ) • sin ( ----- ~ )

sin (лг0 -j- Ллг) sinjc0
l im-—

2cos(x0- f 4 r )

4̂ o sin(-l:o +  A-t) sinA:o

lim sin ( Лх 2cosx,о 0 =  0 .

Демак,  П т  А/ =  0. 2 - та ър иф га  кура  берилган функция ихтиёрий

Хц ( X  да  узлуксиз булади.
Функция узлуксизлигини куйидагича  т а ъ р и ф ла ш  хам мумкин.
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3 - т а ъ  р и ф. А га р  V e > 0  сон олинганда  уам  ш ундай  б > 0  
сон топиЛсаки, аргумент х  нинг \х  — Хо \ < 6  тенгсизликни к,ано-

6i атлантирувчи барча кийматларида

Т( \ f ( x ) — f ( x  о) I < е

тенгсизлик баж арилса, у  цолда  f ( x )  ф ункция  х0 нуктада у зл ук с и з  
дейилади.

Т( Юкорида  келтирилган т а ъ р и ф ла р  эквивалент  т а ъ р и ф ла р  булиб,
вазиятга ка р а б  у ёки бу таър иф да н фойдаланилади.  Масалан,  ушбу

f ( x )  =  а 0 +  а , х  +  а^х2 +  ... +  а„х"

* ( а 0, а | ,  ..., ап — узг армас  сонлар,  п  — натурал сон) функциянинг
4 ихтиёрий х06 ( — оо,  + о о )  да  узлуксиз булишини курсатишда

1- т а ъ р и ф д а н  ф ойд аланиш макс адга  мувофикдир.  Х аки ка тан  хам,

l im /(x )  = l i m  (a 0- \ - a lx - \ - a 2x 2-\- ,..-\-a,jcn) =
т *-**о

=  a 0+ a tx 0+ a 2x 20+ . . . + a X o = f ( x n ) .

Д е м ак ,  берилган f ( x )  функция ихтиёрий х0€ ( — оо,  + о о )  нуктада  
узлуксиз.

4- т а ъ  р и ф. А га р  х—>-Xo-f-0 да f ( x )  ф ункция  чекли  лимитга эга
( б ули б ,  бу лимит / (хо) га тенг, я ъ н и

lim f ( x ) = f { x 0)
Х -* Х а  +  {)

< б улса , у  уо лд а  f ( x )  ф ункция  х 0 нуктада ун гд а н  у з л у к с и з  дейилади.

5- т а ъ  р и ф. А гар  х—<-х0 — 0 да  / ( х )  ф ункция  чекли лимитга эга  
б улиб ,  бу  лимит / (хо) га тенг, яъ н и

lim f ( x )  = / ( х 0)
X— — О

б улса , у  у о лд а  f ( x )  ф ун кц и я  хо нуктада чапдан у з л у к с и з  дейилади.

М и с о л. Ушбу

— ~х 2, а гар  х <  2 булса,

х, а гар  х > 2  булса.

функцияларни карайлик.  Бу функция ^ = ( — 00, + о о )  да а н и к 
ланган.  Берилган функциянинг  х =  2 нуктадаги  унг ва чап 
лимитларини хисоблаймиз:

lim f  (х) =  lim ( — ~-х2' ) =  — 2 , lim / ( х )  =  lim х =  2 .
л:— 2 - 0  х -+ 2 - ( Л  2  /  Х-+2 +  0 (-0



Агар f ( 2) =  — •'-•22=  — 2 булишини эътиборга  олсак,  унда

lim f ( x )  = / ( 2 ) ,  lim f ( x )  = 2 =^/<2 )
—  0 2 +  0

эканлигини топамиз .  Д е м ак ,  берилган функция х == 2 нукта да  чапдан 
узлуксиз,  унгдан узлуксиз  эмас.

6- т а ъ  р и ф. А га р  f ( x )  ф ун к ц и я  X  тупламда берилган  б улиб ,  
унинг  х;ар бир ну^тасида у з л у к с и з  б улса ,  у  у о лд а  ф ун кц и я  X  тупламда  
у зл ук с и з  дейилади .

М асал ан ,  f ( x )  = х 2 функция (0, 1) интервалнинг  хар бир
нуктасида  узлуксиз.  Д е м а к ,  бу функция (0, 1) да узлуксиз.

Агар f ( x )  ф ун кция [а, b] сегментда берилган булиб,  (а, Ь) 
интервалда узлуксиз,  а нуктада  унгдан,  b нукта да  эса чапдан 
узлуксиз булса ,  f ( x )  функция [а, Ь\ сегментда узлуксиз булади.

Юкоридаги  а й т и л г а н л а р да н  куйидаги хулоса келиб чикади:  агар  
\ ( х )  функция Хо н ук тад а  узлуксиз булса ,  у холда  функция шу нуктада 
хам унгдан,  хам ч ап дан  узлуксиз булади:

l i rnf (х)  = f ( x 0)=> lim f ( x ) =  lim f ( x ) = f ( x 0).
x-*-x0 х->-л:0 — 0 +  0

Аксинча,  а гар  f ( x )  функция х 0 нуктад а  бир вактд а  хам унгдан,  хам 
чапдан узлуксиз  булса ,  функция шу нукта да  узлуксиз булади:

lim / ( ; < ) =  lim f ( x )  =  / ( x 0) = H i m / ( x )  = f ( x 0).
x~*xt\ — о x~*xo

2- §. Функциянинг узилиши

Биз l - §  да  курдикки,  f ( x )  функциянинг  х 0 нукта да  узлуксиз 
булиши учун:

1°. унинг шу хо нуктанинг бирор атрофи да  (ж у м л а д ан  х 0 нук тад а)  
ан и к л а н га н  булиши ва

2°. х-^-Хо да  унг ва чап лимитларга  эга булиб, 

lim / ( * )  =  lim f ( x ) = f ( x 0)
х—*-a'q -f 0 x~*~xo — ®

булиши за р у р  ва етарли.
Агар f ( x )  функц ия х 0 нуктада 1°- ва 2°- ш ар т л а р да н  хеч 

булм аганд а  бирини б а ж а р м а с а ,  у холда  ф ун кц и я  хо нуктада  
узи л и ш г а  эга  дейилади.  Мисолл ар  караймиз .

1. Ушбу у = [ ( х ) =  функция учун х =  0 нуктада  юкоридаги

1 °- шар т  б аж а р и л м а й д и .  Чунки бу функция X =  ( — о о , 0 ) U (0 , +  оо) 
ту пл ам да  ан и кла нг ан ,  х  =  0 нукта шу тупламнинг лимит нуктаси ва 
х = 0 Е Х .  Бинобарин,  берилган функция х  =  0 нуктада  узилишга  эга 
(77- ч и з м а ).
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2. К у й и д а г и

б<

Т(

т<

/(•*) =
| х | ,  а гар  х ф О  булса,  

1, а г а р  х  =  0 булса

функцияни карайлик.  Бу функция X ( — оо,  +  о о ) туп лам да  
аникла нга н,  х  =  0 нукта шу тупламнинг  лимит нуктаси.  Функциянинг  
унг ва чап лимитлари

\ \ mf ( x )  = l i m | x |  = 0 , l im/ (x)  — l im \x \  = 0 .
x-~0
i > 0

x—0 x>0
x-+()

78- чизма

булиб,  улар f ( x )  функциянинг x  =  0 нуктадаги  киймати:  / ( 0 ) =  1 га 
тенг эмас.  Д ем ак ,  бу функция учун х  =  0 нуктада 2 ° - ш а р т  
баж ар и л м ай д и .  Берилган функция х  =  0 нуктада  узилишга  эга 
( 7 8 - ч и з м а ) .

3. Ушбу

- 1,
0 ,f ( x )  =  s ign  (х)

агар
агар
агар

х < 0  
х  — 0 
х > 0

булса,
булса,
булса

функцияни карай лик.  Бу функция Х = ( — оо, + о о )  да аникланган.  
Унинг х  — 0 нуктадаги  унг ва чап лимитларини топамиз:

1) =  - 1.l im/ (x )  =  1 im 1 =  1,
х-*-0 х~*-0
х > 0  х > 0

l im/ (x)  =  lim (
х—*-() х-*-0
х < 0  х < 0

Берилган функциянинг х  =  0 нуктадаги  унг ва чап лимитлари бир
бирига тенг эмас.  Д ем ак ,  бу функция учун х  =  0 нукта да  2°- шарт
б аж арил м айд и.  Берилган функция х  =  0 нуктада  узилишга  эга 
( 7 9 - ч и з м а ) .

4. Куйидаги

Isin—, а гар  х > 0  булса,
*

— х,  а гар  0 булса
222



функцияни карайлик.  Бу  функциянинг  х =  0 нукта да  унг лимити м а в 

жуд эмас,  чунки х > 0  ва х-*-0 да  f ( x )  = s i n - ~  функция лимитга эга

эмас. Функциянинг  шу нуктадаги  чап  лимити

-х)  = 0l im/(x)
х—0
х < 0

■■1 im (
х—0
х С О

булади.  Бу функция учун хам х =  0 нукта да  2°- шар т  б аж ари лм айд и.  
Дем ак,  берилган функция х = 0  н ук тад а  узилишга  эга.

5. Ушбу / 1
—, а гар  х > 0  булса,  

f ( x )  =  \ х
{ х 2 , а г а р  х <  0 булса

79- чизма

функцияни карайлик.  Бу функциянинг х =  0 нуктадаги унг лимити

lim f ( x )  = l i m  — =  +  оо
x-*Q х-*-0 х
х > 0  х > 0

булиб,  чап лимити эса

lim f ( x )  =  lim х  = 0
х— 0 Х— 0
х < 0  х < 0

булади.  Бу функция учун хам х =  0 нуктада  2°- шарт  б аж арил м айд и.
Бинобарин,  берилган функция х =  0 нуктада узилишга  эга булади
(80- ч и з м а ) .

/ ( х )  функциянинг  хо нуктадаги унг ва чап лимитлари м а в ж у д  
булиб,

lim f.(x) ф  lim f ( x )
x—Xq +  0 x-*-xQ — О

булган холдаги х0 нуктадаги узилиши биринчи тур узилиш дейилади.
Бу холда

lim f ( x )  —  lim f  (x)
x-*-xQ +  0 x->xQ — 0
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айирма f ( x )  ф у н к ц и я н и н г  х 0 нуктадаги сакраш и  дейилади. М а са л а н ,
3- мисолда келтирилган s g n x  функция х =  0 нуктада  биринчи тур 
узилишга  эга булиб, унинг шу нуктадаги  с акра ш и 2 га тенг булади.

f ( x )  функциянинг  хп нуктадаги  б ош к а  узил ишлари ( l i m / ( x )  ==
Х - + Х

=  lim f  (х)  ( х 0) холдан т а ш к а р и )  иккинчи  тур у з и л и ш  дейилади.
x-*-xQ — О

М аса л ан ,  4- ва 5- мисолларда  келтирилган функцияларнинг  х  —  
=  0 нуктадаги  узилиши иккинчи тур узилиш булади.

3- §. Узлуксиз функцияларнинг хоссалари

Узлуксиз ф ун кц ия лар  катор  хос саларга  эга.  Куйида  биз б аъзи  бир 
хоссаларни исботи билан,  баъзи  бир хоссаларни эса исботсиз 
келтирамиз.

1°. Агар f ( x )  ва g ( x ) фу нк ц ия лар  X ( Хс z R )  тупла мда  узлуксиз 
булса,

f ( x ) ± g ( x ) ,  f ( x ) - g ( x ) ,  Щ -  (8 ( х ) ф 0 )

функц иял ар  хам X  да узлуксиз булади.
И с б о т .  Ихтиёрий х 0(:Х  нуктани олайлик.  Ш ар тга  кура  f ( x )  ва 

g ( x )  функ ц ия лар  Х о  нуктада  узлуксиз:

limf (jc) = f ( x 0),
х~*х0
limg-(Ar) = g ( x 0).

Чекли лимитга эга булган  функ ц ия лар  устида арифметик а м а л л а р  
хакидаги  хоссаларда н фойдаланиб топамиз:

lim[/(jc) ± g ( x ) ]  =  Iim/'(x) ± l i m g ( x )  = f ( x 0) ± g ( x 0),
X̂ X0 X̂ Xq X~*-Xq

l im[/(x)  • g ( x ) ] =  l im/(x)  - l i m g (x )  = f ( x 0) - g ( x 0),
x-*x0 X—̂Xq x- x0

lim j(x) 
f(x) X-*X0 f(x o)lim —-  = ------------ = ---------
<?(*) limg(jc) g(x0)

x~x0 j

Кейинги тенгликлардан эса f  (x) ± g ( x ) , f ( x ) - g ( x )  ва фуч-

кцияларнинг  хо нуктада узлуксизлиги келиб чикади.
2°. х  =  ц>(t)  функция T c z R  тупламда ,  y  =  f ( x )  функция эса 

Х = { х : х  =  ц>( 0 ,  Т\ тупл амда  берилган булиб,  улар ёрдамида

y = f (  ф ( 0 )

мураккаб функция тузилган булсин.
Агар х  =  ф (/) функция t0(zT нуктада ,  y  =  f ( x )  функция мос х 0



нуктада  (х0 =  ф ( М )  узлуксиз булса,  у холда  у =  / ( ф ( ^ ) ) мураккаб  
функция }0 нукта да  узлуксиз булади.

И с б о т .  Функция узлуксизлиги та ър иф иг а  кура  V g > 0  сон 
олинганда  хам шундай 6 | > 0  сон топиладики,

\ х —  JCol < 6 i = H / ( x )  — f (xo)  I < е ,  (4)

шунингдек,  юкоридаги 6 | > 0  сон олинганда  хам шундай 6 > 0  сон 

топиладики,  | / - / 0| < 6 = Н ф ( 0 - ф ( * о )  I < 6 1  (5)
булади.

Агар
| ф ( / )  — ф ( / 0 )  I =  \ х —  JCol,

I/ (JC) — f (x 0) I =  1 / (ф (0 ) — f(< P (M ) I 
эканини эътиборга  олсак,  унда (4) ва (5) м уно сабат лардан 

\ t  —  / 0 | < 6 = Н / ( ф ( / ) )  — / ( ф ( / 0 ) )  I < е

булишини топамиз.  Бу эса / '(ф ( / ) )  мураккаб  функциянинг  to нуктада  
узлуксизлигини билдиради.

3°. Агар y  =  f ( x )  функция X  ор аликд а  аникланга н,  узлуксиз 
Хамда монотон булса,  у холда бу функция кийматларидан 
иборат Y ( Y = { f  (х)  : х £Х) )  ораликда  тескари x = f ~ ' ( y )  ф у н к ц и я  
м а в ж у д  ва у хам узлуксиз булади.

4°. Агар  f ( x )  функция [а, b] сегментда аникланга н ва узлуксиз 
булиб,  унинг а ва b ну кта лардаги  кийматлари f ( a )  ва f ( b ) 
к а р а м а - к а р ш и  ишорали булса,  у холда  шундай с нукта 
( а < . с < Ь )  топиладики,

/ ( с ) = 0

булади (Бо льц ан о — Коши теоремаси).
И с б о т .  f ( x )  функция [а, Ь] сегментда узлуксиз булиб,  f ( a )  < 0 ,

f ( b ) > 0 булсин. Агар [а, b ] сегментнинг а ~^Ь нуктасида  

/ (  а^ Ь ) = 0  булса,  унда с = “ дейилса,  f ( c )  = 0  булади.  Бу хол

да хосса исбот булади.  Агар f ( a \  Ь ^ ф 0  булса,  унда ва

Г a ~^b , b j  сегментларнинг  четки нук таларида  / (х )  функциянинг

к а р а м а - к а р ш и  ишорали кийматга  эга буладиганини олиб, уни 
[а,,  Ь\] билан белгилаймиз.  Д ем ак ,  f ( a t ) < 0 ,  f ( b , )  > 0  ва [а |, Ь\] нинг

_£ а{ -\-Ь{
узунлиги Ь х — а , = —-— булади.  Агар [ а ь Ь\\ сегментнинг — -—

(  1̂ "I” ̂ 1 \  1̂ 1̂ инуктасида  д -  - —  ) =  0 булса,  унда  с —  — -—  деиилса ,  f ( c )  —

(  d\ -\-Ь\ \
=  0 булади.  Бу холда  хосса исбот булади.  Агар /  I — ^—  ) ф  0
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Г a i+ * i  П Г a i+ * i  , 1булса,  унда I а , ,  — -— I ва I — -— , Ь { сегментларнинг  четки

ну к та лари да  f ( x )  функциянинг  к а р а м а - к а р ш и  ишорали киймат- 
га эга буладиганини олиб, уни [а2, Ь2\ билан белгилаймиз.  Дем ак,

f ( a 2) < 0 , / ( 62) > 0  ва [а2, Ь2\ нинг узунлиги Ь2 — а 2=  Ь~ а булади.

Бу жар аённ и д ав ом  эттирсак,  куйидаги икки холдан бири юз 
беради:

« v г , 1  а п +  Ь п1) [а, Ь\ сегментнинг с —  — -—  нуктасида

П с ) = , ( ^ Р - ) = о

булади, дем ак  хосса исбот булади.

Ф 0 булиб,  бу ж а р а ё н  чексиз давом этади.  Бу

холда

[а, ,  Ь\], [ а2, Ь2\, ..., [а„, Ьп), ...

кетма-кетлик хосил булади.  Ра вш ан ки ,

[а, ,  6 | ] = > [ а 2, 6 2]=>...  =э[а„,  6„] =э.. .
, ft — а
On — i ,

2"
fli < а 2< ... < а п< ..., & i > 6 2

f ( an )  < 0 ,  / ( М  > 0  ( я = 1 ,  2, 3, ...).

{а„} кетма-кетлик усувчи ва юкоридан чег араланган,  {&„} кетма- 
кетлик эса камаювчи ва куйидан чегара ланга ндир.  Унда 1 7 - боб,
2 - § да  келтирилган теоремаларга  кура бу кетма-кетликлар  чекли
лимитга  эга:

lim а п= с ь ( с , 6 (а ,6 ) ) ,
П-*- оо

lim b n —  c 2 ( с 26 (а ,д ) ) .
П—*~ оо

Агар

lim (b n — а„) =  lim b n— l i m a „ = c 2— с ,
П-*-оо п-*- оо

в а

l im(b„  — a„) =  l i m - ——= 0
л—► оо /г— оо 2

булишини эътиборга  олсак,  унда C i = C 2 экани келиб чикади.  
С| =  с2 =  с деб олайлик.

/ М  функция [а, 6 ] сегментда узлуксиз  булиши дан  фойдаланиб,  
топамиз:

226 a n-+c=>f(an) - +f ( c ) .



f ( a n) < 0  булганлигидан f ( c 0 булади,

bn—*'C=£~f (bn) —*~f (с) •
f (b„)  > 0  булганлигидан f ( c )  > 0  булади.  Кейинги тенгсизликлардан
эса

f ( c )  = 0

булиши келиб чикади.  Хосса исбот булди.
Келтирилган хоссадан тенг лам аларни нг  ечими мавжудлигини 

курсатишда ва уларнинг  такр ибий ечимини топишда фойдал ани ла -  
ди. М асал ан ,

1 — х -\-  sinx =  0

тенгламани карай лик.  Агар f ( x )  =  1 — x +  s inx деб олинса,  унда f ( x )  
функциянинг  ( — оо, +  о о ) да,  ж у м л а д а н  [0 , л] сегментда узлуксиз 
эканини п ай ка ш  кийин эмас.  f ( x )  функция [0 , л] сегментнинг четки 
ну к таларид а  к а р а м а - к а р ш и  ишорали

/ ( 0 ) =  1 — 0 +  s in0 =  1 > 0 ,
/  (л)  =  1 — л  -f-sirm =  — л  +  1 < 0

ки йм атларга  эга. Унда юкоридаги 4 ° - х о с с а га  кура  f ( x )  функция 
[0 , л] ораликнинг  хеч б ул м аганд а  битта нуктасида  нолга 
айланади,  яъни берилган тенгл амани нг  [0 , л] ор аликд а  ечими

мавжуд.  [0 , л] ни [0 , ~ ]  ва [ f  - л  ] сегментларга  аж р а т и б ,  л  J 

нинг четки нук тал арида

f ( f ) = | - T + ! i n f - 2 - f > 0 ’

/ ( л )  =  — Л +  1 < 0  

булишини топамиз.  Д ем ак ,  берилган тенгламанинг  ечимларидан 

камида  биттаси |~у, n j  да  ётади.  Бу жа раённ и давом эттириш

н ат и ж ас и д а  1 — x +  sinx =  0 тенгламанинг  такр ибий ечимини 
керакли ани кл ик да  топиш мумкин.

5°. Агар f ( x )  функция [а,- b] сегментда ани кл анг ан ва узлуксиз 
булса,  функция шу сегментда ч егараланга н,  яъни шундай узг арм ас  
т  ва М  сонлар  топиладики,  V x 6 [а, Ь] да

t n ^ f ( x )  ^ М

булали (Вейерштрасс  теоремаси).
6 °. Агар f ( x )  функция [а, Ь] сегментда ани кла нга н ва узлуксиз 

булса,  функция шу сегментда узининг энг катта ха мда  энг кичик 
кийматига  эришади,  яъни [а, b ] да  шундай с, ва с2 нуктал ар  
топиладики,  V x 6 [a, b] да

/ ( C l )  > f ( x ) ,  f ( c 2) < f ( x )  

булади (Вейерштрасс  теоремаси).
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y  =  f ( x )  функция X  ту пл ам да  берилган булсин.
7- т а ъ  р и ф. А га р  V > ( )  сон олин ганда  %ам ш ундай  б > 0  

сон топилсаки, X  т упламнинг \х ' — х " \  < 6  т енгсизликни каноатланти
р увчи  ихтиёрий х ' ва х "  нукт аларида

\ f ( x ' )  ~ f ( x " )  | < е

т енгсизлик баж арилса, f ( x )  ф ункц и я  X  т упламда текис у зл ук с и з  
дейилади .

М аса л ан ,  у  =  х 3 функция [О, 1] да текис узлуксиз функция булади.  

У =  -~ функция (О, 1) да  текис узлуксиз булмайди.

7°. Агар / ( х )  функция [а, Ь] сегментда а н и кл анг ан ва узлуксиз 
булса ,  функция шу сегментда  текис узлуксиз булади (Кантор 
т е о р е м а с и ) .

4 -§ .  Элементар функцияларнинг узлуксизлиги

Биз  мазкур  п а р а г р а ф д а  элементар функц ияларнинг  уз лукс из ли
ги м асаласи билан шугулланамиз .  Бу  м а с ала ларни нг  купчилигини 
Хал этишда функция узлуксизлиги таъри фи хамда  чекли лимитга  
эга булган  функ ц ия лар  устида ариф метик а м а л л а р д а н  фойдалани-  
лади.

1. Д а р а ж а л и  ф у н к ц и и .4 у  =  х п (п £ /V). Биз  чекли лимитга  
эга булган  функция хоссаларини урганишда / ( х )  функциянинг  
а  нукта да  чекли лимитга эга булишидан [ / (х)]"  функциянинг  хам 
чекли лимитга эга булиб,

lim[/-(x)] =  [!imf (х) f
х-*-а х -» и

тенглик уринли булишини курган эдик. Бу тенгликдан ф ойд алани б 
f ( x ) = x "  функциянинг нуктада узлуксизлигини исботлаймиз.
А ввал о  /i ( х ) =  х функциянинг V a £ R  нукта да  узлуксизлиги ни 
курсатайлик.  Бунинг учун VK> 0  учун б =  е деб олинса,  |х  — а | < б  
тенгсизликни каноатлантир увч и бар ча  х л а р д а  i/, ( х ) — /i (а)  | == 
=  I х — а\  <  е тенгсизлик уринли булади.  Бу эса та ър иф га  кура 
/  \ (х) = х  функциянинг а нуктада  узлуксизлигини билдиради.  Демак,

limx =  a
k->-a

Энди / ( х )  = х п функцияни карайлик.

l i m x " =  r l i m x ] " = a "
х-+ а  (_ х-+ а  J

тенгликни эътиборга  олиб

l i m / (х) = / ( а )
X -+ U

эканлигини топамиз.  Бу эса / (х )  = х "  функциянинг V a ^ R  нуктада 
узлуксизлигини билдиради.
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2 . /  (x)  =  sinx ф у н к ц и я  Va€^?  нукта да  узлуксиз.
Х,акикатаи хам, V fc> 0  га кура 6 =  е деб  олсак,  \ х —  а | < б

тенгсизликни кан оатлантирувчи бар ч а  л: л а р д а
I f ( x )  — f ( a)  | =  | sinjc — s in a |  =  | 2 sin x ~ a c o s ~ ^ - |  <

< 2 - - ^ = ^ = U - a | < e

тенгсизлик келиб чикади.  Бу эса / ' ( x ) = s i n x  функциянинг та ър иф га  
кура V a £ / ?  нуктада  узлуксизлигини билдиради.

3. / ( х )  =  cosx функция V a 6 /? да  узлуксиз.

Х,акикатан хам,  / ( х )  =  cosx =  s i n ( x - f - —) эканини эътиборга  ол

сак,  муракк аб  функция узлуксизлиги ха кидаг и  теоремага  асосан 
cosx функциянинг V a 6 /? да узлуксизлиги келиб чикади.

4. f ( x ) — t g x =  функция (& =  0, ± 1 ,  ...) ну к 

тада  узлуксиз.

f ( x )  =  c tg x  =  функция эса У а ф к п ,  k =  0,  ± 1, + 2 , ... ну к та 

да узлуксиз.
Бу хоссаларнинг  уринлилиги sinx, cosx функкцияла рни нг  уз лук 

сизлиги ва узлуксиз функ ц ия лар  устидаги арифметик а м а л л а р д а н  
бевосита келиб чикади.

5. f ( x )  — ах ( а ф  1) курсаткичли функция Vx06 R  ну кта да  уз лук 
сиз.

Х а к и к а т а н  хам,
limx

lim а х= а ^ ° = а х°
х^х0

эканини эътиборга олсак,  l im / ( x )  = / ( х 0) тенгликка эга буламиз.
х-**о

Бу эса ах функциянинг  Vx x d R  нуктада  узлуксизлигини билдиради.
Биз  куйида узлуксиз функцияларни ургани шд а мухим урин 

тутган тескари функциянинг мавжуд лиги ва узлуксизлиги х а к и д а 
ги теоремани исботсиз келтирамиз.

Т е о р е м а .  А га р  f ( x )  функция X ораликда берилган  ва  
узл ук си з ва  усувчи  (кам аю вчи) булса , бу функция кийматларидан 
иборат Y = { f ( x ) : x £ X \j ораликда тескари f ( у )  функция мавж уд  
були б, у  узл ук си з ва  усувчи  (кам аю вчи) булади.

6 . Л о г а р и ф м и к  ф у н к ц и я .
Бизга  [с, d ] сегментда у  =  ах ( a >  1) курсаткичли функция 

берилган булсин.  Бу функция [с, d] орал ик да  узлуксиз ва 
усувчидир.  Юкорида  ка й д  этилган теоремага кура \ u ' , a (t| ораликда  
у  — ах функцияга  тескари x - f ^ ' ( y )  функция м а в ж у д  булиб,  у у з 
луксиз  ва усувчи булади. Бу тескари функция логариф мик ф ункция  
дейилиб, у

x =  f~' (y)  = \o g j j
■■229

www.Orbita.Uz kutubxonas:
■ ■ W I H — — i M — — I 1 I » ■  I III1 V I I ' l i l J H H  i l l — — — —

http://www.Orbita.Uz


каби белгиланади.  Аргументни х  билан белгилаш  оркали лога- 
рифмик функция

y = \ o g j c

куринишда ёзилади.
Э с л а т м а :  0 < о < 1  булган хат хам худди юкоридагига ухшаш каралади.

7. y  =  x a(x > 0 ,a .( z R )  д а р а ж а л и  ф у н к ц и я .  Бу  функцияни

п (logn̂ )a «log*
у  —  х  = а  = а

куринишда ифодалаймиз .
Мураккаб  функциянинг узлуксизлиги хакидаги теоремага асосан

aloer*
у  =  а

функция х > 0  да  узлуксиз булади.
8 . Т е с к а р и  т р и г о н о м е т р и к  ф у н к ц и я л а р .
y =  a r cs inx  функцияни ан и к л а ш  ва узлуксизлигини курсатиш

учун £— j ,  y j  ораликда  t/ =  sinx функцияни карай миз .  Бу

функЦия ка р а л а ё т га н  ор аликд а  усувчи ва узлуксиз экани равшан.  
Д ем ак ,  бу функцияга унинг ки йма тла р  туплами [ — 1, 1] ораликда  
тескари функция м а в ж у д  булиб,  у усувчи хамда  узлуксиз булади.  
Бу тескари функция

x  =  f ~ l (у) = a r c s i пу

оркали белгиланади.  у  ни х  оркали белгилаш н атиж аси да  бу 
функция £/ =  a r cs inx  куринишда ифодаланади.

Худди юкоридаги му л о х а за ла р  ёрдами да  [ — 1, 1] ораликда  
у =  arccosx  функция x =  cos у  функцияга  тескари функция 
сиф атида  ани кланиб,  у хам узлуксиз булади.  у  =  a rc tgx ,

у  =  a r cc tg x  функциял ар  мос равиш да f — §">у) ва <0 ’ л ) ораликда

х  =  x  =  c tg y  ф ункц иял арга  тескари функция сифатида  а н и к л а 
нади ва узлуксиз булади.

5- §. Функциялар лимитини х,исоблашда уларнинг 
узлуксизлигидан фойдаланиш

Ф а р а з  килайлик,  x  =  y ( t )  функция Т тупламда ,  y  =  f ( x )  функция 
эса X =  {х: x  =  (p( t ) , t £ T \  тупла мда  ани кл анг ан булиб,  улар 
ёрдамида

</ =  / ( ф ( 0 )

муракк аб  функция тузилган булсин.
Агар

lim ф(х)  =  х 0
'-'о
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лимит м а в ж у д  булиб,  y  =  f ( x )  = / ( ф ( / ) )  функция х 0 нуктад а  узлуксиз 
булса,  у холда

lim f ( ф ( 0 ) = f ( x о)
о

булади.  Кейинги лимит муносабатни

l i m /г( ф ( / ) )  = / / l i m  ф ( 0 ") (6 )
'-'о )

куринишда хам ёзиш мумкин. Бу тенгликдан функцияларнинг  
лимитини хи соблашда фойдалан ил ади.

Энди мисоллар караймиз .

1. Ушбу lim ga*  ̂ ( а > 0 ,  а Ф  1) лимитни хисобланг.
х^О х

Ав вало  лимит остидаги функцияни куйидагича ёзиб оламиз:

l °g„(l+*) I —
-------------- l̂oge(l  + х )  = l o g a(l  + х ) х.

Л о г а р и ф м и к  функция узлуксиз булганлиги сабаб ли (6 ) форму- 
лага  биноан:

lim lo g u(l  + х )  j; =  l o g J l i m ( l  + х ) х 1  .
х—*-0 L*-*-o J

1
Агар \ \т ( \ - \ - х ) х =  е эканини эътиборга  олсак,  у холда

х-*~0

.. Jog0(l+Jt)
l im--------------- = ^ o g ae  булишини топамиз.
х -~ 0  х

Хусусан,  а =  е булса,  lim 1п*‘ =  1 булади.
X-+Q х

2. Ушбу

lim^— -  ( а > 0 ,  а ф \ )
х~* о х

лимитни хисобланг.
Ав вало  ax — \ = t  деб  оламиз.  Унда x =  loga ( l + / )  булади.

Р а в ш ан к и ,  х->0  да  t-*-0. Н а т и ж а д а

.. ах — 1 l im--------=  lim
(-*0 1°йа( ' + 0

тенгликка келамиз .  Юкоридаги  тенгликдан фойдал ани б топамиз:
,. t 1 1 lim-;-----= l i m
/-^lotfe ( l+<) (-0 l°gfl0 + 0  lofV

t
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j ^ X ___  |

М аъл умки ,  1 °goe = Де ма к ,  lim—- — = l n а булади.

3. Ушбу НгтИ 1-^  —1- лимитни хисобланг.
x — 0 x

Агар ( l + x ) a — 1 = /  деб  ол сак , ' ун да  (1 - f x ) a =  1 + /  ва
1п(1 + 0

(1 -\-Х) а=  1 +  * = > a - ln ( l  -\-х )  =  l n ( l  -f-t)=>a== In f 1 +х)

булиб,  х-*-0 да  t-*-0 булади.
Энди лимит остидаги функцияни куйидагича ёзиб оламиз:

In (1 +х)
( 1+ х )а - 1  _  t _ а  1п<1 +JC) , ± = а . X

X X 1п (1+ / )  л: 1п(1 + 0
t

Н а т и ж а д а

Д е м ак ,

In (1 +дс) lim In (1 +  х)
(l+*)a — 1 x х- 0  xim- - - =  l im a  , — a - - , ,x—о * x—0 ln(l +0 ln(l-H)

0) t , -0 t

.. < I - ь — 1l i m ' ■ -------— a.

4. f ( x ) ва g ( x )  функц ия лар  X  ту пл ам да  берилган булиб,  х0 эса 
X  тупламнинг  лимит нуктаси булсин. Агар lim t ( x )  = b  ( b >  0 ) ,

X— xa

l i m g ' ( x ) = c  булса,  у холда  lim [/ '(x)]*w =  b cбулишини исботланг.
X —*~x 0  X-*-Xq

Ло гари ф м н и н г  хоссаларига  кура:

[ / (x) ]  й<х) =  е l”V M f {x) =  e

Л о г а р и ф м и к  хамда  курсаткичли функц ияларнинг  узлукс из ли
гини эътиборга олиб, топамиз:

l im ( g ( x )  - l n/ ( x) ]  l im g( x)  - l n ( l i m / ( x ) ]

l im [ f ( x) ]  *<*> =  l ime =  e *~‘° ~ °  = e c ]nb=
x ~*~x 0  X -*-Xq

=  e 'nbC =  b c.

Д е м ак ,

lim [ / ( x ) ] * ,Jt, =  fcc.
X—Ло



20- Б О Б

Ф У Н К Ц И Я Н И Н Г  Х. ОСИЛА ВА Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л  И

1-§. Функция х,осиласининг таърифлари

y  =  f ( x )  функция (а, b ) интервалда  берилган булиб,  х 0 шу 
интервалнинг  бирор нуктаси булсин. Бу х 0 нуктага  Дл: орттирма 
(Дх=й=0, хо +  Дх £ ( а ,  Ь))  бериб,  берилган функциянинг орттирмаси- 
ни топамиз:

Ay  =  A f ( x 0) =  /  (лг0 —|— Ддс) — / (*о) .

Р авш ан ки ,  функция орттирмаси А х  га боглик булади.
1 - т а ъ  р и ф. А га р

.. Л/<*о>l i m — -—
4*^0 АДГ

м авж уд ва  чекли  б улса , б у  лимит  / ( х) ф ун кц и ян и н г  х 0 нукт адаги  
уо си ла си  дейилади  ва

df(xn) ■■ и
f ' ( x о) ёки еки у  | , = , 0

каби белги ла на д и .
Д ем ак ,

/ / v . v  .. Щ х  о) .. f ( x 0 +  A x ) - f ( Xl о) »
f  ( * „ )  =  lim — ----- =  lim ----- ------------------ . ( 1 )

Ax->-0 Лх-*-0 Л-К

Агар х 0- \ - А х = х  деб  олинса,  унда А х  =  х — х 0 ва Дх->-0 да  х -+ х0 
булиб,

с  ч f ( x ) - f ( x  0)
f  ( х0) =  lim ■ —  (2 )

булади.  Бу хол функция х,осиласини jc-^x0 да
/(*) — Длг0)

X — х0
нисбатнинг  лимити сифатида  дам т а ъ р и ф л а ш  мумкинлигини
курсатади.

1 - м и с о л .  Ушбу f ( x ) =  х 2 функциянинг  лг0 =  1 нуктадаги
хосиласини топинг.

Берилган функция ( — оо, + о о )  да  аникланган.  Унинг х0= 1  
нуктадаги  орттирмаси

Д / ( 1 ) = Д 1 + Д х ) - / ( 1 )  =  ( 1 + Д л : ) 2- 1 2 =  2Д* +  Д* 2
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г а  те н г .  У н д а

булиб,

Ш I1 _  о 4_ Л г
Лх Лх '

|im *Ш 1 =  Пш (2 +  Дх) = 2 .
Ах-*-0 Лх—О

Д е м ак ,  берилган функциянинг х0 =  1 нуктадаги  хосиласи 2 га тенг:

П 1 ) = 2 .

2- м и с о л. Ушбу

f { x ) = - 7  ( * = ^ 0 )

функциянинг ихтиёрий л: нуктадаги хосиласини топинг.
Бу функциянинг х нуктадаги орттирмаси

Аf i x )  = f ( x  +  &x) - f ( x )  у

булиб,
А / ( Х )  _  1

Лх х ( х  +  Лх)

булади.
Кейинги тенгликда  Дх->0 да  лимитга утиб топамиз:

1
lim Щ р -  =  l i m f ---------- * ■-̂ т ) =
д*-о Л* Дх- o V  х(х +  Дх) /

Д ем ак ,  берилган функциянинг х  нуктадаги  ( х ф 0) хосиласи

булар  экан.
3- м и с о л. Ушбу

/ ( * )  =
xs in—, а гар  х =^=0 булса,

0 , а гар  х =  0 булса

функция х =  0 нукта да  хосилага эга буладими? 
Бу  функция учун

xsin-^— 0
/ (*>~К°> = _____ *___ = sin——

х — 0 х  х

булиб,  х—>-0 да
И х ) — / ( 0 )  . 1
— — п— == sin— х  — 0  х
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нинг лимити м а в ж у д  эмас.  Д е м ак ,  берилган функция х  =  0 нуктада 
хосилага эга эмас.

2- т а ъ  р и ф. А гар

Af( х) .. f(x0 +  Ax)-f(x0)
"  л — lim '

Дх-* +  0 А х Дл--* +  0
lim lim : u '-----—  ( Д х > 0 )

- Ах \ 4- п Ах

мавж уд ва чекли  б улса , б у  лимит  / ( х) ф ун кц и ян и н г  х п нуктадаги  
у н г  цосиласи  д ейилад и  ва  f ' ( x 0- \-0) каби б елги ла н а д и . Д ем ак ,

А гар

, .  A / W  ,. f(x0+ A  x)-f(Xg)
lim :— ------=  lim ------------ ------------ ( д  х < 0 )

д  х-*-—о А  х  д х - > —о А *

м авж уд ва  чекли  б улса , б у  лимит f ( x )  ф ун кц и ян и н г х 0 нуктадаги  
чап х,осиласи дейилади  ва f ' ( х0 — 0) каби б елги ла н а д и . Д ем ак ,

л / Ы  г / ,
| | т  — - = /  (-«о— 0 ) .Дл:—-О

Функциянинг  унг ва чап хосилалари бир томонли уо си ла л а р  
дейилади.

4 - м и с о л .  Ушбу f ( x )  =  \ x — | функциянинг  х =  1 нуктадаги  унг 
ва чап хосилаларини топинг.

Берилган функциянинг  х = \  нуктадаги  орттирмаси

A f ( l ) = f ( \  +  А х ) - / ( 1 )  =  1 1 +  A x -  1 1 -  1 1 -  1 1 =  | д х |.

булиб,

A/(  1) =  I Ax|
Ax Ax

булади.  Р авш ан ки ,
с  А/ (1) i. I Ax I ,. Ax .lim - . lim L=  l i m —- = 1,

4*-* +  0 Ax Длг-* +  о Ax 4^  +  o Ax

A / ( l )  ,. | Д х |  ,. ( — Ax) .lim -,■■■ - =  lim ———=  lim ' — 1
Ax-i.—o Ax Д*-*— о Ax \x-+ — о Ax 

Де м ак ,  f ( x )  =  \ x —  1| функциянинг  x =  \ нуктадаги унг хосиласи

Г ( 1 + 0 )  =  1,
чап хосиласи

/ ' ( 1 — 0 ) =  — 1.

Бу мисолда  келтирилган функция учун Ах—»-0 да  -А / (  1 )  I А х |

А х  А х

нисбатнинг лимити м а в ж у д  эмас.  Бинобарин,  f ( x )  =  \ х —  1 1 функция
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х = 1  нуктад а  хосилага  эга эмас.  Келтирилган мисолдан 
куринадики,  функциянинг бирор нукта да  бир томонли хосилала-  
рининг м авж удлиг ид ан унинг шу нуктада  хосиласининг  м а в ж у д 
лиги хар  доим келиб ч ик аверм ас  экан.

Функциянинг  хосиласи,  функциянинг унг ва чап хосилалари 
т а ъ р и ф ла р и да н  бевосита  куйидаги т а сд ик лар  келиб чикади.

1°. Агар f ( x )  функция х 0 нуктада  f ' ( х0) хосилага  эга булса,  
функция шу нукта да  унг / ' ( х 0 +  0 ) хосилага  ха мда  чап f ' ( x 0 —
— 0 ) хосилага эга булиб,

п * о + 0 ) = п * о - 0 ) = п * о )
булади.

2°. Агар  f ( x ) функция х 0 нуктада  унг [ ' ( х о +  0) ва чап f ' ( x 0 —
— 0 ) хо си лал ар га  эга булиб,

f ' ( x o +  0 ) = f ' ( x o- 0 )  

булса,  функция шу нукта да  f ' ( х0) хосилага эга ва

' f ' ( Xo) = f ' ( x o  +  0 ) = f ' ( x o - 0 )
булади.

1- э с л а т м а. Агар

о) , •• . .  bf(xo)l i m ----------- =  +  оо  еки lim =  —  оо
Длг-0

булса,  уни хам f ( x )  функциянинг х0 нуктадаги хосиласи деб
ка ра лад и.  Одатд а  бундай хосила чексиз уо си ла  дейилади.

Энди функциянинг узлуксиз  булиши билан унинг хосилага  эга 
булиши орасидаги богланишни ифодаловчи содда теоремани келти
рамиз.

1-т е  о р е м  а. А га р  f ( x )  функция х 0 нуктада чекли f '(x 0)
х;осилага эга  булса , f ( x )  функция шу х0 нуктада узл ук си з булади.

И с б о т .  Берилган f ( x )  функция х 0 нуктада  чекли f ' ( X  0)
Хосилага эга булсин. Хосила  таъ ри ф иг а  кура

П т  ^ L = f ' ( x о)
А х-гО  л х

булади.  М азк ур  курснинг 1 8 - боб, 3 - §  да келтирилган та сдикда н 
ф ойд алани б топамиз:

Дf ( x n)
— — = = Г  (Хо)  + а ( Д л : ) .

Бунда  Дх—>-0 да а(Дх)->-0.  Кейинги тенгликдан
Af (xo)  =  f ' ( х0) А х - \ - а ( А х ) - А х  (3)

булиши келиб чикади.  (Одатда  (3) ифодага  ф ун кц и я  орттирмаси- 
нинг формуласи  дейилади.)

(3) тенгликда Дх-*-0 да  лимитга утсак,  унда

Н т Д Д х о )  =  П т [ / ' ( х о ) Д х  +  а ( Д х )  - Д х ]  =  0
\х—О Длг—0

236



булади.  Бу  эса f ( x )  функциянинг  х 0 нуктад а  узлуксиз  эканини 
билдиради.  Теорема исбот булди.

2 - э с л а т м а .  Функциянинг  бирор нукта да  узлуксиз булмп и-  
дан унинг шу нуктада хосилага  эга булиши хар  доим келиб 
чикмайди.  М асалан ,  юкорида келтирилган / (jc) =  |-jc — 1 j функция 
х = \  нуктада  узлуксиз булса  хам у шу н ук тад а  хосилага  зга 
эмас.

2- §. Функция х,осиласининг геометрик 
хам да механик маьнолари

1°. Х о с и л а н и н г  г е о м е т р и к  м а ъ  н о с и . у  =  /  (х) функция 
(а, Ь) да ани кл анг ан ва узлуксиз булиб,  х п нуктада  (лг'0£ (a.  b ) ) f ' ( x a) 
Хосилага эга булсин.  Х,осила та ър иф иг а  кура

Д*)  — f ( x 0)

\х

Ф а р а з  килайлик  берилган y  =  f ( x )  функциянинг  'рафиги 
8 1 - чизмада тасвирланган Г чизикни ифодаласин.  Бу эгри 
чизикка  унинг М п( х0, f ( x 0) ) нукта да  ут ка зил ган уринмани топиш 
масаласини караймиз .  Р авш ан ки ,  уринма тугрч чизикдан иборат  
булиб,  унинг тенгламасини топиш учун М 0 нуктанинг  координата 
ларини билишдан  т а ш к а р и  яна  шу тугри чизикнинг  бурчак  
коэффициентини хам билиш керак  булади.

х 0 нуктага  Ах  орттирма 
бериб,  х 0-\-А х  нукта  ни 
(хо +  Ахб (а,  Ь) )  караймиз .
С у н г  э г р и  ч и з и к н и н г  
М ( х о +  Дх, f  (хо -)- А х ) ) х а м 
да  Mo(xo, f (x<))) нукталари 
оркали М 0М  кесувчи утка- 
замиз .  Кесувчи ниш Ох  уки 
билан та шк ил  этган бурча- 
гини ф билан белгилаймиз.
Бу ф бурчак  Ах  га боглик 
будади:  ф =  ф ( Ах) .  М„М ке 
сувчининг М  нукта  Г  чи 
зи к  буйлаб  Мо  га интилганда (яъни Ах-*-0 д а)  лимит  холатини 
ифодаловчи тугри чизик  I чизикка  Мо нуктада  утказилг .ж 
уринма булади.  Бунда  Дл'-*0 да  ф =  ф(Дх) нинг лимити изл ана ётган  
уринманинг  Ох уки билан ташкил эттан бурчакни аниклайди:

а  Пгпф(Дх).
Д.с->0

Шу бурчакнинг  тангенси эса уринманинг  бурчак  коэффициента  
булади: t g  a  =  k.
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f ( x 0 +  Ax)  — f ( x 0 j

АММ0Р  дан:

t g  ф(Дх)
Ax

Ундан эса

ф(Ах) = a r c t g
f(Xg +  A X) — f(Xg)

Ax

Кейинги тенгликда  Лх-^О да  лимитга утамиз:
f ( x 0 + Ах)  — f ( x 0)

lim ф(Л.с) =  lim a r c tg
х—0 х—0

/ (Х0 +  Дл-) — f ( x 0 )(  l ( x0 +  A x ) - f ( x Q) \
=  С ------ Д^-------J =  arctg/'(*o)

a  =  arctg/ ' (*o).

Д ем ак ,

Бу тенгликдан эса

f ' ( x о) =  tg  a  =  k
келиб чикади.

Шундай килиб y  =  f ( x )  функциянинг  х 0 нуктадаги  хосиласи 
f ' ( х  о) геометрик нук та и -н аза рд ан М 0 нуктадаги  уринманинг  
бурчак  коэффициентини иф о д ал а р  эк ан/  ,

Бу  уринманинг  тенгламаси

y  =  f ( x o ) + f ' ( x o ) ( x  — xo)
куринишда булади.  Бунда  х  ва у  уринманинг  узгарувчи нукта 
координаталаридир.

2°. Х о с и л а н и н г  м е х а н и к  м а ъ н о с и .  Моддий нуктанинг  
харакати s =  f ( t )  коида  билан ани кл анг ан булсин,  бунда t — 
вакт ,  s — утилган йул. Вактнинг  /0 ва to +  At  киймат ларида  
( А / > 0 )  s =  f ( t )  функция киймат лари f ( t 0) ва f ( t 0 +  At )  нинг 
айирмаси f ( t 0- \ - A t ) — f ( t 0) ва At  ва к т  оралигида  утилган As йулни 
аниклайди:

As  —  f ( t 0 +  A t ) — f ( t 0).
Д е м ак ,  At  вакт  ичида моддий нукта As  йулни утади.  Унда 

^  нисбат моддий нукта хара кат ини нг  уртача  тезлигини

билдиради.  At —>“0 да ~  нинг лимити моддий нуктанинг  t0 

пайтдаги оний тезлигини ифодалайди:

, , ч \ s  ’ .. f O o + m - W o )  v ( t  o ) = l i m T r = l i m  ------ —-------- =  f ' ( t  o)/—о At /—о

Шундай килиб, s =  f ( t )  функциянинг  t0 нуктадаги  хосиласи 
механик н ук таи -н азардан  s — f ( t ) коида билан х а р а к а т  кила- 
ётган моддий нуктанинг  to пайтдаги оний тезлигини билдир ар  экан.



3- §. Элементар функцияларнинг х,осилалари

Ушбу п а р а г р а ф д а  функция хосиласи таъ р и ф и д ан  хамда  
1 9 - боб 5 - §  да  келтирилган ли мит лард ан  ф ой дал ани б элементар 
функцияларнинг  хосилаларини топамиз.

1°. y  =  x ,L( x > 0 )  даражали функциянинг хосиласи. Бу функция 
орттирмаси А у =  (х +  Ах)^ —  х й =  х |1 J"( v ' Vx — 1 j =

=  лгц[ ( 1 +  ~ У ~  1 ]  булиб,  -L

' ( i + — У - i
— > й - 1. У х )

л хА у
Ах Ах

= х 1 1 ------------------------------------------------------------------------------------------------- —---------  булади.  Кейинги тенгликда  Дх->-0 да  лимитга

X
утиб топамиз:

ьу ( i + — Y - i  ( ■ + — У - |
=  I i m v —------ —̂L-------— vt* ~ • I i m _J:____ x  l i m ~ =  l imx^ ------  -------=jc'*_ l l im—— —-------=  nx '1~ ' .

Дх— О AX Ax— 0 hx Дх— 0

x x 
Д е м ак ,  y  =  x д а р а ж а л и  функциянинг  хосиласи:

у ' =  [1 Хп ~ 1.

Хусусан,  ( i =  — 1 булганда  у  =  х ^ { =  ~  булиб,  унинг хосиласи 

у '=  — х ~ ' ~ ' = ----Y  булади.
л:

2°. у = а х ( а >  О, а ф 1 )  курсаткичли функциянинг хосиласи. Бу

функциянинг орттирмаси Ау  =  а х + Ах— а х= а х(а Ах— 1) булиб,  =
Д х

ах (а*х - 1) „  .  .
=  — — -  булади.  Кеиинги тенгликда  Дх->-0 да  лимитга

утиб топамиз:
. .  А у  ,. ах {аАх~  1) х1. аАх — 1 х,l i m— l i m— ------- = а  lim—   = а  In а.
Д х - 0  &Х Л х — о Лх Ах

Дем ак ,  у  =  а х курсаткичли функциянинг  хосиласи

у ' — ахIn а.
Хусусан,  а =  е булганда  у  =  ех булиб,  унинг хосиласи

у ' =  ехIn е =  ех
булади.

3°. y = \ o g ax ( а > 0 ,  а ф 1 ,  х > 0 )  логарифмик функциянинг
хосиласи. Бу функциянинг  орттирмаси

A y =  \ oga(x +  Ax)  — l o g ^  =  l o g / ± - A(= l o g „ ( l  +  ■— ) 

булиб,  .
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'Ч- ± Ы >  + f )=- М 1+-г)
X

булади.  Кейинги тенгликда  Дх->-0 да  лимитга утиб топамиз:

l i m - ^ - =  l im -U o g Y l  + ~ )  = 7 log J  Mnif r+ - у - )  '  =  - - |o f ?^-
Ах -'О X \ X /  X |_Д*-<Л X /  J  X

Дем ак ,  j/ =  logax л огар иф ми к функциянинг хосиласи:

У' =  “  logo6 •

Хусусан,  а  =  е булга нда  у  =  \ п х  булиб,  унинг хосиласи

1 1 1и —  — In е =  —и X X
булади.

4 °. Тригонометрик функцияларнинг хосилалари. y  =  s \ n x  функ 
циянинг орттирмаси

A(/ =  s in ( x  +  Ax) — sin х  =  2 s in4 ^-cos (* +  ̂ т г )

булиб,
.  . Ах /  Ах \  Ах
2 s i n — - cosl  х -\— —  ) s i n - — -

A y   2 \  2 /  __ ______ 2 
Ах Ах Ах

~~2~

CO S
(* + -¥ ■ )

Кейинги тенгликда Ах->-0 д а  лимитга утиб топамиз:
А*

( * + * ) -
s in -  „

Ау ,. 2l im -— =  lim—  ------ cos
л*—о &х дх-»о Ал:

2
Ал: 

sin —
=  lim—  ------ lim cos \ x -\— — )== 1 - cos x  .

4л—О AX Дх_*о
2

('+*)■
Д е м ак ,  y  =  sin x функциянинг хосиласи:

у ' =  cos x.
у  =  cos x  функциянинг хосиласи

у ’ =  — sin х
булиши худди шунга ух ш аш  курсатилади.

Энди у  =  t g  х функциясининг  хосиласини топамиз.  Бу  функция 
нинг орттирмаси
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булиб,

A y  =  t g ( x + A x )  — =
s  cos(x-|-Ax) c o s *

  sin (x-\ -  A x ) - c o s  *  — cos ( x - \ - A x ) - s i n  x   sin Ax
c o s ( x - f A x )  -cos  x c o s ( x - f A x )  -cos  x

Ay  1 sin Ax  sin Ax
Ax Ax c o s ( x  +  A x ) - c o s  x  Ax c o s ( x  +  A x ) - c o s  x

Кейинги тенгликда Дх—>-0 да  лимитга  утиб топамиз:
,• А у  I- sin Ах 1
дх_^0 Ах Ах—о c o s ( x  +  Ах) -cos  X

,. sin Ах .. I I
=  l i m —  --------- l i m -

Дх- 0  Ах  дх—о c o s ( x + A x )  - cos х  cos2x  '

Д е м ак ,  y  =  t g x  функциянинг хосиласи

COS X

Худди шунга ух ш аш  y = : c t g x  функциянинг  хосиласи

у ' =  — Л -
sin X

булиши курсатилади.
5 °. Тескари тригонометрик функцияларнинг хосилалари. Ав вало  

берилган функцияга  нисбатан тескари функциянинг  хосиласини 
ани кл айд иг ан тасдикни исботсиз келтирамиз.

Айтайлик,  y  =  f ( x )  функция (а,  Ь) д а  а н и кл анг ан булиб,  у 19- боб
4 - §  да  келтирилган тескари функциянинг м авжу дл иг и хакида ги  
теореманинг бар ча  шартларини кан оатлантирсин.  Агар y  =  f ( x )  
функция х  нуктада  ( х 6 (а, b) )  f ' (х)  =/= 0 хосилага  эга булса,  бу 
функцияга  тескари x  =  f  ' ( y )  функция у  нуктад а  (y  =  f ( x ) )  хосилага  
эга булиб,

< / " ( * » ' =  г ~  ( 4)

булади. Энди г/ =  a rcs in  х функциянинг хосиласини юкорида  келти
рилган ко и да дан ф ойд аланиб топамиз.

Ра в ш ан к и ,  ;/ =  a r c s i n x  функция x = s i n « /  функцияга  тескари 
функциядир.  Унда (4) фо рмул ага  кура

у ' =  ( a rcs in  х ) '  =  — -Т7 .
у  (sm  у)

Ма ълумки ,

(sin у ) '  =  cos у =  д/ 1 — sin 2у  =  д / 1 — х 2 .

Де м ак ,  у = arcs in  х функциянинг хосиласи 

7 : , у ' =  ( a rcs in  х ) '  =
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Худди шунга ух ш аш

(a rccos  х ) '  = -------- ^ = ,  a r c t g x = — LT , a r c c t g x  = — - j - j .
\ \ —х 1+ х ‘ + л

П а р а г р а ф  сунгида элементар  функ ц ия лар  хосилалари учун 
топилган ф ор мулаларни  ж а м л а б  куйидаги ж а д в а л н и  келтирамиз:

Г .  у  =  х ц( х > 0 )  булса ,  у '  —  р х 1*-1 булади.
2 °. у  =  ах ( а >  О, а ф  1) булса,  у '  =  а х\ п а  булади.

3°. y  =  \o g ax ( a > 0 ,  х > 0 , а ф  1),  булса  у ' — -~logae булади.

4°. y =  s i n x  булса,  у ' — c o s x  булади.
5°. у  =  cos х булса,  у ' = — s i n x  булади.

6°. у  =  t g x  булса,  у ' = — Ц -  булади.
COS X

7°. у  =  c t g  х булса,  у ' = ------- -у- булади.
sin х

8 °. y =  arcsin х булса,  у ' —  — , 1 булади.
д / 1 - х 2

9°. у  =  a rccos  х булса,  у'  = -------1 булади.
V 1 - х 2

10°. у  =  a r c t g x  булса ,  у ' = ■- - ■■■ j  булади.

11°. у  =  a r c c t g x  булса ,  у ' = — j ^  булади.

4- §. Х,осила х,исоблашнинг содд а  коидалари. 
Мураккаб функциянинг х,осиласи

Функция хосиласи таъ р и ф и д ан  ф ойдаланиб икки функция 
йигиндиси,  айирмаси,  купайтмаси хамда  нисбатининг хосилаларини 
топиш кои даларини келтирамиз.

Ф а р а з  килайлик,  f ( x ) хамда  ф ( х )  функ ц ия лар  (а,  Ь) интервалда  
берилган булиб,  х нук тад а  (хб  (а, Ь) )  } ' ( х ) хам да  ф ' ( х )  хосила ларга  
эга булсин.  У холда  хосила таъ р и ф и га  кура

Н т ^ - = П х ) ,  П т ^ ^ - = ф / (х) . (5)
Дх—0 Д* д,_ 0 4*

2- т е о р е м а. Б ерилган  f ( x )  х1ам да ц>(х) ф ункциялар йигиндиси, 
f(x )-\-q> (x) функция, х нуктада уосилага  эга  ва
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И с б о т .  Д х )  +  ф(х)  функция орттирмаси Д (Д х)  +  ф ( х ) )  =  Д х  +  
+  Дх) +  ф(х  +  Дх) — ( f ( x )  -Ьф(лг)) = Д х + Д х )  — f ( x )  +  ф(Дх +  х) —
— ф(х)  =  Д Д х )  Дф(х) булади.  Бу тенгликнинг хар  икки томонини 
Дх га булиб,  сунг Дх—>-0 да лимитга утиб топамиз:

Ii m Ml£)±fP<£>>..=  Ит Г ' т +  Ц  п т - Ш - +  И т  Ш . .
д * -о  Л* u , n L  а *  А х  J и ^„ и _ 0 Л*

Юкоридаги (5) муносабатни эътиборга  олиб

\1тЖ М + * М )  = у {х)  + ф / (х)
Лдс-*-0 ЬХ

тенгликка келамиз.  Бундан эса Д х ) + ф ( х )  функциянинг  хосиласи 
мавжудлиги хамда

( Дх )  + ф ( х ) ) / =  / / (х) +  ф ' М
эканлиги келиб чикади.  Теорема исбот булди.

Худди шунга ухшаш Д х ) —'ф (х ) функциянинг хосиласи м авж уд
ва

4 (/(-*■) — ф ( * ) ) '  =  Г  (х) — ф ' (х)
булиши курсатилади.

3- т е о р е м а. Берилган f ( x )  х;амда ц ( х )  ф ункциялар купайтма
си [ ( х ) - ( р ( х )  функция х  нуцтада уоси лага  эга  ва

(f(* )-< t> (x))' =  f '( x ) - q > ( x ) + f ( x ) ( p '( x ) .
булади .

И с б о т .  / ( х ) - ф ( х )  функция орттирмасини топамиз:

А ( / ( х )  - ф ( х ) ) =  Д х  +  Дх) -ф (х  +  Дх) — Д х )  • ф (х) =
=  Д х  +  Д х ) ф ( х  +  Дх) — / ( х ) ф ( х  + Д х )  +  Д х ) ф ( х  +  Дх) — Д х ) ф ( х )  =  

=  ( Д х  +  Дх) — Д х ) )  -ф (х  + Д х )  +  Д х )  • (ф(х  +  Дх) — ф ( х ) )  =
=  Д Д х )  -ф (х  +  Дх) + / ( х ) Д ф ( х ) .

Бу тенгликнинг хар икки томонини Дх га булиб,  сунг Дх->-0 .а 
лимитга утамиз:

=  l i m - ' ~  • И т ф ( х  +  Дх) +  Д х )  lim
Ах-+0 &х  \х-+  0 \a--v0 Ах

(5) муносабатни хамда

М т ф ( х  +  Дх) = ф ( х )  
д*—о

тенгликни эътиборга  олиб топамиз:

l im A ( ( t o .(*>> (х ) ф (х )  + / ( х ) Ф' ( х ) .
Адг-̂ 0 ах

Бундан эса Д х ) - ф ( х )  функциянинг  хосиласи мавжуд лиги хамда  

(Дх)  -ф(х)  )' =  f ' ( x )  -ф(х)  +  Д х )  -ф ' (х)
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-жанлиги келиб чикади.  Теорема исбот булди.
4- т е о р с  м а.  Б ер и лга н  j ( x )  цам да <р(х) ф ун к ц и я ла р  нисбати

№  « * > # « >  

ф ун кц и я  х  нукт ада ц о си ла га  эга ва

( 1<х} V = К*)'*'(х>
\  ’,<■< > ' ц?(х)

И с б о т .  функция орттирмасини топамиз:

\  фМ  /

булади.
Их)i о т.
ф(х

f ( x_ j - Лх)  _ f j x )  _  Д х  + А х ) ф ( х)  — / ( х ) ф ( х  +  Ах) __

(j-, (лг-f- A A- j Ф (х) ф(* +  Дх ) ф ( а )
/ ( а -)-Аа- ) ф (а ) - / ( а ) ф(х)  - | -/ (а ) ф (а ) - - / (х )ф(л :  +  Алг) __

ф ( х  +  Д х ) ф ( х )

<?(.г +  Лх]  — ; и - i ) -ф i .V) — f ( x )  ■ (ц ( * + А х )  — 4 ;xj  ) \ f ( x ) - ф (х) — / (а)  -Аф(х)
ф ( х  +  Ал) -ф (А) ф ( х  +  Дх)  - ф( х)

Бу тенгликнинг  хар  икки томонини А х  га булиб,  сунг Лх—>-0 да  лимитга
утами;;-:

J J A J L )  \ , Д \ (А , . . / ( А)
lim ijm — ^
Ac—о Лх Лх-о ф ( х + Л х ) - ф ( х )

Д/(х)  Дф(х)
l im ------ ф (*) — / ( а ) • l i m — £-------
и-»0 Дх Ах-*о Л х

l im ф ( х  +  Л х) ф( х )
Ах-*-П

Юкоридаги (5) муносабатни хамда

\ \т ц { х - \-А х )  =  ф (х)
л.«—о

тенгликни эътиборга  олиб топамиз:

/  f (* ) )l j m  Ч  ф(*) /  __ / ' ( х )ф (х )  — f ( x ) ( f ' ( x)

\Jr—*-0 А* ф2 (х)

Бундам эса у -^ 'г  функциянинг  хосиласи мавжуд лиг и хамда

1 ( !(х) V  _  Г(х)ф(х) — Д х )ф '(х )
. \ Ф ( Х ) /  ф2(л;)

эканлиги келиб чикади.  Теорема исбот булди.
Юкори да  келтирилган теорем алар  икки функция йигиндиси, 

айирмаси,  купайтмаси хамда  ннсбатининг  хосилаларини топиш 
коидаларини ифодалайди.  Бу к о и да л а р д ан  фойд ал ани б  функция 
хосилаларини тогшшга мисоллар  келтирамиз.
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М и с о л л а р .  1. У ш б у

у  =  х2 х 3

функциянинг  хосиласини топинг.
Бу  функциянинг хосиласини топишда 2- теор емадан  хамда  

хос илалар  ж а д в а л и д а н  фой далана ми з:

у ' =  (x2- +  x3) '  =  (x2) ' - f  (х3) '  =  2х +  Зх2 =  х ( 2 - | - З х )
2. Ушбу у  =  х 21п х  функциянинг хосиласини топинг.
3- теоремага кура:

у ' =  (х 2\п х ) ' =  (х2) ' 1п х  +  х 2( 1п х) ' .

Агар (х2) '  =  2х, (In х ) '= = - |  эканини эътиборга  олсак,  унда у '  =

=  2х l n x  +  x =  x (2 In х -j- 1) булишини топамиз.
х23. Ушбу у  = -------- функциянинг  хосиласини топинг.

1 +хГ
4 - теоремадан хамда  хос ила лар  ж а д в а л и д а н  фойд аланам из .

(х2)'-1\+х2) - х 2(1+х2)'

2х (1 +  х2) — 2хл 2х

(1+ х 2)2 (1+ х 2)2 '
Энди м урак ка б  функция хосиласини топиш коидасини келтира- 

миз.
Ф а р а з  килайлик,  и =  ср(х) функция (а, Ь) интервалда ,  y  =  f ( u)  

функция эса (с, d ) интервалда  ани кл анг ан булиб,  бу фун кциял ар  
ёрдамида

У =  / (  ф М ) .  
мураккаб  функция тузилган булсин.

Б - т  е о р е м а. А гар  и =  <р(х) функция х  нуктада ( х £ ( а ,  Ь) )  
ср '(х )  цосилага эга  булиб, y  =  f ( u )  ф ункция эса х  нукт ага м ос  
и (и  =  (р(х) )  нуктада f ' ( u )  уоси лага  эга  б улса , y  =  f (  ц ( х ) )  
м ураккаб функция х  нуктада уоси лага  эга  ва

У' =  (У (ф ( * ) ) ) '  =  f ' ( “)  ■<p' ( x) =f , (<p(x)) -<p' (x)  (6 )
булади .

И с б о т .  х  узгарувчига  Ах(Ах=#=0) орттирма берамиз.  Унда 
ы =  ф ( х)  функция Ли =  Л ф( х )  орттирмага ,  y  =  f ( u )  функция эса  
уз на вб ати да  A y  =  Af ( u )  орттирмага  эга булади.  Функция орттирмаси 
формуласид ан ф ойдаланиб топамиз:

Аи  =  Аф (х) =  ф' (х)  • Ах +  а  • Ах, 
А / ( и )  = f ' ( u )  - А а  +  Р-А « ,

бунда Ах->-0 да А и хам нолга интилиб,

l i m a  =  0 , l imp =  0
Дх-»-0 Дх-»-0
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А / ( ф ( х ) ) =  / ' ( ф ( * ) ) ‘ [ ф ' М  - Л х + а - A x ] - f P - А ф( х )  =
—  f '  (ф М ) -Ц>'(х) -Ах +  / ' ( ф ( х ) }  • а - А х - Ь Р - Д ф ( х )

тенгликка келамиз.  Бу тенгликнинг  хар  икки томонини Ах  га булиб,  
сунг Дх->-0 да  лимитга утиб топамиз:

Н т  ЛЛ^ ~ 1 =  Н т Г / ' (Ф (х ) )  -ф '(х) +  / ' ( Ф ( х ) ) - a  +  p ^ g > - l=
Дх—О ^ х  Дх—oL &х  J

=  / '  ( ф ( х ) ) - ф ' ( х )  +  П ф М )  • lim a  +  lim p - lim (Ф( х ) ) ф ' ( х ) .
Дх—0 Дх—0 Дх—О ^ х

Д ем ак ,

( Д ф (х ) ) ) ' = П ф ( * ) ) - ф ' ( * ) .
Бу теорелгани исботлайди.

М и с о л л а р .  1. Ушбу у  =  е ~ х функциянинг  хосиласини хисоб- 
ланг.  Бу  функцияни у  —  еи, и = — х  деб,  сунг (6 ) ф ор му лад ан 
фой дал ани б  топамиз:

у '  —  (е ~ х) ' =  (еи) '  ■ и'  =  е ~ х ■ ( — 1) =  — е ~ х.

б у л а д и .  Н а т и ж а д а  м у р а к к а б  ф у н к ц и я  о р т т и р м а с и  у ч у н  к у й и д а г и

2. Ушбу

ех —  е~х ех +  е~х
у  =  — о— - у =  —

функциял арнин г  хосилаларини топинг. Бу  функц ия лар  хосилаларини 
топишда юкорида  келтирилган ко и да л а р д ан  ф о й д ал а н а м и з

У'

У

=  { ^ : 1 ) ' = \ ( еХ- ^ Г = = ^ Г - ( е “ У]= 

' =  ( ^ Т ~ У  =  \ ( еХ+ е ~ Г  =  i t  ( О  ' +  ( * " У  ] 2

Одатда  y = L — функцияни ги п ер б о ли к  синус ф ун кц и я  д ей и л а 

ди ва уни sh х  каби белгиланади:

. ех —  е~хsn X = ----- ------ ,

у ==—  ——  функция эса ги п ер б о ли к  косинус  ф ун кц и я  дейилади ва 

ch х  каби белгиланади:
I „ —X, в  -4- есп х  =
2

Д ем ак ,

( s h x ) / =  c h x ,  ( c h x ) '  =  s h x .
3. Ушбу y  =  c o s ( e x— х3) функциянинг  хосиласини топинг.
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у  =  cos и , и =  ех — х3 деб белгилаб ,  (6 ) фо рм ула д ан топамиз:  
у ' =  (cos и ) ' - и ' =  — s i n (е* — х3) - ( — Зх2)

4. Ушбу y  =  s in2(cos x ) + c o s 2(sin х)  функциянинг хосиласини 
топинг.

Бу  функциянинг- хосиласини топишда мураккаб  функциянинг  
Хосиласи хамда  юкорйда келтирилган к ои далард ан  фойд аланамиз:

г/ =  2 sin(cos х)  -cos(cos х)  ■ ( — sin х)  — 2 cos(sin x)s in(s in  х)  -cos х =
=  — sin x - s i n (2 cos x) — cos x - s i n (2 sin x ) .

Энди мисол тари ка си д а

y = [ f ( x ) Y x) ( f ( x ) >  0 )

функциянинг  хосиласини топамиз.  Бунда  f ( x )  ва g ( x )  функциялар  
f ' ( x ) , g ' ( x )  хосилаларга  эга.  y  =  [f (x)]gix) ни л о гариф мл аб  топамиз:  |

In У =  £ ( х ) 1п[/(х)].
Энди мураккаб функциянинг хосиласи ва купайтманинг хосиласи фор-

м улалари дан  фойдаланса к ,  [ y '  =  g ' ( x ) \ n [ f ( x ) ] - \ - g ( x )  • - f ' ( x )
У i \ x )

булади.  Бундан эса 
y ' = y [ g ' ( x ) l n f ( x ) + j l ^ r ( x ) ) = [ f ( x ) f U){ g ' ( x ) \ n f ( x ) + j ^ r - f ' ( x) ]  

экани келиб чикади.  Д ем ак ,

( [ f ( x) ]gix)) '  =  U ( x ) ] ^ [ g ' ( x ) \ n f ( x ) + j ^ f ' ( x ) ]

5- §. Функциянинг дифференциали

y  =  f ( x )  функция (а, Ь) интервалда берилган булсин. Бу  (а, b ) да 
бирор х 0 нукта олиб, унта Ах орттирма (х0 +  А х 6 (а, Ь))  берамиз.  
Н а т и ж а д а  функция A/ ( х 0) орттирма олади.

3- т а ъ  р и ф. А га р  Af ( x 0) ни куйидагича

А/(хо) = А  - А х - | - а ( Д х )  -Ах
иф одалаш  м ум кин  б улса , / ( х )  ф ункция  х 0 нуктада диф ф ерен циалла -  
нувчи  дейилади , бунда  А — узгарм ас,

П т а ( А х )  = 0  .
Дх̂ О

М а с а л ан ,  / ( х ) = х 2 функция ихтиёрий х 0£ (  — оо,  + о о )  нуктада  
дифференциалланувчи булади.  Х а к и к а т а н  хам, берилган функц ия
нинг х0 нуктадаги орттирмаси А / (х 0) =  / ( х 0 +  Ах) — f ( x 0) =  (х0 +
+  Ах) 2 — Хо =  2х0А х -(-Ах2 булиб, 2х0= Л ,  Ах =  а ( А х )  деб  олинса, 
унда Af  (х0) = А  • Ах +  а ( А х )  • Ах булишини топамиз.

6- т е о р е м  a.  y = f ( x )  функция  х 0 нуктада ( х0£ ( а ,  Ь) )  диффе
ренциалланувчи булиш и учун  унинг шу нуктада f ' (x 0)  уоси лага  эга  
булиш и за р ур  ва  етарли.
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И с б о т .  З а р у р л и г и .  f ( x )  функция х0 нуктада дифференци-  
алланувчи булсин.  Т а ъ р и ф г а  кура

Af (xo)  = А  • А х - \-а .(А х )  •А х .
Бу тенгликнинг хар  икки томонини Дх га (Дх=^ 0)  булиб,  сунг 
Дх—>-0 да лимитга утамиз:

lim - '  — =  lim [ (А - \-а  (Дх) ] =  lim А  -(- lim а  (Дх) =  А
Д * -0  Л *  д х - о 1 Ах^О  Д х -0

Бу тенгликдан / ( х )  функциянинг  х0 нуктада  хосилага эга ва f ' ( х0) = А  
булиши келиб чикади.

Е т а р л и л и г и .  / ( х )  функция х 0 нуктада  / ' ( х 0) хосилага эга 
булсин. Унда функция орттирмаси формуласига  кура  Д / ( х 0) =  
=  f ' ( x о ) Д х - | - а (Д х )  - Дх булади.

Бу  эса / ( х )  функциянинг хо нуктада  дифференциаллану'вчи 
булишини билдиради.  Теорема исбот булди.

Келтирилган теор емадан  f ( x )  функциянинг  х нуктада  диффе- 
ренциалланувчи булиши билан унинг шу нуктада  f ' (х) хосилага эга 
булиши тушунчалари эквивалент тушунчалар эканлиги келиб чикади.

Ф а р а з  килайлик,  у =  / (х )  функция (а, Ь) да  берилган булиб, 
х0(Е(а, Ь) нукта да  дифферен ци аллан увчи булсин. Унда Д f ( x 0) =
— f ' ( x 0)Дх +  а ( Д х ) Д х  булади.

Функция орттирмаси Дх га нисбатан чизикли булган  f ( хо)Дх 
хамда  а ( Д х )  Дх ха дл а р  йигиндисидан иборат  булиб,  Д х ^ О  да  а  (Дх) • 
•Дх ха д  f ' ( x 0)Д х  хадг а  Караганда  те зрок  нолга интилади.  Шу 
сабабли f ' ( x 0) Ax  ха д  / ' ( х 0) Д х - | - а ( Д х ) Д х  нинг бош кисми булади.

4- т а ъ  р и ф. Д х )  ф ун кц и я  орттирмаси Д / ( х 0) нинг ч и зи к ли  бош  
Кисми f ' ( х0)Дх б ер и лга н  ф ун кц и ян и н г  х 0 нукт адаги диф ф еренциала  
д ейилад и  ва  dy  ёки d f ( x 0) каби  б елгиланади:

d y  =  d f ( x o ) = f ' ( x o ) A x .  (7)
Айтайлик,  юкоридаги y  =  f ( x )  функция графиги 81- чизмада  т а св и р 
ланг ан эгри чизикни ифодаласин,  бунда

М 0 =  M q(xo, f  (хо) ) ,  М  =  М  (хо -\- Дх, / ( хп- ) -Д х)) .

Р авш ан ки ,  М пР =  Ах,  M P = A y  — Af (xo)  булади.
Эгри чизик ка  М о нуктада утказилган уринманинг  Ох  уки билан

ОРташкил этган бурчаги а  булса,  у холда  A M qQ P  дан  =  t g a  бумаР
лишини топамиз.  Кейинги тенгликдан эса Q P  =  t g  a - M o P  —  i g  а - А х  
келиб чикади.  Агар t g a = = / ' ( x 0) булишини эътиборга  олсак,  унда 
QP  =  f ' ( x о)Дх тенгликка келамиз.  Д ем ак ,

QP  =  d f ( x  о).
1глик, геометрик н укта и -н аза рда н f ( x )  функциянинг нуктадаги 
ренциали шу функция графигига  Ж 0(х0, / ( х 0))  нуктада 
лган  уринма орттирмаси Q P  ни иф одалашини  курсатади.



и* , * > 0 ) булса,  d y  =  [ix'1 1d x  булади;
2". ч - а х ( а >  0 , а ф  1) булса,  d y  =  ax\na d x  булади;

Л y= z\o g ax ( x > 0 ,  а > 0, а ф  1) булса,  dt/ =  ̂ - logae rfx булади;

4°. t/ =  s i n x  булса,  d y  =  c o s x d x  булади;
Г>°. у  =  cos х  булса,  d y = — sin х  dx  булади;

б°- </ =  t g x  булса,  dy  =  — l- j - d x  булади;
*  COS X

7°. y  =  c t g x  булса,  d y = -------~ ~ d x  булади;
sin x

8 °. (/ =  arcs in x  булса,  d y  =  — . 1 d x  булади;V 1 - x 2

9°. y =  a r c c o s x  булса,  d y = --------Ц г й х  булади;
l

10°. y =  a r c t g x  булса,  d y  = — —j d x  булади;
I + x

11°. y  =  a r c c t g x  булса,  d y = ------- —2d x  булади;
1 - \ -x

12°. y  =  sh x булса,  d y  =  c h x d x  булади;
13°. y  =  ch x  булса,  d y  =  s h x d x  булади.

Ф а р а з  килайлик,  f ( x )  ва ф ( х )  функ ц ия лар  (a, b)  интервалда 
берилган булиб,  * 6  (a, b ) нуктада  диф фер енц иал лан увчи ‘булсин.

У Холда f ( x ) ± : q ( x ) ,  f ( x )  •ф (х ) ,  хамда  /(- ' ) (ф(л:)=^0) функцияф (X)
лар  хам шу х  нуктада  диф ференц иал лан увч и ва

d[ ( f ( x )  ± ф (x)] =  d f ( x )  ± d y ( x ) ,  
d[ f ( x)  -ф(л;)] =  ф ( x ) d f ( x )  +f ( x ) d q >( x ) ,

булади.
by гасдикларнинг исботи хосилани хисоблашдаги содда кои да лар  

хамда  юкоридаги (7) ф ор мулада н бевосита келиб чикади.
М и с о л л а  р.  1. Ушбу у  =  аг’ — 3* функциянинг  дифференциалини 

топинг.
Бу ф у н к ц и я .....и- дифференциали куйидагича топилади:

d y  d  (х '  — 3х) =  d x 3- d 3 x =  ( x3) ' d x — (3 X) ' d x  =
=  3 x 'd x  — Зл I пЗ^л: =  (З х2 — 3x\n 3 )d x .
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Агар f ( x ) = x  булса,  f ' ( x )  =  1 булади.  Унда бир томондан 
(7) формулага  кура d f ( x ) = f ' ( x ) А х  =  Ах,  иккинчи томондан эса 
d f ( x )  = d x  булиб,  Ax  =  d x  булади.  Н а т и ж а д а  функция д и ф ф е р е н ц и а 
ли учун d f (х)  = f ' ( x ) d x  ифодани топамиз.  Бу муносабатдан хамда  
Хосилалар ж адв а л и д а н  фойдал ани б функц ияларнинг  дифференци- 
аллари  учун ушбу форм ул аларг а  келамиз:
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2. Ушбу
х  . . 3у  =  cos — + s i n  —

функциянинг  диффе ренциалини топинг:

d y  =  d (c o s  Y + s i n  - ^ j = ^ c 0s y + s i n y y d x =

= [-sin r (1),+С0Нг ( 7 У У Х= - (lsini+^cosl)^ •
Функциянинг  диффе ренц иа лид ан  унинг кийматларини такрибий 

хи соблашда ф ой дал ани лади.  Такрибий хисоблаш формуласи куйида-  
ги содда теоремадан  келиб чикади.

7- т е о р е м а. А гар  y = f ( x )  функция (а , Ь) да берилган булиб, 
х £ ( а ,  Ь) нуцтада чекли } ' ( х ) Ф 0 х;осилага эга  булса , у  х;олда

lim  V/
\ х  . °  d y  =

булади .

Исбот.  y  —  f ( x ) функция х б  (а, Ь) нуктада  чекли / '(х)=И=0 
хосилага  эга булсин.  У холда

Ay  =  f ( x - \ -  Ах)  — f ( x )  = f ' ( x )  Д х - | - а ( Л х )  Ах,  
d y  =  f ( x ) d x  =  f'  (х)  Ах,

бунда l i m a ( A x ) = 0 .  Бу тенгликларни эътиборга  олиб топамиз:
Лх— о

П т ^ = Пт Л ^  +  “ <д* > ^ _Лх-о d y  лх—о f ' ( x ) A x

=  lim Л  +  77Ц г - а ( Л х ) ) =  1 + 77Щ  l i m a ( A x )  =  1 .
Дх—(Л I \х > / I W  Лх—о

Теорема исбот булди.
Бу теоремада  аргумент  орттирмаси Лх етарлича кичик булганда

—1У-ftt 1 булиши келиб чикади.  Кейинги такрибий формулани

f ( x  +  A x ) z a f ( x ) + f ' ( x )  А х  (8 )
куринишда хам ёзиш мумкин. Бу ф ор мулада н функциял арниш  
кийматларини такрибий хи соблашда фойдаланилади.

4 __
М и  с о л .  Ушбу д/17 микдорни такрибий хисобланг.

4
Бу микдорни f  (х) =  д/х функциянинг  xi =  17 нуктадаги  киймати 

деб к а р а ш  мумкин. Агар х0= 1 6  деб олсак,  унда Лх =  х : — х()-  I
4 ___

булиб, (8 ) формулага  кура  д/17 & f ( x 0) + / ' ( х 0) - Д х  булади.  
Рав шан ки ,

Д х 0) =  V  Тб = 2 ,
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п * > =  № ) ' = > " ' •  г м - | < | 6 > = i s

Д е м ак ,  д/17 2 —1— ^ === “32 '̂~=: 2,031 .

Параметрик куринишда берилган функцияларни дифференци- 
аллаш . х =  ф ( / ) ,  y  =  ̂ ( t )  ф унк ц ия лар  бирор ( а ,  (3) -интервалда 
берилган булиб,  бу ора ликда  ф' ( t ) , г | / ( / )  хо сил аларга  эга х ам да  х  =  
=  ф ( 0  функци яга^  тескари / =  ф~' (л : )  функция м а в ж у д  булсин. 
У холда  y  =  \ty(t) функция узгарувчи (па раметр)  t =  ф_ |  (х)  ёрдамида  
t/ =  я);(ф 1 ( х ) ) куринишга  келади. О датд а  функциянинг  бу куриниши 
унинг параме трик куриниши дейилади ва х =  ф ( / ) ,  y  =  ty(t )  каби 
ифод аланад и.  Энди параме трик куринишда берилган функциянинг 
хосиласини топамиз:

М а ъ л у м к и * У ' ( х ) = ~ .  Энди х  =  ф ( 0 ,  y  =  ty(t )  булгани учун 

d y  =  ty' ( t ) dt ,  d x  =  (f' ( t ) d t  булиб,  y ' ( x ) = ^ ~ ~  булади.

6- §. Юк,ори тартибли х,осила ва дифференциаллар

y z = f ( x )  функция (а,  b ) интервалда  берилган ихтиёрий х £ ( а , Ь )  
нуктада  f ' (х)  хосилага эга булсин. Бу f ' (х)  хем,  умуман айтганда,  
л: узгарувчининг функцияси булиб, унинг хосиласини к а р а ш  мумкин.

y = z f [ x )  функция х о си ла си  f '  (х) нинг уо си ла си  берилган f ( x )  
ф ун кц и ян и н г иккинчи  тартибли уо си ла си  дейилади ва

y  =  f ( x )  функциянинг  учинчи, туртинчи ва хо ка зо  тартибдаги  
Хосилалари худди юкоридагидек  киритилади.

Умуман,  y  =  f ( x )  функция ( п — 1 ) - тартибли хосиласи / ( л - | ) ( х ) 
нинг хосиласи берилган f ( x ) ф ун кц и ян и н г п-т артибли хо си ла си  
дейилади.  Д ем ак ,

y  =  f ( x )  функциянинг f " ( x ) ,  f " ' ( x ) ,  f {IV)( x ) ,  ... хосилалари унинг
юк,ори тартибли хо си ла ла р и  дейилади.

Функциянинг  юкори тартибли хо сила ларид ан фаннинг , техника- 
нинг турли соха лар ид а  фойдалан ил ади .  М аса л ан ,  хар ака тда ги  
жисмнинг оний тезланишини топиш х а р а к а т  конунини ифодаловчи 
функциянинг иккинчи тартибли хосиласини топиш билан хал этилади.

у",  ёки f " ( x ) ,  ёки Ц

каби белгиланади.  Д ем ак,
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М и с о л  . Ушбу у  =  х - е х функциянинг учинчи тартибли хосиласини 
топинг.

Берилган функциянинг учинчи тартибли хосиласи куйидагича  
топилади:

у ' = ( Х ' в х) '  =  \ •ех - \-хех =  (1 - j-x )e x, 
у " = ( у ' ) '  =  [( \ + х ) ех) ' =  1 -ех +  (1 + х ) - е х=  (2 +  х ) е х 
у " '=  ( у " ) '  =  [(2 +  х ) е х) '  =  1 •ех +  (2 +  х ) е х =  (3 +  л : ) ^  

Функциянинг  юкори тартибли хосилаларини топиш учун унинг 
хамма олдинги тартибли хосилаларини хисоблаш керак  булади.  
Бирок,  айрим функцияларнинг  n -тартибли хосилаларини бир йула 
топиш имконини берадиган фо р м у лал ар  мавжуд.  Биз  куйида бундай 
ф ор мулаларни  келтириб чикарамиз .

1°. у  =  х '1( х ’> 0) булсин. Р авш ан ки ,

у ' =  lix'i~ \
У " = ( У ' ) ' =  ( \1 Х » - ') 'ч = 1 1 (ц -  1 ) х ““ 2, 

у " '=  ( у " ) ' =  ( р ( р -  1 )jcm-2) '  =  M-(M-— 1) (М- — 2 )лг11- 3

Бу муно сабатл ар да н ихтиёрий n 6 ;V учун

булишини куриш кийин эмас  (Бу формуланинг  тугрилиги математик 
индукция усули ёрдами да  и с б о г л а н а д и ) .

Хусусан,  jx =  — 1 булганда  у =  ~ булиб,  унинг п- тартибли хосн

ласи у м =  =  ( -  1) ( - 2 )... ( - п ) х - ' ~ п=  ' - " У  булади.

2°. у  =  а х ( а >  0, а ф  1) булсин. Бу функциянинг  юкори тартибли 
хосилаларини бирин-кетин хисоблаймиз:

у '  =  а х\па, 
у "  =  [ах\п а ) ' =  ах\п2х, 
у " '=  ( а Ч п 2а)  =  a*ln3a.

у (п) =  а х\п па

Кейинги тенгликнинг уринлилиги математик индукция усули 
ёрдам ида  курсатилади..

Хусусан,  у  =  ех булса,  унинг п- тартибли хосиласи y in) =  e x б у л а 
ди.

3°. у  =  sin х  булсин.  Бу функциянинг  юкори тартибли х о си л ал ар и 
ни бирин: кетин хисоблаймиз:

у '  =  cos x  =  sin 0 е 

у ' —  (cos х)  =  — sin х  =  sin (х - \-2  J - J
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у " ' —  ( — sin х) =  — cos j£ =  sin^je +  3 - 4 ^  

у /l =  ( — cos x ) '  == sin x  =  sin ( x  +  4 • -n- j  .

f/("’ =  sin(.x:-f-rt-n .

Кейинги тенгликнинг уринлилиги математик индукция усули 
ёрдам ида  курдатилади.

Энди икки функция йигиндиси, айирмаси хамда  купайтмасининг  
юкори тартибли хосилаларини топиш коидаларини келтирамиз.

f (х) ва g ( x )  функциял ар  (а,  Ь) интер валд а  берилган булиб, 
х £  (а,Ь) нуктада  п- тартибли f (n)(x) ,  g (n>(x)  х о с и л а л а р г а  эга 
булсин.  У холда  ушбу мунос аб атл ар  уринли:

а)  [с- f  ( х ) ] 1"1 =  с ■ f (nl ( х ) , с — const ;

б) l f ( x ) + g ( x ) ] ,' ) =  f ln>( x ) ± g il,,(x) ;  (9) 
В) [/ (* ) ■g( x) ] ,a, =  f i", ( x ) g ( x )  + с ! / 1л~ п (х) g ' ( x )  +  ...+

+  C l j ," - k)( x ) g " ' ( x ) + . . .  +  f ( x ) - g in)(x) ,  

бунда

Г к — I )■■•(» — fe +  l)
k\

Бу тенгликларнинг  бирини, ма сала н в) сини математик индукция 
усулидан фо йд ал ани б  исботлаймиз.

Маълумки ,  [f ( x ) - g ( x ) ] ' = f ' ( x )  ■g ( x ) +  / ( * ) £ ' ( * )  тенглик уринли. 
Д ем ак ,  в) тенглик п =  1 да тугри.

Ф а р а з  килайлик,  в) формула  n =  k  булг анд а  тугри булсин:

[ f ( x ) - g ( x ) ] ' h =  f {ll)( x ) g ( x ) + C ' r k ')( x ) g ' ( x ) + . . . + f ( x ) g ' k' (x) .  (10)

Энди в) тенгликнинг n =  k - 1-1 учун тугрилигини курсатамиз .  
Т а ъ р и ф г а  кура

| K * ) f f ( * ) ] ,t + , ,=  ( [ / ( * ) £ ( * ) ] ' * ’) '
булади.

Юкоридаги  (10) муносабатдан ф ойдаланиб топамиз:

I f ( x ) - g ( x ) Y k+') =  [ f ^ ( x ) g ( x ) + C r k~ ' , ( x ) g ' ( x )  +
+  ... +  C iJ {k- ‘)( x ) g {i)( x ) + . . .  +  f ( x ) g*k)(x)}'  =  

=  f ' k+ " ( x ) g ( x )  + f tk' ( x ) g ' ( x ) + C ' J ' k' ( x ) g ' ( x )  +

+  C i f ik- lH x ) g " ( x ) + . . .  +  C ‘lf lk- , + " ( x ) g {i>(x) +
+  - g u + u (x) + . . .  +  f ' ( x ) g {k' (x) +  / (* )  .g l*+ "(jc ) -

=  f ' k+ " ( x ) g ( x ) +  (C24-Ci)/‘*»(Jc)«r (JC) +  ••• +
+  ( C i + C ' r ,) / ,*"'+,)(x ) -g (,,( J c ) + - + / W f f ' ‘+ n (Jc) •
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Агар C'k-\-C'k 1 =  С ‘к+1 тенгликни эътиборга  олсак,  у холда  ушбу 

[ f (x)  ■ g ( x ) Y k+,) =  f (k+l)( x ) g ( x ) + C lk+j w ( x ) g ' ( x )  +

фо рм улага  эга буламиз .  Бу эса в) формула.нинг n =  k - \ - 1 да 
тугрилигини билдиради.  Д е м ак ,  в) формула  барч а  п л ар  учун 
тугридир.

Одатд а  бу формула  Л е й б н и ц  ф орм уласи  дейилади.
М и с о л .  Ушбу у  =  х 2ех функциянинг 10 0- тартибли хосиласини 

Хисобланг.
f ( x )  =  ех, g ( x )  = х 2 деб,  сунг Лей бни ц форму ласида н фойдаланиб 

топамиз:

*/(.оо)== ( О  (100,л:2+ С !оо (0  т (х2)' +  С2ш (е*у9*(х2)" =
=  * V + 2 0 0 ^ + 1 0 0 - 9 9 е \

f ( x )  функция x d  (а,  Ь) нуктада  иккинчи тартибли f " (х)  хосилага 
эга булсин.

5 - т а ъ  р и ф. f ( x )  ф ун кц и я  диф ф еренциалы  d y  нинг х £ ( а , Ь )  
нукт адаги диф ф еренциалы  ф ун кц и ян и н г иккинчи тартибли диффе- 
р е н ц и а ли  деб аталади ва  d2f ( x ) ёки d 2y  каби  белги ла на д и .

Д ем ак ,  d 2y  =  d ( d y )  ёки d 2f ( x )  = d ( d f ( x ) ).

Д и ф ф е р е н ц и а л л а ш  коидасига  кура:

d 2y  =  d ( d y )  = d ( y ' d x )  = d x d ( y ' )  = d x ( y ' ) ' d x = y "  ( d x ) 2.
Шундай килиб,  функциянинг  иккинчи тартибли дифферен ци али 

унинг иккинчи тартибли хосиласи оркали куйидагича ёзилади:

d 2y  =  y " d x 2 ( dx 2 =  d x d x =  ( d x ) 2) .
Функциянинг  учинчи, туртинчи ва х о к а з о т а р т и б да г и  дифференци- 

а ллар и худди шунга у х ш аш  таър иф ла н ади .
Умуман f ( x )  функция х в  (а,  Ь) нуктада и -т а р ти бл и  f {n)(x)  

хосилага  эга булсин. Функциянинг  ( п — 1 ) - тартибли дифференциа-.  
ли d {n~ uy  д ан  олинган диффе ренциал  f ( x )  функциянинг х  нуктадаги 
п-  т а р т и б ^  дифференциали деб  ат ал ад и ва d ny  ёки d nf ( x )  каби 
белгиланади.  ,

Д ем ак ,

d ny  =  d ( d n~' y) .

Юк ори даг идек  бу холда  хам функциянинг и- тартибли диффе-  
ренциалини унинг п-  тартибли хосиласи оркали

. d"y  =  y [t,)dx" ■

куринишда ёзилишини матема тик индукция усули ёрдами да  курса-  
тиш мумкин.

f ( x )  ва g ( x )  функц иял ар  (а, Ь) интервалда  берилган булиб,  улар  
х £  (а,  b ) нуктада  га-тартибли 'd nf ( x ), d ng ( x )  д иф ференц иа лла рг а
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л  а булсин. У холда  ушбу ф орм ула лар  уринли булади:

a) [ c - f ( x ) ] = c d " f ( x ) ;  с — const ;
b) d ' \ f ( x )  ± g ( x ) ]  =  d" f ( x)  ± d " g ( x ) \
в) d' \ f ( x )  - g ( x ) ]  =  d" f ( x)  - g ( x )  +  C ' J n~ ' f ( x ) - d g ( x )  + . . . +  

+  f ( x ) d ng ( x )  .

7- §. Диф ференциал х,исобнинг асосий теоремалари

Куйида  диффере нциал  хисобнинг асосий теоремалари деб 
аталувчи теоремаларни келтирамиз.

8-т е о р е м а  ( Ф е р м а  т е о р е м а с и ) .  f ( x )  ф ункция (а, Ь)  
интервалда берилган  булиб, у  шу интервалнинг бирор с нуктасида 
узининг энг катта ( энг кичик) к;ийматига эриш син. А гар  функция  
с нуктада чекли уосилага эга  булса , у х;олда

f ' ( с )  =  О

булади.
И с б о т .  Айтайлик,  f ( x )  функция с нуктада (сб  (а, Ь ) ) узининг энг 

катта кийматига  эришсин. Унда V x 6 (a, b)  учун

Д х Х Д с ) ,
яъни

f ( x )  f  (с) <  О
булади.

К а р а л а ёт г а н  функция с нуктада хосилага эга.  Бинобарин,  шу 
нуктада  функциянинг  унг хосиласи м а в ж у д  ва

П с  +  0 ) =  I™ о (Х > с ) ,  ( 11)X-.C + О Х — С

шунингдек чап хосиласи м а в ж у д  ва

/ ' ( с —-0 ) =  lim ( х с с )  ( 12)
Х-*-С —  О Х  С

булиб,

П с ) = / ' ( с  +  0 ) = П с - 0 ) .  ( 13 )

( I I ) ,  (12) ва (13) муносабатл ардан

г ( с )  =  О
булиши келиб чикади.  Функциянинг  с нуктада энг кичик кийматга  эга 
булиб,  унинг шу нуктада  хосиласи м а в ж у д  булганда  / '  (с) = 0  булиши 
шунга ухшаш курсатилади.  Теорема исбот булди.

9 - т е о р е м а  ( Р о л л ь  т е о р е м а с и ) .  f ( x )  функция [а, Ь] се г
ментда аникланган  ва  узлук си з були б, f ( a ) = f ( b )  булсин. А гар
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функция (а , b ) интервалда чекли хосилага эга  булса , у  холда ш ундай  
с пункта ( с £ ( а ,  Ь) )  топиладики,

f ' ( c )  =  О
булади .

И с б о т .  Ш ар гга  кура  f ( x )  функция [а, Ь] сегментда узлуксиз.  
Бинобарин,  функция шу сегментда узининг энг катта  киймати М  ва 
энг кичик киймати m  га эришади (Af =  sup{/(дг)}, m =  infj/(x)}; x£[a, b]

1) m  =  М  булсин.  Ра в ш ан к и ,  бу холда  / ( x ) = c o n s t  булиб, 
V c 6 (а,  b ) нуктада  f ' (с) =  0 булади.

2) m  <  М  булсин. Бу холда  f ( a ) — f ( b)  булгани сабабли f ( x )  
функция узининг энг катта киймати М,  энг кичик киймати m  ларнинг 
камида  биттасига (а, Ь) нинг бирор с нуктасида эришади.  Ферма 
теоремасига  асосан

Г( с )  =  О 
булади.  Теорема исбот булди.

1 0 - т е о р е м а  ( Л а г р а н ж  т е о р е м а с и) .  f ( x )  функция \а,Ь\ 
сегментда аникланган ва узл ук си з булсин. А гар  функция (а , Ь) да  
чекли ^осилага эга  булса , у  холда ш ундай с ну^та ( с £ ( а ,  Ь) )  топила
дики,

f(b) — f(a)

булади.
И с б о т .  Теоремани исботлаш учун куйидаги ёрдамчи 

ф (х) = [ ( х )  — f ( a ) — f(b)h~ fa(a> ■ (х — а)

функцияни тузамиз.  Шар тга  кура  f ( x )  функция [о, Ь] сегментда
ани кл анг ан ва узлуксиз булиб,  (а,  b ) да f ' (х)  х,осилага эга булгани
учун бу ф(х) функция хам [а, b] сегментда ани кла нга н ва узлуксиз 
булиб,  (а,  Ь) да

Ф'(лг) =  (14)

га эга булади.
Бевосита хисоблаб топамиз:

ф (а )  =  ф ( 6 ).
Д ем ак ,  ф(лс) функция Ро лль  теоремасининг  барча  шартларини 

каноатл ант ира ди .  У холда  шундай с нукта (с 6 (а,  Ь) ) топиладики,
ф ' (с )  = 0  (15)

булади.  (14) ва (15) тенгликлардан
1 (b ) - f ( a )  _  р .  ,

Ь - а  1 [ 1

келиб чикади.  Теорема исбот булди.
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11- т е о р е м а  ( К о ш и  т е о р е м а с и ) . f ( x )  ва g ( x )  ф ункция
л ар  [ а, 6]  сегментда аникланган  ва узл ук си з булсин. А гар  
бу ф ункциялар (а , Ь) интервалда чекли х;осилаларга эга  булиб, 
V х £ (а , Ь)  учун g  ( х ) ф О  булса , у  х;олда ш ундай снук;та ( с £ ( а ,  Ь) )  
топиладики

f ( b ) —f(a) _  f ' (c)
» g { b ) - g ( a )  g ' ( c) У 1

булади.
И с б о . т .  (16) тенглик маъного  эга булиши учун g ( b )  ^ g ( a )  

булиши керак. Бу эса теоремадаги g'(x)= /= 0, (х£  (а, Ь))  шарт да н 
келиб чикади.

Энди f ( x )  ва g { x )  функциялар  ёрдамида

F (х) =  f {x )  — f ( a)  - g ( a ) ]

функцияни тузайлик.  Бу функция [а, 6 ] сегментда ани кланган 
узлуксиз булиб,  (а, Ь) да

- г м - g ' w

хосилага эга.
Сунгра F( x )  функциянинг  х  =  а, х  =  Ь нук талардаги  кийматлари-  

ни хисоблаймиз:

F( a)  =  F ( b ) = 0 .
Дем ак,  F (х)  функция [а, Ь] сегментда Ро лль  теоремасининг  барча  

шартларини каиоатлантиради.  Шунинг учун шундай с нукта 
( а < с < 6 ) топиладики,  /г /( с ) = 0  булади.  Шундай килиб,

о - f - w - f w - » ; j : ' (g r g - M .

Бундан эса (16) тенгликнинг уринли экани келиб чикади.  Теорема 
исбот булди.

8-§ . Тейлор формуласи

f ( x )  функция x u£ R  нуктанинг  бирор атрофи Ut,(xo) =  (х0 —  6 , *о +  
+  6 ) да аникл анг ан булиб,  бу атро фда  f ' ( x ) ,  f " ( x ) ,  f {n+u(x)
хосилаларга  эга ва f {n + ' ](x)  хосила х п нуктада  узлуксиз булсин. 
У холда ушбу

£/ Ч Г / ч , П ч )  , ч I П*о> , \ 2 ,f ( x ) = f ( x n)-\----- —  (X — Х0)-\----- —  (X — Х0) +  . . . +

+  J^ ^ - ^ ) n+ J^ § - ( x ~ x 0) n+l (17)

формула  уринли булади,  бунда |  =  хо +  0 ( * — х 0),  О<С0 С  1 - Бу 
формулани исботлаш учун, аввало  куйидаги белгилашлар киритамиз:
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f ' (хо) f^n) (хп)
ф(Х, х 0) = f ( x 0) н----- —  ( х  — х п) +  ...-[-----—— (х — х„) \

/?„+, (*) =  f ( x )  —  ф(х,  х 0).

Агар

R n+l ( x ) = > ^ + ^ ( x - x (r  + '

эканлигини ку рс ат сак  (17) формула  исбот булади.  Uf, (x0) ораликда  
ихтиёрий х  нуктани тайинлаймиз .  Ф а р а з  килайлик  х > х о  булсин. 
[х0, х] ора ликда  ёрдамчи

( jf — l ) n +  1 R„ , i (x)
F( t )  = f ( x )  — ф(х,  t ) ------------------- — ----- , t e [ x 0, x]

> (X — Xq )

функцияни карайлик.
F( t )  функция [x0, x] ораликда  Ро лль  теоремасининг  барча  

шартла рин и кан оа тл ан ти рад и:
1 ° .  F( t )  функция [х0, х] ор аликд а  узлуксиз ва диф ференц иал ла-  

нувчи булиб,

F' ( t )  =  - f ' ( t )  + М - ^ ( x - t )  +  f- ^ 2 ( x - t )  -

t («+1) ( x - t ) n R n + x ( x )  __ /(" + !,(0 , («+1)(*-0Х+|(*>
■I* ^/ I(*-лг0)" + | n\ (ЛГ —JC0)" + I

( 18)
2°. t =  x 0 да

f ( * o )  =  / (* )  — ф(*.  *o) — /?,1 + i(x) =  /?„ + , (x) — /?„+ i (x) = 0 ,
/ =  х да

F ( x ) = f ( x )  - f ( x ) — 1- ( x - x )  — ^  ( x - x ) 2-

/ <n)W  , ( х - х ) л+ | /?„+ | (х)

булади.
У холда Ролль  теоремасига  кура шундай £ нукта мавжудки,

Х„ <  £ <  X,

F ' ( l ) =  О
булади.

(18) тенгликдан фойд аланса к ,

> " + " « > . ( , - И Ч .  < - H > < * - t > 4 , + , M = 0
«! (*-*0)"+1



f(n+ 1) /р)
/?„ + , (*)  = ^ гГ1 ? ) ( * - * о Г  + '

эканлиги келиб чикади.
Одатд а  (17) формула  Т ей ло р  ф орм уласи , R n + \ (х ) эса  к,олдик, х,ад 

(Л агранж  кур и н и ш и )  дейилади.
Энди / <я+1' (х )  нинг х 0 ну кта да  узлуксизлигидан ф ойд аланам из :

, .  * « + , ( * )  .. f [n +  U ( l ) ( x - x  '
п т -------------= н т ----------------------------- =
х^х0 ( х — х0) п х-+х0 ( п + \ ) \ ( х — х0) п

t(n+l) (t j

Бу  эса х -^ х о  да  R n+{(х)  = 0 ( ( х — Хо))л эканлигини билдиради.
R n + I (х)  = 0 (  ( х — х 0) п) кол дик  хаднинг  П еа но  кур и н и ш и  д ей и л а 

ди.
Тейлор ф орм уласид а  х0 =  0 бу лган  хол ал охид а  а х а м и я тг а  эга:

/ М = / ( 0 ) + ^  +  ^ 2+ . . .  +  ^ Ч « л + 1 ( ^ ) .  ( 1 9 )

Одатда  (19) М а кло р ен  ф орм уласи  дейилади.  Бу  форму ла дан 
функция лимитини топиш, такрибий хи соблаш м а с а л а л а р и д а  
фойдал ани лади.

9- §. Баъзи бир элементар функциялар  
учун Маклорен формуласи

1°. f ( x ) = e x булсин.  Бу функция учун

/'">(*) = е * , 7 (0 ) =  1, / <л)(0 ) =  1 ( я =  1, 2 , ...).

У холда

е х=  1 + Т Т + 4 г + - - - + ^ + ^ п + >(*)

булиб,  унинг кол дик хади Л а г р а н ж  куринишида куйидагйча

*»+■<*) =  1 ^ ) / *  ( О < 0 <  1)

булиб, бундан эса

ёзилади.  Х,ар бир х £ [  — а, а] да

\е вх\ < е а 

булишини эътиборга  олсак,  унда

l ^ + ,W I  < 1 ^ Г ) Г
булиб,  п-+ оо  да  R n+ \ {х)  нолга интилади.
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Натижада f(x )= e*  функция учун

е ' ~ 1+ т г + 4 + - + 4

такрибий фор м ул аг а  эга буламиз .  Бу формулада н,  хусусан,  х  — 
=  1 булганда,  е сонини такрибий хисоблаш имконини берадиган ушбу

е ~ 1 + 7 ! + ¥ + - + 7 !

формула  хосил булади.
2°. / (A ; )= s in A:  булсин.  М аъл ум ки  бу функциянинг п-  тартибли 

Хосиласи учун

/ <л|(х)  =  (sin х)  (n) =  s i n {х  +  п-  ^ У

формула  уринли.
Р а в ш ан к и ,  f.(0 ) = 0  ва

(О,  а гар  п ж у ф т  булса,
/'">( Q) =  sin

I( — 1) 2 , агар  п ток  булса.

Д е м а к ,  f ( x ) = s i n x  функциясининг  Макл оре н формуласи

sin х = х - 4 +  4 -  4 + . . . +  ( -  1 ) - ,1 £ j r + ° ( ^ )

куринишда ёзилади.
3°. f ( x ) = c o s x  булсин.  Бу функциянинг и - т а р т и б л и  хосиласи 

учун

f M (x)  =  (cos х)  (/l)= c o s ^ - f - / i ~ )

формула  уринлилиги маълум.  Р а в ш ан к и ,  f ( 0) =  1 ва

( 0 , а гар  л - т о к  сон булса,
/ (л| (0 ) = c o s  - у -  =

( ~ - 1) 2, а гар  п — ж у ф т  сон булса.

Д е м а к ,  f ( x ) =  c o s x  функциянинг Ма кл орен  формуласи
^  2 4 6 2п

с о Г х = 1 - ^  +  ̂ - - ^ т + " . +  ( - 1) ^ ~ - + 0 и 2''+ ')

куринишда ёзилади.
4°. f ( x )  =  In (1 -(-jc) булсин.
Бу функциянинг п-  тартибли хосиласини топамиз:

у w  =  , ; л - (1 + * ) г (х)  =  ( — 1)(1 + * ) ~ 2,

г  (X)  =  ( -  1) ( - 2 ) (1 + х )  - 3, Г ( х )  =  ( -  1) ( - 2 ) ( - 3 )  (1 + х )  

Бунда н
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эканини куриш кийин эмас.  Р авш ан ки ,

/<»»(0 ) =  ( — \ ) п~ \ п —  1)!.

Д е м ак ,  f ( x )  = 1 п ( 1  +  х)  функция учун Маклорен формуласи

1 п (1 + * )  ==Х— 4 - + 4  7 ' + - - - +  ( — •> +  0 (*.П + 1\

куринишда булади.
Маклорен формуласи ёрдами да  баъ зи  бир функция лимитлари

осон тонилади.  М асалан ,  ушбу
.. exsin х  — х ( \  + х )
lim------------ j----------
х—О X

лимитни карайлик.  ,
ех ва sin х  функцияларнинг  Макл оре н формуласи буиича

ёйилмасидан фойд аланам из :

ех=  1 -|—р-Н—^ - + 0 ( х 3), s i n x  =  x ^ Y T + 0 ( x 5).

У холда:
e*sin х  — х (  1 -\-х)

lim
х-~0 Х

=  lim
[ 1 + 17+ 1 г + 0 ( *2) Ч £ + 0 ( *5)

х + л ?  + +  0(л:3) — Х  —  Х 2

Дем ак,

- =  Н т
л>~0

e^sin х  — х (1 +  ____1_
! 7  ~  3 '

-ja :3-|-0(x3) )
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21- Б О Б

Д И Ф Ф ЕРЕН Ц И А Л  Х.ИСОБНИНГ БАЪЗИ БИР Т А Т Б И К .Л А Р И

Ушбу бобда функциянинг  хосила лари ёрдами да  унинг лимитини 
топиш,узгариш  хусусиятлари,  усувчи ёки камаювчилиги,  максимум 
ва минимум кийматлари,  шунингдек функция графигини текшириш 
каби м а с а л а л а р  урганилади.

1-§. Функция лимитини топишда х.осиланинг татбики

Ма ъл ум ки ,  функция ларнинг  лимитини топиш мухим масала-  
л а р д а н  бири булиб,  айни пайтда  уларни хис облашда анча  
кийинчиликлар  юзага  келади.  Фун кцияларнинг  хосила ларид ан 
фойд ал ани б  уларнинг  лимитларини топишни осонлаштирадиган 
к о и да лар  м а в ж у д  булиб,  улар  Л опит ал к,оидалари  дейилади.  Биз 
куйида шу ко и да л а р  баёнини келтирамиз.

1- т е о р е м а .  f ( x )  ва g ( x )  ф ункциялар (а , Ь) интервалда 
узл ук си з булиб, к;уйидаги шартларни к;аноатлантирсин:

1) l i m / ( x ) = 0 , l img(x, ) =  0
jt-*-a x-*-a

2)  деб (a, b) да чекли f ( x ) ,  g ' ( x )  ла р  м авж уд'
f ' (x)

3)  \ \ m - ~ ^ j = k  ( k — чекли ёки чекси з).

У х1олда

\\т Ш = \ ш Г(х)
. a S(x) x—a S' (х)

тенглик уринли булади.
И с б о т .  f ( x )  ха мда  g ( x )  функциял арнин г  х  — а  нуктадаги  

кийматларини нолга тенг деб  оламиз
f ( a ) =  0 , g ( a ) =  0.

Н а т и ж а д а

lim/ (х)  = 0 = = / ( a ) , l im g( x)  = 0  =  g ( a ) .
х-*а х-*~а

б у л и б , / ( х )  Bag '(x)  функ ц ия лар  х =  а ну к та д а  узлуксиз булиб колади.  
Энди ихтиёрий х б  (а, Ь) нукта  олиб, [а, х] сегментда f ( x )  ва g ( x )  
функцияларни ка райм из .  Бу  сегментда  f ( x )  ва g ( x )  функци ялар  
Коши теоремасининг  шартла рин и ка н оатла нтира ди .  Д е м а к ,  а ва х
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»

орасида  шундай с ( а < с < х )  нукта  топиладики
Ц х) — Ц а ) _  г  (с) 

g ( x ) — g ( a )  g ' ( c  j

тенглик уринли булади.  Агар f ( a )  = 0 ,  g ( a )  = 0  булишини эътиборга 
олсак,  унда кейинги тенглик

f ( x )  _ _  / ' ( с )  
g { x )  ~  g ' ( c )

куринишга  келади.
Ра вш ан ки ,  х->~а да с -*а . Д ем ак ,

1 - f (x )  с  f ' (c)  ,l i m- — - =  lim . = k .
x^ a g ( x )  c^ a g  (c)

Бу эса теоремани исботлайди.

М и с о л .  Ушбу lim е ~~cosa* лимитни хисобланг.
х^о е х̂ — cosp*

Бу холда  f ( x ) = e * x —  cosax ,  g ( x )  =е**х—  cosfix дейилса ,  улар 
учун 1- теорема шарт лари б аж а р и л а ди :

1) l im/ (x )  =  l i m ( еах— co s a x )  = 0 ,
jc-*0 х^О

limg-(x) =  \\т (е*х—  cos^x) = 0 ,
дг—►О х-*-0

2 ) f ' (х)  = a  [ e ^ + s i n a x ] ,
^ - ' ( х ) = р  [ e ^ + s in f ix ] ,

Дем ак,

1, т - ^ = | .
х^о S(x) р

Э с л а т м а .  Юкори да  келтирилган теорема х - » о о ,  х - » + ° °  ва 
х->— оо да  хам уринли.

Айтайлик

l i m / ( x )  =  l i m ^ ( x )  = 0  ва \ \m ^ 4 p - r = k  (чекли ёки. чексиз)
ЛГ—► оо Л'-*- оо X—*- оо 8  \ Х >

булсин. х =  | алмашт ири шни б а ж а р с а к ,  х->-оо да t-*-0 булиб, 

/-►0 да

Д * ) = / ( у ) - 0 , g ( x ) = g ( j ) - >0

булади.
1- теоремадан  ф ой дал ани б топамиз:

п   ̂ ПТ ] Г Ф  П х )
lim l im— — =  l i m — — — j— =  lim— — =  l m i — — .

*  W  g{ 1 } /-Й) g ' (_ L ) . ( — L ) <-o g ( )

q ! 1
X S £
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2- т е о р е м a. f ( x )  ва  g ( x )  ф ункциялар (а , Ъ) ораликда берилган  
булиб, к,уйидаги шартларни к;аноатлантирсин:

I )  l im / (X )=  оо, \ \ mg ( x )  =  оо ;

2) х £ ( а ,  Ь) да  чекли f ' ( х) ,  g ' ( х ) х,осилалар мавж уд ва g ' (x )  =^0;

3) lim ~
х—а g

У уолда

i (х)3) lim ; ■ =  k ( чекли ёки чексиз).
х - а  g  ( х )

«• f ( x )  . .  f ' ( x )
, lm^ ^ = llrri 77Тх—а S ( x)  х—а S  ( х)

тенглик уринли булади.
Юкорида  келтирилган 1 - теорема куринишдаги аникмаслик-

ларни,  2 - теорема эса —  куринишдаги ани кмасликларни (кара л-  

син, 1 7 - боб, 4 -§)  очиш имконини беради.

М * - - 1 >
М и с о л .  Ушбу lim — -  лимитни хисобланг.

х - Л* 2

Агар f ( x )  =  I n ( х — ■), g ( j t ) = t g j c  дейилса,  улар 2 - теореманинг

( 1) — (3) шартларини каноатлантириб,
_1_

л
X --------- о

.. f (х)  ,. 2 cos хlim , =  lim------— = l i m
д g ' ( x )  jx _  1 ___ Л  '

X 2 2 2  "  2 X  О
COS X  z

булади.  Энди lim —— ̂  ифодада  / i ( x ) = c o s 2x, g i ( x ) = j c — ~  функ-

x 2
циялар  1 - теореманинг  барча  шартларин и каноа тла нтира ди .  Д ем ак ,

c o s2x  __2cosjc( — sinx) ________
л 

X~*~2

Бундан эса

im---------=  lim--------  — ^ - ^ - = 0
д _  Л д I

2 Х 2 2

1™(* —~ )  
lim т----— = 0
г г л tgx
‘ 2

эканлиги келиб чикади.

Маълумки,  х->~а да / ( х)  функция 1, 0 ва оо га, g ( x )  функция эса 
мос равишда оо,  0 ва 0 га интилганда
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[ / (*) ]«<*>( / (х)ф 1, f ( x )  > 0 ) 

д а р а ж а  курсаткичли ифода 1 0 °, оо° куринишдаги аникмаслик-
ларни ифодалайди.  М а с а л а н  х->-а д а  f ( x ) - >  1, g ( x ) - + o o  булсин. Бу 
холда  [ f ( x) ]gW 100 куринишдаги ани км аслик  булади.  Уни очиш учун 
ав в а л о  u =  \f (х)  1'-’(лг> ифода  логари флан ади:

Iny  =  g ( x )  ln[/(jc)],
Н а т и ж а д а  х-+ а  да g ( x )  1п[/(х)]°°-° куринишдаги аникмасликк а  
келамиз.  Агар

l i m / ( x ) = 0 , l im g (x )  =  сю
х-*-а х-^а

булса,  lim [ /(х)  - g ( x ) ]  ни
х-*-а

l im[/(x) .^r(x)] =  l i m - ^ - = l i m ^ -
х-*-а х-*а 1 х-+а 1

g(x) 1(х)

куринишда иф о д ал аш  оркали -jj ёки куринишдаги ан и к м а с л и к 

ка келтириш мумкин.
Шунингдек,

l im/(x)  =  +  оо, limg-(x) =  +  оо
х-*-а х-*-а

булса,  f ( x ) — g ( x )  айирмани
 1_ ___ 1_

<■ / ч / ч я ( х )  / ( * )  f ( x ) - g ( x ) = - ^ f ------ ' f - ! -

f (x )  g ( x )

т ар зда  иф одалаб ,  П т ( / ( х ) — g ( x ) )  ни  ̂ куринишдаги аникмаслик-
х-*а

ка келтириш мумкин.

2-§. Функциянинг монотонлигини а н и м а ш д а  
х,осиланинг татбики

Биз куйида функция хос ила ларид ан ф ой дал ани б унинг усувчили- 
ги ха мда  камаювчилигини иф одалайдига н теоремани келтирамиз.

3-т е о р е м a. f ( x )  функция (а , Ь) интервалда чекли f ' ( x)  
х,осилага эга  булсин. Б у функция шу интервалда усувчи  (кам аю вчи) 
булиш и учун  (а , Ь) да

Г ( х ) ^  о  ( Г ( х ) ^ 0 )  
тенгсизлик уринли булиш и за р ур  ва  етарли.

И с б о т .  З а р у р л и г и .  Ш ар тга  кура  f ( x )  функция (а,  b ) да 
чекли хосилага  эга булиб,  у (а,  b ) интервалда  усувчи (кама юв чи) .  
Ихтиёрий л:6 (а,  Ь) нукта  олиб, у билан бирга х +  Ахб (а,  Ь) нуктани 
карай миз .  У холда  Л х > 0  да Д х )  < [ / ( x - l - A x )  ( / (х )  ^ / ( х  +  Л х ) ) ,

2 6 5 '
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А х - с О  да f ( x )  ^ f ( x - j - A x )  (f(x-) *£^.f(x +  A x ) ) муно сабатлар  уринли 
булиб, бу муно сабатл ар да н

f ( x  +  Ах)  — f ( x )  ^  n  (  f ( x  +  A x ) - f ( x )  
Ах

тенгсизликлар  келиб чикади.  f ( x )  функция (а,  b ) да  чекли f ' ( x )  
х,осилага эга булгани учун

м а в ж у д  ва чекли. 
Д ем ак ,

lim /(*+А*) —/(*) 
Ах

|im J i_x + Ax)-f (x) =Г( х )
\x-*Q AX

( 1) муносабатдан ха мда  чекли лимитга эга булган функция 
хо ссал ари да н ф ой дал ани б (к ар ан г  1 8 -боб, 2 -§)  (а,  b ) да

Г ( х )  > 0  ( f ' ( x ) ^ O )

эканини топамиз.
Е т а р л и л и г и .  Ш ар тга  кура  f (х)  функция (а, b ) интервалда  

чекли хосилага  эга булиб,  (а, Ь) да

/ ' ( * ) > ( )  ( / ' ( * ) <  0 )

тенгсизлик уринли. (а, 6 ) да  ихтиёрий х\ ,  х 2 нукталарни олайлик 
( х х С х 2).  У холда [х\, х 2] а  (а,  Ь) булиб,  f ( x )  функция [*,, х 2] сег 
ментда Л а г р а н ж  теоремасининг барча  шартларини каиоатлантиради.

Л а г р а н ж  теоремасига  кура  шундай с € ( x i ,  х 2) нукта м а в ж у д  
булиб,

f ( x 2) — f ( x l ) = f ' ( c )  ( X 2 —  X t )  

тенглик уринли булади.  Ш ар тга  кура

П с ) > 0 ( Г ( с ) <  0 ), х 2 — х\  > 0 .

Д ем ак ,

f ( X 2 ) > f ( X i )  ( f ( x 2) ^ f ( x , ) ) .

Бу  эса f ( x )  функциянинг  (а, 6 ) интервалда  усувчи (камаювчи) 
эканини билдиради.

3-§ .  Функциянинг экстремум кийматларини топишда  
х,осиланинг татбики

f ( x )  функция (а,  b ) интервалда  ан и кл анг ан булиб,  х 0£ (а,  Ь) 
булсин.

1 - т а ъ р и ф .  А га р  х 0£ (а, Ь) нукт анинг ш ундай  Ub( x0) =  

=  { x \ x £ R ,  лго — б < лг< jc0 б, 8 > 0 } с =  (а, Ь) атрофи м авж уд булсаки ,
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f ( x ) ^ f ( x  0) ( f ( x ) ^ z f ( x  0))

тенгсизлик у р и н ли  б улса , у  х,олда f ( x )  ф ункция  х 0 нуктада  
максимумга (м иним ум га) эга дейилади , f ( x 0) циймат f ( x )  ф ун к ц и я 
нинг t / e(x0) даги м аксим ум  (м иним ум ) киймати ёки максимумы
(минимумы)  дейилади.

2 - т а ъ р и ф .  А га р  хь 6 (а, Ь) нукт анинг ш ундай  атрофи 1)ь{х0) с= 
с~ ( а ,  Ь) мавж уд б улса ки , V x 6 Ub(xo) \{л:о} учун

f ( x ) < f ( x  0) ( f ( x ) > f ( x  0))

тенгсизлик ур и н ли  б улса , у  х,олда f  (х) ф ун кц и я  х 0 нуктада катъий 
м аксим ум га (кат ъий м иним ум га) эга  дейилади . f ( x 0) к и ^мат f ( x )  
ф ункц и яни нг U 6( x0) даги  катъий м аксим ум  (кат ъий м иним ум )
Киймати ёки катъий максимумы (кат ъий мы нимуми) дейилади.

1 . Э к с т р е м у м н и н г  з а р у р и й  ш а р т и .
4 - т е о р е м а .  А гар  f ( x )  функция х 0Е( а,  Ь) нуктада чекли f ' ( x)  

уосилага эга  булиб, бу нуктада экстремумга эриш са, у  х,олда

Г(х о) =  0

булади.
И с б о т .  Ф а р а з  килайлик f (x )  функция хо Е (а,  Ь) нуктада 

максимумга  эришсин. Дем ак,  т а ъ р и ф га  кура  хо нуктанинг  шундай 
U b( x0) c z ( a ,  b ) атрофи мавжудки,  ихтиёрий . x £ U b( x0) да  f ( x )  <
< / ( х о )  булади.  У холда  Ферма теоремасига  кура f ' ( х0) =  0.

Бу теорема функция экстремумга эга булишининг зарурий 
шартини ифодалайди.

2 . Э к с т р е м у м н и н г  е т а р л и  ш а р т л а р и .  
f ( x ) функция (а,  b ) интервалда  берилган булиб, х 0£ (а, Ь) нуктада

узлуксиз,  унинг U b( x 0) =  U b( x0) \{хо} атрофида  чекли f '  (х) хосилага 
эга булсин.  Ушбу

U b { X o ) — \ x' -xER,  х„— 6 < х < Х о } ,  (6 > 0 ) 

t / 6+ (x0) = { х : х 6 Я, х 0< х < х 0+ 6}, ( б > 0 )

белгилашларни киритайлик.

а)  Агар

V x 6 U Г  ( х 0) учун / ' ( х )  > 0 ,

V x € t / 6+ (x0) учун f ' ( x ) <  0

тенгсизликлар  уринли булса,  яъни / '  (х) функция Хо нуктадан 
утишда ишорасини « + »  дан  « — » га узгартирса ,  у холда  f ( x )  
функция хо нукта да  максимумга  эга булади.
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Х а к и к а т а н  хам,  V x d U ^ ( x o )  учун f ' (х)  >  0 булишидан f ( x )  

функциянинг  U f (х0) да  катъий усувчилиги келиб чикади.  Сунгра 

f ( x )  функциянинг  хо да  узлуксиз  булишидан

lim f ( x )  = f ( x 0) ( x0e U b ( x 0))
x~~xo о

тенглик келиб чикади.
Д е м ак ,  V x £ U ^ ( x 0) учун f ( x )  c f ( x 0) тенгсизлик уринлидир.

Энди V x € U j F ( x 0) учун f ' (х)  < 0  булиши дан  t / 6+ (x0) да f ( x )
функциянинг  ка тъий камаювчилиги келиб чикади.  f ( x )  ф ункц ия
нинг х 0 нукта да  узлуксизлигидан эса lim f ( x ) = f { x 0) т е н г л и к

х~*~хо ®
хосил булади.

Д ем ак ,  \ f x ^ U ^ ( x 0) учун яна f ( x ) < f ( x 0) тенгсизлик б аж а р и -  
лади.

Бундан V x 6 Un(xo)  учун f ( x )  < z f ( x о) булиб,  бу эса f ( x )  функция 
Хо нукта да  максимумга  эга булишини билдиради.

б) V x e U ^ ( x o )  учун f ' ( x ) < О,

V x e u f ( x  о) учун П * ) >  О

тенгсизликлар  уринли булса,  яъни f ' (х)  хосила хо нуктани утишда 
уз ишорасини « — » д ан « + »  га узгартирса ,  у холда f ( x )  функция х 0 
нуктада  минимумга эга булади.

. Х а к и к а т а н  хам,  V x E U £ ( x 0) учун f ' ( x ) ^ > 0  булиши дан  f ( x )

функциянинг и £ ( х о) да  катъий камаювчилиги,  V x £ U ^ ( x 0) да
ка тъий усувчилиги келиб чикади.  Их )  функциянинг  х 0 нуктада
узлуксизлигини эътиборга  олсак,  V x d U f , ( x 0) учун f ( x ) > f ( x 0) 
тенгсизликка  эга буламиз .  Бу  эса f ( x )  функция хо нуктада 
минимумга эга булишини билдиради.

в) Агар V x € U r ( x 0) учун f ( x ) > 0 ,
V x £ U t ( x 0) учун /(дг) > 0

ёки

V x e U ^ ( x 0) учун f ( x )  < 0 ,

V x e u f ( x n) учун f ( x )  < 0

тенгсизликлар  уринли булса,  яъни f ' ( x )  хосила х 0 нуктани 
утишда уз ишорасини узгартирмаса ,  у холда f ( x )  функция х 0 
нуктада  экстремумга  эга булмайди.  f ( x )  функция хо нуктанинг 
Ub(xo)  а троф ида  катъий усувчи ёки ка тъи й камаювчи булади.

М и с о л .  Ушбу f ( x ) =  З х 2 — 2х  функциянй экстремумга  текши- 
ринг.
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Берилган функциянинг  f ' (х)  =  6х  — 2 — 2 ( 3 х — 1) хосиласини 
нолга тенглаб

f ' ( x ) =  2 ( З х - 1 ) = 0 ,

x = - j  к ар ал аётга н  функция учун ст ационар (критик) нукта

эканини топамиз.  Энди шу нукта атрофида  функция хосиласи 
ишорасини узгартиришини текширамиз .

Рав шан ки ,

V x C t f r  ( | )  = { x e R :  6 > 0

учун

г  (X) =  2 ( 3 * -  1) =  - б . (  ‘ -  х )  < 0  ,

V x 6 U t ( j )  -  {*€/?: | < * <  |  +  «} А > 0

учун

f ' ( x )  =  2 (3 х  — 1) =  - б ( у - д с ) > 0 .

Д ем ак,  функциянинг хосиласи нуктадан утишда уз  и ш о

расини « — » дан « + »  га узгарти ра р  экан.  Берилган функция 

х = -,1. нуктада  узлуксиз.  Шундай килиб,  ) ( х ) — 3 х 2 — 2х  функция

х  =  нуктада минимумга эришади ва

min ( (х)  — 3• ( I ) 2— 2 - ~ з = ' — j  х е ш  ( - | )

булади.
Э с л а т м а .  Юкорида  келтирилган экстремумнинг  етарлилик 

шарти ка р а л а ё т га н  функция хосиласининг  стационар нукта  атрофида  
ишорасини ан и к л а ш  билан ифо даланади.  Купинча х п нуктанинг  
атрофида  f '  (х)  нинг ишорасини а н и к л а ш  кийин булади.  Агар f ( x )  
функция х0 нуктада  юкори тартибли хосилаларга  эга булса,  
хосилаларнинг  хп нуктадаги кийматлари ишорасига  к а р а б  хам 
функция экстремумини текшириш мумкин.

f ( x )  функция Хп в (а,  Ь) нуктада  / ' ,  f ",  ..., .хосилаларга  эга 
булиб,

Г ( Х о) = f " ( x 0) =  :.. =  f {n- ,)( x 0) =  0 , /'"»(*„) ф ( )

булсин. Агар п — ж уф т  сон, яъни п — 2 т ( т ^ М )  булиб,  
f M ( x0) — —  / (2т ) ( х0) < 0  ( f i2m)( x о ) > 0 ) тенгсизлик уринли булса,
f ( x )  функция хо нуктада максимумга  (минимумга) эга булади,  агар  
п  — ток  сон, яъни п —  2 т  +  1 ( r n EN) ,  булса ,  f ( x )  функция 
хо нукта да  экстремумга эга булмайди.

269

www.Orbita.Uz kutubxonasi]

http://www.Orbita.Uz


4- §. Функция графигининг кавариадиги ва ботиадиги  
хдм да эгилиш нукталарини аниадаш да \осиланинг

татбики

f ( x ) функция (а,  Ь) интервалда  берилган булиб, у шу интервалда  
чекли f ' ( x )  хосилага эга булсин. У холда y  =  f ( x )  функция графигига 
ихтиёрий М ( х ,  f ( x ) )  ( а < х < Ь )  нуктада  уринма мавжуд.  Бу уринма 
у  =  Цх )  булсин.

3 - т а ъ р и ф .  А га р  ихтиёрий х и х 2 нукт алар, a < x [ < . x 2< .b  
уам да  У х £  (х\ ,  х 2) уч у н  l ( x ) ^ . f ( x )  ( l ( x )  ^ f ( x ) ) б ул са , f ( x )  ф унк 
ция графиги (а, Ь) да ботик, ( щ в а р и к ,)  д ей и ла д и  ( 8 2 - чизма) .

5-т е о р е м а. А гар  f ( x )  функция (а , Ь) интервалда иккинчи 
тартибли f "( x)  х;осилага эга  булиб,

r w > o  ( f ' W <  о) -
булса , функция граф иги (а , Ь) да  ботик; (цаварик;) булади.

И с б о т .  Фара з  килайлик. (а, b ) да f" (х) ^ 0  булсин. (*i, х2) (а , Ь)

ораликда  ихтиёрий с нукта 
оламиз.  Теоремани исботлаш 
учун f (x)  функция графиги 
М( с ,  f ( c) )  нуктадан утувчи 
уринм адан юкорида ётиши- 
ни курсатиш лозим (83- чиз
ма) .

• Уринмадаги .узгарувчи 
нуктанинг  координаталари 
(х, у)  булсин. У холда  М 
нуктадан утувчи уринма 
тенгламаси:
y - f ( c ) = f ' ( c ) ( x - c )  ёки 
y  =  f ( c ) + f ' ( c ) ( x  — c).  (2)

Энди /  (х) функциянйнг  
х = с  нукта атрофи да  Тей-

83- чизма.
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y  =  f ( x ) = f ( c ) + , i] -}- ( x  — c ) + ^ l f  (x — c ) 2, ( с < 1 < х ) .  (3)

Юкоридаги (2) ва (3) тенгликлардан

У ~ У  =  ~ 1 ( х - с ) 2

эканлигини топамиз.
f "  (х)  нинг (а, Ь) да манфий булмаслигини эътиборга олсак,

Va'6  (а, Ь) учун у  — у ^ О ,  яъни у ^ у  тенгсизлик хосил булади. Бу 
эса y  =  f ( x )  функция графиги (а,  b ) ораликда  (2 ) уринмадан 
юкорида ётишини, яъни ботик эканлигини билдиради.

4 - т а ъ  р и ф. А га р  f ( x ) ф ункция  U ь ' ( х0) ораликда  к,аварик, (б о 

тик,) б ули б , U £ ( x n) оралик,да эса ботик, ( к,аварик,) б улса , у  х,олда 
( х0, f ( x n))  нук,та ф ункция  граф игининг ( ф ун кц и ян и н г) эгилиш
нук,таси дейилади.

f ( x )  функция U ь(х„) да иккинчи тартибли f " (х)  хосилага эга

булсин. Агар

V x £ U ^ ( x 0) учун f " ( x ) >  0 ([" (х)  <  0 ) ) ,

V x 6 U + ( x о) учун f " ( x ) <  0 ( f " M > 0 )

тенгсизликлар  уринли булса,  у холда  U ~(x0) да  f ' (х)  усувчи ( к а 
маювчи) ,  U ^(xо) да  камаювчи (усувчи) булиб,  f ' (х)  функция х» 
нуктада экстремумга эришади.  У холда f " ( x о ) = 0  булади.  Демак.
I (х)  функциянинг  эгилиш нуктасида  иккинчи тартибли хосила f” (x) 
нолга тенг.

М и с о л л а р .  1 Ушбу

I (х)  = х 4 — 6 х 2— 6х +  1

функциянинг  к а в а р и к  ва богиклик ораликларини топинг.
Функциянинг  биринчи ва иккинчи тартибли хосилаларини 

хисоблаймиз:

f ' (х)  = 4 х 3— 12х — 6 , 
f " ( x )  =  12jc2— 12=  12(х2— 1).

Ра вш ан ки ,
U l  >  1 да f " ( x )  > 0 ,
\ х \ <  1 да f '  (х)  < 0.

Д ем ак ,  ( — 1, 1) интервалда  берилган функция г р а ф и т  каварик,
( _ о о ,  — 1), ( 1, +  ° ° )  интервалларда  эса функция графиги ботик
булади.

2. Ушбу f ( x ) = x e ~ ^  функциянинг  эгилиш нуктаси бор ёки 

йуклигини аникланг .
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Функциянинг  иккинчи тартибли f "  (х)  = 2 х е  ' (2л:2 — 3) х,осила- 
сини нолга тенглаб топамиз:

х  =  0, х = ±

Р авш ан ки ,  оо, — ва (Р' ~ ^ т )  интеРв а л л а РДа

f " ( x ) <  0 , ( — о)  ва ( д / у .  00 )  ин тер валл арда  / " ( * )  > 0 .

Д е м а к ,  л ( -  -у/ f , -  V f e " 1 )  В ( 0 ,  0 ) ,  c ( ^ / f , д / К ^ )  

ну к тал ар  функция графигининг  эгилиш нукталаридир.

5- §• Функция графигининг асимптоталари

f ( x )  функция a £ R  нуктанинг бирор атрофида  аникланган булсин.
5- т  а ъ  р и ф. А га р  у ш б у

l i m  f ( x ) ,  l i m  f ( x )
x->a +  0 x-*-a — 0

лим ит лардан бири ёки и кка ла си  чексиз б улса , у  х,олда х  =  а турри 
чизик, /  (х ) ф ун кц и я  граф и ги н и нг верт икал асимптотаси дейилади .

М а с а л ан ,  у =  - функция учун х  =  3 тугри чизик вертикал

асимптота булади.
6 - т а ъ  р и ф. Ш ундай k ва Ь сонлари м а в ж у д  булиб,  х-*--\-оо  

(х ~>— оо ) да  f ( x )  функция

f ( x )  = k x - \ - b - \ -  а ( х )  

кур и н и ш д а  иф одаланса  ( l i m  a ( x ) = 0 ),  у  хо лд а  y  =  k x - \-b  турри
X -*- ±  сю

чизик, y  =  f ( x )  ф ун кц и я  граф игин инг огма асимптотаси дейилади  
(k  =  0 б улса , горизонт ал асимптота д е й и л а д и ) .

6- т е о р е м а. f ( x )  функция граф иги
y = k x + b  

огма асимптотага эга  булиш и учун

lim =  k,  lim [ f ( x )  — kx] =  b
Х - *  -j- oo X  X +  оо

муносабат ларнинг уринли булиш и за р ур  ва етарли.
И с б о т .  З а р у р л и г и .  f ( x )  функция графиги y  =  k x - \-b  огма 

асимптотага  эга булсин.  У холда  6 - та ъ р и ф га  кура  f ( x )  =  k x - \-b - \-  
+  a ( x ) .  булиб,  (x - o - j - o o ,  a ( x ) - ^ O )

l i m  l i m  ( к + ± + Л Щ = к
X -*- +  оо X  X-*- +  оо V X  X  J
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Хамда

lim [ f ( x ) — k x ] =  lim [ b - \ - a ( x ) ]  —  b
C—► -|- OO X-*~ +  oo

булади.
Е т а р л и л и г и .  Ушбу

fix) _lim
-► +  oo

lim [ f (x)  — k x ] = b .
X->- +  00

лим итлар  уринли булсин.  У холда  lim [ f ( x ) — kx] =  b дан  f ( x )  —
X-*- -f- oo

— k x  =  b +  <x{x) ( x - + +  O O ,  а(лг) -»0)  келиб чикади.  Д ем ак ,
x —>- -)— oo да

f { x )  =  kx-\~ b +  a  ( x ) .

Бу эса y  =  k x - \-b  тугри чизик  f ( x )  функция графигининг  асимптотаси 
эканини билдиради.

М и с о л. Ушбу f ( x )  — 2xz + x —2
X— 1

функция графигининг  огма

асим птоталарини топинг. 
Ра в ш ан к и ,

lim Fix) =  lim
X--»- -f- oo

2x2 -\-x-
X— 1
.2

= 2,

lim [ /(x)  — k x } —  lim (  ' — 2 x \  =
-4- oo X—► -l-oo ' X I  /X -*- -(- oo

lim
-*-+ 00

-f oo

x — 2 4-  2x
x — 1

= 3.

Д е м а к ,  k =  2, b —  3 булиб,  бу эса y  =  2 x - \-3  тугри чизик функция 
графигининг  oFMa асимптотаси эканини билдиради.

6- §. Функцияларни текшириш ва графикларини
чизиш

%>ункцияларни текшириш ва улар  графикларини чизишни 
куйидаги к о и да лар  буйича а м ал га  ошириш м акс адга  мувофикдир:

Г .  Функциянинг аникланиш хамда  кийматлар  тупламини топиш;
2°. Функцияни узлуксизликка  те кшириш ва узилиш нук таларини 

топиш;
3°. Функциянинг  жу фт,  ток  ха м да  даврийлигини ан и кл аш ;
4°. Функцияни монотонликка  текшириш;
5°. Функцияни экстремумга  текшириш;
6 °. Функция графигининг к а в а р и к  х ам да  ботиклик ораликл арини 

а н и кл аш ,  эгилиш нукталарини топиш;
7°. Функция графигининг  асимптоталарини топиш;
8 °. Агар имконият  булса,  функциянинг  абсцисса хамда  ордината  

ук лар и билан кес ишадиган (агар  ул ар  м а в ж у д  булса)  нук таларини
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топиш ва аргумент  л: нинг характёрли ну к та ларид а  функция киймат- 
ларини хисоблаш.

д.2 I j
М и с о л. Ушбу f ( x )  =  —~ —  функцияни текширинг ва графигини

х  —  1

чизинг.
Берилган функция Х = { (  —  — 1) U ( — 1. 1) U ( 1. +  сю)}туплам

да аникланган.  Бу функция учун / ( — x ) = f ( x )  тенглик б а ж а -  
рилганлигидан у жуфтдир.  Д ем ак ,  функция графиги Оу  укига 
нисбатан симметрик булиб, уни [0 , +  оо] ораликда  текшириш кифоя.

Функциянинг  биринчи ва иккинчи тартибли хосилалари мос 
равиш да

f ' ( x )  = _____ —__ f "  (х)  — 4-( | + 3 *2)
П )  . ( / - I ) 2 ’ М  > ( х 2 - 1 ) 2 '

Биринчи тартибли хосила [0, 4  0 0 ) ораликнинг  х =  1 нуктасидан 
бошка барча  ну к та ларид а  ани кла нга н ва л: =  0 нуктад а  нолга 
айланади,  яъни (0) =  0. Иккинчи тартибли хосила учун f " (0) =  —
— 4 < 0  булиб,  бу f ( x )  функциянинг х =  0 нуктада  максимумга 
эришишини билдиради.  Бинобарин максимум киймат / ( 0 )  =  — 1 
булади.

Энди {(0, 1) U (1. + ° ° ) (  тупламда  / ' ( х )  < 0  эканлигидан f ( x )  
функциянинг камаювчилиги келиб чикади.

Ра вш ан ки ,

г  * 2 + 1  ,• х 2 + 1lim —j -----=  — оо, lim =  — оо,
х— 1 — 0 Х  — 1 л:— — Г +  0 ЛГ —  1

1 • X — 1 . . .  х 2 -)- 1 .
lim —г--- =  +  оо, lim - =  4 - оо

лг— 1 + 0 Х — 1 х-*  I — 0 X  —  I

булиб,  бу х = ± 1  ну к тал ар  функциянинг иккинчи тур узилиш 
нукталари,  шу билан бирга х =  +  1 тугри чизик лар  берилган функция 
учун вертикал асимпто талар  эканини билдиради.  6 -теоремага  кура

и 1J f ( x ) 1- х 2 + 1  1 „k =  hm lim ----- : = 0 ,
X -*- 4-00 X  X—>- 4- oo x  —  1 x

b =  lim [ f ( x ) — k x ] =  lim x + 1 - 1
X -*- 4- oo X-> 4- oo x  — 1

муно сабат ларда н y =  1 тугри чизик / ( x )  функция графигининг  
асимптотаси булади.

Энди функция графигининг эгилиш нуктасининг  бор ёки 
йуклигини текширамиз .

Берилган функциянинг  иккинчи тартибли хосиласи f " (х)  =

__ 4 (1^+Зх^  булганидан f " (х)  Ф 0 ( х б R)  эканини
(Х 1 )
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топамиз.  Бундан эеа функция графиг ида  эгилиш нуктаси йуклиги 
келиб чикади.  Иккинчи тартибли хосила учун

[О, 1) да  f " ( x ) < .  О,
( 1, + о о )  да  f " ( x ) ^  О

тенгсизликлар  уринли. Д ем ак ,  функция графиги [0, 1) да ка вар и к ,  (1, 
+  оо) да ботик.  Бу маъ лум от лард ан  фойд ал ани б  функция графигини 
чизамиз  ( 8 4 - чизма) .
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8- 6 o f

9- б о (

1 0 - б о

11- б о

12- б (

1 3 - 6 .

14 -6

Тухт амурод Ж ур а ев , А зим бой  С а ъ д улла ев , 
Г улм и р за  Х удойберганов, Хож иакбар М ансуров, 

А зизж он Б орисов

О С Н О В Ы  В Ы С Ш Е Й  М А Т Е М А Т И К И

На узбекском языке

Учебник для студентов университетов 
Издательство «У збекистан»— 1995, Ташкент, 700129,  

Навои, 30

Бадиий мухаррир Ж . Гу рова  
Техник мухаррир М. Хужалк,улова  

Мусаххих. Ш. Орипова

,  Теришга берилди 4.04.94. Босишга рухсат этилди 14.04.95. Бичими 6 0 X 9 0 ' / i 6 -
№  2 босма когозига «Литературная» гарнитурада юкори босма усулида. босилди. 
Шартли бос. л. 17,5. Нашр т. 17,3. 5000 нусхада чоп этилди. Буюртма №  Г, 1 з . Бахоси  
шартнома асосида «Узбекистан» нашриёти, 700129, Тошкент, Навоий кучаси, 30,

Нашр №  2 1 — 94

Узбекистон Республикаси Д а в л а т  матбуот кумитасининг ижарадаги Таш полиграф  
комбинатида босилди. Тошкент, Навоий кучаси, 30 1995.

16- б
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