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KIRISH

Ushbu o‘quv qo‘llanma o‘zbek tilida universitet va institutlarda 
iqtisodchi mutaxassisliklarida o‘qitiladigan oliy matematika fanining 
o‘quv dasturiga moslab yozilgan o‘quv darslik va qo‘llanmalaming 
kamligini hisobga olgan holda yozilgan. Qo‘llanma o‘z ichiga aniq- 
lovchilar, matritsalar, chiziqli tenglamalar sistemasi, vektorlar, firnk- 
siyalar, limitlar, fiinksiyaning hosilali va differensiali, bir necha 
o‘zgaruvchining funksiyasining hosilasi va differensiali, aniqmas 
integral, aniq integral va qatorlarga doir qisqacha nazariy materiallami, 
mashqlami, misol va masalalarini qamrab olgan.

Har bir bobda va mavzularda yechib ko‘rsatilgan misollami qunt 
bilan takroran ishlab har bir o‘quvchi mashqda berilgan misollami 
mustaqil yechish imkoniyatiga ega bo‘ladi.

Bu qo‘llanmadan o‘quv dasturining hajmi va mazmuniga ko‘ra 
barcha turdagi iqtisodchi talabalar, shuningdek, texnika, qishloq 
xo‘jaligi, pedagogika oliy o‘quv yurtlarining ba’zi fakultetlari talabalari 
qo‘shimcha o‘quv qo‘llanma sifatida to‘liq foydalanishlari mumkin.
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I BOB. MATRITSA VA I NING USTIDA 
AMALLAR

1.1. Matritsa tushunchasi
1.2. Matritsani songa ko‘paytirish
1.3. Matritsalarni qo‘shish va ko‘paytirish
1.4. Matritsalar ustida amallarga keladigan iqtisodiy masala- 

lar

Matritsa tushunchasi
m*n tasondantuzilgan, quyidagito‘g‘riburchaklijadvalga 

^«11
«12 • •• «lm'

«21 «22 ■ «2,,,

^1 «„2 - ‘ «л mу

m ta satrli va n ta ustunli matritsa yoki mxn o‘lchamli matritsa deb 
ataladi.

Matritsaning o‘lchami uning satrlari soni va ustunlari soni bilan 
aniqlanadi. Matritsaning o‘lchamini ifodalash uchun belgi
ishlatiladi. Bu belgi matritsaning wta satr va 77ta ustundan tashkil 
topganini bildiradi. Matritsaning o‘zi lotin alifbosining bosh harflaridan 
biri bilan belgilanadi va uning elementlari jadvali kichik qavsga olinadi. 
Masalan,

3*2 о ‘Ichamli 
matritsa

2*3 о ‘Ichamli 
matritsa

2 *2 о ‘Ichamli 
matritsa

f2 5)
Л = | 0 7 |

I3 M

_ -1
I.2 5 «J

fsinx -cos.v'i
C = i . I

1 COSX Sill X 1
к
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atj (i = 1,2,3,...>mj = 1,2,3,...,n) sonlar matritsaning ele- 
mentlari deb ataladi. Elementning birinchi indeksi i matritsa elementi 
turgan satr nomerini, ikkinchi indeksi j esa ustun nomerini ko‘satadi.

A matritsaning i-satr va у-ustunda joylashgan elementi bilan 
belgilanadi.

A - aijt (i = 1,2,3,..., m; j = 1,2,3,..., n) yoki
A = llaij 11 (i ~ = 1,2,3, ...,n)

yozuv A matritsa elementlardan tashkil topganini bildiradi:

Л = atJ =

л«п

«21

«12 ’

«22

- alm

«„2 ‘ m

«11 «12 • • «1?и

«21 «22 •• «2,„

A =Ы1= ... ... ......................

«nl «n2 * * «и m

7 o‘lchamli A = (аХ1, а12,..., aln) matritsa satr matritsa yoki satr- 
vektor deyiladi.

т*1 о‘Ichamli 

matritsa ustun matritsa yoki ustun-vektor deyiladi.
n*n o‘lchamli maritsa (satrlari soni ustunlari soniga teng, ya’ni 

m^n matritsa) n - tartibli kvadrat matritsa deyiladi.
* Kvadrat matritsaning chap yuqori burchagidan о‘ng quyi burcha- 

giga yo‘nalgan allf a22, ->Onn elementlaridan tuzilgan diagonaliga 
5



uning bosh diagonals o‘nq yuqori burchagidan chap quyi burchagiga 
yo‘nalgan aln,a2(n-i), > am elementlardan tuzilgan diagonaliga 
lining yordamchi diagonali deyiladi.

Bosh diagonalidan yuqorida (pastda) joylashgan barcha elementlari 
nolga teng bo‘lgan

(4 
o

0

0

4*

о'й
0 4 
aJJ

л =

k°
matritsa yuqoridan uchburchak (quyidan uchburchak} matritsa 
deyiladi.

Bosh diagonalda joylashmagan barcha elementlari nolga teng 
bo‘lgan 

о
6U o |

^0 0

matritsa diagonal matritsa deyiladi.
Diagonal matritsalarning xossasi: Ikkita diagonal matritsaning 

yig‘indisi va ko‘paytmasi yana diagonal matritsadir.
Barcha elementlari birga teng bo‘lgan diagonal matritsa birlik 

matritsa deyiladi va /harfi bilan belgilanadi.
Istalgan n-tartibli A kvadrat matritsa uchun ushbu tenglik o‘rinli:

I’A =A-1= A
Barcha elementlari nolga teng bo‘lgan ixtiyoriy o‘lchamdagi 

matritsa nol matritsa deyiladi va 0 harfi bilan belgilanadi.
A matritsada barcha satrlami mos ustunlar bilan almashtirish 

natijasida hosil qilingan AT matritsa A matritsaning transponirlangan 
matritsasi deyiladi: (а^)7 = (я7/)

Agar A = AT bo‘lsa, A matritsa simmetrik, agar A7 = —A bo‘lsa, 
qiya simmetrik matritsa deyiladi. Simmetrik matritsaning bosh 
diagonalga nisbatan simmetrik joylashgan elementlari teng, qiya 
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simmetrik matritsaning bunday elementlari esa qarama-qarshidir. Qiya 
simmetrik matritsaning barcha diagonal elementlari nolga teng.

Bir xil o‘lchamli A — ay va В = by matritsalaming barcha mos 
elementlari teng, ya’ni ay = by bo‘lsa, ular teng matritsalar deyiladi 
va A = В deb yoziladi:

4 - В о а» -

barcha j~Kn uchun

Matritsalar ustida amallar: Matritsalar ustidagi asosiy arifmetik 
amallar - matritsani songa ko‘paytirish, matritsalami qo‘shish, ayirish 
va ulami ko‘paytirish amallar idir.

Matritsani songa ко‘paytirish:

Ta’rif. matritsaning songa kopaytmasi deb, elementlari

kabi aniqlanadigan C=Z4 matritsaga aytiladi:

C^kA <=> 012

7

------ „.„Ji (a2l д,- J fa3” /
■Ji

Misol. к J bo‘lsin. зл ni toping.
3^ = 3 P _i °l=p** 1 2 3’(_I) 3‘° 1=P ~3

Yechish. ’ V 4 -’И3’3 34 ~3J

Matritsani songa ко ‘paytirish amali ushbu xossalarga ega:
1) kommutativlikxossasi: A-A = А-Л
2) assotsiativlik xossasi: («•■&)• л = a • (Л • л)

Matritsalami qo‘shish
Matritsalami qo‘shish va ayirish amallari bir xil o'lchamli 

matritsalar uchun kiritiladi. Bunda yig‘indi matritsa qo‘shiluvchi 
matritsalar bilan bir xil o‘lchamga ega bo‘ladi.



Ta’rif.
elementlari c* ~ a*

va matritsalarning yig'indisi deb,

kabi aniqlanadigan C=A+B matritsaga aytiladi

bu ...bu )
^21^22’"^ !

va
i

< bMibm2 -bm< J matritsalar berilgan bo‘lsin

li«n

Ini ftLi ГПа mA Wl J!nfE /

Misol. v
(2 3 2 A

3 = ]
x.1 0 ~2/ bo‘lsin. A + B ni toping.

A + B

Yechish.
p -1 

Л + яД3 0

Matritsalarni qo‘shish amali ushbu xossalarga ega:
1°. kommutativlik xossasi: A+B = B + A
2°. assotsiativlik xossasi: (A B)+ c = A + c)
3°. qo‘shish amaliga nisbatan distributivlik xossasi:

л * (Л + B") — лА 4* лВ
4°. sonlami qo‘shishga nisbatan distributivlik xossasi:

(« + fi)A = a-A + fi-A
Matritsani songa ko‘paytirish va matritsalarni qo‘shish amalining 

yuqorida aytilgan xossalari bu amallaming ta’riflari, haqiqiy sonlarni 
qo‘shish va ko‘paytirish amallarining kommutativlik va assotsiativlik 
xossalari hamda ko‘paytirishning qo‘shishga nisbatan distributuvlik 
xossasining natijasidir.
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Matritsalarni ayirish. Ta’rif. Л va B matritsalarning
ayirmasi deb C=A-B=a+(-B) matritSaga aytiladi. Bunda c 

matritsaning elementlari c* “ ~ kabi topiladi.

C - A - S <=> ci; - u* - btS.

'a^- bnan -bn^.a^-b1K

a22-b2la22-b22...a2K-b2„

A-B a - —b - a , — b , ...a — b\ we Wi m2 m2 тк mx.J

Misol.

I2 1 4) va <2 1 ** bo‘lsin. A-В ni toping.

Yechish.
л-в-(2 -3 2Lp 3 ^Lf2-1 -?-3 2-2LP ~6 °|.

* ls2 -1 4J 1,2 1 -1J P2-2 -1-1 4-(- 1)J pO -2 5J 
Matritsalarni ko‘paytirish:^ -satr martitsa va ^~ustun matritsa bir 
xil sondagi elementlarga ega bo4sin deylik. Bunda A satming % 
ustunga ko‘paytmasi quyidagicha aniqlanadi: 

ya’ni ko‘paytma matritsalarning mos elementlari ko'paytmalarining 
yig‘indisiga teng bo‘ladi.

Matritsalarni ko‘paytirishning bu qoidasi satrni ustunga ko‘pay- 
tirish qoidasi deb yuritiladi.
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Ikki matritsani ko‘paytirish amali moslashtirilgan matritsalar 
uchun kiritiladi. A matritsaning ustunlari soni s matritsaning satrlari 
soniga teng bo‘Isa, A va В matritsalar moslashtirilgan deyiladi.

Ta’rif. mxP o‘lchamli ^^matritsaning о 4c ham li

matritsaga ко‘paytmasi AB deb, c*elementi 4 matritsaning 
1 -satrini В matritsaning J -ustuniga satmi ustunga ko‘paytirish qoidasi 

= + =£яД., z = £=L,..fn
bilan, ya m

(qo‘shiluvchlari quyidagi sxemada keltirilgan) kabi aniqlanadigan wx n 
o‘lchamli matritsaga aytiladi.

Misollar. Berilgan matritsalami ко‘paytiring
1 (2 4)-Q = (2-3+l-4)=(10);

fl 2W5 6\ p-5+2-7 M + 2-8W19 22"|
3 13 4Ц7 8?|-|чЗ-5-4-7 3-6+4-Sj |/13 50/
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/" 2
-3

0

‘b3 2
-1 0

4P[ 
2j s;

41 sj
4Л

/' 2-3 + l-(-l)
- -3-3+4-(-l)

( 0-3 + 2-C-1)

5.

2-2 + 1-0
-3-2 + 4-0
0-2^2-0

-3-4 + 4-3 i =
0-4+2-3 i

1 5
3 -2

-1 3

''2
A~B= 1 

,3

"2-24-3*1 + (-l)-3 
= l-2 + (-2)-l + 3-3

^3*2 + 1-14-1-3

Agar A matritsaning satrlarini 
saning ustularini bilan
ko‘paytirish qoidasini quyidagi ko‘rinishda yozish mumkin:

d= 9-8 18
J (10 5 16

» A bilan va В matrit- 

belgilansa, u holda matritsalami

3*5 + 1-(-2)+1-3

4>4

1

V 7

'ЛД Д5,
A.Bi

И»Д ЛД
Matritsalami ko‘paytirishda -4*yozuv ikkita 

ko‘paytmasini bildiradi: л2 = л-л Shu kabi 
An = 4 •*< ;- ~4-

я xtsna

bir
А

A2BK |
... I 

aaJ.
xil matritsani
= А-А -Л-...*

Misol. ~x x 4-5 va V 2 J bo‘lsin. ^^ni toping.
Yechish. Matritsa ko‘rinishdagi fimksiyaga o‘tishda 4 sonli 
qo‘shiluvchi ko‘paytma bilan almashtiriladi, bu yerda I - birlik 
matritsa

и



/•(Л) = 2Л-Л-^5/=2
f'l -np Др -Др

2 1 (0 2 ДО 2J ро

р -3Ч|р оДр Н 
(о 4f( o 5 j (О 5,1

о\
1)

Umuman olganda, matritsalarni ko‘paytirish nokommutativ, ya’ni 
AB^BA, Masalan, lx-7 o‘lchamli matritsaning wxl o‘lchamli В 
matritsaga ko‘paytmasi sondan, ya’ni o‘lchamli matritsadan 
iborat bo‘Isa, BA ko‘paytmasi - tartibli кvadrat matritsa bo‘ladi.

Bir xil tartibli -4 va В kvadrat matritsalar uchun AB-BA bo‘Isa, A 
va В matritsalar kommutativ matritsalar, AB-BA ayirma esa
kommutator deyiladi.

/2 
Л = 

Misol. k°

5X<

1J matritsalaming kommutatorini toping.

Yechish.

Л P 5Др’3 + 1-4 2-5+1-(-1)ДрО
ЗД4 -1уДО-3 + 3-4 0 • 5+3 - (—1)J _\J2 -3/ 

54[ p 1ДГ 3-2-5-O 3-1 + 5-3 Др ISA
-1J (о ЗД4-24-1Н 4-1ч-(-1)*з)~(<8 1 J

/10

V2

H f6 i8)p -Д 
— 3) \8 ljU -4j

Matritsalarni ко ‘paytirish amali ushhu xossalarga ega:
Л matritsa mXft o‘lchamli va StC matritsalar o‘lchamli 

bo'lsa, A(B~C) = AB+AC bo‘ladi;

2* A matritsa mXn o‘lchamli va matritsalar o‘lchamli 
bo‘lsa, a(B + C) = aB+aC bo‘iadi;

3\ A,B,Cmatritsalar mos ravishda т*пИхР9Р*4 o‘lchamli 
bo ‘ Isa, = (AB)C ьо < jajj.

4* (4) AB A,О moslashtirilgan matritsalar va skalyar sonlar 
bo‘Isa, u holda:

j у (2л)(рВ) = (Лр)(АВ): 2) А(ЛВ> = №)В= Л(АВ);
3) AJ — IA — А, д) АСУ = ОА = О\

12



5) (лку=вглг.

5\ А 1,0 — п -tartjbli kvadrat matritsalar va $ manfiy bo‘lma- 
gan butun sonlar bo‘Isa, u holda:

^axa? = a^-, 2)(ЛТ=(ЛГ; 3)-41 = л’ 4)Л*=1.

Isboti. Xossalardan ayrimlari ta’riflar yordamida isbotlanadi va 
ayrimlarining to‘g‘riligiga misollami yechish orqali ishonch hosil qilish 
munikin.

r -xossani to‘g‘riligiga misol yechish orqali ishonch hosil qilamiz. 
f3 -I) _ (-2 4 f)

0 2/ matritsalar berilgan bo‘lsin.Л = (1 2),

U holda
(з

вс= 1°
-Р| Л-2

4 Г 5

2)ГП
7 20

12
О

12

4
О

17).

Demak, А*С) = (ЛЯ)С
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П BOB. KVADRAT MATRITSANING 
DETERMINANT!

1.1. 2-va 3-tartibli determinantlar
1.2. Minor va algebraik to‘Idiruvchi
1.3. Determinant xossalari
1.4. Yuqori tartibli determinantlarni hisoblash

Ikkinchi tartibli determinantlar. an, ai2, 021, 022 sonlar berilgan 
bo‘lsin. Bu sonlardan tuzilgan an a22 - <212 <221 ifoda(son) ikkinchi 
tartibli determinant deb ataladi va

^11^12

^21^22

ko‘rinishida yoziladi. 
Demak, ta’rifga binoan

11

a2ia22
“Oil<222-2/12 <221 • (1)

on, 012, 021, 022 sonlar determinantning elementlari deb ataladi.
Ikkinchi tartibli determinantlar ikkita gorizantal va ikkita vertikal 

qatorlarga ega. Gorizantal qatorlami satrlar± vertikal qatorlami 
ustunlar deb ataymiz. Satrlar yuqoridan pastga qarab, ustunlar esa 
chapdan o‘ngga qarab sanaladi. Ikkinchi tartibli determinantda an 012 
birinchi satmi, 021, 022 ikkinchi satmi £ birinchi ustunni, esa ikkinchi 
ustunni tashkil etadi. Shuningdek, «22 ikkinchi tartibli determinant­
ning bosh diagonalini <212 021 uning yon (yordamchi) diagonalini 
tashkil etadi. Shunday qilib, ikkinchi tartibli determinantni hisoblash 
uchun bosh diagonal elementlari ko‘paytmasidan yon diagonal element­
lari ko‘paytmasini ayirish lozim ekan.

2
11-misol.

3
-4 = 2 ■ (-4) — 3 -1 = —8 — 3 = —11.
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2-misol.
2 -3
4 5 = 2-5 —(—3)-4 = 10+12 = 22 .

3-misol.
COS« 

sinzz

sin oc

— COSdZ
=-cos2a-sir^a^-(cos2a+sii^a) =-

1.
Uchinchi tartibli determinantlar.

«п
«22«23

O32«33
---«12 +«13

^31^32

ifoda yordamida aniqlanadigan son uchinchi tartibli determinant 
deyiladi va

J 2^13

«2 1«22«23

«3 j 6z32zz33

kabi belgilanadi. Bu yerdagi an, «12,. -, «зз sonlar ma’lum sonlar.
Uchinchi tartibli determinant uchta satr, uchta ustun va to‘qqizta 

elementlarga ega. Ta’rifga binoan:
€Zj (CZ]2€Z13

^21 ^22^23

«3I«32«33

=«u (2)
«22«^3 «21«23

+«13
«21 «22

-«12
«32 «33 «31 «33 «31 «32

12 3

4-misol. 3 4 hisoblansin.
2 5 2

Yechish. (2) formulaga binoan
3
4
2

1 2
-1 3

2 5

3 4 -1 4 -1 3
= 1 5 2 -2

2 2
+3

2 5
=6-20-2(-2-8)+3(-5-6)=

=-14+20-33=20-47=-27.
Dcterminantning har bir elementi ikki xonali indeksga ega bo‘lib 

uliirdan birinchisi shu element turgan satming nomerini, ikkinchisi shu

15



element turgan ustunning nomerini bildiradi. Masalan <732 element 
uchinchi satr va ikkinchi ustunda turadi. an «22 азз uchinchi tartibli 
determinantning bosh diagonalini, а/за22a3/ uning yon diagonalini 
tashkil etadi.

Yuqori tartibli matritsaning determinanti
Kvadrat matritsa uchun shu matritsaning elementlaridan tuzilgan n

- tartibli determinantai hisoblash mumkin. Bu determinant det A yoki 
И orqali belgilanadi:

«и «12 • • «1л

det А - р| = «21 «22 • «2л

«я) «л2 • «лл

(3)

Laplas teoremasi: Istalgan i va j lar uchun

= '£ian> =H J = l’n
S-l £=1 V

tenglik o‘rinli bo‘ladi.
5-misol Berilgan determinantai to‘rtinchi satr elementlari bo‘yicha 
yoyib hisoblang.

2-130
-5 3 1-2
-3-20 4
15-42

Yechish.
1) To‘rtinchi satr elementlari bo‘yicha yoyib yechamiz:

|у4| = a41A4! + а42Л42 + <з43Л43 + ci44t444 — — а41Л/41 + а42М42 — а42М 42 + а44М 44 —

-1 3 0 2 3 0 2 -1 0 2 -1 3
3 1 -2 + 5 -5 1 -2 + 4-5 3 -2 + 2 -5 3 1

-2 0 4 -3 0 4 -3 -2 4 -3 -2 0
= 546
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2) Uchinchi ustun elementlarini nolga aylantirish usuli bilan hisob-
laymiz:

2 -1 3 0
-5 3 1 -2
-3 -2 0 4

1 5 -4 2

17 -10 0 6
-5 3 1 -2
-3 -2 0 4
-19 17 0 -6

17 -10 6 17 -10 6
-3 -2 4 = - -3 -2 4
-19 17 -6 -2 7 0

J = 2(-40 + 12)+ 7(68+18) = 546

Mustaqil yechish uchun mashqlar:

4 -3 2 — 4 3 -1 0 3 3 1 0 4
0 5 3 2 0 5 1 4 — 7

•1
-5 1 10 3

-3 2 6 1
z.

5 -1 0 2
J.

2 3 — 2 -5
13 3 — 2 0 1 — 8 5 3 3 2 1 0

2 -1 1 0 2 3 -3 -4 3 -1 4 2
0 1 2 -1

5.
2 1 -1 2

6.
5 2 0 1

3 -1 2 3 6 2 1 0 0 2 1 -3
3 1 6 1 2 3 0 -5 6 -2 9 8

Minor va algabraik to‘ldiruvchi.
Determinantni biror elementining minori deb, determinantdan bu 

element turgan satr va ustunni o‘chirishdan hosil bo‘lgan determinantga 
aytiladi. «ik (i,k= 1,2,3) elementning minori Mik kabi belgilanadi. 
Uchinchi tartibli determinant elementlarining minorlari ikkinchi tartibli 
determinant bo‘ladi. Masalan:

A= a2\a22a23

<»3 1 ^32^33

determinant «12 elementining minori «23

elementining minori
«31«32

son bo‘ladi. Chunki Л/12 ni topish
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uchun A determinantning birinchi satri va ikkinchi ustuni M23 ni topish 
uchun esa shu «23 element turgan determinantning ikkinchi satri va 
uchinchi ustuni o‘chiriladi.

Л1к=(-1),+кМк (i,k=l,2,3) son a,k elementning algebraik to‘ldiruv- 
chisi deb ataladi. Masalan A determinantning <732 elementining algebraik 
to‘ldiruvchisi

Лз2=(-1)3+2М2=-
а1 Iai3

a2ia23
-<713021- «II <723 bo‘ladi.

Determinantning asosiy xossalari.
1. Determinantning satrlarini unga mos ustunlar bilan almash-

tirish natijasida determinantning qiymati о ‘zgarmaydi, ya ’ni
1 1 12 у 3 ^1 1^21^31

*^21^22^23 = ^12^22^32

«3 1^32^3 3 ^13^23^33

2. Determinantning ikkita satr(yoki utsun)larini o rinlarini 
almashtirish natijasida determinantning ishorasi о 'zgaradi, xolos, ya’ni

^1 1^12*^13 ^1 1 ^13^1 2

<Я2 1^22^23 =-

a31^32^33 a3 1^33^32

Bu yerda berilgan determinantning ikkinchi va uchinchi ustunlari 
o‘rin almashgan.

3. Ikkita bir xil satr (yoki ustun)ga ega bo jgan determinant 0 
ga tengdir.

4. Determinantning biror satr (yoki ustun) elementlarini biror
2 songa ko‘paytirish determinant™ shu songa ko'paytirishga teng 
kuchlidir:

2 2 2 2 3 = A <3^21^22^23

6Z31 >Яхг32 ci33 ^3 1^32^33
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Determinantning bu xossasiga asoslanib 3-xossani biroz kuchay- 
tirish mumkin. Ya’ni ikkita proporsional satr(yoki ustun)larga ega 
bo' Igan determinant nolga tengdir.

5. Biror satr (yoki ustun)elementlari nollardan iborat deter­
minant nolga tengdir.

6. Determinantning biror satr (yoki ustun) elementlarini biror 
songa ko paytirib boshqa bir satr (yoki ustun) ning mos elementlariga 
qo 'shish natijasida determinantning qiymati о ‘zgarmaydi, ya ’ni

«1 1 «1 2«1 3 «11 «12 -4- maX3 «13

^2 1 «22 «23 = «21 «22 -+- ma23 «23

a31a32cz33 «3 1 «32 Ч- ma33 «33

Bu yerda berilgan determinantning uchinchi ustun elementlari m 
songa ko'paytirilib ikkinchi ustinning mos elementlariga qo’shildi.

7. Determinantning biror satr(yoki ustun) elementlarini ular- 
ning algebraik to‘ldiruvchilariga ko‘paytirib qo‘shsak yig‘indi 
determinantning о ‘ziga teng bo ‘ladi, ya ’ni:

A=

I«I2«13

^?l «22 «23

^3 1^32^33

determinant uchun
Л=ац Ац+<712 А12+Я13 A13, A =021 A21+022 А22+Я2З A23, 

A =031 A31+ 032 A32+ Озз A33, А=Оц A11+ 021 A21+ 031 A31, 
A =012 A12+ 022 A22+ 032 A32, A =013 A13+ 023 A23+ «33 A33, 

tengliklar o4rinlidir.
Determinantning bunday yozilishi uning satr yoki ustun elementlari 

bo'yicha yoyilmasi deyiladi. Masalan, keltirilgan tengliklardan birin- 
chisi A determinantning birinchi satr elementlari bo‘yicha yoyilmasini 
ifodalasa, oxirgisi uni uchinchi ustun elementlari bo‘yicha yoyilmasini 
ifodalaydi.

Biz yuqorida keltirgan uchinchi tartibli determinantning ta’rifi 
uning-birinchi satr elementlari bo‘yicha yoyilmasi ekan.
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Izoh. Determinantning qaysi qatorida nol ko‘p bo‘lsa, uni o‘sha 
qator elementlari bo‘yicha yoyish ma’quldir.

2
1

3 4
2 51-misol. determinant hisoblansin.

4 7 6
Yechish. Determinantning birinchi ustun elementlarini -2 ga 

ко‘paytirib, ikkinchi ustunning mos elementlariga qo‘shamiz, key in 
hosil bo‘lgan determinantning birinchi ustun elementlarini -5 ga ko‘- 
paytirib, uchinchi ustunning mos elementlariga qo‘shamiz. U holda

2 3 4 2 -4+3 -10+4 2-1 - 6
12 5 = 1-2+2 -5+5 = 1 0 0
4 7 6 4 -8 + 7 -20+6 4 -1 -14

hosil bo‘ladi. Oxirgi determinantni ikkinchi satrida nollar ko‘p 
bo‘lganligi sababli uni o‘sha satr elementlari bo‘yicha yoyib hisob- 
laymiz:

2
1
4

-1

О

-1

-6
О

-14
=(-Г-

-1 -6
-1 _I4 = -(14-б) = -8.

8. Determinantning biror satr (yoki ustin) elementlarini unga 
parallel boshqa bir satr (yoki ustun)ning mos elementlarining algebraik 
to ‘Idiruvchilariga ко ‘paytirib qo ‘shsak у ig ‘indi nolga teng bo ‘ladi.

Bu holda ikkita bir xil satr (yoki ustun)da ega bo‘lgan determinant 
hosil bo‘ladi.

Masalan, 011^21+012 А22+о1зА2з=0-
Bu yerda A determinantning birinchi satr elementlari ikkinchi 

satming mos elementlarining algebraik to‘Idiruvchilariga ко‘paytirib 
qo‘shildi.

Keltirilgan barcha xossalaming ikkinchi va uchinchi tartibli deter- 
minantlar uchun to‘g‘riligiga bevosita determinantlami hisoblash yo‘li 
bilan ishonch hosil qilish mumkin.
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Xossalarni o‘rinli ekanligini tekshirib ko‘rishni o‘quvchiga qol- 
dirnmiz.

n-tartibli determinant haqida tushuncha
л-tartibli determinant deb n ta satr, n ta ustun va w2 ta elementlarga 

cga boMgan

kabi belgilanuvchi songa aytiladi
Yuqorida keltirilgan determinantning barcha xossalari istalgan 

tartibli determinantlar uchun ham o‘rinlidir. Tartibi to‘rt va undan 
yuqori bo‘lgan determinantlami determinantning 7-xossasidan foyda- 
lanib tartibini pasaytirish orqali hisoblanadi.

Masalan, to‘rtinchi tartibli determinantni (2)formulaga o‘xshash

^22*^23^24 <221Gf23<724

= «11 ^32^33^34

«42«43^44

1«12«13«I4 

6Z216Z226Z236Z24 

^3 1^32^33^34 

^4 1^42^43«44

^21^22^24 ^21^22^23

+«13 «31«32«34 -«13 1^32^33

rt41^42«44 «41«42«43

-«12 <^3 1«33a.34

«41«43«44

+

formula yordamida hisoblash mumkin.
Bu yerdagi uchinchi tartibli determinantlar an, an, «13, «14 

clcinentlaming minori deyiladi. aik(i,k=l,2,3,4,) elementning algebraik 
bfldiruvchisini Aik orqali belgilasak (2.3) tenglikni

Л a\ 1 Ai i+«i2Ai2+«i3 А1з+«14А14 ко‘rinishida yozish mumkin.
Bu formula to‘rtinchi tartibli determinantni uning birinchi satr 

elementlari bo‘yicha yoyilmasidir. Bunaqa yoyilmani har bir satr va
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ustun elementlari uchun yozib to‘rtinchi tartibli determinantni hisoblash 
uchun 8 ta formulalami hosil qilishimiz mumkin.

2-misol. A=

3 2 0
-2 14

3-1-2 determinant hisoblansin

1

О

3
2 4-3-2

Yechish. Determinantning xossalaridan foydalanib A determi- 
nantning biror satri (yoki ustuni) ni ba’zi elementlarini 0 ga aylantiramiz 
Determinantning birinchi satrini -3 va 2 ga ko‘paytirib uning uchinchi 
va to‘rtinchi satrlaming mos elementlariga qo‘shamiz. U holda

3 2 О 1

2 1 4 О
6 — 7 — 2 о

8 8 --3 о

A=l(-l)1+4

hosil bo‘ladi. Buning oxirgi ustunida nollar ko‘p bo‘lganligi uchun uni 
o‘sha ustun elementlari bo‘yicha yoyib hisoblaymiz:

-2 1 4
-6-7-2 = -(-2)

-7-2
8-3 +1

С
Ч 

С
П

1 
1

VD 
00

1

-4
-6,-7

8 8
8 8-3

=2(21+16)+(18+16)-4(-48+56)=76;

Mustaqil yechish uchun mashqlar: 3

3 4 5 — 1
— 2 4 0 2

2 — 3 1 — 2
О 4 — 3 3

1. Determinantlar hisoblansin:

2-2 3 1 0 2 1 1 1
а) 2 12 10 ; Ь) -1-2 1 Ф 1 1 + х 1

0 2 2 2 4-1 1 1 1 + у

g)
а Ъ а + Ь 1 а сГ

Ь а + Ь а ’0 1 b Ъ2
а + Ь а Ъ 1 с
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Javob: a)28; b)-2; d)xy; e)-2(tz2+/>2); f)(a-b)(b-c)(c-a); g)-50.
Determinantlar soddalashtirilsin:2.

cosa sin /3 1 sin« sin /7 1

a) sin« cos /3 1 ; b) — cosctr cos /7 1

0 0 1 0 0 1

I cosa

d) cosa

cos/?

Javob: a) cos(a4- /?); b) sin(a + Д); d) 0;

= 0;
x1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 9 4 x -4 6 9 x 2x

3. a) x 3 2 = 0; b) -1 x -3 = 0;d) 10 3 5

1 1 1 3 5 7 8 1 3

1. Ikkinchi tartibli determinant deb nimaga aytiladi?
2. Uchinchi tartibli determinant deb nimaga aytiladi?
3. Determinantning elementlari nima?
4. Determinantning satr va ustunlari hamda bosh va yon diago­

nal lari nima?
5. Determinantni songa ko‘paytirish nimani anglatadi?
6. Bir xil tartibli determinantlami mos elementlarini qo‘shish 

yoki ayrish mumkinmi?
7. Istalgan tartibli determinant qanday hisoblanadi?
8. Minor va algebraik to‘ ldiruvchi nima?
9. Determinantni biror satr yoki ustun elementlari bo‘yicha 

yoyish deganda nimani tushunasiz?
10. Determinantni qaysi qator elementlari bo‘yicha yoygan 

nia'qul?

tenglamalardan x topilsin.
Javob: a) xi=3, X2=2; b) %i-2, хг=-у; d) x=2.

O‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar:
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Ш BOB. TESKARIMATRITSA VA CHIZIQLI 
TENGLAMALAR SISTEMASINI TESKARI 

MATRITSA USULDA YECHISH

3.1. Teskari matritsa haqida teorema
3.2. Chiziqli tenglamalar sistemasini teskari matritsa usulda 

yechish algoritmi
3.3. Iqtisodda qo‘llanishi

A kvadrat matritsaga teskari matritsa deb AB=BA=E shartni 
qanoatlantiruvchi В matritsaga aytiladi. A matritsaga teskari matritsa 
odatda A'1 kabi belgilanadi. Har qanday kvadrat matritsaga teskari 
matritsa mavjudmi, degan savolga quyidagi teorema javob beradi.

1-teorema. A kvadrat matritsaga teskari A'1 matritsa mavjud 
boUishi uchun A matritsaning xosmas matritsa bo‘lishi zarur va 
yetarlidir.

Isboti. Zarurligi. Faraz qilaylik, A ga teskari A'1 matritsa mavjud 
bo‘lsin. U holda Л = |£j = 1 bo‘ladi. Bundan *0,

ya’ni A matritsaning xosmasligi kelib chiqadi.
Yetarliligi. Osonlik uchun uchinchi tartibli

( \ 
a\\ a\i а\з

A= a22 °23 xosmas matritsani qaraymiz. Bu holda
^31 a32 a33 J

matritsa A matritsaga teskari matritsa ekanligiga bevosita ulami 
ko‘paytirish yo‘li bilan ishonch hosil qilish mumkin. Ko‘paytirish 
jarayonida determinantning 7- va S-xossalaridan foydalaniladi. Bu 
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ycrda Aik(i,k= 1,2,3) orqali zzik elementning algebraik to‘ldiruvchisi 
bclgilangan.

4-misol.
' г

з

Yechish

A=
1

2

4

-1

о
1

matritsaga teskari matritsa topilsin?

determinantni birinchi 
elementlariga qo‘shsak

satr

2 1 -1

|jj= 3 2 0

-1 4 1

elementlarini uchinchi satrining mos

2 1 -1

0

0

2

5

bo‘ladi. Buni uchinchi ustun elementlari bo‘yicha yoyib hisoblaymiz.
H=(-D-(-i)t+3 3

I

Demak, berilgan matritsa xosmas
matritsa mavjud.

з

1

2

5

matritsa va unga teskari A'1

--13*0.

= 14,(-l)w
2 0

= 2, Д, =(-l)!+2
3 0

= -з, 4=(-i)1+3
3 2

4 1 -1 1 -1 4

A2l=(-l)2+' = -9,1 -1
=-5,

2 -1
= 1, Л23=(-1)2+3

2 1

4 1 -1 1 -1 4

= 1.H)3+l
1 -1

= 2, А12=(-\Г2
2 -1 -з, 4?=(-1)3+3

2 1

2 0 3 0 3 2

lopilgan qiymatlami (4.2) ga qo‘yib, teskari matritsani aniqlaymiz.
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2 5 2
13 13 ~ 13

3 1 3
13 13 13
14 9 1
13 13 13J

A-Aa=E tenglik o‘rinli ekanini tekshirib ko‘rishni o‘quvchiga 
tavsiya etamiz.

A matritsa va unga teskari A'1 matritsaning determinantlari uchun

\A~1 | ekanini ta’kidlab o‘tamiz.

Matritsaning rangi va uni hisoblash
To‘g‘ri burchakli yoki kvadrat A matritsa berilgan bo‘lsin. 

Matritsaning k ta satr va o‘shancha ustunlarini tanlab ulami kesishish 
joyida turgan elementlardan joylashish tartibini o‘zgartirmagan holda k- 
tartibli deteminant tuzamiz. Ana shu determinant A matritsaning k- 
tartibli minori deb ataladi. Matritsaning elementiarini uning birinchi 
tartibli minori deb hisoblash mumkin. *

Masalan,
41 «12 «13 «14 '

«21 «22 «23 «24

<«31 «32 «33 «34 >

matritsa 4 ta uchinchi tartibli, 18 ta ikkinchi tartibli va 12 ta birinchi 
tartibli minorlarga ega.

Ushbu «13 «14

«33 «34
determinant qaralayotgan matritsaning ikkinchi

tartibli minorlardan biri bo‘lib u matritsaning birinchi va uchinchi 
satrlarini hamda uchinchi va to ‘rtinchi ustunlarini tanlash natijasida 
hosil bo‘lgan.

Agar A matritsaning r -tartibli minorlari orasida kamida bitta 
noldan farqlisi mavjud bo4 lib, undan yuqori tartibli qolgan barcha 
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minorlari nolga teng bo‘lsa, u holda butun r son A matritsaning rangi 
dcyiladi va rangA=r yoki rA =r kabi yoziladi.

Boshqacha aytganda, A matritsaning noldan farqli minorining eng 
yuqori tartibiga shu matritsaning rangi deb atalar ekan.

Nol matritsadan farqli istalgan matritsaning rangi natural son 
bo'ladi.

0^
1
1J

p
5-niisol. A= 2

<1

-1 
о
1

matritsaning rangi topilsin.

Yechish. Matritsaning yagona uchinchi tartibli
1 -1 о
2 0 1
1 1 1

minorga ega bo‘lib, u 0 ga teng(hisoblansin). Ikkinchi tartibli minorlari
orasida 0 dan farqlilari mavjud, masalan 1 -1

2 о
= 2^0.

Demak, matritsaning rangi 2 ga teng ekan.
Matritsaning rangini topishda ko‘p sonli determinantlami hisob- 

Inshga to‘g‘ri keladi. Shuning uchun matritsani rangini hisoblashda uni 
elementar almashtirish deb ataluvchi almashtirishdan foydalanish 
maqsadga muvofiq. Matritsani elementar almashtirish deb quyidagi 
nlmashtirishlarga aytiladi.

a) faqat nollardan iborat satr (ustun)lami o‘chiramiz;
b) ikkita satr (ikkita ustun)lami o‘rinlarini almashtirish;
d) bir satr (ustun)ning barcha elementlarini biror songa ko‘pay- 

lirib, boshqa satr (ustun)ning mos elementlariga qo‘shish;
c) satr (ustun)ning barcha elementlarini noldan farqli bir xil songa 

ko'paytirish.
Agar и matritsa A matritsadan elementar almashtirishlar yordami- 

<ln liosil qilingan bo‘lsa a va в ekvivalent matritsalar deyiladi hamda 
i к kabi yoziladi.

Z-teorema. Elementar almashtirishlar natijasida matritsaning rangi 
o‘/gnrmaydi.
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Teoremaning isboti determinantlaming xossalaridan kelib chiqadi.
1 -1 3 >( 2

5
16-misol. A=

-1
5

2 4
0 -6 matritsaning rangi topilsin.

05 7 13 J

Yechish. Birmchi satrini (-2) ga ko‘paytirib uchinchi satrining 
mos elementlariga hamda birinchi satrini (-1) ga ko‘paytirib to‘rtinchi
satrining mos elementlariga qo‘shamiz:

hamda

r 2
-1

1
2

-1
4

3 '
5

1 — 2 — 4 -5
1-2 4 8 io J

Ikkinchi satrni uchinchi satrga
ko‘paytirib to‘rtinchi satrga qo‘shsak

3
5
0
0

ikkinchi satrni (-2) ga

л 2
-1

0
< 0

1
2
0
0

-1
4
0
0

1 -1
2 4

7
• •kelib chiqadi. Oxirgi matritsaning rangi 2 ga teng, chunki

2 1
= 5^0.

-1 2

E’tibor bilan kuzatsak bu misoldan shunga iqror bo‘lamizki, rangi 
2 ga teng a matritsaning birinchi va ikkinchi satr elementlari o‘zaro 
chiziqli bog‘lanmagan. Boshqacha aytganda, ulardan biri ikkinchisi 
orqali chiziqli ifodalanmaydi, ya’ni a = kp tenglikni qanoatlantiruvchi 
к = const son mavjud emas, bunda «-birinchi satming elementi p esa 
ikkinchi satming a ga mos elementi.

a matritsaning uchinchi va to‘rtinchi satr elementlari uning birinchi 
va ikkinchi satr elementlari bilan mos ravishda la-p чъ...... tengliklar
orqali chiziqli ifodalanadi.

Endi shu fikmi umumlashtiruvchi teoremani keltiramiz.
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3-tcorema. Agar matritsaning rangi r ga teng bo‘lsa u holda unda 
r (it chiziqli bog‘lanmagan satrlar mavjud bo‘lib qolgan barcha satrlar 

mIiii r la satrlar orqali chiziqli ifodalanadi, ya’ni ulaming chiziqli 
kombinatsiyasi bo‘ladi.

Matritsalar ustida amallarga keladigan iqtisodiy masalalar
1. Masala. Do‘konga birinchi hafta 3 turdagi tovar keltirildi: 

muzlalkich, televizor va kir yuvish mashinalari. Quyidagi Xi - (10; 12; 
8) vcktor 10 ta muzlatkich, 12 ta televizor va 8 ta kir yuvish mashinalari 
kollirilganligini bildiradi. Agar 2-hafta bu tovarlar quyidagiX2 = (5; 8; 
10) miqdorda keltirilgan bo‘lsa, umumiy tovarlar miqdorini aniqlang.

Yechish. Matritsalami qo‘shish qoidasiga asosan umumiy miqdor 
quy idagiga teng bo‘ladi:

Л1 i Xi = (10; 12; 8) + (5; 8; 10) = (15; 20; 18).
2. Masala. 1-masala shartidagi do‘konlar soni ikkita bo‘lsin, u 

holda tovarlami keltirishni ikkata satr va uchta ustunli matritsa 
yordamida ifodalash mumkin. Birinchi satr 1-do‘konga, ikkinchisi 2- 
do'konga keltirilgan mahsulotlar miqdori. Tovarlaming ikkita do‘konga 
birinchi marta olib kelinishi quyidagi 4=^.° 20 matritsa bilan, 

Ikkinchi marta olib kelinishi esa 4 = ^ $ matritsa bilan berilgan 

bo* Isa, keltirilgan ja’mi tovarlar miqdorini aniqlang.
3. Masala. Tarmoqdagi m ta zavod n turdagi mahsulot ishlab 

c h iqiirad i. Л1ПХП matritsa - har bir zavodning birinchi kvartalda beradigan 
mahsulot hajmi, Bmxn matritsa esa zavodlaming ikkinchi kvartalda 
beradigan mahsulot hajmi. (a^; Z>y) - z-zavodningy-turdagi mahsulotdan 
ishlab chiqarish hajmi. Quyidagilami aniqlang:

a) ikkala kvartaldagi mahsulot hajmi;
b) ikkinchi va birinchi kvartalda har zavodlar ishlab 

chiqargan tovarlar hajmi orasidagi farq;
c) agar bir birlik mahsulotning qiymati л bo‘Isa, yarim

* у illikda ishlab chiqarilgan mahsulot qiymatini toping.
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4. Masala. Bozordan 4 hafta davomida xarid qilingan 3 xil 
mahsulot; go‘sht, guruch, yog‘ miqdori A matritsa va ulaming narxlari 
esa В matritsa bilan berilgan.

f2
3
2

3
2
5
2

2^

4
6 ''
4>

+ 000л
600

JOO,
А =

To‘rt hafta davomida bu mahsulotlami sotib olish uchun sarflanadigan 
xarajatni aniqlang.

Yechish.
41 <*12 <*13 V

A = <*21 <*22 <*23 ; b = Z>21

4<*3I <*32 <*33 > A,

matritsalami qaraymiz, a.- /-haftada shu turdagi xarid qilingan 
mahsulotning miqdori, 6. esa j - turdagi mahsulotning narxi. Л va В
matritsalami ko‘paytirishdan hosil bo‘lgan C matritsa elementlari cv esa 

i - haftada qilingan xarajatni anglatadi. Umumiy xarajat esa ga teng 

bo‘ladi. Demak, '
<2 3 2' '4400a

+ 000
3 2 4 5400

600
2 5 6 6800

. 300
<3 2 4, ^5400,

Demak, mos ravishda 1, 2, 3, 4-haftalarda qilinadigan xarajatlar C 
matritsaning elementlari shaklida hosil bo‘ldi. Umumiy xarajat esa 
4400+5400+6800+5400 = 22000 ga teng.

5. Masala. Zavoddan yangi ishlab chiqarilgan dvigatellaming 40 
%i qayta ta’mirlashga beriladi, qolgani foydalanishga chiqarib yubori- 
ladi. Statistik ma’lumotlarga qaraganda, ta’mirlangan dvigatellaming 
65 %i yana qayta ta’mirlashga qaytariladi va 35%/ yaxshi ishlab ketadi. 
Qayta ta’mirlashni talab qilmagan dvigatellaming 20%/ 1 oydan key in 
qayta ta’mirlashni talab qiladi. Qolgani esa yaxshi ishlab ketadi. 2 oydan 
keyin yaxshi ishlab ketadigan va qayta ta’mirlash kerak bo‘lgan 
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dvlgnlcllar qismini aniqlang. Masala sharti xuddi shu tarzda davom etsa 
I oydan keyingisini ham aniqlang.

Yechish. Ishlab chiqarilgandan keyin barcha dvigatellaming 0,6 
qlNini yaxshi ishlaydi, 0,4 qismi esa qayta ta’mirlashni talab qiladi. Bir 
oydan keyin yaxshi ishlab ketadigan dvigatellar ulushi 0,60,8+0,4 0,35 
- 0,62 ni, qayta ta’mirlanishi kerak bo‘lgan dvigatellar ulushi esa 
0,60,2 i 0,4 0,65 = 0,38 ni tashkil etadi. 7-holatdagi aniqlikni beruvchi 
,Vi qalorni kiritamiz. Xt = ( xit,X2t)> bunda xit- /-momentdagi yaxshi 
iNhlab ketadigan dvigatellar ulushi. X2t - t momentdagi qayta ta’mir- 
laniNhi kerak bo‘lgan dvigatellar ulushi. Quyidagi matritsani qaraymiz;

bunda (/,, - dvigatellar ulushi, i - dvigatellar holati (ishlab ketishi yoki 
yo*qIigi: I -yaxshi ishlab ketadi, 2-ta’mirlash kerak), j-bir oydan keyingi 
holati. Ko‘rinib turibdiki, matritsaning qatoridagi elementlari yig‘indisi
I ga teng boMishi kerak va barcha elementlar nomanfiy. 

, Ч (0,8 0,2 .,V„ -(0,6 0,41 Л= ,’ V (0,35 0,65J

bir oydan keyin

,V, ~Xo4=(o,6 0,4) - (0,62 0,38);

ikki oydan keyin

X2^X\xA =Аг0хЛ2= (0,6

0.71 0.29 A
0,5075 0,4925)

=(0,629; 0,371),

.V) = X2xA = XoA3 = (o,634 o,366). Umumiy holda Xt = XoxA' 
Ibrmula okrinli.

Matritsani transponirlash-A matritsadan satrlari va ustunlari o‘mi 
olmushgan A matritsaga o‘tishdir. A’ matritsa A matritsaga nisbatan 
Iransponirlangan deyiladi.
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Ta’rifdan kelib chiqadiki, agar A matritsani o‘lchami (m^n) 
bo'Isa, u holda transponirlangan matritsaning oichami (n xm) bo‘ladi.

Masalan:
'5 10’

'5 7 9
; a' = 7 8

10 8 20
9 20

Transponirlashning xossalari:
1) (АУ = А

2) (ЛА)' = ЯА'

У)(А+ВУ=А'+&
4) (АВУ — В'A'

6. Masala. Korxona uch turdagi mebel ishlab chiqarib, mahsulotini 4 
ta tumanda sotadi.

/2 5
В = 1 8

\2 4

1
3
1

2A
4 I matritsada Z>ij - i - turdagi mebelning j - 
3/

tumandagi qiymati. Agar a =
'200л

80 matritsa orqali bir oyda tumanlarga 
UooJ

tarqatilgan mebellar miqdori berilgan bo4 Isa, korxonaning har bir 
tumandan oladigan pul miqdorini aniqlang.

Yechish. В matritsani transponirlaymiz, ya’ni diagonal atrofida 
buramiz va A matritsaga ko'paytirsak har bir tumandan qanchadan pul 
miqdori tushishi kelib chiqadi:

C'~B'A =

'2 1 2"
'200>

' 680^
5 4 8 2040

X 80 =:
1 3 1 540

100<2 4 з) 1020?

9

bunda cy - i tumandan mebellarni sotishdan tushgan pul miqdori.
7. Masala. Korxona 4 xil xomashyodan foydalanib, 3 turdagi 

mahsulot ishlab chiqaradi. A matritsaning elementlari «ij (/ = !,4;./ = i3) 
orqali j - turdagi mahsulotni ishlab chiqarish uchun sarflanadigan i - 
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Hoinnshyo miqdori aniqlanadi. В matritsa korxonaning ma’lum bir vaqt 
ornlig* ida ishlab chiqargan mahsulot miqdorini ifodalaydi.

2 5 3>
400'

0 1 8
; B= 80

1 3 1
.2 2 3,

Ж

innhsulot ishlab chiqarishga sarflanadigan umumiy xomashyo miqdori- 
tii (oping.

8. Masala. Telefon apparatlarini ta’mirlovchi usta 70 % telefon- 
linni past darajada, 20 % o‘rta darajada va 10 % to‘liq ta’mirdan 
vhiqnrdi. Statistik ma’lumotlarga ko‘ra 70 % past darajada ta’mirlangan 
Ivlelbnlarni bir yildan keyin qayta 10 % past darajada, 60 % o‘rta 
darajada, 30 % ni to‘liq ta’mirlanadi. O‘rta darajada ta’mirlangan 
Iclelbnlarni bir yildan keyin qayta 20 % past darajada, 50 % o‘rta, 30 % 
ni to'liq ta’mirlashadi. To‘liq ta’mirlangan telefonlami bir yildan keyin 
qayta 60 % past darajada, 40 % o‘rta darajada ta’mirlashadi. Agar 
masala sharti shu tarzda davom etsa, 1, 2, 3-yillardan keyingi har bir 
darajada ta’mirlangan telefonlar ulushini aniqlang.

9. Masala. Ikki turdagi yog‘ mahsuloti uchta do‘konda sotiladi. 
Birinchi va ikkinchi kvartallarda ikki turdagi yog‘ning uchta do‘konda 
Notilish hajmini mos ravishda A va В matritsalar bilan berilgan. 1 2 * * * * * *

1) ikkala kvartal davomida sotilgan mahsulotlar hajmini aniq 
lang.

2) Ikkinchi kvartalda sotilgan mahsulot hajmining birinchi
kvartalda sotilgan mahsulot hajmidan farqini aniqlang.

10. Masala. Korxona ikki turdagi xomashyodan foydalanib, 3 xil
innhsulot ishlab chiqaradi. A matritsa bilan j - xil mahsulotga i - turdagi
xomashyoning ishlatilish hajmi berilgan. В matritsa esa bir kvartalda
Islilyb chiqarilgan mahsulotlar hajmi. Xomashyo birligining narxi P
mnlrilsa bilan berilgan. Quyidagilami aniqlang.

<20 30' '10 15'
10 20 В 14 12

,25 20? J6 15>
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1) ishlatilgan jami xomashyo miqdorini aniqlovchi C matrit- 
sani;

2) sarflangan jami xomashyoning umumiy narxi;
fi

H=i
(1

р
2

<1

п
1 ; Р = (3; 5)
I

11. Masala. Zavod tikuv mashinalarini ishlab chiqaradi va ishlab 
chiqarilgan mashinalar ikki holatda bo‘ladi. 1) yaxshi ishlab ketadigan 
mashinalar, 2) ta’mirlashni talab qiladigan mashinalar. Ishlab chiqaril­
gan mashinalaming P %i yaxshi ishlab ketadigan va (100-P) %/ qayta 
ta’mirlashni talab qiladigan mashinalar hisoblanadi. Statistik ma’lumot- 
larga qaraganda yaxshi ishlab ketgan mashinalaming 1 oydan keyin 
70%/ yaxshi ishlaydi va 30 %/ qayta ta’mirlashni talab qiladi. Qayta 
ta’mirlangan mashinalar esa bir oydan keyin 60 %/ yaxshi ishlab 
ketadigan va 40 %i qayta ta’mirlashni talab qiladi. Yana bir oydan key in 
bu mashinalaming ishlab ketish holatlari qanday bo‘ladi?

a) P = Ш)Р = 50 с) P = 20
1. Misol. Quyidagi amallami bajaring:. -
3p 4U‘ 2 3' 

<2 5 Oj <2 14

2. Misol. A va В matritsalar berilgan, a b = (c.) matritsaning c32 
elementini toping.

V

в =
f 3 2 4 5>

A = 9 2 -3 4
l-l -5 3

'3
4
1

<2

2
-1
-3

34



Mustaqil yechish uchun mashqlar:
1Л
4 matritsaning xos yoki xosmas matritsa ekanligi

'3 2
I 3
J-l

ли iq Ians in? Javob: xosmas.
2 3 5 ' 0 1 -1

2. 4 3 2 va 3 2 1
-2 1 D 1 1 07 К

2 4 4 1
Javob: 7 5 3

к 1 2 0,

matritsalaming yig‘indisi topilsin.

4.
' 2 3'
-1 2

v 1 -b

/

topilsin?

5. P
2

matritsa 5 ga ko‘paytirilsin. Javob: 20 15 10Л
5 25 15j

-2
3

1

2>
va

( 1
2

;-2

Javob:
( 5 r 9 -11 18"

8 3 va 6 2 0
1-7 -6 9,

з"
1
4,

r 1
2

'1 -3
6. 1 2

<5 -1

1 \ 
2Л

s n
3

V

3-0 <2 11"
3-4 5 ko‘paytmalar

3jo> 0-2)
о 1
1

ko‘paytma mavjudmi? Javob: yo‘q.

matritsaga teskari matritsa topilsin?

Javob: a'

r 7 5 11 >
36 36 36

13 1 5
36 36 36

11 13 7
< 36 36 36 J
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matritsaga teskari matritsa mavjudmi? Javob: ha.7.
'3 -4 P

1 1 1
p-2 3;

O‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar:
1. Matritsa deb nimaga aytiladi?
2. Kvadrat matritsa nima? Uning determinantichi?
3. Xos va xosmas matritsalar deb qanday matritsalarga aytiladi?
4. Birlik matritsa nima?
5. Satr-matritsa nima?
6. Ustun-matritsa nima?
7. Matritsalar qachon teng bo‘ladi?
8. Matritsani songa ko‘paytmasi qanday aniqlanadi?
9. Matritsalami qo‘shish va ayrish mumkinmi?
10. Matritsalami ko‘paytmasi qanday aniqlanadi?
11. Qachon matritsalami ko'paytirish mumkin?
12. Berilgan matritsaga teskari matritsa qanday aniqlanadi?
13. Har qanday matritsaga teskari matritsa mavjudmi?
14. Teskari matritsa qanday topi ladi? *
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IV BOB. CHIZIQLI TENGLAMALAR SISTEMASI KRAMER 
VA GAUSS USULLARIDA YECHISH

4.1. Kramer usuli
4.2. Gauss usuli
4.3. Chiziqli tenglamalar sistemasining iqtisodda qoMlanishi

Ikki noma’lumli ikkita chiziqli tenglamalar sistemasi. 
fa^x+a^y^, 
t a 21*+а22У—t>2 (1)

ni qaraymiz. Bu yerdagi x va у noma’lum sonlar, qolgan barcha sonlar 
csa ma’lum. a12 a22 lar sistema koeffitsientlari, b\ va Z>2 sonlar esa
ozod had_(son)lar deb ataladi.

Chiziqli tenglamalar sistemasini yechish degan so‘z, noma’lum 
son laming shunday qiymatlari to‘plamini topish demakki, ulami 
sistema tenglamalarining har biriga mos noma’lumlaming o‘miga 
qo‘yilganda ular ayniyatlarga aylanadi. Bunday sonlar to‘plami sistema- 
ning yechimi deyiladi. Kamida bitta yechimga ega bo‘lgan sistema 
birgalikdagi sistema deb ataladi. Birgina yechimga ega bo‘lgan 
birgalikdagi sistema aniq sistema deb ataladi. Cheksiz ko‘p yechim- 
larga ega bo‘lgan birgalikdagi sistema aniqmas sistema deb ataladi. 
Birorta ham yechimga ega bo‘lmagan sistema birgalikda bo‘lmagan 
sistema deyiladi.

Izoh. Keltirilgan ta’riflar istalgan sistema uchun o‘rinlidir.
(1) sistema bizga o‘rta maktab kursidan ma’lum. Uni yechishning 

0‘riniga qocyish, qo‘shish va grafik usullari bilan tanishmiz.
Bu yerda (1) sistemani yechishning yana bir usuli ya’ni uni 

determinantlardan foydalanib yechish usuli bilan tanishmiz. Sistema- 
ning birinchi tenglamasini an ga, ikkinchisini -a 12 ga ko‘paytirib hadlab 
qo‘shamiz:

(ana22-a2\a\2)x=b\an-bia\2 (2)
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Shuningdek, sistemaning birinchi tenglamasini -Я21 ga, ikkinchisini 
an ga ko‘paytirib hadlab qo‘shsak

{ana22-O2\a\2)y==b2Ctn-’b\a\2 (3)
hosil bo‘ladi.

1^12 cz12 all ^1

, Ar= , л,=
^21^22 Z>i a22 У #21 ^2

belgilashlami kiritamiz.
Sistemaning koeffitsientlaridan tuzilgan A determinant sistemaning 

asosiy determinanti deb ataladi. Ar determinant A dagi birinchi ustun 
elementlarini ozod sonlar bilan almashtirish natijasida, esa A dagi 
ikkinchi ustun elementlarini ozod sonlar bilan almashtirish natijasida 
hosil bo‘ladi.

(3.4) dan foydalanib (2) va (3) formulalami
A-x=Ax, (
А-УЛ / (5)

ko‘rinishida yozish mumkin.
Mumkin bo‘lgan quyidagi hollami qaraymiz.
I. Sistemaning determinanti A/0 bo‘lsin. U holda (3.5)*ning har 

bir tenglamasini A gabo‘lib

berilgan sistemaning yechimini topish formulasiga ega bo‘lamiz. (6) 
formulalar uning ixtirochisi Shvetsariyalik matematik Kramer(1704- 
1752)ning sharafiga Kramer formulalari deb ataladi.

II. Sistemaning asosiy determinanti A=0 bo‘lsin.
Bu holda quyidagilardan biri bo‘ladi.
1) Ax=Ay=0 bo‘lsin. U holda (5) o-x=O, о ^=0 ko‘rinishini olib 

berilgan sistema cheksiz ko‘p yechimlarga ega, chunki istalgan son bu 
tenglamalami qanoatlantiradi.

2) Ax, Ay lardan kamida bittasi, masalan, Ax#0 bo‘lsin. U holda (5) 
ni birinchi tenglamasi o-x=Ax/O ko‘rinishiga egabo‘lib, uyechimga ega 
emas. Demak, bu holda berilgan sistema yechimga ega bo‘lmaydi.
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Xulosa. a) (1) sistemaning asosiy determinanti A#0 ya’ni, «11^22 
/ </i2</2i yoki bo‘lganda sistema yagona yechimga ega bo‘lib,

a21 °22

lining yechimi Kramer formulalari (6) yordamida topiladi.

b) A=Ax=Ay:=0 ya’ni = = bo‘lganda
tz21 a22 ^2

(3.1) sistema cheksiz ko‘p yechimlarga ega (aniqmas);
d) A=0 bo‘lib Ax, Ay lardan kamida bittasi noldan farqli ya’ni

11 [ l_ _ Д12

П21 6Z22 Ь2

bo‘lganda sistema yechimga ega bo‘lmaydi (birgalikda emas).
(1) sitemaning yechimiga quyidagicha geometrik izoh berish 

mumkin. (1.) sistemaning har bir tenglamasi to‘g‘ri chiziq tenglamasini 
ilbdalashi ayon bo‘lganda to‘g‘ri chiziqlar parallel bo‘lmaydi.

a2i a22

Demak, har ikkala to‘g‘ri chiziq bitta nuqtada kesishadi. Ana shu 
kesishish nuqtasining koordinatalari sistemasining yechimi bo‘ladi.

Д=ДХ=ДУ=О ya’ni = = i
6Z21 ^22 ®2

bo‘lganda to‘g‘ri chiziqlar ustma-ust tushadi (sistema cheksiz ko‘p 
yechimlarga ega) A=0 bo‘lib, Ax, Ay lardan kamida bittasi noldan farqli 
bo‘ lganda to‘g‘ri chiziqlar parallel bo‘lganligi sababli ular kesishmaydi 
(sistema yechimga ega bo‘lmaydi) ya’ni birgalikda emas.

1-misol. Asror uchta daftar va ikkita ruchka uchun 205 so‘m, 
Umida esa xuddi shunday 4 daftar va 1 ruchka uchun 190 so‘m sarfladi.
I )aftar va ruchkaning narxi aniqlansin.

Yechish. Daftarlar sonini x, ruchkalar son ini у orqali belgilaymiz.
II holda

(Зл+2>’=205, 
(4jc+j>=190.

silcinaga ega bo‘lamiz. Bu sistemani Kramer formulalaridan foydalanib 
ycchamiz:
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I 3 2 I I 205 2l
A= 14 11 =3-8=-5^0, Ax=| 190 11 =205-380=-175,

Ay=
3 205
4 190 =570-820=-250.

(3.6) formulalarga asosan:
Ax^-175 35 Ду ^ -250

Demak, daftar 35 so‘m, ruchka 50 so‘m turar ekan. 
$2x+5y=3,

2-misol. (4x+i0y=6. sistema yechilsin.

1 2 5 1 3 5 2 3
Yechish. A= 14101 =20-20=0, Ax= 6 10 =30-30=0, Ay= 4 6 =12

12=0.
Sitemaning birinchi tenglamasini 2 ga ko‘paytirsak ikkinchi 

tenglama kelib chiqadi. Demak, sistema bitta 2x+5y=3 tenglamaga teng 
kuchli va cheksiz ko‘p yechimlarga ega. у ga ixtiyoriy qiymatlar berib x 
ni x=^y^ tenglamadan aniqlash yo‘li bilan yechimlar topiladi.

Masalan, y=0da x=|,y=l dax=-l va hakozo.

Bu geometrik nuqtai nazardan 2x+5y=3 va 4x+10y=6 to‘g‘ri 
chiziqlar bitta to‘g‘ri chiziq ekanini bildiradi.

f5x+3j=7,
3-misol. (iox+6j=2. sistema yechilsin.

Yechish.
5 3 7 3 5 7
10 6 =30-30=0, Aa= 2 6 =42-6=36^0, A/= 10 2

67Ю.
Sistema determinanti A =0 bo‘lib Ax#0, A#0 bo‘lgani uchun 

sistema yechimga ega emas(birgalikda emas).
Uch noma’lumli ikkita bir jinsli chiziqli tenglamalar sistemasi.
LiiJC+ai2V+tfi3z=0,
{a2lx+a22y+a2jZ=0. (7)
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sistemani qaraymiz. Bu yerdagi x ,yva z noma’lumlar, qolgan barcha 
sonlar ma’lum sonlar. Ozod sonlari nolga teng bu sistema bir jinsli 
sistema deyiladi. (7) sistemani yechish bilan shug‘ullanamiz.

Faraz qilaylik,
all a12 

a21 a22 *0
bo‘lsin. U holda sistemani

{tZj 2У=—^13^*

a2ix+a22y=-a22z.

ko‘rinishida yozamiz. Bu sistema z ning har bir aniq qiymatida 
yagona yechimga ega bo‘lib yechim Kramer formulalariga ko‘ra

3 “ all ~a132
______ -^23^ «22 I-------------------------- |a21-a23z| 

Л — -------------------- j- V = -------------------
all a12 I «11 «12 I

a21 fl22 I a21 a22 I

kabi topiladi. Determinantning xossalari (umumiy ko‘paytuvchini 
determinant belgisidan chiqarish mumkinligi hamda ikkita ustunlarini 
o'rin almashtirganda determinantning faqatgina ishorasi o‘zgarishi) dan 
foydalanib yechimni

x =
a12 “13

a22 a23

“11 a\2
a2\ a22

“11 “13 
“21 “23

“11 “12
“21 “22

•(-z) (8)y =

ko‘rinishda yozamiz.

Z

Д11 a12
a21 a22

=k

deb belgilasak z=k «ц«12

«21«22
,bo‘lib uni (8) ga qo‘ysak

^12^13

a22 a23
, y=-k

«11 «13 «11«12

«21 «23 #21 «22
>(9), z=k

qaralayotgan sistemaning yechimlari kelib chiqadi. (7) sistemaning 
ycchimiga quyidagicha geometrik izoh berish munikin. Sistemaning har
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bir tenglamasi koordinatalar boshidan o‘tuvchi tekislik tenglamasini 
ifodalaydi. Tekisliklaming har ikkitasi koordinatalar boshidan o‘tgan- 
ligi sababli ular kesishadi. Ikkita kesishuvchi tekisliklar to‘g‘ri chiziq 
bo‘ylab kesishadi. Ana shu to‘g‘ri chiziq nuqtalaming koordinatalari 
sistemaning yechimi bo‘ladi.

Xulosa. Bir jinsli (7) sistema yagona yechimga ega bo‘lishi yoki 
yechimga ega bo‘lmasligi mumkin emas. U har doim cheksiz ko‘p 
yechimlarga ega (aniqmas).

fx+3y-2z=0,
4-misol. (2x-y+3z=o. sistema yechilsin.
Yechish. (9) ga asoslanib

3 -2 1 -2 1 3
-1 3 =7k, y=-k 2 3 =-7k, z=k 2 -1

lami hosil qilamiz. Shunday qilib, berilgan sistemaning yechimlari 
x=7k, y=-7k, z=-7k tengliklar yordamida aniqlanadi. к ga aniq son 
qiymatlarini qo‘yib sistemaning har xil yechimlarini topamiz.

Uch noma’lumli uchta chiziqli tenglamalar sistemasi.
Uch noma’lumli uchta chiziqli tenglamalar sistemasi

anx + a12y + a13z ~bx,
< + ^21У + ^23^ = ^2’ (10)
a31x + a32y + a33z - b3

ni qaraymiz. Bu yerdagi x,y va z noma’lum sonlar, qolgan barcha sonlar 
ma’lum sonlar. an, а\г,...,азз sistemaning koeffitsientlari, Z>i,Z>2, va Ьз 
ozod sonlar. Barcha ozod sonlar nolga teng bo‘lganda (10) sistema bir 
jinsli deyiladi.

(10) sistemani yechish bilan shug‘ullanamiz. Noma’lumlar oldidagi 
koeffitsientlardan tuzilgan uchinchi tartibli

a\ i

A= ^21

^12 °13

^22 ^23

^31 ^32 a33
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determinant (10) sistemaning asosiy determinant! deb ataladi. Berilgan 
sislemani yechish uchun sistemaning birinchi tenglamasini an element- 
ning algebraik toddiruvehisi ga, ikkinchi tenglamasini #21 element- 
ning algebraik to‘ldiruvchisi J21 ga va uchinchi tenglamasini Л31 
elementining algebraik to‘ldiruvchisi Л31 ga ko‘paytirib tenglamalarni 
hadma-had qo‘shamiz.

(«11Ац+а21А21+аз1Аз1)х+(а12А11+(722А21+а32Аз1)у+(а1зА11+а2зА21+ 
a33A3i)z==Z>iAn+Z>2A2i+Z>3A3i (11)

Birinchi qavs ichidagi ifoda A determinantning birinchi ustun 
elementlari bo‘yicha yoyilmasi bo‘lganligi uchun determinantning 7- 
xossasiga ko‘ra яцАц+я21А21+аз1Аз1=А bo‘ladi. (11) dagi ikkinchi va 
uchinchi qavs ichidagi ifodalar A determinantni ikkinchi va uchinchi 
ustun elementlarini boshqa bir ustunning mos elementlarining algebraik 
toddiruvchilariga ko‘paytirib qo‘shilganligi uchun determinantning 8- 
xossasiga ko‘ra ular nolga teng bo‘ladi. Shunday qilib, (3.11) tenglik 

Ax=^1^ii+^2^21+Z>3^31 (12)
ko‘rinishga ega bo‘ladi.

a22 a23

a32 a33

determinantni qaraymiz. E’tibor bersak bu determinant asosiy 
determinantdagi birinchi ustun elementlarini ozod sonlarga almashtirish 
natijasida hosil bo‘lganligiga iqror bo‘lamiz. Bu determinantning Z>i, Z>2, 
/>3, elementlarining algebraik to‘ldiruvchilari mos ravishda A 
determinantning #n,#21,^31 elementlarining algebraik to‘ldiruvchilariga 
tcngligini hisobga olsak Z>iAn+Z>2A2i+Z>3Ai3=Ax bo‘lib (12) tenglik

А-л = Ах (13) 
ko‘rinishini oladi.

Shunga o‘xshash a-j = av, a-z = az (14) tengliklami hosil qilamiz, 
Ininda
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an ai3 ai2 ^1

II a21 ^2 ^23 II N
<

£^21 ^22 ^2

<73i Z>3 a33 ^31 a32 *3

Ay determinant sistemaning asosiy determinant! A dagi ikkinchi 
ustun elementlarini ozod sonlarga Az esa A dagi uchinchi ustun 
elementlarini ozod sonlarga almashtirish natijasida hosil bo‘ladi.

Mumkin bo‘lgan quyidagihollami qaraymiz:
I. (10) sistemaning asosiy determinant! A/0 bo‘lsin. U holda (13) 

va (14) tenglamalami har birini A ga bo‘lib
x=^,y=^,z=^ (15)
АДА

formulalarga ega bo‘lamiz. (15) Kramer formulalari deb ataladi. 
Shunday qilib (10) sistemaning asosiy determinant! A^O bo‘lganda 
sistema yagona yechimga ega bo‘lib yechim Kramer formulalari (15) 
yordamida topilar ekan.

II. (10) sistemaning asosiy determinanti A=0 bo‘lsin. U holda 
quyidagilardan biri sodir bo‘ladi.

a) Ax, Ay, Az determinantlardan aqalli bittasi noldan farqli. Bu holda 
(10) sistema yechimga ega bo‘lmaydi. Haqiqatan, aniqlik uchun A#0 
deb faraz qilsak bu holda a-x = a, (13) tenglik 0x=Ax/0 ko‘rinishiga 
ega bo‘lib, u x ning hech bir qiymatida bajarilmaydi.

b) A=Ax=Ay=Az=0 bo‘lsin. Bu holda (10) sistema yo yechimga ega 
bo‘lmaydi yoki cheksiz ko‘p yechimlarga ega bo‘ladi.

5-misol. Javohir oltita daftar, ikkita ruchka va bitta chizg‘ich uchun 
380 so‘m sarfladi. Jasur xuddi shunaqa to‘rtta daftar, bitta ruchka va 
ikkita chizg‘ich uchun 370 so‘m, Behruz esa 8 ta daftar, ikkita ruchka 
va uchta chizg‘ich uchun 640 so‘m sarfladi. Daftar, ruchka hamda 
chizg‘ichning narxlari aniqlansin.

Yechish. Daftar, ruchka hamda chizg‘ichlaming narxlarini mos 
ravishda x,y,z lar orqali belgilaymiz. U holda masalani yechish
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6х + 2у + z = 380,
< 4х+v + 2z = 370,

8.r + 2у + 3z = 640.

sistemani yechishga keladi. Bu sistemaning yechimini Kramer 
formulalaridan foydalanib topamiz

Sistemaning asosiy determinantidagi birinchi ustun elementlarini 
ozod sonlarga almashtirsak

A=
6
4

2
1

1
2 =6

1 2
2 3 -2

4 2
8 3 +1

4 1
8 2 =6(-l)-2(-4)+l 0=2*0

8 2 3

380 2 1 38 2 1

Ax = 370 1 2 =10 37 1 2

640 2 3 64 2 3

hosil bo‘ladi. Bu yerda birinchi ustundan umumiy ko‘paytuvchi 10 
determinant belgisidan chiqarildi. So‘nggi determinantni birinchi ustun
elementlari bo‘yicha yoyib Ал ni hisoblaymiz.

A.v=10 1 2
-37

2 1 + 64 2 1
2 3 2 3 jl 2

=10- (38(-l)-37-4+64-3)=60

Sistemaning asosiy determinant! A dagi ikkinchi ustun element- 
lnrini ozod sonlarga almashtirsak

6 380 1 3 38 1

A,= 4 370 2 =2-10 2 37 2

8 640 3 4 64 3

determinant hosil bo‘ladi. Bu yerda determinantning birinchi 
ushmidan umumiy ko‘paytuvchi 2, ikkinchisidan 10 determinant 
belgisidan chiqarildi. Oxirgi determinantni ikkinchi ustun elementlari 
bo'yicha yoyib Ayni hisoblaymiz.

As "20-38
2 2
4 3

+ 37
3 1
4 3

-64
3 1
2 2

j=20(-38(-2)+37-5-64-4)=100.

Shuningdek,
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ga ega bo‘lamiz.
Kramer formulalari (3.15) dan foydalanib

6 2 380 3 2 38 3 2 38
Az= 4 1 370 =2-10 2 1 37 =2-10-2 2 1 37

8 2 640 4 2 64 2 1 32

= 40 00С
П

2 1

2 1
-37-

3 2

2 1
+ 32-

3 2

2 1
= 200

J

Х=^Л=30, = =
A 2 A 2 A 2

yechimni hosil qilamiz.
Shunday qilib, daftar 30 so‘m, ruchka 50 so‘m va chizg‘ich 100 

so‘m turar ekan.
2x + 3y + z = 2,

6-misol. ' x-4y + 2z = 4,
4x + 6y + 2z = 0.

sistema yechilsin.

з
— 4

6

2
1
4 

chunki determinantning 
proporsional.

Yechish. Bu yerda A= =0,
1
2
2

birinchi va uchinchi satr elefnentlari

Ax=
2 3 1 2 3 1

4 — 4 2 = 4 2 — 2 1

0 6 2 0 3 1

Bu determinantning birinchi satrini -1 ga ko‘paytirib ikkinchi 
satming mos elementlariga qo‘shsak

2
0
0

Ax=4

=8(-5)=-40^0.bo‘yicha yoyib hisoblaymiz. Ax=4-2-

3 1
-5 0
3 1

hosil bo‘ladi. Bu determinant™ uning birinchi ustun elementlari
5 0
3 1
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I )cmak, berilgan sistema A=0, Ax 0 bo‘lganligi 
chimga ega emas.

sababli ye-

7-inisol.
x + у - 2z — -2, 
2x + 2y - 4z = —4, 
3x + 3y-6z = 0.

sistema yechilsin.

Ycchish. Bevosita hisoblash yo‘li bilan A=Ax=Ay=Az=0 ekanligiga 
hlionch hosil qilish munikin. Qaralayotgan sistema yechimga ega emas, 
chunki sistemaning birinchi va uchinchi tenglamalari bir-biriga zid.
I hiqiqnlan, sistemaning birinchi tenglamasini -3 ga ko‘paytirib 
uvhinchisiga qo‘shsak 0=6 qarama-qarshilikka kelamiz.

3x + 2>,-z = 5,
N-misol. < 6x+4y - 2z = 1 o, sistema yechilsin.

x-3y + z = -2.

Ycchish. Bevosita hisoblab A=Ax=Ay=Az=0 ekanligini topamiz. 
Sislcnuining birinchi tenglamasini 2 ga ko‘paytirsak uning ikkinchi 
Ivnghimasi kelib chiqadi. Shuning uchun berilgan sistema

h I 2у z = 5,
x \viz = -2.

uch noma’lumli ikkita tenglamalar sistemasiga teng kuchli. Bu 
viiui cheksiz ko‘p yechimlarga ega. Yechimlar noma’lumlardan biri, 

miiNiiliin, t ga aniq qiymatlar berib sistemadany va z ni topish orqali
Hillq Imuid i.

nllx + al2y + al3z = el,
u,lx + a22y+a23z = e2,

■ #11sistema —̂
21

l/.oli. ^12 «13 ^1 i i •— = — * — shartda amqmas
#22 #23 в2

ho'hull.
Xulosa. a) Uch noma’lumli uchta chiziqli tenglamalar 

ч1м1 emnsi (10) sistemaning asosiy determinant! A*0 bo‘lganda ya- 
goiui yechimga ega bo‘lib, yechim Kramer formulalari (15) yordamida 
loplhuli.

h) A 0 bo‘lib Ax, Ay, Az determinantlardan aqalli birortasi noldan 
iMiqli ho'lgnnda (10) sistema yechimga ega emas.

A A4 Ay=Az=0 bo‘lganda (10) sistema yo yechimga ega emas 
yukl cheksiz kokp yechimlarga ega.
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Uch noma’lumli uchta bir jinsli chiziqli tenglamalar sistemasi 
allx+al2y+al3z = 0,

< a2lx+a22y+a2)z = 0, (16)
a31x+a32y+a33z = 0.

sistemani qaraymiz. x=0, y=O, z=O sistemaning yechimi bo‘lishi 
ko‘rinib turibdi. Bu holda kamida bitta ustuni nolga teng bo‘lganligi 
uchun Ax=Ay=Az=0 bo‘lib (3.13) va (3.14) tengliklar Ax=0, Ay=0, 
A-z=0 (3.17) ko‘rinishga ega bo‘ladi. Agar (3.16) sistemaning asosiy 
determinant! A* 0 bo‘Isa u yagona x=0, y=0, z=0 yechimga ega bo‘ladi. 
Qaralayotgan bir jinsli chiziqli tenglamalar sistemasi noldan farqli 
yechimlarga ham ega bo‘la oladimi degan savolga quyidagi teorema 
javob beradi.

1-teorema. (3.16) sistema noldan farqli yechimlarga ega bo‘lishi 
uchun uning asosiy determinant! A=0 bo‘lishi zarur va yetarlidir.

Haqiqatan. Sistema noldan farqli yechimlarga ega, masalan, x*o 
bo‘lsin. U holda (3.17) ning birinchi tenglamasi A x=0 dan A=0 kelib 
chiqadi.

Teskarisi, ya’ni sistemaning asosiy determinanti A=0 bo Uganda 
sistema noldan farqli yechimga ega boUishini ko‘rsatish ham mumkin.

n noma’lumli n ta chiziqli tenglamalar sistemasi
Umumiy holda n noma’lumli n ta chiziqli tenglamalar sistemasi

ДцХ) + (J12X2 4

Я21Х[ + й22Х2 4 • + O2n^n ~ ’

■......................................... (3.18)
Aixi +an2x2 +-‘- + amxn =e„.

ko‘rinishga ega bo‘ladi. Bu yerdagi x\^C2, *n lar noma’lumlar, 
bl,b2, ..., bn

ozod had (son) lar hamda «71,^12, «nn koeffitsientlar ma’lum 
sonlar.
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Y uqorida keltirilgan Kramer qoidasi noma’lumlar soni tenglamalar 
soniga teng bo‘lgan istalgan (3.18) ko‘rinishdagi sistema uchun o‘rinli 
ekanligini ta’kidlab o‘tamiz. Sistemaning asosiy determinanti A^O 
bo* Iganda u yagona yechimga ega bo‘lib, yechim Kramer formulalari

(3.19)

yordamida topiladi. Bu yerdagi A determinant (3.18) sistemaning 
noma'lumlari oldidagi koeffitsientlaridan tuzilgan bo‘lib, дЛ1,дХ2,-,ах„ 
dvlcrminantlar undagi birinchi, ikkinchi va hokazo n-ustun element- 
liirini ozod sonlar bilan almashtirish natijasida hosil bo‘ladi.

Shuni aytish joizki, sistemadagi noma’lum (tenglama)lar soni orta 
borgan sari uni Kramer usuli bilan yechish qiyinlasha boradi.
1. Misol. Berilgan tenglamalar sistemasini Kramer usulida yeching.

3Xj + x2 + 3x3 = 2
5x, - 2x2 + 2x3 - 1
2x1 + 2x2 + 3x3 = 1

Yechish.

A 5 -2 2 = -18+4 + 30 + 12-12-15 = 1^0
2 2 3

A,

A,

3 1 з

2
1
1

1 3
-2 2
2 3

= -12 + 2 + 6 + 6-8-3 = -9

3 2 3
5 1 2 = 9 + 8 + 15 - 6-6-30 = -10
2 1 3
3 1 2
S 2 1 =-6 + 2 + 20+8-6-5 = 13
2 2 1

A,

= 13.
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Mustaqil yechish uchun mashqlar:
Tenglamalar sistemasi yechilsin.

'3x + 2y = -4, = f2* + 3>’ = 6
2x-5^ = 29. 7 \2x-2y = 6. 7 [4л + 6у = 0.

x + y-z = 6, 
2x-y + z = 3.

x + 2y + 3z = 0, 
x + y-z = 0.e)

2x- у+ 3z - 6, 
< 2x + у - z = 3,
4x + 2y - 2z = 0.

2x- у + 5z = 1,

g) ’ x + y-z = 2, 
5x + y-7z = 6.

Javob: a) (2;-5); b) Cheksiz ko‘p; d) yechimga ega emas;
e) x~5K, y=-4K, z=K; f) x=3, y=K+3, z=K; g) (1; 1; 0); k) sistema 

cheksiz ko‘p yechimga ega; i) sistema yechimga ega emas.

Chiziqli tenglamalar sistemasini teskari matritsa usulda yechish 
algoritmi

n ta noma’lum va m ta tenglamadan iborat chiziqli tenglamalar 
sistemasi deb quyidagi sistemaga aytiladi.

«11 xi + а12х2+--- + а^ху+--- + a,„ x„ = bx

aT.\ X1 + aT.2X "*----------- H a2j X1 4------- *" Л2иХи = Ь2

ail X1 + ai2 X2 +   avX2 "l---------- *■ ain Xn ~ bi

aml Xl am2 X2 4--------- h amj X, 4--------------h an,nXn ~ Ь,п »

bu yerda а^(г = = ixi- berilgan sonlar bo‘lib, noma’lumlar
oldidagi koeffitsientlar, fe-ozod hadlar deyiladi.

bu yerda A - koeffitsientlar sistema matritsasi, В - ozod hadlar mat- 
ritsasi deyiladi. U holda berilgan tenglamalar sistemasini quyidagi ko‘- 
rinishda yoza olamiz: AX=B

Tenglamalar sistemasida tenglamalar soni noma’lumlar soniga 
teng, ya'ni m = bo‘lsin. Bu holda sistema matritsasi kvadrat matritsa
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bo'ladi. Agar bo‘lsa, ya'ni -xos bo‘lmagan matritsa bo‘lsa, u holda A_1 
leskari matritsa mavjud bo‘ladi, u holda tenglikdan quyidagilami hosil
qilamiz:

bu munosabatdan: Ai Л21 ■ ■4. ) A)
1 4? -4,2 *2

X2 1
И 4, 4,- -Аг

14.
Лм J Ia J

()\irgi tenglikdan ekanligi kelib chiqadi.

Agar tenglamalar sistemasining (m = ri) matritsasi xosmas, ya’ni 
</<7/1/0 bo‘lsa, u holda sistemaning matritsa ko‘rinishdagi yechimi 
quyidagicha bo‘ladi:

X = A!-B

bunda, л (3.2) munosabatdagi A matritsaning teskari matritsasi, В esa
o/od hadlar matritsasi.

3. Quyidagi tenglamalar sistemasini matritsa usulida yeching.
2Xj + 3x2 + 4x3 = 1
X] + 2x2 + 3x3 = 0
3xj + 4x2 + 6x3 = 1

Yechish.
1 4' m

1 2 3 ; b = 0 ; x2
1 4 6, J/ vxv

1
( AAi ^21 AAi ' 0 -2 1

24 i 27 + 16-24-24-1 = 1 ф 0 =>/T'=-Д Al 2 Л22 ^32 = 3 0 -2

чАз ■^23 ^33/ -2 1 1 J

' 0 -2 1 ' ГР
X = A~'B = 3 0-2 0 = 1

<-2 1 1 , 1-1/

dcMiwk. = 1, *2=1, xi ~ -1.
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4. Matritsali tenglamani yeching.

Yechish.

n 1 O' Г5 - 1 2'
2 1 2 ■X = -6 4 6

1 b <-2 0

'1 1 O' < 5
A = 2 1 2 J B = -6

? 1 -2

AX = В A-1

1
3£
~3
1
3

3
2
3
1
3 J

' 1 1
3 3
2 1
3 3

_2 1
4 3 3

-1 2y
4 6
0

( 1
3
4

-6

3 
-2 4
2 3

3 ( 5
2

3 J

( 1
3

Demak,
-6

I

X = 4
3

-2 4
2 3

5. Quyidagi matritsali tenglamani yeching:
r-3 1 2' <-2 1 2'

1 0 -1 ■X = 1 -1 3
-4 3 0, < 1 -1 4)

Yechish.
r-3 1 2' '-2 1 2'

1 0 -1 ; B = 1 -1 3

1-4 3 <b <1 “I 4,

Demak, =>a~1-a-x = a~1b (a-1a = £)ex = a-'b=>x = a~'-b
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O‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar:
1. Chiziqli tenglama nima?
2. Si sterna qachon birgalikda, qachon aniq, qachon birgalikda 

cuius va qachon aniqmas deyiladi?
3. Kramer formulalarini keltirib chiqaring.
4. Si sterna qachon yagona yechimga ega?
5. Si sterna qay vaqtda aniqmas bo ‘ ladi?
6. Uch noma’lumli ikkita chiziqli tenglamalar sistemasi yagona 

yechimga ega bo‘la oladimi?
7. Bir jinsli chiziqli tenglamalar sistemasi birgalikda bo‘lmasligi 

mumkinmi?
8. Noma’lumlari soni chiziqli tenglamalari soniga teng Sistema- 

ning yechimi qanday topiladi?
9. Bir jinsli sistemani noldan farqli yechimga ega bo‘lish shartini 

iiyling.
10. Kramer formulalari qanaqa sistemalar uchun o‘rinli?

(■Huss usuli
Tenglamalar sistemasini Gauss usulida yechish deganida biz sistema- 

diigi noma’lumlami ketma-ketyo‘qotish usuli bilan sistemani yechishni 
liiNhunamiz. Tenglamalar sistemasini Gauss usuli bilan yechganda, 
bvrilgan sistema uchburchak shaklini yo trapetsiya shaklini yoki 
NiNlcmada ishtirok etayotgan biror-bir tenglama o=a(W| ko‘rinishini 
olib qoiadi.

Agar sistema uchburchak shakliga keltirilgan bo‘Isa, u cheksiz 
ko'p yechimga ega bo‘ladi.

Agar sistemadagi biror-bir tenglama o=a(a*o) ko‘rinishga ega 
bo' Isn, sistema yechimga ega bo‘ladi.

Birgalikda bo‘lgan tenglamalar sistemasining (m=n bo‘lishi shart 
emus) Gauss usulida yechishning mohiyati shundan iboratki, unda 
fiomirkimlar ketma-ket yo‘qotilib, sistema uchburchaksimon shaklga 
kvlrtriliidi. Agar sistema uchburchaksimon shaklga kelsa, u yagona
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yechimga ega bo‘ladi va uning noma’lumlari oxirgi tenglamadan 
boshlab topib boriladi (sistema cheksiz ko‘p yechimga ega bo‘Isa, 
noma’lumlar ketma-ket yo‘qotilgach, u trapetsiyasimon shaklga 
keladi.).

3. Sistemani Gauss usuli bilan yeching.

2%j + x2-x3 + 3x4 = 20
5x, — x2 + 2x3 - x4 =17

- 3xj + 2x2 - х3 + 2x4 = 1
Xj - x2 + 4x3 - 2x4 = -4

Yechish. Sistemaning kengaytirilgan matritsasini yozib olamiz: 
Birinchi qadamda au*o bo‘lishi zarur, lekin an = i hisoblashlar uchun 
qulaydir. Shuning uchun birinchi va to‘rtinchi satrlaming о‘mini
almashtiramiz

" 2 1
5 -1

-3 2

-1 3 20" 1 -1 4
2

-1
-1

2
17

1
<-> 5

3
-1

2
2

-1
4 -2 -4, 2 1 -f

-2-4 -5 3 -2

-1 IT J
+ +

2 X
3 2№~

1- qadam, Birinchi satr elementlarini -5, 3 va -2 ga ko‘paytirib, 
ulami mos ravishda ikkinchi, uchinchi va to‘rtinchi satrlarga qo‘shamiz, 
chunki maqsad an element ostida nollardan iborat “ zina ” hosil bo‘lsin.

2- qadamni o‘tkazish uchun, ya’ni matritsada a22*o, lekin a22=i 
yoki a22 =-ibo‘lgani qulayroq. Shuning uchun ikkinchi va uchinchi 
satrlar о‘mini almashtiramiz:

Л -1 4 -2 -4Л Г1 -1 4 -2 -4^
o~ 4 -18 9 37 0 -1 11 -4 13 4 3

0 1 11 -4 13
<->

0 4 -18 9 37 <-Lj-J

1° 3 -9 7 28; 3 -9 7 28 J <-
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1-qadam. Ikkinchi satr elementlarini 4 va 3 ga ko‘paytirib mos 
ravishda uchinchi va to‘rtinchi satr elementlariga qo‘shamiz, natijada 
an element tagida ikkinchi ustunda “zina” hosil bo‘ladi.

i-qadam. Hosil bo‘lgan matritsada «iS=26^0, uchinchi satr

elementini = ko‘paytirib, to‘rtinchi satrga qo‘shamiz.

Nntijada:

13
------x

13

0”41 11
О r~|26

^0 D 124

fl -1 4 -4' fl -1 4 -2 -4'

-11 0~ -1 11 -4 -11
_7 <-> 0 0“ 26 -7 -7

0
V

0 Tl”
1 13

19
13,

Kengaytirilgan matritsa zinapoya ko‘rinishiga keltirildi. Unga 
mos keluvehi sistemaning ko‘rinishi quyidagicha:

x, - x2 + 4x3 - 2x4 - -4
- x2 -1 lx3 - 4x4 = -11

■ 26x3 -7x4 = -7
19 19—x. = —
13 4 13

oxirgi tenglamadan x4 = i, uchinchidan x3 = —-t-—i = ikkinchidan
26

<, 1111 lx, - 4x4 = 7 va birinchidan x, = -4+x2 - 4x3 + 2x4 = 5 yechimlami 
olumiz. Javob: ( 5; 7; 0; 1 )

4. Berilgan tenglamalar sistemasini Gauss usulida yeching:

Yechish.

x, + 3x2 + 4x3 - 2x4 = 2 
- 3x, - 7x2 - 8x3 + 2x4 = -4

2xt - x2 + 3x3 =4
2x; + 4x2 + 4x3 =3

1 3 4 -2 2 4 3 4 -2 2 fl 3 4 -2 2 '
3 -7 -8 2 -4 0 2 4 -4 2 0 2 4 -4 2

2
2 -1 3 0 4 0 -7 -5 4 -2 0 -7 -5 4 -2

. 2 4 4 0 -2 -4 4 -d 0 0 0 -V
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x( + 3x2 + 4x, - 2x4 - 2

Bundan 0 • Xj + 2x2 + 4x3 - 4x4 = 2 
0 ■ X] - 7x2 - 5x3 - 4x4 = -2
0 • X] + 0 ■ x2 + 0 • x, + 0 • x4 = -1

oxirgi tenglikdan ко ‘ rinadiki, о • + о • x2+о • x3+о ■ x4 = -1<-> 0 = -1 bunday 
boiishi mumkin emas, demak yechim yo‘q.

(4.1.) Tenglamalar sistemasida 
matritsa ozod hadlari bilan birgalikda

A =

koeffitsientlardan iborat A

Й21

ai2

a22

ain

a2n b,

am2

olinsa, kengaytirilgan matritsa deb ataladi.
Kroneker - Kapelli teoremasi: (4.1) sistema yechimga ega bo‘lishi 

uchun rang A = rang В bo‘lishi zarur va yetarlidir.
Agar (3.1) da barcha bi i=( 1... n) ozod hadlari nolga teng bo ‘Isa, 

bu tenglamalar sistemasi bir jinsli tenglamalar sistemasi deyiladi.

Quyidagi
«1Л +...... ......... + а1Л =

am]X, +..... ....... + aHmx

bir jinsli tenglamalar sistemasini qaraylik. Bu sistema har doim 
yechimga ega. Chunki uning hech bo‘lmaganda lta trivial xi=0 
(i=l,2,...n) yechimi bor. Uning trivial bo‘lmagan yechimi mavjud 
bo‘lishi uchun r(A)=r<min(m,n) bo‘lishi zarur va yetarlidir

Chiziqli tenglamalar sistemasini iqtisodda qoilanishi 
Ko‘p tarmoqli iqtisodiyotning Leontev modeli

Ko‘p tarmoqli xo‘jalikni boshqarish alohida tarmoqlar orasidagi 
balansni talab qiladi. Har bir tarmoq, bir tomondan ishlab chiqaruvchi, 
ikkinchi tomondan boshqa tarmoq ishlab chiqargan mahsulotning 
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iNtc'molchisidir. Tarmoqlar orasidagi turli mahsulotlami ishlab 
chiqarish va iste’mol qilish orqali bog‘lanishni hisoblash masalasi ancha 
nuirakkab. Bu masalani birinchi bo‘lib mashhur amerika iqtisodchisi 
V.V. Leontev 1936-yil matematik model ko‘rinishida ifodalagan. U 
1929-1932-yillarda amerikadagi iqtisodiy depressiyani tahlil qilishga 
urungan bu model matritsalar algebrasiga asoslagan.

Balans munosabatlar
Quyidagi

7=1

tcnglama balans munosabat deyiladi. Bu yerda Xi - i tarmoq 
mahsulotining umumiy hajmi (yalpi ishlab chiqarish); x^ - j - 
larmoqning xj - mahsulotni ishlab chiqarish mobaynida iste’mol 
qilingan i - tarmoqning mahsulot miqdori; yi - i - tarmoqning ishlab 
chiqarishdan tashqariga realizatsiya (iste’mol) uchun mo'ljallangan 
mahsulot miqdori yoki chekli iste’mol mahsuloti. Sodda ko‘rinishda 
balans munosabatning ko‘rinishi:

Xi = Хи + Xi2 + ... + Xin +ji, i =1,2,..., n. (4.4)
(4.4) tenglamalar balans tenglamalar deyiladi. Leontev quyidagi 

muhim faktni o‘matgan: a.. =x../x7; uzoq vaqt davomida juda sekin 
o'zgaradi, uni o‘zgarmas son sifatida qarash mumkin. Bu tushunarli 
chunki ishlab chiqarish texnologiyasi uzoq vaqt bir xil darajada saqlanib 
qoladi, natijada j - tarmoqning o‘z mahsuloti Xj miqdomi ishlab 
chiqarishi uchun i - tarmoqning iste’mol qilish hajmi o‘zgarmas son.

(4.4) tenglamani quyidagicha yozish mumkin:

I
jC] = ДцЛ, + a12x2 + ... + а|плп +>>,

X2 = «21*1 + a22X2 + • ■ ■ + a2t,X„ + У2 (4 5)

xn - anlx, + an2x2 +... + an„xn + yn

Matritsa ko‘rinishida esa
X = AX + Y (4.6)
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(E-A)X=Y (4.1)
bu yerda

x = X2

41
«21

«12 ’

«22

• V
• «2л , Y =

>1
У1

A «n2 • ■ «л»,

X - yalpi mahsulot, A - to‘g‘ridan-to‘g‘ri xarajatlar koeffit- 
sientining matritsasi, Y- chekli iste’mol. (3.6) munosabat tarmoqlararo 
modelning chiziqli tenglamasi deyiladi. Tarmoqlararo modelning asosiy 
vazifasi A matritsa ma’lum bo‘lsa va berilgan Y vektomi ta’minlansa, 
yalpi mahsulot ishlab chiqarish vektori Ani topishdan iborat. Xquyidagi 
formula bo‘yicha topiladi:

X = (E-A)~]Y = SY. (4.8)
s = (E-A)4 matritsa to‘la xarajatlar matritsasi deyiladi. Agar ixtiyoriy 
y>q vektor uchun, (3.7) tenglamaning shunday X>0 yechimi mavjud 
bo‘lsa ,A>o matritsa samarali deyiladi. Agar >o barcha »,j = Vn,

max X0*/ -1 va shunday j nomer mavjud bo‘lib, Ja,. <1 bo‘lsa, A 
" и i=i

matritsa samarador deyiladi, ya’ni tzij >0 bo‘lsa, ixtiyoriy ustjun (satr) 
elementlari yig‘indisi birdan kichik bo‘Isa, A matritsaning samara- 
dorligi saqlanadi. Qiymatli balans holi qaralganda o‘rganilayotgan j 
xo‘jalik mahsulotini tannarxi 1 so‘mdan oshmasligi uni rentabilligini 
bildiradi. Masalan quyidagi matritsada ifodalangan mahsulot samara- 
dor:

5. Quyidagi matritsalar mahsuldorligini tekshiring.
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a) A-
'0,6 0,5

b) A =
'0,6 0,2>

<0,7 0,8, <0,2 0,8;

0,2 0,3 o 5 '0,1 0,9 0,4"
c) A = 0,1 0 0,3 d) A = 0,5 0,5 0,5

0,6 0,5 <0,3 1,1 0,3,

Tarmoqning yalpi mahsulot miqdori va barcha tarmoqlarga 
bo‘lgan pul xarajatlari orasidagi farq tarmoqning sof mahsuloti deyi- 
liidi.

6. Quyidagi jadvalda tarmoqlaming reja davriga mo‘ljallangan xara- 
jat koeffitsientlari va chekli mahsuloti shartli pul birligida berilgan.

Quyidagilar:

Tarmoq
Iste’mol

Chekli 
mahsulotsanoat qishloq 

xo‘jaligi

Ishlab 
chiqarish

sanoat 0,3 0,25 300
qishloq 
xo‘jaligi

0,15 0,12 100

a) tarmoqlaming rejalashtirilgan yalpi mahsulot miqdorini, 
tarmoqlararo mahsulot yetkazib berish, tarmoqlaming sof mahsu­
loti;

b) agar qishloq xo‘jaligining chekli mahsuloti 20 %ga, sanoat- 
niki 10 %ga oshirilsa, har bir tarmoqning zarur yalpi ishlab 
chiqarish miqdorini topish kerak.

Yechish. a) To‘g‘ridan-to‘g‘ri xarajatlar koeffitsientini A matritsa va 
chekli mahsulot vektori Кni yozib olamiz:

Ad^3 0,25> <300^
415 0,12 J <100j

Inindan e-a=(1~0,3 -°’25LP’7 °'25 matritsani yozib olamiz.
^-0,15 1-0,12,1 V-0,15 0,88 ) J

- U holda to‘la xarajatlar matritsasi
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S = (E-A)
1 f 0,88 0,15) <1,52 0,26) 

0^5785^0,25 0,7 J [o,43 1,21 J

(4.8) formula bo‘yicha yalpi mahsulot vektori X ni aniqlaymiz:
_<1,52 0,26) <300) <482)

<0,43 1,21JX100JL250J

Tarmoqlar mahsulot yetkazib berish miqdori Xij ni x,y = ■xj 

formuladan topamiz. Masalan xn =аи -x, =0.3-482=144.6.

Tarmoqlaming yalpi mahsuloti, tarmoqlararo mahsulot yetkazib 
berish, shuningdek, tarmoqlaming sof mahsulotlarini hisoblab topib, 
quyidagi jadvalni tuzamiz:

Tarmoq
Iste’mol

Chekli 
mahsulot

Yalpi 
mahsulotsanoat qishloq 

xo‘jaligi

Ichlab 
chiqarish

sanoat 144,6 62,5 300 482
qishloq 
xo‘jaligi

72,3 30 100 150

Sof mahsulot 265,1 157,5. -

Yalpi mahsulot 482 250
------------ »

(b) shartga ko‘ra chekli mahsulot vektori:
<зоо-1,1)_<ззо> 

“[100-1,2j“[12oJ

U holda (4.8) formulaga asosan mahsulot vektori quyidagicha 
bo‘ladi:

<1,52 0,26) (330) <532,8) uiKuorUJ

Shunday qilib, sanoatdagi ishlab chiqarishni 532,8 shartli pul 
birligigacha, qishloq xo‘jaligida 287,1 shartli pul birligigacha oshirish 
kerak.
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7. Oyoq kiyimlari ishlab chiqaradigan fabrika Si, S2, S3 xomash­
yodan foydalanib 3 xil mahsulot ishlab chiqaradi. Har bir juft oyoq 
kiyimiga xomashyodan sarflanish me’yori quyidagi jadvalda berilgan:

Xomashyo 
turi

Bir juft oyoq kiyimiga 
sarflanadigan xomashyo miqdori

Bir kunda 
sarflanadigan 

xomashyoetik krasovka tufli
Si 4 2 3 1700
S2 1 3 1 1100
S3 7 1 4 2100

Bir kunda ishlab chiqariladigan har bir turdagi oyoq kiyimning sonini 
hisoblang.

Yechish. xi, X2, хз - mos ravishda etik, krasovka, tuflidan bir kunda 
ishlab chiqariladin oyoq kiyimlar soni. U holda har bir turdagi 
xomashyoning sarflanishiga mos quyidagi sistemani tuzamiz:

4Xj + 2x2 + 3x3 -1700
< x, + 3x2 + x3 = 1100

7xj + 3x2 + 4x3 = 2100

tuzilgan tenglamalar sistemasini Kramer usulidan foydalanib yechamiz:
4 2 3 1700 2 3 4 1700 3

A = 1 3 1 = -10 A] = 1100 3 1 = -1500 A2 = 1 1100 1
7 1 4 2100 1 4 7 2100 4

1700
110C = -2000=>x, = —= 150;x2 = 

A
210C

— = 250; x, = — = 200 
A 3 A

2
3
1

8. Korxona 3 xil xomashyodan foydalanib 3 xil mahsulot ishlab 
chiqaradi. Ishlab chiqarishning tavsifi quyidagi jadvalda berilgan:

Xomashyo 
turi

Hr bir mahsulotga sarflanadigan 
xomashyo (og‘irlik birligida)

Xomashyo 
zaxirasi (og’irlik 

birligida)1 2 3
1 6 4 5 2400

.2 4 3 1 1450
3 5 2 3 1550
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Berilgan xomashyo zaxirasidan foydalanib har bir tur mahsulot- 
ning ishlab chiqarish hajmini aniqlang.

Yechish. Mahsulot ishlab chiqarish hajmlarini xi, X2, хз lar bilan 
belgilaymiz. Zaxirani to‘la sarflash sharti bilan har bir tur xomashyo 
uchun balans munosabatlami quyidagi 3 ta noma’lumli 3 ta tenglamalar 
sistemasi ko‘rinishda yozib olamiz.

6x, + 4x2 + 5x3 = 2400 % 4 5' /V '2400^
4x, + 3x2 + x3 = 1450 4 3 1 X2 = 1450
5xj + 2x2 + 3x3 =1550 <5 2 3, J550,

Demak, A =

X=AiB=

'6 4 5" <2400'
4 3 1 ; x = x2 ; b = 1450
5 2 3 V J I'M J550;

fl 2 11
21

1
3

21

21
_2

3
2_

’ 21J

3
1
3
1

4 3

bo‘lsa, AX=B ^Х=АЛ В

24005 '150> /х/
1450 = 250 = x2

J550> JOOj <•*3 J

9. Firma ikkita bo‘limdan iborat. O‘tgan yilgi umumiy foyda 12 
mln. p/b ni tashkil qiladi. Bu yil birinchtbcMim foydasini 70 %ga, * 
ikkinchisinikini esa 40 % ga oshirish rejalashtirilgan. Natijada umumiy 
foyda 1,5 marta ortishi kerak.

Har bir bo‘limning: a) o‘tgan yildagi; b) bu yildagi foydasi qanday 
kattalikda?
Yechish. Faraz qilaylik, x va у - birinchi va ikkinchi bo‘limlaming 
o‘tgan yildagi foydasi. U holda masala shartini quyidagi sistema 
ko‘rinishida yozish mumkin.

Г x+>’ = 12,
[l,7x + l,4j = 18.

Sistemani yechib, x=4, y=8 ni hosil qilamiz. Natijada a) birinchi 
bo‘limning o‘tgan yildagi foydasi - 4 mln. p/b, ikkinchi bo‘limniki esa 
- 8 mln. p/b; b) bu yil birinchi bo‘limning foydasi 1,7-4 = 6,8 mln. p/b, 
ikkinchisiniki esa 1,4 - 8= 11,2 mln. p/b ni tashkil qiladi.
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10. Ofisni jihozlash uchun firma 29 predmet: narxi 20 ming p/b 
bo'lgan bir nechta kompyuter, 8,5 ming p/b dan ofis stollari, narxi 1,5 
p/b bo‘lgan stullar sotib olishga 236 ming p/b ajratdi. Keyinroq ma’lum 
bo’lishicha boshqajoydakompyuterlami 19,5 ming p/b dan, stollami 8 
p/b dan, stullami esa oldingi narxda olish mumkin. Har bir jihozdan 
urzon narxlarda qanday miqdorda sotib olinganligini aniqlang.

Yechish. Faraz qilaylik, xi, хг, хз mos ravishda kompyuter, stol va 
st u liar soni. Quyidagi tenglamalar sistemasini hosil qilamiz:

xi + x2 + x3 = 29 
20xj +8,5x2 +1,5x3 =236 
19,5xj + 8x2 + l,5x3 =228

I losil qilingan tenglamalar sistemasini Gauss usuli bilan yechamiz:

I

i

\

x, + x2 + x3 = 29 
20X| + 8,5x2 + l,5x3 = 236 <=>
19,5x, + 8(x2 +1) + l,5x3 = 236

' 1 1 1 29' ( 1 1 1 29 'i ( 1 1 1 29'
20 8,5 1,5 236 = 20 8,5 1,5 236 = 20 8,5 1,5 236

J 9,5 8 1,5 228, 4-0,5 -0,5 0 -8; (2) I"1 -1 0 -16,

1 1 29 ' x, + x2 + *3 = 29 x3 = 13
-11.5 - 18,5 -344 -11,5x2- 18,5x3 = -344 <=> •

СЛilK
4

0 1 13 1 -x3 = 13 x,=7

I Jcinak, firma 7 ta kompyuter, 10 ta stol va 13 ta stul sotib olgan.

(20)

11. Tikuv fabrikasi 3 kun davomida kostyum, plash va kurtkalar 
ishlab chiqardi. 3 kun mobaynida ishlab chiqariladigan mahsulot 
miqdori va ishlab chiqarish uchun sarflanadigan pul xarajatlari quyidagi 
jadvalda berilgan:

Kunlar Mahsulot ishlab chiqarish miqdori Xarajatlar 
(ming pul 
birligida)

kostyumlar plashlar kurtkalar

Birinchi 50 10 30 176
Ikkinchi 35 25 20 168

1 Ichinchi 40 20 30 184

I liu bir mahsulot tannarxini toping.
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12. Korxona uch xil xomashyodan foydalanib uch xil mahsulot 
ishlab chiqaradi. Xomashyo sarfi va xomashyo zaxirasi quyidagi jadval- 
da berilgan. Har bir mahsulotdan ishlab chiqarish miqdorini aniqlang.

a)
Xomashyo 

turi
Mahsulot turlari bo‘yicha 
xomashyo sarfi, mahsulot 

birligining og‘irligi

Xomashyo 
zaxirasi 
(og‘irlik 
birligida)1 2 3

1 5 12 7 2350
2 10 6 8 2060
3 9 11 4 2270

b)
Xomashyo 

turi
Har bir mahsulotga sarflanadigan 

xomashyo (og‘irlik birligida)
Xomashyo 

zaxirasi 
(og‘irlik 
birligida)

1 2 3

1 6 5 4 2200
2 10 8 3 3350
3 7 12 5 3390

c)
Xomashyo 

turi
Mahsulot turlari bo‘yicha 
xomashyo sarfi, mahsulot 

birligining og‘irligi

------*-------------
Xomashyo 

zaxirasi 
(og‘irlik 
birligida)1 2 3

1 8 4 10 3000
2 6 7 4 2700
3 13 2 3 2650

d)
Xomashyo Har bir mahsulotga sarflanadigan Xomashyo

turi xomashyo (og‘ irlik birligida) zaxirasi
1 2 3 (og‘irlik 

birligida)
1 4 4 7 2900
2 5 3 5 2260
3 7 2 9 3500
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Mustaqil ishlash uchun mashqlar:
(Chiziqli tenglamalar sistemasini yechishga doir misol-masalalardan 

namunalar)
Berilgan chiziqli tenglamalar sistemalarining birgalikda yoki 

birgalikda emasliklarini tekshiring, birgalikdagi yagona yechimga har 
bir sistemani kamida 4 usulda yeching:

a)t

d)

V)

4xx + x2 = 6 
2x, + 3x2 =-l

4xj - 6x2 = 2
2xj - 3x2 = 1

X] + 2x, - 4x3 = 8
4X] - 6x2 = 1 g) ■ 3xj - x2 + x3 = 4
2x, - 3x, = 2

2xj + x2 + 5x3 = 0

2x, - x2 + 3x3 = 5 x, - x2 + x3 = 1
x, + 3x2 + 5x3 = -1 ye) < X] + x2 - 2x3 = 3
3xj - 4x2 + 2x3 = 3 2xt + 2x2 - 4x3 = 6

yo)< j)

у \ I xl + 2Xj X3 — 1 j \ J-*l + 2x2 x3 — 1
|2X] + 4x2 - 2x3 - 5 ^2xj + 4x2 -2x3 = 5

Berilgan chiziqli tenglamalar sistemalarining birgalikda yoki 
birgalikda emasliklarini tekshiring, birgalikdagi yagona yechimga ega 
har bir sistemani kamida 2 usulda yeching:

(-1; 4)
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2. X] - Зх2 = 7 
2xj + х2 = О (1; -2)

3 Г Xj + 2х2 —2
^2х; -8х2 = -5j

4 |ЗХ]+х2=0 
pxj -х2 -4

5 к-2х2=1
[ Зх, - 6х2 = 4

1х]-Зх2=0.5

[2х, - 6х2 = 1

(0.4; -1.2)

(yechimga ega emas)

(Зх2 +0.5; х2), х2 ё R

х + y-3z -1
7. <2х - у + z - 2 (1; 1; 1)

Зх + 2у -4z = 1

X] +3х2 -4х3 =-1
8. 5 X] - 5х2 + х3 = 7 (2; -1; 0)

2х, +х2 -Зх3 =3

ЗХ] + х2 - х3 -2
9. <2х1 -Зх2 + х3 = -1 (1; 2; 3)

X] - х2 + 2х3 = 5

Xj + 2х2 + Зх3 = О
10. < 2xj - Зх2 - х3 = 1 (yechimga ega emas)

ЗХ] +х2 +4х3 = -1

11.
х1 - 2х2 - 5х3 - 1

< 4Xj + х2 - 2х3 - -3 (yechimga ega emas)
- Xj + Зх2 + 7х2 = 2
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12.
л, - х2 + Зх3 = 3
2х, + Зх2 - 4х3 = -1
Зх, + 2х2 - х3 - 2

х3 eR

- х, + 2х2 - Зх3 = 4
13. Зх, + х2 - 2х3 = 1

4х, - х2 + х3 = -3

2.
7’

х3 е 2?

14.
х, + 4х2 - х3 = О 
Зх, - 5х2 + х3 = О 
2х, - х2 + 6х3 = О

(О; О; О)

15.
5х, - х2 + 4х3 = О 
х, + 2х2 + Зх3 = О 
2х, - Зх2 - х3 - О

(-х3; -х3; х3), х3 еЯ

х, - Зх2 + 2х3 + х4 = 2

16. 2х, + х2 + 4х3 + Зх4 = 1 
х, + 5х2 - х3 + х4 = -4 
Зх, - х2 + 6х3 + 5х4 = О

(1; О; 2; -3)

17.

2х, + х2 + Зх3 - 4х4 - 3 
х, — 2х2 + х3 — Зх4 — —1 
Зх, + 4х2 - 5х3 + х4 = 4
2х, - 4х2 + 2х3 - 6х4 — 5

(yechimga ega emas)

18 ~ + Хз =
|х, + Зх2 + х3 = О

19. х, - х2 - Зх3 = 6
- 2х, + 2х2 + 6х3 = -9

(yechimga ega emas)

х, - Зх2 = -5
- X, + х2 = 1
4х, - х2 = 2

(1; 2)20.
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V BOB. KOMPLEKS SONLAR

5.1. Kompleks sonning kelib chiqishi va ta’rifi
5.2. Kompleks son berilish usullari
5.3. Kompleks son ustida amallar
5.4. Muavr formulasi

Fan va amaliyotning rivojlanishi haqiqiy sonlar to‘plamining yetarli 
emasligini ko‘rsatdi. Masalan, tashqi ko‘rinishi juda sodda x2 +1 = 0 , 
x2 + x +1 = 0 tenglamalar haqiqiy sonlar to‘plamida echimga ega emas. 
Demak, istalgan algebraik tenglamani yechish uchun haqiqiy sonlar 
to‘plami yetarli bo‘lmay qoladi.

Bundan tashqari, elektronikada va fizikaning turli bo‘limlarida 
murakkab tabiatli kattaliklar qaraladiki, ulami haqiqiy sonlar tushun- 
chasi qamray olmaydi. Shu sababli sonlar tushunchasini kengaytirish 
ehtiyoji yuzaga keldi.
l.Ta ’rif. xvay haqiqiy sonlar, zesa(z = V-l )qandaydir bir simvol 
bo‘lsa, z = x + yi „ . (1)
ifodaga kompleks son (algebraik shakli) deyiladi, bunda quyidagi 
shartlar qabul qilingan deb hisoblanadi:
1) x + 0i = x; 0+yi = yi va 1-z =i; =
2) faqat x = Xj , у = yx bo‘lgandagina, x + yi = xx + yxi bo‘ladi;
3) (x + yi)+(xi + yjz) = (x + xj+(y + yjz;
4) (x + yi)• (x! + yxi) = (xxx - yyx) + + xxy)i.

z = x + yi kompleks sonda x = о, у * 0 bo‘Isa, у mavhum son deyiladi. 
i son mavhum birlik deyiladi. x va у sonlar z kompleks sonning mos 
ravishda haqiqiy va kompleks qismi deyiladi va x = Rez,y = Imz 
ko‘rinishda belgilanadi . y = 0 bulsa, z=x - haqiqiy son, agar x = 0 
bo‘Isa, z = iy sof mavhum son bo‘ladi. Mavhum qismlarining ishorasi 
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hilnngina farq qiluvchi z = x + iy va z = x-iy kompleks sonlar qo‘shma 
kompleks sonlar deyiladi.
Agar z, =X| +z>! va z2 = x2+iy2 ikkita kompleks son berilgan bo‘lsa, 
iilnr ustida algebraik amallar quyidagicha bajariladi:
4 » =(■*] +(y2)=(xi +x2)+i(yi + У2)

z2 =(xj +z>!)-(x2 +iy2)=(x1 -x2)+i(y1 -y2)

/1 , (xj 4- iyx) ■ (x2 4- iy2 ) = (xjX2 - yxy2 ) 4- i(xxy2 4- хгух) (2)

2, • Z£ = (x^+iyjt^-iyj = xxx2+yxy2 + .x2yx-xxy2
f} 2,-Z2 (x2 +iy2)(x2-iy2) X2+y2 Х2+У2

Kompleks sonlami darajaga ko‘tarish ikkihadni darajaga ko‘tarish 
kahi bajariladi, i sonnining darajalari quyidagi formulalar bo‘yicha 
aniqlanadi. z2=-l; z3=-z; z4=lvah.k.
I Imiiman, i4k = 1; i4k+1 = i, i4k+2 = -1, z4*+3 = -i. (3)
1- mhol. zj=2 + z va z2=3-2z sonlarning yig‘indisi va ayirmasini 
loping
Ycehish. (2) formulaning birinchi va ikkinchisidan quyidagilami 
lopamiz:

zx + z2 = (2 4- z)+ (3 -2z)= (2 + 3)4- (1 - 2> = 5 - i,
zx-z2 =(2 + z)-(3-2z) = (2-3) + z(l + 2) = -l + 3z.

2- iiiInoI. Zj=2-3z va z2=l + 2z kompleks sonlar ко‘paytmasini
loping.
Yechish. (2) formulaga ko‘ra quyidagini hosil qilamiz:
r, z, (2 -3z)-(1 + 2z) = (2• l-(-3)-2)4-/(2■ 2 + (-3)-1) = (2 + 6)4-z(4-3) = 8 + z;

I Inr bir z = x + iy kompleks son geometrik jihatdan Oxy koordinatlar 
Ivkisligining (x,y) nuqtasi yoki on vektori bilan tasvirlanadi.
Kompleks son tasvirlanadigan Oxy tekislik kompleks tekislik deyiladi.
i kompleks soniga mos keluvchi N nuqtaning holatini r va <p qutb 
koordinatlari bilan ham aniqlash mumkin.
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Bunda koordinatlar boshidan N nuqtagacha bo‘lgan masofaga, z = \on\ 

soni kompleks sonning moduli deyiladi va |z| bilan belgilanadi; ON 
vektorningOx o‘qining musbat yunalishi bilan hosil qilgan (p burchak 
kompleks sonning argumenti deyiladi va у argzkabi belgilanadi.
z = x + iy kompleks son uchun quyidagi formula o‘rinlidir:

x = rcos<p, y = rsm(p r = ->Jx2 +y2, tg<p = - (4) 

bunda <p = arg- ning qiymati о<argz<2л shartni qanoatlantiradi.
3-misoI. z = -7з + i kompleks sonning moduli va argumentini toping.

Yechish. х = -у[з, у = 1 bo‘lganligi uchun r = + / =2;

tenglamadan argumentni topamiz:
Л 5л<p =-----ьл =— .
6 6

ЪтгShunday qilib, r = 2, (p = —;
6

Kompleks sonning z = x + (y ko‘rinishdagi ifodasi kompleks sonning 
algebraik shakli deyiladi.
Kompleks sonning z = r(cos (p + i sin (p) ko‘rinishdagi ifodasi uning 
trigonometrik shakli deyiladi.
Trigonometrik ko‘rinishda berilgan kompleks sonlar ustida amallar 
quyidagicha bajariladi:

zY = r\(cos^ + isin^), z2 = r2 (cos <p2 + i sin (p2 )

zi ’zi = 'i(cos^1 + /sin^)-r2(cos<?>2 + /sin^»2) = 
= ('i'z Xcosfe + ^2 ) +i sin(<?i + <P2 )L

— = — [cosfe - <p2 )+i sinfe - <p2 )J 
z2 /2
[r(cos (p + i sin = rn (cos rup + i sin rup\

(5)

(6)

(7)
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(8)
I / —т~.---- x пг( <р + 2кл: . . ср + 2клк\

'(//•(cos (р + I Sin (р) = л/г cos----------- h i sm---------- ,
V n n )

bunda k-0, l,2,..,(n-l).
(7) va(8) formulalarga Muavr formulalari deyiladi.

Kompleks sonning ko‘rsatkichli shakli
z = re’(p

ko'rinishda bo‘lib,

et<p = cos^ + i sin <p (9)
(9) Ibrinulaga Eyler formulasi deyiladi.

4-inImoI. z = 1 - z sonni sakkizinchi darajaga ko‘taring. 
Yechish. Berilgan sonni trigonometrik formada tasvirlaymiz:

I - z = T2~ I cos — + z sin — I Muavr formulasiga ko‘ra 
I <P <P )

quyidagini hosil qilamiz:
/" (l-z)8 = V28 f cos — + z sin—

<4 4

16(cos 1 4л- + z sin 14^) = 16.

8

Algebraning asosiy teoremasi
К <fp had laming ildizlari bilan ish ko‘rilganda, har qanday ko‘phad 

hum ildizga ega bo‘laveradimi? degan savol tug‘uladi. Koeffitsientlari 
haqiqiy bo‘lib, haqiqiy ildizga ega bo‘lmagan ko‘phadlar mavjudligi 
inn'lum, _r+l ana shunday ko‘phadlardan biridir. Koeffitsientlari 
iMllyoriy kompleks (haqiqiy koeffitsientli ko‘phadlar bulaming xususiy 
holidir) sonlardan iborat bo‘lgan ko‘phadlar ichida ham ildizga ega 
bo* Imaganlari mavjudmi degan savol tug‘iladi? Shunday ko‘phadlar 
mitliid bo' lganda edi, kompleks sonlar sistemasini kengaytirishga to‘g‘ri 
ki’lm edi. Ushbu kompleks sonlar algebrasining asosiy teoremasi 
ii‘ 1 inlidir.
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Teorema. Darajasi birdan kichik bo‘lmagan, istalgan son koeffit- 
sientli, har qanday ko‘phad hech bo‘lmaganda, umumiy holda bitta 
kompleks ildizga ega bo‘ladi.

Bu teorema matematikaning eng katta yutuqlaridan biri hisoblanadi 
va fanlaming xilma-xil sohalarida tatbiq qilinadi. Yuqoridagi teorema- 
dan quyidagi natijalar kelib chiqadi.

Natija. n- darajali (n > 1) istalgan kompleks koeffitsientli ko‘phad, 
xuddi n ta kompleks ildizga ega bo‘ladi. Bunda ildizlar necha karrali 
bo‘Isa, xuddi shuncha marta sanaladi.

Algebraning asosiy teoremasi n = 0 bo‘lganda ham o‘rinli, chunki 
0- darajali ko‘phad ildizlarga ega emas. Algebraning asosiy teoremasi 
darajasi aniqlanmagan nol ko‘phadgagina (nol soniga) qo‘llanishi 
mumkin emas.

Kubik tenglama va Kardano formulasi
1) Ushbu tenglama

x3 + ax2 + bx + c = Q (10)
kubik tenglama deyiladi. xx,x2,x3 lar (10) tenglamaning ildizlari 
bo‘lsa, tenglamani

(x — Xj)(x — x2)(x — x3) = 0
ko‘rinishda yozish mumkin. Bundan

x3 + ax2 +bx + c = Q

z3 + pz + q = 0
ko‘rinishga keltiriladi. z3 + pz + q = 0 tenglama ushbu

Kardano formulasi bilan yechiladi:

(11)
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I) Л ~ > 0 bo‘lsa, u holda
4 27

v ildizlaminghaqiqiy qiymatlari;

2) Л = —+ —= 0 bo‘lsa, u holda ;z2 = ^3
4 27 p 2p 2

bo'ludi;

,1) Л —- + — < 0 bo‘lsa, u holda

5-misol. x3 - 4x2 + x + 6 = 0 tenglamaning yechimlari
ix2+x3; X;X2+X]X3 + x2.v3; XjA2x3 ifodalami tuzib, tekshirilsin.
Ycchish. x3-4x2+x + 6 = 0 berilgan tenglamani quyidagi ko‘ri- 

nishda yozib olamiz:
v * 4x2 + x + 6 = 0=>x3- 4x2 + 4x - 4x + x + 6 = 0 ==>

v( v2 - 4x + 4) - 4x + 8 + x - 2 = 0 x(x - 2)2 - 4(x - 2) + (x - 2) = 0
( v 2)[x(x - 2) - 4 +1] = 0 (x - 2)(x2 - 2x - 3) = 0
v 2 = 0 x2 - 2x - 3 = 0
Vi 2, x2=3, x3=-l;
'i 1 v2+x3, XjX2+XjX3+x2x3; XjX2x3 ifodalaming qiymatlarini teksh- 
Iniiniz:

4 a = —-(X| + x2 + x3) = — (2 + 3 — 1) = —4,
I /> - x(x2 + x3x3 + x2x3 = 2 • 3 + 2 • (-1) + 3 ■ (-1) = 6- 2- 3 = 1,
6 c ~ -x(x2x3 = -(2 • 3 • (-1)) = 6.
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Yuqori darajali tenglamalar
Yuqori darajali tenglamalami yechish usullaridan biri tenglama- 

ning chap qismidagi ko‘phadni ko‘paytuvchilarga ajratish usulidir. Bu 
usul Bezu teoremasining ushbu qo‘llanilishiga asoslanadi. a soni и- 
darajali P(x) ko‘phadning ildizi bo‘Isa, bu ko‘phadni P(x) = (x - a)Q(x) 
ko‘rinishda ifodalash mumkin, bunda Q(x) -P(x)ni (x-a)ga bo‘lishda 
chiqadiganbo‘linmabulib, n-1 darajali ко‘phad.

Shunday qilib, и - darajali P(x)= 0 tenglamaning hech bo‘lmaganda 
bitta ildizi ma’lum bo‘Isa, masalani Bezu teoremasi yordami bilan n - 
1 darajali tenglamani yechishga keltirish, boshqacha aytganda, tengla­
maning darajasini pasaytirish mumkin.

Tabiiy savol tug‘iladi: qanday qilib tenglamaning hech bo‘lmasa 
bitta ildizini topish mumkin?

Butun koeffitsientli tenglamalar holida ratsional, xususan, butun 
ildizlami, albatta, ular mavjud bo‘lsa, topish mumkin.

Butun koeffitsientli algebraik tenglamaning ratsional ildizlarini 
topish usuli ushbu teorema bilan beriladi:

Teorema. — qisqarmas kasr butun koeffitsientli *
<1

aoxn + ^x"-1 +...+ a„_iX + a„=G (11)
tenglamaning ildizi bo‘Isin. U holda p soni an ozod hadning 
bo‘luvchisi, q esa aQ bosh koeffitsientning bo‘luvchisi bo‘ladi.

Isboti. — qisqarmas kasmi (11) tenglamaga qo‘yib va maxrajdan 
q

qutqazib, ushbu tenglikni olamiz:
a0 p" + ax pn~xq +... + an_x p q"~x +anq" = 0 (12)

(12) tenglikni ikki usul bilan qaytadan yozamiz:
an qn = p(-a0 pn~x -axpn~2 q-...-an_x qn~}) ; (13)

’aQpn =q(-alpn~i -an_x pqn~x-anqn~x) . (14)

74



(11) (cnglikdan oydinki, anqn ko‘paytma p ga bo‘linadi va qn bilan 

/» o’zaro tub bo‘lgani uchun an soni p ga bo‘linadi. Shu kabi (14) 
Icnglikka ko‘ra a0 soni q ga bo‘linadi. Teorema isbotlandi.

hbotlangan teoremadan quyidagi natijalar kelib chiqadi.
1- natija. Butun koeffitsientli tenglamaning istalgan butun ildizi 

ozod hadining bo‘luvchisidan iborat.
2- natija. Butun koeffitsientli tenglamaning bosh koeffitsienti 1 ga 

long bo‘Isa, u holda tenglamaning barcha ratsional ildizlari, ular 
mavjud bo‘Isa, butun son bo‘ladi.

6-mi sol. Ushbu tenglamani yeching: 2x3 - 7x2 + 5x -1 = 0 .

Ycchish. Tenglamaning ratsional ildizlarini topamiz. — qisqarmas

kasr tenglamaning ildizi bo‘lsin U holda p ni ozod hadning 
bo'luvchilari ichidan, ±1 sonlari ichidan, q ni esa bosh
koclfitsientning musbat bo‘luvchilari, ya’ni 1,2 ichidan izlash kerak.

Sliunday qilib, tenglamaning ratsional ildizlarini ±1, ±- sonlari
2

Ichidan izlash kerak bo‘ladi. Tekshirib ko‘rish mumkinki, 1- soni
2

bcrilgan tenglamaning ildizi boTadi.
(2a-1) ko‘paytuvchini qavsdan chiqarish kerakligini nazarda

lutgan holda tenglamaning chap qismini ko‘paytuvchilarga ajratib,
(2v l)(x2-3x + l) = 0 tenglamani olamiz. Ikkinchi ko‘paytuvchini 0

ga lenglashtirib, 3±V5
2

ildizga ega bo‘lamiz.

Jnvob: X!
3±V5

2

Mustaqil bajarish uchun topshiriqlar:
I Agar C| =1-1, z2 =3 + 4/ bo‘lsa, bu kompleks sonlaming yig‘idisini 
va ayirmasini toping.
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2. Agar zx = -12 + z,z2 = 3-i kompleks sonlaming ko‘paytmasini
toping.

a) (2 + 3z) • (3 - 2z) c) (3-2z)2
3. b) (a + bi) ■ (a - bi) d) (1 + z)3

1 + z 2z
e) -—: f) -—:1-z 1+z

amallar bajarilsin.
4. a) x2 + 25 = 0, b) x2 - 2x + 5 = Otenglamalar yechilsin va ildizlar teng- 
lamaga qo‘yilib tekshirilsin.
5. Quyidagi kompleks sonlar vektorlar bilan tasvirlangan va ulaming 
modullari va argumentlari aniqlansin, hamda trinometrik ко‘rinishda 
yozilsin.

l)z = 3; 2) z = -2; 3) z = 3z; 4) z = -2i;

6. Quyidagi kompleks sonlar vektorlar blan tasvirlangan va ulaming 
modullari va argumentlari aniqlansin, hamda trinometrik ко‘rinishda 
yozilsin.
l)z = 2-2i; 2)z = l + iV3; 3)z = -43-i; 4) z = l + 2z;
7. Quyidagi kompleks sonlar vektorlar blan tasvirlangan va ulaming 
modullari va argumentlari aniqlansin, hamda trinometrik ko‘finishda 
yozilsin.
1) - 42 + zV2; 2) sina + z(l - cosa)
8. l)z = 3; 2)z = -2; 3)z = 3z; 4) z = -2z; sonlar re^ ко‘rinishda yozilsin 
{-n<(p<7i bo‘lganda).
9. l)z = 2-2z; 2) z = l + z'V3; 3) z = -V3-z; 4) z=l + 2z; sonlar re4*

ko'rinishda yozilsin ( - л < (p < n bo‘lganda).
10. 1) -V2+z'V2; 2) sina+z(l-cosa) sonlar re4* ко‘rinishda yozilsin ( 
-л<<р<л: bo‘lganda).
11. Quyidagilar Muavr formulasi bilan hisoblansin:
1) (1 + z)10; 2) (1 - i43f; 3) (-1 + z)5; 4) (V3 + z)3;
5) V-l; 6) 4i- 7) V^l; 8) V-2 + 2z;
9) 4i', 10) Vl+7; 11) ^/-8 + 8zV3 .
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12 t ’ - 4x2 - 4x - 5 = 0 tenglamaning yechimlari
i i, ♦ ,r3; xtx2 + xtx3 + x2x3;

ilbduhirni tuzib, tekshirilsin.
11,1 J.shbu yuqori darajali tenglamalami yeching:
I) v* 5x2-2x + 24 = 0; 2) x4+x3 + 2x-4 = 0;
l)<h' I-18x2-x-2 = 0; 4) 4x3-4x2+x-l = 0.

17. Quyidagi tenglamalar Kardano formulasi bo‘yicha yechilsin: 
l|? 6r-9 = 0; 2) z3-12z-16 = 0.
I) ? I2z-8 = O; 4) z3+6z-7 = 0.

Mustahkamlash uchun savollar:
1. Kompleks son deb nimaga aytiladi?
2, Kompleks sonning algebraik shakli qanday bo‘ladi?
V Kompleks sonlaming yig‘indisi, ayirmasi, ko‘paytmasi va bo‘linmasi 
qanday topiladi?
4. Kompleks sonlaming trigonometrik ко‘rinishi qanday?
5. Muavr formulasi nimadan iborat?
6, l yler formulasi qanday?
7, Algebraning asosiy teoremasi nimadan iborat?
K, Kardano formulasi qanday?
9, Yuqori darajali tenglamalami echishning qanday usullarini bilasiz?
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VI BOB. VEKTOR FAZO TUSHUNCHASI

6.1. Vektorlarning chiziqli bog‘liqligi va chiziqli erkliligi
6.2. Basis vektorlar
6.3. Xos son va xos vektorlar

1-ta ’rif: Yo‘naltirilgan kesmaga vektor deyiladi. Uzunliklari teng 
bir xil yo‘nalishli kesmalami olsak, ular o‘zaro teng vektorlar bo‘lib, 
parallel ko‘chirish orqali xar biri ikkinchisiga o‘tadi. Vektoming 
yo‘nalishi strelka orqali ko‘rastiladi. Vektoming tartiblangan harflar 
jufiti yoki lotin alifbosining kichik harflari orqali belgilanadi va ustiga 
strelka qo‘yiladi. Masalan: AB, CD, a, b. Bunda A vektoming boshi, V 
esa uning oxirini ifodalaydi.

2- ta’rif: Boshi bilan oxiri ustma-ust tushgan vektorga nol vektor 
deyiladi va 6 tarzida belgilanadi. Nol vektoming uzunligini nolga teng 
deb qabul qilingan.

3- ta’rif: Uzunligi birga teng bo‘lgan vektor birlik vektor yoki ort 
deyiladi. Vektorlar o‘zaro parallel to‘g‘ri ehiziqlarga qarashli bo‘lib, 
yo‘nalishdosh yoki qarama-qarshi yo‘nalishlarda bo‘lishi mumkin. (5- 
chizma) Vektorlar yo‘nalishdosh
bo‘Isa, ЛвТТсо, qarama-qarshi A Ba
bo‘lganda esa abHcd tarzida _____________►____
belgilanadi. C d ь

Ikki vektoming tengligi ular- 
ning bitta vektor ekanini, lekin 
turlicha belgilanganini bildiradi:

N M

5-чизма

c

(1)

« -belgi a vektoming uzunligini (yoki modulini) ifoda etadi.

4-ta ’rif: Bitta to‘g‘ri chiziqqa yoki parallel to‘g‘ri chiziqlarga 
tegishli vektorlami kollinear vektorlar deyiladi.
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К ol I inear vektorlar yo‘nalishdosh yoki qarama-qarshi yo£nalishga
vgn bo'lishi mumkin.

Vektorlar ustida qo‘shish, ayirish va 
vvktorni songa ko‘paytirish amallarini 
bearish mumkin.

5-ta ’rif: Ikkita a va b vektorlarning 
yi|T indisi deb istalgan A nuqtaga a vektomi
qo'yib, uning oxiri V ga b vektomi qo‘yganda boshi a vektoming
boshida, oxiri esa b vektoming oxiri S nuqtada bo‘lgan св vektorga
aylihidi. a va b vektorlarning yig‘indisi a+b ko‘rinishida belgilanadi.
5-tn’ri I dan istalgan A, V va S uch nuqta uchun AB + BC = AC (2)
lenglikning o‘rinli bo‘lishi kelib chiqadi. (2) ni vektorlami qo‘shishning 
iichburchak qoidasi deyiladi. (6-chizma). Vektorlami qo‘shish quyidagi 
hossalarga ega: 1) a+b = b+a, ya’ni, qo‘shishning o‘rin almashtirish 
(kommutativlik) qonuni; 2) (a+£)+c = a + (6+c) qo‘shishning gruppalash
(assotsiativlik) hossasi; 3) a + o = a;
4) ч t (-</)= 0-

1) va 2) 
liossalarni 7-va 8- 
cbi/.malar asosida 
osonlik bilan isbotlash 
mumkin. ?-чизма

Qo‘shiluvchi vektorlarning soni ikkitadan ortiq bo‘lganda 
ularning yig‘indisini hosil qilish uchun a vektoming oxiriga b vektor- 
ningboshiniqo‘yish, b vektoming oxiriga c vektomingboshini qo‘yish 
va bu ishni oxirgi qo‘shiluvchi vektor ustida bajarilguncha davom 
clliriladi. U vaqtda я+6 + ... + Z yig‘indi vektor boshi a vektoming 
boshidan, oxiri esa / vektoming oxiridan iboratbo‘ladi.

6-ta ’rif: a + a' = 0 tenglikni qanoatlantiruvchi a'=-a vektorga a
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vektorga qarama-qarshi vektor deyiladi. a = О A uchun OA + AO = oo = о 

tenglikdan AO ning OA uchun qarama-qarshi vektor ekanligini 
ko‘ramiz.

7- ta’rif: a, b vektorlaming ayirmasi 
deb, a vektor bilan b vektorga qarama qarshi 
-b vektorning yig‘indisiga aytiladi. 
9-chizmadan (parallelogramm) 
ko‘ramizki, OB = a + b, CA = a-b.

8- ta’rif: a^O vektorning XeR songa
9-чизма

ko‘paytmasi deb, shunday b = Aa vektorga aytiladiki, 1) X>0 bo‘lganda

2) X<0 bo Uganda aTUS, |Й| = |л||а| bo‘lib, 2 = 0 da S = 0.

a va b vektorlar har vaqt o‘zaro kollineardir.
Hossalari: a) har qanday a vektor uchun 0 a = 0. b) har qanday 

XeR uchun А о = о; v) har qanday a vektor uchun 1 a = a.

= a0" -birlik vektor bo ‘ lib, И = 1. *

Teorema: a va b vektorlar kollinear boUishi uchun XeR boUib, 
b = Aa tenglikning bajarilishi zarur va yetarli.

Isbot: Zaruriyligi: a va b kollener vektorlar bo‘Isa, ular bitta yoki 

parallel to‘g‘ri chiziqlarga tegishli bo‘lib, £ = н bajariladi. ± Д = 2 deb 
г г П

belgilasak, b = Aa kelib chiqadi.
Yetarliligi: b = Aa dan X>0 da atTb, X<0 da а ТФ £, 2 = 0 da esa 

6 = 0 bo‘lib, a va b vektorlar kollinear vektorlardir.
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VII BOB.TEKISLIK VA FAZODA VEKTORLAR VA ULAR 
USTIDA AMALLAR

7.1. Ort vektorlar
7.2. Vektorlarni skalyar, vektor va aralash ko‘paytmalari

a a
12-чизма

V.» da ikkita a va b vektorlarni qaraylik. Ulami biror О nuqtaga 
qn'yniniz.

Tti’rif: a, b vektorlaming 
ukalyur kokpaytmasi deb shu vektor 
Inrnlng uzunliklari bilan ular hosil 
qllgitn burchak kosinusini ko‘pay- 
llrltthdun hosil qilingan songa ayti- 
Irtdi.

Skalyar ko‘paytma ab yoki {a, b) orqali belgilanadi. Ta’rifga 

ku’ni
(a, Z>)=|a|-|Z)|cos^ (1)

MlINllkin: |«| = 2, |z>| = 3, p = 60° bo‘lsa, (a, i)=2-3-cos60° =6~ = 3.

Niitlju: Nol vektomi har qanday vektorga skalyar ko‘paytmasi nolga 
Ivng.
XoMNiilari: 1) o‘rin almashtirish o‘rinli;
hbot: (</,</)= |a| • | a|cos^a tp -1 a| ,cos0° -1 a| ko‘raniizki, | a| = -fa~.

I) Ikki vektorning skalyar ko‘paytmasi ulardan birining uzunligi bilan 
Ikkinchisining birinchisi yo‘nalishiga tushirilgan proeksiyasi ko‘payt- 
IIUINiga teng, ya’ni (а, />)=й-77р-р| = p|-77p-|a|, (a*O,£>*o)

hliot:
(</, />)= |a| • | cos^a ^ = р|77р-|/>| =

(/j, a)= |Z| ■ cos^A <2^ =

vllitp lomonlaming tengligidan o‘ng tomonning tengligi kelib chiqadi.
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4) = л(а ■ Z>);

5) а ± £ => (а ■ й}= 0.

Isbot: a _L b => cos— = 0 => (а ■ б) = |а| • |£| cos— = 0.
-------- 2 '•>'1111 2
Natijalar: 1) a = {al}a2,a3} vektoming uzunligi

lai = -Ja/ + a2 +a3 (6)

ga teng.
2) (1) dan cos(a S)= (7)

(5) va (6) ni e’tiborga olsak,
cos<p = аД + а3Ъ3 + a3Z>3 

^/а/ + а22 + а32 + 622 + Ь32 (8)

3) а = {а,,а2,а3} va а = {ДЛД}vektorlaming perpendikulyarlik sharti (8) 
formula bo‘yicha quyidagicha aniqlanadi: ax\ + a3h3 + а3ь3 = о (9)

1- misol: 5(3,5} £(2,-1)vektorlaming skalyar ko‘paytmasini aniq- 
lang. Б = {t,j}

Yechish: (а,£)=з-2+5-(-1) = 1.
2- misol: 5(1,2} K(i,-|) vektorlar tashkil qilgan burchakni aniqlang.

COS^J =

3-misol: |а| = 3,|£| = 5, (ал£)=у^ ,булса|а + ь|-?

|a + £| - ■^(a + b'j = -Ja1 + 2(5£)+£2 - ^[5]2 + 2|5||£|cos(Z> +1£|

Yechish: .------------- -—
Л9+25+2-15-(-|) = 734-15 = 719

Ikki vektorning vektor ko‘paytmasi va uning xossalari
Tekislikda koordinatalar sistemasi qanday kiritilgan bo‘Isa, fazoda 

ham shunday kiritiladi.
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()X, OY, OZ perpendikulyar to‘g‘ri chiziqlar О nuqtada kesishib, 
I'N/oni 8 ta oktantga ajratadi. OX o‘qning musbat yo‘nalishiga Z 
vektomi, OU o‘qining musbat yo‘nalishiga j vektomi, OZ o‘qning 
inusbut yo‘naiishiga к vektomi qo‘yamiz. |Z| = |J|=|£| = 1 B{0,Z,J,£}ni 

dekart reper deb ataymiz.
Agar A nuqta В reperda A(xi,yi,zi) koordinatalarga, V nuqta В 

tepcrda V(x2,y2,Z2) koordinatalarga ega bo‘lsa, u holda 
d(A,B) = 7(^2 - Г + (у2 - Г + (z2 - zi )2 (1)

Agar S(x,u) nuqta AB to‘g‘ri chiziqqa 
legishli bo‘lib, AB kesmani 1 nisbatda 
bo* Isa. u holda AC = лев (8) tenglik 
o’rinli bo'ladi.
A. V, S nuqtalarning koordinatalari 
orasida
, '• ' у = >’1 + ЛУ2 z = Zl+^2 (3)

I +■ Я 1 + Я 1 + A
iiumosabatlar tekislikdagi kabi saq- 
Innadi. S nuqta AB kesmaning o‘rtasi

(4)

bo'lganda
x, + Ях,X = —5у =

2
У1 + *Уг _ + >Ь2

2 ,Z 2

lonnulalarga ega bo‘lamiz.
Ta'rif: a va b vektorlarning vektor ko‘paytmasi deb quyidagi 

liehta shartni qanoatlantiruvchi p ga aytiladi:
1) |^| =|<5||£|sin(5-£) ;

2) p ± d,p ± b ;

3) a, b, p vektorlar umumiy boshga 
keltirilib, p ning uchidan a va b vektorlar 
yolgan tekislikka qaraganda a vektordan b 
vektor tomonga qarab eng qisqa yo‘l bilan 
burilish soat strelkasi harakatiga teskari

a
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bo‘lsin, (o‘ng sistenia). Vektor ko‘paytmam р = bilan belgi- 
laymiz.

Ta’rifdagi shartlar quyidagi geometrik ma’no kasb etadi:
1- shartdan p vektoming moduli a va b vektorlar bo'yicha qurilgan 
parallelogramm yuziga tengligi kelib chiqadi.
2- shartdan [a ,b ] vektor ko‘paytma parallelogramm tekisligiga perpen- 
dikulyar vektor ekanligini aniqlaydi.
3- shart p vektorning yo‘nalishini aniqlaydi. 14-chizmada b, p 

vektorlar o‘ng uchlik tashkil etadi.
1-misol: a=i+j+ k, b = 2i +j vektorlargayasalganparallelogramm 

ning yuzini va uning diagonallari uzunliklarini toping.

2-misol: Uchlari A(3,0,5), V(3,-2,2), S(l,2,4) nuqtalarda bo‘lgan 
AVS uchburchak yuzini toping.
Yechish: Тв = -2]-2к, AC = -2i +2j-k.

$ЛАВС = - (l45 Ж?])= 1 л/64 +36+16
2 4 у 2

-2 -3 -3 0 0 -2
i + J +2 -1 -1 -2 -2 2

к = Si +6j — bk.
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VIII BOB.TEKISLIKDA TO‘G‘RI CHIZIQ 
TENGLAMALARI

N. 1. Tekislikda to‘g‘ri chiziqning turli xil tenglamalari
8.2. Tekislikda to‘g‘ri chiziqlarning o‘zaro joylashuvi va ular 

orasidagi burchak
8.3. Tekislikda to‘g‘ri chiziqning iqtisodda qo‘llanishi

Tekislikda o‘zaro perpendikulyar ikkita to‘g‘ri chiziqlarni qaraylik. 
() ularning kesishish nuqtasi bo‘lsin. Bu to‘g‘ri chiziqlarda uzunlik 
bo’yicha OEt=OE2 shartni qanoatlantiruvchi Ei va E2 nuqtalami 
Iwlgihiymiz. OEi va OE2 to‘g‘ri chiziqlarni absissalar va ordinatalar 
o’qi deb ataladi va mos ravishda Ox va Oy orqali belgilanadi. О nuqtani 
cnii koordinatalar boshi deyiladi. О nuqta o‘qlaming har birini ikkita 
ynriin o'qlarga ajratadi. Yarim o‘qlardan birini shartli ravishda musbat, 
ikkinchisini esa manfiy deb ataymiz. Chizmada musbat yarim o‘q 
nchiga strelka qo‘yamiz. E}<eOx nuqta E2eOy nuqtaga О markaz 
iilrotida soat strelkasiga teskari ravishda 90° burish orqali o‘tadi. 
l ekislikning har bir A nuqtasiga ikkita x, у sonlarini mos keltiramiz.

Л nuqtadan ordinata o‘qi Oy ga parallel to‘g‘ri chiziq oTkazib, 
lining Oy o‘qi bilan kesishgan nuqtasini A2 
orqali belgilaymiz. Ах<=Ох bo‘lib, OAi 
kcsina uzunligi x orqali belgilaymiz. Ai 
nuqta musbat yarim o‘qda yotsa x musbat 
son. manfiy yarim o‘qda yotganda esa 
nianlly son boTadi. О nuqta bilan ustma-ust 
lushsa, 0 (nol) son boTadi. A2eOy bo‘lib, 
(>A 2 kesma uzunliginiy orqali belgilaymiz. у 
non v kabi musbat, manfiy yoki nol sonlar 
bo’lishi mumkin. x-ni A nuqtaning absissasi, 
p-ni esa ordinatasi deyiladi. x, у sonlar juftini 
A nuqtaning koordinatalari deyiladi va A(x,y) 
knbi belgilanadi. Ai(x,0), A2(0,y), 0(0,0)

Ej Ai

1-чизма
-

п(-,+)

I

I(+,+)

IV(+,-)

2-чнзма
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koordinatalarga ega. Koordinata o'qlari kesishib, tekislikni to‘rtta 
kvadratlarga ajratadi. Kvadratlardagi ixtiyoriy nuqta koordinatalarining 
ishorasi 2-chizmada tasvirlangan.

x, у haqiqiy sonlar jufti (x, y) tartibda berilgan bo‘lsa, Oxy 
tekislikda birdan bir A(x,y) nuqta mos keladi. Chizmada A nuqtani 
ko‘rsatish uchun Ox o‘qda Ai(x,0), Oy 
o‘qda esa A2(0,y) nuqtalar belgilanadi. Ai 
nuqtadan Oy o‘qqa, A2 nuqtadan Ox o‘qqa 
parallel to‘g‘ri chiziqlar o‘tkazamiz. 
Ularning kesishish nuqtasi izlangan A(x,y) 
nuqtadan iboratdir.
x>0, y>0 bo ‘ Isa A e I, x<0, y>0 bo ‘ Isa 
Aell, x<0, y<0 bo‘Isa АеШ, x>0, y<0 
bo‘ Isa A g IV.

Tekislikda Mi(xi,yi) va M2(x2,y2) nuqtalar berilgan bo‘lsin. Mi va 
М2 nuqtalar orasidagi masofa deb M1M2 kesma uzunligiga aytiladi. 
M1M2 kesma uzunligini shu nuqtalarning koordinatalari orqali 
aniqlaylik. х#хг, yiA'2 bo‘lsin. Mi va^Mf nuqtalardan koordinata 
o‘qlariga parallel to‘g‘ri chiziqlar o‘tkazamiz. MiMiy va M2M2X to‘g‘ri 
chiziqlar M nuqtada kesishadi. M2MM1 uchburchak to‘g‘ri burchakli, 
MMi kesma uzunligi |x, -x2| ga, ММ2 kesma uzunligi esa 1^ - j2| ga teng. 
Pifagor teoremasini to‘g‘ri burchakli M2MM1 uchburchakka qo‘llash 
orqali d2 = (X]-x2)2+ -y,)2 ifodani hosil qilamiz. Bunda J Mi va М2
nuqtalar orasidagi masofa yoki M1M2 kesma uzunligini ifoda etadi.

Shunday qilib, d = -x2)2 +(_y, -y2)2 (1) 
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ikкi nuqta orasidagi masofaning formulasidir. Mi va М2 nuqtalar ustma- 
u.st tushsa d = 0. Endi Oxy tekislikda A1A2 ikkita turli nuqtalar berilgan 
bo'lsin. A nuqta A1A2 kesmaga tegishli bo‘lib, 
Uni Xi:X,2 nisbatda ajratsin. A nuqtaning x, у 
koordinatalarini Ai va A2 nuqtalarning 
koordinatalari orqali ifodalash talab qilingan 
bo'lsin. A1A2 kesma Ox o4qqa parallel bo‘l- 
masin. Aj, A, A2 nuqtalami Oy o‘qqa 
proeksiyalaylik. A’i, A’, A’2 nuqtalar Oy o‘q-
dugi proeksiyalar bo‘lsin. AiBA va ACA2 uchburchaklaming o‘xshash- 
ligidan (mos burchaklari o‘zaro teng)

AtA
A-^2

A\ A' _ Я]
A' A\ Я2 (2)

lengliklarga ega bo‘lamiz. Ai(xi,yi), A2(x2,y2), A(x,y) nuqtalarning 
proeksiyalari A’i(0,yi), A52(0,y2), A’(0,y) koordinatalarga ega bo‘lib,

A\A,= \yi-y\,A'A'2 = \y-y2\ (3)

(2) va (3) tengliklardan — (4) kelib chiqadi.
1У-У21 Л

A' nuqtaning A’i, А’геОу nuqtalarning orasida yotishidan 
г, yaay{-y sonlaming bir xil ishorali ekanligi kelib chiqadi. 
Ilundan

(5)
У-У2 Л

Ko'ramizki,
Ay, + Ау2

Я, + (6)

Yuqoridagi kabi mulohazalarni o‘tkazib, A nuqtaning absissasi 
uchun

_ Я2л, + Я1х2
Я] + Я2

lomiulani keltirib chiqaramiz. Agar мX2 ni 1 bilan belgilasak,
У1+ЛУ; . x + ^2

У 1 + Я ’ 1 + Я

(7)

(8)
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formulalarga ega bo‘lamiz.
(8) da shartni bajarilishini talab qilamiz. Aks holda A va A2 

nuqtalar ustma-ust tushadi. Agar A nuqta A1A2 kesmaning o‘rtasida 
yotsa, 2=1 bo‘lib,

y = y^. (9)

formula kelib chiqadi.
Agar A nuqta A1A2 kesmaning ichki nuqtasi bo‘lsa, X>0 . A1A2 

to‘g‘ri chiziqning A1A2 kesmasidan tashqaridagi barcha nuqtalar uchun 
k<0 bo‘ladi.

Misol: Uchlari A(l,l), B(5,4), S(13,6) orqali berilgan ABS 
uchburchak A burchak bissektrisasining BE tomon bilan kesishish 
nuqtasi aniqlansin.

Yechish: л>0 va л = ;
|DC| d(AC) 

d(AB) = 716+9 = 5; d(AC) = 7144+25 = 13.
5+5/13-13_130_ 2,

1 + 5/13 " 18 ~ 9’
4 + 5/13-6

1 + 5/13
82 5
18 ~9 Жавоб:\7-,4~\ I 9 9 J

6.2.To‘g‘ri chiziq. To‘g‘ri chiziqning umumiy tenglamasi. *

Tekislikda в = {0,ё[,е2) affin reper tanlangan bo‘lsin. Birinchi 
darajali

Ax + By + c = 0 (1)
ko‘rinishidagi tenglamani o‘rganaylik. (1) tenglamani M nuqtaning V 
reperdagi x, у - koordinatalari qanoatlantiradi. (1) da А, В, C 
koeffitsientlar haqiqiy sonlar bo‘lib, A, В lar bir vaqtda nolga teng emas. 
Tekislikda / to‘g‘ri chiziq berilgan bo‘lsin. A/0(x0,y0)e/-boshlang‘ich 
nuqta, M(x ,y)&l ixtiyoriy nuqta bo‘lsin. mom el vektomi to‘g‘ri 
chiziqning yo‘naltiruvchi vektori deyiladi. Agar M nuqtaning koor­
dinatalari (1) ni qanoatlantirsa, (1) I to‘g‘ri chiziq tenglamasi bo‘lishini 
ko‘rsataylik.
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н| /М} vektor л/пл/ ga kollinear bo‘lsin, ya’ni = Ла bo‘lsin.
A/„t/ ,4.v„+ //po+C = 0 (2).

(I) dan (2) ni ayiramiz.

Л(х-хо) + В(у-уо) = О=>
x-x0
-B

У~Уо
A (3)= 0

(3) va (1) tenglamalar teng kuchli. (3) dan M0M va a vektorlaming 
knllincarligi kelib chiqadi Shunday qilib, koordinatalari (1) ni qanoat- 
liinlinivchi barcha M(x,y) nuqtalar a = {-B,A} vektorga parallel bitta 
In’g’ri chiziq nuqtalaridir.

(I) umumiy tenglamani tekshirish:
I) (’ 0 bo‘lsa, <9(0,0)eZ. To‘g‘richiziqkoordinatalarboshidano‘tadi. 
)) А О, В x О, С Ф 0. а{-В,0}//ё^ => ///(OF) 
To‘g‘ri chiziq (OY) o‘qqaparallel.

4) а о, в * о, c = o. (1) => у=о i - (0X) о ‘ q bilan ustma-ust tushadi.
5) в о,с = о,л*о, (1)=>х = о/-(оу) о‘q bilanustma-usttushadi.

To‘g‘ri chiziqning turli tenglamalari
Tn’rif. To‘g‘ri chiziqqa parallel har qanday vektor uning yo‘nal- 

llruvchi vektori deyiladi.
To‘g‘ri chiziq vaziyatini tekislikda o‘matilgan reperga nisbatan 

lurlicha ko‘rsatish mumkin:
I) To‘g‘ri chiziqqa tegishli Mi(xi,yi), М2(х2,уг) yo‘naltiruvchi 

wktor orqali;
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2) Biror Mo(xo,uo) nuqtasi va u = {a.,a.) 

yo‘naltiruvchi vektor orqali;
3) Koordinata o‘qlari bilan kesishgan 

A(a,0), B(0,b) ikkita nuqtasi orqali.
Tekislikda B = {0,^,e2) affin reper o‘ma- 

tilgan bo‘Ism. To‘g‘ri chiziq vaziyatini 
biror Mo(xo,uo) nuqtasi va и = (a,,a2) yo‘nal- 
tiruvchi vektor orqali aniqlaymiz. I to‘g‘ri chiziqda ixtiyoriy M(x,u) 
nuqta olaylik. U holda m^m va и vektorlar kollinear bo‘lib, M0M = tu.

(1)
Bunda t-parametr . — oo < t < 00.

Agar Mo va M nuqtalaming radius vektorlari ом0=г^ом =r bo‘lsa, u 
holda

(2) 
(1) va (2) tengliklardan

r - r0 + tu (3)
kelib chiqadi Bu formulani to‘g‘ri chiziqning vektor ko‘rinishidagi 
parametrik tenglamasi deyiladi. (3) koordinata ko‘rinishidayozaylik:

xex + ye2 - (x0 + a}t)e} + (y0 + a2t)e2 =>
x = x0 +a}t 
y = y^a2t (4)

(4) ni to‘g‘ri chiziqning koordinata ko‘rinishidagi parametrik tenglama­
si deyiladi.
2. Agar Qj a2 * 0 shart bajarilsa, (4) dan t ni chiqarib

x-x0 = y-y* (5)
a{ a2

ni hosil qilamiz. (5) ni to‘g‘ri chiziqning kanonik tenglamasi deyiladi. 
(5) dan a2x - a}y + (-c?2x0 + a, v0) = 0 birinchi darajali tenglama kelib chiqadi.
3. To‘g‘ri chiziq ordinata o‘qiga parallel bo‘lmasin. Bunda и = {а{,а2} 

vektor koordinatalaridan at * 0.
Ta’rif: To‘g‘ri chiziqning burchak koeffitsienti deb uning и
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yo'iuilliruvchi vektorining ikkinchi koordinatasini birinchi koordina- 
hlNlgii bo’lgan nisbatiga aytiladi va

к = (6)

Im/ldii bclgilanadi.
и gn к о 11 inear har qanday v = {bx ,b2} * о vektor uchun

Лциг I tobg‘ri chiziq 
leilglfliiiiisi /tx+£y + c = oorqali
hn'lmi. lining yo‘naltiruvchi 
м-1 //..I) bo‘lib, k = _. Agar 

в
vlli/lq burchak koeffitsienti к va OU o‘q 23-чизма
blliin kcsishgan nuqtasi N(0, b) orqali berilgan bo‘lsa, u holda ixtiyoriy 
V(i.r)» / nuqta UChun NM{x;y-b}//u=>

У — = — = k=>y = kx + b (7) 
x a(

(7> formula ordinata o‘qi bilan kesishuvchi to‘g‘ri chiziqning burchak 
kocffitsientli tenglamasidir.

luidi berilgan Mo(xo,uo) nuqtadan o‘tib, berilgan к burchak koef- 
llhicntli to‘g‘ri chiziq tenglamasini yozaylik. 7 to‘g‘ri chiziq ordinata 
o’qigu parallel bo‘lmasin. Uning tenglamasi (7) ko‘rinishda bo‘lib, 
Mu(xo,uo) nuqtadan o‘tadi. (7) dan y0=kx0+b ni ayirsak,

У-У^к(х-х0) (8)

kclib chiqadi.
4 I lo‘g‘ri chiziqda Mi(xi,ui), M2(x2,U2) nuqtalar orqali berilgan bo‘lsin 
Vii I to’g’ri chiziq (OU) ka parallel bo‘lmasin. Uning burchak 
koeffitsienti

x2-x^o (9)
X2 — Aj

(И) gn (9) ni qo‘ysak,
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У ~У\ х -хх

Уг~У\ *2~ху
(10)

kelib chiqadi. (8) da boshlang4 ich Mo(xo,uo) 
nuqta o‘mida Mi(xi,ui) nuqta olindi.

(10) ni determinant ko‘rinishida ham 
yozish mumkin:

Х1 У1 1 (И)
X у 1

= 0
X2 y2 1

Мз(хз,из) nuqtaning (M1M2) to‘g‘ri chiziqda yotish sharti:
хз Уз
Х1 У1
x2 y2

1
1 =0 (12)
1

tenglikning bajarilishidir.
5.1 to‘g‘ri chiziqning R reper o‘qlari bilan kesishgan nuqtalari M(a,0) 
va M(0,b) ko4rsatilgan bo‘lsin. I ning yo‘naltiruvchi vektori MN{-a,b} 

koordinatalarga ega. Agar a£0, bfO bo4Isa
= + = (13)

-a b a b
Biz to‘g4ri chiziqni kesmalar bo‘yicha tenglamasini aniqladik.*Masalan, 
M(3,0) va N(0,5) nuqtalardan o4tuvchi (MN) to‘g4ri chiziqning 
tenglamasi |= 1 ko‘rinishga ega.

To‘g‘ri chiziqning normal tenglamasi. Nuqtadan to4g‘ri 
chiziqqacha bo‘lgan masofa

1. в = to‘g‘ri burchakli Dekart koordinatalar sistemasi (Dekart 
reper) bo‘lsin. u = {-B,A} vektor r.Ax+By+c = o to‘g4ri chiziqning 
yo‘naltiruvchi vektori bo‘lsa, n = {A,B} vektor / to‘g‘ri chiziqning 
normal vektori deyiladi. и va n vektorlar o4zaro perpendikulyar bo4lib, 
ulaming skalyar ko4paytmasi nolga teng, ya’ni (w n)= 0.

2. Agar to‘g‘ri chiziqning Лох+вцу + Си = 0 (1) tenglamasida

92



|и| - J.4/ t л,/ = 1 shart bajarilsa, u holda (1) ni to‘g‘ri chiziqning normal 

loilglnmasi deyiladi.
To‘g‘ri chiziq umumiy tenglamasini normal ko‘rinishga keltirish 

uchun lenglamaning chap tomonini |n| gabo‘lamiz:

КUllttlikni normallovchi ko‘paytuvchi deyiladi.
A r В C

■4 A2 +B2 X + 4a2+b2 У + 4 a2 +b2

l»l»ghuna koeffitsientlarini Ao, Vo, So orqali belgilab, (1) tenglamani 
IionII qilamiz. Haqiqatdan ham,

= л02+в02=1.

V l)c kart reperida Mo(xo, uo) nuqta va I to‘g‘ri chiziq umumiy 
Icnglumasi l.Ax+By+C = 0 orqali berilgan bo ‘ Ism. Monuqtadan I to‘g‘ri 
t'hi/.iqqa perpendikulyar o‘tkazamiz.

Perpendikulyaming I dagi asosini bilan belgilaymiz
vektorning uzunligini Mo nuqtadan I to‘g‘ri chiziqqacha bo‘lgan 

innsofa deyiladi va ko‘rinishida belgilanadi.
MO&1 uchun p(Mn,/) = 0. bo‘lsin. n = {A,B}l.l normal vektor 

bo'lgani uchun M0MA va n vektorlar o‘zaro kollinear bo‘ladi. MOMX va 

н vektorlar birxil yoki qarama-qarshi yo‘nalgan bo‘lishi mumkin, ya’ni

(A/jAf0,n) =^^1 • |я|• cos(MjA/o n) = ±p(A/0,Z)-|n|.

Agar мхм0={х-х0,у0-ух), n = {A,B} bo‘lsa,

n 4a2+B2

IIiиidu Axl+byl+C = 0=>C = -(Axx + Byx) dan foydalandik.
Xulosa: Mo(xo,uo) nuqtadan /:Ах+Ву+С=0 to‘g‘ri chiziqqacha 

ho'lgnn masofani hisoblash formulasi
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(4)
I Axn + By. + Cl

P(M0,/)J -/° 1
л/Л2 +B2

ko‘rinishga ega. Masalan: r.3x-4y-10=0 va AZ0(5,-5) berilgan. p(M.J)

masofani aniqlang.
/JZ n |Ax. + By. + C| |3-5-4-(-5) + 10| 25 r

0,1) =----===— =------- ----- 1 ~ = 5.
у1А2+В2 л/32 +42 5

Ikki to‘g‘ri chiziq orasidagi burchak

Tekislikda В dekart reper o‘matilgan bo‘ Ism. lx va /2 to‘g‘ri chiziq 
В reperda

l^Ayc + Bxy + Cj =0
l2,A2x + B2y + C2=(}

tenglamalar bilan aniqlangan bo‘lsin.
Ta’rif: Ikki to‘g‘ri chiziq orasidagi burchak deb bu to‘g‘ri 

chiziqlaming yo‘naltiruvchi vektorlari orasidagi burchakka aytiladi.
«, = {-^,4} /) rung, u2={-b2,a2} l2 ningyo‘naltiruvchi vektoridir.

(wj,w2)=|«1J-jw2.|cos(Z1'72) => ?

008(7,%) = --------
к ■ L. 7a2+^i2Ja2 +%2

u, 1«2 <=>/, j_/2. U holda Zt l/2 <=> A}A2 + BtB2 =0

(2)

(3)
(2) tenglik /] va l2 to‘g‘ri chiziqlar perpendikulyarligining zaruriy 

va yetarli shartidir.
lx va l2 to‘g‘ri chiziqlar burchak koeffitsientli tenglamalari bilan 

berilgan bo‘lsin.
k :y = kix + bi; Z2 :у = k2+b2 (4)

Bu to‘g‘ri chiziqlar orasidagi burchakni hisoblash formulasini 
keltirib chiqaramiz. Ma’lumki, I to‘g‘ri chiziqning yoknaltiruvchi 
vektori a{a},a2} Ox o‘qining musbatyo‘nalishi bo‘yicha a va a’ burchak 
tashkil etadi. a burchak o‘tkir bo‘lsa, a’ o‘tmas bo‘lib, а'=а+л.
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0 -ii,, 'И a. bo‘lib,

|ll a, -|u |sina (5)

1 tl.1
il,

(6)

hwiink. I lo‘g‘ri chiziqning 
huivhrtk koeffitsienti к I 
Hhl|| < >x o‘qning musbat 
Xii'tmhNhi bilan tashkil et-
gUll ii vii a’ burchaklardan 
ЬйГ birlning tangensiga teng.
(и, I)- a ni I ning (Ox) o‘qqa og‘ishburchagi deyiladi.

/, va /2 to‘g‘ri chiziqlaming (Ox) o‘qqa og‘ish burchaklari (pi va 
i|U bo’bin (25-chizma). U holda

К = tg<h, *2 = tg<P2 va (i^l2)= (7)

tg(pi -
1 + tg(Pi ^g<Pi

k2 -kx
1 + k}k2

(8)=>tg(l*l2) =

(8) dan /j va /2 to‘g‘ri chiziqlaming parallellik va perpen- 
d Ik lily url ik shartlari kelib chiqadi:

lj/l2 <^k, =k2 (9)
4 -Ll2 <=> kt -k2 = -1 (10)

Misol-1: l}:y = 2x-l, l2\y = -x + l to‘g‘ri chiziqlar orasidagi 
burchak aniqlansin.

Ycchish: /g(/1%)=:^~ = 3.

M isol-2: P ~ a'f + bl va " c,z + d' parametrik ko‘rinishda berilgan 
(j = a2t + b2 - c2t + d2

lo'g'ri chiziqlar orasidagi burchakni aniqlang.

Ycchish: = = = =
а, с, 1+ а}сх+а2с2

h 6. I к kinchi tartibli egri chiziqlar. Aylana, ellips, giperbola va para­
bola.
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Ta’rif: Tekislikda markaz deb ataluvchi berilgan Mo nuqtadan bir xil 
r>0 masofada turuvchi nuqtalar to‘plamini aylana deb ataladi.

у

P tekislik berilgan bo‘lib, unda В = dekart reper o‘matilgan 
bo‘lsin. Mo nuqta В reperda Mo(a, b) koordinatalarga ega bo‘lsin. M(x,y) 
nuqta aylananing ixtiyoriy nuqtasi bo‘lsin. = r, bunda d - 
masofa. Kesma uzunligi formulasidan

d(MQ,M} = yj(x-a)2 + (y-b)2 = r

kelib chiqadi. Bundan
(x-a)2 + (y-Z>)2=r2 (1)

(1) ni aylananing normal tenglarnasi*dey iladi. Bu tenglamani faqat 
aylanaga tegishli nuqtaning koordinatalari qanoatlantiradi.

Agar Mi(xi,yi) nuqta aylanadan tashqarida yotsa, uning xi,yi 
koordinatalarini (1)tenglamagaqo‘ysak, masofa aylana
radiusi r dan katta bo‘ladi, ya’ni

d(MQ,Mi) -a)2 +(jj-Z>)2 >r2.

Agar M2(x2,y2) nuqta aylana ichkarisida yotsa,
d(MQ ,M2 )<r=>(x2-a)2 + (y2 — b)2<r2.

Agar aylana markazi Mo nuqta koordinatalar boshi 0 nuqta bilan ustma- 
ust tushsa, u holda a = b = 0 bo‘lib, (1) tenglama

x2+y2=r2 (2)

ko‘rinishni oladi. Buni aylananing eng sodda (kanonik) tenglamasi 
deyiladi.

(l)tenglamadagi qavslami ochsak
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х2 + у2 ~2ax-2by + т - О (3)

tenglama kelib chiqadi, bunda m = a2 +b2-r2. (3) tenglama ikkinchi 
tiirtibli bo‘lib, uning ayrim jihatlari quyidagicha:
n) x1 vay2 koeffitsientlari o‘zaro teng;
h) lenglamada .xy ko‘paytma qatnashmaydi.

Ax2+By2+Dx + Ey + F = (4)
ko‘rinishidagi tenglamani qaraylik.

Qanday shart bajarilsa, (4) tenglama tekislikda aylanani ifoda 
vliul i? degan savolgajavob izlaymiz. (4) tenglamaning har ikki qismini 
A gii boMamiz va (4) ga teng kuchli bo‘lgan tenglamaga ega bo‘lamiz:

2 2 D E E
x +y + — x + — y + — = 0

A A A

yoki

Hu tenglamada quyidagicha ayniy shakl almashtirish bajaramiz.

(5)
D2+E2 - 4AF 

4Л2

Quyidagi belgilashni kiritamiz:

— = -a — = -b 
2A 2A

(6)

Quyidagi hollar bo‘lishi mumkin:
a) n > о. U holda (5) quyidagi ko‘rinishni oladi:

(х-d)2 + (y-b)2 = r2.

va aylananing (1) tenglamasi kelib chiqadi.

h) = U holda (5) tenglama

(x-a)2 +{у-Ъ)2 =0

kiVrinishni oladi. Bu tenglamani faqat (a,b) nuqtagina qanoatlantiradi. 
v) n + ^4AF = F < o. U holda (5) quyidagi ko‘rinishni oladi:

(х-d)2 +(y-b)2 =-r2
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va aylananing mavhum tenglamasi kelib chiqadi.
1- misol: x2+^2 + 2x-6j; + 1 = o tenglamani kanonik ko‘rinishga 

keltiring hamda aylananing Mo(xo,yo) markazi va r radiusini toping.
Yechish: (x2 +2x+ !)+(/ -6j + 9)-9 = o=>(x + i)2 +(y-3)2 =9.

Oxirgi tenglikda x-X-i, y = Y + 3 almashtirishlami bajaramiz.

X2 + Y2 =9 => 3), r=3.
Javob: (x + l)2 + (y-3)2 =9, 3), r = 3.

2- misol: Markazi Mo(l,2) nuqtada bo‘lib, 6x+8j,-15 = o to‘g‘ri 
chiziqqa uringan aylana tenglamasini tuzing.

Yechish: Mo nuqtadan berilgan to‘g‘ri chiziqqacha bo‘lgan 
masofani topamiz:

I6-1 + 8-2-15I 7 i z .x2 z ^9 49
r = J(M0,7) = ------—----- !• = —. Demak (x -1) + (y - 2)- = —.

Ellips
Ta’rif: Har bir nuqtasidan fokuslar deb ataluvchi berilgan ikki Fi 

va F2 nuqtalargacha bo‘lgan masofalar yig‘ipdisi berilgan [PQ] kesma 
uzunligiga teng bo‘lgan tekislikdagi barcha nuqtalar to‘plami'ellips deb 
ataladi.

Berilgan kesma uzunligi d(P,Q) = 2a va fokuslar orasidagi masofa 
d(Fl}F2) = 2c bo‘lsin. Ta’rifgako‘ra, d(P,Q)> d(Fl,F2)=^ a> c. M-izlan- 
gan nuqtalar to‘plamining biror nuqtasi bo‘lsin. d(M,Ft) = rx, d(M,F2) = r2 

belgilash kiritamiz. n va r? ni ellipsning fokal radiuslari deyiladi. Ellips 
ta’rifiga ko‘ra,

rAFr2=2a. (1)
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(I) tenglamani M nuqtaning 
knordinatalarida ifoda qilaylik. 
I hilling uchun dekart koordinata- 
Imi Ni.stcmasini maxsus o‘matamiz. 

to‘g‘ri chiziqni absissalar 
o'qi uchun olamiz. O‘qning 
yo'nalishi F2 dan Fi tomonga.
IF, !• 'jI kesmaning o‘rtasini koordinatalar boshi О nuqta uchun olamiz va 
uliu nuqtadan [F,F2] kesmaga perpendikulyar o‘tkazamiz. [EF2]
kesmaning o‘rta perpendikulyarini ordinatalar o‘qi OU uchun olamiz. 
(ИI okqdagi yo‘nalishni j vektoming yo‘nalishi aniqlaydi. Agar OX 
o'qning yo‘nalishi i vektor yo‘nalishi bilan belgilansa, j li bo‘lib, i

dan / ga soat strelkasi harakatiga teskari yo‘nalishda o’tish mumkin.
()‘rnatilgan В = {О,/, /} reperda M(.x,y) koordinatalarga ega bo‘lsa,

r, J(x -c)2 + /, r2 = yj(x + c)2+y2 (2)

/7 va Г2 ning (2) munosabatlardagi qiymatlarini (1) tenglikka qo‘yib, 
quyidagi tenglamani hosil qilamiz:

■J(x-c)2 + y2 + yj(x + c)2 +y2 = 2a (3)

(1) tenglama tanlangan В reperga nisbatan ellips tenglamasidir. 
Tenglamasiga ko‘ra ellipsni o‘rganish uchun (3) tenglamani 

soddaroq ko‘rinishga keltiramiz. Buning uchun (3) ni
7(x + c)2 +y2 =2a~ yl(x-c)2 +y2

ko'rinishida yozib olib, har ikki tomonini kvadratga ko‘taramiz: 
x2 + 2cx + y2 +c2 = 4a2 - 4a^(x-c)2 + y2 +x2 - 2cx + c2 + y2 => 

ay](x - c)2 + y2 =a2 - ex.

I hi tenglamaning chap va o‘ng qismini qaytadan yana kvadratga 
kiftarib

x\a2-c2) + y2a2 = a2(a2 - c2) (3')

lenglamaga ega bo‘lamiz. a>c ni e’tiborga olib,
a2-c2=b2 (4)
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belgilash kiritamiz. (3’) tenglama (4) asosida
x2b2 +y2a2 =a2b2

ko‘rinishga keladi. Tenglikning har ikki qismini a2h2 ga bo‘lsak,

kelib chiqadi. (5) ni (3) ga teng kuchliligi hozircha noaniq. Shu narsa 
ma’lumki, (5) tenglama (3) tenglamaning natijasi. Endi (5) tenglamadan 
(3) ni yoki (1) tenglikni keltirib chiqaramiz. Buning uchun (5) teng- 
lamani qanoatlantiruvchi ixtiyoriy nuqtani olamiz.

Mi nuqtaning fokal radiuslari
rx = = j(x}-c)2 +y2, (7)

(8)

(6) dan у2 ni aniqlab, bu qiymatni (7) va (8) tengliklarga

qo‘yamiz:

r2 =d(F2,M,) = +2cx, +(*’ +c2)
(9)

a2-b2 =c2,b2+c2 =a2 bo‘lgani uchun

(10)

(10) dagi ikkita ishoralardan rf>0, Г2>0 tengsizlikni ifodalovchi birini
£

tanlash kerak. 0 < — < 1 va (6) dan |%i | < a bo‘lgani uchun
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11 holdn
c

t\ =a — xt,
a

rz =a + -xr
a

(П)

(II) tcngliklarni xadma-xad qo‘shsak, i\+r2 = 2a kelib chiqadi. 
Ko’ntmizki, Mi nuqta ellips ta’rifini qanoatlantiradi. (6) ni ellipsning 
kunonik tcnglamasi deyiladi. ri Г2 fokal radiuslar (11) ko‘rinishga 
vyii (6) dan a = h bo‘lganda x2 +y2 =c2 aylananing tenglamasi kelib 

cliiqndi. Aylana uchun c2 = a2 -b2 - 0, fokus markaz bilan ustma-ust 
llhluuli.

(fipvrhola
Ta’rif: Har bir nuqta- 

nldan Ibkuslar deb ataluvchi 
bcrilgan ikki nuqtagacha bo‘l- 
giin inasofalar ayirmasining 
ahsolyut qiymati berilgan [PQ] 
kesma uzunligi d(P,Q) = 2a gat
Icng bo'lgan nuqtalar to‘plami giperbola deb ataladi.

1-okuslar orasidagi masofani </(Fj,F2) = 2c deb belgilasak, uchbur- 
clinkning ixtiyoriy tomoni qolgan ikki tomonining ayirmasidan katta 
ho'lgani uchun

(iiperboladagi M n</)P,0) <*Z(Fj,F2)=>«<c.uqtaning Fi va F2 

niiqlalargacha masofalari uning fokal radiuslari deyiladi va n va Г2 bilan 
lu'lgilanadi, ya’ni

rj = d(Fl;M\ r2=d(F2,M).

In’lil'ga ko‘ra, -r2\ = 2a (1)

(I) tcnglik faqat giperbolada yotgan M nuqtalar uchun o‘rinli. Bu 
Iciiglikni M nuqtaning koordinatalari bo‘yicha yozaylik. Buning uchun 
ilckart reperni quyidagicha o‘rnatamiz:

(Fi,Fl) to‘g‘ri chiziqni OX o‘q uchun [F/.F?] kesma o‘rtasini 
koofdinatalar boshi uchun va [F^Fy] kesma o‘rta perpendikulyarini OY
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o‘q uchun olamiz. OX va OY o‘qlaming yo‘naltiruvchi ort (birlik) 
vektorlari i va j bo‘lsin. O‘rnatilgan B = {0,i,j} reperda Fi(c,0), F2(- 

c,0), va M(x,y) koordinatalarga ega.
= yl(x-c)2 + y2, r2 = ^(x + c)2 + y2 (2)

(1) ni (2) orqali ifodalaylik.
-J(x-c)2 + y2 -^(x + c)2 + y2 = ±2a => -J(x-c)2 + у2 = ±2a + д/(х + с)2 + у2

Bu tenglamaning ikkala tomonini kvadratga ko‘tarib, soddalashtiramiz: 
± Яд/(х + с)2 4-у2 - ex —a2

Bu tenglamani yana kvadratga ko‘tarib, soddalashtirsak,
(c2-a2)x2-a2y2 = a\c2-a2)>0 
c2-a2=b2 (3)
b2x2-a2y2 =a2b2 (4)

(4) tenglamaning har ikki qismini c^b2 ga bo‘lsak,

kelib chiqadi. (5) tenglama (1) tenglamaning natijasi, shunga ko‘ra M 
nuqtaning koordinatalari (1) ni qanoatlantirsa, (5) ni ham *qanoat- 
lantiradi. Endi (5) ni qanoatlantiruvchi har bir nuqta (1) ni ham qanoat- 
lantirishini, ya’ni (1) tenglama (5) ning natijasi ekanini ko‘rsataylik.

(5) ni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy nuqtani olaylik.
2 2

__ 2i_ = )
a2 b2

(6)

Mi nuqtaning fokal radiuslari
r, = d(F„M,) = ^Х'-сУ+у,2, (7)

r2=d(F2,Ml) = ^(xl + c)2+y2, (8)

b2 ( \(6) dan у/ = —Лх2 - a2 J ni aniqlab, bu qiymatni (7) va (8) tenglamalarga 
a

qo‘yib, (3) munosabatni e’tiborga olsak,
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= ±1 — Xj - а

Ivngliklurga ega bo‘lamiz. ri va Г2 musbat sonlar, shunga ko‘ra (9) va 
(10) Icngliklarning o‘ng tomonidagi qavslar oldidagi ishoralarni 
dnindny tanlaymizki, bu tengliklarning o‘ng tomoni musbat bo‘lsin. (6) 

dun |d .• 0. <• >o=> ->1. U holda x, > 0 bo‘lsa, -xx-a>0 ea -xi+a>() 
a a a

Ini’lib, (9) va (10) tengliklardagi qavslar oldidagi ishoralardan «+» 
hlionisini olamiz, ya’ni

r,=— X;~a, r2=—Xj+a (П)

Biilindan i\ -r2 = -2a (*).

», 0 bo‘lsa, -X'-ckO ea -Xj+a<0 bo‘lib, (9) va (10) tengliklardagi 
a a

qiivslnr oldidagi ishoralardan «-» ishorasini olamiz, ya’ni
^=0- —х1? r2=-—xi-a (12)

a a

lliilnrdan Г) - r2 = 2a (♦♦).

(♦) va (**) dan |r, -r2| = 2a , ya’ni (1) kelib chiqadi. Ko‘ramizki, (1) va 
(5) icng kuchli tenglamalar ekan. (5) ni giperbolaning kanonik 
Ivngliunasi deyiladi. (11) va (12) tenglamalardan quyidagi natija kelib 
i Inqndi:
/7 va ri Ibkal raddiuslar x absissalar orqali x>0 bo‘lganda

C cr\= — x-a, r2=—x + a (13) 
a a

I 0 boMganda
C C /1rx=a—x, r2=-a— x (14)
a a

ko’rinishlarda chiziqli ifodalanadi.
1-misol: Giperbola Mi(4,6) nuqtadan o‘tib, haqiqiy o‘qi 4 ga teng 

bo’ Nh. kanonik tenglamasi yozilsin.
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Yechish: 2a = 4^=>a = 2. ——= 1=> —-^ = 1=>62 =12.
4 b2 4 b2

Жавоб: — — = 1.
4 12

2- misol: x2 - 4j>2 + 2x +16y - 7 = 0 giperbolaning markazi va yarim 
o‘qlarini toping.

Yechish: (x2 + 2x +1)- 4(y2 -4y + 4)+ 8 = 0 

(х + 1)2-4О-2)2+8 = 0=>^-^—(* + LL = i.
2 8

Giperbolaning haqiqiy o‘qi OU to‘g‘ri chiziqqa parallel bo‘lib, markazi 
(-1,2) nuqtada, yarim o‘qlari b = V2, ga teng.

3- misoI: c = 6. e = | bo‘lgan giperbolaning kanonik tenglamasi 

yozilsin.
Yechish: e = - = -=>- = -^^« = 5.

a 5 a 5

c2-a2 =b2 ^b2 =36-25 = 9. Жавоб:— = 1.
25 9

Parabola * ' '
Ta’rif: Har bir nuqtasidan fokus deb ataluvchi berilgan 

nuqtagacha va direktrisa deb ataluvchi berilgan to‘g'ri chiziqqacha 
bo‘lgan masofa o‘zaro teng boigan tekislikdagi barcha nuqtalar to‘pla- 
miga parabola deb ataladi.

Parabola fokusini F va direktrisasini s orqali belgi laylik. F fokus 
s direktrisaga tegishli emas. d(F,S) = p bo‘lsin. F nuqtadan s to‘g‘ri 
chiziqqacha perpendikulyar o‘tkazamiz va uni absissa o‘qi OX uchun 
olamiz. d(F,N) = p bo‘lib, NgS. FN kesmaning o‘rtasi О nuqtadan OX
ga perpendikulyar ordinata o‘qi OU o‘tkazamiz. OXU-dekart reper 

tashkil etadi. O‘matilgan dekart reperda koordina-

talarga ega. Direktrisaning tenglamasi x = ~^- Fokus koor- 

dinatalarga ega. Parabola ta’rifiga ko‘ra
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d(F,M) = d(L,M) (1)
(I) lenglikni koordinatalar bo‘yicha kanonik holga keltiraylik. 
H - {(>./. /[ reperda M nuqta M(x,u) koordinatalarga ega bo‘lsin.

(2) (cnglamaning har ikki tomonini kvadratga ko‘taramiz:
2 2

x2 - px + ~ = x2 + px + — => y2 = 2px (3)
4 4

(I) (cnglama (1) tenglikdan kelib chiqadi. Endi (3) dan foydalanib, (1) 
Icnglikni isbotlaymiz. Ixtiyoriy Mi(xi,ui) nuqta (3) tenglamani 

qanoatlantirsin: y2 = 2px{. г(у,о! nuqta va s-.x = ~ to‘g‘ri chiziqni

olavlik.

p2
— Px, 4-----------F 2Px, —

1 4 1

P
4- —

2

n P1
4- Px, 4-------- —

1 4

x. = d(M1,S) = d(L,M1).

Ko'ramizki, Mi nuqta parabolaga tegishli. (3) ni parabolaning kanonik 
tenglamasi deyiladi. Parabola shaklini aniqlaylik.

1) Parabola ikkinchi tartibli chiziq.
2) у2 > 0 va /> > 0 x > 0. Bundanparabolaningbarchanuqtalarix>0 

yarim tekisiikka tegisbligi kelib chiqadi.
3) x = 0, y = 0=> parabola koordinatalar boshidan o‘tadi. 0(0,0) 

niiqtani parabolaning uchi deyiladi.
4) x ning har bir x > 0 qiymatiga u ning qarama-qarshi ishorali, ammo 

absolyut miqdorlari teng bo‘lgan ikki qiymati mos keladi. Xulosa shuki, 
parabola OX o‘qqa nisbatan simmetrik chiziq.

5) y2 = 2Px =>y = ±y2Px => x -»oo |y| -> oo. Yuqoidagi mulohazalar 
bo'yicha parabolaning shakli quyidagicha bo‘lishi mumkin. (9-

105



chizma).
p

Agar parabola fokusi F(-—,0 bo‘lsa, u holda uning tenglamasi

y2=-2px (4)
ko‘rinishida bo‘ladi. Agar fokus OU 

o‘qining nuqtasi bo‘lsa, u holda

parabolaning tenglamasi x2 = 2Py 

ko‘rinishida bo‘ladi.
Parabolani quyidagi usul bilan 

yasash mumkin.
y2 -2px kanonik tenglamasi bilan 

berilgan parabolaning fokusi va direktrisasini yasaymiz. Buning uchun

OX o‘qida О nuqtadan chapda va o‘ngda d(N,O) = D(O,F) = bo‘lgan 

N va F nuqtalami belgilaymiz. N nuqtadan OX ga perpendikulyar s 
to‘g‘ri chiziq o‘tkazamiz. F fokusdan boshlab OX o‘qqa perpendikulyar 
va har biri oldingisidan P/2 masofada turuvchi to‘g‘ri chiziqlami 
o‘tkazamiz. O‘tkazilgan to‘g‘ri chiziqlaming har biridan difektrisa- 
gacha bo‘lgan masofani radius qilib F markazli aylana chizamiz. Bu 
aylana mos to‘g‘ri chiziqni OX o‘qqa simmetrik bo‘lgan ikki nuqtada 
kesib o‘tadi. Bunuqtalar izlangan parabolaga tegishli bo‘ladi. OX o‘qqa 
perpendikulyar istalgancha to‘g‘ri chiziqlarni o‘tkazish mumkin. 
Shulaming har birida ta’rifni qanoatlantiruvchi parabola nuqtalarini 
aniqlaymiz. Aniqlangan nuqtalami tutashtirib parabola grafigini hosil 
qilamiz.

1-misol.  x2=-12y parabolada fokal radiusi r = 9 bo‘lgan nuqta 
topilsin.

Yechish:
2q = -12 => q = —6. F(0,3). r = -^x2 + (у + З)2 = 9=>x2 +(y + 3)2 = 81.

(у + З)2 - 12y - 81 = 0 => у2 ~ бу - 72 - 0 => у, = -6, у2 =12.

Bu sonlami х2 =-12у tenglamaga qo‘ysak,
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12 ■ (- б) = 72, xt 2 = ±6л/2. у2 = 12 tenglamani qanoatlantirmaydi,
vhunki v’=-12 12 = -144. x34=±12z (mavhum son) 

Javob: м\ (бд/2 -б), M2 (- бл/2, б)
32-misol:  у = 4х2 - 6х - - parabola tenglamasini kanonik ko‘rinish-

цп keltirilsin va parabola uchining koordinatalari aniqlansin.
Ynhish:

= -3=>y + 3 = 4^x

3г i 3 Y,x-- = X belgilashlarni kiritsak, Y = 4X1. Parabolaninguchun

(, -3 j nuqtada. (ОТ)- simmetriya o‘qi. Javob:

> 4Л-,о'[|,-з)

3-misoI:  x2 - 6x + 9 - 4(_y +1)=0 tenglama koordinatlar boshini 
ko'chirish orqali kanonik ko‘rinishga keltirilsin. Almashtirish formulasi 
yo/.ilsin.
Y cchish: x2 - 6x + 9 - 4(y +1)=0 => (x - 3)2 = 4(y +1).
\ 1 = X, у +1 = Y ko‘rinishidagi belgilash kiritsak, X2 = 4У, O’(3,-l).

Javob: Simmetriya o‘qi <7(3,-1)//(ОУ) bo‘lgan parabola. Uchi

i) nuqtada, parametri Almashtirish formulalari
8

i - ,V + 3,у = У-1.

To‘g‘ri chiziqning burchak koeffitsientli tenglamasi. To‘g‘ri 
chiziqning OX o‘qi musbat yo‘nalishi bilan hosil qilgan burchagi va 
lo‘gkri chiziqning ordinatlar o‘qidan ajratgan kesmasining kattaligi b 
bcrilganda, uning tekislikdagi holati aniq bo‘ladi. Masalan, Z> = 3, 
a 125° bo‘lsa, uning holati aniq bo‘ladi (5-chizma).
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4-chizma 5-chizma 6-chizma

Yuqoridagi miqdorlar berilganda to‘g‘ri chiziqning tenglamasini 
keltirib chiqaramiz. M(x,y) to‘g‘ri chiziqqa tegishli ixtiyoriy nuqta 
bo‘lsin (6-chizma). AMB to‘g‘ri burchakli uchburchakdan

= rga, bundan BM = ABtga 
AB

6-chizmadan y-BC+BM\ yoki у = ABtga + b, AB = x bcrlganligi 
uchun y = xtga + b bo‘ladi. tga to‘g‘ri chiziqning burchak 
koeffitsienti deyiladi va tga - к bilan belgilaymiz. Shunday qilib,

y = kx + b (2)
munosabat kelib chiqadi. Bunga to‘g‘ri chiziqning burchak 
koeffitsientli tenglamasi deyiladi. b = 0 bo‘lsa, to‘g‘ri chiziq 
koordinatlar boshidan o‘tib, tenglamasi y = kx bo‘ladi. k = \ bo‘Isa, 
у = x bo‘lib, bubirinchi koordinatlar burchagining bissektrisasi bo‘ladi.

1-misol. OX o‘qi bilan 120° burchak hosil qiluvchi va OY o‘qini 
A(Q; 3)nuqtada kesib o‘tuvchi to‘g‘ri chiziqni yasang va uning 
tenglamasini yozing.

Yechish. Shartga ko‘ra, to‘g‘ri chiziq OY o‘qini ^(0; 3) 
nuqtada kesib o‘tadi, demak, Z>=3. Bu nuqtadan ox o‘qiga parallel
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chiziq o‘tkazamiz, hamda shu to'g'ri chiziq bilan 120° burchak hosil 
qiluvchi tomon, yasalishi kerak bo‘lgan to‘g‘ri chiziq bo‘ladi.

Endi shu to‘g‘ri chiziq tenglamasini yozamiz. Bu holda 
A = tg 120° = -7з, b = 3 bo‘lganligi uchun, у = -V3 x +3 to‘g‘ri 
chiziqning burchak koeffitsientli tenglamasi bo‘ladi.

2) Berilgan bitta nuqtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziqlar dasta- 
sining tenglamasi. Berilgan ikki nnqtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq 
tenglamasi._/i(x,y ), B(x2;y2) nuqtalar berilgan biblsin.

у = kx + b (3)
to‘g‘ri chiziq A nuqtadan o‘tsin. Bu holda A nuqtaning koordinatlari 
lo‘g‘ri chiziq tenglamasini qanoatlantiradi, ya’ni yi=kxl+b bo‘ladi. 
(3) tenglikdan oxirgi tenglikni ayirsak:

у-У1=£(х-Х1) (4)
hosil bo‘ladi. (4) tenglamaga berilgan bitta nuqtadan o‘tuvchi to‘g‘ri 
chiziqlar dastasining tenglamasi deyiladi.
To‘g‘ri chiziq Л(х2;у2) ikkinchi nuqtadan ham o‘tsa,

У1 ~У\ =k(x2 -*i)
bo‘lib,

it = ^A
x2 -Xj

bo‘ladi. ning yuqoridagi qiymatini (4)ga qo‘yib,
У-У1 = x~xi (5)
У1~У\ X2~X\

tenglamani hosil qilamiz. (5) berilgan ikki A^x^y^) va B(x2,y2) 
nuqtalardan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasi deyiladi.

2-misol. Biror xil mahsulotdan 100 donasini ishlab chiqarishga 
300 ming so‘m xarajat qilinsin. 500 donasi uchun esa xarajat 1300 ming 
so‘m bo‘lsin. Xarajat funksiyasi chiziqli (to‘g‘ri chiziq) bo‘lsa, shu 
mahsulotdan 400 dona ishlab chiqarish xarajatini toping.
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Yechish. Masala sharti bo‘yicha /1(100, 300) va 
2? = (500, 1300) nuqtalar berilgan. Berilgan ikki nuqtadan o‘tuvchi
to‘g‘ri chiziq tenglamasiga asosan, 

у -300 _ x-100 
1300-300 ~ 500-100 

yoki у = 2,5% + 50

tenglik o‘rmli bo‘ladi. Oxirgi tenglamadan x = 400 uchun, у = 1050 
ekanligini topamiz. Demak, mahsulotdan 400 dona ishlab chiqarish 
uchun 1050 ming so‘m xarajat qilinadi.

3) To‘g‘ri chiziqning umumiy tenglamasi va lining xususiy 
hollari. Ikki noma’lumli

Ax + By + C = 0
tenglamani qaraymiz.

Bundan, By = -Ax-C, у = -—x~ — bo‘lib, k--—, b--— bilan
В В В В

belgilasak, y = kx+b tenglama hosil bo‘ladi. Shunday qilib, 
Ax+By+c=o tenglama ham to‘g‘ri chiziq tenglamasi ekanligi kelib 
chiqadi.

Ax + By + C = 0 ~ (6)
tenglamaga to‘g‘ri chiziqning umumiy tenglamasi deyiladi.

To‘g‘ri chiziq umumiy tenglamasining xususiy hollari: 1) 
A*0, В*0,C = 0 bo‘lsa, Ax + By = 0 bo4ib,to‘g‘richiziqkoordinatlar 
boshidan o‘tadi, chunki O(0;0) nuqtaning koordinatlari tenglamani
qanoatlantiradi;

A = 0, B^0,

kesma ajratib, OX o‘qiga parallel to‘g‘ri chiziq tenglamasi bo‘ladi;

3) B = 0, A*0, C^0 bo‘lsa, x = _— bo‘lib, OX o‘qdan - — 
A A

kesma ajratib , OY o‘qiga parallel to‘g‘ri chiziq tenglamasi bo‘ladi;
4) _A = 0, C = 0, B*0 bo‘lsa, y = 0 bo‘lib, OX o‘qining 

tenglamasi hosil bo‘ladi;
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Я) В О, С = О, А^О bo‘lsa, х = О bo‘lib, OY o‘qining 
hHlglamasi liosil bo Uadi;

6) A 0, ft = 0, C^O bo‘lsa, C = 0 bo‘lib, o‘zgarmas miqdor, bir 
puyldii 0 dan farqli hamda 0 ga teng kelib chiqadi, bunday bo‘lishi 
llliimkin cmas.

J-misol. x - 2y + 6 = 0 to‘g‘ri chiziq uchun к va b parametrlami 
toping.

Yechish: Buning uchun berilgan tenglamani у ga nisbatan ye- 
V It it in iz: 2 v = x+6, у = 1/2 • x+3 bundan (2) tenglama bilan taqqoslab 
A 1/2 , Л = 3, ekanligini topamiz. Shunday qilib, to‘g‘ri chiziq 
tllitiimiy tcnglamasini burchak koeffitsientli tenglamaga keltirib к \a. b 
pwriinictrlarni topdik.

4) To‘g‘ri chiziqning kesmalarga nisbatan tenglamasi. To‘g‘ri 
vlilziq koordinat o‘qlaridan mos ravishda a va b kesmalar ajratib o‘tsin 
(/-diizma). To‘g‘ri chiziq A(cr, 0) va B(Q;b) nuqtalardan o‘tadi. 
Ilvrilgan ikki nuqtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasiga asosan

y-0 x - a у x — a У x i— = — + 1
b-0 0 — a b —a ’ b a

yoki x У- + — = 1 (7)
a b

Ivnghima hosil bo‘ladi. Bu tenglamaga to‘g‘ri chiziqning kesmalarga 
nbbntan tenglamasi deyiladi.

4-misol. 3x + 5y-15 = 0 to‘g‘ri chiziqning kesmalarga nisbatan 
Ivnglamasini yozing va uni yasang.

Yechish. 3x + 5y-15 = 0 to‘g‘ri chiziqning umumiy tenglamasini 
(7) ko‘rinishdagi tenglamaga keltiramiz.

„ . 3x 5y . x у ,3x + 5y = 15,-----1-— =1 еки — + — = 1
15 15 53

hu lo‘guri chiziqning kesmalarga nisbatan tenglamasi bo‘ladi. Endi 
koordinat o‘qlaridan mos ravishda 5 va 3 kesmalami ajratib, ajratilgan 
kcsma[ar oxiridan yasalishi kerak bo‘lgan to‘g'ri chiziqni o‘tkazamiz.
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5) To‘g‘ri chiziqning normal tenglamasi. To‘g‘ri chiziqqa 
koordinat boshidan tushirilgan perpendikulyaming (normal) uzunligi va 
uning OX o‘qi musbat yo‘nalishi bilan hosil qilgan burchagi a 
berilganda to‘g‘ri chiziqning tekislikdagi holati aniq bo'ladi (8-chizma) 
va uning tenglamasi

xcoscz + ysina-p = 0 (8)
bo‘ladi. (8) tenglamaga to‘g‘ri chiziqning normal tenglamasideyiladi. 
Ma’lumki, sin2 a + cos2 a = 1. Normal tenglamada shu shart bajarilishi 
kerak. To‘g‘ri chiziq umumiy tenglamasini normal tenglama keltirish 
uchun 

normallovchi ko‘paytuvchini hisoblab, uni
Ax + By+C = 0 

tenglamaga ko‘paytiramiz. Bu holda
A ! В t C _Q 

± л! A2 + В2 ± л!а2 + В2 ± -xl A2 + B2
normal tenglama hosil boiadi. Normallovchi ko‘paytuvchining ishorasi 
ozod had ishorasiga teskari olinadi.
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5-misol. Normalning uzunligi p = 3 va uning OX o‘qi bilan hosil 
qilgan burchagi 30° bo‘lsa, to‘g‘ri chiziqni yasang va uning tenglamasini 
yozing.

Yechish. Shartga ko‘ra normal OX o‘qi bilan 30° li burchak tashkil 
etadi. Bu burchakni yasaymiz va uning qo‘zg‘aluvchi tomoni normal 
lo‘gwri chiziq bo‘ladi. Shu to‘g‘ri chiziqda p-3 kesma ajratib uning 
oxiridan unga perpendikulyar to‘g‘ri chiziq o‘tkazamiz. Bu yasalishi kerak 
bolgan to‘g‘ri chiziq bo‘ladi. Endi to‘g‘ri chiziqning tenglamasini 
yozamiz. Shartga ko‘ra normalning uzunligi va uning OX o‘qi bilan hosil 
qilgan burchagi berilgan, buholdama’lumki, to‘g‘ri chiziqning (8) normal 
lenglamasini yozamiz. P = 3, a =30° bo‘lganligi uchun 
vcos30^ + jsin30^ — 3 = 0 ёки л/З/2-х + 1/2-у-3 = 0

Natijada v;3i+ v-6 = 0 tenglama hosil bo‘ladi.
6-misol. 4x - 3y - 5 = 0 to‘g‘ri chiziq tenglamasini normal tengla- 

maga keltiring.
Yechish. Normallovchi ko‘paytuvchini topamiz: M = |

bo‘ladi.
Berilgan tenglamani M =1/5 ko‘paytirib, 4/5-x — 3l5-y — \ = 0 tengla- 
mani hosil qilamiz. Bu to‘g‘ri chiziqning normal tenglamasi, chunki

4 2 . 3.2 16 9 25 , z . 2 2 „
5 5 25 25 25 V ’

Takrorlash uchun savollar:
1. Ikki to‘g‘ri chiziq orasidagi burchak qanday topiladi?
2. Ikki to'g'ri chiziqning perpendikulyarlik sharti nima?
3. Ikki to‘g‘ri chiziqning parallellik sharti qanday boladi?
4. Ikkita to‘g‘ri chiziqning kesishish nuqtasi qanday topiladi?
5. Nuqtadan to‘g‘ri chiziqqacha bo‘lgan masofa qanday formuladan foy- 
dalanib topiladi?
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6. Ikkita parallel to‘g‘ri chiziqlar orasidagi masofani topish qanday baja- 
riladi?
7. Chiziqning tenglamasi deganda nima tushuniladi?
8. To‘g‘ri chiziqning burchak koeffitsientli tenglamasi qanday yoziladi?
9. To‘g‘ri chiziqning burchak koeffitsienti deb nimaga aytiladi?
10. Berilgan bitta nuqtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziqlar dastasining tengla­
masi qanday?
11. Berilgan ikki nuqtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasi qanday?
12. To‘g‘ri chiziqning umumiy tenglamasi va uning xususiy hollari nima- 
lardan iborat?
13. To‘g‘ri chiziqning koordinat o"qlaridan ajratgan kesmalariga nisbatan 
tenglamasi qanday yoziladi?

Mustaqil yechish uchun misoliar:
1. y = l/2-x+4 to‘g‘ri chiziq berilgan. Uning koordinat o‘qlari bilan 
kesishish nuqtalarini toping.
2. Boshlang’ich ordinatasi b = -3 bo‘Igan va у = 2x + 3 to‘g‘ri chiziqqa 
parallel bo‘lgan to‘g‘ri chiziqni yasang va tenglamasini yozing.

va x + 3 to‘g‘ri chiziqlar berilgan/Ularning 

abssissa o‘qi bilan tashkil qiladigan burchaklarini toping.
4. y = -2/5-x+3; у = 3/1 -x + 2/1 to‘g‘richiziqlarorasidagiburchak- 
ni toping.
5. 6x + 8y + 5 = 0; 2x - 4 у - 3 = 0 to‘g‘ri chiziqlar orasidagi burchakni 
toping.
6. 1) 3x-15y + 16 = 0, 2) 3x + 15y-8 = 0, 3) 6x-30y + 13 = 0,
4) 30x + 6y 4- 7 = 0 to‘g‘ri chiziqlardan qaysilari perpendikulyar va qaysi- 
lari parallel.
7. Quyidagi to‘g‘ri chiziqlar orasidagi burchaklami toping:

y = 2/3-x-l
y = 5x + 9

2x-4y + 9 = Q
6x - 2y - 3 = 0
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v = 3/7-x-2 х/4-у/5 = 1
3) " 4)7 7x + 3_y + 5 = 0 x/2 + y/18 = l

X. Tomonlari 4x - 3y + 5 = 0, 3x + 4y + 4 = 0, x - ly +18 = 0 to‘g‘ri
chiziqlardayotgan uchburchakning ichki burchaklarini toping.
9. A (4; 5) nuqtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziqlar dastasining tenglamasini 
yozing va ulardan 2x-3y + 6 = 0 to‘g‘ri chiziqqa perpendikulyar va 
parallel bo‘lganlarini ajrating.
10. Uchburchak tomonlari

7x-6y + 9 = 0; 5x + 2y-25 = 0; 3x + 10y + 29 = 0 
tcnglamalar bilan berilgan. Uning uchlarini va balandliklarining tenglama- 
larini toping.
11. Uchlari P(-4; 0), Q(0; 4) va R(2; 2)
nuqtalarda bo‘lgan uchburchak medianalarining tenglamalarini toping.
12. To‘g‘ri chiziqning koordinatlar boshidan uzoqligi 3, unga koordinatlar 
boshidan tushirilgan perpendikulyar OX o‘qi bilan a = 45° burchak hosil 
qiIsa, to‘g‘ri chiziq tenglamasini yozing.
13. x-y + 3 = 0 to‘g‘ri chiziqqa koordinatlar boshidan tushirilgan perpen- 
dikulyarning uzunligini va uning OX o‘qi bilan tashkil qilgan burchagini 
loping.
14. Uchlari P(0; 5), Q(~3; l)va 7?(-l; -2)nuqtalarda boigan uchbur­
chakning R nuqtasidan o‘tkazilgan balandligining uzunligini toping.
15. 5x- 12y -26 = 0, 5x- 12y-65 = 0 parallelto‘g‘ri chiziqlar orasidagi 
masofani toping.
16. Trapetsiyaasoslariningtenglamalari 3x-4y-15 = 0, 3x-4y — 35 — 0 
berilgan. Trapetsiyaning balandligini toping.
17. Uchlari A (-2; 0), В (2; 4) va C(4; 0) nuqtalarda bo‘lgan uchbur­
chak tomonlarining, AE medianasining, AD balandligining tenglamalarini 
hamda AE mediananing uzunligini toping.
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IX BOB. FUNKSIYA TUSHUNCHASI

9.1. To‘plam tushunchasi va uning ustida amallar
9.2. Funksiya ta’rifi
9.3. Funksiyani berilish usullari
9.4. Funksiyaning monotonligi
9.5. Funksiyaning iqtisoddagi qo‘llanishi

To‘plamlar nazariyasi deyarli barcha matematik fanlamining asosi- 
da yotadi. Bu nazariya asoslari 1879-1884 yillarda olmon matematigi 
Georg Kantor tomonidan chop etilgan bir qator maqolalarda yoritib 
berildi. To‘plant matematikaning poydevorida yotgan bosh lang'ich 
tushunchalardan biri boflgani uchiin u ta’rifsiz qabul etiladi. To‘plam 
deyilganda biror bir xususiyati bo‘yicha umumiylikka ega bo‘lgan 
obyektlar majmuasi tushuniladi. Masalan, I kurs talabalari to‘plami, 
[0,1] kesmadagi nuqtalar to‘plami, natural sonlar to‘plami, firma 
xodimlari to‘plami, korxonada ishlab chiqarilgan mahsulotlar to'plami 
va hokazo. Matematikada to‘plamlar A,B,C,D,... kabi bosh harflar 
bilan belgilanadi. A,B,C,D, to‘plamlarga idruvchi obyektlar jalarning 
elementlari deyiladi va odatda, mos ravishda kichik a,b ,c kabi 
harflar bilan belgilanadi. Bunda «a element A to‘plamga tegishli 
(tegishli emas)» degan tasdiq ae A (a<£ A) kabi yoziladi.

l-ta’rif: Birorta ham elementga ega bo‘lmagan to‘plam bo‘sh 
to ‘plant deyiladi va 0 kabi belgilanadi.

Masalan, { sinx = 2 tenglamaning yechimlari}=0, { perimetri 0 
bo‘lgan kvadratlar }=0 , { kvadrati manfiy bo‘lgan haqiqiy sonlar }= 
0.

Algebrada 0 soni qanday vazifani bajarsa, to‘plamlar nazariyasida 
0 to‘plam shunga o‘xshash vazifani bajaradi.

l-ta’rif: Agar A to‘plamga tegishli har bir a element boshqa bir В 
to‘plamga ham tegishli bo‘lsa (aeA => tzeB), u holda A to‘plam В 
to‘plamining qismideyiladi va AczB (yoki BzdA) kabi belgilanadi.
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Quyidagi 1-rasmda В kvadratdagi, A esa uning ichida joylashgan 
doiradagi nuqtalar to‘plamini ifodalasa, unda AczB 
bo‘ladi.

Masalan, korxonada ishlab chiqarilayotgan oliy 
navli mahsulotlar to‘plamini A, barcha mahsulotlar 
to‘plamini esa В deb olsak, unda AczB bo‘ladi.

Ta’rif dan ixtiyoriy A to‘plam uchun Ac A va 
0czA tasdiqlar o‘rinli bo‘lishi kelib chiqadi. Shu 

snbabli to‘plamlar uchun cz belgisi sonlar uchun < belgiga o‘xshash 
ma'noga egadir.

3- ta’rif: Agarda A va В to‘plamlar uchun AczB va B<zA shartlar 
bir paytda bajarilsa, bu to‘plamlar teng deyiladi va A=B kabi yoziladi.

Masalan, A={-1;1} va B={x2-l=0 tenglama ildizlari}, C= {badiiy 
nsarni yozish uchun ishlatilgan harflar} va D={alfavitdagi harflar} 
lo’plamlari uchun A=B, C=D bo‘ladi.

To ‘ plain la r ustida amallar va ularning xossalari. Algebrada a va 
b sonlar ustida qo‘shish va ko‘paytirish amallari kiritilgan bo‘lib, ular 
/I i B=B+k \&AB=BA (kommutativlik, ya’ni o‘rin almashtirish), 
Л i (B+C)=(A+B)+C va A(BC)=(AB)C (assotsiativlik, ya’ni guruh- 
lash), A(B+C)=AB +AC (distributivlik, ya’ni taqsimot) 
qonunlariga bo‘ysunadilar. Bulardan tashqari, har qanday a soni uchun 
.110=A va A 0=0 tengliklar ham o‘rinli bo‘ladi. Endi to‘plamlar ustida 
nlgcbraik amallar kiritamiz.

4- ta ’rif: a va b to‘plamlaming birlashmasi (yig‘indisi) deb shunday 
c to'plamga aytiladiki, u a va b to‘plamlardan kamida bittasiga tegishli 
bok Igan elementlardan tashkil topgan bo‘ladi va AuB kabi belgilanadi.

Agar a kvadratdagi, b esa uchburchakdagi nuqtalar to‘plamidan 
i bo rat bo‘Isa, unda ularning birlashmasi Au В quyidagi 2-rasmdagi 
shtrixlangan sohadan iborat bo‘ladi:
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Shunday qilib, AuBto‘plam yoki ato‘plamga, yoki b to‘plamga, yoki 
A va В to‘plamlaming ikkalasiga ham tegishli elementlardan iboratdir. 
Masalan, A={1,2,3,4,5} va B={2,4,6,8} bo‘lsa, AuB={ 1,2,3,4,5,6,8}, 
C={i navli mahsulotlar} va d={ii navli mahsulotlar } bo‘lsa, unda 
CuD={i yoki ii navli mahsulotlar} to‘plamni ifodalaydi.

To‘plamlami birlashtirish amali, sonlami qo‘shishamali singari, 
AoB =BuA (kommutativlik), (AoB) u C=Au (BuC) (assotsiativlik) 
Qonunlarga bo‘ysunadi. Bulardan tashqari, Au 0=A va sonlardan farqli 
ravishda, AoA=A, BczA bo‘lsa AuB=A tengliklar ham o‘rinli bo‘ladi. 
bu tasdiqlaming barchasi to‘plamlar tengligi ta’rifidan foydalanib 
isbotlanadi. Misol sifatida, oxirgi tenglikni isbotlaymiz: 
xeAuB=>xeA yoki x g В => x e A => (A u'B') cz A; *
xeA=>.xe AuB=> Acl(AuB)

Demak, (AuB)aA , Aa(AuB) va ta’rifgaasosan, аив =a.
Bir nechta Ai, Аг, Аз ,... , A„ to‘plamlaming yig‘indisi

A1UA20A3 u ...ukn = UAk
k=i

kabi belgilanadi va ulardan kamida bittasiga tegishli bo‘lgan 
elementlar to‘plami sifatida aniqlanadi.

5-ta’rif: a va b to‘plamlaming kesishmasi (ko‘paytmasi) deb 
shunday c to‘plamga aytiladiki, u a va b to‘plamlaming ikkalasiga ham 
tegishli bo‘lgan elementlardan tashkil topgan bo'ladi va AnB kabi 
belgilanadi.
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Agar a kvadratdagi, b esa uchburchakdagi nuqtalar to‘plamini 
bvlgllasa, unda ulaming AnB kesishmasi 3-rasmdagi shtrixlangan soha 
kabi ilbdalanadi:

Shunday qilib, anb to‘plam a va b to‘plamlaming umumiy 
vk'incntlaridan tashkil topgan bo‘Iadi. shu sababli agar ular umumiy 
dcmcntlarga ega bo‘lmasa, ya’ni kesishmasa, unda anb=0 bo‘ladi.

Masalan, A={ 1,2,3,4,5} vaB={2,4,6,8} bo‘lsa AnB={2,4},
(' {tekshirilgan mahsulotlar} va d={sifatli mahsulotlar} bo‘lsa, 

Hilda (nD={tekshirishda sifatli deb topilgan mahsulotlar} to‘plamni 
ilodalaydi.

To'plamlarni kesishmasi amali quyidagi qonunlarga bo‘ysunadi: 
AnB =BnA (kommutativlik),
(AnB) nC=An (BnC) (assotsiativlik),
Л/ ) (buc)=(anb) u (anc),
Av > (bnc)=(avb) n (aoc) (distributivlik),
Shu bilan birga AnA=A, An 0=0 va Bc:A bo‘lsa, AnB=B 

Iviigliklar ham o‘rinli bo‘ladi. Bu tasdiqlaming o‘rinli ekanligiga yuqo- 
rldn ko'rsatilgan usulda ishonch hosil etish mumkin.

Bir nechta Ai, Аг, A3,... , A n to‘plamlarning kesishmasi

А|ПА2П...пАи=
k=l

kabi belgilanadi va barcha aR (A=l,2, ■ • •, n) to‘plamlarga tegishli 
l»o‘ Igan umumiy elementlardan tuzilgan to‘plam kabi aniqlanadi.
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6-ta ’rif: a va b to‘plamlaming ayirmasi deb a to‘plamga tegishli, 
ammo b to‘plamga tegishli bo‘lmagan elementlardan tashkil topgan to‘p- 
lamga aytiladi va a\b kabi belgilanadi.

Agar a uchburchakdagi, b esa kvadratdagi nuqtalar to‘plamini 
belgilasa, unda ulaming a\b ayirmasi 4-rasmdagi shtrixlangan sohadan 
iborat bo‘ladi:

4-rasm

masalan, a={l,2,3,4,5} va b={l,3,7,9} bo‘lsa, unda a\b ={2,4,5}, 
в\а={7,9};

c={korxonada ishlab chiqarilgan mahsulotlar}va d={sifatli mahsu- 
lotlar} bo'lsa,

c\d={ korxonada ishlab chiqarilgan sifatsiz mahsulotlar }.
Demak, a\b to‘plam a to‘plamning b to‘plamga tegishli bo‘lmagan 

elementlaridan hosil bo‘ladi. To‘plamlar ayirmasi uchun
a\a=0, a\0=a, 0\a=0
va aczb bo‘lsa a\b=0 munosabatlar o‘rinlidir.

7-ta ’rif: agar ko‘rilayotgan barcha to'plamalarni biror co to‘plam- 
ning qism to‘plamlari kabi qarash mumkin bo‘Isa, unda cd universal 
to ‘plant deb ataladi.

Masalan, sonlar bilan bog‘liq barcha to‘plamlar uchun ш=(-оо, oo), 
insonlardan iborat to‘plamlar uchun co= {barcha odamlar} universal to‘p- 
lam bo‘ladi.

8-ta ’rif: agar a to‘plam co universal to‘plamning qismi bo‘lsa, unda 
oAa to‘plam a to ‘plamning to ‘Idiruvchisi deb ataladi va c (a) kabi belgi­
lanadi.

Agar quyidagi chizmada cd universal to‘plam doiradagi, a to‘plam esa 
uning ichida joylashgan to‘ri to‘rtburchakdagi nuqtalardan iborat bo‘lsa, 
uning to‘Idiruvchisi c(a) 5-rasmdagi shtrixlangan sohadan iborat bo‘ladi:
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5-rasm

Demak, c(a) to‘plam a to‘plamga kirmaydigan elementlardan 
tashkil topgan bo‘ladi, ya’ni x e A => x £ C(A), x&A=>xe C(A).

Masalan, co={barcha korxonalar}, a={rejani bajargan korxonalar} 
bo‘lsa, unda c(a)={ rejani bajarmagan korxonalar} to‘plami bo‘ladi;

to={ 1,2,3, • • {-natural sonlar to‘plami, a={2,4,6, • • •, 2л, •
•}—juft sonlar to‘plami, b={5,6,7, • • •, л, • • •}- 4dan katta natural sonlar 

to‘plami bo‘lsa, unda
c(a)={ 1,3,5, • • •, 2л-1, ■ • }-toq sonlar, c(b)={l,2,3,4}-5dankichik 

natural sonlar to‘plamlarini ifodalaydi.
9-ta ’rif: a va в to‘plamlaming dekart ko'paytmasi deb axb kabi 

belgilanadigan va (x, y) (xg a,yeb) ko‘rinishdagijuftliklardan tuzilgan 
yangi to‘plamga aytiladi.

Masalan, a=[0,2] va b=[0,1] bo‘lsa, axb to‘plam tekislikdagi (x,y) 
(xea=[0,2], yeb=[0,l] ) nuqtalardan, ya’ni uchlari mi(0,0), M2(0,l), 
мз(2,1) va M4(2,0) nuqtalarda joylashgan to‘g‘ri to‘rtburchakdan iborat 
bo'ladi (6-rasmga qarang):



Agar c={tajribali ishchilar} va d={yosh ishcilar} bo‘Isa, unda cxd 
tajribali va yosh ishchidan iborat bo‘lgan turli “ustoz-shogird” juftlik- 
laridan iborat to‘plamni ifodalaydi.

Umuman olganda, to‘plamlaming dekart ko‘paytmasi uchun 
axb^bxa, ya’ni kommutativlik qonuni bajarilmaydi. masalan, a=[0,2] va 
b=[0,l] to‘plamlar uchun axb asosining uzunligi 2, balandligi 1 bo‘lgan 
to‘g‘ri to‘rtburchakni , bxa esa asosining uzunligi 1, balandligi 2 
bo‘lgan to‘g‘ri to‘rtburchakni ifodalaydi va bunda axb^bxa bo‘ladi.

Takrorlash uchun savollar:
1. To ‘ plamlar nazariyasining ahamiyati nimadan iborat?
2. To‘plamlar nazariyasiga kim asos solgan?
3. To‘plam deganda nima tushuniladi?
4. To‘plam element! qanday aniqlanadi?
5. To‘plamlarga misoliar keltiring.
6. Qanday to‘plam bo‘sh to‘plam deyiladi?
7. To‘plam qismi qanday ta’riflanadi?
8. Qachon ikkitato‘plam teng deyiladi?'
9. To‘plamlar birlashmasi qanday kiritiladi?
10. To‘plamlar birlashmasi amali qanday xossalarga ega?
11. To‘plamlar kesishmasi qanday ta’riflanadi?
12. To‘plamlar kesishmasi amali qanday xossalarga ega?
13. To‘plamlar ayirmasi qanday aniqlanadi?
14. Universal to‘plam nima?
15. To ‘ plam to ‘ ldiruvchisi deb nimaga aytiladi?
16. To‘plamlarning Dekart ko‘paytmasi qanday aniqlanadi?
17. To‘plamlaming Dekart ko‘paytmasi uchun kommutativlik 

qonuni o‘rinlimi ?
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X BOB. SONLI TO‘PLAMLAR. HAQIQIY SONLAR 
TOTLAMI, XOSSALARI VA MODULI

10.1. Haqiqiy sonlar
10.2. Haqiqiy sonlarning geometrik tasviri
10.3. Haqiqiy sonning absolyut (mutloq) qiymati

Haqiqiy sonlar. Narsalami, buyumlami sanash zaruryati tufayli 
natural sonlar to‘plami N={1,2,3...} paydo bo‘ladi. Bu to‘plamga 
natural sonlarga qarama-qarshi sonlami hamda nolni qo‘shish (birlash- 
lirish) natijasida butun sonlar to‘plami Z={...,-n,...,-3,-2,-1,0,1,2,..., 
n,...} yuzaga keldi. Keyinchalik ikkita butun sonlarning nisbati ko‘ri- 
nishida tasvirlanadigan ratsional sonlar to‘plami Q={p/q} (bunda 
/),(/GZ.fpo) kiritildi. Har qanday p butun sonni £ ko‘rinishda tasvir- 

lash mumkin bo‘lganligi uchun butun sonlar ham ratsional sonni tashkil 
etadi. Istalgan sonni ikkita butun sonlarning nisbati ko‘rinishda tasvir- 
lash mumkinmi, degan savolga yo‘q degan javob olindi. Masalan, 
(omonlari bir birlikka teng kvadratning diagonali uzunligi (d= V2 ), 
shuningdek, aylana uzunligining uning diametriga nisbati (л) kabi 
sonlami ikkita butun sonlarning nisbati ko‘rinishida tasvirlab bo‘lmas- 
ligi isbotlandi.

Ratsional bo‘lmagan sonlar irratsional sonlar deyiladi.
Har qanday ratsional son chekli yoki cheksiz davriy o‘nli kasr 

shaklida tasvirlanishini irratsional son esa cheksiz davriy bo‘lmagan 
о nli kasr shaklida tasvirlanishni eslatib o‘tamiz. Masalan, -=0,25 

4 

chekli o‘nli kasr, ^=0,777...=0,(7) cheksiz davriy kasr, 72=1,414..., 

л=3,14159..., £=2,7182818284... cheksiz davriy bo‘lmagan o‘nli kasr- 
lardir.

Ratsional va irratsional sonlar to‘plamlarining birlashmasi haqiqiy 
sonlar to‘plamini tashkil etadi va u R orqali belgilanadi.
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Haqiqiy sonlarning geometrik tasviri
To‘g‘ri chiziq nuqtalarining koordinatalari. Sonlar o‘qi yoki o’q 

deb sanoq boshi - koordinatalar boshi, musbat yo‘nalish hamda uzunligi 
bir birlikka teng sanaluvchi kesma-o‘lchov birligi tanlangan to‘g‘ri 
chiziqqa aytiladi.

Yo‘nalish chizmada strelka orqali belgilanadi. Agarda sonlar o‘qi 
1-chizmada ko‘rsatilganidek tanlansa, musbat x haqiqiy songa sonlar 
o‘qining sanoq boshi

--------- -----------------------
1

1- chizma.
0 dan o‘ngdagi undan x masofada bo‘lgan nuqtasi, manfiy x son­

ga 0 sanoq boshidan chapdagi undan -x masofada bo‘lgan nuqtasi mos 
keladi; 0 songa sonlar o‘qining sanoq boshi mos keladi. x haqiqiy son 
sonlar o‘qida uni tasvirlovchi M nuqtaning koordinatasi deb aytiladi va 
M(x) ko‘rinishda yoziladi.

M; M2 0 M3 M4
' 15 Я * x '

2- chizma.
2-chizmada -5, -2.5, 1.5, л haqiqiy sonlami sonlar o‘qida mos 

ravishda tasvirlovchi М2(-2.5), Мз(1.5) va nuqtalar
ko‘rsatilgan.

Shunday qilib, istalgan x haqiqiy songa sonlar o‘qining aniq bitta 
M nuqtasi va aksincha sonlar o‘qining istalgan M nuqtasiga bitta 
haqiqiy son shu nuqtaning koordinatasi x mos kelar ekan. Boshqacha 
aytganda, haqiqiy sonlar to‘plami bilan sonlar o‘qining nuqtalari orasida 
o‘zaro bir qiymatli moslik mavjud ekan.

Haqiqiy sonlar to‘plamining muhim xossalaridan biri uning 
tartiblanganligi, ya’ni istalgan ikkita o‘zaro teng bo‘lmagan xj va x2 
haqiqiy sonlar uchun x ]>* 2 va x i<x2 munosabatlardan faqatgina biri 
bajariladi, xolos.
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Agar sonlar о‘qi 1-chizmada ko‘rsatilganidekya’ni gorizontaljoy- 
lushtirilgan bo‘lib yo‘nalish chapdan o‘ngga tayinlangan bo‘lsa, katta 
haqiqiy sonni tasvirlovchi nuqta kichik haqiqiy sonni tasvirlovchi 
nuqtadan o‘ngda yotadi.

Haqiqiy sonning absolyut (mutloq) qiymati
x >0 haqiqiy sonning absolyut qiymati (moduli) deb shu sonning 

okziga, x <0 sonning absolyut qiymati deb -x songa aytiladi. x haqiqiy 
sonning absolyut qiymati | x | kabi yoziladi.

Shunday qilib:
. . (x, agar x > 0 bo'Isa,

[- x, agar x < 0 bo'Isa.

Masalan, I 81 =8, I 5 I =5, I -5 | =5.
Noldan farqli istalgan haqiqiy sonning moduli musbat boiar ekan.
Istalgan e>0 uchun | x | <x va-E<x <stengsizliklartengkuchliligini 

eslatib o‘tamiz.
Haqiqiy sonning absolyut qiymati quyidagi xossalarga ega:
1. I X l+x2 I < I X! | + | x2| .
2. | x !- X2 I > I x ! I - I X2 I .
3. | x 1 - x2- Xn| = | X1I- I x2 I ••• I xn|.

Mustaqil yechish uchun misoliar:
To‘plam tushunchasi matematikaning boshlang‘ich tushuncha- 

laridan bo‘lib, u ta’rifsiz qabul qilinadi. To‘plamni tashkil qiluvchi 
ob’ektlar uning elementlari deyiladi. To‘plamlami A, a, a, A yoki A 
harflari bilan belgilaymiz. To‘plam bir qancha elementlardan iborat 
bo'lishi mumkin, Quyidagi yozuv: aeA, a elemental A to‘plamga 
tegishliligini bildiradi.

a^A a elemental A to‘plamga tegishli emasligini bildiradi, yoki 
mantiq belgisidan foydalangan holda ko‘rinishda yozishimiz
murtikin:
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A,Vcz M ={1, ... , 20} to‘plamlar uchun quyidagilami aniqlang: 
A \ V, V\A, Au V, An V, A', V'. A={1,3,5,7,9}, B={2,4,7,8}. 
Yechish: Berilgan to‘plamlar uchun to‘plamlar ustida bajariladigan 

amallarning ta’riflarini qo‘llab quyidagi to‘plamlami hosil qilamiz:
A \ B={1,3,5,9}; В \ A={2,4,8}; A u V={ 1,2,3,4,5,7,8,9};
An V={7}; A'={2,4,6,8,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19,20};
V'={1,3,5,6,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19,20}.
(AuV)\S=(A\S)u(V\S) tenglikni isbotlang.
To‘plamlaming tengligini isbotlash uchun M=N<=> M <z NaN cz M 

tasdiqdan foydalanamiz.
1) Vxg((Ao V)\S) =u xe(AuV) л x£S=> xgA v хеУл x£S=> => 
(xgA a xgS) v (xgVa xgS) => xg(A\S) v xe(V\S) =>=> xg((A 
\S) u(V\S)). Bundan (A u V) \Scz (A \S) u(V\S) ekanligi kelib 
chiqadi.
2) Vug ((A \S) u(V\S)) =>ue(A\S) vug(V\S) => (ueA au^S) v 
v (ugVau^S) =>ugA vug VauGS) =>ue(A uV) au£S=>
=>ug((A uV)\S). Bundan (A \S) u(V\S)rc(A о V) \S ekanligi 
kelib chiqadi. ” »

Demak, (A uV)\S = (A\S) u(V\S).
3) To‘plamlar jufti berilgan:
a) A = {Navoi, Bobur, Furqat, Nodirabegim} va В = barcha shoir 

va shoiralar to‘plami;
b) C = qavariq to‘rtburchaklar to‘plami va D = to‘rtburchaklar 

to‘plami;
d) J = Samarqand olimlari to‘plami, F = O‘zbekiston olimlari 

to‘plami;
e) К = barcha tub sonlar to‘plami, M = manfiy sonlar to‘plami.
Juftlikdagi to‘plamlardan qaysi biri ikkinchisining qism-to‘plami 

bo‘lishini aniqlang.
4. Quyidagi to‘plamlar uchun ^<=^yoki Bcz a munosabatlardan 

qaysi biri o‘rinli:
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n) A-=\a,b,c,d} B = {a,c,d}. ^ A = {a,b} B = {a,c,d}.^ d) J = 0, 5 = 0

C) A --0, B = {a, b, c}. J=0, B={0}. g) A = {{0},a,O}>

Н~1ч}-
h) A = {{a,b},{c,d}}> B = {{a,b},c}. j) Л = {{0},0}? B = {0, {{0}, 0}}?

5. Munosabatning to‘g‘ri yoki noto‘g‘ri ekanligini aniqlang:
a) <1; 2} c{(l; 2; 3}; {1; 3}; 1; 2}. b) (1; 2}e{{l; 2; 3}; {1; 3}; 1; 2}.

d) {I; 3} c{{1; 2; 3}; {1; 3}; 1; 2}. e) {1; 3}e{{l; 2; 3}; {1; 3}; 1; 2}#

6. Quyidagi to‘plamlar tengmi?
a) Л = {1; 4; 6}vaJB = {6; 4; 2}. b) Л = {1; 2; 3} vaB = {l; 11; 111}.

d) A = {{1;2}; {2;3}}vaB = {2;3;l}. Л = {^256; VsT; 716} va В - {22; 32; 42}.

j x = {x\*2-5x+6 = o}vaJ = {2;3}f0‘p|amiar haqida nima deyish mum- 
kin?

8 M = (36; 29; 15; 68; 27), P = (4; 15; 27; 47; 36; 90), Q = (90; 4; 47) to‘plamlar 
berilgan. MoQ, Pc\Q, jWnjDn2|arni toping?

9. A-18 ning hamma natural bo‘luvchilari to‘plami, B-24 ning 
hamma natural bo‘luvchilari to’plami. 4n#to‘plam elementlarini ko‘r- 
sating?

10. P ikki xonali natural sonlar to‘plami, S barcha toq natural sonlar 
lo'plami bo‘lsa, &=P<->sto‘plamga qaysi sonlar kiradi?

a)21eK; b) 32eK; d)7gK; e) 17gК deyish to‘g‘rimi?
11. “Matematika” va “grammatika” so‘zlaridagi harflar to‘plamini 

tuzing. Bu to‘plamlar kesishmasini toping?
12. t1’ va P’71 kesmalaming kesishmasini toping?
13. e, Яуа*7^’£’e’^to‘plamlar birlashmasini to­

ping?
14 A={n|ne N, n < 5} va В = {n|«e N, n> 7}to‘plamlar birlashmasini to­

ping?
a) 4еЛи5; b) -3e/iu5-d) 6e4u5 deyish to‘g‘rimi?
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15 Л = {2, 4, 6, ...,40} 5 = {1, 3, 5, ...,37} С = {{а, b}, {с, d}, {е, f}, g, h} 

to‘plamlaming har biridagi elementlar sonini aniqlang. Лия^а nechta 
element mavjud?

16. A = {2,3, 4, 5, 7,10}? B = {3,5,7,9}? C = {4, 9,11}bo4sin. Quyidagi 
to‘plamlarda nechtadan element mavjud:

a) Ли(5иС). b) (Сий)иЛ. A^BuC).

Au(Br>C). Лп(ВпС). g) Bn(AuC)

17. A = {x| -5<x<10}, £ = {x|xg#, 3<JC<15}boqsin A\ByaB\A

to‘plam elementlarini toping?
18. Sinfdagi bir necha o‘quvchi marka yig‘dilar. 15 o‘quvchi 

O‘zbekiston markalarini, 11 kishi chet el markalarini, 6 kishi ham 
O‘zbekiston markalarini, ham 16 chet el markalarini yig‘di. Sinfda 
necha o‘quvchi marka to‘plagan?

19. 32 o‘quvchining 12 tasi voleybol seksiyasiga, 15 tasi basketbol 
seksiyasiga, 8 kishi esa ikkala seksiyaga ham qatnashadi. Sinfdagi necha 
o‘quvchi hech bir seksiyaga qatnashmaydi?

19. 30 o‘quvchidan 18 tasi matematikaga, 17 tasi esa fizikaga 
qiziqadi. Ikkala fanga ham qiziqadigan o‘quvchilar soni nechta bo‘lishi 
mumkin?

(Ikkala fanga ham qiziqmaydigan o'quvchilar sonik e 2’3’
20. 100 odamdan iborat sayyohlar guruhida 10 kishi nemis tilini 

ham, fransuz tilini ham bilmaydi, 75 tasi nemis tilini, 83 tasi esa ffansuz 
tilini biladi. Ikkala tilni ham biladigan sayyohlar sonini toping?

21. 26 o‘quvchining 14 tasi shaxmatga, 16 tasi shashkaga qiziqadi. 
Ham shashkaga, ham shaxmatga qiziqadigan o‘quvchilar nechta?

O‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar:
1. Natural son nima?
2. Butun son nima?
3. Ratsional son nima?
4. Irratsional son nima?
5. Haqiqiy son nima?
6. Haqiqiy sonning geometrik tasviri nima?
7. Haqiqiy sonning absolyut qiymatini ta’riflang?
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XI BOB. FUNKSIYA HAQIDA TUSHUNCHA VA 
UNING TA’RIFI

11.1. O‘zgaruvchi va o‘zgarmas miqdorlar
11.2. Funksiyaning berilish usullari
11.3. Funksiyaning aniqlanish sohasi
11.4. Chegaralangan va chegaralanmagan funksiyalar
11.5. Juft va toq funksiyalar

Tabiatda ikki xil miqdorlar uchraydi, o‘zgaruvchi va o‘zgarmas 
miqdorlar. Bizga bir necha to‘rtburchak berilgan bo‘lsin. Ularda 
quyidagi miqdorlar qatnashadi. Tomonlaming uzunliklari, burchak- 
larning kattaliklari, yuzalari va perimetrlari. Bu miqdorlardan ba’zilari 
o'zgarmaydi, ba’zilari o‘zgarib turadi. Masalan, qaralayotgan hamma 
to‘rtburchaklarda burchaklarining to'g'riligi, ulaming soni to‘rtta 
bo‘lishligi va yig‘indisi 360° ga tengligi o‘zgarmaydi. Tomonlarining 
uzunliklari, perimetrlari, yuzlari esa o‘zgarib turadi. Xuddi shuningdek, 
bir necha doira chizsak, ularda aylana uzunliklarining o‘z diametrlariga 
nisbati hammasida bir xil bo‘lib, л ga teng, lekin ulaming radiuslari, 
aylana uzunliklari, doira yuzlari o‘zgarib turadi.

Ma’lum sharoitda faqat bir xil son qiymatlariga ega bo‘lgan 
miqdorlar o‘zgarmas miqdorlar deyiladi. Ma’lum sharoitda har xil son 
qiymatlariga ega bo‘lgan miqdorlar o‘zgaruvchi miqdorlar deyiladi. 
Odatda, o‘zgarmas miqdorlami a, b, c, d, ...., o‘zgaruvchi miqdorlami 
x, y, z, u,v,... harflari bilan belgilaydilar.

Matematikada ko‘pincha o‘zaro bir-biriga bog‘liq ravishda o‘zga- 
radigan miqdorlar bilan ish ko‘riladi. Yuqoridagi misollarimizda doira- 
ning yuzi uning radiusining o‘zgarishiga qarab o‘zgaradi, ya’ni doira- 
ning radiusi ortsa, yuzi ham ortadi, kamaysa kamayadi. Xuddi shuning­
dek, kvadratning tomoni bilan yuzi orasida ham shunday bog‘lanish bor. 
Kvadratning yuzi uning tomoniga bog‘liq ravishda o‘zgaradi.
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Ta’rif: Agar х miqdoming X sohadagi har bir qiymatiga biror f 
qonuniyatga ko‘ra у miqdoming Y-sohadan aniq bir qiymati mos 
keltirilsa, у miqdor x miqdoming Y-sohadagi funksiyasi deyiladi va 
y=f(x) kabi yoziladi.

Bu holda x - argument yoki erkli o‘zgaruvchi, у - esa funksiya 
yoki erksiz o‘zgaruvchi deyiladi. Agar у x ning funksiyasi bo‘lsa, u 
holda x vay lar orasidagi bog‘lanish funksiyali bog‘lanish deyiladi va 
quyidagicha yoziladi: y=f(x), y=q(x), y=(p(x) va hokazo. Agar 
yuqoridagi misollarga e’tibor bersak, doiraning yuzi radiusning funksi­
yasi, kvadratning yuzi tomonining funksiyasi ekan.

Argument qabul qilishi mumkin bo‘lgan qiymatlari to‘plami funk- 
siyaning aniqlanish sohasi, funksiyaning o‘zi qabul qilishi mumkin bo‘l- 
gan qiymatlari to‘plami funksiyaning o‘zgarish sohasi yoki qiymatlari 
to‘plami deyiladi.

Funksiyaning berilish usullari
Funksiya sharoitiga qarab jadval, anal itiк va grafik usullar bilan 

berilishi mumkin.
Funksiya jadval usulida berilganda, argymentning ma’lum tartib- 

dagi xi, X2, хз,... xn>... qiymatlari va funksiyaning ularga mos ktluvchi 
У1>У2,Уз, ... ,yn, ... qiymatlari jadval holida beriladi:

X xi X2 X3 Xn
Y У1 У2 Уз У»

Funksiyalaming jadval usulida berilishiga misol qilib kvadratlar, 
kublar, kvadrat ildizlar jadvallami ko‘rsatish mumkin. Bu usuldan 
ko‘pincha miqdorlar orasida tajribalar o‘tkazishda foydalaniladi.

To‘g‘ri burchakli koordinatalar sistemasi. Ma’lumki, sonlar o‘qida 
nuqtaning vaziyati bir son uning koordinatasi bilan aniqlanar edi. Endi 
to‘g‘ri burchakli koordinatalar sistemasi tushunchasini kiritamiz.

Tekislikda sanoq boshlari ustma-ust tushadigan va o‘zaro perpen- 
dikulyar bo‘lgan OX va OY sonlar o‘qini chizamiz. Gorizontal holda 
tasvirlangan sonlar o‘qi ordinatalar o‘qi, ulaming kesishgan nuqtasi
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koordinatalar boshi deyiladi. Hammasi birgalikda to‘g‘ri burchakli 
koordinatalar sistemasi deyiladi.

To‘g‘ri burchakli koordinatalar sistemasida nuqtaning vaziyati 
quyidagicha aniqlanadi. Faraz qilamiz, to‘g‘ri burchakli koordinatalar 
sistemasi olingan tekislikda ixtiyoriy M nuqta berilgan bo‘lsin. Shu 
nuqtadan koordinata o‘qlariga perpendikulyarlaming absissalar o‘qida- 
gi proeksiyasiga mos keluvehi son uning absissasi, koordinatalar 
o'qidagi proeksiyasiga mos keluvehi son esa uning ordinatasi deyiladi 
va M(x,y) tartibida yoziladi. (1-chizma).

. J § 
‘

............

[ X "x

Demak, to‘g‘ri burchakli koordinatalar tekisligida har qanday bir 
juft ma’lum tartibda berilgan son bilan aniqlanar ekan. Xuddi shuning- 
dek, har qanday bir juft songa koordinatalar tekisligida bitta nuqta mos 
kcladi.

Funksiyaning grafik usulda berilishi. y=f(x) funksiyaning 
grafigi deb koordinatalari y=f(x) ni to‘g‘ri tenglikka aylantiruvchi 
(ekislikdagi barcha nuqtalar to‘plamiga aytiladi. Agar funksiyaning 
grafigi tasvirlangan bo‘lsa, funksiya grafik usulda berildi deyiladi.

Endi savol tug‘iladi, har qanday egri chiziq biror funksiyani 
ilbdalaydimi? Buni aniqlash uchun egri OY o‘qiga parallel to‘g‘ri 
chiziqlar chizamiz, agar bu to‘g‘ri chiziq egri chiziq bilan kamida ikki 
nuqtada kesishsa, grafik funksiyani ifodalamaydi, agar bitta nuqtada 
kesishsa funksiyani ifodalaydi.

Funksiyaning analitik usulda berilishi. Formula yordamida 
berilgan funksiyalarga analitik usulda berilgan deyiladi. Masalan,y—x2, 
v kx+h, y=cf, y=lgx, y=sinx, y=tgx, y=2x3-x+4 funksiyalar analitik 
usulda berilgan. Agar analitik usulda berilgan funksiyaning aniqlanish 
sohasi to‘g‘risida alohida shart qo‘yilmagan bo‘lsa, u holda y=f(x) da 
o'ng tomonda turuvehi ifoda ma’noga ega bo‘ladigan x ning qiymatlari 
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olinadi. Masalan, agar y=x2 ni kvadratning tomoni bilan yuzi ifoda- 
lovchi bog‘lanish sifatida olsak, u holda aniqlanish sohasi barcha 
musbat sonlardan iborat bo‘ladi.

Funksiyaning aniqlanish sohasini topishga doir misoliar ko‘raylik. 
Quyidagi funksiyalaming aniqlanish sohasini toping:

1. y = _. Yechimi. Ma’lumki, kasr ma’noga ega bo‘lishi uchun 

uning maxraji noldan farqli bo‘lishi kerak. Demak, х?Ю yoki 
x е(-ао;0)и(0;+оо).

2. j = |(x-i)_1. Yechimi. Xuddi yuqoridagidek muhokama yurit- 

sak, 2x-1^0 yoki 2x^1, x*|. Demak, aniqlanish sohasi (-оо;|)иф+оо) 

dan iborat.
3. j = 73x+2 Yechimi. Kvadrat ildiz ma’noga ega bo‘lishi uchun

ildiz ostidagi ifoda manfiy bo‘lmasligi kerak, ya’ni 3x+2>0, bunda 
x > . Demak, aniqlanish sohasi [~|, +oo) dan iborat.

4. у = ■■: 1 = Yechimi. Agar yuqoridagidek muhokama yuritsak, u
V4x-5

5 * 5holda 4x-5>0 bo‘ladi. Bundan x > -. Demak, aniqlanish sohasi (-,+<») 

dan iborat.
5. j/ = lg(2x-i) Yechimi. Logarifmik fiinksiya faqat musbat sonlar 

uchun aniqlangan. Demak, (2x-l)>0 bo‘lishi kerak. Bundan 

Demak, aniqlanish sohasi ф+°°) dan iborat.

6. у = —-—. Yechimi. Agar yuqoridagidek muhokama yuritsak,
lg(2x-l)

2x-l>0, 2x-l^l bo‘ladi. Bundan x >p x^l kelib chiqadi. Demak, aniq­

lanish sohasi (|; + i)u(i; + oo) dan iborat.
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A) analitik usul funksiyaning o‘rganish jarayonida juda ko‘p 
uchraydigan usuldir, lekin ba’zi hollarda funksiyaning qiymatini topish 
inurakkab hisoblashlarga olib keladi:

B) yozuv hali funksiyaning analitik usulda berilishi 
bo'lmasligi mumkin. Masalan, ushbu Dirixle fimksiyasini olaylik:

Г1, агар х — рационал сон булса 

[О, агар х — иррационал сон булса.

Demak у =f(x) funksiya berilgan, uning aniqlanish sohasi barcha 
luiqiqiy sonlar to‘plamidan iborat, ammo funksiyaning analitik ifodasi 
berilgan emas:

V) funksiyaning jadval usulida berilishi qulaydir, chunki bir 
nee ha qiymatlar topilgan bo‘ladi, lekin funksiyaning sohasi cheksiz 
hfplam bo‘lganda, uning barcha qiymatlarini ко‘rsatib bo‘lmaydi:

G) funksiyaning grafik usulda berilishi uning o‘zgartirishlarini 
ko‘rgazmali qilish imkonini beradi.

Funksiyaning grafigi - egri chiziq (xususiy holda to‘gri chiziq), 
ba'zi hollarda biror nuqtalar to‘plami bo‘ladi.

Funksiya grafigini chizish. y=f(x) funksiyaning grafigini hosil 
qilish uchun M(x,f(x)) nuqtalami hosil qilib, ular bir-biriga juda yaqin 
bok lganda, silliq chiziq bilan tutashtiriladi.

Misol. l)y = l funksiyaning grafigi chizilsin. Bu funksiyaning
X

aniqlanish sohasi x^haqiqiy sonlarto‘plami, ya’ni ]-oo,o[t7] 0,+oo[ dan 
iborat.

Endi, aniqlanish sohasidan x ning bir necha qiymatlarini olib, у 
ning ularga mos keladigan qiymatlarini topamiz.

X 1 2 3 -1 -2 -3
1
2

_ 1 
~2

f(x) 1
1
2

1
3 -1

_ 1
2 " 3

2 -2
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Koordinata tekisligida Aft(i;i), л/дзф.... nuqtalami hosil qilamiz.

Bir biriga yaqin turga nuqtalami uzluksiz chiziq yorlamida tutash- 
tirsak, funksiyaning grafigini ifoda qiladigan egri chiziq giperbola hosil 
bo‘ladi. (2-chizma)

2) y=x2 ning grafigi chizilsin.

-2 -1 0 I 3 л lx

■»

Jadval tuzamiz:
3-чизма. 4-чизш.

X 0 1 2 3 -1 -2 -3
y^x

2
0 1 4 9 1 4 9

Л/ (0;0), M2(l; 1), M3(2; 4),.... nuqtalami hosil qilamiz. Ulami silliq 
chiziq bilan tutashtirsak, parabola egri chizig‘i hosil bo‘ladi.(3-chizma)

3) 4-chizmada

(
1, агар x > 0 булса,

О, агар x = 0 булса,

-1, агар x < 0 булса.funksiyaning grafigi ko‘rsatilgan.
Aksincha, agar tekislikda biror egri chiziq berilgan bo‘lib, 

absissalar o‘qiga tik bo‘lgan har qanday to‘gri chiziq bu egri chiziq 
bilan bittadan ko‘p bo‘lmagan nuqtada kesishsa, u ho Ida bu egri chiziq 
funksiyani ifoda qiladi.
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Funksiyaning berilish usullari

1. Analitik usul.
2. Grafik usul.

J к
X У

3. Jadval usuli. -1 1
\ x = 2 0 0

-2 4
1 3 9

-2-10 x

Misoliar:
к

x2, x < 0
1. >’ = ? r •> 0 у X У

1 1
2 2

-1, x < -1 -1 0 0
2. У = ' X, -1<X<1 1 1 1

[1, x>i x

Demak, funksiyalar faqat bir formula bilan emas, balki ikki va 
undan ortiq formula yordami bilan berilishi mumkin ekan.

Funksiyaning aniqlanish sohasi
Funksiyani o‘rganish davomida argumentning olishi mumkin 

bo‘lgan sonlar to‘plami va funksiyaning qabul qiladigan qiymatlari 
hfplami bilan ish ko‘riladi.
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Masalan: у = 2х ko‘rsatkichli argumentga ixtiyoriy haqiqiy qiy- 
matni bera oladi. Ammo funksiyaning qiymati esa, faqat musbat son- 
lardan iborat bo‘ladi.

Ta’rif. y = f(x) funksiyaning argumenti qabul qilishi mumkin 
bo‘lgan barcha qiymatlar to‘plami, funksiyaning aniqlanish sohasi deyi- 
ladi, u funksiyaning qabul qilgan qiymatlar to‘plami esa funksiyaning 
o‘zgarish sohasi deyiladi.

Masalan: у = x2 - 3x funksiyasining aniqlanish va o‘zgarish soha­
si haqiqiy sonlar to‘plamidan iborat. Funksiyaning aniqlanish sohasini 
tekshirishda quyidagi tengsizliklardan foydalanamiz.

1. a va b sonlar oralig‘idagi sonlar (a va 6 dan tashqari) ochiq 
intervaldeyilib, (a, b) shaklidayoki a<x<b shaklidako‘rsatiladi.

2. a va b sonlar oralig‘idagi sonlar (a va b ham qo‘yiladi), aniq 
interval deyilib [a, b] shaklidayoki a <x<b shaklidako‘rsatiladi.

Agar o‘zgaruvchi miqdor ixtiyoriy haqiqiy qiymatlar qabul qilsa 
uni quyidagicha ko‘rsatiladi:

— oo < X < 4-00 ' *

Misoliar:
1. y = arcsinx funksiyaning aniqlanish sohasi -1<x<1 aniq 

intervaldan iborat.

1 2

2. У = x2 fimksiya x =1 bo‘lganda ma’noga ega bo‘lmaydi. 

Shuning uchun bu funksiyaning aniqlanish sohasi ±1 dan boshqa 
haqiqiy sonlar to‘plamidan iborat.

— oo < X < —1 kJ —1 < X < 1 kJ 1 < X < 4-00

3. y = -j2-x funksiyada 2-x>0 bo‘lishikerak.
Bundan x < 2. Demak, funksiyaning aniqlanish sohasi x < 2.
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4. У =
у/5-х 

lg(*~l) Aniqlanish sohasi

5 ~x > 0
< x-1 > 0
x -1 Ф 0

1 < x < 2
2 < x < 5

Funksiyanng aniqlanish sohasi tekshirganda quyidagilami e’tibor- 
ga olish kerak:

1. Nolga bo‘lish mumkin emas;
2. Manfiy sondan juft ko‘rsatkichli ildiz chiqarib bo‘lmaydi;
3. Manfiy sonning va nolning logarifini boimaydi;
4. arcsinx, arccosx da |x|<l bo‘lishiva

5. arctgx da x ф j + кл, arcctgx da x brbo'lishi.

Chegaralangan va chegaralanmagan funksiyalar
1. y=f(x) funksiyaning o‘zgarish sohasidagi har qanday qiymati uchun 
shunday o‘zgarmas chekli В sonni ko‘rsatish mumkin bo‘lib,/fx)<2? 
bo‘ lsa./fx> yuqoridan chegaralangan funksiya deyiladi.
2. у =f(x) funksiyaning o‘zgarish sohasidagi har qanday qiymati uchun 
shunday o‘zgarmas chekli A sonni ko‘rsatish mumkin bo‘lib, f(x)>A 
bo ‘Isa, f(x) quyidan chegaralangan deyiladi.

Misoliar A. y=x2-4x+6 funksiya -qo<x<+oo oraliqda 
aniqlangan bo‘lib, u quyidan chegaralangan. Haqiqatdan ham, y=(x- 
2)2+2 Demak, у >2 ya’ni funksiyaning eng katta qiymati yo‘q. Eng 
к ichik qiymati 2.

2. У=-Зх2+4х+7 funksiya yuqoridan chegaralangan. Haqiqatdan 
ham,

y=-3x2+4x+7=-3fx2-| -x-^)=-3(x-^)2-1-,
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ya’ni funksiyaning eng katta qiymati bor. Eng kichik qiymati yo‘q. 
Demak, у<-'1~Agar y=f(x) funksiya yuqoridan ham, quyidan 

chegaralangan bo‘lsa, ya’ni A<f(x)<B bo‘lsa, bunday funksiyaga 
chegaralangan funksiya deyiladi.

Masalan, y=sinx, y=cosx funksiyalar chegaralangandir, chunki - 
l<sinx<l na -1<cos<1 shartlari bajariladi.

Agar y=f(x) funksiya uchun A<f(x) yoki f(x)<B tengsizliklami 
qanoatlantiradigan A yoki В sonlari mavjud bo‘Imasa, u holda bunday 
funksiya chegaralanmagan funksiya deyiladi.

Masalan, y=x funksiya (-ao, +oo) oraliqda aniqlangan, lekin 
chegaralanmagan funksiyadir, ya’ni -oo<y<+oc> f(x)>a bo‘lsa, funksiya­
ning aniqlanish sohasidan olingan x uchun grafikning barcha nuqtalari 
y=a to‘g‘ri chiziqdan (2-chizma) yuqorida joylashgan bo‘ladi.

Juft va toq funksiyalar
y=f(x) funksiyaning aniqlanish sohasiga tegishli x o‘zgaruvchi- 

ning har bir qiymati bilan -x qiymat hanrshu funksiyaning apiqlanish 
sohasiga tegishli bo‘lsa va bunda f(-x)~-~f(x) tenglik bajarilsa, y=f(x) 
funksiya juft funksiya deyiladi. Masalan, f(x)=x2 funksiya juft 
funksiyadir. Haqiqatdan, bu funksiya R to‘plamda aniqlangan va 
demak, aniqlanish sohasi har qanday x bilan -x ni o‘z ichiga oladi.

Bundan tashqari, f(-x)-^(~x)2~x2^f(x) tenglik bajariladi. Juft 
funksiya grafigi ordinata o‘qiga nisbatan simmetrik bo‘ladi (7-chizma).

4Y

c 1

7-chizma
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y=cosa juft funksiyadir. Haqiqatdan ham, har qanday a va -a 
uchun Pa va P.a nuqtalar absissalar o‘qiga nisbatan simmetrik joy- 
lashgan (9-chizma). Bundan shu nuqtalaming absissalari bir xil, 
ordinatalari esa qarama-qarshi ekani kelib chiqadi. Bu kosinus ta’rifiga 
ko‘ra, har qanday a da quyidagi tenglik to‘g‘ri ekanini bildiradi: 
cosa=cos(-a). Umuman, har qanday juft funksiyaning grafigi ordinata 
o‘qiga nisbatan simmetrikdir. y=f(x) funksiyaning aniqlanish sohasiga 
tegishli x ning har bir qiymati bilan -x qiymat ham shu funksiyaning 
aniqlanish sohasiga tegishli bo‘Isa va bunda/f-%j=-/<x? tenglik bajarilsa, 
y ^f(x) funksiya toq funksiya deyiladi. Toq funksiyaning grafigi 
koordinata boshiga nisbatan simmetrik joylashadi. Masalan, f(x)=x3 
funksiya toq funksiyadir. Haqiqatdan ham, f(-x)^(-x)3=-f(x), ya’ni f(- 
x) =-f(x) tenglik bajariladi. Bu funksiyaning grafigi koordinata boshiga 
nisbatan simmetrik bo‘lib, kubik paraboladan iboratdir (9-chizma). 
y^sinx toq funksiyadir. Haqiqatdan ham, chizmada Pa va JL^nuqtalar- 
ning ordinatalari bir xil, lekin ishoralari qarama-qarshiligidan sina=ya, 
sin(-a)=-ya boiadi. Bundan esa sin(~a)=-sina bo‘ladi. Har qanday 
funksiya ham juft yoki toq bo‘lishi shart emas.

Masalan^^A+Jj^x2!-*5, y=sinx+cosx juft ham, toq ham emas. 
Demak, funksiyalar har doim juft yoki toq bo‘lishi shart emas ekan.

Davriy funksiyalar
Ta’rif. Agar f(x) funksiya uchun shunday t>0 son mavjud va 

funksiyaning aniqlanish sohasidan olingan har bir x uchun x+t va x- 
l lar aniqlanish sohasiga joylashgan bo‘\fo,f(x+t)=f(x) tenglik o‘rinli 
bo‘Isa, u holda f(x) davriy funksiya deb ataladi. t sonlami eng kichigi 
funksiyaning davri deyiladi.

¥
i

8-chizma
Misol. y=sinx, y=cosx, y=tgx,y=x-[x] davriy funksiyalardir.

139



Davriy funksiyaning grafigini hosil qilish uchun uning bir davr 
ichidagi grafigini chizib, so‘ngra uni chapga va o‘ngga cheksiz ko‘p 
marta ko‘chirish kerak.

Misol. f(x)=x-[x]=x - E(x) fimksiya berilgan. Bunda E(x)^\x\ 
ifoda x ning butun qismini bildiradi. ( E - fransuzcha Entier - 

ante-butun so‘zining birinchi harfi). Masalan, [x]=m m
butun son.

f(x)=x-E(x)={x}. Bu funksiya x ning kasr qismini bildiradi, ya’ni 
f(l)=0; f(l,05)=0,05;... , f(x) funksiya davriydir va uning davri t=l 
dir. Haqiqatdan,

f(x+l)=x+1-E(x+l)=x+1-E(x)-1 =x-E(x) =f(x).
Demak, har qanday butun son ham davr bo‘ladi. (Funksiyaning 

grafigi 8-chizmada ko‘rsatilgan)

9-chizma
Monoton funksiyalar

Ta’rif-1: y=f(x) funksiyaning X sohadagi ihtiyoriy ikkita (xi,X2) 
qiymatlari uchun xi<X2bo‘lganda f(xi)<f(x2) tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, u 
holday=f(x) funksiyasiX sohada o‘suvchi funksiya deyiladi.

Yuqorida, aytib o‘tilgan ta’rifni geometrik nuqtai nazardan quyida- 
gicha ko‘rsatishimiz mumkin.
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Yuqoridagi ta’rifdan ko‘rinadiki, funksiya biror oraliqda o‘suvchi 
bo'iishi uchun shu oraliqdagi argumentning kichik qiymatiga funksiya­
ning kichik qiymati, argumentning katta qiymatiga funksiyaning katta 
qiymati mos kelar ekan.

1) y=2x funksiyasi butun son o‘qida o‘ suvchi.
2) y=tgx funksiya ham о‘suvchi funksiyadir.
Ta’rif-1: y-f(x) funksiyaning X sohadagi ixtiyoriy ikkita 

qiymatlari uchun x/<X2 bo‘lganda f(xi)<f(x2) tengsizlik o‘rinli 
bo'Isa, u holda у funksiyasi (xi,X2) oralig‘ida kamaymaydigan 
Ibnksiya deyiladi.

Ta’rif-2:y=f(x) ning argumenti Jfni ^(xi,X2) uchunxi<X2, bo‘lganda 
f(xi)>f(x2) tengsizligi o‘rinli bo‘lsa,y=/fx) ni (xi,x^ oralig‘ida kama- 
yuvchi funksiya deyiladi.

1- Misol: y^x2 funksiyaning olsak, bu funksiya (-00,0) oralig‘ida 
knmayuvchi, (0,oo) oralig‘ida o‘suvchi funksiyadir.

2- Misol:y=sinx funksiya (0, y) oraliqda monoton o‘suvchi bo‘lib, 

(".oraliqda monoton kamayuvchidir.

Ta'rif: у =f(x) ning argumentining ixtiyoriy (xi ,X2) qiymatlari 
uchun ^i<X2 bo'lganda f(xi)>ffa) bo‘lsa, u holday=/(%) funksiyasi 
(х/.хг) oralig‘ida о ‘smaydigan funksiya deyiladi.
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Agar berilgan oraliqda argumentning katta qiymatiga funksiya- 
ning katta qiymati mos kelsa, ya’ni shu oraliqdagi ixtiyoriy xi va X2 
uchun X2>xi shartdan f(x2)>f(xi) kelib chiqsa, y=f(x) funksiya shu 
oraliqda о ‘suvchi deyiladi.

ТаУ^-З: Biror (xj, X2) oralig‘ida o‘suvchi va kamayuvchi funksi- 
yalar monoton funksiyalar deyiladi.

Mustaqil ishlash uchun misoliar:
1. Quyidagi funksiyalaming aniqlanish sohasini toping:
а) У = b) g = arcsin—---

-Jx2 - 3x + 2 2

v) у =--- --5- g) у = л/25 - уЗ + lgsinx7 lg(4-x2)

J: q)(-oo,l)kj(2,+«>) b) [0.4] v) (-2,-л/з )^(-л/з, ^3)о(-/з,2) g) [-5, - 
7t)u(0, 7l)

2. Quyidagi funksiyalaming o‘zgarish sohasini toping:
a) у = 716 - x2 b) у=3cosx-l; v) у = 3''

•h 7) [0,4]; b) [-4,2] v)(0,l],
3. Quyidagi funksiyalaming juft yoki toq funksiya ekanini aniq­

lang:
a) >’ = sin5x b) y = lgcos2x v) у = tg3x + cos4x

J: a)toq b) toq ham emas juft ham emas v) juft

4. Quyidagi funksiyalaming davrlarini aniqlang:
a) J^ = x4sin3x b) у = X4 - X2 + x v) v = lgcosx

J: a) у b) л v) n

5. Quyidagi funksiyalaming juft yoki toqligini aniqlang:
a) у = 71-x)2 +7(1 + x)2 Ь) у — In——- v) у = 1п(х+ /1 + х2) g)

l + x
y = 2x + 2~x

J: a)juft b)toq v)toq g)juft
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XII BOB. TESKARI FUNKSIYA TUSHUNCHASI

12.1. Teskari funksiya
12.2. Funksiyaning superpozitsiyasi
12.3. Elementar funksiyalar

Teskari trigonometrik funksiyalarga o‘tishdan avval umuman 
k'Nkari funksiya haqidagi izoh berib o‘tamiz.

b'araz qilaylik; y^f(x) funksiya biror X sohada berilgan bo‘lsin va 
v argument X sohada o‘zgarganda, bu funksiya qabul qilgan barcha 
qlymatlar to‘plami У bilan ifodalansin. Odatda, Xva Y lar oraliqlardan 
Iborat bo‘ladi.

Biz Y sohadan biror y=yo qiymatni tanlaylik; bu vaqtda X 
Noluidan bizning funksiyamiz xuddi shu yo ga teng bo‘ladigan x^xo 
qiymat, albatta, topiladi, demak,/(XQ)=yobo‘ladi.

xq ning bunday qiymatlari bir qancha bo‘lishi ham mumkin. 
Shunday qilib, Y sohadagi у ning har bir qiymatiga x ning bitta yoki 
bir qancha qiymati mos keladi; shu bilan Y sohada bir qiymatli yoki 
ko‘p qiymatli x=g(y) funksiya aniqlanib, buni y=f(x) funksiyaning 
teskari funksiyasi deyiladi.

Misoliar qaraymiz:
1) y=cf (a>l) funksiyani olaylik, bu erda x argumentX=(-oo;+<*>)

oraliqda o‘zgaradi. Funksiya u ning qiymatlari Y=(0; +<x>) oraliqni 
Uishkil qiladi, shu bilan birga, bu oraliqdagi har birу ga X dan birgina 
v qiymat mos keladi. Bu holda teskari funksiya bir q i у m a t
I i bo4adi.

2) Aksincha, y=x? funksiya uchun x argument X=(-qo; +oo) 
oraliqda o‘zgarsa, teskari funksiya ikki qiymatli bo‘ladi, chunki Y[0; 

i <x)) oraliqdagiу ning har bir qiymati uchun Xdaikkita x=±y[y qiymat 
mos keladi. Odatda, bu ikki qiymatli funksiya o‘miga x=+ jy va x=-y[y 
funksiya (ikki qiymatli funksiyaning “shoxchalari”) tekshiriladi. 
Вu laming har birini alohida y=x2 ga teskari funksiya deb qarash ham
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mumkin, faqat bu vaqtda x ning o‘zgarish sohasi [0; +oo) yoki (-00; 
0] oraliq bilan chegaralangan, deb faraz qilish kerak.

Berilgan y=f(x) funksiyaning grafigiga qarab, bunga teskari 
x=g(y) funksiyaning bir qiymatli bo‘lish yoki bo‘lmasligini sezish 
osondir. Agar x o‘qqa parallel bo‘lgan har bir to‘g‘ri chiziq bu grafikni 
faqat bitta nuqtada kessa, u ho Ida teskari funksiya bir qiymatli bo‘ladi. 
Aksincha, bunday to‘g‘ri chiziqlardan ba’zilari grafikni bir nechta 
nuqtada kessa, teskari funksiya ko4p qiymatli bo‘ladi. Bu holda grafikka 
qarab, har bir bo‘lakka bu funksiyaning bir qiymatli “shoxchasi” mos 
keladigan qilib, x ning o‘zgarish oralig‘ini bo‘laklarga bo‘lish mumkin. 
Masalan, 1-chizmadagi y=x2 funksiyaning grafigi bo‘lgan parabolaga 
birinchi qarashimizdayoq, uning teskari funksiyasi ikki qiymatli ekanini 
aniq ko‘ramiz va teskari funksiyaning bir qiymatli “shoxchalarini” olish 
uchun parabolaning o‘ng va chap bo‘laklarini, ya’ni x ning musbat va 
manfiy qiymatlarini alohida qarash etarlidir.

Agar x=g(y) funksiyasi y=f(x) funksiyaga teskari bo‘lsa, u vaqtda 
bu ikki funksiyaning grafigi bir xil bo‘lishi ravshan. Teskari funksiya­
ning argumentini ham x bilan belgilashni, ya’ni x=g(y) funksiya o‘miga 
y=g(x) deb yozishni talab etish mumkin. U vaqtda gorizontal o‘qni у 
o‘q deb va vertikal o‘qni esa x o‘q (yangi) gorizontal, у o‘q (yangi) 
vertikal bo‘lsin desak, u vaqtda bu o‘qlaming o‘rinlarini almashtirib, 
birining o‘miga ikkinchisini qo‘yish kerak, bu esa grafikni ham 
o‘zgartiradi. Buni amalga oshirish uchun xOy chizma tekisligini birinchi 
koordinata burchak bissektrisasi atrofida 180° ga aylantirish hammadan 
ham qulaydir
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Shunday qilib, oxiri y=g(x) ning grafigi y=f(x) ning grafigini shu 
bissektrisaga nisbatan ko‘zgudagi aksi deb olish mumkin.

Funksiyaning superpozitsiyasi
Funksiyalaming superpozitsiyasi (yoki o‘miga qo‘yish) tushun- 

chasi bilan tanishaylik. Bu tushuncha berilgan funksiyaning argumenti 
o‘rniga boshqa argumentga bog‘liq bo‘lgan funksiyani qo‘yishdan 
iboratdir. Masalan, y=sinx z=lgy funksiyalaming superpozitsiyasi 
z Igsinx funksiyani beradi; shunga o‘xshash Ji-x2, arctg- va hokazo 

funksiyalar ham hosil bo‘ladi.
Umuman, y=f(x) funksiya x ning hamma qiymatlari uchun X={x} 

sohada aniqlangan va shu bilan birga bu funksiyaning hamma qiymat­
lari esa Y={y} sohaga kirgan deb faraz etaylik. Endi z=<p(y) funksiya 
xuddi y=£y/sohada aniqlangan bo‘lsin. U vaqtda z о‘zgaruvchining o‘zi 
у orqali x ning funksiyasi bo‘ladi, ya’ni: z=<p(f(x)).

x ning X sohadagi berilgan qiymati bo‘yicha avvaly ning Y dagi 
unga mos qiymatini (f belgi bilan xarakterlangan qonun bo‘yicha) 
topamjz, so‘ngray ning bu qiymatiga muvofiq z ning qiymatini (<p belgi 
bilan xarakterlangan qonun bo‘yicha) aniqlaymiz; z ning bu qiymatini 
x ning tanlangan qiymatiga mos deb hisoblanadi. Hosil qilingan 
f unksiyaning funksiyasi yoki murakkab funksiya ffx) va cp(y) funksiya- 
larning superpozitsiyasi natijasida vujudga keldi.

Bundagi f(x) funksiyaning qiymatlari, <p(y) ni aniqlovchi Y soha- 
dan chetga chiqmaydi degan farazimiz g‘oyat muhimdir; agar bu faraz- 
ni tushirib qoldirilsa, ma’nosizlik yuz berishi mumkin. Masalan, 
z-lgy, y=sinx deb olib, biz faqat x ning sinx>0 ni qanoatlantiruvchi 
qiymatlarinigina olamiz, bo‘lmasa Igsinx ifoda ma’noga ega bo‘lmay 
qoladi.

Murakkab funksiyaning xarakteristikasi x va z orasidagi funk- 
sional munosabatning tabiati bilan emas, balki bu munosabatning 
berilrsh usuli bilangina bog‘langanligini ta’kidlab o‘tish foydali deb
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hisoblaymiz. Masalan, [-1,1] dagiу uchun z = f-y2 funksiya va [-1;у] 

dagix uchun y=sinx funksiya berilgan bo‘lsin.
U vaqtda: z = 71 - sin2 x - cos*.

Bu yerda cosx funksiyasi murakkab ko‘rinishida berilgan bo‘lib 
qoldi.

Endi, funksiyalaming superpozitsiyasi tushunchasi to‘la anglashil- 
gandan keyin, analizda tekshiriladigan eng oddiy funksiyalar sinflarini 
xarakterlashimiz mumkin: bular, yuqorida ko‘rsatilgan elementar 
funksiyalar, so‘ngra bulardan to‘rtta arifmetik amalni ishlatish va super- 
pozitsiyalashni chekli son marta ketma-ket qo‘llash natijasida kelib 
chiqqan funksiyalardir. Bu funksiyalami elementar funksiyalar orqali 
chekli ko‘rinishda ifodalanuvchi funksiyalar deb, ba’zan esa faqat 
elementar funksiyalar deb ham ataladi.

Elementar funksiyalar
Bu yerda elementar funksiyalar deb atalgan funksiyalaming ba’zi 

bir sinflarini ko‘rsatib o‘taylik.
1. Butun va kasr ratsional funksiyalar. X ga nisbatan butun 

у=ясх"+а/х"’;+.. .+a„./x+a«ko‘phad(bu yerda ao, ai, a2,... o‘zgarmas) 
bilan tasvirlanuvchi funksiya butun ratsional funksiya deyiladi.

Bunday ikki ko‘phadning
aoxn + ajXn’'+. . •+an.1x + a„ 

box“ + b1xm *+. . •+bra.1x + bm

nisbati kasr ratsional funksiya deyiladi. Bu funksiya x ning maxraji 
nolga aylantiruvchi qiymatlaridan boshqa hamma qiymatlari uchun 
aniqlangan bo‘ladi.

Misol tariqasida 1-chizmada y=ax2 funksiya (parabola) ning a 
koeffitsienti har xil qiymatlar qabul qilgandagi grafiklari berilgan.
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2-Chizmada esa y=- funksiya (teng yonli giperbola) ning a har xil
X

qiymatlarni qabul qilgandagi grafiklari berilgan.
2. Darajali funksiya.
Quyidagi y=x* ko‘rinishdagi funksiyani darajali funksiya 

deyiladi, bu erda p ixtiyoriy o‘zgarmas haqiqiy son. Agar p kasr bo‘lsa, 

biz ildizga ega bo‘lamiz. Masalan, m natural son bo‘lsin va: y=xm =
Bu funksiya m toq bo‘lganda, x ning hamma qiymatlari uchun va 

m juft bo‘lganda, x ning faqat musbat qiymatlari uchun aniqlanadi. Bu 
holda biz ildizning faqat arifmetik qiymatini hisobga olamiz. Nihoyat, 
p irratsional son bo‘lsa, x>0 deb faraz etamiz (x=0 qiymat /и>0 
bo‘lgdndagina olinadi).

Quyida 3 va 4-chizmalarda p ning har xil qiymatlari uchun darajali

3. Ko ‘rsatkichli funksiya, ya’ni

ko‘rinishdagi funksiyadir, bu yerda a 1 dan farqli musbat son; x istalgan 
haqiqiy qiymat qabul qila oladi. 5-Chizmada a ning har xil qiymatlari 
uchun ко‘rsatkichli funksiyaning grafiklari berilgan.
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4. Logarifmikfunksiya, ya’ni
y=log<#

ko‘rinishdagi funksiya, bu yerda a yuqoridagi singari 1 dan farqli mus- 
bat sondir; x faqat musbat qiymatlar qabul qiladi.

6-Chizmada bu funksiyaning a ning turli qiymatlaridagi grafiklari 
berilgan.

5. Trigonometrikfunksiyalar:
y=sinx, y=cosx, y^tgx, y=ctgx,

y=secx, y=coscx
Agar trigonometrik funksiyalaming argumentlari burchaklaming 

o‘lchovi sifatida qaralsa, ular bu burchaklami har vaqt radianlarda 
ifodalaydi (agarda aksi aytilmagan bo‘lsa). Buni har vaqt esda tutish 
kerak. Bunda tgxva secx lar uchun (2k+l)- ko‘rinishdagi qiymatlar, 

ctgx va coscx lar uchun Лд-(Ьи erda £-butun son) ko‘rinishdagi qiymat­
lar mustasnodir.

y=sinx (cosx) va y=tgx (ctgx) funksiyalaming grafiklari 7-8 
chizmalarda berilgan. Sinusning grafigi, odatda, sinusoida deyiladi.
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Mustaqil ishlash uchun misollar:
1. Funksiyaning aniqlanish sohasi topilsin: (Javoblari qavs ichida 

berilgan)

1.

2. у = л/4-х

([-1;+qo))

([-4; 4])

3. y = l-lgx
■ 4. y = lg(x + 3)

5. у = y/5 — 2x

(0, oc)

(3, + oo)

6.
1

x2 +1 ((- - 1)U (-1,1)U (1,+°°))

7. y =
1

у/э^х2

8. у = ylx2 -4-х + З

(-з,з)

((-00, 1]U[3, oo))

• 9. у - arcsin(x - 2) Ф, 3D
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Nazorat uchun savollar:

10. у = arccos(l - 2x) ([o,iD
2. Juft yoki toq fiinksiyalami aniqlang:

\ sinx f\x) =----- ,
X Zgx

x ax+ax
f(x)= oe -1 2

/(x) = x4 -4x2, Г(х) = X
ax—1

1. Qanday funksiyaga butun va kasr ratsional fiinksiya deyiladi?
2. Darajali fiinksiya deb qanday funksiyaga aytiladi?
3. Ko‘rsatkichli fiinksiya debchi?
4. Logarifmik fiinksiya ta’rifmi ayting?
5. Qanday funksiyalar trigonometrik funksiyalar deyiladi? *
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XIII BOB. SONLAR KETMA KETLIGI 
VA UNING LIMITI

13.1. Sonlar ketma-ketligi ta’rifi
13.2. Monoton ketma-ketliklar
13.3. Sonlar ketma-ketligi limiti ta’rifi
13.4. Sonlar ketma-ketligining limiti xossalari

1-ta ’rif. Natural sonlar to'plamida aniqlangan x„ =/(«), ne'V 
funksiyaning qiymatlari to‘plami sonli ketma-ketliklar deb ataladi.

Agar n ga 1,2,3,... qiymatlar bersak, bu funksiyaning 
x1=/(l),x2=/(2),...,x„=/(n),...

xususiy qiymatlariga ega bo‘lamiz, ular ketma-ketlikning hadlari yoki 
elementlari deb ataladi.

Bunda xj ketma-ketlikning birinchi hadi, x2 uning ikkinchi hadi va 
hokazo x„ ketma-ketlikning n-hadi deyiladi. Demak,

XI5 X2,..., x„...yoki /(1),/(2),
sonli .ketma-ketlikni tashkil etadi. Sonli ketma-ketlik {xj yoki {/(«)} 
orqali belgilanadi. Ketma-ketlikning n-hadi x„=/(n) uning umumiy 
hadi deb ataladi.

Ketma-ketlikning umumiy hadi ma’lum bo‘Isa, u berilgan hisob- 
lanadi.

1- misol. x„=^ funksiya ... ,^7, jketma-ketlikni

beradi.
2- misoI. xn = 2n funksiya R} = {2n} = {2,4,6,....,2n,...}ketma-ketlikni 

beradi.
3- misol. x„=l+(-l)n funksiya (xJ={i+(-i)"}={o, 2,0,2,i+(-i)",...} 

ketma-ketlikni beradi.
4- misol. x =- funksiya {x„}=J-UкJketma-ketlikni

* n l«J I 2 3 n J

beradi.
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Barcha misollarda n natural son, ya’ni n e N.
Shunday M son mavjud bo‘lsaki, barcha «e.v uchun *„<M 

tengsizlik bajarilsa, {xj ketma-ketlik ywt/ondiaw chegaralangan ketma- 
ketlik deb ataladi.

Shunday M>0 son mavjud bo’lsaki, istalgan яеЛ' uchun x„ >M 
tengsizlik bajarilsa, {x„} ketma-ketlik quyidan chegaralangan ketma- 
ketlik deb ataladi.

Ham yuqoridan ham quyidan chegaralangan ketma-ketlik chega­
ralangan deb ataladi. Chegaralangan ketma-ketlik uchun shunday M>0 
son mavjud bo‘lib barcha neN uchun |x„| <M tengsizlik bajariladi.

Agar istalgan n natural son uchun x„ <x„+1 tengsizlik bajarilsa, {*„} 
monoton о ‘suvchi ketma-ketlik deb ataladi.

Agar istalgan n natural son uchun xn >x„+1 tengsizlik bajarilsa, {xj 
monoton kamayuvchi ketma-ketlik deb ataladi.

Agar istalgan n natural son uchun x„ >x„+] tengsizlik bajarilsa, {xj 
о ‘smaydigan ketma-ketlik deb ataladi.

Agar istalgan n natural son uchun xn <xr+1- tengsizlik bajarilsa, {x„} 
kamaymaydigan ketma-ketlik deb ataladi.

5- misol.{xJ= {и2}= {1,4.9,16,....,-o‘suvchi, quyidan chegaralangan 
ketma-ketlik.

6- misol. {x„}={1 - 2n] = {-1,-3, - 5,....} -kamayuvchi, yuqoridan chegara­
langan ketma-ketlik.

7-misol.{x„}={ —U..l-o‘suvchi, chegaralangan ket- 
[n + 1 I [2 3 4 n + 1 I

ma-ketlik.
Ketma-ketlikning limiti

a o‘zgarmas son va {x„} ketma-ketlik berilgan bo‘lsin.
2-ta’rif. Agar istalgancha kichik e > 0 son uchun shunday w = n(e) 

natural son mavjud bo‘lsaki, undan katta barcha n lar uchun |x„ -a| < e 
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tengsizlik bajarilsa, a o‘zgarmas son {%„} ketma-ketlikning limiti deb 
ataladi va iimx„ = a yoki x„ a kabi belgilanadi.

Agar {xj ketma-ketlikning limiti a chekli son bo‘Isa ketma-ketlik 
yaqinlashuvchi, aks holda ya’ni a mavjud bo‘lmasa yoki °o bo‘lsa u 
uzoqlashuvchi ketma-ketlik deb ataladi.

|x„-a|<s tengsizlik a-£<xn<a + £ tengsizliklarga teng kuchli 
ekanini ko‘rdik. Buni e’tiborga olsak, limit tushunchasini geometrik 
nuqtai nazardan bunday tushuntirish mumkin: agar istalgan e > 0 son 
uchun shunday y = ^) natural son topilsaki, {xj={x1,x2,....,x)v,xv+1,...} 
ketma-ketlikning 7V+1- hadidan boshlab barcha hadlari a nuqtaning e- 
atrofiga tushsa, ya’ni a nuqtaning г -atrofiga {xj ketma-ketlikning 
birinchi A ta chekli sondagi hadlaridan tashqari barcha hadlari tushsa, a 
o‘zgarmas son {xj ketma-ketlikning limiti deb ataladi.

Shunday qilib, a o‘zgarmas son {xj ketma-ketlikning limiti 
bo‘lganda bu nuqtaning istalgan e-atrofi (a-E, a+e) da ketma- 
ketlikning cheksiz ko‘p hadlari yotadi, z -atrofdan tashqarida ketma- 
ketlikning chekli sondagi hadlari qoladi xolos.

8-misol.  (x„}=|-^J ketma-ketlikning limiti 1 ga teng ekanligi 

ko‘rsatilsin.

Yechish. Ixtiyoriy e>0 sonni olib [x„-a| = <£ yoki _i

n
< E

tengsizlikni tuzamiz. Biroq n>0, shuning uchun - < e yoki n > -.
n £

Bundan ko‘rinadiki, n = n(e) sifatida - natural bo‘lganda shu
£

sonni o‘zini, u natural son bo‘lmaganda Щ+1 sonni ([x]- x ning butun 

qismi) olinsa, u holda n ning n > n(e) tengsizlikni qanoatlantiradigan 
barcha qiymatlari uchun

- <£ yoki — -1<£ tengsizlik bajariladi. Bu esa iim-^- = i 
ж «I |л + 1 «->‘”« + 1

ekanini bildiradi.
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Masalan, e =0,01 bo ‘ Isa N= -=—=100 va ketma-ketlikning 101- £ 0,01 &

hadidan boshlab barcha hadlari tz=l nuqtaning 0,01- atrofi (0,99, 1,01) 
ga tushadi, atrofdan tashqarida ketma-ketlikning chekli, ya’ni 100 ta 
hadi qoladi. Shuningdek, £ =0,001 bo Uganda N= -^—=1000 va л ning 

n
n + 1

1001-qiymatidan boshlab barcha hadlari uchun -1 <0,001

tengsizlik bajariladi. Boshqacha qilib aytganda, bu holda (x„}= 

ketma-ketlikning 1001-hadidan boshlab barcha hadlari a=l nuqtaning £ 
=0,001 atrofi (0,999, 1,001) ga tushadi, bu atrofdan tashqarida esa 
ketma-ketlikning chekli, ya’ni 1000 ta hadi qoladi, xolos.

1-izoh.  O‘zgarmas sonning limiti shu sonning o‘ziga teng.
Haqiqatan, o‘zgarmas c sonni barcha hadlari shu songa teng 

bo‘lgan ketma-ketlik deb qarash mumkin, ya’ni x„=c. Shuning uchun 
istalgan £ > о son uchun

tengsizlik doimo bajariladi. - *'
2-izoh.  Yaqinlashuvchi ketma-ketlik faqat birgina limitga ega 

bo‘ladi.
Haqiqatan, limx, = a, iimx„ = ь bo‘lib a*b bo‘lsin. U holdaketma- 

ketlik limitining ta’rifiga binoan istalgancha kichik £ >oson uchun 
shunday nx va n2 natural sonlar topilib n ning v, dan katta barcha 
qiymatlari uchun |x„ - a| < £ tengsizlik va n ning n2 dan katta barcha 
qiymatlari uchun |x„ -6| < e tengsizlik bajariladi. v, va n2 dan kattasini 
N deb belgilasak, n ning N dan katta barcha qiymatlari uchun |x„ - a| < e 

ва |x„ - z>| < e tengsizliklar bir vaqtda bajariladi. Demak, {x„} ketma- 
ketlikning xy+1 - hadidan boshlab barcha hadlari ham x=a nuqtaning 

ham x=Z> nuqtaning e -atrofida yotadi. Bu esa a*Z>bo‘lganda dan 

kichik e lar uchun bajarilmaydi. Bundan a=b ekani kelib chiqadi.
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3-izoh.  Наг qanday ketma-ketlik ham limitga ega bo‘lavermaydi.
Masalan, {xn} = (1 + (-1)"} = {o, 2,0,2,1 + (-1)"ketma-ketlik hech 

qanday limitga ega emas, chunki uning toq raqamli hadlari 0 ga, juft 
raqamli hadlari 2 ga teng bo‘lib, |хя+1 -x„|=2 va s<1 bo‘lganda n ning 
barcha qiymatlarida |xr-«)</; tengsizlikni qanoatlantiruvchi a son 
mavjud emas.

Monoton chegaralangan ketma-ketlik limitining mavjudligi
1- teorema. Agar {%„} ketma-ketlik monoton o‘suvchi va yuqori- 

dan chegaralangan bo‘lsa, u chekli limitga ega.
2- teorema. Agar {*„} ketma-ketlik monoton kamayuvchi va quyi- 

dan chegaralangan bo‘Isa, u chekli limitga ega.
Bu teoremalaming isbotini keltirmaymiz.
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XIV BOB. FUNKSIYA LIMITI

14.1. Funksiya limitining Koshi va Geyne ta’riflari
14.2. Chap va o‘ng limitlar
14.3. Funksiya limitining xossalari
14.4. Iqtisodda qoUlanishi

Funksiyaning nuqtadagi limiti. /'(x) funksiya x=a nuqtaning 
biror atrofida aniqlangari bo‘lsin (x=a nuqtaning o‘zida aniqlanmagan 
bo‘lishi ham mumkin). £>(/)-funksiyaning aniqlanish sohasidan limitga 
ega bo‘lgan ixtiyoriy {xa}={xl,x2,....,x„,...} ketma-ketlikni olamiz. f(x) 

funksiyaning {xj ketma-ketlikning nuqtalaridagi qiymatlari {/(x„)} ket­
ma-ketlikni tashkil etadi.

3-ta’rif. Argument x ning a dan farqli va unga yaqinlashuvchi 
barcha {x„} ketma-ketliklar uchun y = /(x) funksiyaning shu ketma-ketlik 
nuqtalaridagi qiymatlaridan tuzilgan {/(x„)} ketma-ketlik b songa 
yaqinlashsa, b son y = /(x) funksiyaning x=a nuqtadagi (yoki x - > a 

dagi) limiti deb ataladi va Him. f(x) = b yoki- x*->ada /(x)->z> ko‘rinishda 

yoziladi.
Дх) fimksiya x=a nuqtada faqat birgina limitga ega bo‘ladi. Bu 

yaqinlashuvchi {/(*„)} ketma-ketlikning yagona limitga ega ekanligidan 
kelib chiqadi.

л . . agar x ratsionalson bo'lsa,9-misol. £>(x) = 1[0, agar x irratsiond son bo'Isa.

Dirixle funksiyasi sonlar o‘qining hech bir nuqtasida limitga ega 
emasligi ko‘rsatilsin.

Yechish. Son o‘qining istalgan x0 nuqtasini olamiz. x0 ga yaqin­
lashuvchi argumentning {x„} ratsional sonlar ketma-ketligiga funksiya­
ning {£>(xn)}={i} qiymatlari ketma-ketligi mos bo‘lib uning limiti 1 ga 
teng bo‘lishi ravshan. x0 ga yaqinlashuvchi argumentning [Г/ irrat- 
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sional sonlar ketma-ketligiga funksiyaning {D(x„)}={0} qiymatlari ket- 
ma-ketligi mos kelib uning limiti 0 ga teng bo‘ladi. Shunday qilib, x0 
ga yaqinlashuvchi argumentning (xj va {*„} ketma-ketliklariga funksi­
yaning shu ketma-ketliklami nuqtalaridagi qiymatlaridan tuzilgan 
{£>(%„)} va {D(x„)} ketma-ketliklarharxil limitlarga ega. Bu funksiyaning 
limitga ega bo‘lish ta’rifiga xilof. Demak, D(x) funksiya x0 nuqtada 
limitga ega emas. x0 nuqta sonlar o‘qining istalgan nuqtasi bo‘lganligi 
uchun u sonlar o‘qining hech bir nuqtasida limitga ega emas. Shunday 
qilib Dirixle funksiyasi aniqlanish sohasining hech bir nuqtasida limitga 
ega emas ekan.

4-ta’rif. Istalgan £>o son uchun shunday <5>Q son mavjud 
bo‘lsaki, |x-a|<J tengsizlikni qanoatlantiradigan barcha a danfarqli x 
nuqtalar uchun |/(x) - z>| < s tengsizlik bajarilsa, b chekli son ,/'(x) 
funksiyaning x=a nuqtadagi (yoki x-+a dagi) limiti deb ataladi.

Bu ta’rifga quyidagicha geometrik izoh berish mumkin. b son 
f(x) funksiyaninr x=a nuqtadagi limiti bo‘lganda (a-s, a+<5) inter- 
valdagi barcha x lar uchun /(x) funksiyaning qiymatlari (ь-е, ь+е) 
intervalda yotadi.

Keltirilgan uchinchi va to‘rtinchi ta’riflami teng kuchliligini 
ko‘rsatish mumkin.

x2 —2510-misol. lim—---- = 2 ekanini tarifdan foydalanib isbotlang.
x - 5x 
x2 — 25Yechish. f(x)=—?----  fimksiyani x=5 nuqtaning biror atrofida,
x -5x

masalan, (4,6) intervalda qaraylik. Ixtiyoriy e > 0 sonni olib |/(x) - < e
ni хф 5 deb quyidagicha o‘zgartiramiz:

lx2 -25
|x2 -5x

(x-5)(x + 5) 2 
x(x-5)

|x + 5 _ I_|5-xI [5-x| 
I x I I x I |x| ‘
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x>4 ekanini hisobga olsak |x|=x>4 bo ‘ lib * 25 -2 <5v kelib chiqadi.
x2-5x 4

Bundan ko‘rinib turibdiki, 8 = 4c deb olsak, u holda o<x-5|<(> 

tengsizlikni qanoatlantiradigan barcha x e (4; 6) uchun

x2 — 25tengsizlik bajariladi. Bundan 2 soni f(x)=-^----  funksiyaning x=5
x -5x

nuqtadagi limiti bo‘Iishi kelib chiqadi.
5-ta’rif. Istalgancha katta M>0 son uchun shunday 8 = 8{m)>g 

son mavjud bo‘lib, |x-«|<£ tengsizlikni qanoatlantiradigan barcha a 

danfarqli x lar uchun \f(x)\>M tengsizlik bajarilsa, x-+a da fix') funk- 
siya cheksizlikka intiladi deb aytiladi va bu iim/(x) = x kabi yoziladi.

11-misol. lim—-— = <x> ekani isbotlansin.
x-»2x-2

Yechish. Дх)= —— funksiyani qaraylik. Ixtiyoriy M>Q sonni

olsak, |Дх)|=-1_
x-2

x-2

>Mtengsizlik |x-2<^ bo‘lganda bajarilishi ko‘ri-

nib turibdi. Agar s = deb olinsa, |x-2|<J tengsizlikni qdnoatlan- 

tiradigan barcha x lar uchun >--M yoki —J— >M tengsizlik
x-2 8 x-2

bajariladi. Bu esa x->2 da Дх)= —— funksiya cheksizlikka intilishini 
x-2

bildiradi, ya’ni lim—— = 00
x^2x-2

Funksiyaning cheksizlikdagi limiti
6-ta’rif. Agar Дх) funksiya x ning yetarlicha katta qiymatlarida 

aniqlangan bo‘lib, istalgan e > о son uchun shunday A>0 son mavjud 
bo‘lib, |x|>7V tengsizlikni qanoatlantiradigan barcha x lar uchun 
|/(x) -ь\ < s tengsizlik bajarilsa, o‘zgarmas b son у = дх) funksiyaning 
x -»oo dagi limiti deb ataladi va bu limДх) = ь kabi yoziladi.

12-misol. iimx — = 1 ekani isbotlansin.
x-+°o X
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Yechish. /(x)= — funksiyani qaraylik. Istalgan л-<0 sonni
X

olsak l/(x)-z>l = l— Д bo‘lib w=- desak, barcha \x\>N
I X I I X I |x| E

uchun — -1 < — = с tengsizlik o‘rinli boiadi. Bundan 1 soni /(x) -
x N

x + 1
x

funksiyaning x-»x> dagi limiti bo‘lishi ayon bo‘ladi.
7-ta’rif. Agar /(x) funksiya x ning yetarlicha katta qiymatlarida 

aniqlangan bo‘lib, istalgan yetarlicha katta M>Q son uchun shunday 
V->0 son topilsaki, |x|>jV tengsizlikni qanoatlantiradigan barcha x lar 
uchun |/(х)|>л/ tengsizlik bajarilsa, y = f(x) funksiya x->oo da 
cheksizlikka intiladi deyiladi va iim/(x) = ® kabi yoziladi.

13-misol. limx2 = oo ekani isbotlansin.X->co

Yechish. f(x)=x2 funksiyani qaraylik. Istalgan M>Q sonni olib 
|/(v)|>m tengsizlikni tuzamiz. x2>M, bundan \x\>Jm kelib chiqadi. 
n 4m deb olinsa, |x| > jv tengsizlikni qanoatlantiradigan barcha x lar 
uchun x2 > n2 =mtengsizlik bajariladi. Bu timx2 = «> ekanini bildiradi.

Limitga ega funksiyaning chegaralanganligi
3-teorema. Agar /(x) funksiyaning a nuqtadagi limiti b chekli 

son bo‘Isa, u holda y=/(x) funksiya a nuqtaning biror atrofida 
c hegaralangandir.

Isboti. iim/(x) = & chekli son bo‘lsin. U holda limitni ta’rifiga 

binoan istalgan t->0 son uchun shunday 8>Q son topilib (a-8,a+8) 
intervaldagi barcha x lar uchun |/(x)-Ц<е yoki |/(x)|-|z>|<|/(x)-b\<s, 
bundan |/(x)|<|z>j + e bo‘lishi kelib chiqadi. Agar м = |л|+^ deb olinsa a 
nuqtaning 8 -atrofidagi barcha x lar uchun |/(x)| < м tengsizlik bajariladi. 
Bu / (x) funksiya (a - 8, a+8) intervalda chegaralanganligini ko‘rsatadi.
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Agar f(x) funksiya biror intervalda chegaralangan va nolga teng

bo‘lmasa, u holda —— funksiya ham shu intervalda chegaralangan

bo‘lishini ta’kidlab o‘tamiz.

Bir tomonlama limitlar
8-ta’rif. Agar /(x) fiinksiyaning л:nuqtadagi limitiningta’rifida 

x o‘zgaruvchi a dan kichik bo'lganicha qolsa, u holda funksiyaning 
shu nuqtadagi д limiti uning x=a nuqtadagi (yoki x -» a -0 dagi) chap 
tomonlama limiti deb ataladi va ь} = iim/(x), yoki b. = lim / (x), yoki

x—>a-0
x<a

д = /(« - o) kabi yoziladi.
Agar a=0 bo‘Isa, u holda д = Hm/(x)=/(-o) kabi yoziladi.

9-ta’rif. Agar /(x) funksiyaning x=a nuqtadagi limiti ta’rifida x 
o‘zgaruvchi a dan katta bo‘lganicha qolsa, u holda funksiyaning shu 
nuqtadagi b2 limiti uning x=a nuqtadagi (yoki x->a+0 dagi) о‘ng 
tomonlama limiti deb ataladi va b2 =iim/(x) yoki b2 = lim /(x), yoki x-ta x—»a+0

x>a

b2 = f(a+G) kabi yoziladi. ' *
Agar «=0 bo‘lsa, u holda ь2 = Hm Дх)=/(+0) kabi yoziladi.

/(*) funksiyaning x=a nuqtadagi chap va о‘ng tomonlama 
limitlari bir tomonlama limitlar deb ataladi. ь. =ь2 bo ‘ Isa, u holda Дх) 
funksiya x=a nuqtada limitga ega. Aksincha, Дх) funksiyaning a 
nuqtadagi bir tomonlama limitlari mavjud va ular teng, ya’ni Да-о)=
Да+о) bo‘lganda va faqat shundagina bu funksiya a nuqtada limitga 
egabo‘ladi.

Masalan,

f(x)-signx =
1, agar x>0 bo'Isa,

o, agar x = 0 bo'Isa,

-1, agar x < 0 bo'Isa
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funksiya x=a nuqtada limitga ega emas, chunki/(-o)=-l, /(+0)=l va 
/ (_o) * у (+o) (86-chizma). Bu funksiya 0 dan farqli istalgan nuqtada 
limitga ega.

A

1
у = sign x

1-chizma.

O‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar:
1. Sonli ketma-ketlik nima? Qachon u chegaralangan va 

qachon monoton deyiladi?
2. Ketma-ketlikning limiti nima? Ta’rifni tengsizlik yordamida 

bering va uni geometrik ma’nosini tushuntiring.
3. Monoton chegaralangan ketma-ketlik limitining mavjudligi 

haqidagi teoremalami ayting.
4. Funksiyaning nuqtadagi limiti nima?
5. Funksiyaning cheksizlikdagi limiti nima?
6. Limitga ega bo‘lgan funksiyaning chegaralanganligi 

haqidagi teoremani ayting.
7. Bir tomonlama limitlar nima? Funksiyaning nuqtadagi limiti 

va bir tomonlama limitlari orasida qanday bog‘lanish bor?
8. Cheksiz kichik va cheksiz katta funksiyalami ta’riflang? 

x>a va x->oo da cheksiz kichik va cheksiz katta fiinksiyalarga 
misoliar keltiring.

9. Cheksiz kichik va cheksiz katta funksiyalar orasida qanday 
bog‘lanish bor?

10. Cheksiz katta funksiya chegaralangan bo‘lishi mumkinmi? 
. 11. Cheksiz kichik funksiya chegaralanmagan bo'lishi

mumkinmi?
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12. Cheksiz kichik funksiyalarning asosiy xossalarini ayting?
13. Aniqlanish sohasining hech bir nuqtasida limitga ega 

bo‘lmagan funksiyaga misol keltiring.

Mustaqil ishlash uchun misoliar: 
Limitlarni toping.

1. ,. yj X +1 — 3 
hm--------------
x~^ x - 2 (-2)

2.

3.

4.

5.

vx + 1
lim--------
x^3 x-3

x-1
lim .-----—=
x_>"1 Vx +1 - V2 

x2-4
lim, -------=
х^г y/x + 3 - y/5 

7i+x2 -71-x2
lim

(VI)

(8л/5 )

x2
(V2)

6. (0)

7. (1)

8.
~”Vx2+4 (0)

9.

10.

11.

12.

lim---------
x^° 1 + x

hm ——
Vx -1

,. +5xVx
lim-----------
x->oo l_3x

.. "\/ X + 1 + д/З
lim—----------
x^2 x2 - 3

(1)

(1)

(2Л)

V

13. .. л/х + 3-21НП .— ---- =
Vx + 1-V2

x3+4x2 
lim—:-------
x^x x +1 (0)14.
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15. lim
X—>00

X4 +1 
х2 -1

(оо)

Ikki ajoyib limit
Transsendent funksiyalari limitlarini hisoblashda ko‘pincha quyi-

dagi limitlardan (ayniyatlardan) foydalanildi.

= 1(1), (!')
,. sin a t
hm------- = 1a->0 a

(2), lim(l + «)« =e (2')

«-*> sin a

Bu yerda e Eyler soni deyiladi. Bu irratsional son taqriban 2,7 ga 
tcng. (1) va (1') limitlar birinchi ajoyib limit deyiladi. (2) va (2') limitlar 
ikkinchi ajoyib limit deyiladi. Quyidagi misollami ko‘rib o‘tamiz.

Misol. limsin4x, 4x = a deb olamiz.
X

x -> о da a = 4x ham nolga intiladi.
Shuning uchun kasmi surat va maxrajini 4 ga ko‘paytirib va (1) va 

( Г) formuladan foydalanib quyidagilami topamiz.

sin4x
lim--------

X

4sin4x
= lim----------4X = 4 lim sin 4л

4x
= 4 lim sin a

a-И) (X = 41 = 4

Misol 2. lim—ni hisoblang. 
tglx °

.. x 1 .. cos3x .. x _ 1.. 3a . 1 . 1Inn------= lim . - - = lim---------= lim--------- limcos3x = -lim--------- 1 = - • 1 = -
1 •" tg3x sm3x x->o sin3* sin3x x->° 3 sin3x 3 3

cos3x

Chunki, lim-------- = 1 va limcos3x = cosO = 1
^sin3x

.. Vx + 4-2 . ,Л lim--------------m topmg.
< sin2x °
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aniqmaslik.

lim
x->0

Km—Т.7
x->° sin2x

sin 2x

ОsinO

= lim
x-»O

x + 4-4 
sin 2x(>/* + 4 + 2)

X 1 .. 2x-•lim-------- 7..• ■ ■
2 I_+o sin2x^Vx + 4 +sin 2x 2)

1
8

= lim
x->(l

x + 2
x-2

ni toping.

Bu yerda asosan limiti birga teng:

Ko‘rsatkichcheksizlikkaintilgan. Shunga asosan Г ko‘rinishdagi 
aniqmaslikka ega bo‘lamiz. Buni £ tipdagi aniqmaslik deb ham yuriti- 
ladi. *

1. I tipidagi aniqmaslikni ochish uchun asos quyidagicha

o‘zgartiramiz.
= limfl + —

x-2
= limfl + * + 27.(*-2)Y = nJ,+-АЛ

x-*»^ x-2 ) x-2)

Endi ko‘rsatkich x - ni —— kasrga ko‘paytiramiz va bo‘lamiz.
x-2

= lim
X—KO

4x
x-2

limfl + -^-1 4
x-2)

4x
x-2

limf X + = limf 1 +
x-*”^x-2J
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chunki 4 -« agar xesa— 2 = 1.
A - 2 4 2

(2) formulaga asosan kvadrat qavs ichidagi ifodani limiti e ga 
long. Bundan tashqari lim|/(x)]₽(’c)= |lim/(x)] teoremani qo‘lladik.

5. lim^i-—J ni toping.

'4-|) ham Г ko‘rinishdagi aniqmaslikni beradi. Aniqmaslikni 

ycchish uchun quyidagicha almashtiramiz.
Dcmak, - — -a, x = -—, x->oo, a-»0.

x a

Dcmak, lim^l-—= lim(l + a)~^ =^lim(l + «)«^ = e~2=-^-.

Mustaqil ishlash uchun misoliar:

Limitlami toping.
, sin5x
1. lim

*■>0 2x V27

_ sin3x + sin4x2. lim----------------A-»0 x (7)

3. lim X (2)1 -cosx
4. lim^

х-Л x (2)

5. lim X ■■=
x >0 Vl-COSX

(V2)

6. limxcterV ->0 (1)
„ sin4x7. hm1 »° Zg3x
8. Iim«x-,sin* (|)

'■>() sin x 2
.. sin4x-sinx9. hm-------------- (-)1 >° 2x V27
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lim
г—>0

10.

2

14. lim(l + 4x)x
x->0 '

15.
J_>0\ X )

(0)

(-)

(2)

O4)

(1)
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XV BOB. FUNKSIYA UZLUKSIZLIGI

15.1. Funksiya uzluksizligi ta’rifi
15.2. Uzulish turlari
15.3. Uzluksiz funksiya xossalari

Argument va funksiyaning orttirmalari
i /(r) funksiya (a; h) intervalda aniqlangan bo‘lsin. Bu intervaldan 

ixtiyoriy x„ nuqtani olamiz, unga funksiyaning y0 = f(x0) qiymati mos 
кvIndi (2-chizma).

(a, /») intervaldan olingan argumentning boshqa x qiymatiga funksi- 
yniiing i• = f(x) qiymati mos keladi. x-x0 ayirma x argumentning x0 
nuqtadagi orttirmasi deyiladi va Ax orqali belgilanadi.

I (r) /(x0) ayirma /(x) funksiyaning argument orttirmasi Ax ga mos 
orttirmasi deyiladi va \y orqali belgilanadi. Shunday qilib, Ax=x-x0, 
Al- /(x)-/(xn). Bundan x = x0+Ax, Ay=/(x0 + Ax)-/(x„).

2-chizmada (a; b) intervalning hech bir nuqtasida grafigi uzilmay- 
dignn funksiya tasvirlangan. Undan ko‘rinib turibdiki, argumentning 
kicliik Av orttirmasiga funksiyaning ham kichik Ap orttirmasi mos 
keladi. Boshqacha aytganda argument x ning bir-biriga yaqin qiymat- 
luiiga funksiyaning ham bir-biriga yaqin qiymatlari mos keladi. Bu 
qoida liar qanday funksiya uchun ham to‘g‘ri kelavermaydi. Masalan, 

i 1 funksiyani qaraylik. x ning bir-biriga ancha yaqin x, =-10 6 va
I

» I o' qiymatlariga funksiyani bir-biridan katta farq qiladigan = - Ю6 

vii г -io6 qiymatlari mos keladi. Agar biz у = - funksiyani grafigini (1-
X

cliizma) kuzatsak, grafikning uzilishga ega ekanligini va uzilish x ning 
HI qiymatida sodir bo‘lishini ko‘ramiz.
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Shuning uchun ham argument- 
ning x0 =0 nuqtaga yaqin nuqtalardagi 
kichik orttirmasiga funksiyaning ki- 
chik orttirmasi mos kelmaydi.

Bu kabi hollar barcha funksiya- 
lar sinfini ikkiga, ya’ni grafigi uzil- 
maydigan va grafigi bir nechta qism- 
lardan iborat fimksiyalar sinfiga bo‘- 
lib o‘rganishni taqozo etadi.

Funksiyaning nuqtada va intervalda uzluksizligi
y=j\x) funksiya x0 nuqtada va uning biror atrofida aniqlangan 

bo‘lsin.
1-ta ’rif. #m/(x) = /(x0), (18.1)

х->я0

ya’ni funksiyaning x0 nuqtadagi limiti uning shu nuqtadagi qiymatiga 
teng bo4 Isa, y = f(x) funksiya x0 nuqtada uzluksiz deb ataladi.

Bu ta’rifga teng kuchli yana bir ta’rifni keltiramiz.
2-ta ’rif. Istalgan £>o son uchun shunday £ = <5(^)>o son mavjud 

boMsaki, |x-x0|<£ shartni qanoatlantiradigan istalgan x uchun 
|/(x)-/(x0)| < £■ tengsizlik bajarilsa, y = f(x) funksiya x0 nuqtada 
uzluksiz deb ataladi.
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3-ta’ rif. вт Ay — о (18.2)
Дх->0

bo‘lsa, y = j\x) funksiya x0 nuqtada uzluksiz deb ataladi.
2-chizmada tasvirlangan у = /(x) funksiya x0 nuqtada uzluksiz,

chunki (18.2) shart bajariladi.

3-chizma.
3-chizmada tasvirlangan y = f(x) funksiya x0 nuqtada uzluksiz emas, 
chunki dim Ay 0

Ax—>0

1-misol. y--x2 funksiyani ixtiyoriy x0 nuqtada uzluksizligini 
ko'rsating.

Yechish. Bu funksiya butun sonlar o‘qida aniqlangan. Ay ni 
tuzamiz: f(x) = x2; f(xa) = xn2; f(x0 + Ax) = (x0 + Ax)2;

Ay — f (x0 + Ax) - f(x0) - (x0 + Ax)2 - Xg = x2, + 2x0Ax + Ax2 - x2 = 2x0Ax + Ax2.

Demak, tim Ay = #т(2х0Дх + Ax2)=o va у = x2 funksiyani ixtiyoriy 

nuqtada uzluksiz.
Shunday qilib, y = x2 funksiya aniqlanish sohasining har bir nuqtasida 
uzluksiz ekan.

2-misol. v^sinx funksiyani ixtiyoriy x0 nuqtada uzluksizli­
gini ko‘rsating.

Yechish. /(x) = sinx

. /v * x zv x • z * x _ . x0 + Ax-x0 x0+Ax + xfAy “ /(x0 + Ax) - f (x0) - sm(x0 + Ax)- sinx0 = 2sin——  -cos——  =

iimAy~- Him 2sin—co
Л» »(Г Ax->0 2 2 Um sin—Um co 

Ar-M> 2
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chunki Am sin— = 0.Ax->0 2

Har bir elementar funksiya uchun shu tariqa mulohaza yuritib 
quyidagi teoremaning to‘g‘riligiga iqror bo‘lamiz.

1-teorema. Asosiy elementar funksiyalar o‘zlari aniqlangan 
barcha nuqtalarda uzluksizdir.

Bir tomonlama limit tushunchasidan foydalanib uzluksizlikni 
quyidagicha ta’riflash mumkin.

4-ta’rif. Funksiyaning x0 nuqtadagi chap va o‘ng tomonlama 
limitlari mavjud va o‘zaro teng bo‘Isa, y = f(x) funksiya x0 nuqtada 
uzluksiz deb ataladi.

Shunday qilib, /(x) funksiya xn nuqtada uzluksiz bo‘lishi uchun 
u shu nuqtada aniqlangan va /(xo-O) = /(xo+O) = /(xo) shart bajarilishi 
lozim ekan.

Yana 1-ta’rifga qaytib uni tim/(x) - f(timx) ko‘rinishda yozamiz.

Bundan ko‘rinib turibdiki, x0 nuqtada funksiya uzluksiz bo‘lsa 
funksiyaning shu nuqtadagi limitini topishda limit ishorasini funksiya 
belgidan ichkariga kiritish mumkin ekan ~ „

3-misol.
14- 1 —tim------------ цт __ + x) - + x)x ~ tn tim(\ 4 x)

x->0 x x-^0 X x~^ “x->0

Buyerda /’nx funksiyani x=e nuqtada uzluksizligidan foydalanib 
limitni funksiya ishorasi tn ning ichkarisiga kiritdik.

5-ta’rif. (a;b) intervalning barcha nuqtalarida uzluksiz /(x) 
funksiya shu intervalda uzluksiz deb ataladi.

Agar funksiya x0 nuqtada aniqlanganbo‘lib йж/(л) = /(xu) bo‘lsa,

y = /(x) funksiya x=x0 nuqtada o‘ngdan uzluksiz deyiladi.
Agar funksiya х=хй nuqtada aniqlangan bo‘lib, tim f(x) = f(x0) 

x->xy -0

bo‘Isa, y = f(x) funksiya x=xu nuqtada chapdan uzluksiz deyiladi.
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6-ta’rif. y = f(x) funksiya (a;b) intervalda uzluksiz bo’lib, x=a 

nuqluda o‘ngdan va x-b nuqtada chapdan uzluksiz bo‘lsa, u [a;b] 

kcsmada uzluksiz deb ataladi.
5- va 6- ta’riflarga hamda 18.1 teoremaga asoslanib y = ax, y = sinx, 

i cost funksiyalar butun sonlar o‘qida, y = £ogax funksiya (0;+oo) 

intervalda,у = 4x funksiya [o; +«)intervalda,^ = - funksiya (-oo;0)^(0; +oo) 
x

intervalda uzluksiz ekanligini ta’kidlab o‘tamiz.
Shuningdek, ko‘p had butun sonlar o‘qida, kasr-ratsional funksiya 

v ning kasr maxrajini nolga aylantirmaydigan barcha qiymatlarida 
uzluksiz ekanini eslatib o‘tamiz.

2- teorema. Agar Дх) va g(x) funksiyalar x0 nuqtada uzluksiz 
ho‘lsa, u holda ularning algebraik yig‘indisi, ko‘paytmasi va g(x0)*o 

bo’lganda bo‘linmasi ham shu x0 nuqtada uzluksiz bo‘ladi. Bu
g(x)

(coremaning isboti funksiya limitining xossalariga asoslangan. Endi 
murakkab funksiyaning uzluksizligiga oid teorema bilan tanishamiz.

Nuqtada uzluksiz funksiya xossalarini ifodalovchi teorema bilan 
tanishamiz.

3- teorema. Agar и = <p(x) funksiya x0 nuqtada uzluksiz, у = /(u) 
funksiya ua = ^(x0) nuqtada uzluksiz funksiya bo‘Isa, u holda y = Дз(х)] 
murakkab funksiya ham x0 nuqtada uzluksiz bo‘ladi.

Isboti. Um/Hx)]=/[p(x0)] ekanligini ko‘rsatamiz. « = c/?(x) funksiya- 
x-»r0

ning x0 nuqtada uzluksizligidan o>«^(x) = o(x„) = «, ga ega bo‘lamiz, 

ya’ni x->x0 да u-^u0 /(«) funksiyaning shu nuqtada uzluksizligini hi- 
sobga olsak

tim /[(Z»(x)] = tim f(u) = /(«0) = /[<p(x0)]
X->r0 U->«0

Shunday qilib, ikkita uzluksiz f(u) va <p(x) funksiyalardan tashkil 
topgan _y=/Hx)J funksiya ham uzluksiz bo‘lar ekan. Masalan, 
у-/л(4-?) murakkab funksiya x ning 4-x2>o tengsizlikni qanoat- 
lantiruvchi barcha qiymatlarida, ya’ni (-2; 2) intervalda uzluksiz.
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Asosiy elementlar va murakkab funksiyani uzluksizligi haqidagi 
teoremalarga tayanib elementar funksiyaning uzluksizligi haqidagi 
quyidagi teoremaga ega bo‘lamiz.

4-teorema. Barcha elementar funksiyalar o‘zlarining aniqlanish 
sohalarida uzluksizdirlar.

4-misol. tim 4sinx topilsin.

Yechish. 4sinx murakkab funksiya % = nuqtada uzluksiz bo‘lgani

uchun Hm 4,tox=4,m2 = 41 = 4 bo‘ladi.

5-misol. eim -—- topilsin.
x->0 x д

Yechish. Bu yerda ko‘rinishdagi aniqmaslikka egamiz. ax -1=t 

almashtirish olamiz. U holda ax =i+r, x=£oga(i+t) bo‘lib x->0 da 
?->oda va

1 1£iw -   = £im---- 7 ? = £im  ----- ?------ =----------?------- -  = —?— = £oga = £na
x tog.(l+z) lo^e

bo‘ladi. Xususiy holda £im?—± = £ne=l kelib chiqadi, ya’ni x->0 да

ex -1 .

Yechish. Bu yerda

6-misol. tim --- - topilsin.
x->0 x

^ko‘rinishdagi aniqmaslikka egamiz.

(1+xX-1 = j> almashtirish olamiz. U holda (1+xX=1+j, yoki buni e 

asosga ko‘ra logarifmlasak p£n(i+x) = £n(i+y) bo‘ladi. x->() da .v->o.
Demak,
eim flxx)" T1 = tim У=,lm X*(l+x)
х-Ю X *->0 X x~+° X

У
£n(l + y)

= p£im
x->0 x y-H>

у
£n(\ +

- p A-\ = p.

Shunday qilib, £im —-=p formulaga ega bo‘ldik.
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Uzluksizlik tushunchasidan foydalanilsa limitni hisoblash ancha 
osonlashadi, ya’ni uzluksiz funksiyaning biror nuqtadagi limitini hisob­
lash uning shu nuqtadagi qiymatini hisoblashga keltiradi.

Endi asosiy elementar funksiyalaming aniqlanish sohalarining 
chetlaridagi limitlari hamda ajoyib limitlar jadvalini keltiramiz.
1) x = a nuqtada uzluksiz у=/(x) funksiya uchun tim f(x) = /(a) bo‘ladi.

x—*a

2) f'ime‘ = -h'£, time* =0. 3) a>l bo‘lganda tima*=+<x>, tima*=0
t-H-ao x—>-oo x—>400 X—>—co

bo‘ladi.
4) о<a < 1 bo‘lganda tim a* = o, tim a* = +°o bo‘ladi.

x—>+oo x—>—00

5) a>o bo‘lganda «тхв=-н», «<о bo‘lganda timxa=o bo‘ladi;
X->+oo X->+no

6) tim tnx —+co, timtnx = -x. 6’) a>l bo‘lganda tim togax = +oo ,
X ->400 X->+0 X-Moo

tim togax = —oo

7) o<a<i bo‘lganda tim tog x — -oo, tim togax = +oo .
X—>400 X-44-0

14’)

8) tim tgx - +oo, 
х-Л-о

£im tgx = -oo .
2

10) tim™^ = \. 11) tim(l + — 1 —e.
*-0 X x)

12’) tim---- - = 1
X 13) X

л-0 x

9) tim arctgx — — , tim arctgx.
X—>+CG 2 X->-o0

12) tim------ -  = tn a
x

x tn a

Uzilish nuqtalari va ularning turlari
Agar f(x) funksiya x0 nuqtada uzluksiz bo‘Isa, u shu nuqtada 

aniqlangan, x0 nuqtada o‘zaro teng /(xo-O), /(x0+ 0) bir tomonlama
limitlarga ega hamda bu bir tomonlama limitlar funksiyaning x0 
nuqtadagi qiymati /(x0)ga teng bo‘lishini ko‘rdik. Ana shu shartlardan 
birortasi bajarilmasa, x0 nuqta f(x) funksiyaning uzilish nuqtasi, funk­
siyaning o‘zi uzlukli funksiya deb ataladi.

• Shunday qilib:
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1) funksiya x0 nuqtada aniqlanmagan;
2) funksiya x0 nuqtada aniqlangan, lekin /(xo-0) va /(xo+O) bir 

tomonlama limitlardan kamida bittasi mavjud emas;
3) funksiya x0 nuqtada aniqlangan, bir tomonlama limitlar ham 

mavjud, ammo ular o‘zaro teng emas;
4) funksiya x0 nuqtada aniqlangan, bir tomonlama limitlar ham 

mavjud va o‘zaro teng, lekin ular funksiyaning bu nuqtadagi 
qiymatlariga teng emas: f (x0 - 0)=f(x0 + 0) * /(x0) shartlardan kami­
da bittasi bajarilganda x0 nuqta funksiyaning uzilish nuqtasi 
deyilar ekan.
Masalan, y-^8111^ funksiya x = o nuqtada uzilishga ega (uzlukli), 

chunki bu nuqtada funksiya aniqlanmagan. Shuningdek, f(x) = signx 

funksiya ham x = 0 nuqtada uzilishga ega (uzlukli), chunki bu nuqtada 
funksiya limitga ega emas, ya’ni /(-o) * /(+o).

Uzilish nuqtalari uch turga bo'linadi.
7-ta ’rif. x0 nuqtada y = f(x) funksiya aniqlanmagan biroq 

shu nuqtadagi bir tomonlama limitlar mavjiid va o‘zaro teng, ya’ni 
/(x0-0)=/(x0+0) bo‘Isa, x0 nuqta funksiyaning yo‘qotiladigan uzilish 
nuqtasi deb ataladi.

Masalan, x0 = o nuqta j = funksiyaning yo‘qotiladigan uzilish
X

nuqtasi, chunki bu funksiya x=0 nuqtada aniqlanmagan, biroq
.. sinx .. sinx , _,_5 • ... ...£im----- --  hm----- --  1, ya П1 / (-0) — / (+0)x x—>+O x

bir tomonlama limitlar mavjud va o‘zaro teng. Agar biz funksiyaning 
x=o nuqtadagi qiymati sifatida uning bir tomonlama limitlarining 
qiymati 1 ni olsak, /(0)=/(-0)=/(+0)=l bo‘lib funksiya x = 0 nuqtada 
uzluksiz funksiyaga aylanadi va x = 0 uzilish nuqta yo‘qoladi.

8-ta ’rif. Agar y=f(x)funksiya x0 nuqtada aniqlangan yoki aniq­
lanmagan, lekin bir tomonlama limitlar mavjud va o‘zaro teng bo‘lmasa, 
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ya’ni /(xo-O)?t /(xo+O) bo‘isa, xn nuqta funksiyaningbirinchituruzilish 
nuqtasi deb ataladi.
h-,f\xu -O)-/(xo +0) soni funksiyaning x0 nuqtadagi sakrashi deb ataladi 
(93-chizma).

У =f(x)

0 xo x

4-chizma
Masalan,

1
1, agar x > 0, bo'Isa,

0, agar x - 0, bo'lsa, 

-I, agar x < 0, bo'lsa

funksiya uchun x = 0 nuqta birinchi tur uzilish nuqtasi bo‘lib, bu 
nuqtadagi funksiyaning sakrashi 2 ga teng.

Haqiqatan, f(x) = signx funksiya x = 0 nuqtada aniqlangan va /(0) 
=0. = £im signx= Him 1 = 1. f(~Q)—£imsignx=£im(—\) = —\, ya’ni x = 0

v x-»+4) x-»4t) x->-0 0

nuqtada bir tomonlama limitlar mavjud va о ‘zaro teng emas. Л=./'(+()) - 
/(-o)=l-(-l)=2.

9-ta ’rif. Agar x0 nuqtada bir tomonlama limitlardan kamida biri 
mavjud bo‘lmasa yoki cheksizlikka teng bo‘Isa, %0 nuqta funksiyaning 
ikkinchi tur uzilish nuqtasi deb ataladi.

Masalan, x = 0 nuqta /(%)=- funksiya uchun ikkinchi tur uzilish
X

nuqtasi bo‘ladi, chunki x = 0 nuqtada bir tomonlama limitlaming har 
ikkalasi cheksizlikka teng, ya’ni £im - = -«□ va £im - = +«.

x—>-0 x x->+0 x

Kesmada uzluksiz funksiyalarning xossalari
Kesmada uzluksiz funksiyalarning ayrim xossalarini isbotsiz 

keltiramiz.
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5-teorema.  Agar /(x) funksiya [«;/?] kesmada uzluksiz bo‘lsa, u 
holda u bu kesmada o‘zining eng kichik va eng katta qiymatiga erishadi, 
ya’ni [a; &] kesmada shunday x19 x2 nuqtalar mavjud bo‘lib [a; &] 
kesmadagi barcha x lar uchun /(*,)>/(*) va /(x2)</(x) tengsizliklar 
to‘g‘ri bo‘ladi (94-chizma).
w-/'(x,) va M = f{x2) j ^/(x)funksiyaning [a;z>] kesmadagi eng kichik 
va eng katta qiymatlaridir.

Izoh. Teoremaning sharti- 
dagi kesmani interval yoki yarim 
intervalga almashtirish mumkin 
emas.

Masalan, (o; 1) intervalda 
uzluksiz y = x funksiya bu inter­
valda o‘zining eng kichik va eng 
katta qiymatlarini hech biriga 
erisha olmaydi.

Natija. [«;/?] kesmada uzluksiz /(x) funksiya shu kesmada 
chegaralangandir. ' „

Haqiqatan, /(x) funksiya [a; /?] kesmadagi eng katta va eng kichik 
qiymatlarini mos ravishda M va m orqali belgilasak, [a; />] kesmadagi 
barcha x lar uchun m<f(x)<M tengsizliklar o‘rinli bo‘ladi. Agar C 
orqali |m| va |Af| dan kattasini belgilasak, |/(x)| < c tengsizlik bajariladi. 
Butengsizlik /(x) funksiya [«:/>] kesmada chegaralanganligini ко‘rsata- 
di.

6-teorema.  Agar /(x) funksiya [a; b] kesmada uzluksiz va kesma- 
ning oxirida turli ishorali qiymatlami qabul qilsa, u holda (a;b) 
intervalda kamida bitta nuqta mavjud bo‘lib, bu nuqtada funksiyaning 
qiymati nolga teng bo‘ladi.
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6- chizmada /(a)>o, /(/>)< о va хрх2,х3 nuqtalarda funksiyaning 
grafigi Ojc o‘qni kesib o‘tadi, demak, /(x,)=o, /(x2)=o, /(xj=o

7- teorema. /(x) funksiya [«; a] kesmada uzluksiz bo‘lib
uning shu kesmadagi eng kichik va eng katta qiymati bo‘lsin, u holda 
funksiya shu kesmada m bilan M orasidagi barcha oraliq qiymatlarini 
qabul qiladi, ya’ni m < Я < M shartni qanoatlantiradigan istalgan Л son 
uchun [a;b] kesmada kamida bitta x = c nuqta mavjud bo‘lib, /(с) = л 

tenglik to‘g‘ri bo‘ladi (96-chizma).

Izoh. Funksiya [a; a] kesmaning birorta nuqtasida uzilishga ega 
bo‘lganda 18.6- va 7- teoremalar bajarilmasligi mumkin. Masalan, 

/(*) = - funksiya uchun /(-i)=-i<o, f(i) = i>o bajarilsada у [-i;i]
X

kesmaning hech bir nuqtasida nolga aylanmaydi. Buning sababi /(x) = -
X 

funksiya [-1; 1] kesmadagi x = о nuqtada uzilishga ega (3-chizma).

O‘zingizni sinab ko‘ring:
1. Argument orttirmasi nima?
2. Funksiya orttirmasi nima?
3. Funksiyaning nuqtada uzluksizligini ta’riflang.
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4. Funksiyani intervalda va kesmada uzluksizligini ta’riflang.
5. Bir tomonlama uzluksizlikni ta’riflang.
6. Asosiy elementar funksiyalaming uzluksizligi haqidagi 

teoremani ayting.
7. Murakkab funksiyaning uzluksizligi haqidagi teoremani ayting.
8. Uzluksiz funksiyalar ustida amallar haqidagi teoremani ayting.
9. Elementar funksiyalar uzluksizligi haqidagi teoremani ayting.
10. Kesmada uzluksiz funksiyaning asosiy xossalarini ayting.
11. Funksiyaning uzilish nuqtasi nima?
12. Yo‘qotiladigan uzilish nuqtasi nima?
13. Birinchi va ikkinchi tur uzilish nuqtalari nima?
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XVI BOB. FUNKSIYA HOSILASI

16.1. Funksiya hosilasi ta’rifi
16.2. Hosila jadvali
16.3. Xossalari
16.4. Iqtisodda qo‘llanishi

1. Tezlik haqidagi masala. Faraz qilaylik moddiy nuqta to‘g‘ri 
chiziq bo‘ylab s = f(t) qonun bo‘yicha bir tomonlama harakatlanayotgan 
bo'lsin, bunda /-vaqt, .$■ t vaqt ichida nuqtaning bosib o‘tganyo‘li. 
Vaqtning z0 momentini qaraymiz. Bu momentda nuqta =/(/0)yo‘lni 
(Ftadi. Moddiy nuqtaning t0 momentdagi oniy tezligini topish masala- 
sini qo’yamiz. Buning uchun vaqtning boshqa t0 + Az momentini qaray- 
miz. Bunga s = f(t0 + Az) o‘tilgan yo‘ 1 mos keladi. U holda Az = t -10 vaqt 
ichida moddiy nuqta As = -s-s0= /(z0+Az)~ f(t0) masofani o‘tadi (97- 
chizma).

ST
---- --------------------------------------- ►

1 -chizma
= — nisbat nuqta harakatining Az vaqt oralig‘idagi o‘rtacha tezligini

Az

bcradi.
(Frtacha tezlikning Az->0 dagi limiti t0 momentdagi oniy tezlik deb 

ataladi va u v(1 orqali belgilanadi.

Demak, vu = £im— yoki v0 =

Sh unday qilib moddiy nuqtaning momentdagi oniy tezligini topish
v (19.1)

0 AZ

limitni hisoblashga keltirildi.
• 1-misol. Moddiy nuqta to‘g‘ri chiziq bo‘ylab s = z3 qonuniyat 

asosida harakatlanayotgan bo‘lsin. Bunda s- o'tilgan yo‘l santimetrda
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o‘lchanadi, /-vaqt sekundda o‘lchanadi. /=2сек dan = (2 + A/)sek gacha 
vaqt oralig‘ida nuqtaning o‘rtacha tezligi topilsin; дг=1; 0,01; 0,001 
deb olinsin. f=2 momentdagi oniy tezlik topilsin.
Yechish. As = (f + Az)3 -(z)3 = f+3z2Az+3zzV2 + AZ3 -t3 = 3t2Ai+3zAz2 + Az3.

О‘rtacha tezlik vo,„ = —= 3/2+3zaz + az2 bo‘adi. Agar Az=lsek bo‘lsa,

Z=2sek ekanini hisobga olib vo= 3 • 22+3 -2 • 1+12 = 19 sm/sek kelib chiqadi. 
f=2sek, Ar =0,01 sek bo‘ lganda vo,„ = з • 22+з • 2 • о,о 1+(o,oi)2 = 12,0601 sm/sek 

va Z=2sek, A/= 0,001 sek bo‘lganda Vo.n= з-г2+3-2 o,ooi+(o,ooi)2 =12,00600^™/^ 

bo‘ladi. Endi Z=2sek momentdagi oniy tezlikni topamiz.
v(l = timv,. = Z’zTwfez2 + 3zAz + At2 )= 3z2.

U At-ОГ1 Л/_ьП' '

/=2sek bo‘lganda v0 =3 22 = i2sm/sek hosil bo‘ladi.
Olingan natijalar shuni ko‘rsatadiki t f=2sek ga Az 0 ga qanchalik 

yaqin bo‘lsa o‘rtacha tezlik oniy tezlikdan shunchalik kam farq qilar 
ekan.

2-misol. s = ~~ qonuniyat asosida tekis tezlanuvchan harakat- 

lanayotgan (erkin tushayotgan) moddiy nuqtaning harakatning ixtiyoriy 
t momentidagi va Z=3sekund momentidagi oniy tezliklari topilsin.

Yechish.

. Д 3------
— nisbatni tuzamiz: — =--------= gt + ■ ta’rifga binoanAt At Al 2 b

Demak, t vaqtning istalgan momentida oniy tezlik v0 = gt ga teng 
ekan.
/=3sek bo‘lsa v0(3)=g-3 = 9,8?«/s^2 ■3sek=29,4mlsek, ya’ni harakat bosh- 
langandan so‘ng uchinchi sekundda moddiy nuqtaning tezligi 2<Wm/sek 

bo‘lar ekan.
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2. Sterjenning zichligi haqidagi masala. Uzunligi l ga teng 
ingichka to‘g‘ri chiziqli bir jinsli bo‘lmagan sterjenni qaraymiz. Shu 
sterjenning istalgan nuqtasida zichlikni aniqlaymiz. Steijen Ox o‘q 
bo ‘ у lab joylashgan va uning uchlaridan biri koordinatalar boshida yota- 
di deb faraz qilamiz. U holda sterjenning har bir nuqtasiga ma’lum x 
koordinata mos keladi.

Koordinatalari 0 va x bo‘lgan sterjen nuqtalari orasidagi qismi- 
ning massasini m orqali belgilaymiz. U holda m massa x ning funksi- 
yasi bo‘lishi ravshan: m = /(*). Sterjenning aniq qo‘zg‘olmas x0 nuqta- 
sini hamda o‘zgaruvchi x0+Ax nuqtasini qaraymiz. Sterjenni qarala- 
yotgan qismining uzunligi Дх ga, massasi Aw = /(x0+Ar)-/(x) ga teng 

bo‘ladi. — nisbat sterjenning x0 va x0+Ax oraliqdagi о‘rtacha zichligi Ax
deb ataladi.

О‘rtacha zichlikning sterjenning uzunligi Ar nolga intilgandagi 
limiti sterjenning x0 nuqtadagi zichligi deb ataladi va u 8 orqali
belgilanadi. Demak,

Ar->0 Ax Ax->0 Ax (19.2)

3. Egri chiziqqa urinmaning burchak koeffitsienti. Oldin egri 
chiziqqa urinma tushunchasini kiritamiz.

1-ta’rif. Egri chiziqning berilgan Mva ixtiyoriy Nnuqtasini orqali 
o'tadigan kesuvehi to‘g‘ri chiziqning N nuqta egri chiziq bo‘ylab M 
nuqtaga intilgandagi limit holati shu egri chiziqqa M nuqtasida 
o'tkazilgan urinma deb ataladi (2-chizma).
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Uzluksiz egri chiziq j=/(x) tenglama yordamida berilgan bo4lib, 
uning m(x0, y0) nuqtasida egri chiziqqa o‘tkazilgan urinmaning burchak 
koeffitsientini topish talab etilsin.

Egri chiziqda n(x0 +Ax, y0 +Ay) nuqtani olib A£Vkesuvchini o‘tka- 
zamiz. Bu kesuvchini Ox o‘qning musbat yo'nalishi bilan tashkil etgan 
burchakni p orqali belgilaymiz. Urinmaning Ox o'q bilan tashkil etgan 
burchakni a desak, 3-chizmadagi kMNP dan

Ax

ekani ko‘rinib turibdi. N nuqta egri chiziq bo‘ylab Mnuqtaga intilganda 
Ax—>0 va /?->«. Demak, (,imtgp = tga va tga = £im — .

Ax->0 Ar—>0 Ду

Shunday qilib, urinmaning burchak koeffitsientini k orqali belgilasak 
uni topish 

к = £im (193)
л*->о Ax

ko‘rinishdagi limitni topishga keltirildi.
Biz qaragan masalalarning barchasida ulaming fizik mohiyatidan 

qat’iy nazar bir xil ya’ni funksiya orttirmasining argument orttirmasiga 
nisbatini argument orttirmasi nolga intilgandagi limitini topishga 
keltirildi. Shuning uchun bu kabi nisbatlami o‘rganish va ularning 
limitlarini hisoblashni bilish maqsadga muvofiq.

Hosilaning ta’rifi, uning geometrik va mexanik ma’nolari
у = /(x) funksiya (a-,b) intervalda aniqlangan bo’lsin. (<?;/>) inter- 

valga tegishli x0 va x0 + Ax nuqtalami olamiz.
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Funksiyaning х0 nuqtadagi orttirmasi Ay = /(x0+Ar)-/(x0) ni 

hisoblab nisbatni tuzamiz.
Ar

2- ta’rif. Funksiya orttirmasi Ay ning argument orttirmasi Ax ga 
nisbatining Ax nolga intilgandagi limiti (agar u mavjud bo‘lsa) y = f(x) 

I'unksiyaning x0 nuqtadagi hosilasi deb ataladi.

Funksiyaning hosilasi y, f'M belgilardan biri bilan

belgilanadi.
Shunday qilib, f’(x0) = fim = £im +Ax)~.Zlxo) .

I losilani topish jarayoni fimksiyani differensiallash deb ataladi.
Endi yuqorida qaralgan misollarga qaytamiz. Hosila tushuncha­

sidan foydalanib (19.1) tenglikni
vn = fjm— = s'(t\ 

0 Д/->0 Д/ ' ’

ko'rinishda yozish mumkin. Demak, to‘g‘ri chiziqli bir tomonlama 
harakatda oniy tezlik yo‘ldan vaqt bo‘yicha olingan hosilaga teng ekan. 
Bu hosilaning mexanik ma’nosidir.
(19.2) tenglikni hosila tushunchasidan foydalanib

„ Дти .. f(xn + Ax)-/(x0) ,/ x
8 = tim-----= £im ---------7 7 v 07 = m\x)

Ax**° Ax Ax

i<okrinishda yozish mumkin. Demak, to‘g‘ri chiziqli sterjenning x 
nuqtadagi zichligi m massadan x uzunlik bo‘yicha hosila ekan.

Shunga o‘xshash (19.3) tenglikni hosila tushunchasidan foyda­
lanib

Лх-*° Ax

ko'rinishda yozishimiz mumkin. Demak, /’(x0) hosila geometrik nuqtai 
nazardan y=/(x) egri chiziqqa w(x0,/(x0)) nuqtasida o‘tkazilgan 
urinmaning burchak koeffitsientiga teng ekan. Bu hosilaning geometrik 
ma'nosi.

3- misol. у = x2 funksiyaning istalgan nuqtadagi hosilasi topilsin.
Yechish. /(x0) = x2, /(x0 + Ax) = (x0 + Ax)2,
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Ду = Лло + Д*)“ f(x0 )= (х0 + Дх)2 - х2 = х2 + 2х0 Дх + Дх2 - х2 = 2х0Дх + Дх2

Ду 2хпДх + Дх2
— = —9-----------= 2х„ + Дх .
Дх Дх

Hosilaning ta’rifiga binoan У= £im — = Ит{1хй + Дх) - 2х0 + 0 = 2х0,
Дх-»о Аг Дх—>0

chunki х0 aniq qiymat.
xn-istalgan nuqta boUganligi uchun y=x2 funksiya (— 00, 4- 00) 

intervalning barcha nuqtalarida hosilaga ega ekanligi va uning hosilasi 
2x ga tengligi kelib chiqadi, ya’ni (x2) = 2x.

4-misol. y = x2 parabolaga л/(з;9) nuqtasida o‘tkazilgan urinma- 
ning burchak koeffitsienti topilsin.

Yechish. x0 =3, /(x0)=/(з)=з2 = 9. /'(x0)=2x0 edi. Demak, k=

/■(з) = 2-з = б.

Biz yuqorida hosilaning mexanik va geometrik ma’nolari bilan 
tanishdik. Endi uning biologik va iqtisodiy ma’nolari bilan tanishamiz.

Hosilaning biologik ma’nosi
Ko‘paygan mikroorganizmlar soni у vako‘payish vaqti t orasidagi 

bog‘lanish *
у = pit)

tenglama bilan berilgan bo‘lsin.
Vaqtning aniq t momentiga mikroorganizmlarning aniq pit) soni 

va vaqtning boshqa t+А/ momentiga mikroorganizmlarning aniq p(t+A/) 
soni mos keladi. Ду = .р(/+д/)-хо ifoda Az vaqt oralig‘ida mikroorga- 
nizmlami o‘zgarish sonini beradi.

nisbat ko‘payishning o‘rtacha tezligi yoki boshqacha aytganda 

ko‘payishning o‘rtacha samaradorligi У=й^ = /’’(0 vaqtning t mo- 

mentidagi mikroorganizm ko‘payishining samaradorligini anglatadi. Bu 
hosilaning biologik ma’nosi.
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Hosilaning iqtisodiy ma’nosi
Sarflangan xarajatlar miqdori x va olinadigan mahsulot miqdori 

г orasidagi moslikni aniqlovchi
y=f(.x)

I'unksiyani olaylik.
(J holda sarflangan xarajatni aniq x miqdoriga olingan mahsulot- 

ning /(r)miqdori va sarflangan xarajatning boshqa bir x+Ax miqdoriga 
olingan mahsulotning /(x+Ax) miqdori mos keladi. ду = /(х+Ах)-Дх) 
nyirma xarajat Ax ga oshganda olingan qo’shimcha mahsulotning 
miqdorini beradi.

nisbat sarflangan Ax xarajat miqdoriga mos olingan mahsulot Ax
miqdorining o‘rtacha o‘zgarish tezligidir. y' ttn +~

ilbda xarajatlaming ma’lum miqdoridagi olingan mahsulot hajmining 
o‘zgarish tezligini (xarajat birligida olingan mahsulot hajmini) angla- 
tadi. Bu hosilaning iqtisodiy ma’nosidir.

Asosiy elementar funksiyalarning hosilalari. 
O‘zgarmas funksiyaning hosilasi

1- teorema. O‘zgarmas funksiyaning hosilasi nolga teng, ya’ni 
< ' о bunda C-o‘zgarmas son.

Isbot. у = /(x) = c desak x argument Ax orttirma olganda у funksiya 
Ar / (x+Ar) - fix) = c—c = o orttirma oladi.

Demak, c= lim = lim— = о. Shunday qilib c '= о.
Ar-»° Ax At-»0 Дх

Masalan, (25)' = (21SJ = (tg20°j - (1п87)' - 0.

Logarifmik funksiyaning hosilasi
2- teorema. £nx lagorifmik funksiyaning hosilasi - ga teng.

X

Isboti y=lnx funksiyani qaraymiz. x Ax orttirma olganda funksiya 
Ay In(x+Ax)-lnx=ln A+,Ax =ln ^1+—) orttirma oladi.
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— = — lnfl+— ! = -•—lnfl+— 1 = -1пГ1+— nisbatni tuzamiz. — = a
AxAx^xJxAx^xJx^xJ x

deb belgilasak Ax—>0 da a—>0.

Demak, y1 = Hm —ln(l + —j =— limln(l + cr)« lne = —, ya’ni (lnx)1 = —
X у X у X XX X

Bu yerda iim(i+a)“ - e ikkinchi ajoyib limitdan foydalanildi.

Shunga o‘xshash (log,x)1 = f—) = = —— kelib chiqadi. (bunda a>0,
^lna) Ina xlna

a#l).
Agar y=ln u bo‘lib, bunda, и = »(x) differensiallanuvchi funksiya 

bo‘Isa, u holda murakkab funksiyani differensiallash qoidasiga binoan 
( lna )' = — tenglikka ega bo‘lamiz.a

Xususan, agar у = iogeи, и = «(x) bo‘lsa, u holda

bo‘ladi.

Darajali funksiyaning hosilasi
3-teorema.  xa darajali funksiyaning  JioSilasi ox“1 ga teng, bunda 

a-o‘zgarmas son.
Isboti. y=xa funksiyani qaraymiz. Uni e asosga ko‘ra logarifmlab 

lny=alnx tenglikka ega bo‘lamiz. у ni x ning funksiyasi hisoblab, 
tenglikning ikkala qismini x bo‘yicha differensiallaymiz: — = «•-. 

у x

Bundan y' = a-y• - = a-xa ■ - = a-x“1 shunday qilib | x°) =a-x“1. Teorema 
XX V

isbotlandi.
Agar y = ua bo‘lib, a = a(x) differensiallanuvchi funksiya bo‘lsa, u 

holda murakkab funksiyani differensiallash qoidasiga binoan 
(ua)' = a ■ ua"x ■ u' bo‘ladi.

Yechish.

1-misol. y = 4x funksiyaning hosilasi topilsin.

1 1
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Demak, (Vx) = 1
2л/х

2-misol. у=- funksiyaning hosilasi topilsin.

Yechish. y =

Demak, f-1 = - \ .
vr) X

Izoh. Bundan buyon funksiyaning hosilasi topilsin deyilganda shu 
funksiyaning aniqlanish sohasiga tegishli istalgan nuqtada uning hosila­
si ni topishni nazarda tutamiz.

Ko‘rsatkichli funksiyaning hosilasi
4-teorema.  ax ko‘rsatkichli funksiyaning hosilasi axlna ga tengdir.
Isboti. y=ax (a>0, a#l) funksiyani qaraymiz. Uni e asosga ko‘ra 

logarifmlasak inj=% in« bo‘ladi. у ni x ning funksiyasi hisoblab, 

(englamaning ikkala qismini x bo‘yicha differensiallaymiz. — = Ina .

Bundan y=ylna yoki y=axlna kelib chiqadi. Demak, (y)=axlna. 
y=au murakkab funksiya uchun (a") =au lna-u’ formulaga ega

biflamiz.
Xususiy holda a=e bo‘lsa lne=l bo‘lib (ex)=ex va (eu)=eu-u' 

lormulalarga ega bo‘lamiz.
3- misol. y=2x bo‘lsa, y’ topilsin.
Yechish. (2x)=2xin2.

4- misol. y = 3x2 bo‘Isa, у topilsin.
Yechish. у = (зг) = з*21пЗ(У)' = зх‘ 1пз • 2х.
5- misol. y = Z bo‘lsa, у’ topilsin.
Yechish. у’ = (<?x’ j = ег (У)' = ех ЗУ

Trigonometrik funksiyalarning hosilalari
5-teorema. sinx funksiyaning hosilasi cosx ga teng.
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Isboti. y=sinx funksiyani qaraymiz. x ga Ax orttirma bersak 
funks iya
Ay=sin(x+ Ax)-sinx=2cosf^-^-^

V 2 ) ( 2

orttirma oladi. Shuning uchun

2
. Ax sin—

Va y' = (sinx) — lim——— • lim cos| x + —] = 1-cosx - cosx.Дх-»0 Ax Ax >0 t 2 J
2

Bu yerda birinchi ajoyib limitdan hamda cosx funksiyaning uzluk- 
sizligidan foydalanildi.

Shunday qilib, (sinx) = cosx.

y=sinu (bunda u=u(x)) murakkab funksiya uchun (sin«)' = cosh -и' 

formulaga ega bo‘lamiz.
6- misol. y=sin7x funksiyaning hosilasini toping.
Yechish. y' = cosVx ■ (Vx) - cosVx —— cos-Jx .

v ' i4x 277 *

7- misol. y=sin2x funksiyaning hosilasini toping.
Yechish. y' — (sin2 x) — ((sinx)2) = 2sinx • (sinx) - 2sinx ■ cosx = sin2x.

8- misol. y=sin(lnx) funksiyaning hosilasini toping.
Yechish.

6- teorema. cosx funksiyaning hosilasi -sinx ga teng.
Isboti. y=cosx funksiyani qaraymiz. Keltirish formulasidan

y=cosu (bunda u=u(x)) murakkab funksiyani hosilasini topish uchun 
(cosw) = -sinи • li formulaga ega bo‘lamiz.
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9- misol. y=cosx3 funksiyaning hosilasini toping.
Yechish. y' = -sinx3(x3) = -sinx3 ■ 3x2.

10- misol. y=cosVx2 + i funksiyaning hosilasini toping.
Yechish. y= -sinVx2 + i(-7x2 +1) = -sin-7x2 +1 —? • (x2+1)1 =

2Vx2 + 1

- Sill J V2 4- I------т...........
2a/x2 + 1

7-teorema. tgx funksiyaning hosilasi ga teng.
COS X

Isboti. tgx= sin- bo4ganligi sababli bo‘linmani hosilasini topish
cosx

qoidasiga binoan
/ sinx ) _(sinx)’ cosx-sinx(cosx)1 _cosx cosx-sinx (-sinx) _ cos2x + sin2x_ 
\cosxJ cos2x cos2x cos2x

1
cos2x

Shunday qilib, fex) = —l—
cos X

y=tgu (bunda, u=u(x)) murakkab funksiyani hosilasini topish 
uchun (tgu) formulaga ega bo‘lamiz.

cos и
11- misol. y=tg- funksiyani hosilasini toping.

X

Yechish. y'= —=----- -—r-
cos2- x2cos2 —

X X

12- misol. y=tg3Vx funksiyani hosilasini toping.
Yechish.

((/gVx)3J = 3tg2>lx • (igVx)' = 3tg24x---- ir7= • (7x)' =
COS л/X 2<X-COSVx

8-teorema. etgx funksiyaning hosilasi —ga teng.
sin x

I hi tcoremani isbotlashni o‘quvchiga qoldiramiz.
13-misol. у = etgу!2x2 + 1 funksiyani hosilasini toping. 
y' =-------- . L/2x2+1 j =-------------- .*....... —r~ ■ (2x2 +1)' =

sin2 yl2x2 +1 sin2 yl2x2 +1 2yi2x2 +1
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Teskari trigonometrik funksiyalar va ularning hosilalari
1) y=arcsinx funksiya. x=siny funksiyani qaraymiz. Bu funksiya - 
£ < y < £ kesmada monoton o‘uvchi bo‘lib uning qiymatlari -1 < x < 1 

kesmani to‘ldiradi. Shuning uchun bu funksiya aniqlanish sohasi [- i,+i]

dan, qiymatlar sohasi 7Г К kesmadan iborat teskari funksiyaga ega

(19.4-teorema).

Odatda uni y=arcsinx ko‘rinishda yozish qabul qilingan. Demak 
x=siny vay=arcsinx funksiyalar о‘zaro teskari funksiyalar. y=arcsinx 
funksiyaning grafigi 101-chizmada tasvirlangan. D(arcsinx)=[-l,l], 

E(arcsinx)= .

9. teorema. arcsinx funksiyaning hosilasi 1 ga teng.

Isboti. y=arcsinx funksiyani qaraymiz. x=siny funksiya bu 
funksiyaga teskari funksiya bo‘ladi.

O‘zaro teskari funksiyani hosilasini topish formulasi by>4

(19.5.teorema)dan foydalanamiz.
, _ 1 = i _ 1 _ 1

(siny)^ cosy ±-^l-sin2y ^}-sm2y
1
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л лchiinki
2 ' 2

kesmadacosy>o bo‘lgani uchun Vi-sin2^ oldidagi plyus

bhoni olindi.
Shu nd ay qilib, (arcsine) = j. .

y-arcsinu (bunda, u=u(x)) murakkab funksiya uchun 

(lIMMIIU/)
vl --

hosilani topish formulasiga egabo‘lamiz.
14- misol. у = arcsinex funksiyani hosilasini toping.

Yechish. у = = _±__.
71-(ex)2 VT77

15- misol. у = 2arcsinV% funksiyani hosilasini toping.
1_

Yechish. у = 2(arcsinVx )' -2 . = 2■
Jl-(Vx)2 Jx-(l-x)

2) y=arccosx funksiya. x=cosy funksiyani qaraymiz. Bu 
lunksiya o< у < л- kesmada monoton kamayuvchiligini bilamiz. Shuning 
uchun bu funksiyaga teskari funksiya mavjud (19.4 teorema) bo‘lib 
uning aniqlanish sohasi [-1,1] kesmadan, qiymatlari sohasi [о; л-] 
kcsinadan iborat bo‘ladi. x=cosy funksiyaga teskari funksiyani 
v arccosx kabi yoziladi. y=arccosx funksiyaning grafigi 4-chizmada 
hisvirlangan. D(arccosx)=[-l,l], E(arccosx)= [о; я-] ekani ravshan.
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10-teorema. arccosx funksiyaning hosilasi - ga teng.

Teoremaning isboti 20.9-teoremaning isbrtini takrorlagani uchun 
uni isbotlashni o‘quvchiga qoldiramiz.

3) y=arctgx funksiya. x=tgy funksiyani qaraymiz. Bu funksiya 
_f <y<2 ^tervalda monoton o‘sadi. Shuning uchun bu funksiyaga 

teskari funksiya mavjud(19.4-teorema) bo‘lib uning aniqlanish sohasi 
butun sonlar o‘qidan iborat. x=tgy funksiyaga teskari funksiya y=arctgx 
kabi yoziladi. Demak D(arctgx)=(-oo;«), E(arctgx)=f-pyj va

lim arctgx =---- ,
2

lim arctgx - . y=arctgx funksiyaning grafigi 5-chizma-Л

2

da tasvirlangan.

2

Л y

2

5-chizma
11-teorema. arctgx funksiyaning hosilasi рЦ- ga teng.

Isboti. y=arctgx funksiyani qaraymiz. x=tgy funksiyaga teskari 
funksiya bo‘lganligi sababli ulaming hosilalari (19.5-teorema) y'x = Д-

Xv

tenglik orqali bog‘langan. Shuning uchun
, 1 1 2 1 1У =----- г = —.— = cos у =■-----z— =---- г .

I®% ' l + ‘gy ' + *
cos у

Demak, (arctgx) = . y=arctgu murakkab funksiyani hosilasi

(arctgu)'=—7 formula yordamida topiladi.
1 + и

16-misol.  y=(arctgx)3 funksiyani hosilasini toping.
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Yechish. v' =3 (arctgx)2 • (arctgx)'=3(arctgx)2 .

17-misol.  y=arctgx2 funksiyani hosilasini toping.

Yechish. (x2)' _ 2x
l + (x2)2 " 1 + x4 ’

4) y=arcctgx funksiya. x=ctgy funksiyani qaraymiz. Bu funksiya 
()<y<7t intervalda monoton kamayuvchi. Shuning uchun bu funksiyaga 
(cskari funksiya mavjud (19.4-teorema) va uning aniqlanish sohasi (- 

dan iborat. x=ctgy funksiyaga teskari funksiya y=arcctgx 
ko‘nishda belgilanadi. Demak, D(arcctgx)=(-oo,+oo), E(arcctgx)=(o; л) 

V ll lim arcctgx = л, lim arcctgx = 0. y=arcctgx funksiyaning grafigi 6-
»-»•<» л—>+oo

chizmada tasvirlangan.

Teoremani isboti 20.11-teoremani isbotiga o‘hshaganligi uchun 
uni isbotini o‘quvchiga qoldiramiz.

у = arcctgu murakkab funksiyani hosilasi (arcctgu) = formula 

yordamida topiladi.
18-misol.  у = =arcctgx4 funksiyani hosilasini toping.

Yechish. y' = —{ -
1 + U4)2

4x3
1+x8'

19-misol.  y=arctg- funksiyani hosilasini toping
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Izoh. Murakkab funksiyalaming и = u(x) oraliq argumenti differen- 
siyallanuvchi deb faraz qilindi.

Asosiy elementar funksiyalaming hosilalari

1. Asosiy elementar funksiyalaming hosilalarini topish formula- 
lari:

1. 7^ = 0
2. x' = i
3. (xn)' = nx"-1

4. (an)' =axlna;

10. (arcsinx) =

11. (arccosx) =

(c-o‘zgarmas son) 
(n -o‘zgarmas son)

5. 1
xlna ’

6. (sinx) = cosx

7. (cosx) =-sinx

8. (tgx) =
1

cos2 X

9. (ctgx) = 1
sin2 x

1

1

12. (arctgx) =
I

1 + x2

13. (arcctgx) =
1

1+x2
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2. Agar w = /(x), v = y(x) va w = g(x)lar chekli hosilalarga
0Л и') ega bo‘Isa, quyidagi qoidalarga asoslanib hisoblanadi:

3°. (// • v) =u' v + u-v'

Misol. Agar /(x) = 2x3+4x-5 bo‘lsa /'(-1), ,/'(o) va /'(2), /'(з) 
Inrni hisoblang.

Yechimi: Awal hosilani aniqlaymiz, (2) va so‘ngra (1) qoidalami 

qo'llasak: /'(x) = (2x3) + (4x) -5' = 2(x’) + 4x'-5'
I Iosila topshining (1), (2) va (з) formulalariga asosan

Endi ko‘rsatilgan nuqtalardagi hosilaning qiymatlarini aniqlay-
miz:

/'(-l)=6-(-l)2+4 = 10
/'(o) = 6-O + 4 = 4

/'(2) = 6 ■ 22 + 4 = 28

/'(3) = 6-32 +4 = 58

Eslatamiz: Bunday so‘ng qo‘llanadigan formulalami, qoidalami 
qavs ichida ko‘rsatamiz:

Misol 2. Quyidagi funksiyalaming hosilalari topilsin:
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3. У = х2у[х +—7= + — X2
Мх 2

4. у = (2х2+>[з)-6х

2-cosx V2

6. 3 1пх 
у = -— + — smx х

Yechimi:

5 1 ( 2] - 3 - - -- 3 -= 2- —х2 -3 -- х 3 +2-х 4 = 5х2 +2х 3 +-х 4 
2 < 3> 4 2

3. Kasr ko‘rsatkichlarga o'tamiz.

dx 2

? ~7з 1 1у = xz -t-x + — х~

4.
у' = (2x3 + 7з) • 6х + (2x3 + л/з)-(бх) = (бх2 + о)-6х + (2х3 + л/з)-6х 1п6 = 

= 6х|бх2 +(2х3 + л/з)1пб] [з°, 2°, 1°, 1,3,4]

Misol 3. у = xtgx+ctgx funksiyaning hosilasini toping.

Yechimi: y = (x/gx) +(ctgx) - x'tgx+x(tgx) +(ctgx) =

= tgx+
X 

cos2 X
1

sin2 x
[20,3°,2,8,9]
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Misol 4. Agar f(x) = ex arcsinx + arctgx bo‘lsa, /'(o)ni hisoblang. 
Yechimi:
/'(x)= (ex arcsinx) + (arctgx) = (ex) arcsinx+ ex (arcsinx) 1 

+ , 
1 + x

- ex arcsinx + —===== +------л/Г? 1 + *2

x — 0 qiymatni qo‘yib /'(o)ni topamiz:

/ '(o) = e° arcsinO + -e = 4—— =10+-+- = 1 + 1 = 2
V ’ VPo 1 + 0 1 1

Misol 5. y = z5 log, zning hosilasini toping.
Yechimi:
v' = (z5) log3 z + zs (log3 z) =5z4log32 + z4-T = X5iog3z +j-

Mustaqil ishlash uchun mashqlar:

Quyidagi funksiyalarning hosilalarini toping
(Qavs ichida javobi berilgan)

1 • / (x)= ax2 +bx+c (2ax+b)

„ 1 3 1 2 1 -3 ,2. y = —x3+ —x2—X +1
3 2 3

(x2 + x + x^)

3. у — 2x5 — 4x3 + x2 + л/з (lOx4 — 12x2 + 2x)

4. jp = (x2 + з)(х-1) (3x2-2x + 3)

5. у = x3(x2 -3x + l) (5x4 -12x3 +3x)

6. y = (x-l)3 (Зх2 -6х + з)
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X 

ху +1 bo‘lsa /'(1) hisoblansin.

11.
3

У = —------- 7x + x +1
3(2x + l)

к + x +

12. y =
2-x2
2 + x2 < (2X + X2)2;

13. У~~—-—- bo‘Isa y'(o) ni toping.
X "i jLX t о



17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

у = 4д/х + — — 3 
х

у - 2у[х + 3Vx

3 I”Г 4/~ y = yjx -хух

bo‘lsa /'(4) ni toping

' -\2^ + 10хЛ
5х4

У \-4~X

у — х2(л/х - 2) | —хл/х -4х

4VP” 3xVx

11^
12х2 )
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27. j = sinx-cosx (cosx + sinx)

28. у — xcosx

29. у = tgx-ctgx

30. y = —sinx

(cosx-x sinx) 

(4 cosecI 2 • 2x)

I 1 + cos2 X
cos2 x(?gx + sin x)2

(0)

Г sinx-xcosx^ 
t sin2 x Jsin2 x

~ , cosx
31. y =------

X
( xsinx + cosx^ 
I J

32. sin г
1 + COS? Ц + cos/)

33. y = Vxsinx

34. у = xtgx

sinx 
?Vx

35.
x2 + tgx
x2 — tgx

36. y =------?Zgx+sinx 

37. 5 = arcsin? + arccos/

2Г—*---- 2xrgx")
I cos x_____ )

(x2 - tgx2)

)
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38. у = xarcsinx arcsinx +

39. у = xarctgx arctgx + x

40. у = sinx-arcsinx cosx-arcsinx + sinx |
>/l-x2 J

Murakkab funksiyaning hosilasi

Berilgan funksiyaning argumenti o‘z navbatida funksiyadan iborat 
bo‘lishi mumkin. U holda bunday funksiyalami murakkab funksiya 
deyiladi.

Masalan: 1. у = sinx2 uni y = sinu, u = x2 shaklida ko‘rsatish 
mumkin. 2. y = (x3-l)4 uni y = z4, г = х3-1 kabi ko‘rsatish mumkin. 
Umumiy holda у = f(u) bo‘lib и = <p(x) bo‘lsa, berilgan funksiya у = f(u) 

murakkab funksiya bo‘ladi, ya’ni у = /|у>(х)].
Agar u = (p(x) funksiya qandaydir x nuqtada <Дх) hosilaga, 

y = f(u) u- nuqtada X =/'(«)»' hosilaga ega bo‘Isa, у' = /'(«)• 
yoki y’x = y'u-u'x bo‘ladi.

Ya’ni berilgan hosilasini oraliq funksiya и ning hosilasiga ko‘pay- 
tiriladi. Buni hisobga olsak, murakkab funksiyalar hosilasini topish 
formulalari quyidagicha bo‘ladi.

1. y = c y = 0
2. y = u y' = u'
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пу = и

у = у[й

5.
y = ^ogau 
у = lnw

6. ,y = sinw
7. y = cosw

8. y = tgu

9. y = ctgu

10. _y = arcsinw

11. ^ = arccosw

12. y = arctgu

13. y = arcctgu

у' = au Ina-и'
y = eu - и’

, и 
ulga 
и' 

у = — и
у' = cosw • г/

_/ = -sinw-w'
f. и

У =—— cos w'
f . и 

у =-—г- sm и
f и

0

У TTv
и'

У= VT7
, и

у=Т^г

, и'
У —г1 + и

Misol 1. У =
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г
2 _ X +1

Yechimi: bunda у-и Ьо‘lib, и ~ гх-1

у' -2ии =2 х + 1 х + 1^ _ х + 1 
x-lj х-1

(х + 1) (х-1)-(х + 1)(х-1) J(x+1)(j:~1-x~1)
(х-1)’

,(х+1Х-2) 4(х+1). 4(х + 1).
(х-1)’ _~(х-1Г ^’~(х-1)” [з, 4°, 2°, 1°, 2]

Misol 2. у = (1 + 2х)50; / = ?
Yechimi: bunda у = 50 bo‘lib, w = l-2x

у' = 50г/49 • и' = 50(1 -2х)49 • (1 -2х/ =
= 50(1 - 2х)49 (- 2) = -100(1 - 2х)49; [з, 20,10,1, 2]

Misol 3. y = 2x+1 ya’ni у = 2и bo‘lib, z/=x2+l bunda yf topil- 
sin.

Yechimi:
y' = 2u ln2-u'= 2X +I-ln2(x2+1)' =

= 2x2+1 ln2 • 2x = 22 +1xln2 [з, 2°, 1°, 1, 2]

Misol 4. у = log3(4+x2) bunda y = log3u bo‘lib, w = 4 + x2; y' 

topilishi kerak.
Yechimi:

' - U> - (4 + X2) _ 2x .ко]
У wln3 (4+x2) ln3 (4 + x2)ln3 ’

Misol 5. y = sin3x ya’ni у = sin и bo‘lib, u = 3x; y'
. Yechimi:

y' = cosu u' = cos3* -(з ) = 3Acos3Aln3; [6,4]
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Misol 6. y = tg2x ya’ni y = tgu bo‘lib, w = 2x; У = ?
Yechimi:

, _ u' _ (2x) _ 2
cos2 и cos2 2x cos2 2x ’

y' = 2 sec2 2x

Misol 7. у = arcsinVx ya’ni у = arcsinw va и = 4x ; y' = ?
Yechimi:

u' _ G/*) _ i
■v “7Г^?=

y= ,-! ■
2д/х(1 - x) ’

Misol 8. у = arccos2x * ya’ni y-arccosw va и = 1;
V3 ~ - Л

2
ч/З 2

j3-(2x-l)2 j3-(2x-l)2

Misol 9. у = cos2 (3x - 4) у = ?

Yechimi: bunda y = u2, u = cost va t = 3x-4dan iborat. Shun- 
gako'ra:
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у = 2и-и = 2cos г (cos z) = 2cosz(-sin t)t' =

- 2 cos (3x - 4)[- sin(3x - 4)](3x-4) =

= -2 cos (3x - 4) • sin(3x - 4) • 3 = -3 sin(6x - 8)

Misol 10. ^ = ln5^|x + l^; y=?

Yechimi: y = u5 u = lnz, z=|x+l

yr = 5u4-и' = 51n4 tfatj =51n4r-y = 

. f—x+l| ,
= 51п4^|х + 1^Ц--- — = 51n4^x +

Misol 11. /0=ln
71 - sin t

1 + sin t topilsin.

Yechimi: Awal berilgan funksiyani logarifrnlab olish maqsadga
muvofiqdir:

/'(z) = [ln(l - sin z) - ln(l + sin z)]

if -cosZ cosZ |_ cosZ 1 + sinZ + l-sinZ 
2U-sinZ 1 + sinzJ 2 l-sin2Z

cos Z 2 _ 1
2 cos2 Z cos Z ’

4
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Mashqlar:

Funksiyalarning hosilalari topilsin:
1. у = sin(2x-l) bunda y = sinw va z/-2x-l. 
Javob: y' - 2cos(2x -1)

2. y = cos(l-x) bunda y = cosu va u = l-x 
Javob: y = sin(l-x)

3. y-sinat bunda y = sinw va и-at 
Javob: / = acosaf

4. y = cos^y + x2^ bunda J = cosm Va M = y + *2 

Javob: У = -2xsin^y+

7. у = 1п(1 + 2х-х2) bunda >’ = lnw va u = l + 2x-x2

5. y = (l-2x)7 bunda y = w7 va w = (l-2x) 

Javob: y' = -14(l-2x)6

6. У = lg(«x2 + bx+c) bunda у = lgи va u-cix2 +bx+c

, _ lax + b
Javob. У cjo

Javob: У' ~
2(1 - x)

1 + 2x - x2
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Javob: У

bunda у = w10 va u

1 3 3
13.

2x-l

20x19(x-l)
(2x-l)H ’

9. v = sinx1 2

Javob: y = 2xcosx2
10. ^ = Zg(sinx)

, cosx
Javob: У - yr. \cos (smxj

11. v = arcsinVx

JaVOb: У = 4Ш-Л

12. У - cos2 2x
Javob: y = -2sin4x

Javob: У
3x2tg2x3
cos2 x3

14. у = In3 x

Javob:
, 31n2x

У =----------
X

15. У = е
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Javob: у’ =~2xe x

16. y = arctg(tgx)
Javob: У=1

17. у = arcsin(sinx)
Javob: y' = l

18. ^ = w100 bunda m = 2 + 5x

Javob: у =500(2 + 5x)99

„ x + 1
19. у = и bunda u ~ —гx-1

, 1 б(х +1)7
Javob: У ~~~/ (x-1)

20. _y = w10 bunda u = 2x+l
Javob: y = 21nl0102x+1

21. y = log3w bunda w=x5+l

Javob:
' 5x4
Jx5 + l)ln3 J

22. у = sin2 x + cos2 x
Javob: 0

23. :v = arcsinx +Vl-x2
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l-2x
Javob:

24. y = (arcsinx)3

, f 2arcsinx j
Javob: Ы

25. >’ = sin(x + sinx)
Javob: (1 + cosx)cos (x+sinx)

26. у = cos(3x + 3"x)
Javob: (inз(з^-3x)-sin(3x +3X))

27. ^ = 5sin(2-3x)
Javob: [-15cos(2-3x)J

28. У = cos

Javob:

29. у = sin(x2 -2X)
Javob: (2x - 2X In2)cos(x2 - 2X) 

30. y = tg(3x + lf

31. у = c£g(xcosx)

Javob:
| 9(3x + l)2 
[cos2(3x + l)
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xsmx-cosx
Javob: sin2(xcosx)

32. v = 10?+x+1
Javob: [1 O'+x+1 In 10(2x + 1)]

33. y = 6 arcsinx

Javob: ч Л-*2 J

34. y = eax cosbx
Javob: [ear(acosZ>x-&sin6x)]

35. z = (2a + 3bu)4 

Javob: 12b(2a + 3buf

xsinx

36. y = 7^**"
xsinx

Javob: ? 1+r to 7
sinx + xcosx + x2 cosx

(1 + x)2

37. У =
cosx

3sin2x
r

Javob: к

38. У =
cosx

3sin2x
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\ 1 + cos2 X
Javob: гъйтг

, a +x
39. >,=dn~--- 2

a -x

Javob:

40. Javob:

Oshkormas funksiyaning hosilasi

Funksiya x va У oralig’idagi munosabat F(x, y)=0 shaklida 
ko'rsatilgan bo’Isa, (funksiya .vga nisbatan yechilmagan) berilgan 
liinksiyaoshkormas deyiladi.

Masalan:
x2 + y2=R2

x3 + y3 - xy + 5 = 0
x2 + sinxy-3 = 0

Bunday funksiyalami differensialashda У, x ning murakkab funk- 
siyasi deb hisoblanadi va У ni topiladi.

Misol 1. Quyidagi funksiyalaming hosilalari topilsin. 
a)y3-3y+2ax = 0 b) х2+Зху+У+ 1 = 0 funksiyada ^-ning

(2; -1) nuqtadagi qiymati hisoblansin, v) $vc\(p+r(p-5r = 0 topilsin. g)

<• ‘ + xy* 0 = 0 funksiyada y' ning (0; 1) nuqtadagi qiymati hisoblansin.
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Yechimi: a) tenglikning har ikki qismidan x ga nisbatan hosila 
olamiz:

3/.у-ЗУ + 2а = 0

3^-l)=-2o y = ^

b) x ga nisbatan hosila olsak:
2x + 3y + 3xy' + 2y-y' = 0

y' ga nisbatan tenglama yechamiz:
, 2x + 3 у

У =----------3>x + 2y

x = 2 va у = -1 lami o‘miga qo‘ysak
, 2-2+3(-l) 1

У~ 3-2+2(-l)“ 4

v) ga nisbatan hosila olamiz:
dr c dr n

cos<p + <p-----+ r-5— = 0
d(p d(p

((p-5)- —(r +. oos<p) 
d(p

dr _ r + cos(p
d(p 5-(p

g) x ga nisbatan differensiallasak:
ey • у + у + xy = 0 bundan

r_ У
У ~~ ey +jc x va Xlarni berilgan qiymat-

larini o‘miga qo‘ysak:
f 1 1

a’
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Mustaqil ishlash uchun mashqlar: 
(Javobi qavs ichida berilgan)

Quyidagi funksiyalarning hosilalari topilsin:

1. 2x+3y+ 1 = 0

2. x2+y2=5ex
5ee -2x^

2У >

4. x2-5y2+4xy-l = О

l a2y>

( x + 2y
^5y-2xJ

5. x3+/-3xy + a2 =0

6. у = sin(x + 2y)

7. x4-6x2y2 + 9/-5x2+15/-100 = 0

cos(x+2y) 
l-2cos(x-2y)

8. sin(y-x2)-ln(y-x2)+27y-x2 =3

Quyidagi oshkormas funksiyalarning 
nuqtadagi qiymati hisoblansin:

(Javobi qavs ichida berilgan)

9 x2 +y2 =1

hosilalarini ko‘rsatilgan

nuqtada

10. y2 =2px

/2
2

nuqtada
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11. A'=V’ + siny

12. x2 + xy + у2 = 3

13. yey — xex = y(x-l)

nuqtada

(1, 1) nuqtada

(O, O) nuqtada

14. ey +xy = e

15. exv + x2 + y2 =2 

(O, 1) nuqtada ? 

(1, o) nuqtada (-2)

Logarifmik funksiyalarning hosilasi

Berilgan funksiyaning у = /(x) logarifmik hosilasi, uning logarif- 
midan olingan hosilasidir, ya’ni

/ V y'(!ny) =y (bunday>0)

Logarifmlash mumkin bo‘lgan funksiyalar hosilasini topishdan 
avval, logarifinlab olish hosila topish ishini anchagina soddalashtiradi.

Misol 1. Ko‘rsatkichli - darajali funksiya у = ^ ning hosilasini 
toping.

Yechimi: Berilgan funksiyani dastlab logarifmlaymiz, so'ngra 
murakkab funksiya hosilasini topamiz.

У n u , f M ulny = vlnw — — vlnw + v— y=yvlnw + v— 
у и \ и

Misol 2. у = x'ning hosilasini toping.
Yechimi: lny = xlnx bu tengliknin har ikki qismidan hosila 

olamiz:

— = lnx + x--- — = lnx + l, y' = y(lnx + l)yoki у = xA(lnx + l) 
уху J
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Misol 3. У = (х- 1Х/(5х + 1)2(х + 1) ;

Yechimi: Funksiyani logarifinlaymiz:

f

+ 1 1
x+1

2Й 5л2 + 7x - 4)
3(х2 - l)(5x +1)

51 +i
у x-1 3

undan
У=^-1)(5х + 1)^-1Х/(5Х + 1)(х + 1)

Soddalashtirsak:
, 2(15x2+7x-4)

У =~r 7.. ..... .
3y(x + l)2(5x + l)

Misol 4. Agar S = (sinz) bo‘Isa, s' ni toping. 

Yechimi: Ins = cos2zlnsinz

— = (cos2z) In sin t + cos2z(lnsin z) =
5

= -2sin2 Zlnsinz + cos2z = 
sin t

= -2sin2 Z-Insin Z + cos2 t-ctg t

s’ = 5(cos2Z cZgZ-2sin2zlnsin z)
yoki

s' = (sin t)™21 (cosltctgt ~2sin2Zlnsin z)

Mustaqil ishlash uchun mashqlar:

Funksiyalaming hosilasi topilsin: 
(Javobi qavs ichida berilgan)

I. y = xC0SX [xtosvl(cosx-xsinx Inx)]
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2. >’ = (cosxy cosx)x (lncosx -

3. y = x4x (1-lnx)

4 у = xx

_ (x-l)3y/x + 2
5-y= i/W

[x* +2(31nx + l)j

(17x2+ 62x + 21j(x-l)2

^/(x + 1)5 Vx + 2

3-/-6/2
_л/1-/2(3/ + 1)2_

7. s = (t + ^(t-l)23J(t + 2)2

1
3VF+2

(z + l)2(/-l)(17/2 +27Z-8)

8. }’ = (sinx)lnA

9.
x(x3 4-1)

(*’ -1/

(sinx)lnIf— lnsinx + c/gxlnx

-5x4-12x3-l
4д/(х3 — l)’(x3+1)3
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Yuqori tartibli hosilalar

y = f(x) funksiyaning hosilasi yni birinchi tartibli hosila deb 
yuritamiz. Birinchi tartibli hosilaning hosilasiga ikkinchi tartibli hosila 
deb yuritiladi va uni y” yoki fix) bilan belgilanadi. Xuddi shu tartibda 
uchinchi, to‘rtinchi va hokazo tartibli hosilalarni topish mumkin.

Misol 1. Quyidagi funksiyalaming ko‘rsatilgan tartibdagi 
hosilalarni toping.

a) у = + 2л2 - x - 3
b) s = ln/

v) s =t3 -t-3

g) /(x) = sin2x

/(o)=?

Yechimi: a) Birinchi tartibli hosilani olamiz:
y' = 3x2 +2-2x-l

undan yana hosila olamiz:
y" = 6x+4

yana bir marta hosila olsak, uchinchi tartibli hosila kelib chiqadi, 
demak,

Iff /Гу = 6
b) Berilgan funksiyadan ketma-ket to‘rt marta hosila olamiz:



demak, ~~Y'

v) s = t3 -t+3 
s' = (t3-t + 3) = 3t2-l 

s" = (/)' =(3r2-l)/ =6/. t = G da 

s"(0)=6-0 = 0
demak,

s"(0) = 0
g) /(x) = sin2x

/'(x) = 2cos2x

f'(x) = (/'(x)) = (2 cos 2x) = -4 sin 2x

/w(x) = (/"(x)) = (-4sin2x) = -8cos2x

/m'(x) = (fm(x)) = (-8cos2x) = 16sin2x

/""(x) = (/**(x)) =(16sin2x) =32sin2x
= 32cos^2^j = 32cos n = -32

Demak, = -32

Misol 2. >- = cos2x funksiyaning /+4y = 0 tenglamani qanoat- 
lantirishini isbotlang.

Yechimi:

у = -2sin2x; y" = (-2sin2x) = -4cos2x
o‘miga qo‘ysak

-4cos2x+4-cos2x = 0; 0 = 0
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Mustaqil ishlash uchun mashqlar:
Quyidagi funksiyalarni ko‘rsatilgan tartibdagi hosilalarini toping:

(Javobi qavs ichida berilgan)
1. у = x3 + 4x2 - 7x +1; (0)
2. /Ы=Л r(i)=? (336)

3. y = x5 + 4x3 - x; (120)
4. J = COSX; yfm = ? (cosx

ax + b 
cx + d

Aralash misoliar:
(Javobi qavs ichida berilgan) 

at-bc
^(cx + j)2 J

l-/5

n-v"-' 'I
Ц1 -vH

2(sinx-cosx)
(sinx + cosx)2

24 y = _------------
sinx + cosx

5. ^(«)- l + a> P'O) va £>'(o) nihisoblang. 1 + a
~4~

-(1 + a)

6. y = yl(a + x)(b + x)
2x + a + b 

2yl(a + x\b + x)к
7. 5 = flsimt7 +bcoswt (aw cos wt -bwsin wt)

8. /(x) = ln(l + \ Xx)++arccos—
2 ’

/'(1) va /'(o) ni hisoblang.

Сз-2>/3. 0
. b ;2j
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9.

10. j^ = lnsin3x

11. ,У = &(7х+х7) 

12. y-arctgXnx

13. z = (1 + Vv)

14. у = arcsinx + Vl-x2

15. /(x) = хл/1-х2 + arcsinx

16. y = arctg-^~

44T(ex +2У(1 + 47ех +2)

1-x

17. /(x) = xarccosx

18. ^ = arcsinVx 

a1 -2x\la2 — x2 
v(2x2 -a2Yla2 -x2 ?

(зх1пЗс#Зх)

(2V1-?)

f... 1 ;
\1 — 2x +^2x

arccosx —==

<2Vx(l-x)?

19. /(x) = arctgy/e* + 2

20. У - arcsinVlnx

21. ,/(x) = arcsinlnx

4 3x Vln2 x 71-Vln2x , 

kx71-ln2 x>
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( 1
22. y = Inarcsinx arcsinx-yl-x2 J

23. y = aSK&™x

24. j = a1 sin In x

k л/1-х2 J
( arcsinx i„ a Ina

+ lnasinlnx^

^(arcsinx)2^

4 7i-x2 ,25. у = (arcsinx)3

O‘zingizni sinab ко‘ring:
1. O‘zgarmas sonning hosilasi nimaga teng?
2. Logarifmik funks iyaning hosilasi nimaga teng?
3. Darajali funksiyaning hosilasi nimaga teng?
4. Ko‘rsatkichli funksiyaning hosilasi nimaga teng?
5. sinx ning hosilasi nimaga teng?
6. cosx ning hosilasi nimaga teng?
7. Zgr ning hosilasi nimaga teng?
8. cZgxning hosilasi nimaga teng?
9. arcsinx funksiyaninghosilasinimagateng?
10. nrccosx funksiyaning hosilasi nimaga teng?
11. arc tgx funksiyaning hosilasi nimaga teng?
12. arcctgx funksiyaning hosilasi nimaga teng?
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XVII BOB. FUNKSIYA DIFFERENSIALIVA DEFFERENSIAL 
HISOBNING ASOSIY TEOREMALARI

17.1. Funksiya differensiali ta’rifi
17.2. Differensiallanuvchi funksiya haqida teorema
17.3. Differensial yordamida taqribiy hisoblash

Ta’rif. Agar у = f(t) funksiya x0 nuqtada chekli hosilaga ega bo‘Isa, 
u shu nuqtada differensiallanuvchi deb ataladi.

Ta’rif. Agar y = /(z) funksiya (a;b) intervalning har bir nuqtasida 
differensiallanuvchi bo‘Isa, u shu intervalda differensiallanuvchi deb 
ataladi.

Funksiyaning uzluksizligi va differensiallanuvchiligi orasidagi 
bog‘lanishni ko‘rsatadigan teoremani isbotlaymiz.

Teorema. Agar у = f(x) funksiya xn nuqtada differensiallanuvchi 
bo‘Isa, u shu nuqtada uzluksizdir.

Isboti. y = f(x) funksiya x0 nuqtada differensiallanuvchi bo‘lgani 
uchun

f'(x0)=£im^- f
<^->0 Ax

chekli limit mavjud. Buni limitning xossasi (16.5-teorema) dan 
foydalanib

~7~ = f \xo)+ aax
ko‘rinishda yozish mumkin, bu yerda Ax -> о da a-cheksiz kichik
funksiya.

Bundan,
Ay = /'(xQ )Ax + a ■ Ax va £im Ay = £.im /'(x0)Ax + £ima • Ax = /’’(x0 )• 0 + 0 ■ 0 = 0.

Ax—>0 Ax—>0 Дх-И)

Demak, £/wAy = o va y = /(x) funksiya x0 nuqtada uzluksiz. Shunday 

qilib funksiyaning chekli hosilaga ega ekanligidan uning uzluksizligi 
kelib chiqar ekan.
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Teskari da’vo, umuman aytganda, to‘g‘ri emas, chunonchi nuqta­
da uzluksiz, biroq bu nuqtada hosilaga ega bo‘lmagan funksiyalar ham 
mavjud.

y = /(x)-|x|
x, agarx > 0 bo'Isa,

0, agarx = 0 bo'Isa,

- x, agarx < 0 bo'Isa.

funksiyani qaraymiz. Bu funksiya butun sonlar o‘qida, jumladan xo=O 
nuqtada ham uzluksiz (1-chizma), chunki /(0) = |o| = o; £imf(x) = €fm|x| = о

Va dim f (x) = f (О) = 0.

0 *

1-chizma
Bu funksiyaning xo=O nuqtada hosilaga ega emasligini ko‘rsa- 

tamizj
Ay = f(x0 + Ax) - f(x0) - |0 + Ax| -|0| = |Ax|

Ay |Ax| Дх
Va £im = £im 1—1 = £im — = 1 

Ar->+0 Дх Ду Ar-++0 Дх

Shunga o‘xshash £im — = (.im I—- = £im —- _] . Shunday qilib, 
a*-»-0 Ax Ax Ax

nisbat x=0 nuqtada har xil bir tomonlama limitlarga ega. Bu
Ax Ax

nisbat xo=O nuqtada limitga emasligini, ya’ni y(o) hosilaning mavjud 
emasligini ko‘rsatadi.

Demak, funksiyaning biror nuqtada uzluksizligidan uning shu 
nuqtada chekli hosilaga ega ekanligi(differensiallanuvchiligi) kelib 
chiqmas ekan.

Differensiallashning asosiy qoidalari
Teorema. Agar u(x) va v(x) funksiyalar x0 nuqtada differen­

siallanuvchi bo‘lsa, u holda ulaming algebraik yig‘indisi, ko‘paytmasi
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va maxraji noldan farqli bo‘lganda bo‘linmasi ham shu nuqtada 
differensiallanuvchi bo‘lib, hosilalar
a) (u±v)=u'+v', b) (wv^m'v + mv', d) M = UV~2UV formulalar yordamida

topiladi.
Isbot. (Bo‘ linrna uchun). у = f(x) =

m(x) 

v(x)
bo ‘ lsin, bu уerda v(x) * о ду

orttirmani tuzamiz:
x z * \ z-r \ u(x0+Ax) u(x0) м(хп+Ax)v(x0)-m(x0)v(xC)+Ax) 

= И (x0 + Ax)v(x0) - м(х0 )v(x0) - w(x0 )v(x0 + Ax)+м(хц X(x0) _

v(x0 + Ax)v(x0)

= [м(х0 + Дх) - м(х0 )]v(x0) - м(х0 )[v(x0 + Ax)- v(x0)] _ Amv(x0 ) - m(x0 )Av

v(x0 + Ax)v(x0) v(x0 + Ax)v(x0)

Shartga ko‘ra £im — = м'(хп), fim—= v'(x0) va £im v(x0 + Ax) = v(x0) 
Дх->0 Дх Дг->0 Дх Ar—>о

(differensiallanuvchi funksiya uzluksiz).
Аи / \ ( \ Av

n i ДУ AxV %° M X° Дх и’(лаМло)_м(ло)г’(хо)Demak, у1 = Um= Umw v v ;07 v ,;7
Аг->0Дх Дх->0 v(x0 + Ax)v(x0) V Ul) *

Shunday qilib, = a) va b) formulalar ham shunga 

v2(*o)

o‘xshash isbotlanadi.
Teorema qo‘shiluvchilar va ko‘paytuvchilar soni chekli bo‘lganda 

ham to‘g‘ri bo‘ladi. Masalan,
(м + v—w^m'+v'—w', yoki (uvw)-u'vw+uv'w+uw^ tenglik o‘rinli.
Natija. O‘zgarmas ko‘paytuvchini hosila belgisidan chiqarish 

mumkin, ya’ni (cm>Cm' yoki bunda C-o‘zgarmas son.

Haqiqatan, y = Cu(x) bo‘lsa, Ду = См(х0 + Ах)-См(х0)

_ См(хп + Дх)-См(х0) bo4ib у=(Сц).= с^^о+Ах)-м(х0) =Cu,(x)
Ax Ax **-*> Ax

bo‘ladi.
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Murakkab funksiyaning hosilasi
Murakkab funksiyani differensiallash qoidasi bilan tanishamiz. 

v = /(w), w = murakkab funksiyani qaraymiz.
Teorema. y = j\u) va u = g^x) differensiallanuvchi funksiyalar 

bo‘lsin. Murakkab /(«) funksiyaning erkli o‘zgaruvchi x bo‘yicha 
hosilasi bu funksiyaning oraliq argumenti и bo‘yicha hosilasi yu ning 

oraliq argumentning erkli o‘zgaruvchi x bo‘yicha hosilasi w'(x) ga 
ko’paytmasiga teng, ya’ni

yx=y'«

Isboti. и = px) funksiya x = x0 nuqtada, y=f(u) funksiya esa bu 
nuqtaga mos u0 = ^>(x0) nuqtada differensiallanuvchi bo‘lsin. U holda 

//ти —= /'(«o) chekli limit mavjud. Bundan — = /'(w0)+« yoki 
^->0 ды Au

a.v = /'(wn)Aw + oAw kelib chiqadi, bu yerdagi tz, Au->o da cheksiz kichik 
funksiya. So‘nggi tenglikni har ikkala tomonini Ax ga bo‘lsak

= p(Uo)—4- a — hosil bo‘ ladi. Bunda Ax -> о da limitga о ‘tib
Ax Ax Ax

fim — = yx, £im ~~ = ux, £im a — £im a — o ekanini hisobga olsak isbotlanishi
Av->0 Ду Дх—>0 Ду Ах->0 Ли-->0

lozim bo‘lgan y(x0) =/'(w0)-u’(x0) ух=у'и -и, kelib chiqadi. Biz

bu yerda differensiallanuvchi u(x) funksiya uzluksiz va Ax -> о da Aw о 
ni hisobga oldik.

Teskari funksiya va uning hosilasi
[a; kesmada aniqlangan o‘suvchi yoki kamayuvchi ,y = /(x) 

funksiyani qaraymiz. f(a)=c, f(b)=d bo‘lsin. Aniqlik uchun y = f(x) 

funksiya [a; /?] kesmada o‘suvchi deb faraz qilamiz. [a, z>] kesmaga tegishli 
ikkita har xil xi va x2 nuqtani olamiz. O‘suvchi funksiyaning ta’rifidan 
agar X! <x2 va yi = /(x1), y2 = /(x2)bo‘lsa, У} <y2 bo‘ladi.

Demak, argumentning ikkita har xil x. va x2 qiymatlarga funksiya­
ning ikkita har xil y2 va y2 qiymatlari mos keladi. Buning teskarisi ham
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to‘g‘ri, ya’ni >>, <Уг bo‘lib, У} = y(x,), y2 = /(x2)bo‘lsa, o‘suvchi funksiya 
ta’rifidan x, <x2 bo‘lishi kelib chiqadi.

Boshqacha aytganda, x ning qiymatlari [a; z>] kesma bilan у ning 
qiymatlari [c; d] kesma orasida o‘zaro bir qiymatli moslik o‘matiladi. у 
ni argument, x ni esa funksiya sifatida qarab x ni у ning funksiyasi 
sifatida hosil qilamiz:

X = (piy).
Bu funksiya berilgan у = /(x) funksiyaga teskarifunksiya deyiladi. 

Kamayuvchi funksiya uchun ham shunga o‘xshash mulohaza yuritish 
mumkin. Shuni aytish lozimki, y = /(x) funksiyaning qiymatlari sohasi 
[C;j] unga teskari x=^(y) funksiyaning aniqlanish sohasi bo‘ladi va 
aksincha. x = <p(y) funksiya uchun y = / (x) funksiya teskari funksiya 
bo‘lgani uchun x = <p(y) va y = /(x) funksiyalar о ‘zaro teskarifunksiyalar 
deb ataladi.

j=/(x) funksiyaga teskari funksiya j=/(x) tenglamani x ga 
nisbatan yechib topiladi. O‘zaro teskari funksiyalarning grafigi Oxy 
tekisligidagi bitta egri chiziqni ifodalaydi. ,.

5-misol. у = x3 funksiyaga teskari funksiya topilsin. *
Yechish. Bu funksiya butun sonlar o‘qida aniqlangan va o‘suvchi. 

Tenglikni x ga nisbatan yechsak berilgan funksiyaga teskari x = \[y 
funksiya hosil bo‘ladi.

Har qanday funksiya ham teskari funksiyaga ega bo‘lavermaydi. 
Masalan, y = x2 funksiya (— oo,+oo ) intervalda teksari funksiyaga ega emas, 
chunki у ning har bir musbat qiymatiga x ning ikkita x = -fy va x = 77 
qiymatlari mos keladi. Agar y = x2 funksiyani (-■»,()] intervalda qaralsa 
funksiya x = -77 teskari funksiyaga ega, chunki у ning har bir musbat 
qiymatiga x ning yagona у = x2 tenglikni qanoatlantiradigan qiymati 
mos keladi.

Shuningdek, y = x2 funksiyani [o,+oo) oraliqda qarasak unga teskari 
x - 77 funksiya mavjud bo‘ladi.
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Izoh. y = f(.x) funksiyaga teskari x=<p(y) funksiyaning argumentini 
odatdagidek x bilan, funksiyani esa у bilan belgilasak va y = f(x) 

hamda y = <p(x) funksiyalami grafigini bitta koordinatalar sistemasida 
chizsak, grafik birinchi koordinatalar burchagining bissektrisasiga 
nisbatan simmetrik bo‘ladi.

19.4- teorema. Agar o‘suvchi (kamayuvchi) y = f(x) funksiya [a; &] 
kesmada uzluksiz, shu bilan birga f(a)=c, f(b) = d bo‘Isa, u holda unga 
teskari % = <p(y) funksiya [<?;</]([</;<?]) kesmada aniqlangan monoton va 
uzluksiz bo‘ladi.

Endi x^y) teskari funksiyani hosilasini bilgan holda У = /(х) 

funksiyaning hosilasini topish imkonini beradigan teoremani isbot- 
laymiz.

19.5- teorema. Agar x = <p(y) funksiya biror intervalda monoton 
bo‘lib shu interval ning у nuqtasida noldan farqli <y’(y)hosilaga ega bo‘l- 
sa, bu nuqtaga mos x nuqtada teskari у = /(%) funksiya ham hosilaga 
ega bo‘lib,

bo‘ladi.
Isboti. Shartga binoan x = ^(y) funksiya monoton va differen- 

siallanuvchi bo‘lgani uchun u uzluksiz hamda unga teskari monoton va 
uzluksiz у = f(x) funksiya mavjud. x ga Av y O orttirma bersak у=f(x) 

funksiya Ay orttirma oladi va uzluksizligini nazarga olsak Ax-»o da 
Ay >0. Natijada

n. Ay 1 1 1f (x) = am — = am —— =----- — =------
Лг-*°Дх Ax-»0 Ax /xx ^'(y)

Ay Ду-»0 &У

Bu formulani у' = Д- ko‘rinishda yozish mumkin.

Shunday qilib, teskari funksiyaning hosilasi shu funksiya hosila- 
siga teskari miqdorga teng ekan.
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O‘zingizni sinab ко‘ring:
1. Hosila tushunchasiga olib keluvchi masalalardan bir nechtasini 

ayting.
2. Egri chiziqqa urinma deb nimaga aytiladi?
3. Urinmaning burchak koeffitsienti nimaga teng?
4. Funksiyaning nuqtadagi hosilasini ta’riflang.
5. Funksiyaning geometrik va mexanik ma’nolarini ayting.
6. Funksiyaning biologik va iqtisodiy ma’nolarini ayting.
7. Funksiya qachon differensiallanuvchi deyiladi?
8. Funksiyaning intervalda differensiallanuvchiligini ta’riflang.
9. Differensiallanuvchi funksiya uzluksiz bo‘ladimi?
10. Uzluksiz funksiya differensiallanuvchi bo‘ladimi?
11. Differensiallashning asosiy qoidalarini ayting.
12. Murakkab funksiyaning hosilasi qanday topiladi?
13. Berilgan funksiyaga teskari funksiya deb nimaga aytiladi?
14. Teskari funksiya qanday topiladi?
15. Qana«;a funksiyalarga teskari funksiya mavjud bo‘ladi?
16. Teskari funksiyaning hosilasi qanday. topiladi?

a
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XVIII BOB. HOSILA YORD AMID A FUNKSIYANI 
TEKSHIRISH

18.1. Funksiyaning extremal nuqtalarni topish
18.2. Funksiyani o‘sish va kamayish oraliqlarini toppish
18.3. Funksiyaning qavariq oraliqlarini toppish
18.4. Funksiyaning eng kata va eng kichik qiymatlarini topish

O‘suvchi va kamayuvchi funksiyalarga ta’rif berilgan edi. Shunday 
bo'lsada, ularni yana bir eslaylik. (a; b) intervalda (u kesma bo‘lishi ham 
mumkin) aniqlangan y=f(x) funksiyani qaraymiz. (<?;/>) intervaldan 
olingan argumentning istalgan Xl<x2 qiymatlariga funksiyaning 
/(r)</(x2) qiymatlari mos kelsa y=f(x) funksiya (a-,b) intervalda 
o‘suvchi deyilar edi. Shuningdek, (a; /?) intervaldan olingan argument­
ning istalgan x,<x2 qiymatlari uchun ,/'(x1)>/(x2) bo‘lganda, y = /(x) 
funksiya (a; b) intervalda kamayuvchi deyilar edi. Bu yerda funksiya­
ning o‘sish, kamayish oraliqlarini uning hosilasi yordamida aniqlash 
usuli bilan tanishamiz.

O‘suvchi funksiyaning ta’rifiga binoan x2-x!>o bo‘lganda 
/(x2)-/(x1)>o bo‘ladi. Agar х2-х,=Дх, /(xJ-./'fxJ^Ду deb belgilasak, 
Av>o va Av>o ekanini, ya’ni orttirmalar bir xil ishorali ekanini 
ko‘ramiz.

Shunday qilib, o‘suvchi funksiya uchun — > о bo‘lar ekan. Shunga Дх
o‘xshash kamayuvchi funksiya uchun ^<0 bo‘lishiga ishonch hosil 

qilish qiyin emas.
1-teorema (funksiya o‘suvchi bolishining zaruriy sharti). Agar 

[a-b) intervalda differensiallanuvchi y = f(x) funksiya shu intervalda 
o’suvchi bo‘lsa, u holda bu funksiyaning hosilasi intervalning hech bir 
nuqtasida manfiy bo‘lmasligi zarur, ya’ni (a; b) intervaldagi barcha x 

lar uchun /'(x) >o bo‘ladi.
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Isboti. Teoremaning shartiga ko‘ra y=/(x) funksiya (a;b) 
intervalda o‘suvchi, shu sababli istalgan x&(a-,b) uchun ^v>o. Musbat 

Ax 

funksiyaning limiti manfiy bo‘la olmasligi sababli £zw-^>o. Ammo zv ->o Дх 
teoremaning shartiga ko‘ra /(x) funksiya (a;Z>) intervalda differen- 
siallanuvchi bo‘lganligi sababli /’(x)=ew?— chekli limit mavjud va 

Ax

(а; ь) dagi barcha x lar uchun f(x) >o bo‘ladi. Teorema isbot bo‘ldi.
2-teorema (funksiya kamayuvchi bo‘lishining zaruriy sharti). Agar 

(a;b) intervalda differensiallanuvchi y = /(x) funksiya shu intervalda 
kamayuvchi bo‘Isa, u holda bu funksiyaning hosilasi intervalning hech 
bir nuqtasida musbat bo‘lmasligi zarur, ya’ni (a; b) intervaldagi barcha 
x lar uchun /'(x) < о bo‘ladi.

Teoremani isboti kamayuvchi funksiya uchun Лу<о ekanini
Ax

hisobga olinsa
1-teoremang isbotidagi mu- 

lohazalami takrorlagani uchun 
uni isbotlashni o‘quvchiga hovo- 
la etamiz. Bu teoremaga quyi- 
dagicha geometrik izoh berish 
mumkin. O‘suvchi funksiyaning 
grafigi Ox o‘q bo‘ylab o‘ngga 
harakatlanganda yuqoriga ko‘ta- 
rila boradi.

у

110-chizma

Bu holda grafika urinma Ox o‘qning musbat yo‘nalishi bilan o‘tkir 
a burchakni tashkil etadi, yoki ba’zi-bir nuqtalarda у Ox o’qqa parallel 
bo‘ladi. Masalan x, nuqtada /,(x1)=o(llO-chizma).

O‘tkir burchakning tangensi musbat (urinma Ox ga parallel 
nuqtalarda nolga teng) va hosilaning geometrik ma’nosiga ko‘ra
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= bo‘lgani sababli o‘suvchi funksiya uchun kelib
chiqadi.

Kamayuvchi funksiyaning garfigiga urinma Ox o‘qning musbat 
yo'nalishi bilan o‘tmas burchak tashkil etadi, yoki Ox ga parallel boTadi. 
()‘tmas burchakning tangensi manfiyligini hisobga olib kamayuvchi 
funksiya uchun / (x)< о tengsizlikka ega bo‘lamiz(l 11-chizma).

3- teorema (funksiya o‘suvchi bo‘lishining yetarlilik sharti). Agar 
[а; ь] kesmada uzluksiz у = /(x) funksiya (a; intervalda musbat hosilaga 
ega bo‘Isa, u holda bu funksiya [a; z>] kesmada o‘suvchi bo‘ladi.

Isboti. Barcha a<x<b uchun f'(x)>o bo‘lsin. (a;Z>) intervalga 
tegishli ikkita ixtiyoriy x, < x2 qiymatlarni qaraymiz. [x„ x2] kesma uchun 
Lagranjning chekli ayirmalar formulasini yozamiz:

/(^2)-/(Xl)=/'(C)(X2 “Xl)> ^<C<X2 (1)
Teoremaning shartiga ko‘ra 

/ (x) > о. Bundan tashqari x2 - x, > о. 

Shuning uchun (1) tenglikdan 
./■(x2)-/(x,)>o yoki /(x2)>/(x1),ya’ni 
/(x) funksiya [a; ft] kesmada 
o‘suvchiligi kelib chiqadi. Teorema 
isbot bo‘ldi.

4- teorema (funksiya kamayuv­
chi bo‘lishining zaruriy sharti). Agar [a; z>] kesmada uzluksiz у = f (*) 
funksiya (a; b) intervalda manfiy hosilaga ega bo‘Isa, u holda bu 
funksiya [a; h] kesmada kamayuvchi bo‘ladi.

[a; b] kesmada faqat o‘suvchi (faqat kamayuvchi) funksiya shu 
kesmada monoton o‘suvchi (monoton kamayuvchi) funksiya deb atalar 
edi.

Funksiya faqat o‘suvchi yoki faqat kamayuvchi bo‘ladigan 
intervallar uning monotonlik intervallari deyilar edi.

1-misol. у = x2 funksiyaning monotonlik intervallarini aniqlang. 
Yechish. y' hosilani topamiz: y= 2x.
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x<0 da у<о va fiinksiya (-00;0) intervalda kamayadi;
x>0 da y>o va funksiya (0;+oo) intervalda o‘sadi;
2-misol. y = 4x+sinx funksiyaning monotonlik intervallarini aniq- 

lang.
Yechish. у hosilani topamiz: y=4+cosx. Barcha xe(-oo;+oo) uchun 

y>obo‘lganligi sababli berilgan funksiya (-00;+00) intervalda o‘sadi.
Funksiyaning maksimum va minimumi

x0 nuqtada va uning atrfida aniqlangan y = f(x) funksiyani 
qaraymiz.

1-ta’rif. Agar y = f(x) funksiyaning x0 nuqtadagi qiymati shu 
funksiyaning bu nuqtaning yetarlicha kichik atrofidagi qolgan 
qiymatlaridan katta bo‘Isa, y = f(x) funksiya x0 nuqtada maksimum 
(maximum)ga ega deyiladi.

Boshqacha aytganda, agar har qanday yetarlicha kichik musbat yoki 
manfiy Дх larda /(x0 + Ax)< y(x0) bo‘Isa, /(x) funksiya x0 nuqtada 
maksimumga ega deyiladi(Ax>oda 112-chizma). Bu holda xo 
funksiyaning maksimum nuqtasi deyiladi.

2-ta’rif. Agar y = f(x) funksiyaning x0 nuqtadagi qiymati shu 
funksiyaning bu nuqtaning yetarlicha kichik atrofidagi qolgan qiymat­
laridan kichik bo‘Isa, y = f(x) funksiya x0 nuqtada minimum ga ega 
deyiladi.
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Boshqacha aytganda, agar har qanday yetarlicha kichik musbatyoki 
manfiy Ax larda /(x0 + Ax)>/(x0) bo‘lsa, /(%) funksiya x0 nuqtada 
minimumga ega deyiladi (Ax>oda 113-chizma). Bu holdaxo funksiya­
ning minimum nuqtasi deb ataladi.

Masalan, у = x2 funksiya x=0 nuqtada minimumga ega, chunki x=0 
bo Uganda y=0 va x ning boshqa qiymatlariday>0.

1- eslatma. [a; z>] kesmada aniqlangan funksiya o'zining maksimum 
va minimum qiymatlariga x ning shu kesma ichidagi 
qiymatlaridagina erishadi. Boshqacha aytganda /(a), f(b) qiymatlar 
funksiyaning maksimum va minimum qiymatlari boUaolmaydi.

2- esIatma. Funksiyaning [a; л] kesmadagi maksimum va minimumi- 
ni uning shu kesmadagi eng katta va eng kichik qiymatlari deb qarash 
xato bo‘ladi. Funksiyaning maksimum qiymati uning funksiya maksi- 
mumga ega nuqtaga yetarli darajada yaqin turgan hamma nuqtalaridagi 
qiymatlariga nisbatangina eng katta bo‘ladi. Funksiyaning minimumi 
haqida ham shunga o‘xshash gaplami aytish mumkin.
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Funksiyaning maksimumi uning minimumidan har doim katta 
bo‘ladi deb o‘ylash noto‘g‘ri. 114-chizmada [a;Z>] kesmada aniqlangan 
funksiya tasvirlangan. Bu funksiya:

x = x, va x = x3 nuqtalarda maksimumga ega; x = x2 va x = x4 
nuqtalarda minimumga ega; lekin funksiyaning x = x4 nuqtadagi 
minimumi uning x = x1 nuqtadagi maksimumidan katta. Funksiyaning 
x=b nuqtadagi qiymati uning [а; ь] kesmadagi eng katta qiymati bo‘ladi. 
Funksiyaning maksimumlari va minimumlari funksiyaning 
ekstremumlari yoki ekstremal qiymatlari deyiladi.Agar xo nuqtada 
funksiyaning ekstrimumga ega bo‘Isa u holda bu nuqta funksiyaning 
ekstrimum nuqtasi deyiladi.

Izoh. Biror oraliqda faqat o‘suvchi(faqat kamayuvchi) funksiya shu 
oraliqda ekstremumga ega bo‘lmaydi.

Ekstremum mavjudligining zaruriy sharti
5-teorema. Agar differensiallanuvchi y - /(%) funksiya x0 nuqtada 

ekstremumga ega bo‘Isa, u holda uning shu nuqtadagi hosilasi nolga 
teng bo‘lishi zarur, ya’ni /(x) = o bo‘ladi. ~

Isboti. Aniqlik uchun funksiyaning x0 nuqtada maksimumga ega 
deb faraz qilamiz(l 15-chizma).

/'(x0)= £im — >0° Ах-»-0Дс
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2) v> v,lar uchun funksiya kamayuvchi va — <o, demak,
Ax

/■'(x0)= /'(x0)>0 va /'(x0)<o munosabatlardan /'(xo) = o kelib
Д«-»+0 Ду

chiqadi.
Teoremaning geometrik mazmuni shuni bildiradiki, differensial- 

lanuvchi funksiya uchun ekstremum nuqtalarida urinma Ox o‘qqa 
parallel bo‘ladi. Biz shu paytgacha funksiya ekstremumga ega bo‘lgan 
nuqtalarda differensiallanuvchi deb faraz qildik. Funksiya hosilaga ega 
boMmagan yoki hosilasi cheksiz bo‘lgan nuqtalarda ham funksiya 
ekstremumga ega bo‘lishi mumkin.

3-misol. у - |x| funksiya butun son o‘qida uzluksiz bo‘lib x=0 
nuqtada hosilaga ega emasligi isbotlangan edi. Bu nuqtada funksiya
minimumgaega (100-chizma).

4-misol. j = funksiyaning hosilasi y=- 2
3 Vx

x=0 nuqtada

cheksizlikka aylanadi. Funksiya x=0 nuqtada maksimumga ega (108- 
chizma).

Shunday qilib funksiya ekstremumga ega bo‘lgan nuqtalarda 
funksiyaning hosilasi yo nolga teng, yoki cheksizlikka teng yoki mavjud 
bo‘lmas ekan. Bunday nuqtalar funksiyaning kritik (statsionar) 
nuqtalari deyiladi. Demak, funksiya ekstremal qiymatlarini faqatgina 
ouzining kritik nuqtalarida qabul qilishi mumkin. Teskari tasdiq o‘rinli 
emas, ya’ni nuqtaning kritik nuqta ekanligidan shu nuqtada 
funksiyaning ekstremumga ega ekanligi kelib chiqmaydi. Masalan, 
v = x3 funksiyaning hosilasi y= 3x2 x=0 nuqtada nolga aylanadi. Ammo 
bu nuqtada funksiya ekstremumga ega emas, chunki u o‘suvchi (y> o).

Ekstremum mavjudligining yetarlilik sharti
6-teorema (ekstremum mavjudligining birinchi yetarlilik sharti). 

/(x) funksiya kritik nuqta x0 ni o‘z ichiga olgan birorta intervalda 
uzluksiz va shu intervalning barcha (balki x0 nuqtaning o‘zidan boshqa) 
nuqtalarida differensiallanuvchi bo‘lsin. Agar shu nuqtaning chap
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tomonidan o‘ng tomoniga o‘tishda hosilaning ishorasi plyusdan minus- 
ga o‘zgarsa, funksiya x = x0 kritik nuqtada maksimumga ega bo‘ladi. 
Agar x = x0 nuqtaning chap tomonidan o‘ng tomoniga o‘tishda 
hosilaning ishorasi minusdan plyusga o‘zgarsa, funksiya bu nuqtada 
minimumga ega bo‘ladi.

Isboti. x0 -kritik nuqta bo‘lib uning chap tomonidan о‘ng tomoniga 
o‘tishda /’(x) hosila ishorasini plyusdan minusgao‘zgartirsin, ya’ni x0 
nuqtaning chapida hosila musbat, uning o‘ngida hosila manfiy bo‘lsin. 
Demak shunday yetarlicha kichik musbat л>0 son mavjud bo‘lib 
(х0-л, x0) intervalda funksiyaning hosilasi f'(x)>o va (х0,х0 + л) 
intervalda hosila /’(x) < о bo‘ladi.

Funksiyaning o‘sishi va kamayishi haqidagi teoremaga binoan 
[x0 -h, x0] kesmada funksiya o‘sadi, [x0, x0 +Л] kesmada esa u kamayadi. 
Demak, [х0-Л, х0 + л] kesmaga tegishli barcha x lar uchun /(x)</(x0) 
bo‘ladi. Bu /(x) funksiya x = x0 nuqtada maksimumga ega ekanligini 
ko‘rsatadi(l 16-chizma).

Teoremaning ikkinchi qismi ham shunga o‘xshash isbotlanadi(l 17- 
chizma).

Izoh. x = x0 kritik nuqtaning bir tomonidan ikkinchi tomoniga 
o‘tishda f'(x) hosila ishorasini o‘zgartirmasa x = x0 kritik nuqtada 
funksiya ekstremumga ega bo‘lmaydi.
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5-misol. у = 2x3 -9x2 +12X+1 funksiyaning monotonlik intervallarini 
va ekstremumini toping.

Yechish. 1) Berilgan funksiya (-«;+«) intervalda aniqlangan va 
d ifferensiallanuvchi.

2) Funksiyaning hosilasini topamiz: y=6x2 -I8x+12.

3) Kritik nuqtalarini topamiz: 6x2 -18x+12 = о; x2 - 3x+2 = о;
3 (9 3 1

xL2 - -±J--2 = -±-; xt = 1,x2 = 2-kritiknuqtalar.

y=6(x-i)(x—2) hosilaning ishorasini intervallar usulidan foydalanib 
tekshiramiz.

Demak, (~a>;l) va (2;+<«) intervallarda y>o bo‘lgani uchun bu inter­
val larda funksiya o‘sadi, (1; 2) intervalda y<o bo‘lgani uchun bu inter­
valda funksiya kamayadi. x=l kritik nuqtaning chap tomonidan o‘ng 
tomoniga o‘tishda hosila ishorasini plyusdan minusga o‘zgartirganligi 
uchun x=l kritik nuqtada funksiya maksimumga ega. x=2 kritik 
nuqtaning chap tomonidan o‘ng tomoniga o‘tishda hosila ishorasini 
minusdan plyusga o‘zgartirganligi uchun bu kritik nuqtada funksiya 
minimumga ega(l 18-chizma).

3’max = У(1) = Уш = J(2) = 5 .
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Funksiyaning kesmadagi eng katta va eng kichik qiymatlari
[a; b] kesmada uzluksiz у = f(x) funksiyani qaraymiz. Bu funksiya 

[a; ft] kesmada o‘zining eng katta va eng kichik qiymatlarini qabul qilishi 
aytilgan edi (18.5-teorema). Agar funksiya o‘zining eng katta (eng 
kichik) qiymatlarini [a; ft] kesmaning ichki nuqtasida qabul qilsa u 
funksiyaning (a; ft) intervaldagi maksimum(minimum) qiymatlaridan 
biri bo‘ladi. Bundan tashqari, funksiya o‘zining eng katta va eng kichik 
qiymatlariga [a; ft] kesmaning oxirlarida ham erishishi mumkin.

Shunday qilib, funksiyaning [a; ft] kesmadagi eng katta va eng 
kichik qiymatlarini topish uchun quyidagi qoidaga ega bo‘lamiz.

1. Funksiyaning (a; ft) intervaldagi barcha kritik nuqtalarini topib 
funksiyaning bu nuqtalardagi qiymatlarini hisoblaymiz.

2. Funksiyaning kesmaning oxirlari x = a, x = ft nuqtalardagi 
qiymatlari f(a), f(b) lami hisoblaymiz.

Topilgan qiymatlardan eng kattasi funksiyaning [a; ft] kesmadagi 
eng katta qiymati, ulardan eng kichigi funksiyaning [a; ft] kesmadagi eng 
kichik qiymati bo‘ladi.

6-misol. /(x) = 2x3 -2 lx2 +72x + 6 funksiyaning [2; 5] kesmadagi eng 
katta va eng kichik qiymatlarini toping.

Yechish. 1. Funksiyaning [2; 5] kesmadagi kritik nuqtalarini topamiz 
va bu nuqta-larda /'(x) hosilani hisoblaymiz. f'(x) = 6x2 - 42x+72. f'(x) = 0 
tenglamani yechamiz:
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бх2 - 42х+72 = 0; х2 - 7х +12 = 0; Х] = з, х2 = 4 -kritik nuqtalar. Kritik 
nuqta-laming har ikkalasi berilgan kesmaga tegishli. Funksiyaning x, = з 

va x, = 4 nuqtalardagi qiymatlarini hisoblaymiz:
/(3)= 2-33-21-32+72-3 + 6 = 87, /(4) = 2-43 -21 42 + 72-4 + 6 = 80.

2. Funksiyaning [2; 5] kesmaning oxirlari x = 2 va x = 5 nuqtalardagi 
qiymatlarini hisoblaymiz:

/(2) = 2-23-21-22 +72-2 + 6 = 82, f (5) = 2-53 -21-52 + 72-5 + 6 = 91.

Topilgan qiymatlar 82, 87, 80, 91 dan eng kichigi 80 berilgan 
f unksiyaning [2; 5] kesmadagi eng kichik qiymati, ulardan eng kattasi 
91 uning shu kesmadagi eng katta qiymati bo‘ladi.

Ekstremumlarni ikkinchi hosila yordamida tekshirish
Ba’zi hollarda funksiyaning ekstremumlarini uning ikkinchi 

hosilasi yordamida tekshirish qulay bo‘ladi. Faraz qilaylik y = /(x) 
funksiyaning hosilasi x = x0 nuqtada nolga aylansin, ya’ni ,/’(jt(J) = o va 
funksiya shu nuqtada hamda uning biror atrofida ikkinchi tartibli 
uzluksiz hosilaga ega bo‘lib, ,/"(xo)*o bo‘lsin.

7-teorema (ekstremum mavjudligining ikkinchi yetarlilik sharti).
Agar, /"(xo)<o bo‘Isa /(x) funksiya x = xQ kritik nuqtada 

maksimumga ega bo‘ladi, /"(xo)>0 bo Uganda у x = x0 kritik nuqtada 
minimumga ega bo‘ladi.

Isboti. Aniqlik uchun /"(xo)<0 bo‘Ism. /(x) funksiya x = x0 kritik 
nuqtada maksimumga ega ekanligini ko‘rsatamiz. Ikkinchi hosilaning 
ta’rifiga binoan:

Д»~»0 Дх

Shartgako‘ra /'(xo) = o bo‘lgani uchun

/"(x0) = Um
/'(x„ +Ax) 

Ax

Ammo /”(х0) < о. Shuning uchun

/"(xo)
Ax

<0.
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limiti manfiy ifodaning o‘zi ham kichik |дх| lar uchun manfiy 
bo‘lganligi sababli

/'(x0 + Ax)
Ar

bo‘ladi.
Ax<0 bo‘lsin, u holda f' (x0 + Ax) > о; agarda Ax>0 bo‘Isa, u holda 

f*(x0 + Ax) < o. Bu x = x0 kritik nuqtaning chap tomonidan о‘ng tomoniga 
o‘tishda hosila ishorasini plyusdan minusga o‘zgartirishini ko‘rsatadi. 
Demak, ekstremum mavjudligining birinchi yetarlilik shartiga ko‘ra 
y = /(x) funksiya x = x0 nuqtada maksimumga ega.

Teoremaning ikkinchi qismi ham shunga o‘xshash isbotlanadi.
7-misol. ^ = x+2cosx funksiyaning [cw] kesmadagi ekstremumini 

toping.
Yechish. 1. Birinchi hosilani topamiz: y= l-2sinx.

2. (0;2yr) intervalga tegishli kritik nuqtalarni topamiz:
1 — 2sinx = 01 sinx = —, x. = —, x, = —.7 n 7 1 r 7 2

3. Ikkinchi hosilani topamiz: у=-2 cosx.

4. Ikkinchi hosilaning Xi = - ва x2 = — kritik ^nuqtalardagi
6 6 

ishoralarini aniqlaymiz.
= —2cos— = -2 • — = -л/3 < 0, /"f—1 = -2cos— = 2 • — = Л > 0

6 2 \ 6 J 6 2

7- teoremaga binoan berilgan funksiya nuqtada6 
maksimumga va x2 = — nuqtada minimumga ega bo‘ladi.

6

8-misoI. /(x) = x4 funksiyaning ekstremumini toping.
Yechish. Bu funksiya butun sonlar o‘qida aniqlangan va differen- 

siallanuvchi.
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1. Hosilani topamiz: f'(x) = 4x3.

2. Hosilani nolga tenglashtirib uning ildizlarini topamiz: /'(x)=о;

4x3 = 0; x — o -kritik nuqta.
3. Ikkinchi hosilani topamiz: f”(x) = llx2.

Kritik nuqtada ikkinchi hosila nolga teng, ya’ni /”(0) = 12-02 =0. 

Demak, qaralayotgan hoi uchun ikkinchi yetarlilik sharti ishlamaydi. 
Birinchi yetarlilik shartiga murojaat etib topamiz: x<0 da ,f(x)<o va 
x>0 da / (x)>o. Shunday qilib, x = o kritik nuqtaning chap tomonidan 
o‘ng tomoniga o'tishda hosila ishorasini minusdan plyusga o‘zgar- 
tirganligi sababli x = о nuqtada funksiya minimumga ega.

Demak, kritik nuqtada ikkinchi hosila mavjud bo‘lib u noldan farqli 
bo‘lgandagina ikkinchi yetarlilik shartidan foydalanish mumkin ekan. 
Agar kritik nuqtada ikkinchi hosila nolga teng bo‘Isa yoki mavjud 
bo‘lmasa, u holda ikkinchi yetarlilik shartidan foydalanib bo‘lmaydi.

Shunday qilib differensiallanuvchi y = f(x) funksiyaning ekstre­
mumini quyidagi sxema asosida izlash maqsadga muvofiqdir.

1. Fuksiyaning hosilasi /'(x) topiladi.
2. Kritik nuqtalar topiladi; buning uchun: a) /’(x) = o tenglamaning 

haqiqiy ildizlari topiladi.
b) x ning j\x) hosila mavjud bo‘lmagan yoki cheksizlikka 

aylanadigan qiymatlari topiladi.
3. Yetarlilik shartlarining birortasidan foydalanib topilgan kritik 

nuqtalaming har birida funksiyaning maksimum yoki minimumga ega 
ekanligi yoki ekstremumning mavjud emasligi aniqlanadi.

4. /(x) funksiyaning ekstrimumi mavjud kritik nuqtalaridagi 
qiymatlarini hisoblab uning ekstremumini topiladi.

Ekstremumlar nazariyasining masalalar yechishga tadbiqi
Ekstremumlar nazariyasi yordamida geometriya, mexanika va 

hakozolarga doir ko‘pgina masalalar yechiladi. Shunday masalalaming 
ba’zilarini yechish usuli bilan tanishamiz.

■<*
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1- masala. Uzunligi 120 metrlik panjara bilan bir tomondan uy bilan 
chegaralangan eng katta yuzga ega to‘g‘ri to‘rtburchak shaklidagi 
maydon o‘rab olinishi kerak. To‘g‘ri to‘rtburchakli maydonning 
o‘lchovlari (bo‘yi va eni) aniqlansin.

Yechish. Maydonning uzunligini x, enini y, yuzini S orqali 
belgilaymiz. U holda to‘g‘ri to‘rtburchakning yuzini topish formulasiga 
ко ‘ra maydonning yuzi s=xy bo‘ ladi.

S yuz hozircha ikkita erkli o‘zgaruvchilar x va у ga bog‘liq. 
Ulardan birortasini ikkinchisi orqali ifodalash uchun masalaning 
shartidan foydalanamiz. Shartga ko‘ra maydonning bir tomoni tayyor 
uy (devor) bilan, qolgan uch tomoni uzunligi 120m panjara bilan 
chegaralanishi lozim, ya’ni x+2y = i20. Bundan х = 120-2>- kelib chiqadi. 
x ning ushbu qiymatini S yuzni topish formulasiga qo‘yamiz. U holda 
5 = (120-2у)у = 120у-2y2 bitta erkli o‘zgaruvchining funksiyasi hosil 
bo‘ladi. Endi shu S(y) funksiyaning eng katta qiymatini topamiz.

S"(.y) = 120—4y, S\y) = (120- 4 vj = -4,

s'(y) = o yoki 120-4y = o dan 4y = 12a у=30 yagona kritik nuqta kelib 
chiqadi.

5”(30) = -4 < o bo‘lgani uchun ikkinchi yetarlilik shartga ko‘ra x=30 
qiymatda funksiya maksimumga ega. Bu yagona maksimum uning eng 
katta qiymati ham bo‘ladi. Shunday qilib, bir tomoni uy bilan qolgan 
uch tomoni 120 m uzunlikdagi panjara bilan chegaralangan to‘rtburchak 
shaklidagi maydonlar orasida eni у=30.и, bo‘yi (uzunligi) 
x = 120-2-30=60m bo‘lgan maydon eng katta s, = 60-30m2 = isoon2 yuzga 
ega bo‘lar ekan.

2- masala. 180 soni ko‘paytmasi eng katta va ulardan ikkitasi 1:2 
nisbatda bo‘lgan uchta qo‘shiluvchiga ajratilsin.

Yechish. Faraz qilaylik 180=x+j+z ko‘rinishda tasvirlansin. 
Shartgako‘ra x,y,z sonlardanikkitasi, masalan x,y 1:2 nisbatda,ya’ni 
JC 1
- = -, y = 2x bo‘lishi lozim. U holda 180=x + 2x+z yoki

i80=3x+z, z = i80-3x hosil bo‘ladi. Demak 180=x+2x+(180-3x) 
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ko‘rinishdagi uchta x, 2x, 180-3% qo‘shiluvchilarga ajratildi. Shulaming 
ko‘paytmasi

v = x-2x- (180-3%) = 360x2 -6%3 ifodaning eng katta qiymatini 
topishimiz kerak. v'(%) = 720% -18%2; v11 (%) = 720 - 36%; v'(%) = 0 yoki 
720%-18%2=0; dan x (720-18%)=0; x*obo‘lgani uchun
720-i8% = 0; x = 2^ = 40 kritik qiymat kelib chiqadi. v"(40) = 720-36-40<0 

bodgani uchun ikkinchi yetarlilik shartiga binoan x=40 qiymatda 
v = x 2x (i8o-3x) funksiya eng katta qiymatga ega bo‘ladi.

Demak, j = 2x = 2-40=80, z = 180-3x = 180-3-40=60. Shunday qilib, 
180 soni 40, 80, 60 sonlaming yig‘indisi ko‘rinishida tasvirlanganda 
qo‘shiluvchilardan ikkitasi 1:2 nisbatda bo‘lib, qo‘shiluvchilaming 
ko‘paytmasi eng katta bo‘lar ekan, ya’ni vtnax = 40-80-60 = 192000.

3-masala.  Marvaridni bahosi uning massasi kvadratiga 
proporsional. Ishlov berish vaqtida marvarid ikki bo‘lakka ajralib ketdi 
va natijada eng ko‘p qiymatini (bahosini) yo‘qotdi. Bo‘laklaming 
massalari topilsin.

Yechish. Marvaridning massasini m, bahosini z, bo‘laklaming 
massalarini ml,m2(ml +m2=m) va ularning baholarini mos ravishda z,,z2 
orqali belgilaymiz. U holda butun marvaridning bahosi z-am2 
bo‘laklaming baholari esa z^a-m2 ,z2=a-m2 bo‘ladi, bunda a>0- 
proporsionallik koeffitsienti. Shartga ko‘ra, butun marvaridning bahosi 
z = a m2 bilan siniq ikki bo‘lak marvaridning bahosi a -m2+a m2 

orasidagi farq y=a-m2 -a-(m2 + m2) eng katta ekanligi bizga ma’lum, 
m = mx+m2 yoki m2 = m-ml ekanini hisobga olsak у = am2-a(m2 + m22) = 

am2 -am2 -a (m-m^)2 =

= am2 -am2 -am2 +2amml-aml2 =2a(mml-mf) kelib chiqadi. Bu 
yerda

a, m o‘zgarmas miqdorlar, m, эса o‘zgaruvchi miqdordir. Endi 
^(/wjfunksiyaning eng katta qiymatini topamiz.
У=2«(/и-2от1);У =-4a. y'(m}) = 0
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yoki m~2m. =0 dan mx =— kritik qiymat kelib chiqadi. y'W = -4a<o
2 2 )

bo‘lgani uchun ikkinchi yetarlilik shartiga ko‘ra у = 2а(ттх-2mx2) 

funksiya =y qiymatda maksimumga ega bo’ladi. Demak, marvarid 

teng (mx =m2 = yj ikki bo‘lakka bo‘linganda o‘zining eng ko‘p bahosini 

yo‘qotar ekan.
4-masala. Jism v0 = 60m/sek tezlik bilan tik yo‘nalishda yuqoriga 

otilgan. Jismning eng yuqori ko‘tarilish balandligi topilsin.
Yechish. Fizika kursidan ma’lumki tik yo‘nalishda yuqoriga v0 

boshlang‘ich tezlik bilan otilgan jismning harakat tenglamasi 
.2

H = vot-^- bo‘ladi. Bunda ZT-otilgan jismning yerdan balandligi,

g ~1 От I sek2 erkin tushish tezlanishi, t esa sarflangan vaqt. Masalaning 
shartiga asosan vG = 60misek va binobarin, //^60? -5r. Endi shu H(t)

funksiyaning eng katta qiymatini topamiz. H'(t} = 60-ior; H"(t) = -io.
H\t) = о yoki 60-l(k = 0 dan ior=60, t = 6 kritik nuqta kelib chiqadi.

H"(6) = -io< о bo‘lgani uchun ikkinchi yetarlilik* shartiga asosan^ = 6 
qiymatda f/=-60t-5r funksiya maksimumga ega bo‘ladi. Demak, 
Ягаах =Я(6) = 60-6-5-62 = 180(m).

Shunday qilib го=бОм/сек tezlik bilan yuqoriga tik otilgan jism 
taqriban 6 sek.dan so‘ng eng yuqori Н=180/и balandlikka ko‘tarilar 
ekan.

5-masala. Asosi a va balandligi h bo ‘lganuchburchakka eng katta 
yuzli to‘g‘ri to‘rtburchak ichki chizilgan. To‘g‘ri to‘rtburchakning yuzi 
aniqlansin.

Yechish. Я2?С(119-chizma) uchburchakka ichki chizilgan to‘g‘ri 
to‘rtburchakning tomonlarini x v&y orqali belgilaymiz. U holda to‘g‘ri 
to‘rtburchakning yuzi s = xy bo‘ladi.
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ABC va a{Btc uchburchaklaming o‘xshashligidan 4^ = ^- (1)
AB CC, 

proporsiya kelib chiqadi. Masalaning shartiga ko‘ra AB = a, cct=h. 

Belgilashimizga asosan a1b1 = x,BtE = мсх = у, см = ccx-cm = h-y bo‘lga- 
ni uchun (1) munosabat quyidagi ko‘rinishga ega bo‘ladi. - = 

a h 

bundan x = -(h-y) kelib chiqadi. x ningushbu qiymatini s=xy ga qo‘yib 
h

s = -(h-y)y = -(hy-y2) bir o‘zgaruvchining funksiyasiga ega bo‘la- 
h h

miz.
Endi shu S(y) funksiyaning eng katta qiymatini topamiz.

•? S’(y) = ^-{h-2y\ S”(y) = —■•
h h

= yoki -(h-2y) = Q dan л-2у = о, y = - kritik qiymat kelib 
h 2

chiqadi.
< о bo‘lgani uchun ikkinchi yetarlilik shartiga ko‘ra s(y) 

funksiya y = ^ da maksimumga ega bo‘ladi. Bu yagona maksimum 

uning eng katta qiymati ham bo‘ladi. Shunday qilib, uchburchakka ichki 

chizilgan to‘g‘ri to‘rtburchaklardan asosi x = = = va

balandligi = bo‘lgan to‘rtburchak eng katta yuzga ega bo‘lar ekan. 

Bu to‘rtburchakning yuzi esa s = bo‘ladi.
•Л
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6-masala. Gipotenuzasi 24sm, burchagi 60°to‘g‘ri burchakli 
uchburchakka asosi gipotenuzada bo‘lgan to‘g‘ri to‘rtburchak ichki 
chizilgan. Shu to‘g‘ri to‘rtburchak eng katta yuzga ega bo‘lishi uchun 
uning tomonlari qanday bo‘lishi kerak?

Yechish. To‘g‘ri to‘rtburchakning tomonlarini x va у orqali 
belgilaymiz. U holda uning yuzi s-xy bo‘ladi. Endi у ni x orqali

120-chizma.
Shartga ko‘ra za = 60°, zc = 90°. Demak zb = зо°. Ma’lumki to‘g‘ri 

burchakli uchburchakning зо° li burchagf qarshisidagi tomoni 
gipotenuzaning yarmiga teng. Shuning uchun = = y = i2(sm).

To‘g‘ri burchakli uchburchak MNC ning зо° li burchagi qarshisidagi 
MC tomoni uning gipotenuzasi x ning yarmiga teng, ya’ni mc = |. 

Demak, am = ас-мс = п-^. aadm dan Pifagor teoremasiga

ko‘ra y2 = DM2 = AM2 - AD2 = AM2 = ^AA{2 У0^

у = ^-ам = = bo‘ladi.

Demak, to‘g‘ri to‘rtburchakning yuzi s = ^=x>/3^6-^) = Тз^бл-^ 

bo‘ladi.
Endi shu S(x) funksiyaning eng katta qiymatini topamiz.
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s'(x) = V3^6--£j, 5*(x) = -y-;S'(x) = o yoki 6-| = o dan x=12 kritik 

л/зqiymat kelib chiqadi. 5"(12) = —— < о bo‘lgani uchun ikkinchi yetarlilik 

shartiga ko‘ra
S(x) = V3^6x-^ = >/3^6-^jx funksiya x=12 qiymatda maksimumga 

ega bo‘ladi.
Shunday qilib, uchburchakka ichki chizilgan va bir tomoni uning 24 

sm li gipotenuzasida bo‘lgan to‘g‘ri to‘rtburchaklardan tomonlari x= 12, 
j/= л/зГ б-^ = з7з ga teng bo‘lgani eng katta yuzga ega bo‘lib,

= 12-3V3 =36л/з (s/n2) ga teng ekan.
7-masala. ABCD kvadrat berilgan. Uning uchlaridan bir xil Aa, 

Bb, Cc, Dd kesmalar ajratilgan va a, b, c, d nuqtalami birlashtirib 
kvadrat hosil qilingan. Aa ning qanday qiymatida zzZzcz/kvadratning yuzi 
eng kichik bo‘ladi.(121-chizma).

Yechish. Aa-x,AB = £ deb belgilasak, aB=£-x va Pifagor 
teoremasiga ko‘ra ab2 =x2 +(£-x)2 =x2 +£2-2£x+x2 = 2x2-2&+£2 bo‘ladi. 
Tomoni ab ga teng abed kvadratning yuzi s = ab2 ga teng. Demak, 
s = 2x2 - 2£x+e2. Endi shu эд funksiyaning eng kichik qiymatini 
topamiz. s'(x) = 4x - 2£, s”(x) = 4. s'(x) = о yoki 4x - 2€ = 0 dan x = kritik

qiymat kelib chiqadi. s'^|) = 4>0 bo‘lgani uchun ikkinchi yetarlilik 

shartiga binoan s = 2x2 - 2£x+£2 funksiya x = | qiymatda eng kichik 

qiymatga ega bo‘ladi. Shunday qilib, ABCD kvadratga masalaning 
shartida ko‘rsatilgandek qilib ichki chizilgan kvadratlardan ABCD 
kvadrat tomonlarini o‘rtasini birlashtirib hosil qilingan kvadrat eng 
kichik yuzga ega bo‘lar ekan. (121-chizma).

•Л
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8-masala. Tagi kvadrat shaklidagi, hajmi 108 m3 ga teng ochiq 
hovuzning o‘lchovlari shunday aniqlansinki, uning devorlari bilan 
tagini qoplash uchun mumkin qadar oz material sarf etilsin. Hovuzning 
oichovlari deganda uning tagini tomonlari va balandligi (chuqurligi) 
tushuniladi.

Yechish. Hovuz tagini tomoni x orqali va hovuz balandligini h 

orqali belgilaymiz. U holda hovuz parallelepiped shaklida bo‘lgani 
uchun uning hajmi v = x2h bo‘ladi. Shartga ko‘ra х2л = Ю8. Hovuz tagi 
x2, devori 4xh yuzga ega bo‘lgani uchun jami s = x2 +4xh yuzni material 
bilan qoplash lozim. S yuzni birgina erkli o‘zgaruvchining funjcsiyasi 
sifatida ifodalash uchun х2й = Ю8 tenglikdan topilgan h = qiymatni

X

unga qo‘yamiz. U holda
S = x2 + 4х^Д^ = x2 +— kelib chiqadi. Endi shu S(x) funksiyaning eng

X X
kichik qiymatini topamiz.

„ 432 . - 864 ,S (x) = 2x г-; S (x) = 2 + —=- (x > 0) .
x x

s'(x) = 2x-~ = o dan 2x3 - 432 = 0; x3 = 216, x = 6 kritik nuqta kelib xz
chiqadi. Ikkinchi hosila S"(6) = 2+— > о bo‘ Igani uchun ikkinchi yetar-

216

lilik shartiga asosan x = 6 qiymatda S(x) = x2 + — funksiya eng kichik 

qiymatga ega bo‘ladi.
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Demak, hajmi 108 м3 ga teng ochiq hovuzning tagi 6m kvadratdan 
iborat, balandligi л = —= 3m boTgandagina uning devorlariga ishlov 

36
berish uchun eng kam material sarflanar ekan. Ya’ni, hovuzning 
oichovlari 6т хбтхЗт bo‘lishi lozim ekan.

9-masala. Trapetsiyaning kichik asosi va yon tomonlarining har bin 
a ga teng. Uning katta asosi shunday aniqlansinki, trapetsiyaning yuzi eng 
katta bo‘lsin(122-chizma).

122-chizma
Yechish. Chizmaga binoan trapetsiyaning katta asosi 2x+a ga teng. 

Trapetsiyaning balandligini h orqali belgilaymiz. Ma’lumki, trapet- 
siyamng yuzi asoslari yig‘indisining yarmi bilan balandligi ko‘paytmasiga 
teng, ya’ni

----- - ----- h - (x + a)h

Pifagorteoremasigako‘rachizmadan h = 4a1-x2 bo‘lgani uchun 
trapetsiyaning yuzi S = (x+a)Ja2 -x2 bo‘ladi. Endi shu ад funksiyaning 
eng katta qiymatini topamiz.

. r~2 2 / ч ~x a2~x2~x(x + a) -2x2-ax + a2S (x) = yja - x + (x + a)—----- =-------- -------------- =------------- =—77774a2-x2 4a2-x2

5'(x) = 0 yoki -2x2 -ax+a2 =0 dan xu =
a±д/a2 + 4-2-a2 _ a±3a ,

7 -4 ’

xi = p x2=~a kelib chiqadi. Masalaning shartiga ko‘ra x > о bo‘lgani 

uchyn x = у kritik qiymatga ega bo‘lamiz. Hosilani
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ko‘rinishda tasvirlasak x < -
2

boiganda x-^<o

va S'(x) > о ekani kelib chiqadi. Xuddi shuningdek, x>| bo‘lganda1s*(*)<0

ekani kelib chiqadi. hosila x = ~ kritik qiymatning chap tomonidan 

o‘ng tomoniga o‘tganda o‘z ishorasini «+» dan «-» ga o‘zgartiradi. 
Shuning uchun birinchi yetarlilik shartiga ko‘ra s = (x+a^a2 -x2 funksiya
x = | qiymatda maksimumga ega boiadi. Bu yagona maksimum uning 

eng katta qiymati ham boiadi. Shunday qilib trapetsiyaning katta asosi
2x + a = 2— + a

2
= 2a boiganda u eng katta yuzga ega bo4ar ekan.

Izoh. Masalaning natijasidan kanal qazish ishlarida, tamov yasash va 
hakozolarda foydalanish mumkin.

10-masala. Yarim doiraga asosi yarim doira diametridan iborat 
boigan trapetsiya ichki chizilgan. Trapetsiyaning asosiga yopishgan 
burchagi qanday boiganda trapetsiyaning yuzi eng katta boiadi(123-
chizma).

123-chizma
Yechish. Doiraning diametrini J, trapetsiyaning balandligini h, 

trapetsiya yon tomonining katta asosidagi proeksiyasini x, shu tomon 
bilan asos orasidagi burchakni a deb olamiz. U holda trapetsiyaning 
kichik asosi d-2x, balandligi h = xtga va yuzi s = d + ci^2xh = (d~x)xtga 

boiadi. Ikkinchi tomondan chizmadan Pifagor teoremasiga ko‘ra

h2 = - =dx-x2 ga ega bo‘lamiz. Bunga h = xtga qiymatni

qo‘ysak
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x 2tg2a = г/ x-x2; x 2tg2a + x2 = d • x; x 2(\ + tg2a} = d ■ x; x----\— = d; x -dcos2 a
cos a

kelib chiqadi. Shunday qilib,
5 = (d - x)xtga - (d -dcos2 a\d cos2 a S—= </(l- cos2 a\i cosa sina = d2 sin3 acosa 

cosa
boiadi.

Endi S(a) = d2 sin3 acosa funksiyaning eng katta qiymatini topamiz.
S'(a) = d2 (sin3 acosa) = i/2(3sin2acos2a -sin4a)= d2 sin2 a cos2 a(3 - fg2a)

S'(a)-0 yoki d2 sin2 a cos2 a(3-ig2a)=0 dan sin2 a cos2 a *0 boigani 

uchun 3-tg2a = 0; tg2a = 3, tga = +Л kelib chiqadi. Shartga ko‘ra Q<a<~ 

bo ‘ lgani sababli tga = 7?, a = 60° kritik qiymatga ega bo ‘ lamiz. о < a < 60° 

bo ‘ Isa tga < Zg60° = л/З, tg2a < 3, 3 - tg2a > 0 va 5'(a) = d2 sin2 a cos2 а(з - tg2a) > 0 

boiadi.
60° < a < 90° boiganda (g60° < tga\ 43 < tga, 3 < tg2a\ 3-tg2a < 0 boiib, 

5 (a) <0 boiadi, chunki y = tgx funksiya o‘suvchi. s(a) funksiyaning 
hosilasi a = 60° kritik qiymatning chapidan o‘ngiga o‘tganda ishorasini “+” 
dan ga o‘zgartirganligi uchun birinchi yetarlilik shartiga binoan
funksiya a = 60° boiganda uning yuzi eng katta boiar ekan.

11-masala.Tunnelning ko‘ndalang kesimi bir tomoni yarim doiradan 
iborat to‘g‘ri to‘rtburchak shakliga ega. Kesim perimetrii 25m. Yarim 
doira radiusi qanday boisa, kesim yuzi eng katta bo‘ladi(124-chizma).

Yechish. Aylana uzunligini topish formulasi (7 = 2лЯ) ga binoan yarim 
doiraning uzunligi ^(7^-yarim doiraning radiusi). To‘g‘ri to‘rt-
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burchakning asosini x, balandligini у orqali belgilasak kesimning peri- 
metri shartga ko‘ra x+2y+nR = 25 (a) boiadi. Kesimning yuzi to‘g‘ri 
to‘rtburchak yuzi bilan yarim doira yuzining yig‘indisidan iborat, ya’ni 
s = xy+±xR2 (/?) bo‘ladi. x = 2R boigani uchun (a) dan 

2R+2y + TtR = 25; у -12,5 - ^-2 R kelib chiqadi. у ning topilgan qiymatini ( 

/7) gaqo‘yamiz. Uholda s = 2R^2,5-^^R^~nR2 =

= 25R ~(я+2}r2 + ля2 bir o‘zgaruvchi R ning funksiyasi kelib chiqadi. 

Endi shu 5(Я) funksiyaning eng katta qiymatini topamiz.
S'(R) = 25 —2{я + 2> + лЯ; 5'(Я) = -1{л + 2)+я =-я-4 = -(я + 4> 5'(Я) = О

yoki 25-2(лг+2)я + яЯ = о dan 25-дЯ-4Я = 0;.я = -^-«з,5 kelibchiqadi. 
я + 4

5"(Я) = —(лч-4) < о boigani uchun ikkinchi yetarlilik shartiga asosan 
funksiya R=3,5m boiganda tunnel kesimining yuzi eng katta boiar 
ekan.

12-masala. A zavodga yaqin boigan joydan berilgan to‘g‘ri chiziq 
bo‘yicha В shaharga qarab temir yoi oiqazilgan. Agar bir tonna yukni 
bir km ga tosh yoi bo‘yicha tashish temir yo‘l bo‘yicha tashishga 
qaraganda m marta qimmatroq boisa, A dan В ga yuk tashish eng arzon 
boiishi uchun, A zavoddan temir yoigacha tosh yoini temir yoiga 
nisbatan qanday a burchakostidao‘tkazishkerak?(125-chizma).

Yechish. A zavoddan temir yoigacha masofani b (AD=b), D dan В 
gacha masofani a, tosh yoi bilan temir yoi orasidagi burchakni a orqali 
belgilaymiz.
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1 tonna yukni tosh yo‘lda 1 km ga tashish uchun d so‘m sarf bo‘lsin. 
U holda 1 tonna yukni temir yo‘lda 1 km ga tashish uchun — so‘m 

m 
sarflanadi. Yuk A dan В gacha AC km tosh yo‘lda, CB km temir yo‘lda 
tashiladi. aacd dan trigonometrik fimksiyalaming ta’rifiga ko‘ra 
quyidagilarga ega bo‘lamiz. — = sina, лс = -^- = -^—, — = ctga’,

AC sin a sin a AD
DC = ADctga — bctga■

Demak Cff = DB-DC = a-bctga. Shunday qilib tashilgan yuk A dan В 
gacha ac = —— km.ni tosh yo‘lda o‘tib uni tashishga so‘mni 

sin a sin a

CB=(a-bctga) km.ni temir yo‘lda o‘tib uni tashishga (a-bctga)— so‘m m
sarflanadi. U holda yukni tashish uchun hammasi bo‘lib 
f{a) = ^-+(a-bctga)— so‘m pul sarflanadi. Endi a, b, d, m lami 

sin a m 
o‘zgarmas hisoblab /(a) funksiyaning eng kichik qiymatini topamiz.

1
rt, 4 Mcosa bd , Д-mcosa , ,m coscr
f (a) =----- z +------ r— = bd------ ------ = mbd ——5------.

sin a zwsin a sin a sin a
= Q yoki

funksiya 0; —

— -cosa = o dan cos« =—; a = arccos— kritik qiymat kelib chiqadi. cosa 
mt mm

da kamayuvchi ekanini hisobga olsak a < arccos— 
m

bo‘lganda cosa > —;
m

1---- cosa I 1
---- cosa < 0, /'(a) = mbd—— ----- <0 VU a > arccos— bo‘lganda cosa < —;
m sin a m m

’ 2

—- cosa > 0, /'(a) > о kelib chiqadi. Hosila a = arccos— kritik nuqtaning 
m m
chapidan o‘ngiga o‘tganda ishorasini dan “+”ga o‘zgartirganligi uchun 
birinchi yetarlilik shartiga ko‘ra funksiya shu qiymatda minimumga ega 
bo‘ladi.

Shunday qilib, yukni A zavoddan В shaharga tashish eng arzon 
bo‘lishi uchun tosh yo‘lni temir yo‘lga a = arccos— burchak ostida qurish

& w
lozim ekan.
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Xususiy holda yukni tosh у о‘Ida tashish temir yoidagiga qaraganda 
5 marta qimmat bo‘lganda eng kam xarajat qilish uchun tosh у о ini temir 
yoiga a = arccos^ « 78° burchak ostida o‘tkazish kerak ekan.

13-masala. Sayyoh A manzildan chiqib tosh yoi bo‘ylab shu yo‘ldan 
8 km chetdajoylashgan va A dan to‘g‘ri chiziq bo‘yicha 17 km uzoqlikda 
joylashgan В manzil tomon bormoqda. Sayyoh В manzilga tezroq 
yetishish uchun tosh yoining qaysi joyidan В manzilga burilishi 
kerak?(126-chizma). Sayyoh burilgandan so’ng В manzilgacha yo‘lsiz 
yuradi.

Sayyoh tosh yoidagi tezligi 5 km/soat, yoisiz joydagi tezligi 
3km/soat.

Yechish. Aytaylik sayyoh tosh yoining M nuqtasidan 5*manzilga 
burilsin. Chizmadagi D nuqta bilan M nuqta orasidagi masofani x orqali 
belgilaymiz.

To‘g‘ri burchakli д bad dan Pifagor teoremasiga asosan 
ad = Jab2-bd2 = 7i72-82 = 7289-64’= 7225 = 15, ya’ni AE>=15km kelib 
chiqadi.

Demak, A va Morasidagi masofa am = ad-md = 15-x gateng. AMB 
marshrutni o‘tish uchun sarflangan vaqtni t orqali belgilaymiz. Sayyoh 
лм = 15-х tosh у о ini 5km/soat tezlik bilan 15x (, = - formulaga

5 v
asosan) vaqt oraligida bosib o‘tadi. kBMD dan Pifagor teoremasiga ko‘ra 
mb = 7s2 +x2 = 7б4+х2 boiadi. Yoining MB qismida 3km/soat tezlik ------—
bilan harakat qilgan sayyoh uni - +x vaqt oraligida bosib o‘tadi.
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15 >/б4----
Demak AMB marshrutni o‘tish uchun sayyoh jami t = vaqt

sarflaydi. Ushbu t(x) funksiyaning eng kichik qiymatini topamiz.
\ 1/^ V Ц П~л-----d 1 1 (б4 + х2) 1 x -Зл/б4+х2 + 5x

5V 3V > 5 3 2^64+ x2 5 Зх/64 + x2 15л/б4 + х2

f(x) = 0 yoki - Зл/б4+х2 + 5x = 0 dan Зл/б4 + х2 =5x;

9 64 2 A------ ; x = 36, x = 6 
16

9(б4 + х2)=25х2; 9-64 + 9х2 = 25х2; 9-64 = 16х2; х1

kritik qiymat kelib chiqadi (chunki x > o).
л/б4 + x2 - x • —----

Уб4 + х2 _ 1
(л/б4 + х2У 3

bo‘lgani uchun ikkinchi yetarlilik shartiga

64 + x2 - x2 64
(б4+х2)^ з(б4 + х2^

[ 5 + 3л/64 + х2] 3

64 64 At (fi) =---------------r =------- > 0
3(64 + 36)1 3000

asosan x=6 qiymatda t(x) funksiya eng kichik qiymatga ega bo‘ladi. 
Shunday qilib, sayyoh A manzildan 15-6=9(km) yurgandan so‘ng В 

manzilga burilsa u eng kam vaqt t = + -6^+ x— = soat (/« 5 soatu 8 

minut) sarflar ekan.
’ O‘zingizni sinab ко‘ring:

1. O‘suvchi va kamayuvchi funksiyalami ta’riflang.
2. Funksiya o‘suvchi bo‘lishining zaruriy va yetarlilik shartlarini ayting. 

Bu teoremaning geometrik mazmuni nimadan iborat?
3. Funksiya kamayuvchi bo‘lishining zaruriy va yetarlilik shartlarini 

ayting. Bu teoremaning geometrik mazmuni nimadan iborat?
4. Funksiyaning maksimumi va minimumi nima?
5. Funksiyaning maksimumi va minimumi hamda eng katta va eng 

kichik qiymatlari orasida qanday farq bor?
6. Ekstremum mavjudligining zaruriy shartini ayting. Bu shartning 

geometrik mazmunini ayting. Zaruriy shartni yetarlilik emasligini 
ko‘rsatuvchi misoliar keltiring.

7. Kritik nuqtani ta’riflang.
8. Ekstremum mavjudligining birinchi yetarlilik shartini ayting.
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XIX BOB. ANIQMAS INTEGRAL. RATSIONAL KASRLI 
FUNKSIYALARNI INTEGRALLASH

19.1. Aniqmas integral tushunchasi
19.2. Aniqmas integral jadvali
19.3. Integrallash usullari

Ratsional kasrli funksiyalarni integrallash. Differensial hisob 
bobida berilgan y=F(x) funksiyasining F'(x)=J(x) hosilasini topish 
masalasi bilan shug‘ullangan edik. Ammo bir qator savollarga javob 
izlashda teskari, ya’ni y=F(x) funksiyani uning ma’lum bo‘lgan 
F'(x)=Xx) hosilasi bo‘yicha topish masalasiga duch kelamiz.

Masalan, moddiy nuqtaning harakat tenglamasi S=S(t) berilgan 
bo‘lsa, unda to vaqtgacha bosib o4tilgan masofa Sb-Sf/o) kabi 
aniqlanadi.Ammo harakat tenglamasi S=S(t) noma’lum bo4 lib, uning 
hosilasi S*(t)=v(t), ya’ni oniy tezlik berilgan holda So=S(to) masofani 
qanday topish masalasi pay do bo‘ladi. Bu kabi masalalar integral 
tushunchasiga olib keladi va uni o‘rganishga kirishamiz.

1-ta’rif: Biror chekli yoki cheksiz (a,b) oraliqdagi bar bir x 
nuqtada differensiallanuvchi va hosilasi

F\x)=fix) (1)
shartni qanoatlantiruvchi F(x) berilgan Дх) funksiya uchun boshlan- 
g‘ich funksiya deyiladi.

Masalan, (a>0, a#l), xg(-w, oo), funksiya uchun F(x)=
а*/\п.а boshlang4 ich funksiya bo‘ladi, chunki ixtiyoriy x uchun

F'(x)= (a71na)'= бИпа/1па=о*=Дх) 
tenglik o‘rinlidir.

Xuddi shunday F(x)=x5/5 funksiya barcha x nuqtalarda J(x)-x4 
uchun boshlang4ich funksiya bo‘ladi, chunki bunda (1) tenglik bajari- 
ladi.

Berilgan у=F(x) funksiyaning y'=F(x)=flx) hosilasi bir qiymatli 
aniqlanadi. Masalan, у=x2 funksiya yagona/=2x hosilaga ega. Ammo 

256



y=fix) funksiyaning boshlang4 ich F(x) funksiyasini topish masalasi bir 
qiymatli hal qilinmaydi. Haqiqatan ham, agar F(x) funksiya fix) uchun 
boshlang‘ich funksiya bo‘Isa, u holda ixtiyoriy C o‘zgarmas son uchun 
F(x)+C funksiya ham fix) uchun boshlang‘ich funksiya bo‘ladi. 
Haqiqatan ham, differensiallash qoidalariga asosan,

(F(x)+C) - FXx)+(C)'=/(x)+0=/(x)
va ta’rifga asosan, F(x)+C funksiya fix) uchun boshlang4 ich funksiya 
bo‘ladi.

Masalan, fix)=2x uchun ixtiyoriy C o‘zgarmasda x?+C boshlan- 
g‘ich funksiyalar bo‘ladi.

Demak, berilgan y=fix) funksiya uchun F(x)+C ko‘rinishdagi 
cheksiz ko‘p boshlang‘ich funksiya mavjud bo‘ladi. BundaF(x) birorta 
boshlang‘ich funksiyani, C esa ixtiyoriy o‘zgarmas sonni ifodalaydi.

Bu yerda berilgan y=fix) funksiya uchun barcha boshlang‘ich 
funksiyalarni topish masalasi pay do bo‘ladi. Bu savolga javob berish 
uchun dastlab ushbu lemmani (yordamchi teoremani) qaraymiz.

Lemma: Agar y=Q(x) funksiya biror (afi) oraliqda differen- 
siallanuvchi va bu oraliqning har bir nuqtasida uning hosilasi Qf(x)=0 
bo4 Isa, unda bu funksiya (a,Z>) oraliqda o‘zgarmas, ya’ni Q(x)=C (C - 
const) bo‘ladi.

Isbot: Qaralayotgan (a,b) oraliqdan ixtiyoriy ikkita xi va X2 (x\fixi) 
nuqtalami olamiz. Unda y=Q(x) funksiya olingan [xi, *2] kesmada 
Lagranj teoremasining (VII bob,§3) barcha shartlarini qanoatlantiradi 
va shu sababli

Q(X2)-Q(X1)=Q^)(^2-X1) , X]<^<X2,

tenglik o‘rinli bo‘ladi. Lemma sharti bo‘yicha (a,b) oraliqning barcha 
nuqtalarida Q'(x)=0 bo‘lgani uchun nuqtada ham Q'(£)=0 bo‘ladi. Bu 
yerdan, oldingi tenglikka asosan, Q(x2)-Q(xi)=0, ya’ni Q(x2)=Q(xi) 
tenglikka ega bolamiz. Bu esa Q(x)=C ekanligini ifodalaydi. Lemma 
isbot bo4 ldi.

Endi quyidagi teoremani qaraymiz.
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1- teorema: Agar F(x) va Ф(х) berilgan Xх) funksiyaning ixtiyoriy 
ikkita boshlang‘ich funksiyalari bo4lsa, u holda biror C o4zgarmas 
sonda d>(x)=F(x)+C tenglik o‘rinli bo‘ladi.

Isbot: Teorema shartiga asosan F(x) va Ф(х) berilgan Xх) 
funksiyaning boshlang4 ich funksiyalari bo‘lgani uchun F(x)=flx) ва 
Ф'(х)~/(x) tenglik o‘rinlidir. Bu yerdan Q(xy=&(x)-F(x) funksiyaning 
hosilasi

Q'(x) = [&(x)-F(x)]'= Ф\х)-Г(х)=Ах)-Лх)=О 
ekanligini ko‘ramiz. Unda, oldingi lemmaga asosan, Q(x)=C natijani 
olamiz. Demak, Q(x)=@(x)-F(x)=C va haqiqatan ham Ф(х)=7?(х)+С 
tenglik o‘rinli.

Bu teoremadan ushbu muhim xulosa kelib chiqadi: agar F(x) 
berilgan Xх) funksiyaning birorta boshlang4 ich funksiyasi bo4sa, uning 
barcha boshlang4 ich funksiyalari F(x)+C (C-ixtiyoriy o4zgarmas son) 
kabi aniqlanadi. Demak, Xх) funksiyaning barcha boshlang4ich 
funksiyalarini topish uchun uning birorta F(x) boshlang4 ich funksiyasini 
topib, unga C o’zgarmas sonni qo4shib qo4yish kifoyadir. Masalan, 
flx)=2x funksiyaning barcha boshlang4ich dinks iy atari x2+C ko4rinishda 
bo‘ladi. *

2- ta’rif: Agar F(x) biror (tz,Z>) oraliqda Xх) funksiyaning 
boshlang4ich funksiyasi bo4lsa, unda F(x)+C (C - ixtiyoriy o4zgarmas 
son) fimksiyalar to‘plami shu oraliqda Xх) funksiyaning aniqmas 
integrali deyiladi.

Berilgan Xх) funksiyaning aniqmas integrali f/(x)tZrkabi belgi- 
lanadi va, ta’rifga asosan, birorta F(x) boshlang‘ich funksiya bo4yicha

J f(x)dx = F(x) + C (2)

tenglik bilan aniqlanadi. Bunda C ixtiyoriy o‘zgarmas son ekanligini 
yana bir marta eslatib o4tamiz.

(2) tenglikda f - integral belgisi, Xх) integral ostidagi funksiya, 
f(x)dx integral ostidagi ifoda, x esa integrallash о ‘zgaruvchisi deyiladi.
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Berilgan /(x) funksiyaning J f(x)dx aniqmas integralini topish amali bu 
funksiyani integrallash deb ataladi.

Izoh: Berilgan /(x) uchun qaysi shartda F(x) boshlang4ich 
funksiya , demak \f(x)dx aniqmas integral, mavjud bo‘lish masalasi 
kelgusida, §6 da qaraladi.

Yuqorida topilgan boshlang4 ich funksiyalar bo‘yicha quyidagi 
aniqmas integrallami yozish mumkin:

x 5
\axdx = —+ C , [x4dx = — +C, [2xdx = x2 +C.
J In a J 5

Aniqmas integral ta’rifini ifodalovchi (2) tenglikdan ko‘rinadiki, 
aniqmas integral y=F(x)+C(C4xtiyoriy o4zgarmas son) funksiyalar 
sinfini ifodalaydi. Shu sababli, geometrik nuqtai-nazardan, aniqmas 
integral у =F(x) funksiya grafigini OY koordinata o‘qi bo4 у lab parallel 
ko‘chirishdan (VII bob,§3) hosil bo‘ladigan chiziqlar sinfidan iborat 
bo4ladi (69-rasmga qarang).

69-rasm Xо

Aniqmas integral xossalari. Aniqmas integral ta’rifidan uning 
quyidagi xossalari kelib chiqadi:
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I. Aniqmas integral hosilasi integral ostidagi funksiyaga teng, 
ya’ni

Isbot: Aniqmas integral va bosh lang‘ich funksiya ta’rifmi 
ifodalovchi (2) va (1) tengliklarga asosan

(J f(x)dxy = (F(x) + С)’ = F'(x) = f(x).

П. Aniqmas integral differensiali integral ostidagi ifodaga teng, 
ya’ni

J(j f (x)dx) = f(x)dx.

Isbot: Differensial ta’rifi va oldingi xossaga asosan 
d{\f{x)dx') = (J f{x)dxydx = f(x)dx.

Izoh: Bu yerdan differensiallash amali integrallash amaliga teskari 
amal ekanligini ko‘ramiz.

Ш. Biror funksiyaning hosilasidan olingan aniqmas integral shu 
funksiya bilan ixtiyoriy C o‘zgarmasning yig‘indisiga teng, ya’ni 

\F\x)dx = F(x) + C.

Isbot: Agar F(xy=flx) deb belgilasak, unda F(x) hosil qilingan 
fix) funksiya uchun boshlang4 ich funksiya bo‘ladi. Und^ aniqmas 
integral ta’rifiga asosan,

J F\x}dx = \f (x)dx = F(x) + C.

IV. Biror funksiyaning differensialidan olingan aniqmas integral 
shu funksiya bilan o‘zgarmas yig‘indisiga teng, ya’ni

$dF(x) = F(x) + C.

Isbot: Differensial ta’rifi va oldingi xossaga asosan
f dF(x) = fF'(x)dx = F(x) + C.

Izoh: Bu yerdan integrallash amali differensiallash amaliga 
o‘zgarmas son aniqligida teskari amal ekanligini ko‘ramiz.

V. O‘zgarmas к ko‘paytuvchini integral belgisidan tashqariga 
chiqarish mumkin, ya’ni

j kf(x)dx = £ j f (x)dx.

Bu tenglik o‘zgarmas son aniqligida tushuniladi.
260



Isbot: I xossaga asosan ikkala aniqmas integral bir xil kf{x) 
hosilaga ega. Demak, bu aniqmas integrallaming ikkalasi ham kfix) 
uchun boshlang‘ich funksiya bo‘ladi va shu sababli ular bir-biridan 
faqat o‘zgarmas songa farq qilishi mumkin.

Masalan,
J1 Oxdx = f 5 • 2xdx =5 J 2xdx =5(x2 + С) = 5x2 + 5C = 5x2 + C.

Bu yerda C ixtiyoriy o‘zgarmas son bo‘lgani uchun 5C ham ixtiyoriy 
o’zgarmas son bo‘ladi va shu sababli uni yana C deb belgilash mumkin.

VI. Ikkita funksiya algebraik yig‘indisidan olingan aniqmas 
integral shu funksiyalarning har biridan olingan aniqmas integrallaming 
algebraik yig‘indisiga teng, ya’ni

J [/CO ± g(x)]dx = J f(x)dx ± f g(x)dx.

Bu yerda ham tenglik o‘zgarmas son aniqligida tushuniladi.
Isbot: Aniqmas integralning I xossasiga asosan

(f lf(x) ± g(x)^dx)' = /(x) ± g(x).

Algebraik yig‘indining hosilasi va I xossaga asosan
(J f(x)dx ± J g(x)dx)' = (J f(x)dx)' ± (J g(x)dx)' = f(x) ± g(x).

Demak, VI xossadagi tenglikning ikkala tomonidagi funksiyalar bir xil 
hosilaga ega va shu sababli ular o‘zgarmas son aniqligida teng bo‘ladi. 
Masalan,

5XJ (5J + 2x)dx =J 5X dx + j2xdx —----- i-x2 +C .
In 5

Izoh: VI xossa chekli sondagi funksiyalarning algebraik yig‘indisi 
uchun ham o‘rinli bo‘ladi.

3-ta’rif'. V va VI xossalar aniqmas integralning chiziqtilikxossalari 
deyiladi.

Aniqmas integralning chiziqlilik xossalarini bitta
J [# CO + Bg(x)}ix = A J f(x)dx + g(x)dx (3)

tenglik orqali ham ifodalash mumkin.
VII. Agar a va b o‘zgarmas sonlar bo‘Isa, unda quyidagi tasdiq 

o‘rinlidiri
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1 f (x)dx = F(x) + C => f f (ax + b)dx = — F(ax + b) + C . 
a

Isbot: Ikkinchi integral javobi to‘g‘riligini differensiallash orqali 
ko‘rsatamiz. Shartga ko‘ra F'(x)=/00 bo‘lgani uchun va murakkab 
fimksiya hosilasi formulasiga asosan

— F(ax + b) =—F'(ax + b) ■ (ax + b)' = —f(ax + b)- a = f(ax + b) . 
a J a a

Masalan,
fx4t/x = -5+C^f(2x-3)4</x = --(—-3)-5 + C^(2x~3)5 + C.
J 5 J 2 5 10

INTEGRALLAR JADVALI
I. fxadx = ^- + C (at-1)

J a +1

x23. JxtZx = — + C

5. \~ = lJx + C

7. iaxdx= —---- t-C
J In#

9. J sin xdx = - cos x + C

II. f - =1(1 + tg2x)cfr = tgx +
cos x

12. j - = -ctgx + С (х^лЛ, 
sin2 x

2. j dx - x + C

4.f*=-l  + C
J x2 X

6. 1 — = lnlxl + C
1 X

8. jexdx = ex + C *

10. J cosxdx = sin x + C

' (х*- + лк, £ = 0,±l,±2,--)
2

A = 0,±l,±2,--)

13. ftgx<fr = -ln|cosx| + C (х^^ + лЛ, к = 0,±1,±2,---)

14. Jctgxt/x = ln|sinx| + C (х^лк,

15 f dx - { arctgx + C
1 + x2 [-arcctgr + C

r dx 1
X2 - a2 2a

£=0,±l,±2,---)
16 r _J arcsinx + c 

y]l_x2 l~ arccosx + C

18. 1 _ = lnlx + л/x2 ± a21 + C
i4^r±^ 1 1

. x - aIn------
x + a

+ C
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Bu jadval, integralning ko‘rib o‘tilgan xossalari va kelgusida 
qaraladigan integrallash usullaridan foydalanib juda ko‘p integrallami 
hisoblash mumkin.

O‘zgaruvchini almashtirish usuli 
(yoki o‘rniga qo‘yish usuli)

Ayrim hollarda integral ostidagi o‘zgaruvchini yangi o‘zgaruv- 
chiga almashtirish berilgan integralni jadvaldagi integral ko‘rinishiga 
olib keladi. Bu usul o‘zgaruvchini almashtirish usuli yoki o‘miga 
qo‘yish usuli (metodi) deb ataladi.

Bizga quyidagi J/(x)<Zx, integralni topish kerak bo‘lsin. Ammo 

to‘g‘ridan - to‘g‘ri /(x) funksiyani boshlang‘ich funksiyasini topish 
murakkab. Shuning uchun x = <??(/) deb o‘zgaruvchini almashtiramiz, 
bunda uzluksiz, monoton va differensiallanuvchi funksiyadir. 
Differensialning ta’rifiga asosan quyidagini topamiz:

dx - d(f>{t) = (p(t)dt ya’ni dx = (p'(t)dt

U holda quyidagi formula o'rinli bo‘ladi.
J/(x)d?x = f (1)

(1) formula aniqmas integralda o‘zgaruvchini almashtirish for- 
mulasi deyiladi.

Integral ni topgandan so‘ng, oldingi o‘zgaruvchiga
qaytish kerak, ya’ni t ni o‘miga uni x bilan aniqlangan ifodasini 
qo‘yish kerak.

Quyidagi misollami ko‘rib o‘tamiz:
_ _ г xdxMisol 1. J x2 ni toping.

O‘zgaruvchini almashtiramiz x2+4 = t deb, bu tenglikni ikkala 
tomonini differensiallaymiz va quyidagiga ega bo‘lamiz. d(x2+4)dt 

yoki 2xdx=dt ikkala tomonini 2 ga bo‘lib, quyidagiga ega bo‘lamiz:
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xdx= 2 Amm° xdx ifodaberilganintegral ostidagikasming suratiga

teng. Demak integral ostidagi x2 +4 o‘miga zni hamda xdx ifodani 
dt

o‘miga — m qo‘yib quyidagini hosil qilamiz:

formulani esga olsak, bunda x o‘zgaruvchini o‘miga t o‘zgaruvchi 

kelayapti. Demak, Jy = ln|/|+c.

Shunday qilib, 1т^ = |/7 = ^1пИ + с = ^1п(;

Bunda t -o‘miga uning x bilananiqlanganifodasiqo‘yiladi,ya’ni 
t = x2 + 4 va absolyut miqdoming ishorasi tushirib qoldirildi, chunki 
x2 +4 ifoda x -ning har qanday qiymatida musbat.

r xdx
Misol2. ni toping.

x 4-1 = t deb o‘zgaruvchini almashtiramiz, u holda **= t -1 bo‘ladi. 
bundan dx = dt. So‘ngra bu topilganlami olib borib berilgan integralga 
qo‘yamiz. Quyidagi ko‘rinishda yozib olsak qulayroq bo‘ladi:

ln|x 4- 1| 4- C

Bunda f 7 = 1пИ + c (jadvaldagi 4 formulaga asosan) 

Jpr = - ^+c (jadvaldagi 3 formulaga asosan)

Misol 3. Integral J ylex +lexdx ni toping.
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ex+l = z2 deb o‘zgaruvchini almashtiramiz, so‘ngra differen- 
siallab, (ex +1) dx = 2tdt ni topamiz. Yoki exdx=2tdt almashtirishdan 
quyidagini olish mumkin.

4ex +1 = sft3 = t

Shunday qilib,

j 4ex + \exdx =

ex + 1=Z2

exdx = (z2) dt =

— 2tdt. 4 ex +1 = Z

= J t2tdt = 2 J + c —

= |(^+l)? +c

f 2Bunda J t dt = — + c jadvaldagi 1 formulaga asosan, bunda a=2.

Misol 4. j л2 cos(x3 + 2}dx ni toping.

x3 + 2 = t deb, o‘zgaruvchini almashtiramiz. Unda
(x3 +2) = dx = t'dt

Bundan Зл?б/х = c/z уoki x2dx = ^L

Demak,

= ^sin(x3 +2)+c

fcosZ-JZ = - (cosZ<7z = -sinZ + c = 
J 3 3J 3

r exdx
Misol 5. J = ni toping.

Ma’lumki, e2x = (exJ va ex =t deb o‘zgaruvchini almashtiramiz.

Differensiallab quyidagini topamiz: exdx = dt.
Shunday qilib,
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r exdx _ е exdx ex =t 

exdx = dt

. t
= arcsin—== + c =

V3

. e
= arcsin—7=^ +c 

л/з

Bunda r dx
№f->’

= arcsin Bu jadvaldagi 12 formulagat
Я

+ c.

asoslanib topildi. Bunda а = 7з formuladagi x o‘rnida t kelayapti.

Mustaqil ishlash uchun mashqlar:
Mustaqil yechish uchun misollar

If 2xdx 
x2+3

2. \(ex+tfexdx 

4.f xdx
ylx1 +1

J: [1п(х2+з)+с]

J: з(х3 +5) + С

J: (7x2+1+c)

5-f xdx
x + 2

6.1 xdx
■J x + 4

rcosxdx
■J sinx

J: (x-21n(x + 2)+c)

J: [——

V cosx J
r* sin xdx
J cos2x

9 f cos xdx
2 + sinx

10. ftgxdx

J: (ln|2 + sinx| + c)

J: (-ln|cosx| + c)
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11.
p xdx
J (,v-3)=

12. (1 + 1ПХ*
3 X

13.
р dx
’ xlnx

14.
fVl + lnx ,
------------dx

3 X

15. ,
f dx

■’ (2-lnx)2x

16.
r 3yj arctgx
J 1 + X2

17.
f <2*+1) &
3 X + X + 1

18.
р xdx
1 x4+l

19. f tgx dx
]c 2f * COS X

20.
f sin2x<7x
11 +sin2 x

Bo‘laklab integrallash usuli

Bo‘laklab integrallash formulasi deb, quyidagi tenglikka aytiladi:

Jut/v — uv - j vdu (1)

Bu formula™ qo’llashdan maqsad, o‘ng tomonda turgan integral™ 
chap tomondagi berilgan integraldan sodda qo‘rinishga keltirishdir. Bu 
usul quyidagi asosiy hollarda qo‘llaniladi.
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1. Agar (1) formula chap tomonida turgan integralda integral 
ostidagi f(x) ko‘phad bilan quyidagi funksiyalami birini ko‘payt- 
masidan iborat bo‘Isa:

, sin ax. co sax, lnx, arcsinx, arctgx

P(x) ko‘phad x" ko‘rinishdagi darajali funksiyadan iborat bo‘lsa,
P(x) = a0 4-a^x 4- a2x2 + ...+ anxn

Agar integral ostidagi funksiya quyidagi ko‘rinishdagi 
funksiyalardan biri bo‘lsa, sinx, arcsinx, arccosx, arctgx, arcctgx yoki 
excosx yoki exsinx.

Bir necha misollar ko‘rib o‘tamiz:
Misol 1. j x sinxJxni toping.

x = w, sinxtZx = dv deb olamiz.
Bunda birinchi tenglikni differensiallab, ikkinchi tenglikni integ­

rallab, o‘zgarmas son c ni qo‘shmasdan quyidagini topamiz:
dx - du, J sinxdx = $dv yoki - cos x = v

Shunday qilib,

~uv~ ^vdu = x(—cosx)— *

cosx)c/x = —X COSX 4- J cosxo'x = -xcosx 4- sinx 4- c

x-u sinxdx = dvJxsinxcZx =
dx~du — cosx = v

Misol 2. j xe 5x dx ni toping.

x = u, e~5xdx = dv deb olamiz. Bunda
x = u, e 5xdx = dv,

dx = du, Je~5xdx = Jdv, - e~5x
Jxe 5* dx =
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Misol 3. J x3 lnxdx ni toping.

lnx —a, x3dx-dv deb olamiz. Birinchi tenglikni differensiallab, 
ikkinchisini integrallab quyidagini hosil qilamiz:

tZlnx = du

(lnx) dx = — = du 
x

x3dx = dv

j x3dx = fdv

x4 _

Shunday qilib,
lnx = u,

I x3 lnxdx = z/r 
J — = du,

X

4 4J

1. J xcosxofx

2. jxexdx

3. Jxlnxt/x

4. J xe3xdx

5. j arctgxdx

6. |x*sin4x<7x

= uv

x4, 1 4
— lnx----- X + c
4 16

Mustaqil ishlash uchun mashqlar:
Mustaqil yechish uchun misoliar

J: (xsinx + cosx + c)

J: (ex(x-l)+c)

J: ^xarctgx-ln(l + x)2 +c^

J- | — sin4x- — -cos4x + c |116 4 )
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7. J arcsinxafx

8. jxarctgxdx

9.

10. jx6lnxdx

J: (x arcsinx + Vl - x2 +c 

(X2 +1 X
J: ~y arctgx-^ + c\

fXCOSXt/x
ll* J ; зJ sm x

12. jx2cosxJx

13. jx2e~xdx

14. Jx2sinxc?x

(- x2 cosx + 2x sin x + 2 cosx + c)

15. Jxln2 xdx

x2 In2 |x| — x2 ln|x| + x2 + cj

16. cosxdx

J; (— xctgx + lnjsin x| + c)

J: (x2 sinx + 2xcosx - sinx + c)

J; [—e“x(x2 + 2x + 2)+c]

J:

J:

J: — (cosx + sinx)+ c
2 v 7

17. jexsinxJx

18. J л/l + x2dx

{x"\l 1 + x + ln^x + л/1 + X + c

J:

J:

— (sin x - cosx) + c
2 v 7

19. Jcos(lnx)tZx

20. ^arctg-Jxdx

J; |^[sin(lnx)+ COS0nx)]+C

J: xarctgJx2y[x +2arctgjx +c
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Eng sodda kasrlarni integrallash

Eng sodda kasrlar deb, quyidagi ko‘rinishdagi kasrlarga aytiladi:
1

x + a (1)
1

(x + a)” (2)

1
x2 + px + q (3)

Mx + N 
x2 + px + q (4)

Bu yerda x2 + px + q kvadrat uchhad haqiqiy ildizlarga ega emas.
(1) va (2) ko‘rinishdagi kasrlarni o‘zgaruvchini almashtirish 

usulidan foydalanib integrallash mumkin. Bunda x + a = t deb 
almashtiriladi.

Masalan:
dx x + 2 = t 

dx = dt
гЛ__1 ____ 1_
t2 t x + 2

+ c

(3) va (4) ko‘rinishdagi sodda kasrlarni integrallash uchun eng 
avval x2 + px + q kvadrat uchhaddan to‘la kvadrat ajratiladi, ya’ni bu 
kvadrat uchhadni (x±a)2 =x2 ±2ax+a2 ko‘rinishga keltiriladi. So‘ngra 
o‘zgaruvchini almashtiriladi. Buni quyidagi misollarda ko‘rish mum- 
kin:

Misol 1.
r dx .U2 + 3x + J nl t0P'n8

x2 + 3x + 7 kvadrat uchhaddan to4 la kvadrat ajratamiz.
Ya’ni

9 28------- 1------
4 4

Shunday qilib,
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1
V19

dx
x2 + Зх + 7

t
arctg + c

V19
2

V19
arctg —== + c =

VI9

x + — =
2 

dx = dt

2 2

arctg
V19

2x + 3
V19

+ c

Misol 2. J* 3 dx ni toping.

„ ( . 1 Л r (2x + lVx If 2x + l ,3x -x + 3 = 3^x --x + lj demak, J 3x2_x + 3 " i J
X ^x

x* 1 2 3 - |x+i kvadrat uchhaddan to‘la kvadrat ajratamiz. 

(x ± a)2 = x2 ± 2ax + a2 yoki (x - a)2 = x2 - 2ax + a2 

Shunday qilib,

П 35x — H----
6 36

1 ~dt
lf-J____
3J 2 35r +— 

36

x2x + 1 = x2-2-—x + 1 = x2-2•— x + f—1 -f—1 +l-(x2 -2-

L 6j 36

Demak,

9

1
—x +
6

3

(2x + \)dx

2tdt
2~35 + 
r + —36

7 OJ r + — 
36
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Lekin bizga ma’lumki, dt~ -ltdt. Shuning uchun 2tdt ifodani 
dr bilan almashtiramiz. Birmchi integraldan va ikkinchi integraldan 
0‘zgarmas sonlarni integraldan tashqariga chiqarib, quyidagiga ega 
bo‘lamiz.

1
x----- -t16

2.x +1 1x = Z + —
6

dx = dt

_ 1 г 2tdx _

36

36

36 36

t - o‘ftiiga uning qiymati x-- ni qo‘yib ixchamlaymiz.
6

Mustaqil ishlash uchun mashqlar:

Mustaqil yechish uchun misollar

J:

J:

1 x-3—r= arctgx—r=- + c 
,V2 V2

J:

J:

x + 1
x + 4

2x-l
2(x + l)

— lnlx2 + 7x +13| —arctg + c ) 
.2 1 1 V13 5 V13 )
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с (х + 5)с?х
•* 2х2 +2x4-3

6 f dx
J 4х2 + 6х + 5

(1 , i 2 „ „I 9 2x + lI- — ln2x +2x + 3 4--- f= arete—т=—ьс1 1 Js

( 1 2.V+I AJ: [j^rctg

Ratsional kasrlarni integrallash

Ratsional kasr deb ikki ko‘phadning nisbatiga aytiladi, ya’ni 
quyidagi ko‘rinishdagi kasrga aytiladi.

а0+ахх + а2х2 +... + anxn = P(x) 
b0+bxx + b2x2 + ... + bmxm g(x) (

Agar kasmi suratini darajasi maxrajining darajasidan katta yoki 
teng bo‘lsa, ya’ni n > m bo‘lsa, u holda (1) kasr noto‘g‘ri kasr deyiladi. 
Agar kasming suratining darajasi maxrajining darajasidan kichik bo‘Isa, 
ya’ni n < m u holda bunday kasr to‘g‘ri kasr deyiladi.

x2 +1
Masalan: ——-—- to‘g‘rikasr ~x +3x + 5

x4 - X3 +1 , . z . , / \-I--------  kasr esa noto g n kasr \n>m).

Har qanday noto‘g‘ri kasmi butun qismi bilan to‘g‘ri kasrning 
yig‘indisi ko‘rinishida tasvirlash mumkin. Quyidagi kasmi
x4-x3+l ( 2 ~ Л -8x + 9 ...... . . . . , .—-2-------- Vх -2x + 4j+—------ - ko rimshda yozish mumkin, ya niJC I x X I X 2
ko‘phadni ko‘phadga bo‘lish qoidasi bilan bo‘lib quyidagiga ega 
bo‘lamiz:
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' х2 — 2х + 4
х4 + х3 -2х2
— 2х3 +2х + 1
— 2х3 — 2х2 + 4х

4х2-4х + 1 
4х2 + 4х - 8

-8х + 9 
х4 - X3 + 1

Bunda х2 —2х + 4, х2~+2х_2 noto’gCri kasming butun qismi

-8x + 9
—--------  esato‘g‘ri kasr.

Shuning uchun noto‘g‘ri kasrlami integrallash uchun eng awal 
to‘g‘ri kasmi integrallashni bilish zarur.

Masalan:

[ *——-t I - f (x2 - 2x + 4Vx + f —+ dx = [ x2dx - 2 [ xdx + 4 [ dx +
jx2+x + 2 r Jx2+x + 2 J J J

4 -fix+ 9
x2 + x - 2

dx

x2+x—2 - kvadrat uchhad haqiqiy ildizga ega, ya’ni x = -2, x = l
demak, buni x2 + x - 2 = (x - 1X* + 2) ko‘rinishda yozish mumkin.

Har qanday ko‘rinishdagi 
УД*?

to‘g‘ri kasmi maxraji (x+a)

ko‘rinishdagi bir necha ko‘paytuvchilardan iborat bo‘lsa, bunday kasmi 
yig'indisi ko‘rinishida yozish mumkin.

Masalan:
-8x + 9 _ -8x + 9

x2 + x — 1 (x - l)(x + 2)

to‘g‘ri kasmi ikkita elementar kasming yig‘indisi shaklida yozish 
mumkin.
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25

Agar o‘ng tomondagi kasmi umumiy maxrajiga keltirsak, ya’ni
— 8x + 9 , — 8x 4 9

7—ту—yoki —-------- kasr kelib chiqadi. Albatta, berilgan

to‘g‘ri kasmi yuqoridagi ko‘rinishdagi elementar kasrlami yig'indisi
— 8x4 9

shaklida yozish oson emas. Buning uchun avval -2 + x _ 2 kasmi quyi-

dagi kasming yig‘indisi ko‘rinishida ya’ni
A t В

x—1 x+2 yozib olamiz.

Bunda A, В hozircha noma’lum miqdorlardir.
A va ^ larni noma’lum koeffitsientlami topish qoidasi bo’yicha 

topib olinadi.
_ , -8x + 9
Dcruaki 2x +X-2

A ! В
x -1 x 4- 2

Buning о‘ng tomonini umumiy maxrajga keltiramiz,
- 8x 4 9 _ A(x42)45(x-1)

x24x-2 (x42Xx-1) '' u

k&s teng kasrlami maxrajlari bir-biriga teng bo‘Isa, u holda 
suratlari ham teng bo‘ladi, ya’ni

-8x49 = Л(х4 2)4 5(x-l) (2)

Bunda x = l desak, unda (2) tenglikdan quyidagini hosil qilamiz:
-849 = л(142)45 yoki 1 = ЗЛ bundan

x = -2 desak u holda (2) tenglikdan quyidagini hosil qilamiz: 
-8(- 2)4 9 = 4-2 + 2)4 B(- 2-1)

yoki 25 = -3B B = ——

Umuman, x uchun har qanday son qiymat olsak ham bo‘ladi. 
Ammo x ni shunday tanlab olish kerakki, (2) ayniyatdagi 
qo‘shiluvchilardan bittasi nolga teng bo‘lsin. Shuning uchun 

1 25x = -2, x = 1 deb, A = -, В = -~ larga ega bo‘ldik. Demak,
276



А | В
х —1 х + 2

( 1

-8х + 9 
х2 + х-2

1 _25
-3_+_3- 
х-1 х + 2

Shunday qilib,

f
25Л

-8л+ 9 
х2 + х-2

dx = J 3
х-1

dx
х-1

25 г dx
Т-> х + 1

lrrf(x-l) 25rd(x + 2)
3-* х-1 3 J х + 2

3
х + 2

к У

- 1п|х -11 -—lnlx + 2| + с
3 1 1 3 1 1

Berilgan integral esa quyidagiga teng bo‘ladi:

[—-+- dx - f(x2 -2x + 4Vx+ f + 9 dx=\x2dx-2\xdx+^\dx +
Jx2+x + 2 r Jx2+x + 2 J J J

+ lf_^L_25f-^ = — -2 — + 4x + -ln(x-l)- —ln(x + 2)+c =
3Jx-l Jx+2 3 2 3 v / 3 \ /

~ x3 + x2 + 4x + ln|x -1| - ln|x + 2| + c

P0(x)
Umumiy holda agar g to‘g‘ri kasming maxraji

(x+a)”1 -(x2+px+qY ko‘rinishidagi ko‘paytuvchilardan iborat bo‘lsa, 
hamda x2 + px+q kvadrat uchhad haqiqiy ildizga ega bo‘lmasa, u holda 
quyidagi teorema o‘rinli bo‘ladi.

Teorema.
P^x)
g to‘g‘ri kasmi maxrajini quyidagi

(x+a)m' (x2 +px+qf' ко ‘rinishdagi ко ‘paytuvchilar shaklida yozish 
mumkin bo‘Isa, u holda bu kasmi quyidagi shaklda yozish mumkin: 
AW = po(*) = 4 + A + _ + + Mxx + N, +
UoW (х + аУ”’(х2 + px + qf x + a (x + a)2 {x + af' x2+px + q

t Mnx + Nm
(x2 + px + qjl

Bunda A},A2,...+Am,MX,N2,...,Mn.,Ntl. noaniq (noma’lumkoef- 
fitsienttardir).
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Misol.

Bizga ma’ lumki x4 -1 = (x2 + l)x2 -1)=(x2 + l)(x - $x +1)
1 _ 1

U holda ' 4 ~7 iV _1V'2 Л to‘g‘ri kasmi uchta elementlar 

kasming yig‘indisi shaklida yozib olamiz.
1 1 __A_ В _MX+N

x4 -1 (x + 1X*-l)(x2 +1) X + 1 X-1 x2+l

O‘ng tomonni umumiy maxrajga keltirib, so‘ngra chap va o‘ng 
tomonlarining suratlarini tenglab, quyidagini hosil qilamiz:

l = A(x- 1)(x2 +1)+ B(x + l)(x2 +1)+ (x - 1Хх + 1ХМ, + A)

Bunda x = 1, x = -1, x = 0, x = 2 deb quyidagilami topamiz.
Agar x = l bo‘lsa 1 = Л-0 + в(1 + 1Х1 + 1)+М-0 ga ega boMamiz,

bundan 1 = 54, В = 4
Agar x = —1 desak, 1 = Д-1 — 1)2 + 5-0 + M-0 yoki 1 = -4J bundan

4-i
4
Agar x = 0 desak, 1 = л(-1)1 + В-11 +A(-l)l yoki

1 = -A + B-N. Ammo A = ~~, 5 = - edi. Demak: i = - + --w bundan4 4 4 4

N = -
2

Agarx = 2desak:l = Л|5|.в35 + (л/2 +A)yoki 1 = 5Л + 155 + 6М 4-ЗА

5 15 31 = -- + — + 6M--, 1 = 6M + 1
4 4 2

bundan M - 0. Shunday qilib,
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1 1 1
______ 1 4 _ 4
(x + l^x - l)(xx + 1) X +1 x -1

-^_ + 
x 4-1

f dx _ p dx _ p
Demak, J “ J Lv + l'^x - iXx2 +1) “ J

+ _T^~
x +1

1 _1 
-4_ + -^_ 
X~ 1 X2 +1

dx =

1 г dx 1 r dx
4 J x4-1 4 J x-1

1 r dx
2-1 x2+l -11ф + 1|Д1п|х-1|-1й^+С =

[ln|x —1| — In|x 4-1|] — 1
— arctgx+c -

x-1
x + 1

Mashqlar:

1
— arctgx+c

Mustaqil yechish uchun misoliar
Г x-4 ,

L J(x-2Xx-3)

fczll

X 4- 22-1 2x4-7
(x + 2Xx-l)

5x3 4- $x2 — 22x — 8 
x3 -4x

dx J; (5x 4- 2 lnjx| 4- 3 ln|x — 2| 4- 4 ln|x + 2| 4- c)

4- J 3x4-2
x(x 4-1)

dx J; 21n|x| 4- ln|x 4- 1| 4- C

c xdx
(x 4-l)(2x 4-1) 

r dx
6. J 4 7J x -x

r dx
7’ J (x4-3)(x-4)

J:
X 4-1

V 2x 4-1

J: — 4- 4- ln|x| 4- ln|x -1| + C

J: + c

Trigonometrik ifodalarni integrallash
1. Jc(sinx) cosx<ix; va |7?(cosx)smx<fr ko‘rinishdagi integrallar 

o‘miga qo‘yish usuli bilan topiladi. Bunda sinx = r va cosx = z deb, 
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o‘zgaruvchini almashtiriladi. Integral ostidagi ^(sinx) funksiya sinx ni 
ratsional funks iyasi.

Mas al an: j (sin3 л + sin2 x-3sinx)cosxtZx integral [l?(smx)-cosxdx

ko‘rinishidagi integraldir.
Bunda 7?(sinx) = sin3 x + sin2 x -3sinx deb o‘zgaruvchini almash-

tiramiz. sinx = f deb olamiz, bundan cosxdx=dt bo‘ladi. Shunday qiiib,

J (sin3 x + sin2 x - 3 sin x)cosxdx = sinx = /
cosxdx= dt =J('3+'2 - 3t}dt — J t3dt +

\t2dt-3\tdt = — + —
J J 4 3

2. j sin2,1+1 x<ix

3t2 1-4 sin3x 3 .----- hc = —sin xd------------- sinx + c
2 4 3 2

J cos2”+1 xdx

ko‘rinishdagi integrallar quyidagicha topiladi (bunda 2n + i natural son). 
Awal integral ostidagi funksiya quyidagi ko‘rinishda yozib olinadi. 
sin2"4 x = sin2” x • sinx = (sin2 x)"- sin x.

Shuningdek, cos2"4 x = cos2" x • cosx = (cos2 xj' • cosx.

So‘ngra sin2x+cos2x = l formuladan foydalanilsa, berilgan ^integral 
holga keladi.

Masai an: J sin5 xdx = j sin4 x • sin xdx = | (sin2 xf sin xdx

Ammo sin2x = l-cos2x gateng.
Demak,

cosx = t
-sinxt/x= dt = 
sinxtix = -dt

- J(1 - Z2)2 dt = -j(l - 2/2 + t*)dt = ~fdt + 2 Jt2dt - Jt*dt =

2 3 1 5 2 3 1 5-t + —t —г + c =-cosx + — cos x — cos x + c
3 5 3 5

3. jsin2" xdx,^cos2n xdx ko‘rinishidagi integrallar quyidagi 

trigonometrik formulalar yordami bilan topiladi:
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. , 1—cos2x 2 l + cos2xsin x =----------- ; cos x =-------------
2 2

Masalan,

4

Lekin cos22x ni (2) formulaga asosan quyidagicha yozish mumkin:
l + cos4x , . 2_ l + cos4x
----- ------yam cos 2x =------ - ----- .

2 J 2
Demak:
| cos2 2xdx - J1+ с/х + j cos4xc/x = j dx + J cos4x<7x =

= — (<& + — ■ — fcos4xc/4x = — x + -sin4x + c
2J 2 4J 28

Shunday qilib,
f 4 , t( 2 V , rri + cos2xY, f 1 + 2cos2x + cos2 2x , lr, lr „ ,
J cos xdx =J ^cos x) dx = j I----- - ----- I dx- j------------- - ------------ dx = — )dx + —j cos2xdx +

+ — [cos2 2xdx= — f dx + — fcos2x^^ + — f^+'C0S^Xdbc = — fdx + — [cos2xd2x + - fdx +
4 J 4 J 2* 24^2 4 J 4 J 8 J

+ - fcos4xcZx = — x + -sin2x + — + — sin4x + c
8J 4 8 8 32

4. tgmxdx ko‘rinishdagi integral quyidagicha topiladi. Agar m*o 

va m toq son bo‘lsa, u holda tgx = t deb o‘zgaruvchini almashtiriladi, 

unda x = arctgt bo‘ladi, bundan dx = (arctdx) dt = —— 

Agar m<o va m toq son bo‘Isa, u holda sinx=? deb o‘zgaruvchi 
almashtiriladi.

Quyidagi misollami ko‘rib o‘tamiz: m<Q, m=2n+\ (и=1,2,3,...).
a)

.2 •

•Л
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cos2 x ■ cosxdx 
sin3 x

sinx = t 
cosxdx = dt

cos3x 
г(1-?2)^ _ rdt rdt 
J ti J t3 * t - ------7 + c  ------- -— lnsinx + c

2r 2 sin x

b) m>Q

J tg3 xdx = j sin3 x 
cos3 x

Jx = j sin2 xsinxrfx 
cos3 x =f

(1-cos2 x)-sinxc/x

cos3 X

cosx = t
-sinxc?x = dt
sinxdx = -dt

r (1 — Z2 )cZ?
J t3

edt rdt _ 1 rdt _ 1
t3 J t 2t2 J t 2cos2 x ln|cosx| + c

v) m>0

tgx = t
x = arctgt

. dt dx =------
1 + f2

rt3dt _ rt2tdt _ r(r2 +1-1^ _ r (r + l)tafr г tdt 
'T+7_J1+7~-’ 1 + f2 J 1 + Г2 ”W

|ln(zg2x.+l)+ c =
l-cos2x . 1
-------   + 1Пт'--- т— 
2cos x Icos x

+ c

™ + o va m toq son bo‘lsin: (m=2n, и = 1,2,3,...)

Zgx=z
x = arctgt

r t4dt rt2t2dt r(?2 +\-ty2dt г (г2 + l)f2o7 rt2dt 
J 1 + Z2 “J l + f2 “J 1 + Г2 "J 1 + Г2 ”■’1+7

. dtdx =------5-
1 + f2

- tgx + x + ct-----1 + arctgt+c =
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Universal almashtirish: ^| = z

Agar trigonometrik ifodalami integrali berilsa va unga 1,2,3 

hollami qo‘llab bo‘lmasa, u holda universal almashtirishdan 
foydalaniladi.

Universal almashtirish quyidagi ko^rinishdagi integrallami 
topishda qo‘llaniladi.

r dx г dx t dx ,----------- , -------- , ----------- ;— vaxokazo.
J sinx-cosx 14-cosx J 1 + cosx-sinx

Universal almashtirish integral ostidagi trigonometrik funksiyani 
darajasi yuqori bo‘lganda qo‘llansa, u holda qiyin hollarga olib kelishi 
mumkin.

Quyidagi misollami ko‘rib o‘tamiz:
r dx

■* 2sinx-cosx

= f deb universal almashtirishdan foydalanamiz. bundan

x _ , 2dt , , . . ± x
- = arctgx,* x = 2arctgx, лх = —— hamda sinx va cosx m tg- orqali 

ifoda qilib olamiz.
Trigonometriyadan bizga ma’lumki,

■ 2lg-l
sinx =------ —

. 2 X
1 + '« 2

. 2 X
l-'S 2

cosx =--------—

u holda z#| = z edi.

Demak, sin x = , cosx = l-/2
1+/2
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dx
2sinx-cosx

x 2t
tg— = t, sinx =----- -

2 1 + /2
, 2dt l-/2dx =----- cosx =--------- -

1 + /2 1 + /2

=J
2dt

1 + t2 dt

1 + t2 1 + t2 ' 1 + /2

= 2j d‘ t + 2 = z
(t + 2)2-5~ dt = dz

z-V5

/ + 2-V5

Л1П( + 2+Л
1 ,

+ C= —7= In + c

1. J sin2 2xdx

2. J(l + 2cosx)2dx

Mustaqil ishlash uchun mashqlar:
Mustaqil yechish uchun misollar

J- I —X- —sin4x + c I U 8 )

J: (3x + 4sinx + sm2x + c)

3. j cos4 xdx

4. J sin2 x • cos2 xdx

5. j sin2 x • cos4 xdx

6. J sin3 xdx

(3x sin2x sin 4x^1
4 8 4 32 J

(x . ein4x
J: 32-;

I x sin4x sin32x | 
^16 64 48 )

I cos3x I
J-----------cosx + cI 3 J

_ r cos3 xdx
7. J—-2—

J sin X

„ r sin3 x ,
8. I-- ~dxJ COS X

J------!-----sinx + c
sinx

9. ^tg5x-dx

10. j cos3 xdx

J:----- !— + cosx + c
cosx

J: (^-^-1фозл|+с)

( . sin3 x
J: sm*—3~+<?

• 3
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11.
J cosx

12. ^tg4xdx

13. f (5 sin2 x-3sinx)cosxt/x

14. jsin3 x • cos2 xdx

15. Jcos5 xsinxofx

16 J dx
sinx + cosx

17.
dx

5-3cosx

18.
dx

5 + 4sinx

19.
dx

5-4sinx + 3cosx

20. J dx 
cosx

X

2nln 2
X 

tg~
+ c

к 2 )

Sodda fimksional ifodalarni integrallash

Quyidagi integral berilgan bo‘lsin. Bunda (и - natural
son) R^x^x) esa x va ning ratsional funksiyadir.
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Masalan: funksiya ko‘rinishidagi

fimksiyadir. x esa r(x, V~x) fimksiyadir.

ko‘rinishdagi integralda x = tn deb o‘zgaruv-
chini almashtiramiz. Bunda n ildizlami hammasining darajasi uchun 

p yfxdx
kichik umumiy boUinuvchi sondir. Masalan: J | + з^ integral™ topish

uchun x — t^ deb, o‘zgaruvchini almashtiramiz, ya’ni 6soni ildizlami 
ko‘rsatkichi 2 va 3 uchun eng kichik umumiy bo‘linuvchi sondir.

Shunday qilib,

f yfxdx
J i+34x

x = tb
dx = 6tdt г t3fit5dt

J 1 + /2 =6j t*dt
L2+d

= 6J— Г4 + Г2 -1 + jtZr = 6 Jt6dt - б|t4dt + б| t2dt -6^dt +

б[-Д = 6?2_6?;__6r+6 +c = 6/^y_6/^y_
Jl + t2 7 5 3 7V 7 5V 7

l^yfxj — 6y[x + arctgtfx + c
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p dx
Quyidagi J bx+ = ko‘rinishdagi integralni topish uchun

f dx
maxrajidan to‘la kvadratlar ajratiladi, so‘ngra jadvaldagi J / ' 2

yla — x
(f. 12 a<o bo‘lganda) integral ko‘rinishiga olib kelinadi.

f 1
Quyidagi J /... 2 , = ko‘rinishidagi integral uchun ~ = t

x у ax I bx c %
_ 1 , _ dt

almashtirish bajariladi va x ~ ~ bundan “x ~ ~~.2 •

Masalan:

J dx
xylax2 -bx + X

— — In (t + 3) + yl(t — 3^ +1 + c —

— — In (r + З) + sft — 6/ +10 + c — — In + c
X

3. ]R\x,yjQ2 -x^ )dx ko‘rinishdagi integralni hisoblash uchun 

x = asint deb o‘zgaruvchini almashtiriladi (yoki x=acost).
J* 7x2 +a2)dx ko‘rinishdagi integralni hisoblash uchun 

x = atgt
(yoki x = arctgt deb o‘zgaruvchini almashtiriladi.
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jr{x, у/x2 -a2 )dx ko‘rinishdagi integralni hisoblash uchun 

a a
x ~ ~ (yoki x ~ ~r~ ) deb, o‘zgaruvchini almashtiriladi.

о lxl I

Quyidagi misollami ko‘rib o‘tamiz.
1.

ЗЛ
_ f cos21 _

J 9tg2tj9+9tg2t
г dx _ 
JjS/9 + х2 “

1

9 = 32=a2, a = 3
x = 3tgt 
J 3dt 
dx =--- z—

cos t
f $dt (, 2 1 2^1= ------------- ---------------- = 1 + tg x =----z— = sec x =
J 2 9sin x г~г гл I cos x Jcos21------ — д/9(1 + /g2/)

cos /
_ г dt _ г dt _ 1 rcostdt _ 1 rrfsin/ _

J , I i -2 • 2. Q 1 9 J sin2 x 9 J sin21
3sin2/J9—— 3sin 1-3------

N cos21 cos/
1 1 1
---------+ C =-------- --------г + C
9 sin/ 9sin[arctgx) ~ . *•

(cos/J/ = Jsin/),

(j j? = ” x + C’ t = arCt§^’ X =

p x2dx
2. J integralni topish talab qilinsin.

Bizga ma’lumki, 4 = 22 hamda berilgan integral T?p22-x2) 

ko‘rinishdagi integraldir. Demak berilgan integral uchun x = 2sin/ deb 
o‘zgaruvchini almashtiramiz.

Bundan dx = 2costdt

Shunday qilib,
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f
J V4-/

.sin’/coN/e/r

x * 2»in/ 
dx * 2con/J/

_ r 4 sin2 /2 costdt _ r sin2t ♦ costdt _ 
>/4-4sin21 /4(1-sin2/)

„Г sin’r-coM/r .eNin'pcosfcfr ,r ■ 2 , ,rl—cos2r ,= 81-----——r— * 41-------------- = 4 sin2 tdt = 41------------dt
3 2Vco№/ 3 con/ J J 2

= 2 jdt - jcon2/J2/ «• 2/ - sin 2/ 4 <■

Bizga ma’lumki, x»2ninr. Demak * — ми/ / = arcsin^ topilgan 

javobini quyidagi formulalami qo'llab, soddallaahtiriah mumkin.

Shunday qilib, quyidagiga ega bo'lamiz:
г x2 dx x. ■ ■ = 2/-sin2/ + c = 2/-2sin/cosr+ c = 2 arcsin—J 7^7 2 

-2sinf arc-sin—\co^arc-sin^ + c = 2arcsin^-

+ c = 2arcsin— -x-Jl-sin2 arcsin— +c = 2 V I 2J

2 arcsin—2 + c = 2 arcsin— -x- —л/4-х2 + c
2 2

(sin(arcsinx) = x)

Mustaqil ishlash uchun inashqlar:
Mustaqil yechish uchun misoliar

p dx
>/2x2 -x-3

r dx2. J /...'......
J V5-2x-3x2

J: In x - — + -L- V2x2 -x±3 
a/2 I 4 V2

f 1 . 3x + l]• arcsin-------- helV3 4

г dx
5x2 +^x - 2

T- —t= lull Ox + 3 + 2a/s^ a/Sx + 3x + 21 + c 
a/5 I I
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r xdx
4. J-7- ■

3 у/x2 + 4x + 5

5 f
xy[2x2 -5x + 3 

«■ Hr
3 x^7x2 -2x + 5

J; yjx2 + 4x + 5 - 2 In x + 2 + y/x2 + 4x + 5 + c

J:

J:

(_>
y/5

- > ь 
V5

— x + 5 + V7x2 — 2x + 5

5x

e Jxdx
J: x - 2 y[x + 2 ln|Vx + l| + c7-

J: ~ ~ - 6>/x + 3arctg^[x - In

A

+ c
J

X

7

+ c

г dx
9'^НГх)Гх

10. §yl4-x2dx

J: (бл/х — 6arctgy[x + c)

J; 2arcsin— + xcosarcsin— + c
2 2

J; 2arcsin4- —V16-x2 +c
'2 2

J: — arccos— + c
2 x

J:
IM

1 + x* +1

J: c------- ------- arcs in x

I
!
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O‘zingizni sinab ко‘ring:
1. Bcrilgan funksiyaning boshlang‘ich fimksiyasi deb nimaga ayti- 
ladi?
2. Boshlang*ich funksiya qanday xossalarga ega?
3. Bcrilgan funksiyaning aniqmas integrali qanday ta’riflanadi?
4. Integral ostidagi fbnksiya deb nimaga aytiladi?
5. Integral ostidagi ifoda deb nimaga aytiladi?
6. Integral lash amali nimani ifodalaydi?
7. Aniqmas integralning gcomotrik ma*nosi nimadan iborat?
8. Aniqmas integral qanday xossalarga ega?
9. Integrallash va differensiallash a ma I lari o*zaro qanday 
bog‘langan?
10. Aniqmas integralning chiziqlilik xossasi nimadan iborat?
11. Integral hisoblash natijasini qanday tekshirish mumkin?
12. Darajali funksiyaning aniqmas integrali nimadan iborat?
13. Ko‘rsatkichli funksiya qanday integrallanadi?
14. Trigonometrik funksiyalaming integrallarini yozing.
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