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Предисловие 

 

Многие профессиональные программисты, с которыми я встречался, не очень хорошо 
подготовлены к решению проблем разработки алгоритмов. Это прискорбно, так как 
методика разработки алгоритмов является одной из важнейших технологий вычисли-
тельной техники. Создание правильных, эффективных и реализуемых алгоритмов для 
решения реальных задач требует от разработчика знаний в двух областях: 

� Методика. Хорошие разработчики алгоритмов знают несколько фундаментальных 
приемов, в число которых входят работа со структурами данных, динамическое 
программирование, поиск в глубину, перебор с возвратами и эвристика. Пожалуй, 
самым важным техническим приемом является моделирование — искусство абстра-
гирования от запутанного реального приложения к четко сформулированной задаче, 
поддающейся алгоритмическому решению. 

� Ресурсы. Хорошие разработчики алгоритмов пользуются коллективным опытом 
предыдущих поколений разработчиков. Вместо того, чтобы создавать "с нуля" алго-
ритм для стоящей перед ними задачи, они сначала узнают, что уже известно о ней и 
ищут существующие реализации решения, чтобы использовать их в качестве  
отправной точки. Они знают много классических алгоритмических задач, кото- 
рые служат исходным материалом для моделирования практически любого прило-
жения. 

Эта книга была задумана как руководство по разработке алгоритмов, в котором я пла-
нировал изложить технологию разработки комбинаторных алгоритмов. Она рассчитана 
как на студентов, так и на профессионалов. Книга состоит из двух частей. Часть I явля-
ет собой общее руководство по техническим приемам разработки и анализа компью-
терных алгоритмов. Часть II предназначена для использования в качестве справочного 
и познавательного материала и состоит из каталога алгоритмических ресурсов, реали-
заций и обширного списка литературы. 

Читателю 

Меня очень обрадовал теплый прием, с которым было встречено первое издание книги 
"Руководство по разработке алгоритмов", опубликованное в 1997 г. Она была признана 
уникальным руководством по применению алгоритмических приемов для решения за-
дач, которые часто возникают в реальной жизни. Но с тех пор многое изменилось в 
этом мире. Если считать, что начало современной разработке и анализу алгоритмов 
было положено приблизительно в 1970 г., то получается, что около 30% современной 
истории алгоритмов приходится на время, прошедшее после первой публикации руко-
водства. 
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Читатели одобрили три аспекта руководства: каталог алгоритмических задач, истории 
из жизни и электронную версию книги. Эти элементы были сохранены в настоящем 
издании. 

� Каталог алгоритмических задач. Не так-то просто узнать, что уже известно о стоя-
щей перед вами задаче. Именно поэтому в книге имеется каталог 75 наиболее важ-
ных задач, часто возникающих в реальной жизни. Просматривая его, студент или 
специалист-практик может быстро выяснить название своей задачи и понять, что о 
ней известно и как приступить к ее решению. Чтобы облегчить идентификацию, 
каждая задача в каталоге сопровождается рисунками состояния "до и после", иллю-
стрирующими требуемые характеристики входа и выхода. За этот каталог задач 
один остроумный рецензент предложил назвать мою книгу "Автостопом по алго-
ритмам". 

Каталог задач является самой важной частью этой книги. Обновляя каталог для это-
го издания, я собрал отзывы и рекомендации ведущих мировых экспертов по каж-
дой содержащейся в нем задаче. Особое внимание было уделено обновлению про-
граммных реализаций решений задач. 

� Истории из жизни. На практике алгоритмические задачи редко возникают в начале 
работы над большим проектом. Наоборот, они обычно появляются в виде подзадач, 
когда становится ясно, что программист не знает, что делать дальше, или что при-
нятое решение ошибочно. 

Чтобы продемонстрировать, как алгоритмические задачи возникают в реальной 
жизни, в материал книги были включены правдивые истории, описывающие наш 
опыт по решению практических задач. При этом преследовалась цель показать, что 
разработка и анализ алгоритмов представляют собой не отвлеченную теорию, а 
важный инструмент, требующий умелого обращения. 

В этом издании сохранены все первоначальные истории из жизни (обновленные по 
мере необходимости), а также были добавлены новые истории, имеющие отноше-
ние к внешней сортировке, работе с графами, методу имитации отжига и другим ал-
горитмическим областям. 

� Электронная версия. Поскольку человек практичный обычно ищет готовую про-
грамму, а не алгоритм, в книге даются ссылки на все имеющиеся рабочие реализа-
ции алгоритмов. Для удобства эти реализации собраны на одном веб-сайте 
http://www.cs.sunysb.edu/~algorith. После публикации книги этот веб-сайт долгое 
время был одним из первых в результатах поиска в Google по слову "algorithm". 

Кроме этого, в книге даны рекомендации, как найти подходящий код для решения 
той или иной задачи. Наличие данных реализаций сводит проблему разработки ал-
горитма к правильному моделированию приложения и избавляет разработчика от 
необходимости разбираться в подробностях самого алгоритма. Этот подход приме-
няется на всем протяжении книги. 

Важно обозначить то, чего нет в этой книге. Мы не уделяем большого внимания мате-
матическому обоснованию алгоритмов и в большинстве случаев ограничиваемся не-
формальными рассуждениями. В этой книге вы не найдете ни одной теоремы. Более 
подробную информацию вы можете получить, изучив приведенные программы или 
справочный материал. Цель данного руководства в том, чтобы как можно быстрее ука-
зать читателю верное направление движения. 
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Преподавателю 

Эта книга содержит достаточно материала для курса "Введение в алгоритмы". Предпо-
лагается, что читатель обладает знаниями, полученными при изучении таких курсов, 
как "Структуры данных" или "Теория вычислительных машин и систем". 

На сайте http://www.algorist.com можно загрузить полный набор лекционных слайдов 
для преподавания материала этой книги. Кроме того, я выложил аудио- и видеолекции 
с использованием этих слайдов для преподавания полного курса продолжительностью 
в один семестр. Таким образом, вы можете через Интернет воспользоваться моей по-
мощью в преподавании вашего курса. 

Главное внимание в книге уделяется разработке алгоритмов, а их анализ стоит на вто-
ром плане. Книгу можно использовать как для обычных лекционных курсов, так и для 
активного обучения, при котором преподаватель не читает лекцию, а руководит реше-
нием реальных задач в группе студентов. Истории из жизни предоставляют введение 
в активный метод обучения. 

Книга была полностью переработана с целью облегчить ее использование в качестве 
учебника. Для настоящего издания характерны: 

� подробное изложение материала. По сравнению с предыдущим изданием, объем 
первой части книги был увеличен вдвое. Однако дополнительный материал не уве-
личивает количество обсуждаемых тем, а служит для более полного и тщательного 
изложения основ; 

� обсуждение основ. Учебники по разработке алгоритмов обычно представляют об-
щеизвестные алгоритмы как нечто само собой разумеющееся и не обсуждают идеи, 
лежащие в их основе, или слабые места других подходов. Истории из жизни, при-
водимые в этой книге, иллюстрируют процесс выбора алгоритма на примерах  
решения некоторых прикладных задач, но я применил аналогичный подход и к из-
ложению материала, касающегося классических алгоритмов; 

� остановки для размышлений. В этих разделах я изложил ход собственных рассуж-
дений (включая тупиковые решения) в процессе выполнения конкретного домашне-
го задания. Разделы "Остановка для размышлений" разбросаны по всему тексту, 
чтобы повысить активность читателей по решению задач. Ответы к задачам даются 
тут же; 

� переработаннные и новые домашние задания. Настоящее издание книги содержит 
вдвое больше упражнений для домашней работы, чем предыдущее. Нечетко сфор-
мулированные задания были исправлены или заменены новыми. Каждой задаче 
присвоен уровень сложности от 1 до 10; 

� экзамены на основе материала книги. Студентам моих курсов по изучению алго-
ритмов я обещаю, что все вопросы текущих контрольных работ и экзаменов в конце 
семестра будут взяты из домашних заданий в этой книге. Таким образом, студенты 
точно знают, что нужно изучать, чтобы успешно сдать экзамен. Для действенности 
этого подхода я тщательно подобрал количество, тип и сложность домашних зада-
ний, следя за тем, чтобы количество задач было оптимальным; 

� разделы с подведением итогов. В этих разделах делается акцент на основных поня-
тиях, которые нужно усвоить в данной главе; 
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� ссылки на задачи по программированию. В конце упражнений для каждой главы 
даются ссылки на 3–5 задач по программированию, взятых с веб-сайта 
http://www.programming-challenges.com. Эти задания можно использовать, чтобы 
добавить практический компонент реализации алгоритмов к теоретическому курсу; 

� большой объем работающего программного кода вместо псевдокода. В этой книге 
увеличено количество алгоритмов, написанных на реальных языках программиро-
вания (в частности, на языке С), за счет уменьшения объема псевдокода. Я считаю, 
что корректность и надежность проверенной работающей реализации дают ей пре-
имущество над неформальным представлением простых алгоритмов. Полностью 
реализованные алгоритмы доступны на сайте http://www.algorist.com; 

� замечания к главам. Каждая глава завершается кратким разделом с замечаниями, 
содержащими ссылки на основные источники информации и дополнительный спра-
вочный материал. 
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ЧАСТЬ I

Практическая
разработка алгоритмов





ГЛАВА 1 

Введение  
в разработку алгоритмов 

Что такое алгоритм? Это процедура выполнения определенной задачи. Алгоритм явля-

ется основополагающей идеей любой компьютерной программы. 

Чтобы представлять интерес, алгоритм должен решать общую, корректно поставлен-

ную задачу. Определение задачи, решаемой с помощью алгоритма, дается описанием 

всего множества экземпляров, которые должен обработать алгоритм, и выхода, т. е. 

результата, получаемого после обработки одного из этих экземпляров. Описание одно-

го из экземпляров задачи может заметно отличаться от формулировки общей задачи. 

Например, постановка задача сортировки делается таким образом: 

ЗАДАЧА. Сортировка. 

Вход. Последовательность из n элементов: a1, ..., an. 

Выход. Перестановка элементов входной последовательности таким образом, что для 

ее членов справедливо соотношение a'1  ≤  a'2  ≤  ...  ≤  a'n–1  ≤  a'n. 

Экземпляром задачи сортировки может быть массив имен, например {Mike, Bob, Sally, 

Jill, Jan}, или набор чисел, например {154, 245, 568, 324, 654, 324}. Первым шагом к 

решению — определить общую задачу. 

Алгоритм — это процедура, которая принимает любой из возможных входных экземп-

ляров и преобразует его в соответствии с требованиями, указанными в условии задачи. 

Для решения задачи сортировки существует много разных алгоритмов. В качестве 

примера одного из таких алгоритмов можно привести метод сортировки вставками. 

Сортировка этим методом заключается во вставке в требуемом порядке элементов из 

неотсортированной части списка в отсортированную часть, первоначально содержа-

щую один элемент. Реализация этого алгоритма на языке С представлена в листин-

ге 1.1. 

Листинг 1.1. Реализация алгоритма сортировки вставками 

insertion_sort(item s[], int n) 

{ 

   int i,j;                    /* Счетчики */ 

      for (i=1; i<n; i++) { 

         j=i; 

         while ((j>0) && (s[j] < s[j-1])) { 

            swap(&s[j],&s[j-l]); 

            j = j-1; 

         } 

      } 

   } 
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А на рис. 1.1 показано применение этого алгоритма для сортировки определенного эк-

земпляра — строки INSERTIONSORT. 

Рис. 1.1. Пример использования алгоритма сортировки вставками (шкала времени направлена вниз) 

Обратите внимание на универсальность этого алгоритма. Его можно применять как для 

сортировки слов, так и для сортировки чисел, используя соответствующую операцию 

сравнения для определения, какое из двух значений поставить первым. Можно с лег- 

костью убедиться, что этот алгоритм правильно сортирует любой возможный набор 

входных величин в соответствии с нашим определением задачи сортировки. 

Хороший алгоритм должен обладать тремя свойствами: быть корректным, эффектив-

ным и легкореализуемым. Получение комбинации всех трех свойств сразу может ока-

заться недостижимой задачей. В производственной обстановке любая программа, ко-

торая предоставляет достаточно хорошие результаты и не замедляет работу системы,  

в большинстве случаев является приемлемой, независимо от того, возможны ли улуч-

шения этих показателей. В этой области вопрос получения самых лучших возможных 

результатов или достижения максимальной эффективности обычно возникает только в 

случае серьезных проблем с производительностью или с законом. 

В этой главе основное внимание уделяется вопросу корректности алгоритмов, а их эф-

фективность рассматривается в главе 2. Способность определенного алгоритма пра-

вильно решить поставленную задачу, т. е. его корректность, редко поддается очевид-

ной оценке. Алгоритмы обычно сопровождаются доказательством их правильности в 

виде объяснения, почему для каждого экземпляра задачи будет выдан требуемый ре-

зультат. Но прежде чем продолжить обсуждение темы, мы продемонстрируем, что ар-

гумент "это очевидно" никогда не является достаточным доказательством правильно-

сти алгоритма. 

1.1. Оптимизация маршрута робота 

Рассмотрим задачу, которая часто возникает на производстве и транспорте. Допустим, 

что нам нужно запрограммировать роботизированный манипулятор, который применя-

ется для припаивания контактов интегральной схемы к контактным площадкам на пе-

чатной плате. Чтобы запрограммировать манипулятор для выполнения этой задачи, 

сначала нужно установить порядок, в котором манипулятор припаивает первый кон-

I  N  S  E  R  T  I  O  N  S  O  R  TI  N  S  E  R  T  I  O  N  S  O  R  T
I  N  S  E  R  T  I  O  N  S  O  R  T
I  N  S  E  R  T  I  O  N  S  O  R  T
E  I  N  S  R  T  I  O  N  S  O  R  TE  I  N  S  R  T  I  O  N  S  O  R  T
E  I  N  R  S  T  I  O  N  S  O  R  T
E  I  N  R  S  T  I  O  N  S  O  R  TE  I  N  R  S  T  I  O  N  S  O  R  T
E  I  I  N  R  S  T  O  N  S  O  R  T
E  I  I  N  O  R  S  T  N  S  O  R  TE  I  I  N  O  R  S  T  N  S  O  R  T
E  I  I  N  N  O  R  S  T  S  O  R  TE  I  I  N  N  O  R  S  T  S  O  R  T
E  I  I  N  N  O  R  S  S  T  O  R  TE  I  I  N  N  O  R  S  S  T  O  R  T

E  I  I  N  N  O  O  R  R  S  S  T  T

E  I  I  N  N  O  O  R  S  S  T  R  T
E  I  I  N  N  O  O  R  R  S  S  T  T
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такт, потом второй, третий и т. д., пока не будут припаяны все. После обработки по-

следнего контакта манипулятор возвращается к исходной позиции первого контакта 

для обработки следующей платы. Таким образом, маршрут манипулятора является 

замкнутым маршрутом, или циклом. 

Так как роботы являются дорогостоящими устройствами, мы хотим минимизировать 

время, затрачиваемое манипулятором на обработку платы. Будет логичным предполо-

жить, что манипулятор перемещается с постоянной скоростью; соответственно, время 

перемещения от одной точки к другой прямо пропорционально расстоянию между точ-

ками. То есть, нам нужно найти алгоритмическое решение такой задачи: 

ЗАДАЧА. Оптимизация маршрута робота. 

Вход. Множество S из n точек, лежащих на плоскости. 

Выход. Самый короткий маршрут посещения всех точек множества S. 

Прежде чем приступать к программированию маршрута манипулятора, нам нужно раз-

работать алгоритм решения этой задачи. На ум может прийти несколько подходящих 

алгоритмов. Но самым подходящим будет эвристический алгоритм ближайшего сосе-

да (nearest-neighbor heuristic). Начиная с какой-либо точки p0, мы идем к ближайшей к 

ней точке (соседу) p1. От точки p1 мы идем к ее ближайшему еще не посещенному со-

седу, таким образом исключая точку p0 из числа кандидатов на посещение. Процесс 

повторяется до тех пор, пока не останется ни одной не посещенной точки, после чего 

мы возвращаемся в точку p0, завершая маршрут. Псевдокод эвристического алгоритма 

ближайшего соседа представлен в листинге 1.2. 

Листинг 1.2. Эвристический алгоритм ближайшего соседа 

NearestNeighbor(P) 

  Из множества P выбираем и посещаем произвольную начальную точку p0 

  p = p0 

  i = 0 

  Пока остаются непосещенные точки 

    i = i + 1 

    Выбираем и посещаем непосещенную точку pi, ближайшую к точке pi-1 

    Посещаем точку pi 

  Возвращаемся в точку p0 от точки pn-1 

Этот алгоритм можно рекомендовать к применению по многим причинам. Он прост  

в понимании и легко реализуется. Вполне логично сначала посетить близлежащие точ-

ки, чтобы сократить общее время прохождения маршрута. Алгоритм дает отличные 

результаты для входного экземпляра, показанного на рис. 1.2. 

Алгоритм ближайшего соседа достаточно эффективен, т. к. в нем каждая пара точек 

(pi, pj) рассматривается, самое большее, два раза: первый раз при добавлении в мар-

шрут точки pi , а второй — при добавлении точки pj. При всех этих достоинствах алго-

ритм имеет всего лишь один недостаток — он совершенно неправильный. 

Неправильный? Да как он может быть неправильным? Поясню: несмотря на то, что 

алгоритм всегда создает маршрут, этот маршрут не обязательно будет самым коротким 

возможным маршрутом, или хотя бы приближающимся к таковому. Рассмотрим мно-

жество точек, расположенных в линию, как показано на рис. 1.3. 
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Рис. 1.2. Случай удачного входного экземпляра для эвристического алгоритма ближайшего соседа 

а) 

б) 

Рис. 1.3. Пример неудачного входного экземпляра для эвристического алгоритма 

ближайшего соседа (а) и оптимальное решение (б) 

Цифры на рисунке обозначают расстояние от начальной точки до соответствующей 

точки справа или слева. Начав обход с точки 0 и посещая затем ближайшего непосе-

щенного соседа текущей точки, мы будем метаться вправо-влево через нулевую точку, 

т. к. алгоритм не содержит указания, что нужно делать в случае одинакового расстоя-

ния между точками. Гораздо лучшее (более того, оптимальное) решение данного эк-

земпляра задачи — начать обход с крайней левой точки и двигаться направо, посещая 

каждую точку, после чего возвратиться в исходное положение. 

Представьте себе реакцию вашего начальника при виде манипулятора, мечущегося 

вправо-влево при выполнении такой простой задачи. 

Можно сказать, что в данном случае проблема заключается в неудачном выборе от-

правной точки маршрута. Почему бы не начать маршрут с самой левой точки в качест-

ве точки p0? Это даст нам оптимальное решение данного экземпляра задачи. 

Верно на все 100%, но лишь до тех пор, пока мы не развернем множество точек на 

90 градусов, сделав все точки самыми левыми. А если к тому же немного сдвинуть 

первоначальную точку 0 влево, то она опять будет выбрана в качестве отправной. Те-

перь вместо дергания из стороны в сторону манипулятор будет скакать вверх-вниз, но 

время прохождения маршрута по-прежнему оставляет желать лучшего. Таким образом, 
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независимо от того, какую точку мы выберем в качестве исходной, алгоритм ближай-

шего соседа обречен на неудачу с некоторыми экземплярами задачи (т. е. с некоторы-

ми множествами точек), и нам нужно искать другой подход. Условие, заставляющее 

всегда искать ближайшую точку, является излишне ограничивающим, т. к. оно прину-

ждает нас выполнять нежелательные переходы. Задачу можно попробовать решить 

другим способом — соединяя пары самых близких точек, если такое соединение не 

вызывает никаких проблем, например, досрочного завершения цикла. Каждая вершина 

рассматривается как самостоятельная одновершинная цепочка. Соединив все вместе, 

мы получим одну цепочку, содержащую все точки. Соединив две конечные точки, мы 

получим цикл. На любом этапе выполнения этого эвристического алгоритма ближай-

ших пар у нас имеется множество отдельных вершин и не имеющих общих вершин 

цепочек, которые можно соединить. Псевдокод соответствующего алгоритма показан 

в листинге 1.3. 

Листинг 1.3. Эвристический алгоритм ближайших пар 

ClosestPair(P) 

  Пусть n — количество точек множества Р. 

  For i = 1 to n — 1 do 

    d = ∞ 

    For каждой пары точек(s, t), не имеющих общих вершин цепей 

      if dist(s, t) ≤ d then sm = s, tm = t и d = dist(s, t) 

    Соединяем (sm,tm) ребром 

  Соединяем две конечные точки ребром 

Для экземпляра задачи, представленного на рис. 1.3, этот алгоритм работает должным 

образом. Сначала точка 0 соединяется со своими ближайшими соседями, точками 1  

и –1. Потом соединение следующих ближайших пар точек выполняется поочередно вле-

во-вправо, расширяя центральную часть по одному сегменту за проход. Эвристический 

алгоритм ближайших пар чуть более сложный и менее эффективный, чем предыдущий, 

но, по крайней мере, для данного экземпляра задачи он дает правильный результат. 

Впрочем, это верно не для всех экземпляров. Посмотрите на результаты работы алго-

ритма на рис. 1.4, а. Данный входной экземпляр состоит из двух рядов равномерно 

расположенных точек. Расстояние между рядами (1 – e) несколько меньше, чем рас-

стояние между смежными точками в рядах (1 + e). Таким образом, пары наиболее 

близких точек располагаются не по периметру, а напротив друг друга. Сперва проти-

воположные точки соединяются попарно, а затем полученные пары соединяются по-

очередно по периметру. Общее расстояние маршрута алгоритма ближайших пар в этом 

случае будет равно 2 2
3(1 ) 2(1 ) (1 ) (2 2 )− + + + − + +e e e e . Этот маршрут на 20% длин-

нее, чем маршрут на рис. 1.4, б, когда e ≈ 0. Более того, есть входные экземпляры, 

дающие значительно худшие результаты, чем этот. 

Таким образом, этот алгоритм тоже не годится. Какой из этих двух алгоритмов более 

эффективный? На этот вопрос нельзя ответить, просто посмотрев на них. Но очевидно, 

что оба алгоритма могут выдать очень плохие маршруты на некоторых с виду простых 

входных экземплярах. 

Но каков же правильный алгоритм решения этой задачи? Можно попробовать пере-

числить все возможные перестановки множества точек, а потом выбрать перестановку, 
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сводящую к минимуму длину маршрута. Псевдокод этого алгоритма показан в листин-

ге 1.4. 

 

а) б) 

Рис. 1.4. Неудачный входной экземпляр для алгоритма ближайших пар (а) и оптимальное решение (б) 

Листинг 1.4. Оптимальный алгоритм поиска маршрута 

OptimalTSP(P) 

  d = ∞ 

  For каждой перестановки Pi из общего числа перестановок n! множества 

                                                              точек P 

    If (cost(Pi) ≤ d) then d = cost(Pi) и Pmin = Pi 

  Return Pmin 

Так как рассматриваются все возможные упорядочения, то получение самого коротко-

го маршрута гарантировано. Поскольку мы выбираем самую лучшую комбинацию, 

алгоритм правильный. В то же самое время он чрезвычайно медленный. Например, 

самый быстрый компьютер в мире не сможет в течение дня перечислить все  

20! = 2 432 902 008 176 640 000 возможных перестановок 20 точек. А о реальных си-

туациях, когда количество точек печатной платы достигает тысячи, можно и не гово-

рить. Все компьютеры в мире, работая круглосуточно, не смогут даже приблизиться к 

решению этой задачи до конца существования Вселенной, а тогда решение этой зада-

чи, скорее всего, уже не будет актуальным. 

Поиском эффективного алгоритма решения этой задачи, называющейся задачей ком-

мивояжера (traveling salesman problem, TSP), мы будем заниматься на протяжении 

большей части этой книги. Если же вам не терпится узнать решение уже сейчас, то вы 

можете посмотреть его в разделе 16.4. 

ПОДВЕДЕНИЕ ИТОГОВ 

Алгоритмы, которые всегда выдают правильное решение, коренным образом отличаются 

от эвристических алгоритмов, которые обычно выдают достаточно хорошие, но не га-

рантированные результаты. 

1.2. Задача календарного планирования 

Теперь рассмотрим задачу календарного планирования. Представьте, что вы кинозвез-

да и вам наперебой предлагают роли в разных кинофильмах, общее количество кото-

1−e

1+e

1+e

1−e

(l)
1+e

1−e

1+e

1−e

(r)
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рых равно n. Каждое предложение имеет условие, что вы должны посвятить себя ему с 

первого до последнего дня съемок. Поэтому вы не можете сниматься одновременно в 

фильмах с полностью или частично накладывающимися периодами съемок. 

Ваш критерий для принятия того или иного предложения довольно прост: вы хотите 

заработать как можно больше денег. Поскольку вам платят одинаково за каждый 

фильм, то вы стремитесь получить роли в как можно большем количестве фильмов, 

периоды съемок которых не конфликтуют. 

На рис. 1.5 перечислены фильмы, в которых вам предлагают роли. 

 

Рис. 1.5. Экземпляр задачи планирования непересекающихся календарных периодов 

В данном случае очевидно, что вы можете сниматься, самое большее, в четырех филь-

мах — "Discrete Mathematics", "Programming Challenges", "Calculated Bets", а потом 

в "Halting State" или в "Steiner's Tree". 

А в менее очевидных случаях вам (или вашему менеджеру) нужно будет решить сле-

дующую алгоритмическую задачу календарного планирования: 

ЗАДАЧА. Планирование съемок в фильмах. 

Вход. Множество I интервалов времени n в линейном порядке. 

Выход. Самое большое подмножество непересекающихся интервалов времени, кото-

рое возможно во множестве I. 

На ум может прийти несколько способов решения этой задачи. Один из них основан на 

представлении, что надо работать всегда, когда это возможно. Это означает, что вам 

нужно брать роль в фильме, съемки которого начинаются раньше всех других. Псевдо-

код этого алгоритма представлен в листинге 1.5. 

Листинг 1.5. Алгоритм первой возможной работы 

EarliestJobFirst(I) 

   Из множества фильмов I берем роль в фильме j с самым ранним началом 

   съемок, период которых не пересекается с периодом ваших предыдущих 

   обязательств. Поступаем таким образом до тех пор, пока больше 

   не останется таких фильмов. 

Этот подход выглядит логично, по крайней мере, до тех пор, пока вы не осознаете, что 

хватаясь за самую раннюю работу, можете пропустить несколько других, если первый 

фильм является сериалом. Пример такой ситуации показан на рис. 1.6, а, где самым 

ранним фильмом является киноэпопея "War and Peace", которая закрывает перед вами 

все другие перспективы. 

Этот пример заставляет искать другое решение. Проблема с фильмом "War and Peace" 

заключается в том, что его съемки длятся слишком долго. В таком случае, может быть, 

The President’s Algorist
Halting State

"Discrete" Mathematics Calculated Bets

Programming Challenges

Steiner’s Tree Process Terminated

Tarjan of the Jungle The Four Volume Problem
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вам следует брать роли только в фильмах с самыми короткими периодами съемок? 

Разве не очевидно, что чем быстрее вы закончите сниматься в одном фильме, тем 

раньше можно начать сниматься в другом, максимизируя таким образом количество 

фильмов в любой выбранный период времени? Псевдокод этого алгоритма представ-

лен в листинге 1.6. 

Рис. 1.6. Неудачные экземпляры задач для применения эвристики: самых ранних периодов (а),  

самых коротких периодов (б) 

Листинг 1.6. Алгоритм самого короткого периода 

ShortestJobFirst(I) 

  While (I ≠ 0/) do 

    Из всего множества фильмов I берем фильм j с 

    самым коротким периодом съемок 

    Удаляем фильм j и любой другой фильм, период съемок которого 

    пересекается с фильмом j, из множества доступных фильмов I 

Но и этот подход окажется действенным только до тех пор, пока вы не увидите, что 

можете упустить возможность заработать больше (рис. 1.6, б). Хотя в данном случае 

потери меньше, чем в предыдущем случае, тем не менее вы получите только половину 

возможных заработков. 

На данном этапе может показаться заслуживающим внимания алгоритм, который пе-

ребирает все возможные комбинации. Если отвлечься от проверки подмножеств ин-

тервалов (т. е. периодов съемок) на пересечение, этот алгоритм можно выразить псев-

докодом, представленным в листинге 1.7. 

Листинг 1.7. Алгоритм полного перебора 

ExhaustiveScheduling(I) 

  j = 0 

  Smax = 0/ 

  For каждого из 2n подмножеств Si множества интервалов I 

    If (Si непересекающееся) и (size(Si) > j) 

       then j = size(Si) и Smax = Si 

  Return Smax 

Но насколько эффективным будет такой алгоритм? Здесь ключевым ограничением яв-

ляется необходимость выполнить перечисление 2
n
 подмножеств n элементов. А поло-

жительным обстоятельством является то, что это намного лучше, чем перечисление 

всех n! порядков n элементов, как предлагается в задаче оптимизации маршрута робо-

тизированного манипулятора. В данном случае при n = 20 имеется около миллиона 

подмножеств, которые можно за несколько секунд перебрать на современном компью-

War and Peace

а) б)
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тере. Но когда выбор фильмов возрастет до n  =  100, то 2
100

 будет намного больше, 

чем значение 20!, которое положило нашего робота на лопатки в предыдущей задаче. 

Разница между задачей составления маршрута и задачей календарного планирования 

заключается в том, что для последней имеется алгоритм, который решает задачу и пра-

вильно, и эффективно. Для этого вам нужно брать роли только в фильмах с самым 

ранним окончанием съемок, т. е. выбрать такой временной интервал x, у которого пра-

вая конечная точка находится левее правых конечных точек всех прочих временных 

интервалов. Таким фильмом в нашем примере (см. рис. 1.5) является "Discrete 

Mathematics". Вполне возможно, что съемки других фильмов начались раньше, чем 

съемки фильма х, но все они должны пересекаться друг с другом (по крайней мере, 

частично), поэтому мы можем выбрать, самое большее, один фильм изо всей группы. 

Съемки фильма х закончатся раньше всего, поэтому остальные фильмы с наклады-

вающимися съемочными периодами потенциально блокируют другие возможности, 

расположенные справа от них. Очевидно, что выбрав фильм х, вы никак не можете 

проиграть. Псевдокод эффективного алгоритма правильного решения задачи кален-

дарного планирования будет выглядеть так, как показано в листинге 1.8. 

Листинг 1.8. Оптимальный алгоритм календарного планирования 

OptimalScheduling(I) 

  While (I ≠ 0/) do 

    Из всего множества фильмов I выбираем фильм j с самым 

          ранним окончанием съемок 

    Удаляем фильм j и любой другой фильм, съемки которого 

          пересекаются с фильмом j, из множества доступных фильмов I 

Обеспечение оптимального решения для всего диапазона возможных входных экземп-

ляров является трудной, но, как правило, выполнимой задачей. Важной частью процес-

са разработки такого алгоритма является поиск входных экземпляров задачи, которые 

опровергают наше допущение о правильности алгоритма-претендента на решение. 

Эффективные алгоритмы часто скрываются где-то совсем рядом, и в этой книге мы 

хотим помочь вам развить навыки их обнаружения. 

ПОДВЕДЕНИЕ ИТОГОВ 

Кажущиеся вполне логичными алгоритмы очень легко могут оказаться неправильными. 

Правильность алгоритма требует тщательного доказательства. 

1.3. Обоснование правильности алгоритмов 

Будем надеяться, что предшествующие примеры продемонстрировали вам всю слож-

ность темы правильности алгоритмов. Правильные алгоритмы выделяются из общего 

числа с помощью специальных инструментов, главный из которых называется доказа-

тельством. 

Адекватное математическое доказательство состоит из нескольких частей. Прежде все-

го, требуется ясная и четкая формулировка того, что вы пытаетесь доказать. Потом не-

обходим набор предположений, которые всегда считаются верными и поэтому исполь-
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зуются как часть доказательства. Далее, цепь умозаключений приводит нас от началь-

ных предположений к конечному утверждению, которое мы пытаемся доказать. Нако-

нец, небольшой черный квадрат ■ в тексте указывает на конец доказательства. 

В этой книге формальным доказательствам не уделяется большого внимания, т. к. пра-

вильное формальное доказательство привести очень трудно, а неправильное может вас 

сильно дезориентировать. На самом деле, доказательство является демонстрацией. 

Доказательства полезны только тогда, когда они простые и незамысловатые — ясные и 

лаконичные аргументы, объясняющие, почему алгоритм удовлетворяет требованию 

нетривиальной правильности. 

Правильные алгоритмы требуют тщательного изложения и определенных усилий для 

доказательства как их правильности, так и того факта, что они не являются неправиль-

ными. В последующих разделах мы разработаем инструменты для достижения этих 

целей. 

1.3.1. Представление алгоритмов 

Цепь логических умозаключений об алгоритме невозможно построить без тщательного 

описания последовательности шагов, которые необходимо выполнить. Для этой цели 

наиболее часто употребляются, по отдельности или в совокупности, три формы пред-

ставления алгоритма: обычный язык, псевдокод и язык программирования. Самым за-

гадочным из этих средств представления алгоритма является псевдокод; это средство 

лучше всего можно определить как язык программирования, который никогда не выда-

ет сообщений о синтаксических ошибках. Все три способа являются полезными, т. к. 

существует естественное стремление к компромиссу между легкостью восприятия и 

точностью представления алгоритма. Наиболее простым для понимания "языком про-

граммирования" является обычный язык, но в то же время он наименее точен. С другой 

стороны, такие языки, как Java или С/С++, позволяют точно выразить алгоритм, но 

создавать и понимать алгоритмы на этих языках задача не из легких. В отношении 

сложности применения и понимания псевдокод представляет золотую середину между 

этими двумя крайностями. 

Выбор самого лучшего способа представления алгоритма зависит от ваших предпочте-

ний. Я, например, сначала описываю свои алгоритмические идеи на обычном языке, а 

затем перехожу на более формальный псевдокод наподобие языка программирования 

или даже на настоящий язык программирования для уточнения сложных деталей. 

Не допускайте ошибку, которую часто делают мои студенты, — используют псевдо-

код, чтобы приукрасить плохо определенную идею и придать ей более формальный и 

солидный вид. При описании алгоритма следует стремиться к ясности. Например, ал-

горитм ExhaustiveScheduling (см. листинг 1.7) можно было бы выразить на обычном 

языке так, как показано в листинге 1.9. 

Листинг 1.9. Алгоритм полного перебора 

ExhaustiveScheduling(I) 

  Протестировать все 2n подмножеств множества I и возвратить самое 

    большое подмножество непересекающихся интервалов. 
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ПОДВЕДЕНИЕ ИТОГОВ 

В основе любого алгоритма лежит идея. Если в описании алгоритма не просматривается 
ясно ваша идея, значит, вы используете для ее выражения нотацию слишком низкого 
уровня. 

1.3.2. Задачи и свойства 

Чтобы продемонстрировать правильность алгоритма, одного его описания недостаточ-

но. Нам также нужно подробное описание задачи, которая подлежит решению. 

Постановка задачи состоит из двух частей: набора допустимых входных экземпляров и 

требований к выходу алгоритма. Невозможно доказать правильность алгоритма для 

нечетко поставленной задачи. Иными словами, поставьте неправильно задачу, и вы 

получите неправильный ответ. 

Постановки некоторых задач допускают слишком широкий диапазон входных экземп-

ляров. Допустим, что в нашей задаче календарного планирования съемки фильмов мо-

гут прерываться на некоторое время. Например, съемки фильма могут быть запланиро-

ваны на сентябрь и ноябрь, а октябрь свободен. Тогда календарный план съемок для 

любого фильма будет состоять из набора временных интервалов. В этом случае мы 

можем браться за роли в двух фильмах с чередующимися, но не пересекающимися  

периодами съемок. Такую общую задачу календарного планирования нельзя решить  

с помощью алгоритма самого раннего окончания съемок. Более того, для решения этой 

общей задачи вообще не существует эффективного алгоритма. 

ПОДВЕДЕНИЕ ИТОГОВ 

Важным и заслуживающим внимания приемом разработки алгоритмов является сужение 
множества допустимых экземпляров задачи до тех пор, пока не будет найден правильный 
и эффективный алгоритм. Например, задачу общих графов можно свести к задаче деревь-
ев, или двумерную геометрическую задачу свести к одномерной. 

При указании требований выхода алгоритма часто допускаются две ошибки. Первая из 

них — плохая формулировка вопроса. Примером может служить вопрос о наилучшем 

маршруте между двумя точками на карте при отсутствии определения, что значит 

"наилучший". Лучший в каком смысле? В смысле самого короткого расстояния, самого 

короткого времени прохождения или, может быть, минимального количества пово- 

ротов? 

Второй ошибкой является формулирование составных целей. Каждый из трех только 

что упомянутых критериев наилучшего маршрута является четко определенной целью 

правильного эффективного алгоритма оптимизации. Но в качестве требования к реше-

нию из этих критериев можно выбрать только один. Например, формулировка: "Найти 

самый короткий маршрут от точки к точке, содержащий количество поворотов не бо-

лее чем в два раза превышающее необходимое" является вполне четкой постановкой 

задачи. Но решить такую задачу очень трудно, т. к. решение требует сложного анализа. 

Для примеров постановки задач читателю настоятельно рекомендуется ознакомиться  

с постановкой каждой из 75 задач во второй части этой книги. Правильная постановка 

задачи является важной частью ее решения. Изучение постановок всех этих классиче-

ских задач поможет вам распознать задачи, постановкой и решением которых кто-то 

уже занимался до вас. 
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1.3.3. Демонстрация неправильности алгоритма 

Самый лучший способ доказать неправильность алгоритма — найти экземпляр задачи, 

для которого алгоритм выдает неправильный ответ. Такие экземпляры задачи называ-

ются контрпримерами. Никто не бросится на защиту алгоритма, для которого был 

предоставлен контрпример. Вполне разумно выглядящие алгоритмы можно момен-

тально опровергнуть посредством очень простых контрпримеров. Хороший контрпри-

мер должен обладать двумя важными свойствами: 

� проверяемостью. Чтобы продемонстрировать, что некий входной экземпляр задачи 

является контрпримером для определенного алгоритма, требуется вычислить ответ, 

который алгоритм выдаст для данного экземпляра, и предоставить лучший ответ, 

с тем, чтобы доказать, что алгоритм не смог его найти; 

� простотой. Хороший контрпример не содержит ничего лишнего и ясно демонстри-

рует, почему именно предлагаемый алгоритм неправильный. Поэтому обнаружен-

ный контрпример следует упростить. Контрпример на рис. 1.6, а можно упростить и 

улучшить, сократив количество пересекающихся периодов с четырех до двух. 

Развитие навыков поиска контрпримеров будет стоить затраченного времени. Этот 

процесс в чем-то подобен разработке наборов тестов для проверки компьютерных про-

грамм, но в нем главную роль играет удачная догадка, а не перебор вариантов. Приве-

ду несколько советов. 

� Ищите мелкомасштабные решения. Обратите внимание, что мои контрпримеры 

для задач поиска маршрута содержат шесть или меньше точек, а для задач кален-

дарного планирования — только три временных интервала. Это обстоятельство ука-

зывает на то, что если алгоритм неправильный, то доказать это можно на очень про-

стом экземпляре. Алгористы-любители нередко создают большой запутанный эк-

земпляр, с которым потом не могут справиться. А профессионалы внимательно 

изучат несколько небольших экземпляров, т. к. их легче осмыслить и проверить. 

� Рассмотрите все решения. Для наименьшего нетривиального значения n имеется 

только небольшое количество экземпляров. Например, существуют только три 

представляющих интерес способа расположения двух интервалов на прямой: непе-

рекрывающиеся интервалы, частично перекрывающиеся интервалы и полностью 

перекрывающиеся интервалы. Все случаи размещения на прямой трех интервалов 

(включая контрпримеры для обоих эвристических алгоритмов календарного плани-

рования) можно создать, по-разному добавляя третий интервал к этим двум, распо-

ложенным указанными тремя способами. 

� Ищите слабое звено. Если рассматриваемый вами алгоритм работает по принципу 

"всегда берем самое большее" (так называемый жадный алгоритм), то подумайте, 

почему этот подход может быть неправильным. 

� Ищите ограничения. "Жадный" эвристический алгоритм можно сбить с толку не-

обычным методом предоставления входного экземпляра, содержащего одинаковые 

элементы. В этой ситуации алгоритму будет не на чем основывать свое решение и 

он, возможно, возвратит неоптимальное решение. 

� Рассматривайте крайние случаи. Многие контрпримеры представляют собой ком-

бинацию большого и малого, правого и левого, многих и немногих, далекого и 
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близкого. Обычно легче осмыслить и проверить примеры по краям диапазона, чем 

из его середины. Рассмотрим в качестве примера два скопления точек, расстояние d 

между которыми намного превышает расстояние между точками в любом из них. 

Длина оптимального маршрута коммивояжера в этой ситуации будет практически 

равна 2d, независимо от количества посещаемых точек, т. к. длина маршрута внутри 

каждого скопления точек несущественна. 

ПОДВЕДЕНИЕ ИТОГОВ 

Лучший способ опровергнуть правильность эвристического алгоритма — испытать его на 

контрпримерах. 

1.3.4. Индукция и рекурсия 

Один факт, что для данного алгоритма не был найден контрпример, вовсе не означает, 

что алгоритм правильный. Для этого требуется доказательство или демонстрация пра-

вильности. Для доказательства правильности алгоритма часто применяется математи-

ческая индукция. 

Мои первые впечатления о математической индукции были таковы, словно это какое-

то шаманство. Вы берете формулу типа 
1

( 1) / 2
=

= +∑
n

i
i n n , доказываете ее для базово-

го случая, например, 1 или 2, потом допускаете, что утверждение справедливо для  

n – 1, и на основе этого допущения доказываете формулу для общего n. Это называется 

доказательством? Полнейший абсурд! 

Мои первые впечатления о рекурсии в программировании были точно такими же — 

чистое шаманство. Программа проверяет входной аргумент на равенство базовому 

значению, например, 1 или 2. При отрицательном результате такой проверки более 

сложный случай решается путем разбивки его на части и вызова этой же программы 

в качестве подпрограммы для решения этих частей. Это называется программой? Пол-

нейший абсурд! 

Причиной, благодаря которой как рекурсия, так и математическая индукция кажутся 

шаманством, является тот факт, что рекурсия и есть математическая индукция. В обе-

их имеются общие и граничные условия, при этом общее условие разбивает задачу на 

все более мелкие части, а граничное, или начальное, условие завершает рекурсию.  

Если вы понимаете одно из двух, — или рекурсию, или индукцию, — вы в состоянии 

понять, как работает другое. 

Мне приходилось слышать, что программист — это математик, который умеет строить 

доказательства только методом индукции. Частично дело в том, что программисты — 

никудышные построители доказательств, но главным образом в том, что многие  

изучаемые ими алгоритмы являются или рекурсивными, или инкрементными (поэтап-

ными). 

Рассмотрим, например, правильность алгоритма сортировки вставками, представлен-

ного в начале этой главы. Его правильность можно обосновать методом индукции: 

� базовый экземпляр содержит всего лишь один элемент, а по определению одноэле-

ментный массив является полностью отсортированным; 
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� мы можем допустить, что после первых n – 1 итераций сортировки вставками пер-

вые n – 1 элементов массива A будут полностью отсортированы; 

� чтобы определить, куда следует вставить последний элемент х, нам нужно найти 

уникальную ячейку между наибольшим элементом, не превышающим х, и наи-

меньшим элементом, большим чем х. Для этого мы сдвигаем все бо́льшие элементы 

назад на одну позицию, создавая место для элемента х в требуемой позиции. ■ 

Но к индуктивным доказательствам нужно относиться с большой осторожностью, т. к. 

в цепь рассуждений могут вкрасться трудно распознаваемые ошибки. Прежде всего, 

это граничные ошибки. Например, в приведенном выше доказательстве правильности 

алгоритма сортировки вставками мы самоуверенно заявили, что между двумя элемен-

тами массива А имеется однозначно определяемая ячейка, в которую можно вставить 

наш элемент х, когда массив в нашем базовом экземпляре содержит только одну ячей-

ку. Поэтому для правильной обработки частных случаев вставки минимальных или 

максимальных элементов необходимо соблюдать бо́льшую осторожность. 

Другой, более распространенный, тип ошибок в индуктивных доказательствах связан с 

небрежным подходом к расширению экземпляра задачи. Добавление всего лишь одно-

го элемента к экземпляру задачи может полностью изменить оптимальное решение. 

Соответствующий пример для задачи календарного планирования показан на рис. 1.7. 

Рис. 1.7. Оптимальное решение (прямоугольники)  
до и после внесения изменений (пунктирная линия) в экземпляр задачи 

После добавления нового временного интервала в экземпляр задачи новое оптималь-

ное расписание может не содержать ни одного из временных интервалов любого опти-

мального решения, предшествующего изменению. Бесцеремонное игнорирование  

таких аспектов может вылиться в очень убедительное доказательство полностью не-

правильного алгоритма. 

ПОДВЕДЕНИЕ ИТОГОВ 

Математическая индукция обычно является верным способом проверки правильности  

рекурсивного алгоритма. 

Остановка для размышлений:  

Правильность инкрементных алгоритмов 

ЗАДАЧА. Доказать правильность рекурсивного алгоритма для инкрементации нату-

ральных чисел, т. е. y→y + 1, представленного в листинге 1.10. 

Листинг 1.10. Алгоритм для инкрементации натуральных чисел 

Increment (y) 

  if y = 0 then return(1) else 

    if (y mod 2) = 1 then 

      return(2·Increment([⎣y/2⎦)) 

    else return(y + 1) 
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Решение. Лично мне правильность этого алгоритма определенно не очевидна. Но т. к. 

это рекурсивный алгоритм, а я — программист, мое естественное побуждение будет 

доказать его методом индукции. 

Абсолютно очевидно, что алгоритм правильно обрабатывает базовый случай, когда 

y  =  0. Совершенно ясно, что 0 + 1  =  1 и, соответственно, возвращается значение 1. 

Теперь допустим, что функция работает правильно для общего случая, когда y  =  n – 1. 

На основе этого допущения нам нужно продемонстрировать правильность алгоритма 

для случая, когда y  =  n. Для половины случаев алгоритм доказывается легко, в част-

ности для четных чисел (для которых (y mod 2) = 0), т. к. y + 1 возвращается явно. 

Но для нечетных чисел решение зависит от результата, возвращаемого выражением 

Increment([y/2]). Здесь нам хочется воспользоваться нашим индуктивным допущени-

ем, но оно не совсем правильно. Мы сделали допущение, что функция Increment рабо-

тает правильно, когда y  =  n – 1, но для значения y, равного приблизительно половине 

этого значения, мы этого не допускали. Теперь мы можем усилить наше допущение, 

объявив, что общий случай выдерживается для всех y  ≤  n – 1. Это усиление никоим 

образом не затрагивает сам принцип, но необходимо, чтобы установить правильность 

алгоритма. 

Теперь случаи нечетных y (т. е. y = 2m + 1 для целого числа m) можно обработать, как 

показано в листинге 1.11. 

Листинг 1.11. Алгоритм для инкрементации нечетных натуральных чисел 

решая, таким образом, общий случай. ■ 

1.3.5. Суммирование 

При анализе алгоритмов часто приходится прибегать к математическим формулам 

суммирования. А процесс доказательства правильности формулы суммирования пред-

ставляет собой классический пример применения математической индукции. В конце 

этой главы дается несколько упражнений, в которых требуется доказать формулу с по-

мощью индукции. Чтобы сделать эти упражнения более понятными, напомню основ-

ные принципы суммирования. 

Формулы суммирования представляют собой краткие выражения, описывающие сло-

жение сколь угодно большой последовательности чисел. В качестве примера можно 

привести такую формулу: 

1

( ) (1) (2) ... ( )
=

= + + +∑
n

i

f i f f f n  

Суммирование многих алгебраических функций можно выразить простыми формула-

ми в замкнутой форме. Например, поскольку сумма n единиц равна n, то: 

2•Increment([(2m + l)/2]) = 2•Increment(⎣m + 1/2⎦) 

                          = 2•Increment(m) 

                          = 2(m + 1) 

                          = 2m + 2 = y + 1 
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1

1
=

=∑
n

i

n  

Сумму первых n целых чисел можно выразить через целые числа i и (n – i + l) следую-
щим образом: 

/2

1 1

( ( 1)) ( 1) / 2
= =

= + − + = +∑ ∑
n n

i i

i i n i n n  

Очень пригодится в области анализа алгоритмов умение распознавать два основных 
класса формул суммирования: 

� Арифметические прогрессии. Арифметическую прогрессию в виде формулы 

( ) ( 1) / 2= = +∑
n

i
S n i n n  можно встретить в анализе алгоритма сортировки методом 

выбора. По большому счету, важным фактом является наличие квадратичной сум-
мы, а не то, что константа равняется 1/2. В общем, для p ≥ 1: 

1( , ) ( )+

= = Θ∑
n

p p

i

S n p i n  

Таким образом, сумма квадратов кубичная, а сумма кубов — "четверичная" (если 
вы не против употребления такого слова). Нотация Θ(x) (тета большое) подробно 
рассматривается в разделе 2.2. 

Для p < –1 эта сумма всегда стремится к константе, даже когда n→∞. 

� Геометрические прогрессии. В геометрических прогрессиях индекс цикла играет 
роль показателя степени, т. е.: 

1

0

( , ) ( 1) / ( 1)+

=

= = − −∑
n

i n

i

G n a a a a a  

Сумма прогрессии зависит от ее знаменателя, т. е. числа а. При a < 1 эта сумма 
стремится к константе, даже когда n→∞. 

Данная сходимость последовательности оказывается большим подспорьем в анали-
зе алгоритмов. Это означает, что если количество элементов растет линейно, то их 
сумма необязательно будет расти линейно, а может быть ограничена константой. 
Например, 1 + 1/2 + 1/4 + 1/8 + ... ≤ 2 независимо от количества элементов последо-
вательности. 

При a > 1 сумма стремительно возрастает при добавлении каждого нового элемента, 
например, 1 + 2 + 4 + 8 + 16 + 32 = 63. 

В самом деле, для a > 1 G(n, a) = Θ(a
a + 1

). 

Остановка для размышлений. Формулы факториала 

ЗАДАЧА. Докажите методом индукции, что 
1

! ( 1)! 1
n

i
i i n

=

× = + −∑ . 

Решение. Индукционная парадигма прямолинейна: сначала подтверждаем базовый 
случай (здесь мы принимаем n = 1, хотя случай n = 0 был бы еще более общим): 

1

1

! 1 (1 1)! 1 2 1 1
i

i i

=

× = = + − = − =∑  
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Теперь допускаем, что данное утверждение верно для всех чисел вплоть до n. Для до-

казательства общего случая n + 1 видим, что если мы вынесем наибольший член из-под 

знака суммы 
1

1 1

! ( 1) ( 1)! !

n n

i i

i i n n i i

+

= =

× = + × + + ×∑ ∑  

то получим левую часть нашего индуктивного допущения. Заменяя правую часть, по-

лучаем: 
1

1

! ( 1) ( 1)! ( 1)! 1

n

i

i i n n n

+

=

× = + × + + + −∑  

         ( 1)! (( 1) 1) 1n n= + × + + −  

         ( 2)! 1n= + −  

Этот общий прием выделения наибольшего члена суммы для выявления экземпляра 

индуктивного допущения лежит в основе всех таких доказательств.  ■ 

1.4. Моделирование задачи 

Моделирование является искусством формулирования приложения в терминах точно 

поставленных, хорошо понимаемых задач. Правильное моделирование является клю-

чевым аспектом применения методов разработки алгоритмов решения реальных задач. 

Более того, правильное моделирование может сделать ненужным разработку или даже 

реализацию алгоритмов, соотнося ваше приложение с ранее решенной задачей. Пра-

вильное моделирование является ключом к эффективному использованию материала 

во второй части этой книги. 

В реальных приложениях применяются реальные объекты. Вам, может быть, придется 

работать над системой маршрутизации сетевого трафика, планированием использова-

ния классных комнат учебного заведения или поиском закономерностей в корпоратив-

ной базе данных. Большинство же алгоритмов спроектировано для работы со строго 

определенными абстрактными структурами, такими как перестановки, графы или мно-

жества. Чтобы извлечь пользу из литературы по алгоритмам, вам нужно научиться вы-

полнять постановку задачи абстрактным образом, в терминах процедур над фундамен-

тальными структурами. 

1.4.1. Комбинаторные объекты 

Очень велика вероятность, что над решаемой вами алгоритмической задачей уже рабо-

тали другие, хотя, возможно, и в совсем иных контекстах. Но не надейтесь узнать, что 

известно о вашей конкретной "задаче оптимизации процесса А", поискав в книге сло-

восочетание "процесс А". Вам нужно сформулировать задачу оптимизации вашего 

процесса в терминах вычислительных свойств стандартных структур, таких как: 

� перестановка — упорядоченное множество элементов. Например, {1, 4, 3, 2} и  

{4, 3, 2, 1} являются двумя разными перестановками одного множества целых чи-

сел. Мы уже видели перестановки в задачах оптимизации маршрута манипулятора и 
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календарного планирования. Перестановки будут вероятным исследуемым объек-

том в задаче поиска "размещения", "маршрута", "границ" или "последовательности"; 

� подмножество — выборка из множества элементов. Например, множества {1, 3, 4} 

и {2} являются двумя разными подмножествами множества первых четырех целых 

чисел. В отличие от перестановок, порядок элементов подмножества не имеет зна-

чения, поэтому подмножества {1, 3, 4} и {4, 3, 1} являются одинаковыми. В про-

блеме календарного планирования нам пришлось иметь дело с подмножествами. 

Подмножества будут вероятным исследуемым объектом в задаче поиска "кластера", 

"коллекции", "комитета", "группы", "пакета" или "выборки"; 

а) б)

Рис. 1.8. Моделирование реальных структур с помощью деревьев и графов 

� дерево — иерархическое представление взаимосвязей между объектами. Реальное 

применение деревьев показано на примере родословного древа семейства Скиена на 

рис. 1.8, а. Деревья будут вероятным исследуемым объектом в задаче поиска  

"иерархии", "отношений доминирования", "отношений предок/потомок" или "так-

сономии"; 

� граф — представление взаимоотношений между произвольными парами объектов. 

На рис. 1.8, б показана модель дорожной сети в виде графа, где вершины представ-

ляют населенные пункты, а ребра — дороги, соединяющие населенные пункты. 

Граф будет вероятным исследуемым объектом в задаче поиска "сети", "схемы", 

"инфраструктуры" или "взаимоотношений"; 

� точка — представление места в некотором геометрическом пространстве. Напри-

мер, расположение автобусных остановок можно описать точками на карте (плоско-

сти). Точка будет вероятным исследуемым объектом в задаче поиска "местонахож-

дения", "позиции", "записи данных" или "расположения"; 

� многоугольник — представление области геометрического пространства. Например, 

с помощью полигона можно описать границы страны на карте. Многоугольники и 

многогранники будут вероятными исследуемыми объектами в задаче поиска "фор-

мы", "региона", "очертания" или "границы"; 

� строка — последовательность символов или шаблонов. Например, имена студентов 

можно представить в виде строк. Строка будет вероятным исследуемым объектом 

при работе с "текстом", "символами", "шаблонами" или "метками". 

Для всех этих фундаментальных структур имеются соответствующие алгоритмы, кото-

рые представлены в каталоге задач во второй части этой книги. Важно ознакомиться с 
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этими задачами, т. к. они они изложены на языке, типичном для моделирования при-

ложений. Чтобы научиться свободно владеть этим языком, просмотрите задачи в ката-

логе и изучите рисунки входа и выхода для каждой из них. Разобравшись в этих зада-

чах, хотя бы на уровне рисунков и формулировок, вы будете знать, где искать возмож-

ный ответ в случае возникновения проблем в разработке вашего приложения. 

В книге также представлены примеры успешного применения моделирования прило-

жений в виде описаний решений реальных задач. Однако здесь необходимо высказать 

одно предостережение. Моделирование сводит разрабатываемое приложение к одной 

из многих существующих задач и структур. Такой процесс по своей природе является 

ограничивающим, и некоторые нюансы модели могут не соответствовать вашей кон-

кретной задаче. Кроме того, встречаются задачи, которые можно моделировать не-

сколькими разными способами. 

Моделирование является всего лишь первым шагом в разработке алгоритма решения 

задачи. Внимательно отнеситесь к отличиям вашего приложения от потенциальной 

модели, но не спешите с заявлением, что ваша задача является уникальной и особен-

ной. Временно игнорируя детали, которые не вписываются в модель, вы сможете найти 

ответ на вопрос, действительно ли они являются принципиально важными. 

ПОДВЕДЕНИЕ ИТОГОВ 

Моделирование разрабатываемого приложения в терминах стандартных структур и алго-

ритмов является важнейшим шагом в поиске решения. 

 

1.4.2. Рекурсивные объекты 

Научившись мыслить рекурсивно, вы научитесь определять большие сущности, со-

стоящие из меньших сущностей точно такого же типа, как и большие. Например, 

если рассматривать дом как набор комнат, то при добавлении или удалении комнаты 

дом остается домом. 

В мире алгоритмов рекурсивные структуры встречаются повсеместно. Более того, каж-

дую из ранее описанных абстрактных структур можно считать рекурсивной. На рис. 1.9 

видно, как легко они разбиваются на составляющие. 

Перечислим возможные рекурсивные объекты. 

� Перестановки. Удалив первый элемент перестановки {1,...,n}, мы получим переста-

новку остающихся n – 1 элементов. 

� Подмножества. Каждое множество элементов {1,...,n} содержит подмножество 

{1,...,n – 1}, являющееся результатом удаления элемента n, если такой имеется. 

� Деревья. Что мы получим, удалив корень дерева? Правильно, коллекцию меньших 

деревьев. А что мы получим, удалив какой-либо лист дерева? Немного меньшее де-

рево. 

� Графы. Удалите любую вершину графа, и вы получите меньший граф. Теперь разо-

бьем вершины графа на две группы, правую и левую. Разрезав все ребра, соеди-

няющие эти группы, мы получим два меньших графа и набор разорванных ребер. 
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Рис. 1.9. Рекурсивное разложение комбинаторных объектов: перестановки, подмножества,  

деревья, графы, множества точек, многоугольники и строки 

� Точки. Возьмем облако точек и разобьем его линией на две группы. Теперь у нас 

есть два меньших облака точек. 

� Многоугольники. Соединив хордой две несмежные вершины простого многоуголь-

ника с n вершинами, мы получим два меньших многоугольника. 

� Строки. Что мы получим, удалив первый символ строки? Другую, более короткую 

строку. 

Для рекурсивного описания объектов требуются как правила разложения, так и базо-

вые объекты, а именно спецификация простейшего объекта, далее которого разложе-

ние не идет. Такие базовые объекты обычно легко определить. Перестановки и под-

множества нулевого количества объектов обозначаются как {}. Наименьшее дерево 

или граф состоят из одной вершины, а наименьшее облако точек состоит из одной точ-

ки. С многоугольниками немного посложнее; наименьшим многоугольником является 

треугольник. Наконец, пустая строка содержит нулевое количество знаков. Решение  

о том, содержит ли базовый объект нулевое количество элементов или один элемент, 

является, скорее, вопросом вкуса и удобства, нежели какого-либо фундаментального 

принципа. 

Такие рекурсивные разложения применяются для определения многих алгоритмов, 

рассматриваемых в этой книге. Обращайте на них внимание. 

1.5. Истории из жизни 

Самый лучший способ узнать, какое огромное влияние тщательная разработка алго-

ритма может иметь на производительность, — ознакомиться с примерами из реальной 

жизни. Внимательно изучая опыт других людей, мы учимся использовать этот опыт 

в нашей собственной работе. 

В различных местах этой книги приводится несколько рассказов об успешном (а ино-

гда и неуспешном) опыте нашей команды в разработке алгоритмов решения реальных 

задач. Я надеюсь, что вы сможете перенять и усвоить опыт и знания, полученные нами 
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в процессе этих разработок, чтобы использовать их в качестве моделей для ваших соб-

ственных решений. 

Все, изложенное в этих рассказах, действительно произошло. Конечно же, в изложе-

нии истории слегка приукрашены, и диалоги в них были отредактированы. Но я при-

ложил все усилия, чтобы правдиво описать весь процесс, начиная от постановки задачи 

до выдачи решения, чтобы вы могли проследить его в действии. 

В своих рассказах я пытаюсь уловить образ мышления алгориста в процессе решения 

задачи. 

Эти истории из жизни обычно затрагивают, по крайней мере, одну, а часто несколько, 

задач из каталога во второй части книги. Когда такая задача встречается, дается ссылка 

на соответствующий раздел каталога. Таким образом подчеркиваются достоинства мо-

делирования разрабатываемого приложения в терминах стандартных алгоритмических 

задач. Пользуясь каталогом задач, вы сможете в любое время получить известную ин-

формацию о решаемой задаче. 

1.6. История из жизни.  

Моделирование проблемы ясновидения 

Я занимался обычными делами, когда на меня нежданно-негаданно свалился этот за-

прос в виде телефонного звонка. 

— Профессор Скиена, я надеюсь, что Вы сможете помочь мне. Я — президент компа-

нии Lotto System Group, Inc., и нам нужен алгоритм решения проблемы, возникающей 

в нашем последнем продукте. 

— Буду рад помочь Вам, — ответил я. В конце концов, декан моего инженерного фа-

культета всегда призывает преподавательский состав к более широкому взаимодейст-

вию с производством. 

— Наша компания продает программу, предназначенную для развития способностей 

наших клиентов к ясновидению и предсказанию выигрышных лотерейных номеров1. 

Стандартный лотерейный билет содержит шесть номеров, выбираемых из большего 

количества последовательных номеров, например, от 1 до 44. Таким образом, шансы 

выигрыша любой комбинации номеров очень небольшие. Но после соответствующей 

тренировки наши клиенты могут мысленно увидеть, скажем, 15 номеров из 44 возмож-

ных, по крайней мере, четыре из которых будут на выигрышном билете. Вы все пока 

понимаете? 

— Скорее нет, чем да, — сказал я, но тут вспомнил, что наш декан призывает нас 

взаимодействовать с производством. 

— Наша проблема заключается в следующем. После того, как ясновидец сузил выбор 

номеров от 44 до 15, из которых он уверен в правильности, по крайней мере, четырех, 

нам нужно найти эффективный способ применить эту информацию. Допустим, уга-

давшему, по крайней мере, три правильных номера выдается денежный приз. Нам ну-

                                                        
1
 Это реальный cлучай. 
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жен алгоритм, чтобы составить наименьший набор билетов, которые нужно купить, 

чтобы гарантировать выигрыш, по крайней мере, одного приза. 

— При условии, что ясновидец не ошибается? 

— Да, при условии, что ясновидец не ошибается. Нам нужна программа, которая рас-

печатывает список всех возможных комбинаций выигрышных номеров билетов, кото-

рые он должен купить с минимальными затратами. Можете ли вы помочь нам с реше-

нием этой задачи? 

Может быть, они и в самом деле были ясновидцами, т. к. они обратились как раз туда, 

куда надо. Определение наилучшего подмножества номеров билетов попадает в разряд 

комбинаторных задач. А точнее, это какой-то тип задачи о покрытии множества, в ко-

торой каждый покупаемый билет "покрывает" некоторые из возможных четырехэле-

ментных подмножеств увиденного ясновидцем пятнадцатиэлементного множества. 

Определение наименьшего набора билетов для покрытия всех возможностей представ-

ляет собой особый экземпляр NP-полной задачи о покрытии множества (рассматри-

вается в разделе 18.1) и считается вычислительно неразрешимой. 

Данная задача действительно была особым экземпляром задачи о покрытии множест-

ва, полностью определяемая всего лишь четырьмя числами: размером n возможного 

множества S (n ≈ 15), количеством номеров k на каждом билете (k ≈ 6), количеством 

обещаемых ясновидцем выигрышных номеров j из множества S (j = 4) и, наконец, ко-

личеством совпадающих номеров l, необходимых, чтобы выиграть приз (l = 3). На 

рис. 1.10 показано покрытие экземпляра меньшего размера, где n = 5, j = k = 3, l = 2. 

 

Рис. 1.10. Покрытие всех пар множества {1, 2, 3, 4, 5}  

номерами билетов {1, 2, 3}, {1, 4, 5}, {2, 4, 5}, {3, 4, 5} 

— Хотя найти точный минимальный набор билетов с помощью эвристических методов 

будет трудно, я должен буду дать вам покрывающий набор номеров, достаточно близ-

кий к самому дешевому, — ответил я ему. — Вам этого будет достаточно? 

— При условии, что ваша программа создает лучший набор номеров, чем программа 

моего конкурента, это будет то, что надо. Его система не всегда гарантирует выигрыш. 

Очень признателен за вашу помощь, профессор Скиена. 
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— Один вопрос напоследок. Если с помощью вашей программы люди могут натрени-

роваться выбирать выигрышные лотерейные билеты, то почему вы сами не пользуетесь 

ею, чтобы выигрывать в лотерею? 

— Надеюсь встретиться с Вами в ближайшее время, профессор Скиена. Благодарю за 

помощь. 

Я повесил трубку и начал обдумывать дальнейшие действия. Задача выглядела, как 

идеальный проект для какого-либо смышленого студента. После моделирования задачи 

посредством множеств и подмножеств основные компоненты решения выглядели до-

вольно просто. 

� Нам было нужна возможность генерировать все подмножества k номеров из потен-

циального множества S. Алгоритмы генерирования и ранжирования подмножеств 

представлены в разделе 14.5. 

� Нам была нужна правильная формулировка, что именно означает требование иметь 

покрывающее множество приобретенных билетов. Очевидным критерием того, что 

требование выполнено, мог быть наименьший набор билетов, включающий, по 

крайней мере, один билет, содержащий каждое из ( )
n

l
 l-подмножеств множества S, 

за которое может выдаваться приз. 

� Нам нужно было отслеживать уже рассмотренные призовые комбинации. Нам нуж-

ны такие комбинации номеров билетов, чтобы покрыть как можно больше еще не 

охваченных призовых комбинаций. Текущие охваченные комбинации являются 

подмножеством всех возможных комбинаций. Структуры данных для подмножеств 

рассматриваются в разделе 12.5. Наилучшим кандидатом выглядел вектор битов, 

который бы за постоянное время давал ответ, охвачена ли уже данная комбинация. 

� Нужен был механизм поиска, чтобы решить, какой следующий билет покупать. Для 

небольших множеств можно было проверить все возможные подмножества комби-

наций и выбрать из них самую меньшую. Для множеств большего размера выиг-

рышные комбинации номеров билетов для покупки можно было выбирать с по- 

мощью какого-либо процесса рандомизированного поиска наподобие имитации от-

жига (см. раздел 7.5.3), чтобы покрыть как можно больше комбинаций. Выполняя 

эту рандомизированную процедуру несколько раз и выбирая самые лучшие реше-

ния, мы смогли бы, скорее всего, получить хороший набор комбинаций номеров 

билетов. 

Опуская детали механизма поиска, требуемый алгоритм можно выразить на псевдоко-

де, как показано в листинге 1.12. 

Листинг 1.12. Поиск набора призовых комбинаций 

LottoTicketSet (n,k,l) 

  Инициализируем как "ложь" все элементы ( )n
l

-элементного 

                   вектора разрядов V 

    While V содержит элементы "ложь" 

      Выбираем k-элементное подмножество T множества {1,..., n} 

      в качестве следующей комбинации номеров покупаемого билета 
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      For каждого из l-элементных подмножеств Ti множества T, 

      V[rank(Ti}] = "истина" 

    Выдаем набор комбинаций номеров билетов для покупки 

Способный студент Фаяз Юнас (Fayyaz Younas) принял вызов реализовать алгоритм. 

На основе представленной основы он реализовал алгоритм поиска методом полного 

перебора и смог найти оптимальные решения задач, в которых n ≤ 5. Для решения за-

дачи с большим значением n он реализовал процедуру рандомизированного поиска, 

которую отлаживал, пока не остановился на самом лучшем варианте. Наконец насту-

пил день, когда мы могли позвонить в компанию Lotto Systems Group и сказать им, что 

мы решили задачу. 

— Результат работы нашей программы таков: оптимальным решением для n = 15,  

k = 6, j = 4, l = 3 будет покупка 28 билетов. 

— Двадцать восемь билетов! — выразил недовольство президент. — В вашей про-

грамме, должно быть, есть ошибка. Вот пять билетов, которых будет достаточно, что-

бы покрыть все варианты дважды: {2, 4, 8, 10, 13, 14}, {4, 5, 7, 8, 12, 15}, {1, 2, 3, 6, 11, 13}, 

{3, 5, 6, 9, 10, 15}, {1, 7, 9, 11, 12, 14}. 

Мы повозились с этим примером немного и должны были признать, что он был прав. 

Мы неправильно смоделировали задачу! В действительности, нам не нужно было по-

крывать явно все возможные выигрышные комбинации. Объяснение представлено на 

рис. 1.11 в виде двухбилетного решения нашего предыдущего четырехбилетного при-

мера. 

 

Рис. 1.11. Гарантирование выигрышной комбинации из двух номеров множества {l, 2, 3, 4, 5} 

при использовании только комбинации номеров {l, 2, 3} и {l, 4, 5} 

Такие малообещающие комбинации, как {2, 3, 4} и {3, 4, 5}, имеют совпадающие пары 

комбинаций номеров в билетах, показанных на рис. 1.11. Мы пытались покрыть слиш-

ком много комбинаций, а дрожащие над каждой копейкой ясновидцы не желали пла-

тить за такую расточительность. 

К счастью, у этой истории хороший конец. Общий принцип нашего поискового реше-
ния оставался применимым для реальной задачи. Все, что нужно было сделать, так это 
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исправить, какие подмножества засчитываются за покрытие данным набором комби-
наций номеров билетов. Сделав это исправление, мы получили требуемые результаты. 
В компании Lotto Systems Group с благодарностью приняли нашу программу для вне-
дрения в свой продукт. Будем надеяться, что они сорвут большой куш с ее помощью. 

Мораль этой истории заключается в том, что необходимо удостовериться в правильно-
сти моделирования задачи, прежде чем пытаться решить ее. В нашем случае мы разра-
ботали правильную модель, но недостаточно глубоко проверили ее, перед тем, как на-
чинать создавать программу на ее основе. Наше заблуждение было бы быстро выявле-
но, если бы, прежде чем приступать к решению реальной проблемы, мы проработали 
небольшой пример вручную и обсудили результаты с нашим клиентом. Но мы смогли 
выйти из этой ситуации с минимальными отрицательными последствиями благодаря 
правильности нашей первоначальной формулировки и использованию четко опреде-
ленных абстракций для таких задач, как генерирование k-элементных подмножеств 
методом ранжирования, структуры данных множества и комбинаторного поиска. 

Замечания к главе 

В каждой хорошей книге, посвященной алгоритмам, отражается подход ее автора к их 
разработке. Тем, кто хочет ознакомиться с альтернативными точками зрения, особенно 
рекомендуется прочитать книги [CLRS01], [KT06] и [Man89]. 

Формальные доказательства правильности алгоритма являются важными и заслужива-
ют более полного рассмотрения, чем можно предоставить в этой главе. Методы вери-
фикации программ обсуждаются в книге [Gri89]. 

Задача календарного планирования ролей в фильмах является особым случаем общей 
задачи независимого множества, которая рассматривается в разделе 16.2. В качестве 
входных экземпляров допускаются только интервальные графы, в которых вершины 
графа G можно представить линейными интервалами, а (i, j) является ребром G тогда и 
только тогда, когда интервалы пересекаются. Этот интересный и важный класс графов 
подробно рассматривается в книге [Gol04]. 

Колонка "Программистские перлы" Джона Бентли (Jon Bentley) является, наверное, 
самой известной коллекцией историй из жизни разработчиков алгоритмов. Колонка 
первоначально публиковалась в журнале "Communications of the ACM", а потом ее ма-
териалы были изданы в двух книгах, [Ben90] и [Ben99]. Еще одна прекрасная коллек-
ция историй из жизни собрана в книге [Bro95]. Хотя эти истории имеют явный уклон в 
сторону разработки и проектирования программного обеспечения, они также пред-
ставляют собой кладезь мудрости. Все программисты должны прочитать эти книги, 
чтобы получить и пользу, и удовольствие. 

Наше решение задачи о покрытии множества лотерейных билетов более полно пред-
ставлено в книге [YS96]. 

1.7. Упражнения 

Поиск контрпримеров 

1. [3] Докажите, что значение a + b может быть меньшим, чем значение min(a, b). 

2. [3] Докажите, что значение a × b может быть меньшим, чем значение min(a, b). 
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3. [5] Начертите сеть дорог с двумя точками а и b, такими, что маршрут между ними, пре-
одолеваемый за кратчайшее время, не является самым коротким. 

4. [5] Начертите сеть дорог с двумя точками а и b, самый короткий маршрут между кото-
рыми не является маршрутом с наименьшим количеством поворотов. 

5. [4] Задача о рюкзаке: имея множество целых чисел S = {s1, s2, ..., sn} и целевое число Т, 
найти такое подмножество множества S, сумма которого в точности равна Т. Например, 
множество S = {l, 2, 5, 9, 10} содержит такое подмножество, сумма элементов которого 
равна T = 22, но не T = 23. 

Найти контрпримеры для каждого из следующих алгоритмов решения задачи о рюкзаке, 
т. е., нужно найти такое множество S и число Т, при которых подмножество, выбранное  
с помощью данного алгоритма, не до конца заполняет рюкзак, хотя правильное решение 
и существует: 

• вкладывать элементы множества S в рюкзак в порядке слева направо, если они под-
ходят (т. е., алгоритм "первый подходящий"); 

• вкладывать элементы множества S в рюкзак в порядке от наименьшего до наиболь-
шего (т. е., используя алгоритм "первый лучший"); 

• вкладывать элементы множества S в рюкзак в порядке от наибольшего до наимень-
шего. 

6. [5] Задача о покрытии множества: имея семейство подмножеств S1, ..., Sm
 универсального 

множества U = {l,...,n}, найдите семейство подмножеств T S⊂ наименьшей мощности, 

чтобы i

i

t

t
T U∈ =∪ . Например, для семейства подмножеств S1 = {l, 3, 5}, S2 = {2, 4},  

S3 = {l, 4} и S4 = {2, 5} покрытием множества будет семейство подмножеств S1 и S2. При-
ведите контрпример для следующего алгоритма: выбираем самое мощное подмножество 
для покрытия, после чего удаляем все его элементы из универсального множества; по-
вторяем добавление подмножества, содержащего наибольшее количество неохваченных 
элементов, пока все элементы не будут покрыты. 

Доказательство правильности 

7. [3] Докажите правильность следующего рекурсивного алгоритма умножения двух нату-
ральных чисел для всех целочисленных констант c ≥ 2: 

function multiply(y, z) 

               comment Return произведение yz. 

        1.      if z = 0 then return(0) else 

        2.      return(multiply(cy,[z/c]) + y·(z mod c)) 

8. [3] Докажите правильность следующего алгоритма вычисления полинома P(x) =  
= a

n
xn + a

n–1x
n–1 + ... + a1x + a0: 

function horner(A, x) 

  p = An 

  for i from n-1 to 0 

    p = p * x + Ai 

  return p 

9. [3] Докажите правильность следующего алгоритма сортировки: 

function bubblesort (A : list[l... n]) 

  var int i,j 
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  for i from n to 1 

    for j from 1 to i – 1 

      if (A[j]>A[j+1] 

        меняем местами значения A[j] и A[j + 1] 

Математическая индукция 

Для доказательства пользуйтесь методом математической индукции. 

10. [3] Докажите, что 
1

( 1) / 2
n

i
i n n

=

= +∑  для n≥0. 

11. [3] Докажите, что 2

1
( 1)(2 1) / 6

n

i
i n n n

=

= + +∑  для n≥0. 

12. [3] Докажите, что 3 2 2

1
( 1) / 4

n

i
i n n

=

= +∑  для n≥0. 

13. [3] Докажите, что 
1

( 1)( 2) ( 1)( 2)( 3) / 4
n

i

i i i n n n n

=

+ + = + + +∑ . 

14. [5] Докажите, что 
1

0

1

1

nn

i

i

a

a

a

+

=

−

=

−

∑  для n≥1, a ≠ 1. 

15. [3] Докажите, что 
1

1

( 1) 1

n

i

n

i i n
=

=

+ +
∑  для n≥0. 

16. [3] Докажите, что n3 + 2n делится на 3 для n≥0. 

17. [3] Докажите, что дерево с n вершинами имеет в точности n – 1 ребер. 

18. [3] Докажите, что сумма кубов первых n положительных целых чисел равна квадрату 

суммы этих целых чисел, т. е., 

3 2

1 1

( )
n n

i i

i i

= =

=∑ ∑  

Приблизительные подсчеты 

19. [3] Содержат ли все ваши книги, по крайней мере, миллион страниц? Каково общее ко-

личество страниц всех книг в вашей институтской библиотеке? 

20. [3] Сколько слов содержит эта книга? 

21. [3] Сколько часов составляет один миллион секунд? А сколько дней? Выполните все 

необходимые вычисления в уме. 

22. [3] Сколько городов и поселков в Соединенных Штатах? 

23. [3] Сколько кубических километров воды изливается из устья Миссисипи каждый день? 

Не пользуйтесь никакой справочной информацией. Опишите все предположения, сде-

ланные вами для получения ответа. 

24. [3] В каких единицах измеряется время доступа к жесткому диску, в миллисекундах 

(тысячных долях секунды) или микросекундах (миллионных долях секунды)? Сколько 

времени занимает доступ к слову в оперативной памяти вашего компьютера, больше 

или меньше микросекунды? Сколько инструкций может выполнить центральный про-
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цессор вашего компьютера в течение года, если компьютер постоянно держать вклю-

ченным? 

25. [4] Алгоритм сортировки выполняет сортировку 1 000 элементов за 1 секунду. Сколько 

времени займет сортировка 10 000 элементов, 

• если время исполнения алгоритма прямо пропорционально n2? 

• если время исполнения алгоритма, по грубым оценкам, пропорционально nlogn? 

Проекты по реализации 

26. [5] Реализуйте два эвристических алгоритма решения задачи коммивояжера из разде-

ла 1.1. Какой из них выдает на практике более качественные решения? Можете ли вы 

предложить эвристический алгоритм, работающий лучше любого из них? 

27. [5] Опишите способ проверки достаточности покрытия данным множеством комбина-

ций номеров лотерейных билетов из задачи в разделе 1.6. Напишите программу поиска 

хороших множеств комбинаций номеров билетов. 

Задачи, предлагаемые на собеседовании 

28. [5] Напишите функцию деления целых чисел, которая не использует ни оператор деле-

ния (/), ни оператор умножения (*). Функция должна быть быстродействующей. 

29. [5] У вас есть 25 лошадей. В каждой скачке может участвовать не больше 5 лошадей. 

Требуется определить первую, вторую и третью по скорости лошадь. Найдите мини-

мальное количество скачек, позволяющих решить эту задачу. 

30. [3] Сколько настройщиков пианино во всем мире? 

31. [3] Сколько бензоколонок в Соединенных Штатах? 

32. [3] Сколько весит лед на хоккейном поле? 

33. [3] Сколько километров дорог в Соединенных Штатах? 

34. [3] Сколько раз, в среднем, нужно открыть наугад телефонный справочник Манхэттена, 

чтобы найти определенного человека? 

Задачи по программированию 

Эти задачи доступны на сайтах http://www.programming-challenges.com и 

http://uva.onlinejudge.org. Идентификатор задачи на соответствующем сайте указыва-

ется после названия задачи в форме "число/число". Так как сайты англоязычные, на-

звания задач даются на исходном языке. 

1. The 3n + 1 problem. 110101/100. 

2. The Trip. 110103/10137. 

3. Australian Voting. 110108/10142. 

 

 



ГЛАВА 2 

Анализ алгоритмов 

Алгоритмы являются принципиально важным компонентом информатики, т. к. их изу-

чение не требует использования языка программирования или компьютера. Это озна-

чает необходимость в методах, позволяющих сравнивать эффективность алгоритмов, 

не прибегая к их реализации. Самыми значимыми из этих инструментов являются мо-

дель вычислений RAM и асимптотический анализ сложности наихудших случаев. 

Для оценки производительности алгоритмов применяется асимптотическая нотация. 

Хотя практик может прийти в ужас от самой идеи теоретического анализа алгоритмов, 

этот материал представлен здесь в силу его исключительной ценности при работе 

с алгоритмами. 

Этот способ оценки производительности является наиболее трудным материалом  

в данной книге. Но когда вы поймете основу этих идей на интуитивном уровне, вам 

будет намного легче разобраться в формальной составляющей. 

2.1. Модель вычислений RAM 

Разработка машинно-независимых алгоритмов основывается на гипотетическом ком-

пьютере, называющемся машиной с произвольным доступом к памяти (Random Access 

Machine) или RAM-машиной. Согласно этой модели наш компьютер работает таким 

образом: 

� для исполнения любой простой операции (+, *, –, =, if, call) требуется ровно один 

временной шаг; 

� циклы и подпрограммы не считаются простыми операциями, а состоят из несколь-

ких простых операций. Нет смысла считать подпрограмму сортировки одношаговой 

операцией, т. к. для сортировки 1 000 000 элементов потребуется определенно на-

много больше времени, чем для сортировки десяти элементов. Время исполнения 

цикла или подпрограммы зависит от количества итераций или специфического харак-

тера подпрограммы; 

� каждое обращение к памяти занимает один временной шаг. Кроме этого, наш ком-

пьютер обладает неограниченным объемом оперативной памяти. Кэш и диск в мо-

дели RAM не применяются. 

Время исполнения алгоритма в RAM-модели вычисляется по общему количеству ша-

гов, требуемых алгоритму для решения данного экземпляра задачи. Допуская, что наша 

RAM-машина исполняет определенное количество шагов/операций за секунду, количе-

ство шагов легко перевести в единицы времени. 

Может показаться, что RAM-модель является слишком упрощенным представлением 

работы компьютеров. В конце концов, на большинстве процессоров умножение двух 
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чисел занимает больше времени, чем сложение, что не вписывается в первое предпо-

ложение модели. Второе предположение может быть нарушено удачной оптимизацией 

цикла компилятором или гиперпотоковыми возможностями процессора. Наконец, вре-

мя обращения к данным может значительно разниться в зависимости от расположения 

данных: в кэше, в оперативной памяти или на диске. Таким образом, по сравнению 

с настоящим компьютером, все три основные допущения для RAM-машины неверны. 

Тем не менее, несмотря на эти несоответствия настоящему компьютеру, RAM-модель 

является превосходной моделью для понимания того, как алгоритм будет работать на 

настоящем компьютере. Она обеспечивает хороший компромисс, отражая поведение 

компьютеров и одновременно являясь простой в использовании. Эти характеристики 

делают RAM-модель полезной для практического применения. 

Любая модель полезна лишь в определенных рамках. Возьмем, например, модель пло-

ской Земли. Можно спорить, что это неправильная модель, т. к. еще древние греки зна-

ли, что в действительности Земля круглая. Но модель плоской Земли достаточно точна 

для закладки фундамента дома. Более того, в данном случае с моделью плоской Земли 

настолько удобнее работать, что использование модели сферической Земли1 для этой 

цели даже не приходит в голову. 

Та же самая ситуация наблюдается и в случае с RAM-моделью вычислений — мы соз-

даем, вообще говоря, очень полезную абстракцию. Довольно трудно создать алгоритм, 

для которого RAM-модель выдаст существенно неверные результаты. Устойчивость 

RAM-модели позволяет анализировать алгоритмы машинно-независимым способом. 

ПОДВЕДЕНИЕ ИТОГОВ 

Алгоритмы можно изучать и анализировать, не прибегая к использованию конкретного 

языка программирования или компьютерной платформы. 

2.1.1. Анализ сложности наилучшего, наихудшего  

и среднего случая 

С помощью RAM-модели можно подсчитать количество шагов, требуемых алгоритму 

для исполнения любого экземпляра задачи. Но чтобы получить общее представление  

о том, насколько хорошим или плохим является алгоритм, нам нужно знать, как он ра-

ботает со всеми экземплярами задачи. 

Чтобы понять, что означает наилучший, наихудший и средний случай сложности алго-

ритма (т. е. время его исполнения в соответствующем случае), нужно рассмотреть ис-

полнение алгоритма на всех возможных экземплярах входных данных. В случае задачи 

сортировки множество входных экземпляров состоит из всех возможных компоновок 

ключей n по всем возможным значениям n. Каждый входной экземпляр можно пред-

ставить в виде точки графика (рис. 2.1), где ось х представляет размер входа задачи 

(для сортировки это будет количество элементов, подлежащих сортировке), а ось у — 

количество шагов, требуемых алгоритму для обработки данного входного экземпляра. 

                                                        
1
 В действительности, Земля не совсем сферическая, но модель сферической Земли удобна для ра-

боты с такими понятиями, как широта и долгота. 
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Рис. 2.1 .  Наилучший, наихудший и средний случай сложности алгоритма 
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.

Размер задачи

Наилучший случай

Средний случай

Наихудший случай
Количество
шагов

+ сложность алгоритма в наихудшем случае - это функция, определяемая макси­
мальным количеством шагов, требуемых для обработки любого входного экземпля­
ра размером п. Этот случай отображается кривой, проходящей через самую высшую
точку каждого столбца;

+ сложность алгоритма в наwzучшем случае - это функция, определяемая мини­
мальным количеством шагов, требуемых для обработки любого входного экземпля­
ра размером п. Этот случай оrображается кривой, проходящей через самую низшую
точку каждого столбца;

+ сложность алгоритма в среднем случае - это функция, определяемая среди.им ко­
личеством шагов, требуемых для обработки всех экземпляров размером п.

Важно осознавать то, что в каждом случае сложность алгоритма определяется число­
вой функцией, соотносящей время с размером задачи. Эти функции определены так же

точки естественным образом выстраиваются столбцами, т. к. размер входа может
быть только целым числом (т. е., сортировка 1 0,57 элементов лишена смысла). На гра­
фике этих точек можно определить три представляющих интерес функции :

 Эти

На практике наиболее важной является оценка сложности алгоритма в наихудшем слу­
чае. Для многих людей это противоречит здравому смыслу. Рассмотри м  пример. Вы
собираетесь посетить казино, имея в кармане п долларов. Каковы возможные исходы?
В наилучшем случае вы выиграете само казино, но хотя такое развитие событий и воз­
можно, вероятность его настолько ничтожна, что даже не стоит думать об этом.  В наи­
худшем случае вы проиграете все свои п долларов; вероятность такого события удру­
чающе высока и ее легко вычислить. Средний случай, когда типичный игрок проигры-
вает в казино 87,32% взятых с собой денег, трудно рассчитать и даже определить. Что
именно означает средний? Глупые люди проигрывают больше, чем умные,  так вы ум­
нее или глупее, чем средний человек и насколько? Игроки в очко, которые умеют от­
слеживать сданные карты, в среднем выигрывают больше, чем и гроки, которые не от­
казываются от нескольких бесплатных рюмок алкогольного напитка, регулярно пред­
лагаемых симпатичными официантками. Чтобы избежать всех этих усложнений  и
получить самый полезный результат, мы  и рассматриваем только наихудший случай .



2.2. Асимптотические обозначения 

требуют слишком много информации для точного определения. Чтобы сосчитать
точное количество инструкций RАМ-машины, исполняемых в худшем случае, нуж­
но, чтобы алгоритм был расписан в подробностях полной компьютерной програм­
мы. Более того, точность ответа зависит от маловажных деталей кодировки (напри­
мер, был ли употреблен оператор case вместо вложенных операторов н). Точный
анализ наихудшего случая, например, такого:

очевидно, был бы очень трудной задачей, решение которой не предоставляет нам
никакой дополнительной информации, кроме той, что "с увеличением п временная
сложность возрастает квадратически" .

Рис. 2.2. Верхняя и нижняя границы, действительные для п > п0,
сглаживают волнистость сложных функций

Т(п) = 12754п2 + 4353п + 834lg2n + 13546

+ 

нижняя граница

верхняя граница

+ 

Временную сложность наилучшего, наихудшего и среднего случая для любого алго­
ритма можно представить как числовую функцию от размеров возможных экземпляров 
задачи. Но работать с этими функциями очень трудно, т. к. они обладают такими свой­
ствами :

k го поиска, обычно меньше для массивов, имеющих размер п = 2 - 1, где k - целое 
являются слишком волнисты.ми. Время исполнения алгоритма, например, двоично-

число. Эта особенность не имеет большого значения, но служит предупреждением,
что точная функция временной сложности любого алгоритма вполне может иметь
неровный график с небольшими выпуклостями и впадинами, как показано на
рис. 2.2;

цена акций Google в зависимости от времени. Но функции временной сложности на­
столько трудны для понимания, что перед началом работы их нужно упростить. Для 
этой цели используются асимптотические обозначения, в частности обозначение 
"О-большое". 

строго, как и любые другие числовые функции, будь то уравнение у =  x2 – 2х + 1 или
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+ j(п) = О(g(п)) означает, что функция .f(п) ограничена сверху функцией с ·  g(п). Ины­
ми словами, существует такая константа с, для которой.f(п):::; с ·  g(п) при достаточно 
большом значении п (т. е. п � п0 для некоторой константы п0); 

+ j(п) = Q(g(п)) означает, что функция.f(п) ограничена снизу функцией с ·  g(п). Иными 
словами, существует такая константа с, для которой.f(п) �с • g(п) для всех п � п0; 

+ j(п) = <Э(g(п)) означает, что функция.f(п) ограничена сверху функцией с 1 • g(п), а сни­
зу функцией с2 • g(п) для всех п � п0• Иными словами, существуют константы с 1 и с2, 
для которых j(п):::; с 1 • g(п) и .f(п) � с2 • g(п). Следовательно, функция g(n) дает нам 
хорошие ограничения для функции.f(п). 

Графическая иллюстрация этих определений дается на рис. 2.3 . 

а) б) в) 

Оказывается, намного легче работать с верхней и нижней границами функций времен­
ной сложности, используя для этого асимптотические обозначения (О-большое и Q­
большое соответственно). Асимптотические обозначения позволяют упростить анализ,
поскольку игнорируют детали, которые не влияют на сравнение эффективности алго­
ритмов.
В частности, в асимптотических обозначениях игнорируется разница между постоян­
ными множителями. Например, в анализе с применением асимптотического обозначе­
ния функции f(п) = 2п и g(п) = п являются идентичными .  Это вполне логично в нашей
ситуации. Допустим, что определенный алгоритм на языке С исполняется вдвое быст­
рее, чем тот же алгоритм на языке Java. Этот постоянный множитель, равняющийся
двум, не предоставляет нам никакой информации собственно об алгоритме, т. к. в обо­
их случаях исполняется один и тот же алгоритм. При сравнении алгоритмов такие по­
стоянные коэффициенты не принимаются во внимание.
Формальные определения, связанные с асимптотическими обозначениями, выглядят
таким образом:

f(n)

c2*g(n)

n
n0

c1*g(n)
c*g(n)

f(n)

n
n0

f(n)

c*g(n)

n
n0

Рис. 2.3. Графическая иллюстрация асимптотических обозначений :  О-большое (а), 
Q-большое (б), 0-большое (в) 

В кцждом из этих определений фигурирует константа п0, после которой эти определе­
ния всегда верны, Нас не интересуют небольшие значения п, т. е. значения слева от п0• 
В конце концов, нам безразлично, что один алгоритм может отсортировать, скажем, 
шесть или восемь элементов быстрее, чем другой. Мы ищем алгоритм для быстрой 
сортировки 1 О ООО или 1 ООО ООО элементов. В этом отношении асимптотические обо-
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при п > 1 00с; 

значения позволяют нам игнорировать несущественные детали и концентрироваться на 
общей картине. 

ПОДВЕДЕНИЕ итогов 
Анализ наихудшего случая и асимптотические обозначения являются инструментами, ко­
торые существенно упрощают задачу сравнения эффективности алгоритмов. 

3п2 - 1 ООп + 6 = О(п2), т. к. выбрано с = 3 и 3п2 > 3п2 - 1 ООп + 6; 
3п2 - 1 ООп + 6 = О(п\ т. к . выбрано с = 1 и п3 > 3п2 - 1 ООп + 6 при п > 3; 

2 . 2 3п - 1 ООп + 6 -::j:. О(п ), т. к. для любого значения с выбрано сп < 3п при п > с; 

3п2 - 1 ООп + 6 = Q(п\ т. к. выбрано с = 2 и 2п2 < 3п2 - 1 ООп + 6 при п > 100; 

3п2 - 100п + 6 -::j:. Q(п\ т. к. выбрано с= 3 и 3п2- 1 00п + 6 < п3 при п > 3; 

3п2 - 1 ООп + 6 = Q(п), т. к. для любого значения с выбрано сп < 3п2 - 1 ООп + 6 

3п2 - 1 ООп + 6 = 0(п2), т. к. применимо как О, так и Q; 

3п2 - 1 ООп + 6 -::j:. Е>(п3), т. к. применимо только О; 

3п2- 1 00п + 6 -::j:. Е>(п), т. к. применимо только Q. 

Асимптотические обозначения позволяют получить приблизительное представление 
о равенстве функций при их сравнении .  Выражение типа п2 = О(п3) может выглядеть 
странно, но его значение всегда можно уточнить, пересмотрев его определение в тер­
минах верхней и нижней границ. Возможно, это обозначение будет более понятным, 
если в данном случае рассматривать символ равенства ( = ) как означающий "одна из 
функций, принадлежащих к множеству функций" .  Очевидно, что п2 является одной из 
функций, принадлежащих множеству функций О(п3). 

Остановка для размышлений. Возвращение к определению 

Решение. Для разработки ориги нальных алгоритмов требуется умение и вдохновение. 
Но при использовании асимптотических обозначений лучше всего подавить все свои 
творческие и нстинкты. Все задачи по асимптотическим обозначениям можно правиль­
но решить, работая с первоначальным определением. 
+ Верно ли равенство 211 + 1 = 0(211)? Очевидно, что ft.п) = О(g(п)) тогда и только тогда, 

когда существует такая константа с, при которой для всех достаточно больших· зна-
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ЗАДАЧА. Верно ли равенство 2n + 1= E>(2n)?

Обязательно убедитесь, что вы понимаете смысл асимптотических обозначений, изу­
чив последующие примеры. Конкретные значения констант с и n0 были выбраны пото­
му, что они хорошо иллюстрируют ситуацию, но можно использовать и другие значе­
ния этих констант с точно таким же результатом. Вы можете выбрать любые друrие
значения констант, при которых сохраняется первоначальное неравенство; в идеале,
следует выбирать такие значения, при которых очевидно, что неравенство соблюда­
ется :



чений п функция.f(п):::; с · g(n). Существует ли такая константа? Заметим, что 2п + 1 = 
= 2 · 2п, откуда следует, что 2 · 2п S с ·  2"для всех с?: 2. 

Остановка для размышлений. Квадраты 
ЗАДАЧА. Верно ли равенство (х + у)2 = О(х2 + /)? 
Решение. При малейших трудностях в работе с асимптотическим обозначением не­
медленно возвращаемся к его определению, согласно которому это выражение дейст­
вительно тогда и только тогда, когда мы можем найти такое значение с, при котором (х + у)2 ::; с(х2 + /). 

2.3. Скорость роста и отношен ия доминирования 

Причина, по которой достаточно грубого анализа, предоставляемого обозначением 
О-большое, приводится в табл. 2.1, в которой перечислены наиболее распространенные 
функции и их значения для нескольких значений п. В частности, здесь можно увидеть 
время исполнения .f(n) операций алгоритмов на быстродействующем компьютере, ис­
полняющем каждую операцию за одну наносекунду ( 1 0·9 секунд). На основе представ­
ленной в таблице информации можно сделать следующие выводы : 
+ время исполнения всех этих алгоритмов примерно одинаково для значений п = 10; 
+ любой алгоритм с временем исполнения п !  становится бесполезным для значений 

п?: 20; 
+ диапазон алгоритмов с временем исполнения 2п несколько шире, но они также ста­

новятся непрактичными для значений п > 40; 
? + алгоритмы с квадратичным временем исполнения п- применяются при п ::=; 1 О ООО, 

после чего их производительность начинает резко ухудшаться .  Эти алгоритмы, ско­
. рее всего, будут бесполезны для значений п > 1 ООО ООО; 
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Верно ли равенство 2п + 1 = Q(2n)? Согласно определению, j(n) = Q(g(n)) тогда и
только тогда, когда существует такая константа с > О, при которой для всех доста­
точно больших значений п функция.f(п)?: с · g(n). Это условие удовлетворяется для
любой константы О< с::; 2. Границы О-большое и Q-большое совместно подразуме­
вают 2п + 1 = 0(2п). •

+ 

2 2 ется, то нам нужно рассмотреть его связь с вы�ажением х + у . Если х:::; у, то 2ху S 
:::; 2/ :::; 2(х2 + /). А если х?: у, то 2ху:::; 2х2 :::; 2(х + /). В любом случае теперь мы мо­
жем ограничить это выражение двойным значением функции с правой стороны. Это 
означает, что (х + у)2 S З(х2 + у2), поэтому результат остается в силе. • 

Лично я первым делом раскрыл бы скобки в левой части уравнения, т. е. (х + у)2 = х2 +
+ 2ху +/ .Если бы в развернутом выражении отсутствовал член 2ху, то вполне очевид­
но, что неравенство соблюдалось бы для любого значения с > 1 .  Но т. к. этот член име-

Используя асимптотические обозначения, мы  пренебрегаем постоянными множителя­
ми, не учитывая их при вычислении функций. При таком подходе функции .f(n) = 

g(n) в миллион раз больше значения функции.f(п) для любого п. 
= О,00 1 п2 и g(n) = 1000п2 для нас одинаковы, несмотря на то, что значение функции
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+ алгоритмы с линейным и логарифмическим временем исполнения остаются полез­
ными при обработке миллиарда элементов;

+ в частности, алгоритм O(lgn) без труда обрабаты,вает любое вообразимое количест­
во элементов.

50 0,006 мкс 0,05 мкс 0,282 мкс 2,5 мкс 1 3  дней

1 00 0,007 мкс 0, 1 мкс 0,644 мкс 1О мкс 4х 1 013 лет

1 ООО 0,0 1 0  мкс 1 ,00 мкс 9,966 мкс 1 мс

10 ООО 0,0 1 3  мкс 10 мкс 1 30 мкс 1 00 мс

1 00 ООО 0,0 1 7  мкс 0, 1 0  мс 1 ,67 мс 10 с

1 ООО ООО 0,020 мкс 1 мс 1 9,93 мс 1 6,7 мин

10 ООО ООО 0,023 мкс 0,01 с 0,23 с 1 , 1 6  дней

1 00 ООО ООО 0,027 мкс 0. 1 0  с 2,66 с   1 1 5,7 дней

1 ООО ООО ООО 0,030 мкс 1 с 29,90 с 3 1 ,7 лет

Из этого можно сделать основной вывод, что, даже игнорируя постоянные множители,
мы получаем превосходное общее представление о годности алгоритма для решения
задачи определенного размера. Алгоритм с временем исполнения.f{п) = п3 секунд побе­
дит ал�;-оритм с временем исполнения g(_n) = 1 ООО ООО · п2 секунд только, при
п < 1 ООО ООО. На практике такая громадная разница между постоянными множителями
алгоритмов встречается намного реже, чем задачи по обработке большего объема
входных данных.

2.3. 1 . Отношения дом и н и рован ия

Посредством асимптотических обозначений функции разбиваются на классы, в каждом
из которых сгруппированы функции с эквивалентным асимптотическим обозначением.
Например, функции j(n) = О,34п и g(n) = 234,234п принадлежат к одному и тому же
классу, а именно к классу порядка 0(п). Кроме того, когда функции/и g принадлежат к
разным классам, они' я вляются разными относительно нашего обозначения. Иными
словами, справедливо либо j(n) = O(g(n)), либо g(n) = O(j(n)), но не оба равенства од­
новременно.
Говорят, что функция с более быстрым темпом роста доминируе1n над менее быстро
растущей функцией точно так же, как более быстро растущая стрц.на в итоге начи нает
доминировать над отстающей. Когда функции f и g принадлежат к разным классам

Таблица 2. 1 .  Скорость роста основных функций

nlf{n) lgn п nlgn п2 2" п!
1 0  0,003 мкс 0,0 1 мкс 0,033 мкс 0, 1 мкс 1 мкс 3,63 МС
20 0,004 мкс 0,02 мкс 0,086 мкс 0,4 мкс 1 мс 77, 1 лет

30 0,005 мкс 0,03 мкс О, 1 47 мкс 0,9 мкс 1 с 8.4х I015 лет

40 0,00.5 мкс 0,04 мкс 0,2 1 3  мкс 1 ,6 мкс 1 8,3 мин
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+ Линейные функции, f{n) = п. Такие функции измеряют трудоемкость просмотра 
каждого элемента в массиве элементов один раз (или два раза, или десять раз), на­
пример, для определения наибольшего или наименьшего элемента или для вычис­
ления среднего значения. 

+ Суперлинейные функции,j{п) = nlgn. Этот важный класс функций возникает в таких 
алгоритмах, как Quicksort и Mergesort. Эти функции возрастают лишь немного бы­
стрее, чем линейные (см .  табл. 2.1 ), но достаточно быстро, чтобы составить другой 
класс доминирования. 

+ Квадратичные функции,f{п) = п2. Эти функции измеряют трудоемкость просмотра 
большинства или всех пар элементов в универсальном множестве из п элементов. 
Они возникают в таких алгоритмах, как сортировка вставками или сортировка ме­
тодом выбора. 

+ Факториш�ьные функции, f{n) = п ! .  Факториальные функции определяют все пере­
становки п элементов. 

Тонкости отношений доминирования рассматриваются в разделе 2. 9.2, но в действи­
тельности вы должны помнить лишь следующее отношение: 

п !  » 2п » п3 » п2 » nlogn » п » logn » 1 

ПОДВЕДЕНИЕ итогов 
Хотя анализ алгоритмов высокого уровня может порождать экзотические функции, 

в большинстве практических алгоритмов применяется лишь небольшой ассортимент 
функций временной сложности, которого является вполне достаточно. 

(т. е. f(n) f:. E>(g(n))), говорят, что функция f доминирует над функцией g, когда
f(n) = O(g(n)). Это отношение иногда обозначается как g »  f.

Показательные функции, f{n) = сп, константа с> 1. Эти функции возникают при
перечислении всех подмножеств множества из п элементов. Как мы видели в
табл . 2. 1, экспоненциальные алгоритмы быстро становятся бесполезными с увели­
чением количества элементов п. Впрочем, не так быстро, как функции из следую­
щего класса.

+ Кубические функции,f{п) = п3. Эти функции возникают при перечислении всех три­
ад элементов в универсальном множестве из п элементов. Они также возникают в 
определенных алгоритмах динамического программирования, которые рассматри­
ваются в главе 8. 

+ 

К счастью, процесс базового анализа алгоритмов обычно порождает лишь небольшое 
количество классов функций, достаточное для покрытия оочти всех алгориtмов, рас­
сматриваемых в этой книге. Далее приводятся эти классы в порядке возрастания доми­
нирования. 

+ 

+ Функции-константы,j{п) = 1. Такие функции могут измерять трудоемкость сложе­
ния двух номеров, распечатывания какого-либо текста или рост таких функций, как

f{n) = m in(n, 100). По большому счету, зависимость от параметра п отсутствует.

возрастают довольно медленно, но быстрее, чем функции-константы (которые во­
обще не возрастают). Логарифмы рассматриваются более подробно в разделе 2. 6.

Логарифмические функции,f{п) = logn. Логарифмическая временная сложность про-
является в таких алгоритмах, как двоичный поиск. С увеличением п такие функции



2.4. Работа с асимптотическими обозначениями 
Для работы с асимптотическими обозначениями нужно повторить тему упрощения ал­
гебраических выражений, которая изучается в школе. Большинство полученных в 
школе знаний также применимо и для асимптотических обозначений. 

2.4. 1 . Сложен ие функци й 

Сумма двух функций определяется доминантной функцией, а именно: 
O(j(n)) + O(g(n)) = O(max(f{n),(g(n))) 
Q(f{n)) + Q(g(n)) = Щmax(f{n),(g(n))) 
0(/{п)) + 0(g(n)) = 0(max(f{n),(g(n))) 

На интуитивном уровне это объясняется таким образом . По крайней мере, половина 
общего объема суммы.f(п) + g(_n) должна предоставляться большей функцией. По опре­
делению, при п --+ оо доминантная функция будет предоставлять большую часть объема 
суммы функций .  Соответ�твенно, отбросив меньшую функцию"мы уменьшим значе­
ние суммы максимум в два раза, что равносильно постоянному множителю 1 /2. Пред-

. 2 2 2 положение, что.f(п) = О(п ) и g(n) = О(п ) также влечет за собой, что.f(п) + g(_п) = О(п ) . 

2.4.2. Умножен ие фун кци й 

Умножение можно рассматривать, как повторяющееся сложение. Рассмотрим умноже­
ние на любую константу с >  О, будь это 1,02 или 1 ООО ООО. Умножение функции на 
константу не может повлиять на ее асимптотическое поведение, т. к. в анализе функ­
ции  с· j(n) с применением обозначения "О-большое" мы можем умножить ограничи­
вающие константы на \/с, что даст нам необходимые константы для анализа. Таким 
образом : 
O(c.f(n)) � O(f{n)) 
Щсj(п)) � Q(f{n)) 
0( cj(n)) � 0(/{п)) 
Конечно же, во избежание неприятностей, константа с должна быть строго положи­
тельной, т. к. мы можем свести на нет даже самую быстрорастущую функцию, умно­
жив ее на ноль. 
С другой стороны, К('IГДа обе функции произведения возрастают, то обе являются важ­
ными. Функция O(n! logn) доминирует над функцией п !  точно так же, как и функция 
\ogn доминирует над константой 1 .  В общем, 
O(f{n))*O(g(n)) � O(f{n)*g(n)) 
Q(f{n))*Q(g(n)) � Q(f{n)*g(_n)) 

0(f{n))*0(g(_n)) � 0(/{n)*g(n)) 

Это обстоятельство очень полезно при упрощении выражений, т. к. оно подразумевает,
что п3 + п2 + п + 1 = О(п3). По сравнению с доминантным членом все остальное являет­
ся несущественным.
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Остановка для размышлений. Транзитивность 
ЗАДАЧА. Доказать; что отношение О-большое обладает транзитивностью, т. е. если 
f(n) = O(g(n)) и g(_n) = О(h(п)), тогдаj(п) = O(h(n)). 
Решение. Работая с асимптотическими обозначениями,  мы всегда обращаемся к опре­
делению. Нам нужно показать, чтоj(п)::; c3h(n) при п > п3 при условии, чтоj(п)::; c1g(n) 
и g(_n)::; c2h(n) при п > п1 и п > п2 соответственно. Из этих неравенств получаем: 
f(n)::; c1 g(_n)::; c1c2h(n) при п > nз = max(n 1 ,n2). • 

2.5. Оценка эффективности 
Как правило, общую оценку времени исполнения алгоритма можно легко получить при 
наличии точного письменного изложения алгоритма. В этом разделе рассматривается 
несколько примеров, возможно даже более подробно, чем необходимо. 

2.5.1. Сортировка методом выбора 

В этом разделе анализируется алгоритм сортировки методом выбора. При сортировке 
этим способом определяется наименьший неотсортированный элемент и помещается в 
конец отсортированной части массива. Процедура повторяется до тех пор, пока все 
элементы массива не будут отсортированы. Графическая иллюстрация работы алго­
ритма представлена на рис. 2.4, а соответствующий код на языке С в листинге 2. 1. 

Рис. 2.4. Графическая иллюстрация работы алгоритма сортировки методом выбора 

selection_sort(int s[], int n) 

int i,j; 
int min; 

for (i=O; i<n; i++) { 
min=i; 
for (j=i+l; j<n; j++) 

/* Счетчики * / 

/* Указатель наименьшего элемента * /  

Глава 2. Анализ алгоритмов 59
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Листинг 2.1. Реализация алгоритма сортировки методом выбора на языке C



if (s[j] < s[min]) min=j; 
swap(&s(i],&s[min]); 

for (i=l; i<n; i++) {
j=i;
while ((j>O) && (s[j] < s[j-1]))

swap(&s[j] ,&s[j-1]);
j j-i;

Внешний цикл исполняется п раз. Внутренний цикл исполняется п - i - 1 раз, где i -
счетчик внешнего цикла. Точное количество исполнений оператора if определяется 
следующей формулой : 

n-1 п-1 п-1 
S(n)=L Ii=In-i-1 

i=O /=i+I i=O 

Это формула сложения целых чисел в убывающем порядке, начиная с п - \ ,  т. е . :  
S(n) = (п - 1) + (п - 2) + (п - 3) + . . .  + 2 + 1 

Какие выводы мы можем сделать на основе такой формулы? Чтобы получить точное 
значение, необходимо применить методы, рассматриваемые в разделе 1.3. 5. Но при 
работе с асимптотическими обозначениями нас интересует только степень выражения. 
Один из подходов - считать, что мы складываем п - 1 элементов, среднее значение 
которых равно приблизительно п/2. Таким образом мы Получаем S(n);:;::: п(п - 1)/2. 

2.5.2. Сорти ровка вставками 

Основное практическое правило при асимптотическом анализе гласит, что время ис­
полнения алгоритма в наихудшем случае получается умножением наибольшего воз­
можного количества итераций каждого вложенного цикла. Рассмотрим, например, ал­
горитм сортировки вставками из листинга 1.1, внутренние циклы которого приведены 
в листинге 2.2.  

Сколько итераций осуществляет внутренний цикл while? На этот вопрос сложно дать 
однозначный ответ, i:. к. цикл может быть остановлен досрочно, если произойдет вы­
ход за границы массива (j>O) или элемент окажется на должном месте в отсортирован­
ной части массива (s [j J <s [j-1] ). Так как в анализе наихудшего случая мы ищем верх­
нюю границу времени исполнения, то мы игнорируем досрочное завершение и по,nага-
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{

}
}

=

Листинг 2.2. Внутренние циклы алгоритма сортировки вставками на языке C

Другим подходом будет использование верхней и нижней границ. Мы имеем не более
п элементов, значение каждого из которых не превышает п- 1. Таким образом, S(n):::;
:::; п(п - 1) = О(п2). Также мы имеем п/2 элементов, чье значение больше чем п/2. Соот­
ветственно, S(n) � (п/2) х (п/2) = Q(п2). Все это говорит нам, что время исполнения рав­
но Е>(п2), т. е. сложность сортировки методом выбора является квадратичной.



int findmatch ( char *р ,  char * t )  

int i , j ;  

int m, n ;  

m = strlen ( р ) ; 

n = strlen ( t ) ; 

/* Счетчики * / 

/* Длины строк * /  

Такой грубый анализ методом округления всегда оказывается результативным, в том
смысле, что полученная верхняя граница времени исполнения (О-большое) всегда бу­
дет правильной. Иногда этот результат может быть даже завышен в худшую сторону,
т. е. в действительности время исполнения худшего случая окажется меньшим, чем
результат, полученный при анализе. Тем не менее, я настоятельно рекомендую этот
подход в качестве основы для простого анализа алгоритмов.

Сравнение комбинаций символов - основная операция при работе с текстовыми стро­
ками. Далее приводится алгоритм для реализации функции поиска определенного тек­
ста, которая является обязательной частью любого веб-браузера или текстового редак­
тора.
ЗАДАЧА. Найти подстроку в строке.
Вход. Текстовая строка t и строка для поиска р (рис. 2.5) .

Выход. Содержит ли строка t подстроку р, и, если содержит, в каком месте?

Рис. 2.5. Пример: поиск подстроки аЬЬа в тексте ааЬаЬЬа 

Пример практического применения этого алгоритма - поиск упоминания определен­
ной фамилии в новостях. Для данного экземпляра задачи текстом t будет статья, а 
строкой р для поиска - указанная фамилия . 
Эта задача решается с помощью довольно простого алгоритма (листинг 2.3), который 
допускает, что строка р может начинаться в любой возможной позиции в тексте t, и 
выполняет проверку, действительно ли, начиная с этой позиции, текст содержит иско­
мую строку. 

a   a   b   a   b   b   a

          a
               a   b   b   a

     a   b   b
a   b
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ем, что количество исполняемых в этом цикле итераций всегда будет i. Более того, мы
можем допустить, что всегда исполнятся п итераций, т .  к .  i < п .  А т .  к .  внешний цикл
исполняется п раз, то алгоритм сортировки вставками должен быть квадратичным, т. е.
О(п2).

2.5.З. Сравнение строк

{

Листинг 2.3. Реализация алгоритма алгоритма поиска строки в тексте



return ( - 1 ) ; 

Каким будет время исполнения этих двух вложенных циклов в наихудшем случае?
Внутренний цикл while  исполняется максимум т раз, а возможно, и намного меньше,
есЛи поиск заканчивается неудачей. Кроме оператора while, внешний цикл содержит
еще два оператора. Внешний цикл исполняется самое большее п - т раз, т. к. после
продвижения направо по тексту оставшийся фрагмент будет короче искомой строки.
Общая временная сложность - произведение значений оценки временной сложности
внешнего и вложенного циклов, что дает нам время исполнения в худшем случае
О((п -т)(т + 2)).

При этом M!>I не учитываем время, потраченное на определение длины строк с по­
мощью функции strlen. Так как мы не знаем, каким образом реализована эта функция,
мы можем лишь строить предположения относительно времени ее работы. Если мы
явно считаем количество символов, пока не достигнем конца строки, то отношение
между временем исполнения этой операции и длиной строки будет линейным. Значит,
время работы будет равно О(п + т + (п - т)(т + 2)).

С помощью асимптотических обозначений это выражение можно упростить. Так как
т + 2 = Е>(т), выражение " +  2 "  не представляет интереса, поэтому останется только
О(п + т + (п - т)т). Выполнив умножение, получаем выражение О(п + т + пт - т2).
которое выглядит довольно непривлекательно.
Но мы знаем, что в любой представляющей интерес задаче п?: т, т. к. невозможно,
чтобы искомая строка р была длиннее, чем текст t, в котором выполняется ее поиск.
Одним из следствий этого обстоятельства является отношение (п + т) :5 2п = Е>(п). Та­
ким образом, формула времени исполнения для наихудшего случая упрощается дальше
до О(п + пт - т2).

Еще два замечания. Обратите внимание, что п :5 пт, т. к. для любой представляющей
интерес строки поиска т?: 1 .  Таким образом, п + пт = Е>(пт ), и мы можем опустить
дополняющее п, упростив формулу анализа до O(пm - т2).

Накопив достаточно опыта, вы сможете выполнять такой анализ алгоритмов в уме, да­
же не прибегая к изложению алгоритма в письменной форме. В конце концов, одной из 
составляющих разработки алгоритма для решения предоставленной задачи является 
перебор в уме разных способов и выбор самого лучшего из них. Такое умение приоб-
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for ( i=O ; i<= ( n-m) ; i=i+ l )  {
j =O ;
while ( ( j <m) & &  ( t [i+j ] ==p[j ] ) )

j = j + l ;

if  ( j  == m )  return ( i ) ;

}

}

Кроме того, заметьте, что член - т2 отрицательный, вследствие чего он только умень­
шает значение выражения внутри скобок. Так как "О-большое" задает верхнюю грани­
цу, то любой отрицательный член можно удалить, не искажая оценку верхней границы.
Тот факт, что п?: т подразумевает, что тп?: т2, поэтому отрицательный член недоста­
точно большой, чтобы аннулировать любой другой оставшийся член . Таким образом,
время исполнения этого алгоритма в худшем случае можно выразить просто как О(пт).



for ( i=l ; i<=x ;  i++ ) 

for ( j =l ;  j <=y ;  j ++ ) 

C [ i ]  [j ]  = О ;  

for ( k=l ; k<=z ; k++ ) 

C[i ]  [j ] += A [ i ] [ k ] * B[ k ] [ j ] ; 

Анализ временной сложности этого алгоритма выполняется следующим образом .  Ко­
личество операций умножения М(х, у, z) определяется такой формулой: 

.t у z 
M(x, y, z)= L L LI 

i=I j=I k=I 

х у 
M(x, y, z) = L Iz 

i=I j=I 
х 

Сумма у членов z вычисляется так же просто. Она равнауz, тогда M(x, y, z) = LYZ. 
i=I 

Наконец, сумма х членов yz равна xyz. 
Таким образом, время исполнения этого алгоритма для умножения матриц равно 
O(xyz). В общем случае, когда все три измерения матриц одинаковы, это сводится к 

3 . 
О(п ), т. е. алгоритм имеет кубическую формулу времени исполнения. 
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Суммирование выполняется справа налево. Сумма z единиц равна z, поэтому можно
написать:

{

}

Листинг 2.4. Умножение матриц

Выход. Матрица С размером х х z, где C[i]UJ является скалярным произведением стро­
ки i матрицы А и столбца j матрицы В.

ретается с опытом, но если у вас недостаточно практики и вы не понимаете, почему
время исполнения данного алгоритма равно О(/(.п)), то сначала распишите подробно
формулу, а потом выполните последовательность логических рассуждений, как было
продемонстрировано в этом разделе.

Пpи анализе алгоритмов с вложенными циклами часто приходится иметь дело с вло­
женными операциями суммирования. Рассмотрим задачу умножения матриц:

2.5.4. Умножен ие матриц 

Умножение матриц является одной из основных операций в линейной алгебре; пример
задачи на умножение матриц рассматривается в разделе 13 .3 .  А в листинге 2 .4 приво­
дится пример реализации простого алгоритма для умножен ия матриц с использованием
вложенных циклов.

Вход. Матрица А (размером х х у) и матрица В (размером ух z).
ЗАДАЧА. Умножить матрицы.



h 

Показательные функции возрастают чрезвычайно быстро, как может засвидетельство­
вать любой, кто когда-либо выплачивал долг по кредиту. Соответственно, функции, 
обратные показательным, т. е. логарифмы, возрастают довольно медленно. Логариф­
мические функции возникают в любом процессе, содержащем деление пополам. Да­
вайте рассмотрим несколько таких примеров. 

Двоичный поиск является хорошим примером алгоритма с временной логарифмиче­ 
ской сложностью O(logn). Чтобы найти определенного человека по имени р в телефон­ 
ной книге, содержащей п имен, мы сравниваем имя р с выбранным именем посередине 
книги (т. е. с п/2-м именем), скажем, Monroe, Mari lyn. Независимо от того, находится 
ли имя р перед выбранным именем (например, Dean, James) или после него (например, 
Presley, Elvis), после этого сравнения мы можем отбросить половину всех имен в книге. 
Этот процесс повторяется с половиной книги, содержащей искомое имя и т. д., пока не 
останется всего лишь одно имя, которое и будет искомым. По определению количество 
таких делений равно log2n. Таким образом, чтобы найти любое имя в телефонной книге 
Манхэттена (содержащей миллион имен), достаточно выполнить всего лишь двадцать 
сравнений .  Потрясающе, не так ли?

2.6.2. Логарифмы и деревья 

Двоичное дерево высотой в один уровень может иметь две концевые вершины (листа), 
а дерево высотой в два уровня может иметь до четырех листов. Какова высота h дво­
ичного дерева, имеющего п листов? Обратите внимание, что количество листов удваи­
вается при каждом увеличении высоты дерева на один уровень. Таким образом, зави-
симость количества листов п от высоты дерева h выражается формулой п = 2 , откуда 
следует, что h = log2n. 

Теперь перейдем к общему случаю .. Рассмотрим деревья, которые имеют d потомков 
(для двоичных деревьев d = 2). Такое дерево высотой в один уровень может иметь d 
количество листов, а дерево высотой в два уровня может иметь � количество листов. 
Количество листов на каждом новом уровне можно получить, умножая на d количество 
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2.6. Логарифмы и их применение

2.6. 1 . Логарифмы и двои чны й поиск 

Слово "логарифм" - почти анаграмма слова "алгоритм " .  Но  наш интерес к логариф­
мам вызван не этим обстоятельством .  Возможно, что кнопка калькулятора с обозначе­
нием " log" - единственное место, где вы сталкиваетесь с логарифмами в повседнев­
ной жизни .  Также возможно, что вы уже не помните назначение этой кнопки. Лога­
рифм - это функция, обратная показательной. То есть, выражение ьх = у  эквивалентно
выражению х = loghY· J)олее того, из определения логарифма следует, что b10ghy = у.

Идея двоичного поиска является одной из наиболее плодотворных в области разработ­ 
ки алгоритмов. Эта мощь становится очевидной, если мы представим, что в окружаю­ 
щем нас мире имеются только неотсортированные телефонные книги. Как видно из 
табл. 1 . 1 ,  алгоритмы с временной сложностью O(logn) можно применять для решения 
задач с практически неограниченным размером входных данных.



2.6.3 . Логарифмы и биты 

Ключевым наблюдением здесь является то обстоятельство, что нужно иметь, по край­
ней мере, п разных битовых комбинаций длиной w. Так как количество разных бито­
вых комбинаций удваивается с добавлением каждого бита, то нам нужно, по крайней 
мере, w битов, где 2w = п, т. е. нам нужно w = log2n битов. 

2.6.4. Логарифмы и умножение 

Логарифмы имели особенно большую важность до распространения карманных каль­
куляторов. Применение логарифмов было самым легким способом умножения боль­
ших чисел вручную, либо с помощью логарифмической линейки, либо с использовани­
ем таблиц. 

Выясним, как вычислить а для любых а и Ь, используя функции ехр(х) и ln(x) на кар-
манном калькуляторе, где ехр(х) = ех и ln(x) = \og.,(x). Мы знаем, что:

а =exp(ln(a ))=exp(Ьlna)

Таким образом, задача сводится к одной операции умножения с однократным вызовом
каждой из этих функций .
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лой п = dh, т. е. высота находится по формуле h = logdn (рис. 2.6).
листов предыдущего уровня. Таким образом, количество листов п выражается орму­

Рис. 2.6. Дерево высотой h и количеством потомков d для каждого узла имеет dh листьев.

В данном случае h = 2, d = 3

Из вышеизложенного можно сделать вывод, что деревья небольшой высоты могут
иметь очень много листьев. Это обстоятельство является причиной того, что двоичные
деревья лежат в основе всех быстро обрабатываемых структур данных.

Положим, имеются две однобитовые комбинации (О и 1 )  и четыре двухбитовые комби­
нации (00, 0 1 , 1 0  и 1 1 ). Сколько битов w потребуется, чтобы представить любую из п
возможных разных комбинаций, будь то один из п элементов или одно из целых чисел
ОТ 1 ДО n?

log0 п = b· log0n 

Но и сегодня логарифмы остаются полезными для выполнения операций умножения,
особенно для возведения в степень. Вспомните, что 
логарифм произведения равен сумме логарифмов сомножителей .  Прямым следствием
этого является формула:

b

b b

loga(xy) = loga(x) + loga(y), т. е. , что

b



function power(a, n)  

if (n = 0)  return(l) 

х = power (а, L л/2 j) 
if (n is  even) then return (х2) 

else return ( а  х х2) 

2.6.6. Логарифмы и сложение 

Гармоническое число представляет собой особый случай арифметической прогрессии, 
а именно Н(п) = S(n, -1). Это сумма обратных величин первых п последовательных чи­
сел натурального ряда: 

п Н(п)= L\li-lпn 
i=I 

Гармонические числа помогают объяснить, откуда берутся логарифмы в алгебраиче­
ских операциях. Например, ключевым фактором в анализе среднего случая сложности 
алгоритма быстрой сортировки Quicksort я вляется следующее суммирование: 

S(n) = пl:�=111 i 
Применение тождества гармонического числа сразу же упрощает это выражение до 
<Э(п\оgп). 

2.6.5. Быстрое возведение в степен ь 
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вину, а вычисление сведено к, самое большее, двум операциям умножения. Таким об­
разом, для вычисления конечного значения будет достаточно O(\gn) операций умноже­
ню1. Псевдокод соответствующего алгоритма показан в листинге 2.5.

Самый простой алгоритм выполняет п - 1 операций умножения (а х а х ... х а). Но 
можно указать лучший способ решения этой задачи, приняв во внимание, что 
п = L п 1 2 J + Г п / 2 l. Если п четное, тогда ап = (an12 )2 . А если п нечетное, то тогда 

а = а(aln12J)2• В любом случае значение показателя степени было уменьшено наполо­n

Допустим, что нам нужно вычислить точное значение a  для достаточно большого
значения п. Такие задачи, в основном, возникают в криптографии при проверке числа
на простоту (см. раздел 13.8). Проблемы с точностью не позволяют нам воспользовать­
ся ранее рассмотренной формулой возведения в степень.

n

Листинг 2.5. Алгоритм быстрого возведения в степень

Этот простой алгоритм иллюстрирует важный принцип "разделяй и властвуй" . Разде­
ление задачи на (по возможности) равные подзадачи, всегда окупается. Этот принцип
применим и в реальном мире. Когда значение п отлично от 2, то входные данные не
всегда можно разделить точно пополам, но разница в один элемент между двумя поло­
винами не вызовет никакого серьезного нарушения баланса.



2.6.7. Логарифмы и система уголовного судоп роизводства 

В табл. 2.2 приводится пример использования логарифмов. 

Понесенные убытки

(А) 2 ООО долларов или меньше

(В) Свыше 2 ООО долларов

(С) Свыше 5 ООО долларов

(D) Свыше 10 ООО долларов

(Е) Свыше 20 ООО долларов

(F) Свыше 40 ООО долларов

(G) Свыше 70 ООО долларов

(Н) Свыше 120 ООО долларов

(1) Свыше 200 ООО долларов

(J) Свыше 350 ООО долларов

(К) Свыше 500 ООО долларов

(L) Свыше 800 ООО долларов

(М) Свыше 1 500 ООО долларов

(N) Свыше 2 500 ООО долларов

(О) Свыше 5 ООО ООО долларов

(Р) Свыше 1 О ООО ООО долларов

(Q) Свыше 20 ООО ООО долларов

(R) Свыше 40 ООО ООО долларов

(S) Свыше 5 ООО ООО долларов

Повышение уровня наказания 

Уровень не повышается 

Повысить на один уровень 

Повысить на два уровня 

Повысить на три уровня 

Повысить на четыре уровня 

Повысить на пять уровней 

Повысить на шесть уровней 

Повысить на семь уровней 

Повысить на восемь уровней 

Повысить на девять уровней 

Повысить на десять уровней 

Повысить на одиннадцать уровней 

Повысить на двенадцать уровней 

Повысить на тринадцать уровней 

Повысить на четырнадцать уровней 

Повысить на пятнадцать уровней 

Повысить на шестнадцать. уровнеlt 

Повысить на семнадцать уровней 

Повысить на восемнадцать уровней 

Таблица 2.2. Рекомендуемые наказания в федеральных судах США
за преступления финансового мошенничества

удвоении суммы незаконно присвоенных денег. Это означает, что уровень наказания
(который практически линейно связан со сроком заключения) возрастает логарифми­
чески по отношению к сумме незаконно присцоенных денег.

Эта таблица из Федерального руководства по вынесению наказаний используется во
всех федеральных судах Соединенных Штатов. Изложенные в ней рекомендуемые
уровни наказания являются попыткой стандартизировать выносимые приговоры, что­
бы за преступления одинаковой категории разные суды приговаривали к одинаковому
наказанию. Для этого специальная комиссия выработала сложную функцию для оцен�
ки тяжести преступления и соотнесения его со сроком заключения. Данная функция
представлена посредством табл. 2.2, в которой перечислены соотношения между поне­
сенным убытком в долларах и соответствующим повышением базового наказания. Об­
ратите внимание, что наказание повышается на один уровень при приблизительном
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Задумайтесь на минуту о последствиях этого обстоятельства. Несомненно, многие не­
чистые на руку руководители фирм уже задумывались на эту тему. Все вышеизложен-
ное означает, что общий срок заключения возрастает чрезвычайно медленно по от­
ношению к росту суммы украденных денег. Срок заключения за пять ограблений
винно-водочных магазинов на общую сумму 50 ООО долларов будет значительно
выше, чем за однократное завладение посредством мошеннических операций суммой в
1 ООО ООО долларов. Соответствен но, выгода от обогащения подобным образом на дей­
ствительно крупные суммы будет еще больше. Мораль логарифмического роста функ­
ций ясна: уж если воровать, так миллионы.

ПОДВЕДЕНИЕ итогов
Логарифмические функции возникают при решении задач с повторяющимся делением
или удваиванием входных данных.

Как мы уже видели,  выражение Ьх = у эквиsалентно выражению х = logьy. Член Ь назы­
вается основанием логарифма. Особый интерес представляют следующие основания
логарифмов:

+ основание Ь = 2. Двоичный логарифм, обычно обозначаемый как lgx, является лога­
рифмом по основанию 2.  Мы уже видели, что логарифмами. с этим основанием вы­
ражается вр�менная сложность алгоритмов, использующих многократное деление
пополам (т. е. двоичный поиск) или умножение на два (т. е. листья деревьев).
В большинстве случаев, когда речь идет о применении  логарифмов в алгоритмах,
подразумеваются двоичные логарифмы;

+ основание Ь = 10. Менее распространенными  на сегодняшний  день являются лога­
рифмы по основанию 1 О, или десятичные логарифмы. До появления карманных
калькуляторов логарифмы с этим основанием применялись на логарифмических
л инейках и таблицах алгоритмов. 

Другим важным фактом, который нужно запомнить, является то, что логарифм по од­
ному основанию легко преобразовать в логарифм по другому основанию. Для этого
применяется следующая формула: 

Таким образом, чтобы изменить основание а логарифма log,b на с, логарифм просто 
нужно разделить на log.;.a. В частности, функцию натурального логарифма можно 
с легкостью преобразовать в функцию десятичного логарифма и наоборот. 
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2.7. Свойства логарифмов

основание Ь = е. Натуралъный логарифм, обычно обозначаемый как lnx, является
логарифмом по основанию е = 2.7 1 828 . . .  Обратной к функции натурального лога­
рифма является экспоненциальная функция ехр(х) = ех. Суперпозиция этих функций
дает нам формулу exp(lnx) = х;

+ 

Мы уже видели одно важное свойство логарифмов, а именно, что log,(xy) = log,(x) +
+ log,(y).

log Ь =

logcb 
0 logca 



Из этих свойств логарифмов следуют два важных с арифметической точки зрения
следствия.

Логарифмы уменьшают значение любой функции. Скорость роста логарифма любой 
полиномиальной функции определяется как O(lgn). Это вытекает из равенства: 

Логарифмы уменьшают значение любой функции .  С факториалами трудно выпол­
нять какие-либо вычисления, если не пользоваться логарифмами, и тогда формула 

становится еще одной причи ной появления логарифмов в анализе алгоритмов.

Остановка для размышлений. Важно ли деление точно пополам
ЗАДАЧА. Насколько больше операций сравнения потребуется при двоичном поиске,
чтобы найти совпадение в списке из миллиона элементов, если вместо деления точно
пополам делить список в отношении 1 /3 к 2/3 ?

Решение. Не намного больше, чем при делении  списка точно пополам, а именно
logз12(1 ООО ООО):: 35  операций сравнения в самом худшем случае, что не намного
больше, чем log2(1 ООО ООО) ::20 операций сравнения при делении  пополам. Эффектив­
ность алгоритма двоичного поиска определяется логарифмической временной слож-
ностью, а не основанием логарифма. •

2.8. История из жизни . Загадка пирамид
По выражению его глаз я должен был догадаться, что услышу что-то необычное.

- Мы хотим выполнять вычисления до 1 ООО ООО ООО на м ногопроцессорном супер­
компьютере, но для этого нам нужен более быстрый алгоритм.

Мне приходилось видеть такой взгляд раньше. Глаза были пусты от того, что этот че­
ловек уже давно н и  о чем не думал, полагая, что мощные суперкомпьютеры избавляют
его от необходимости разрабатывать сложные алгоритмы. Во всяком случае, это было
так, пока задача не стала достаточно сложной .
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loga пь = b·logan

Эффективность двоичного поиска в широком диапазоне задач является прямым
следствием этого свойства. Обратите внимание, что двоичный поиск в отсортиро­
ванном массиве из п2 элементов требует всего лишь вдвое больше сравнений,  чем
в массиве из п элементов.

п 
п! = п�=/ � logn!= ,Ltogi = E>(nlogn) 

i=l 

Основание логарифма не оказывает значител1:Уного влияния на скорость роста 
функции. Сравните следующие три значения: log2(1 ООО ООО)= 1 9 .93 1 6, 
log3(1 ООО ООО)= 12.5754 и log1 00(1 ООО ООО)= 3 .  Как видите, большое изменение в 
основании  логарифма сопровождается малыми изменениями в значении  логарифма. 
Чтобы изменить у логарифма основание а на с, первоначальный логарифм нужно 
разделить на lo&-a. Этот коэффициент теряется в нотации  "О-большое", когда а и с 
являются константами .  Таким образом, игнорирование основания логарифма при 
анализе алгоритма обычно оправдано. 

+ 

+ 



- Я работаю с лауреатом Нобелевской премии над решением знаменитой задачи тео­
рии чисел с помощью компьютера. Вы знакомы с проблемой Уоринга? 

Я имел некоторое представление о теории чисел. 

- Мы уже написали свою программу и испытали ее на м ногопроцессорном суперком­
пьютере. На небольших числах она работает очень  быстро, но при работе с числами, 
большими 1 00 ООО, время значительно увеличивается . 

Все ясно, - подумал я .  Этот "компьютероман" открыл асимптотический рост. Никаких 
сомнений, что он использовал алгоритм квадратичной временной сложности и столк� 
нулся с проблемами, как только число п стало достаточно большим.  

- Нам нужна более быстрая программа, чтобы дойти до одного миллиарда. Можете ли 
вы помочь нам с этой задачей? Конечно же, мы будем выполнять ее  на нашем много­
процессорном суперкомпьютере. 

Поскольку я л юблю такой тип задач - разработку алгоритмов для ускорения времени 
работы программ - я согласился подумать над этим и принялся за работу. 

Я начал с просмотра программы, написанной моим посетителем. Он создал массив 
всех 0(п113) пирамидальных чисел от 1 до п включительно 1 •  Для каждого числа k в этом 
диапазоне методом полного перебора выполнялась проверка, являлось ли оно суммой 
двух пирамидальных чисел . При отрицательном результате проверки выполнялась 
проверка, было ли число суммой трех пирамидальных чисел, потом четырех и, 
наконец, пяти, пока не находился ответ. Приблизительно 45% целых чисел можно вы­
разить как сумму трех пирамидальных чисел. Большинство из оставшихся 55% чисел 
можно представить в виде сумм ы  четырех пирамидальных чисел и, как правило, 

1 Почему п 113? Вспомните, что пирамидальные числа выражаются формулой (т3 - т)/6. Наибольшее число 

т, такое что результат не превышает п, приблизительно равно � ; поэтому количество таких чисел выра­

жается формулой 0(п 113). 
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- Конечно. В проблеме Уоринга ставится вопрос, можно ли выразить каждое целое
число, по крайней мере, одни м  способом, как сумму квадратов, самое большее, четы­
рех целых чисел. Например, 78 = 82 + 32 + 22 + 1 2 = 72 + 52 + 22 • Я помню, как в инсти­
туrском курсе теории чисел мне приходилось доказывать, что для выражения любого
целого числа будет достаточно квадратов четырех целых чисел . Да, это знаменитая
задача, но она была решена около 200 лет тому назад.

- Нет, нас интересует другая версия проблемы Уоринга, с использованием пирами­
дальных чисел. Пирамидальным называется число, которое можно представить в виде
(т3 - т)/6 при т � 2. Примером нескольких первых пирамидальных чисел будут 1 ,  4,
1 0, 20, 35 ,  56, 84, 1 20, 1 65 .  С 1 928 года существует гипотеза, что любое целое число
можно выразить суммой, самое большее, пяти пирамидальных чисел. Мы хотим с по­
мощью суперкомпьютера доказать эту гипотезу для всех чисел от 1 до 1 ООО ООО ООО.

- Миллиард любых вычислений займет значительное время, - предупредил я.  -
Критичным будет время, затраченное на вычисление минимального представления
каждого числа, т. к. это придется делать м иллиард раз. Вы думали, какой тип алгорит­
ма использовать?



Глава 2. Анализ алгоритмов 71

Любое решение, работающее на больших числах значительно быстрее предложенного,
должно избегать явной проверки всех трехэлементных комбинаций .  Для каждого зна­
чения k нам нужно наименьшее множество пирамидальных чисел, сумма которых n
точности равна k. Эта задача называется задачей о рюкзаке и рассматривается в разде­
ле 13. 10. В нашем случае весу предметов соответствует набор пирамидальных чисел,
не превышающих п, с тем дополнительным ограничением, что рюкзак вмещает ровно
k предметов (т. е. чисел, в нашем случае).

Первый прогон реализации этого алгоритма на моем далеко не новом компьютере
PARC ELC занял около 20 минут для п = 1 ООО ООО. После этого я экспериментировал с
представлением наборов чисел разными структурами данных и с разными алгоритмами

Поиск минимального разложения данного числа k начинается с проверки, является ли
оно одним из 1 8 1 8  пирамидальных чисел. Если не является, то тогда выполняется про
верка, не находится ли оно в таблице сумм двух пирамидальных чисел. Чтобы прове­
рить, можно ли выразить число k в виде сумм ы  трех пирамидальных чисел, нужно бы­
ло всего лишь проверить, что k - p[i] находится в таблице сумм  двух пирамидальных
чисел ПРи 1 � i � 1 8 1 8 . Эту проверку можно было быстро выполнить посредством дво­
ичного поиска. Чтобы проверить, можно ли выразить число k в виде суммы четьiрех
пирамидальных чисел, нужно было всего лишь проверить, что k - two[i] находится
в таблице сумм двух пирамидальных чисел для любого 1 � i � ltwol. Но так как почти
любое число k можно выразить как сумму многих комбинаций четырех пирамидаль­
ных чисел, эта проверка не займет м ного времени, и доминирующей составляющей
времени общей проверки будет время, затраченное на проверку трехэлементных сумм.

�Временная сложность проверки, является ли число k суммой трех пирамидальных чи·
сел, оценивается как O(n113\gn), а для всего множества п целых чисел - как O(n413\gn).

мой алгоритм был в 30 ООО раз быстрее.
По сравнению с временной сложностью О(п2) алгоритма клиента для п = 1 ООО ООО ООО,

останется меньше чем половина чисел . Создание отсортированного массива этих чисел
не  составит никакого труда. Назовем эту отсортированную структуру данных таблицей
сумм двух пирамидальных чисел .

Поэтому мне нужно было составить таблицу всех целых чисел, меньших, чем п, кото­
рые можно выразить в виде суммы двух из 1 8 1 8 пирамидальных чисел, меньших чем

если мы уберем повторяющиеся суммы и сумм ы, большие, чем целевое число, у нас
1 ООО ООО ООО. Таких чисел может быть самое большее 1 8182 = 3 305 124.  Более того,

В стандартном подходе к решению задачи о рюкзаке заранее вычисляются суммы
меньших подмножеств, которые потом используются в вычислении больших подмно­
жеств. Если у нас ищеется таблица, содержащая суммы двух чисел, и мы хотим узнать,
можно ли выразить число k в виде суммы трех чисел, м ы  можем перефразировать по­
становку задачи и спросить, можно ли выразить число k в виде суммы одного числа 
и одной из сумм в данной таблице.

разными способами .  Известно только 24 1 целое число, представляемое суммой пяти
пирамидальных чисел, самое большое из которых равно 343 867. Для примерно поло-.
вины из п чисел этот алгоритм проверял все трехэлементные комбинации и, по крайней
мере, некоторые четырехэлементные. Таким образом, общее время исполнения этого
алгоритма было, как минимум, О(п х (п 1 13)3) = О(п2), где п = 1 ООО ООО ООО. Неудиви­
тельно, что на больших числах (превышаюших 1 00 ООО) эта программа замедляла ра­
боту.



Завершив основную работу, я занялся настройкой программы, чтобы немного повы­
сить производительность. В частности, т. к .  1 - это пирамидальное число, то для лю­
бого числа k, когда k - 1 было суммой трех пирамидальных чисел, я не вычислял сумму
четырех пирамидальных чисел. В результате использования только этого приема об­
щее время исполнения программ ы  было сокращено еще на 1 0%. Наконец, с помощью
профилировщика я выполнил несколько низкоуровневых настроек, чтобы еще чуть­
чуть повысить производительность. Например, заменив лишь одну вызываемую про­
цедуру встроенным кодом, я сбросил еще 1 0% с времени исполнения.
После этого я передал программу заказчику. Он использовал ее самым неподходящим
образом, о чем я расскажу в разделе 7. 10.

Подготавливая эту историю из жизни более чем десять лет спустя, я достал свою про­
грамму из архивов и запустил ее на моем теперешнем настольном компьютере,
SunB\ade 1 50. Скомпилированная с помощью компилятора gcc без какой бы то ни бы­
ло оптимизации программа обработала 1 ООО ООО чисел за 27 секунд. А время исполне­
ния программы, скомпилированной с четвертым уровнем оптимизации, составило все­
го лишь 1 4  секунд, что заставляет отдать должное качеству оптимизатора. Время ис­
полнения на моем настольном компьютере улучшилось приблизительно в три раза за
четыре года ко времени публикации первого издания этой книги и еще в 5,3 раза за
последние 1 1  лет. Такое улучшение производительности типично для большинства на­
стольных компьютеров.

2.9. Анализ высшего уровня (*)

для поиска в этих структурах. В частности, я попробовал использовать вместо отсорти­
рованных массивов хэш-таблицы и двоичные векторы, поэкспериментировал с разно­
видностями двоичного поиска, такими как интерполяционный поиск (см .  раздел 14. 2).
Наградой за эту работу стало менее чем трехминутное время исполнения программы на
множестве чисел п = 1 ООО ООО, что в шесть раз лучше времени исполнения первона­
чальной программы.
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В идеальном случае мы все умели бы свободно обращаться с математическими мето­
дами асимптотического анализа. Точно так же, в идеале, мы  все был и  бы богатыми и
красивыми. А поскольку жизнь далека от идеала, математические методы асимптоти­
ческого анализа требуют определенных знаний и практики.

которых мог выполнять целочисленные вычисления в пять раз быстрее, чем мой на­
стольный компьютер стоимостью в 3 ООО долларов. Но при использовании  всей этой
техники скорость выполнения моей программы возросла менее чем в 1 00 раз. Очевид­
но, что в данном случае применение более эффективного алгоритма имеет преимуще­
ство над использованием более мощного оборудования, что справедливо для любой
задачи с достаточно большим вводом.

счет установки более дорогого оборудования.  Применив более эффективный алгоритм,
я повысил скорость вычислений  приблизительно в 30 тысяч раз. Суперкомпьютер мое­
го заказчи ка, стоивший миллион долларов, был оснащен 1 6  процессорами, каждый из

Основная цель моего рассказа состоит в том,  чтобы показать громадный потенциал
повышения скорости вычислений за счет улучшения эффективности алгоритмов, по
сравнению с довольно скромным повышением производительности, получаемым за



В этом разделе выполняется обзор основных методов и функций, применяемых в ана­
лизе алгоритмов на высшем уровне. Это факультативный материал - он не использу­
ется нигде в первой части этой книги. В то же самое время, знание этого материала
будет большим подспорьем в понимании некоторых функций временной сложности,
рассматриваемых во второй части.

2.9. 1 . Малорасп ространен н ые функци и

Основные классы функций временной сложности алгоритмов были представлены в
разделе 2. 3. 1 .  Но в расширенном анализе алгоритмов также возникают и менее распро­
страненные функции. И хотя такие функции нечасто встр.ечаются в этой книге, вам бу­
дет полезно знать, что они означают и откуда происходят. Далее приводятся некоторые
из таких функций и их краткое описание.

п = 2h � h = \gn

получающейся в результате логарифмирования обеих частей равенства. Теперь рас­
смотрим высоту дерева, когда количество потомков равно d = \ogn. Тогда высота
определяется такой формулой : п = (\ogп)-h = \ogn/\og \ogn.

f(n) = log2 п .  Это произведение логарифмических функций, т. е. (logn) х (logn). Та­
кая функция может возникнуть, если мы хотим сосчитать просмотренные биты в
процессе двоичного поиска в множестве из п элементов, каждый из которых являет­
ся целым числом в диапазоне от 1 до, например, п. Для представления каждого из
этих целых чисел требуется lg(n2) = 2\gn бит, а поскольку количество чисел в мно­
жестве поиска равно lgn, то общее количество бит будет равно 2\g2n .
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f(n) = logn / log logn . Эта функция возрастает немного медленнее, чем функция
\ogn, т. к. она содержит в знаменателе еще более медленно растущую функцию.
Чтобы понять, как возникла эта функция, рассмотрим корневое дерево с количест­
вом потомков d, имеющее п листьев. Высота двоичных корневых деревьев, т. е.
деревьев, у которых d = 2, определяется следующей формулой:

+ 

 Функция "логарифм в квадрате" обычно возникает при разработке сложных гнездо­
вых структур, где каждый узел в, скажем, двоичном дереве представляет другую
структуру данных, возможно, упорядоченную по другому ключу.

+ f(n) = log logn . Смысл функции " log log" очевиден по ее имени - это логарифм
логарифма числа п. Одним из естественных примеров ее возникновения будет дво­
ичный поиск в отсортированном массиве из всего лишь lgn элементов.

В данной книге точное определение этой функции и причины ее возникновения не
рассматриваются. Будет достаточно воспринимать эту функцию как технический
термин для самой медленно возрастающей функции сложности алгоритмов. В отли­
чие от функции-константыft.п) = \ , эта функция достигает бесконечности при п-оо,
но она определенно не торопится сделать это. Для любого значения п в физической
вселенной значение функции будет меньше 5, т. е. а(п) < 5 .

+ Обратная функция Аккермана f(n) = а(п). Эта функция появляется в подробном
анализе нескольких алгоритмов.

+ 



f(п) = J;, .  Функция квадратного корня встречается не так уж редко, но предста�:�­

ляет класс "сублинейных полиномов", т. к. J;, = п112 • Такие функции возникают при 
построении  d-мерных сеток, содержащих п точек. Площадь квадрата размером 

J;, х J;, равна п, а объем куба размером п 113 х п113 х п113 также составляет п. В об­
щем, объем d-мерного гиперкуба со стороной п1 1d составляет п. 

+ f(п) = п(1+•> . Греческая буква Е обозначает константу, которая может быть сколь 
угодно малой, но при этом не равняется нулю. 

показател ст

Но с нельзя сделать как угодно большим, до того как член 2с станет доминировать.
Вместо этого мы обозначаем время исполнения этого алгоритма как О(п1 + ") и пре­
доставляем пользователю определить наилучшее значение для Е.

g(п), если l imп--+щg(п)ij{п) = О. 

lim g(п) / f(п) = lim п2 / 2п2 = lim 1 / 2  * О  
n-+eo n-+«> n-+eo 

Этого следовало ожидать, т. к. обе функции принадлежат к одному и тому же классу 
<Э(п2). Теперь рассмотрим функции.f(п) =, п3 и g(п) = п2 • Так как 

l im g(п) 1 f(п) = l im п2 1 п3 = lim 1 / п = О 
n-+«> n-+cn n-+аз 

Таким образом, п 1 •2 доминирует над п1 • 1 999999• 

Перейдем к показательным функциям:.f(п) = 3n и g(n) = 2п. Так как 

l im g(n) 1 f(п) = 2п 1 3n = lim (2 / З)п = О  
n-+eo n-+eo 

Возможность доказать отношение доминирования зависит от возможности доказать
пределы. Давайте рассмотрим одну важную пару функций.  Любой многочлен (скажем,

+

то доминирует многочлен более высокого уровня. Это справедливо для любых двух
многочленов, а именно п0 доминирует над пь, если а > Ь, т. к. 
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Она может возникнуть в таких обстоятельствах. Допустим, время исполнения алго­
ритма равно 2сп( I  + ltc) и мы можем выбирать любое значение для с. При с = 2 время
исполнения будет 4п312 или О(п312). При с = 3 время исполнения будет 8п413 или
О(п413), что уже лучше. Действительно, чем больше значение с, тем лучше становит­
ся ь епени .

2.9.2. Предел1::.1 и отношен ия доми н и рован ия 

Рассмотрим это определение в действии . Допустим, что f{п) = 2п2 и g(п) = п2• Очевид­
но, чтоf{п) > g(п) для всех п, но не доминирует над ней, т. к. 

функцией
изучаемой в курсе высшей математики. Говорят, что функция j(п) доминирует над
Отношения доминирования между функциями являются следствием теории пределов,

J im пЬ / п0 = J im пЬ-а � 0

значит, доминирует функция с большим основанием.



l im g(n) / f(n) = lg n / 2" 1gn 
n-+oo 

В действительности при п-оо оно стремится к нулю. 

ПОДВЕДЕНИЕ итогов 

п! » с" » п3 » п2 » п
1 
+ • »  n\og п » п » .J;, » \og2n » logn » logn/loglogn » 

» \oglogn » а(п) » l 

Понятие доминирования также порождает обозначение о-малое. Говорят, что 
j{n) = o(g(n)) тогда и только тогда, когда g(n) доминирует надj{п). Среди прочего, обо­
значение о-малое полезно для формулировки задач. Требование представить алгоритм 
с временной сложностью о(п2) означает, что нам нужен алгоритм с функцией времен­
ной сложности лучшей, чем квадратичная, и что будет приемлемой временная слож-
ность, выражаемая функцией O(n 1 •999Jog2n). 

Анализ программ 
1 .  [З] Какое значение возвращает следующая функция? Ответ должен быть в форме функ­

ции числа п. Найдите время исполнения в наихудшем случае, используя обозначение 
О-большое. 
function mystery ( n )  

r : =O 

for i : =  1 to n - 1 do 

for j : =  i + 1 to n do 
· for k : =  1 to j do 

r : =  r + 1 

return ( r )  

2 .  [3] Какое значение возвращает следующая функция? Ответ должен быть в форме функ­
ции числа п. Найдите время исполнения в наихудшем случае, используя обозначение 
О-большое. 
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j{n) = п'') доминирует над логарифмическими функциями (например, g(n) = lgn) . Так
как п = 21fll, тоf{п) = (21fll)" = 2"1fl. Теперь рассмотрим следующее тождество:

Рассматривая совместно функции, приведенные в этом разделе, и функции, обсуждаемые
в разделе 2. 3. 1 ,  мы видим полную картину порядка доминирования функций:

В других работах по алгоритмам уделяется значительно больше внимания формально­
му анализу алгоритмов, чем в этой книге, поэтому читателей со склонностью к теоре­
тическим выкладкам я отсылаю к другим изданиям. В частности, анализ алгоритмов
рассматривается на более глубоком уровне в книгах [CLRSO I ]  и [КТО6] .

Замечания к главе 

2. 1 0. Упражнения 

В книге [GKP89] дается интересное и всестороннее изложение математического аппа­
рата .для анализа алгоритмов. Хорошее введение в теорию чисел, включая проблему
Уоринга, упомянутую в разделе 2.8, дается в книге [NZ80] .



funct ion pe s ky ( n )  
r : =O 
for i : =  1 t o  n do 

for j : =  1 t o  i do 
for k : =j t o  i + j do 

r : =  r + 1 
return ( r ) 

3 .  [5] Какое значение возвращает следующая функция? Ответ должен быть в форме функ­
ции числа п. Найдите время исполнения в наихудшем случае, используя обозначение 
О-большое. 
fun_ct ion pre s t i fe rous ( n )  

r : =О 
for i : =  1 t o  n do 

for j : =  1 to i do 
for k : = j t o  i + j do 

for 1 : =  1 t o  i + j - k do 

4. [8) Какое значение возвращает следующая функция? Ответ должен быть в форме функ­
ции числа п. Найдите время исполнения в наихудшем случае, используя обозначение 
О-большое. 

5 .  [5] Допустим, что для вычисления м ногочлена ис­

Р :  =ао : 
xpowe r : =  1 ;  
for i : =  1 t o  n do 

xpowe r : =  х * xpowe r ; 
р : = р + ai * xpowe r 

end 

• Сколько операций умножения выполняется в наихудшем случае? А сколько операций 
сложения? 

• Сколько операций умножения выполняется в среднем? 
• Можно ли улучшить этот алгоритм? 

6. [3] Докажите правильность следующего алгоритма для вычисления максимального зна­
чения в массиве A [ l  .. n] : 
funct ion max ( A )  

m : =A [ l ]  

for i : =  2 t o  n do 

i f  A [ i ] > m then m · =  A [ i ]  

return ( m )  
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funct ion conundrum ( n )  
r : =O 
for i : =  1 t o  n do 

for i : =  i + 1 to n do 
for k : =  i + j - 1 to n do 

r : =  r + 1 

return ( r )  

пользуется следующий алгоритм:

r : =  r + 1
return ( r )

р(х) = аnхn + аn-1 xn-1 + . . .  + а1х + а0



Упражнения по асимптотическим обозначениям
7. [3] Верно или неверно?

а) 2n + 1 = 0(2п)
б) 22п =  0(2}

8 .  [3] Для каждой из следующих пар функций функция f{n) является членом одного из
множеств функций O(g(n)), П(g(п)) или 0(g(n)). Определите, членом какого множества
является функция в каждом случае и обоснуйте свой вывод.
a)f{n) = \ogn2; g(n) = \ogn + 5
б)f(п) = /;, ; g(n) = \ogn2

в)f{п) = \og2n; g(n) = \ogn
г)f{п) = п; g(n) = \og2n
д)f(п) = n\ogn + п; g(n) = logn
e)f{n) = 1 0; g(n) = 1og 1 0
ж)f{п) = 2п; g(n) = 10п2

з)f{п) = 2"; g(n) = 311

9. [3] Для каждой из следующих пар функций f{n) и g(n) определите, справедливо ли
f{n) = O(g(n)) и g(n) = O(j(n)).
a)f{n) = (п2 - п)/2 ; g(n) = бп

б)j(п) = п + 2 /;, ; g(n) = п2

в)f{п) = п\оgп; g(n) = п /;, 12
г)f{п) = п + \ogn; g(n) = /;,
д)j(п) = 2(\ogn)2; g(n) = logn + 1
e)f{n) = 4nlogn + п; g(n) = (п2 - п)/2

1 О. [3] Докажите, что п3 - 3п2 - п + 1 = 0(п3).
1 1 .  [3] Докажите, что п2 = 0(2п).
1 2. [3] Для каждой из следующих пар функцийj{п) и g(n) найдите положительную констан­

ту с, при которойf{п) ::; с • g(n) для всех п > 1 .
a)f{n) = п2 + п + 1 ,  g(n) = 2п3

б)f{п) = п /;, + п2, g(n) = п2

в)f{п) = п2 - п + 1 ,  g(n) = п2/2
13 . [3] Докажите, что если.fi(п) = O(g1(n)) иh(п) = О( g2(п)), тогдаjj(п) + h(n) = O(g1(n) + g2(n)).
14. [3] Докажите, что ecли.fi(N) = П(g1(п)) иh(п) = П(g2(п)), тогда.fj(п) +h(n) = П(g1(п) + gl(n)).

15 .  [3] Докажите, что если.fi(п) = O(g1(n)) иh(п) = O(g2(n)), тогда.fj(п) ·h(n) = O(g1(n) · g2(п)).
1 6. [5] Докажите, что для всех, k �  1 и всех множеств констант {щ, ан, . . . , а1 , a0} e R верно

щпk + щ 1пk 1 + ... + а1п  + ао = O(nk).
17. [5] Докажите, что для любых вещественных констант а и Ь, Ь > О  верно (п + а)ь = 0(пь).
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еп

2n-1 lg lgn

п! п 1 + в, где 0 <  i; < 1

20. (5] Найдите две функции j{п) и g(n), которые удовлетворяют перечисленным условиям. 
Если таких/и g нет, укажите на этот факт в ответе. 
a)j{n) = o(g(n)) иj{п) *- 0(g(n)) 

б)j{п) = 0(g(n)) иj{п) = o(g(n)) 

в)j{п) = 0(g(n)) иj{п) *- O(g(n)) 

г)j{п) = n.(g(n)) иj{п) *- O(g(n)) 

2 1 .  [5] Верно или неверно? 
а) 2п2 + l = О(п2) 

б) -Гп = O(logп) 

в) logп = О( -Гп )  

ж) logп = О(,п-112) 
22. [5] Для каждой из следующих пар функцииj{п) и g(n) укажите, какие из перечисленных 

равенств справедливы:j{п) = O(g(n)),j{n) = n(g(n)),j{n) = 0(g(n)). 

a)j{n) = п2 + 3п + 4, g(n) = бп + 7 

б)j{п) = п -.Гп , g(n) = п2 - п  
в)j{п) = 2n 

- п2, g(n) = п4 + п2 
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1 8. [5] Упорядочите указанные в таблице функции в возрастающем порядке. При наличии
двух или более функций одинакового порядка укажите их.

nlgn lnn

1 9. [5] Упорядочите указанные в таблице функции в возрастающем порядке. При наличии 
двух или более функций одинакового порядка укажите их. 

lgn 

n2

n3

п 2n 

n2 + lgn

п - п3 + 1п� -Гп 

(lgn)2

п 2n 

logп 

п! 
n/logn log logп 

(3/2)п 6 

-Гп 
nlogn 

п2 

n
11j + logn 

lnn 

( l /З)п 

n2 + logn

(logn)2

п - п3 + 1п� 

n3

г) п2(\ + -Гп ) = O(n2logn) 

д) 3п2 + = О(п2)

е) -.Гп logn = О(,п) 

-Гп



23 . [3] Ответьте на следующие вопросы и обоснуйте свой ответ.
а) Если доказано� что время исполнения алгоритма в наихудшем случае определяется
как О(п2), возможно ли, что для некоторых входных экземпляров это время будет опре­
деляться как О(п)?
б) Если доказано, что время исполнения алгоритма в наихудшем случае определяется
как О(п2), возможно ли, что для всех входных экземпляров это время будет определять­
ся как О(п)?
в) Если доказано, что время исполнения алгоритма в наихудшем случае определяется
как 0(п2), возможно ли, что на некоторых входных экземплярах это время будет опре­
деляться как О(п)?
г) Если доказано, что время исполнения алгоритма в наихудшем случае определяется
как 0(п2), возможно ли, что для всех входных экземпляров это время будет определять­
ся как О(п)?

д) Принадлежит ли функция f{п) множеству 0(п2) (т. e . f{n) = 0(п2)), гдеf{п) = J OOn2 для
четных п иf{п) = 20п2 - nlog2n для нечетных п?

г) f(n) = log(n !) 

26. [5] Расположите следующие функции в возрастающем асимптотическом порядке: 

27. [5] Расположите следующие функции в возрастающем асимптотическом порядке. При 
наличии двух или более функций одинакового порядка укажите их. 

28. [5] Для каждой из следующих функций f{п) найдите простую функцию g(n), такую что 
f{n) = 0(g(n)). (Вообще говоря, вы должны уметь доказывать полученный результат, 
предоставляя соответствующие параметры, но это не требуется для данного задания.) 
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24. [3] Определите, верны ли следующие тождества, либо укажите, что это определить не­
возможно. Обоснуйте свой ответ.
а) 3n = 0(2)
б) \оgЗп = O{iog2")
в) Зп = Щ2)
г) logЗn = Щlog2")

25. [5] Для каждой из следующих функцийf{п) найдите простую функцию g(n), для которой
f{n) = 0(g(n)).
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а) f(n) = I;=1 3i4 + 2i3 - \ 9i + 20 

б) f(n) = I;=1 3(4i ) + 2(n - i19 + 20 

в) f(n) = L;=1 5; + 32;

29. [5] Какое из следующих уравнений верно? 

а) I;=, 3; = 0(3"-1 ) 

б) I:1 3i = 0(3" )  

в) I:1 3i = 0(3" ... 1 ) 

30. [5] Для каждой из следующих функций .f{п) найдите простую функцию g(.n), при кото­
рой.f{п) = 8(g(.n)) 
а) J; (n) = (\ 000)2" + 4п 

б) J; (n) = п + п log n + ..J,; 

в) fз (п) = log(n20 ) + (1og пY0 

г) fi (n) = (0, 99)" + п100 

А 

а) п

б) ( lgn) 1 2 

в) ..r;; 
г) \ Оп 
д) п

е) lg(n!) 

Суммирование 
32. [5] Докажите, что:  

1 2 - 22 + 32 - 42 + ". + (-1 /- 1k2 = (- \ )k- lk(k + 1 )/2 
33 .  [5] Определите формулу сумм ы  для чисел строки i следующего треугольника и докажи­

те ее правильность. Каждый элемент строки является суммой части строки из трех эле­
ментов непосредственно над ним. Отсутствующие элементы полагаются равными нулю. 

..r;; 
ncos(xn/8) 

1 00" 

(lgn)" 

n\gn 
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3 1 . [5] Для каждой пары выражений (А, В) в таблице укажите, какой именно функцией яв­
ляется А для В - функцией О, о, n, w или 8. Обратите внимание, что для любой из этих 
пар возможны несколько; один или ни одного варианта. Укажите все правильные отно­
шения. 

100

lgn

п 2
в 



34. [3] Допустим, что рождественские праздники длятся п дней .  Сколько точно подарков 
прислала мне ''любовь моя верная "? (Если вы не понимаете, о чем речь, выясните смысл 
вопроса самостоятельно.) 

35. [5] Рассмотрим следующий фрагмент кода. 
for i=l to n do 

for j =i to 2 * i  do 

output ' ' foobar ' ' 

Пусть Т(п) означает, сколько раз слово "foobar" печатается в зависимости от значения п .  

а) Выразите Т(п) в виде суммы (точнее, в виде двух вложенных сумм). 
б) Упростите выражение суммы.  Полностью распишите все преобразования. 

36. [5] Рассмотрим следующий фрагмент кода. 
for i=l to n/2 do 

for j =i to n- i do 

for k=l to j do 

output ' ' foobar ' ' 

Допустим, что п - четное. Пусть Т(п) означает, сколько раз слово "foobar" выводится 
в зависимости от значения п. 

а) Выразите функцию Т(п) в виде трех вложенных сумм .  

б )  Упростите выражение суммирования. Полностью распишите все преобразования. 

37. [6] На уроках арифметики в школе нам говорили, что х х у означает, что число х нужно 
написать у раз подряд и сосчитать сумму, т. е .  5 х 4 = 5 + 5 + 5 + 5 = 20. В ыразите в виде 
функции от п и Ь временную сложность умножения двух ч исел, которые в Ь-ичной сис­
теме счисления состоят из п цифр (люди работают в десятичной системе счисления, а 
компьютеры - в двоичной) методом многократного сложения. Будем считать, что ум­
ножение или сложение однозначных чисел занимает 0( 1 )  времени. (Подсказка: поду­
майте, насколько большим может быть число у в зависимости от п и Ь?) 

38. [6] На уроках арифметики нас также учили умножать большие числа поразрядно, т. е. 
1 27 х 2 1 1 = 1 27 х 1 + 1 27 х 1 0  + 1 27 х 200 = 26 397. Выразите в виде функции от п вре­
менную сложность умножения этим методом двух чисел из п цифр. Будем сч итать, что 
умножение или сложение однозначных чисел занимает 0( 1 )  времени. 

Логарифмы 
39. [5]  Докажите следующие тождества: 

а) log0 (.xy) = log0 х + logь у . 

б) log0 хУ = y log0 х . 
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[3] Докажите, что двоичное представление ч исла п 2: 1 содержит L lg2 пJ + 1 битов. 

42. [5] В одной из моих научных статей я привел пример алгоритма сортировки методом 
сравнений с временной сложностью O(n log(�)) . Почему это возможно, если нижняя 
граница сортировки определена как Q(п log п) ? 

Задачи, предлагаемые на собеседовании 
43 . [5] Имеется м ножество S из  п чисел. Из  этого множества нужно выбрать такое подмно­

жество S' из k чисел, чтобы вероятность вхождения каждого элемента из множества S 
в подмножество S' была одинаковой (т. е . ,  чтобы вероятность выбора каждого элемента 
была равна kln). Выбор нужно сделать за один проход по числам множества S. Решите 
задачу также для случая, когда число п неизвестно? 

44. [5] Нужно сохранить тысячу элементов данных в тысяче узлов. В каждом узле можно 
сохранить копии только трех разных элементов. Разработайте схему создания копий, 
позволяющую м инимизировать потерю данных При выходе узлов из строя. Сколько 
утерянных элементов данных нужно ожидать в случае выхода из строя трех произволь­
ных узлов? 

45. [5] Имеется следующий алгоритм поиска наименьшего числа в массиве чисел А [О, ... ,п] .  
Для хранения текущего минимального ч исла используется переменная tmp. Начиная 
с ячейки массива А [О] значение переменной tmp сравнивается по порядку со значениями 
ячеек A [ I ] , А [2], . . .  , A [N] . Если значение ячейки A [i] окажется меньше значения tmp 
(A [i] < tmp), то оно записывается в переменную tmp (tmp = A[i]). Сколько нужно ожи­
дать таких операций присваивания? 

46. [5] Имеется 1 00-этажное здание и несколько небольших шариков из камня.  Нужно оп­
ределить самый нижний этаж, чтобы брошенный с него шарик разбился. Сколько вре­
мени понадобится для определения этого этажа при неограниченном количестве шари­
ков? При наличии только двух шариков? 

47. [5] Вам дали 1 0  кошельков с золотыми монетами. Монеты в девяти из этих кошельков 
весят по 1 О грамм каждая, а в оставшемся кошельке - на 1 грамм меньше. С помощью 
цифровых весов нужно найти кошелек с легкими монетами, выполнив лишь одно взвеr 
шивание. 

48. [5] У вас есть восемь шариков одинакового размера. Семь из них имеют одинаковый 
вес, восьмой шарик чуть тяжелее остальных. Нужно найти этот шарик, выполнив лишь 
два взвеш ивания. 

49. [5] Допустим, что планируется слить п компаний в одну. Сколько имеется разных спо­
собов для осуществления этого слияния? 

50. [5] Число Рамануджана-Харди - это число, представимое в виде суммы двух кубов 
двумя различными способами. Иными словами, существуют четыре разных числа а, Ь, с 
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40. [3 ] Докажите, что Гlg(n + 1) l = L lg п J + 1 .

4 1 .  



Задачи по программированию
Эти задачи доступны на сайтах http://www.programming-challenges.com и http:/
/uva.onlinejudge.org.
1 .  Primary Arithmetic. 1 1 050 1 / 1 0035 .

2 .  А Multiplication Game. 1 1 0505/847.

3. Light, More Light. 1 1 070 1 / 1 0 1 1 0.

и d ,  для которых а3 + Ь3 = с3 + dз . Сгенерируйте все ч исла Рамануджана-Харди для а, Ь,
с, d <  п.

5 1 .  [7] Шести пиратам нужно поделить между собой 300 долларов следующим способом.
Самый старший пират предлагает, как нужно разделить деньги, после чего пираты го­
лосуют по его предложению. Если предложение одобрено, по крайней мере половиной
пиратов, то деньги распределяются в соответствии с предложенным способом. В про­
тивном случае автора предложения убивают, и следующий по старшинству пират пред­
лагает свой способ. Процесс повторяется. Ответьте, каков будет результат этого деле­
ния, и обоснуйте. То есть, сколько пиратов останется в живых, и каким образом будут
распределены деньги? Все пираты обладают хорошим умом, и самая приоритетная за­
дача каждого - остаться в живых, а следующая по важности - получить как можно
большую долю денег.

52. [7] Вариант предыдущей задачи. Пираты делят только один неделимый доллар. Кто по­
лучит этот доллар, и сколько пиратов будет убито?
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Замену структуры данных в медленно работающей программе сравнить с пересадкой
органа. Такие важные классы абстрактных типов данных, как контейнеры, словари и
очереди с приоритетами, могут реализовываться посредством разных, но функцио­
нально эквивалентных структур данных. Замена структуры данных одного типа
структурой данных другого типа не влияет на правильность программы, т. к. предпола­
гается, что одна правильная реализация заменяется другой правильной реализацией.
Но в реализации другого типа данных могут применяться операции с иными времен­
ными отношениями, в результате чего общая производительность программы может
значительно повыситься . Подобно ситуации с больным, нуждающимся в пересадке
одного органа, для повышения производительности программы может оказаться доста­
точным заменить лишь один ее компонент.

Но так как в сегодняшних курсах по структурам данных внимание фокусируется боль­
ше на абстракции данных и на объектно-ориентированном программировании, чем на 
деталях представления структур в памяти, то мы повторим этот материал здесь, чтобы 
убедиться в том, что вы его полностью понимаете. 

3. 1 . Смежные и связные структуры данных
В зависимости от реализации (посредством массивов или указателей) структуры дан­
ных можно четко разбить на два типа - смежные и связные.
+ Смежные структуры данных реализованы в виде непрерывных блоков памяти.

К ним относятся массивы, матрицы, кучи и хэш-таблицы.
+ Связные структуры данных реализованы в отдельных блоках. памяти, связанных

вместе с помощью указателей. К этому виду структур данных относятся списки,
деревья и списки смежных вершин графов.

Конечно, лучше с рождения иметь здоровое сердце, чем жить в ожидании донорского.
То же самое справедливо и в случае со структурами данных. Наибольшую пользу от
применения хороших структур данных можно получить, лишь заложив их использова-
ние в программу с самого начала. п ри написании этои�  книги предполагалось, что ее
читатели уже имеют знания об элементарных структурах данных и манипуляциях ука­
зателями.

Как и при изучении большинства предметов, при изучении структур данных важнее
хорошо освоить основной материал, чем бегло ознакомиться с более сложными поня­
тиями. Здесь мы обсудим три фундаментальных абстрактных типа данных, контейне­
ры, словари и очереди с приоритетами, и рассмотрим, как они реализуются посредст­
вом массивов и списков. Более сложные реализации структур данных рассматриваются
в релевантной задаче в каталоге задач.

Структуры данных
ГЛАВА 3



В этом разделе дается краткий обзор сравнительных характеристик смежных и связных
структур данных. Разница между ними более тонкая, чем может показаться с первого
взгляда, поэтому я призываю не игнорировать этот материал, даже если вы и знакомы с
этими типами структур данных.

3.1 . 1 . Масси вы

Массив представляет собой основную структуру данных смежного типа. Записи дан­
ных в массивах имеют постоянный размер, что позволяет с легкостью найти любой
элемент по его индексу (или адресу).

Перечислим достоинства массивов.

Эффективное использование памяти. Массивы содержат только данные, поэтому
память не тратится на указатели и другую форматирующую информацию. Кроме
этого, для элементов массива не требуется использовать метку конца записи, т. к.
все элементы массива имеют одинаковый размер.

1 Данная аналогия неприменима в случае с нумерацией домов в Японии. Там дома нумеруют в по­
рядке их возведения, а не физического расположения. Поэтому найти какой-либо дом в Японии no
его адресу, не имея карты, очень трудно.

Хорошей аналогией массива будет улица с домами, где каждый элемент массива соот­
ветствует дому, а индекс элемента - номеру дома. Считая, что все дома одинакового
размера и пронумерованы последователыно от 1 до п, можно определить точное место­
нахождение каждого дома по его адресу 1 •  

Локальность в памяти. Одна из самых распространенных идиом программирова­
ния - обработка элементов структуры данных в цикле. Массивы хорошо подходят
для операций такого типа, поскольку обладают отличной локальностью в памяти.
В современных компьютерных архитектурах физическая непрерывность послед.ова­
тельных обращений к данным помогает воспользоваться высокоскоростной кэш­
памятью.

+ 

Недостатком массивов является то, что их размер нельзя изменять в процессе исполне­
ния программы. Попытка обращения к (п + 1 )-му элементу массива размером п элемен­
тов немедленно вызовет аварийное завершение программы. Этот недостаток можно
компенсировать объявлением массивов очень  больших размеров, но это может повлечь
за собой чрезмерные затраты памяти, что опять наложит ограничения на возможности
программы.
В действительности, размеры массива можно изменять во время исполнения програм­
мы посредством приема, называющегося динамическим выделением памяти. Допус­
тим, мы начнем с одноэлементного массива размером т и будем удваивать его каждый
раз до 2т, когда предыдущий размер становится недостаточным. Этот процесс состоит
из выделения памяти под новый непрерывный массив размером 2т, копирования со-
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держимого старого массива в нижнюю половину нового и возвращения памяти старого 
массива в систему распределения памяти . 

lg n lg n t() 

м = z>п/2; = п L: i l 2; � п L: i l  2; = 2п 
i=l i=l 

Самой главной проблемой при использовании динамических массивов является отсут­
ствие гарантии постоянства времени доступа в наихудшем случае. Теперь все обраще­
ния будут быстрыми, за исключением тех относительно нечастых обращений, вызы­
вающих удвоение массива. Зато у нас есть уверенность, что п-е обращение к массиву
будет выполнено достаточно быстро, чтобы общее затраченное усилие осталось таким
же О(п).

Так как синтаксис и возможности указателей значительно различаются в разных язы­
ках программирования, то мы начнем с краткого обзора указателей в языке С. Пере­
менная указателя р содержит адрес памяти, по которому находится определенный блок
данных• .  В языке С  указатель при объявлении получает тип, соответствующий типу
данных, на которые этот указатель может ссылаться . Операция, обозначаемая *р,

назsвается разыменованием указателя и возвращает значение элемента данных, рас-

i=l 

Указатели позволяют удерживать воедино связные структуры. Указатель - это адрес
ячейки памяти . Переменная, содержащая указатель на элемент данных, может предос­
тавить большую гибкость в работе с этими данными, чем просто их копия. В качестве
примера указателя можно привести номер сотового телефона, который позволяет свя­
заться с владельцем телефона независимо от его местоположения внутри зоны дейст­
вия сети .

3.1 .2. Указател и и связн ые структуры данн ых 

1 
В языке С разрешается лрямая манилуляция адресами такими способами, которые могут лривести 

Jаvа-лрограммистов в ужас, но в этой книге мы воздержимся от применения подобных методов. · 

Таким образом, каждый из п элементов массива, в среднем, перемещается только два 
раза, а общая временная сложность управления динамическим массивом определяется 
той же самой функцией О(п), какая справедлива для работы с одним статическим мас­
сивом достаточного размера. 

Если половина элементов перемещается один раз, четверть элементов два раза и т. д" 
то общее число перемещений определяется следующей формулой : 

ждает вопрос: сколько раз может возникнуть необходимость перекопировать элемент
массива после п вставок? Давайте разберемся. Первый вставленный элемент нужно
будет перекопировать при расширении массива после первой, второй, четвертой, вось­
мой и т. д. вставок. Для расширения массива до размера в п элементов потребуется
log2n удваиваний .  Но большинство элементов не подвергается слишком большому
числу перемещений . Более того, элементы с (п/2 + 1) по п будут перемещены, самое
большее, один раз, а могут и вообще не перемещаться .

Очевидным расточительством в этой процедуре является операция копирования со­
держимого старого массива в новый при каждом удвоении размера массива. Это поро­
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положенного по адресу, содержащемуся в переменной указателя р. А операция, обо­
значаемая &х, называется взятием адреса и возвращает адрес (т. е. указатель) данной 
переменной х. Специальное значение NULL применяется для обозначения неинициали­
зированного указателя или указателя на последний элемент структуры данных. 
Все связные структуры данных имеют определенные общие свойства, что видно из 
следующего объявления типа связного списка (листинг 3 . 1  ). 

typedef struct list { 
item_type item; / * Данные * / 

struct list * next ; /* Указатель на следующий узел * /  

list ; 

В частности : 

Простейшей связной структурой является список, пример которого показан на рис. 3 . 1 . 

��� � __� -- __ __ _

Рис. 3. 1 .  Пример связного списка с полями данных и указателями 

list *search_list ( list * 1 ,  item_type х )  

if ( 1 == NULL ) return (NULL ) ;

if ( 1->item == х )

return ( l ) ;

Листинг 3.1. Объявление структуры связанного списка

ClintonJeffersonLincoln NIL

Поиск элемента х в связном списке можно выполнять итеративным или рекурсивным
.методом. В листинге 3 .2 приведен пример реализации рекурсивного поиска.

Списки поддерживают три основных операции : поuск (search), вставку ( insert) и удШ1е­
ние (delete). В двунаправленных или двусвязных списках (douЬly- l i nked l i st) каждый узел 
содержит указатель как на следующий, так и на предыдущий узел . Это упрощает опре­
деленные операции за счет дополнительного поля указателя в каждом узле. 

Поиск элемента в связном списке 

Листинг 3.2. Рекурсивный поиск элемента в связанном списке

{

наконец, требуется указатель на начало структуры, чтобы мы знали, откуда начи­
нать обращение к ней. 

каждый узел также содержит поле указателя на следующий узел (поле next) . Это 
означает, что в связных структурах данных большой объем используемой ими  па­
мяти должен отдаваться под хранение указателей, а не полезных данных; 

каждый узел в нашей структуре данных (структура list) содержит одно или не­
сколько полей, предназначенных для хранения данных (поле item) ;

+ 

+ 

+ 
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else 

return ( search_list ( l->next , х )  ) ;  

Если список содержит элемент х, то он находится либо в начале списка, либо в мень­
шей оставшейся части списка. В конце концов, задача сводится к поиску в пустом спи­
ске� который, очевидно, не может содержать элемент х. 

Вставка элемента в связный список 
Код вставки элементов в однонаправленный связный список представлен в лис­
тинге 3 . 3 .  

void insert_list ( list  * * 1 ,  item_type х )  

{ 
l i st *р;  / *  Временный указатель * /  

р = mal loc ( s i zeof ( l ist ) ) ;  

p->item = х ;  

p->next = * 1 ;  

* 1  = р ;  

Удаление элемента из связного списка
Удаление элемента из связного списка является более сложной операцией. Сначала
нам нужно найти указатель на элемент списка, предшествующий удаляемому элементу.
Это выполняется рекурсивным способом (листинг 3 .4).

list *predecessor_l i st ( l i st * 1 ,  item_type х )  

{ 
i f  ( ( 1  == NULL ) 1 1  ( 1->next == NULL ) ) { 

print f ( " Error : predecessor sought оп nul l  list . \n" ) ; 

return ( NULL ) ; 
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}

}

Листинг 3.3. Вставка элемента в однонаправленный связанный список

Так как нам не требуется содержать элементы списка в каком-либо определенном по­
рядке, то мы можем вставлять каждый новый элемент туда, куда его проще всего вста­
вить. Вставка элемента в начало списка позволяет избежать необходимости обхода 
списка, хотя и требует обновления указателя (переменная 1) на начало списка. 
Обратите внимание на две особенности языка С. Функция mal loc возвращает указатель 
на блок памяти достаточного размера, выделенный для нового узла, в котором будет 
храниться элемент х. Двойная звездочка (* * 1) означает, что переменная 1 является ука­
зателем на указатель на узел списка. Таким образом, строчка кода * l=p; копирует зна­
чение р в блок памяти, на который ссылается переменная 1, которая является внешней 
переменной, обеспечивающей доступ к началу списка. 

Листинг 3.4. Поиск указателя на элемент, предшествующий удаляемому
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Найти элемент, предшествующий удаляемому, нужно потому, что он содержит указа­
тель next на следующий, в данном случае удаляемый, узел, который нужно обновить
после удаления узла. После проверки существования узла, подлежащего удалению,
собственно операция удаления не представляет собой ничего сложного. При удалении
первого элемента связного списка нужно быть особенно внимательным, чтобы не за­
быть обновить указатель (переменную 1) на начало списка (листинг 3 .5).

delete_list ( list * * l , item_type х )  

{ 
list *р;  / *  Указатель на узел * /  

list *pred; / *  Указатель на предшествующий узел * /  

list * search_list ( ) ,  *predecessor_l i st ( ) ;  
р = search_l ist ( * l , x ) ; 
if (р ! =  NULL) { 

pred = predecessor_l ist ( * l , x ) ; 

if (pred == NULL ) / *  Соединяем список * /  
* 1  = p->next ; 

else 
pred->next = p->next ; 

free (р ) ; / *  Освобождение памяти узла * /  

В языке С требуется явное освобождение памяти, поэтому после удаления узла необ­
ходимо освободить занимаемую им память, чтобы возвратить ее в систему.

Связные списки имеют следующие преимущества над статическими массивами: 
+ переполнение в связных структурах невозможно, если только сама память не пере­

полнена; 
+ операции вставки и удаления элементов проще соответствующих операций над не-

прерывными списками (т. е. массивами); 
+ при работе с большими записями перемещение указателей происходит легче и бы-

стрее, чем перемещение самих записей . 
Недостатки связных списков таковы: 
+ связным структурам необходимо дополнительное место для хранения указателей; 
+ в связном списке нет эффективного произвольного досrупа к элементам; 
+ массивы обладают лучшей локальностью в памяти и более эффективны в использо­

вании кэш-памяти, чем связные списки. 

Глава 3. Структуры�данных

}}
}

if , ( 1->next ) ->item == х )
return ( l ) ;

else
return ( predecessor_l i st ( l->next , х) ) ;

}

Листинг 3.5. Удаление элемента связанного списка

3. 1 .3. Сравнен ие 



ПОДВЕДЕНИЕ итогов 
Динамическое выделение памяти обеспечивает гибкость в выборе способа и момента ис­
пользования этого ограниченного ресурса. 

Напоследок заметим, что списки и массивы можно рассматривать, как рекурсивные 
объекты. 
+ Списки. После удаления первого элемента связного списка мы имеем такой же 

связный список, только меньшего размера. То же самое справедливо .для строк, 
поскольку в. результате удаления символов из строки получается более короткая 
строка. 

+ Массивы. Отделение первых k элементов от массива из п элементов дает нам два 
массива меньших размеров, а именно размером k и п - k элементов соответственно. 

Термин  контейнер (container) обозначает структуру данных, позволяющую хранить и 
извлекать данные независимо от содержимого. В противоположность контейнерам, 
словари представляют собой абстрактные типы данных, которые извлекаются по клю­
чевому значению или содержимому. Словари рассматриваются в разделе 3. 3. 

Контейнеры различаются по поддерживаемому ими типу извлечения данных. В двух 
наиболее важных типах контейнеров порядок извлечения зависит от порядка помеще­
ния: 
+ Стеки. Извлечение данных осуществляется в порядке LIFO (" last in ,  ftrst out", "по­

следним вошел - первым вышел"). Стеки легко реализуются и обладают высокой
эффективностью. По этой причине стеки удобно применять в случаях, когда поря­
док извлечения данных не имеет никакого значения, например, при обработке па­
кетных заданий. Операции вставки и извлечения данных для стеков называются
pиsh (запись в стек) и рор (снятие со стека):

Порядок LIFO возникает во многих реальных ситуациях. Например, из набитого
битком вагона метро пассажиры выходят в порядке LIFO. Продукты из холодиль­
ника нередко вынимаются в этом же порядке, е игнорированием сроков годности .
По крайней мере, такой порядок применяется в моем холодильнике. В алгоритмах
порядок LIFO обычно возникает при выполнении рекурсивных операций.
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3.2. Стеки и очереди 

Знание этого свойства позволяет упростить обработку списков и создавать эффектив­
ные алгоритмы ти па "разделяй и властвуй", такие как быстрая сортировка (quicksort) и
двоичный поиск.

• push(x,s) - вставить элемент х на верх (в конец) стека s; 
• pop(s) - извлечь (и удалить) верхний (последний) элемент из стека s. 

+ Очереди. Очереди поддерживают порядок извлечения FIFO ("ftrst-in, ftrst-out", "пер­
вым вошел - первым вышел"). Использование этого порядка определенно самый
справедливый способ управления временем ожидания обслуживания. Компьютер
обрабатывает задачи в порядке FIFO, чтобы минимизировать максимальное время
ожидания. Обратите внимание, что среднее время ожидания будет одинаковым, не­
зависимо от применяемого порядка, будь то FIFO или LIFO. Но так как данные мно-
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гих вычислительных приложений не теряют актуальность бесконечно долго, вопрос 
максимального времени ожидания становится чисто академическим.
Очереди реализовать несколько труднее, чем стеки, и поэтому их применение 
больше подходит для приложений, в которых порядок извлечения данных является 
важным, например, эмуляции определенных процессов. Применительно к очередям 
операции вставки и извлечения данных называются enqueue (поставить в очередь) и 
dequeue (вывести из очереди) соответствен но:

Далее в книге мы увидим применение очередей в качестве основной структуры 
данных для управления поиском в ширину в графах.

На практике стеки и очереди можно реализовать посредством массивов или связных 
списков. Ключевой вопрос состоит в том, известна ли верхняя граница размера кон­ 
тейнера заранее, т. е. имеется ли возможность использовать статические массивы.

3.3. Словари
Тип данных словарь позволяет доступ к данным по  содержимому. Словари применя­ 
ются для хранения данных, которые можно быстро найти в случае надобности . Далее 
приводится список основных операций, поддерживаемых в словарях:
+ search(D,k) - возвращает указатель на элемент словаря D с ключом k, если такой

элемент существует;

Некоторые словари также поддерживают другие полезные операции :
+ max(D) и min(D) - возвращает указатель на  элемент множества D, имеющий наи­

больший или наименьший ключ. Это позволяет использовать словарь в качестве 
очереди с приоритетами, которая рассматривается в разделе 3. 5;

С помощью только что перечисленных словарных операций можно выпоµнять многие 
распространенные задачи обработки данных. Допустим, нам нужно удалить все повто-
ряющиеся имена из списка рассылки, затем отсортировать и распечатать получивший­
ся список. Для выполнения этой задачи инициализируем пустой словарь D, для которо­

в нем данного имени. Если имя отсутствует в словаре, то вставляем его с помощью 
операции insert. Обработав весь список, извлекаем результаты из словаря . Для этого, 
начиная с наименьшего элемента словаря (операция min(D)), выrюлняем операцию 
successor, пока не дойдем до наибольшего элемента (операция max(D)), обойдя таким 
образом по порядку все элементы словаря .

• enqueue(x,q) - вставить элемент х в конец очереди q;
• dequeue(q) -  извлечь (и удалить) элемент в начале  очереди q.

+ insert(D,x) -  добавляет элемент, на который указывает х, в словарь D; 
+ de/ete(D,x) - удаляет из словаря D элемент, на который указывает х.

predecessor(D,k) и successor(D,k) - возвращает элемент из отсортированного масси­
ва D, предшествующий элементу с ключом k или стоящий сразу после него сооответ­
ственно. Это позволяет обрабатывать в цикле все элементы этой структуры данных.

+ 

го ключом поиска будет служить имя записи .  Потом считываем записи из списка РаС­ 
сылки и для КаждоЙ записи выполняем операцию search в словаре на предмет наличия



О(п) 
delete(L,x) 0( 1 )* О(п) 
successor(L,x) О(п) 0( 1 )

predecessor( L,x) О(п) 0( 1 )  
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Определяя подобные задачи в терминах абстрактных операций над словарем, мы от­
влекаемся от деталей представления структуры данных и концентрируемся на решении  
задачи .  

Остановка для размышлений. Сравнение реализаций словаря ( 1 )  

+ неотсортированного массива; 
+ отсортированного массива. 
Решение. Эта (а также следующая) задача демонстрирует компромиссы, на которые 
приходится идти при разработке структур данных. Конкретное представление данных 
может обеспечить эффективную реализ�щию одних операций за счет снижения эффек­
тивности других. 

Таблица 3. 1 .  Сложность основных словарных операций для массивов

Словарная операция Неотсортированный массив Отсортированный массив 

search(L,k) О(п) O(logn)

insert( L,x) 0( 1 )

Далее в этом разделе мы внимательно рассмотрим простые реализации словаря на  ос­ 
нове массивов и связных списков. Более мощные реализации ,  такие как использование 
двоичных деревьев поиска (см. раздел 3. 4) и хэш-таблицы (см. раздел 3. 7), также явля­ 
ются привлекательными вариантами .  Подробно словарные структуры данных рассмат­ 
риваются в разделе 12. 1 .  Читателям настоятельно рекомендуется просмотреть этот раз­ 
дел, чтобы получить лучшее представление об имеющихся возможностях.

В решении этой задачи мы будем полагать, что кроме массивов, упомянутых в форму­ 
лировке, мы имеем доступ к нескольким переменным, в частности, к переменной п, 
содержащей текущее количество элементов массива. Обратите внимание на необходи­ 
мость обновлять эти переменные в операциях, изменяющих их значения (например, 
insert и delete), и на то, что стоимость такого сопровождения нужно включать в стои­ 
мость этих операций.

Чтобы понять, почему операция имеет данную сложность, необходимо выяснить, ка­
ким образом она реализуется. Рассмотрим сначала эти операции для неотсортирован­
ного массива А.

Сложность основных словарных операций для неотсортированных и отсортированных 
масси вов показана в табл. 3 . 1 .

ЗАДАЧА. Определите асимптотическое время исполнения в наихудшем случае для 
каждой из семи основных словарных операций (search, insert, delete, successor, 
predecessor, minimum и maximum) для структуры данных, реализованной в виде:
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+ 

+ При выполнении операции insert значение переменной п увеличивается на единицу, 
после чего элемент х копируется в п-ю ячейку массива А[п]. Основная часть массива 
не затрагивается этой операцией, поэтому время ее исполнения будет постоянным. 

+ Определен операци pred отсортированног масси­
ва. Но результатом выполнения этих операций в неотсортированном массиве не бу­
дет элемент А[х - l ]  (или А [х + l ]), т. к. физически предыдущий (или следующий 
элемент) не обязательно будет таковым логически. В данном случае элементом, 
предшествующим элементу А[х], будет наибольший из элементов, меньших А[х]. 
Аналогично, следующим элементом за А [х] будет наименьший из элементов, 
больших А[х] . Чтобы найти предшествующий или следующий элемент в неотсорти­
рованном массиве А, необходимо просмотреть все его п элементов, что занимает 
линейное время . 

Реализация словаря в отсортированном массиве переворачивает наши представления 
о трудных и легких операциях. В данном случае нахождение нужного элемент посред­
ством двоичного поиска занимает время O(logn), т. к. мы знаем, что средний элемент 
находится в ячейке массива А [п/2] . А поскольку верхняя и нижняя половины массива 
также отсортированы, то поиск может продолжаться рекурсивно в соответствующей 
половине. Количество делений массива пополам, требуемое для получения половины 
из одного элемента, равно [lgn]. 
Отсортированность массива полезна и для других словарных операций. Наименьший и 
наибольший элементы находятся в ячейках A [ l ] и А [п] соответственно, а элементы, 
идущие непосредственно до и после элемента А[х], - в ячейках А[х - l ]  и А [х + l ]  'со­
ответственно. 
Но операции вставки и удаления элементов становятся более трудоемкими, т. к. созда­
ние места для нового элемента или заполнение промежутка после удаления может по­
требовать перемещения многих элементов массива. Вследствие этого обе операции 
исr:юлняются за линейное время .  • 

При выполнении операции search ключ поиска k сравнивается с (возможно) каждым 
элементом неотсортированного массива. Таким образом, в наихудшем случае, когда 
ключ k отсутствует в массиве, время поиска будет линейным.

Операция delete несколько сложнее, что обозначается звездочкой (*) в табл . 3 .  l .  По 
определению, в этой операции передается указатель х на элемент, который нужно 
удалить, поэтому нам не нужно тратить время на поиск этого элемента. Но удаление 
элемента из массива оставляет в нем промежуток, который нужно заполнить. Этот 
промежуток можно было бы заполнить, сдвинув все элементы массива, следующие 
за ним, т. е. элементы с А[х + l ]  по А[п], вверх на одну позицию, но в случае удале­ 
ния первого элемента эта операция займет время Е>(п). Поэтому будет намного луч­ 
ше просто записать в ячейку А [х] содержимое последней ячейки А [п] массива и 
уменьшить значение п на единицу. Время исполнения этой операции будет посто­ 
янным.

ия й ecessor и successor даются для о

+ 

Операции minimum и maximum также определены только для отсортированного 
массива. Поэтому, чтобы найти наибольший или наименьший элемент в неотсорти­ 
рованном массиве, необходимо просмотреть все его элементы, что также занимает 
линейное время .

+ 



О(п) О(п) О(п) 

insert( L,x) 0( 1 )  0( 1 )  О(п) О(п) 

delete( L,x) О(п)* 0( 1 )  О(п)* 0( 1 )  

successor( L,x) О(п) О(п) 0( 1 ) 0( 1 ) 

predecessor(L,x) О(п) О(п) О(п)* 0( 1 )  

minimum(L) О(п) О(п) 

ПОДВЕДЕНИЕ итогов
При разработке струюуры данных должны быть сбалансированы скорости выполнения 

всех поддерживаемых ею операций. Струюура, обеспечивающая максимально быстрое 
выполнение как операции А, так и операции В, вполне может оказаться не самой подхо­ 

дящей (в смысле скорости работы) для этих операций, взятых в отдельности.

ЗАДАЧА. Определите асимптотическое время исполнения в наихудшем случае для 
каждой из семи основных словарных операций для структуры данных, реализованной 
в виде :
+ однонаправленного связного неотсортированного списка; 
+ двунаправленного связного неотсортированного списка;
+ однонаправленного связного отсортированного списка;
+ двунаправленного связного отсортированного списка.

Таблица 3.2. Производительность словарных операций в связных структурах данных 

Словарная 
Односвязный  Двусвязный Односвязный Двусвязный 

неотсортирован- неотсортирован- отсортированный отсортированный 
операция 

ный список ный список список список 

search(L,sk) О(п) 

0( 1 )  0( 1 ) 

maximum(L) О(п) О(п) 0( 1 )* 0( 1 )

Так же, как и в случае с неотсортированными массивами, операция поиска неизбежно 
будет медленной, а операции модифицирования - быстрыми.

предшествующий элемент, т. к. именно его поле указателя необходимо обновить 
после удаления .  Следовательно, требуется найти этот элемент, а его поиск в одно-
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Остановка для размышлений. Сравнение реализаций словаря (11)

операций для каждого типа структуры данных показана в табл . 3 .2 .  Операции, оценка 
производительности которых представляет особые трудности, помечены звездоч­ 
кой {*).

момента: тип связности списка (однонаправленная или двунаправленная) и его упоря­ 
доченность (отсортированный или неотсортированный). Производительность этих

Решение. При оценке производительности необходимо принимать во внимание два 

+ Операции insertldelete. Здесь сложность возникает при удалении элемента из одно­
связного списка. По определению операции delete передается указатель х на эле­ 
мент, который нужно удалить. Однако в действительности нам нужен указатель на 



Удаление элемента из отсортированного двусвязного списка выполняется быстрее, 
чем из отсортированного массива, т. к. связать предшествующий и последующий 
элементы списка дешевле, чем заполнять промежуток в массиве, перемещая остав­ 
шиеся элементы. Но удаление из односвязного отсортированного списка тоже ус­ 
ложняется необходимостью поиска предшествующего элемента.

+ Операции predecessor и successor. Реализация операции  predecessor усложняется 
уже упомянутой проблемой поиска указателя на предшествующий элемент. В от­ 
сортированных списках обоих типов логически следующий элемент эквивалентен 
следующему узлу и, поэтому, время обращения к нему постоянно.

1 AbЬott и Costello - знаменитый американский комический дуэт. - Прим. перев. 

связном списке занимает линейное время. Данная проблема не возникает в двусвяз­ 
ном списке, т. к. мы можем сразу же получить предшественника удаляемого элемента.

Глава 3. Структуры�данных� 95

Операция maximum. Наибольший элемент находится в конце списка, и чтобы доб­ 
раться до него, обычно потребуется время 0(п) как в односвязном, так и в двусвяз­ 
ном списке.

+ 

Но можно поддерживать указатель на конец списка при условии, что нас устраива­ 
ют расходы по обновлению этого указателя при каждой вставке и удалении .  В дву­
связных списках этот указатель на конечный элемент можно обновлять за постоян­ 
ное время: при вставке проверять, имеет ли last->next значение NULL, а при удале­ 
нии переводить указатель last на предшественник last в списке, если удален 
последний элемент.

 Пока что мы ознакомились со структурами данных, позволяющими выполнять быст­ 
рый поиск или гибкое обновление, но не быстрый поиск и гибкое обновление одновре­ 
менно. В неотсортированных двусвязных списках для операций вставки и удаления

3.4. Двоичные деревья поиска

В случае односвязных списков у нас нет эффективного способа найти этот предше­ 
ственник. Как же мы получаем время исполнения операции maximum равным 0( 1 ) 
в таких списках? Трюк заключается в списывании  затрат на каждое удаление, кото­ 
рое уже заняло линейное время . Дополнительный проход для обновления указате­
ля, выполняемый за линейное время, не причиняет никакого вреда асимптотической 
сложности операции delete, но дает нам выигрыш в виде постоянного времени вы­ 
полнения операции maximum как вознаграждение за четкое мышление. •

Операция search. Упорядоченность элементов не дает таких преимуществ при поис­ 
ке в связном списке, как при поиске в массиве. Мы больше не можем выполнять 
двоичный поиск, т. к. мы не можем получить доступ к среднему элементу, не обра­ 
тившись ко всем предшествующим ему элементам. Однако упорядоченность прино­ 
сит определенную пользу в виде быстрого завершения неуспешного поиска. Дейст­ 
вительно, если мы не нашли запись Abbott, дойдя до Coste//0 1 ,  то можно сделать вы­ 
вод, что такой записи не существует вообще. Тем не менее, поиск в наихудшем 
случае занимает линейное время.

+ 



struct tree *parent ; 

st ruct t ree * left ;
st ruct t ree * right ;

tree ;
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записей требуется время 0( 1 ), а для операций поиска - линейное время в худшем слу­ 
чае. Отсортированные массивы обеспечивают логарифмическое время выполнения 
двоичного поиска и линейное время выполнения вставок и удалений.
Для двоичного поиска необходимо иметь быстрый доступ к двум элементам, а именно 
средним элементам верхней и нижней частей массива по отношению к данному эле­ 
менту. Иными словами, нужен связный список, в котором каждый узел содержит два 
указателя .  Так мы  приходим к идее двоичных деревьев поиска.
Корневое двоичное дерево определяется рекурсивно либо как пустое, либо как состоя­ 
щее из узла, называющегося корнем, из которого выходят два корневых двоичных де­ 
рева, называющиеся левым и правым поддеревом . В корневых деревьях порядок "род­ 
ственных" узлов имеет значение, поэтому левое поддерево отличается от правого. На 
рис. 3 .2 показаны пять разных двоичных деревьев, которые можно создать из трех 
узлов.

Рис. 3.2. Пять разных двоичных деревьев поиска с тремя узлами

Кроме поля ключа каждый узел двоичного дерева имеет поля left, right и parent, ко­ 
торые содержат указатели на левый и правый дочерние узлы и на родительский узел 
соответственно. (Единственным узлом, указатель parent которого равен NULL, является 
корневой узел всего дерева.) Эти отношения показаны на рис. 3 .3 .
В листинге 3 .6 приводится объявление типа для структуры дерева.

typedef struct tree { 
item_type item; / * Элемент данных * / 

/ * Указатель на родительский узел * / 

/ * Указатель на левый дочерний узел * / 

/ * Указатель на правый дочерний узел * / 

Листинг 3.6. Объявление типа для структуры дерева

меток на деревьях поиска. Для любого двоичного дерева с количеством узлов п и лю­ 
бого множества из п ключей существует только один способ постановки меток, кото­ 
рый делает его двоичным деревом поиска. Допустимые способы постановки меток для 
двоичного дерева из трех узлов показаны на рис. 3 .2.

Каждый узел двоичного дерева поиска помечается ключом х таким образом, что для 
любого такого узла ключи всех узлов в его левом поддереве меньше х, а ключи всех 
узлов в его правом поддереве больше х. Это достаточно необычный способ постановки

3.4.1. Реализация двоичных деревьев
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а) б) в) 

Двоичные деревья поддерживают три основные операции : поиск, обход, вставку и уда­
ление.

Схема маркировки двоичного дерева поиска однозначно определяет расположение 
каждого ключа. Поиск начинается с корневого узла дерева. Если узел не содержит ис­ 
Комый ключ х, то в зависимости от того, меньше или больше значение искомого ключа 
значения ключа корневого узла, поиск продолжается в левом или правом дочернем 
узле соответственно. Этот алгоритм основан на том, что как левое, так и правое подде­ 
рево двоичного дерева сами являются двоичными деревьями. Реализация такого рекур­ 
сивного алгоритма поиска в двоичном дереве показана в листинге 3 .7.

tree *search_tree ( tree * 1 ,  item_type х )  

{ 

} 

if ( 1  == NULL ) return (NULL ) ; 

if ( 1->item == х )  return ( l ) ; 

if ( х  < 1->item) 

return ( search_tree ( l->left , х) ) ;  

else 
return ( search_tree ( l->right , х)  ) ;  

Листинг 3.7. Алгоритм рекурсивного поиска произвольного элемента в двоичном дереве

Время исполнения этого алгоритма равно O(h), где h обозначает высоту дерева. 

Реализация операции поиска наименьшего элемента требует понимания, каким обра­ 
зом этот элемент размещается в дереве. Согласно определению двоичного дерева, наи­ 
меньший ключ должен находиться в левом поддереве корневого узла, т. к. значения 
всех ключей в этом дереве меньше, чем значение ключа корневого узла. Поэтому, как 
показано на рис. 3 .3 ,  6, наименьший элемент должен быть самым левым потомком 
корневого узла. Алгоритм поиска наименьшего элемента двоичного дерева показан 
в листинге 3 .8 .

Поиск наименьшего и наибольшего элементов дерева 

Поиск в дереве

left
right

parent
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Рис. 3.3. Отношения в двоичном дереве (а) , поиск наименьшего (б) и наибольшего (в)  элементов в двоич ном
дереве



void traverse_t ree ( tree * 1 )  

i f  ( 1  ! =  NULL ) { 
t raverse_tree ( l->left ) ; 

process_item ( l->item) ; 

traverse_tree ( l->right ) ; 

tree * find_minimum ( tree * t )

tree *min; / *  Указатель н а  наименьший элемент * /  

i f  ( t  == NULL ) return ( NULL ) ; 

min = t ;  

whi le (min->left ! =  NULL ) 

min = min->left ; 

return (min ) ; 

Аналогично, наибольший элемент должен быть самым правым потомком корневого 
узла (см. рис. 3 .3 ,  б). 

Обход дерева 

Основным применением алгоритма обхода дерева является перечисление ключей всех 
узлов дерева. Природа двоичного дерева позволяет с легкостью перечислить ключи 
всех его узлов в отсортированном порядке. Согласно определению двоичного дерева, 
все ключи со значением меньшим, чем значение ключа корневого узла, должны нахо­ 
диться в левом поддереве корневого узла, а все ключи с большим значением - в пра­ 
вом. Таким образом, результатом рекурсивного посещения узлов согласно данному 
принципу является симметричный обход (in-order traversal) двоичного дерева. Реализа­ 
ция соответствующего алгоритма приведена в листинге 3 .9.

В двоичном дереве Т имеется только одно место, в которое можно вставить новый 
элемент х, где его потом можно будет найти в случае необходимости . Для этого нужно 
заменить указателем на вставляемый элемент указатель NULL, возвращенный неуспеш­
ным запросом поиска ключа k в дереве. 
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Листинг 3.8. Поиск наименьшего элемента в двоичном дереве

}

{

Листинг 3.9. Рекурсивный алгоритм симметричного обхода двоичного дерева

}

{

Вставка элементов в дерево

}

В реализации этой операции этапы поиска и вставки узла совмещаются с помощью 
рекурсии. Соответствующий алгоритм показан в листинге 3 . 1 0.

Посещение всех узлов двоичного дерева является важной составляющей многих алго­
ритмов. Эта операция является частным случаем задачи обхода всех узлов и ребер гра­
фа, обсуждению которой посвящена глава 5.



insert_tree (tree * * 1 ,  item_type х, tree *parent ) 

tree *р; 

i f  ( * 1  == NULL)
р = mal loc ( si zeof ( tree ) ) ;  /* Выделение памяти для нового узла * / 

p->item = х ;

p->left = p->ri_ght = NULL;

p->parent = parent ;

* 1  =· р;

return;

if ( х  < ( * 1 ) ->item) 

/ *  Указатель на родительский узел */ 

insert_tree ( &  ( ( * 1 ) ->left ) , х, * 1 ) ; 

else 

insert_tree ( & ( ( * l ) ->right ) , х ,  * 1 ) ; 

Вставляемому узлу выделяется память и он интегрируется в структуру дерева, когда 
алгоритм находит указатель со значением NULL. Обратите внимание, что во время поис­ 
ка соответствующему левому или правому указателю передается указатель, так что 
операция присваивания * 1  = р ;  интегрирует новый узел в структуру дерева.

После выполнения поиска за время O(h) выделение памяти новому узлу и интегриро­ 
вание его в структуру дерева выполняется за постоянное время.

Но как удалить узел с двумя потомками? Нужно присвоить этому узлу ключ его непо­ 
средственного потомка в отсортированном порядке. Этот дочерний узел должен иметь 
наименьшее значение ключа в правом поддереве, а именно быть самым левым узлом в 
правом поддереве родительского дерева (р). Перемещение этого узла на место удаляе­ 
мого узла дает в результате двоичное дерево с должным расположением ключей, а

Операция удаления элемента несколько сложнее, чем вставка, т. к. удаление узла озна­ 
чает, что нужно должным образом связать получившиеся поддеревья с общим деревом. 
Существуют три типа удаления, показанные на рис. 3 .4 .

Удаление элемента из дерева 

Процедура insert _tree принимает три аргумента:

указатель parent на родительский узел, содержащий 1.

указатель 1 на указатель, связывающий поддерево с остальной частью дерева; 

вставляемый ключ х; 

+ 

+ 
+ 

Так как листовые узлы не имеют потомков, то их можно удалить, просто обнулив ука­
затель на такой узел.

Удаление узла с одни м  потомком также не вызывает проблем. Такой узел имеет один 
родительский и один дочерний узел, и последний можно связать непосредственно с 
родительским узлом, не нарушая при этом симметричную схему размещения ключей 
дерева.

Листинг 3.10. Вставка узла в двоичном дереве

{

{

}

}

/* Временный указатель */
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также сводит нашу задачу к физическому удалению узла с, самое большее, одним по­ 
томком, а это задача уже была решена ранее .
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Как определить сложность наихудшего случая? Для каждого удаления требуется, самое 
большее, две операции поиска, каждая из которых выполняется за время O(h), где h -

высота дерева, плюс постоянные затраты времени на манипуляцию указателями.

Все три словарные операции, реализованные посредством двоичных деревьев поиска, 
исполняются за время O(h), где h - высота дерева. Дерево имеет самую меньшую вы­
соту, на которую мы можем надеяться, когда оно полностью сбалансированно; тогда 
высота равна h = Г iog n l · Это очень хорошо, но дерево должно быть идеально сбалан­
сированным. 
Наш алгоритм вставки помещает каждый новый элемент в лист дерева, в котором он 
должен находиться. Вследствие этого форма (и , что более важно, высота) дерева зави­
сит от порядка вставки ключей. 
К сожалению, при построении дерева методом вставок могут происходить неприятные 
события, т. к. структура данных не контролирует порядок вставок. Например, посмот­
рим, что случится, если вставлять ключи в отсортированном порядке. Здесь операции 
insert(a), insert(Ь), insert(c), insert(d) и т. д. дадут нам тонкое длинное дерево, в котором 
используются только правые узлы. 
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Рис. 3.4. Удаление узла дерева без потомков, с одним потомком и с двумя потомками 

Удаление узла с двумя потомками (4)Удаление узла с одним потомком (6)Удаление узла без потомков (3)Исходное дерево

Таким образом, высота двоичных деревьев может лежать в диапазоне от lgn до п. Но 
какова средняя высота дерева? Что именно мы считаем средней высотой? Вопрос бу­ 
дет четко определен, если мы будем считать равновероятными каждое из п! возмож­ 
ных упорядочиваний вставки и возьмем среднее их значение. В таком случае нам по­ 
везло, т. к. с высокой вероятностью высота получившегося дерева будет O(logn). Это 
будет показано в разделе 4. 6.

Полная реализация не приводится здесь по той причине, что она выглядит несколько 
устрашающе, хотя ее код логически следует из вышеизложенного описания. 

3.4.2.  Эффективность двоич ных деревьев поиска 
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3.4.3. Сбалансированные деревья поиска 

Но ситуацию можно улучшить с помощью процедуры вставки/удаления, которая после 
каждой вставки слегка корректирует дерево, удерживая его как можно более сбаланси­
рованным, так что максимальная высота дерева будет логарифмической. Существуют 
сложные структуры данных в виде сбалансированных двоичных деревьев поиска, ко­
торые гарантируют, что высота дерева всегда будет O(logn). Вследствие этого время 
исполнения любой из словарных операций (вставка, удаление, запрос) будет равняться 
O(logn). Реализация структур данных сбалансированных деревьев, таких как красно­
черные и косые деревья, обсуждается в разделе 12. 1 .  

С точки зрения разработки алгоритмов важно знать, что такие деревья существуют и 
что их можно использовать в качестве черного ящика, чтобы реализовать эффективный 
словарь. При расчете трудоемкости словарных операций для анализа алгоритма можно 
предположить, что сложность сбалансированного двоичного дерева в наихудшем слу­
чае будет подходящей мерой . 

ПОДВЕДЕНИЕ итогов 
Выбор неправильной структуры данных для поставленной задачи может иметь катастро­

фические последствия для производительности. Определение самой лучшей структуры 

данных не настолько критично, т. к. возможно существование нескольких вариантов 

структур, имеющих примерно одинаковую производительность. 

ЗАДАЧА. Нужно прочитать п чисел и вывести их в отсортированном порядке. Допус­
тим, что у нас имеется сбалансированный словарь, который поддерживает операции 
search, insert, delete, minimиm, maximum, sиccessor и predecessor, время исполнения 
каждой из которых равно O(logn). 

1 .  Отсортируйте данные за вр�мя O(nlogn), используя только операции вставки и сим-
метричного обхода. 

· 

2. Отсортируйте данные за время O(nlogn), используя только операции minimиm, 
sиccessor и insert. 

3 .  Отсортируйте даtцiые за время O(n\ogn), используя только операции minimum, 
insert, delete и search. 

Этот пример наглядно демонстрирует мощь рандомизации. Часто можно разработать 
простые алгоритмы, с высокой вероятностью имеющие хорошую производительность. 
Далее мы увидим, что подобная идея лежит в основе алгоритма быстрой сортировки 
quicksort.

Произвольные деревья поиска обычно дают хорошие результаты. Но если нам не пове­ 
зет с порядком вставок, то в наихудшем случае мы может получить дерево линейной 
высоты. Мы не можем прямо контролировать этот наихудший случай, т. к. мы должны 
создавать дерево в ответ на запросы, исходящие от пользователя.

Остановка для размышлений.
Использование сбалансированных деревьев поиска



Решение. В первой задаче мы можем выполнять операции вставки и симметричного 
обхода. Это позволяет нам создать дерево поиска, вставив все п элементов, после чего 
выполнить обход дерева, чтобы отсортировать элементы.

Sort l ( }
initiali ze-tree ( t )

while ( not EOF) 

read ( x ) ; 

insert ( x , t )

traverse ( t )

Sort2 ( )  

initi a l ize-tree ( t )  

whi le ( not EOF) 

read ( х ) ; 

insert ( x , t ) ; 

у = minimum ( t )  

whi le { y#NULL) do 

print ( y-item) 

у = successor ( y, t ) 

Sort З ( }  
initiali ze-tree ( t )  

while ( not EOF) 

read ( x ) ; 

insert ( x , t ) ; 

у = minimum ( t )  

while ( y#NULL ) do 

print ( y-item) 

delete ( y, t ) 

у = minimum ( t )  

В третьей задаче мы не имеем операции поиска следующего элемента, но можем вы­ 
полнять удаление. Для сортировки мы можем выполнить обход дерева, опять начав 
с наименьшего элемента и последовательно выполняя операцию удаления следующего 
наименьшего элемента.

Многие алгоритмы обрабатывают элементы в определенном порядке. Допустим, на­
пример, что нужно запланировать выполнение работ согласно их относительной важ­
ности. Для этого работы нужно сначала отсортировать по важности, после чего оце­
нить их в этом отсортированном порядке. 

Базовая очередь с приоритетами поддерживает три основные операции :

• insert(Q,x) - вставляет в очередь с приоритетами Q элемент х с ключом k;

• jind-minimum(QJ и find-maximum(Q) - возвращает указатель на элемент с наимень­
шим (наибольшим) значением ключа в очереди с приоритетами Q;

• de/ete-minimum(Q) и de/ete-maximum(Q) - удаляет из очереди Q элемент с наи­
меньшим (наибольшим) значением ключа.

Очереди с приоритетами точно моделируют многие природные процессы. Например,
люди с неустроенной личной жизнью мысленно (или открыто) поддерживают очередь
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В о  второй задаче, после создания дерева, м ы  можем использовать операции minimum и 
maximum. Для сортировки мы можем выполнить обход дерева, начав с наименьшего 
элемента и последовательно выполняя операцию поиска следующего элемента. 

Каждый из этих алгоритмов выполняет линейное количество операций с логарифмиче­
ским временем исполнения, что дает общее время его исполнения O(nlogn). Основной 
подход к использованию сбалансированных двоичных деревьев заключается в том, 
чтобы рассматривать их как "черные ящики".  

Очереди с приоритетами предоставляют разработчику больше гибкости, чем обычная 
сортировка, т. к. они позволяют вводить новые элементы в систему в произвольном 
месте. Намного эффективнее вставить новый элемент в нужное место в очереди с при­
оритетами, чем сортировать заново все элементы при каждой вставке. 

3.5. Очереди с приоритетам и  
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с приоритетами из возможных кандидатов на роль постоянного партнера. Впечатления 
о новом знакомстве отображаются непосредственно на шкале привлекательности. 
Привлекательность здесь играет роль ключа для создания нового элемента в очереди с 
приоритетами.  Выбор партнера - это процесс, включающий в себя извлечение наибо­ 
лее привлекательного элемента из очереди (выполняется операция fiпd-тахiтит), сви­ 
дание с ним для уточнения степени привлекательности и вставку обратно в очередь с 
приоритетами, возможно, в другое место с новым значением привлекательности.

Остановка для размышлений. 
Построение базовых очередей с приоритетами 
ЗАДАЧА. Определить временную сложность в наихудшем случае трех основных опе­
раций очереди с приоритетами (вставка элемента, поиск наименьшего элемента и по­
иск наибольшего элемента) для следующих базовых структур данных: 

+ неотсортированного массива; 

+ отсортированного массива; 

+ сбалансированного двоичного дерева. 

Решение. В реализации этих трех операций присутствуют некоторые тонкости, даже 
при использовании такой простой структуры данных, как неотсортированный массив. 
В словаре на основе неотсортированного массива (см. раздел 3.3) операции вставки и 
удаления выполняются за постоянное время, а операции поиска произвольного и наи­
меньшего элементов - за линейное время. Операцию удаления наименьшего элемента 
(delete-minimum), выполняемую за линейное время, можно составить из последова­
тельности oпepaцийfind-minimum, search и delete. 

Все это правильно, но, как можно видеть из следующей таблицы, операцию поиска 
наименьшего значен ия, выполняемую за постоянное время, можно реализовать для 
каждой структуры данных.

ПОДВЕДЕНИЕ итогов 
Словари и очереди с приоритетами позволяют создавать алгоритмы с аккуратной струк­
турой и хорошей производительностью. 

В отсортированном массиве операции вставки и удаления можно выполнить за линей­ 
ное время, а найти наи меньший элемент - за постоянное. Но любые удаления из оче­ 
реди с приоритетами затрагивают только наименьший элемент. После сортировки мас­ 
сива в обратном порядке (наибольший элемент вверху) наименьший элемент будет са­ 
мым последним элементом массива. Чтобы удалить последний элемент, не нужно 
перемещать никакие элементы, а только уменьшить на единицу количество оставшихся 
элементов п, вследствие чего операция удаления наименьшего элемента может выпол­ 
няться за постоянное время.

массив массив дерево 

insert(Q,x) 0( 1 )  О(п) O(logn) 

Операция 
Неотсортированны/;1 Отсортированный 

find-minimum(Q) 0( 1 )  0( 1 )  0( 1 )  

delete-minimum( Q) О(п) 0( 1 )  O(\ogn) 

Сбалансированное



Вся хитрость заключается в использовании дополнительной переменной для хранения 
указателя на наименьший элемент в каждой из этих структур, что позволяет просто 
возвратить это значение в любое время при получении запроса на поиск этого элемен­ 
та. Обновление этого указателя при каждой вставке не составляет труда - он обновля­ 
ется тогда и только тогда, когда вставленный элемент меньше, чем текущий наимень­ 
Ший элемент. Но что будет в случае удаления наименьшего элемента? Мы можем уда­ 
лить текущий наименьший элемент, после чего найти новый наименьший элемент и 
зафиксировать его в этом качестве до тех пор, пока он тоже не будет удален. Настоя­ 
щая операция поиска наименьшего элемента занимает линейное время для неотсорти­ 
рованных массивов и логарифмическое время для деревьев и поэтому затраты на ее 
выполнение можно включить в затраты на выполнение каждого удаления.
Очереди с приоритетами являются очень полезными структурами данных. Особенно 
изящная реализация очереди с приоритетами - пирамида - рассматривается в кон­ 
тексте задачи сортировки в разделе 4. 3 .  Кроме этого, в разделе 12.2 дается полный на­ 
бор реализаций очереди с приоритетами.

3.6. История из жизни . Триангуляция
Применяемые- в компьютерной графике геометрические модели обычно разбивают на 
множество небольших треугольников, как показано на рис. 3 .5 .

Хотя каждый треугольник можно описать, указав три его вершины, альтернативное 
представление более эффективно.. Вместо того чтобы определять каждый треугольник  
по отдельности, мы соединяем их в полосы смежных треугольников и обрабатываем 
их, перемещаясь вдоль этой полосы. Поскольку в этом случае каждый треугольник 
имеет две общие вершины со своим соседом, то мы экономим на расходах по передаче 
данных о двух вершинах и другой сопутствующей информации. Для однозначного 
описания треугольников в рендерере треугольной сетки OpenGL принимается согла­ 
шение, что все повороты чередуются влево-вправо, как показано на рис. 3 .6.

Рис. 3.5. Триангуляционная модель динозавра (а), использование нескольких полос треугольников (б)

а) б) 

аппаратном обеспечении. Скорость работы этого аппаратного обеспечения такая высо­ 
кая, что единственным узким местом в системе являются затраты на ввод в него триан­ 
гулированной структуры.

Для прорисовывания и закрашивания треугольников применяются высокопроизводи­ 
тельные движки визуализации (rendering engine), работающие на специализированном 
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Но сколько времени понадобится этому алгоритму, чтобы найти следующую самую 
длинную полосу треугольников? Пусть k - длина прохода, начинающегося в средней 
вершине. Используя самую простую реализацию алгоритма, можно выполнять проход 
от каждой из п вершин, что позволит найти самую длинную оставшуюся полосу за 
вр�мя O(kn). Повторение такого прохода для каждой из почти nlk извлекаемых полос 

Но сам факт использования "жадного" алгоритма не гарантирует наилучшее возможное 
решение, т. к. первая отделенная полоса может разбить много потенциальных полос, 
которые можно было бы использовать в дальнейшем. Тем не менее, хорошим практи­ 
ческим правилом для получения оптимального решения будет использование "жадно­ 
го" алгоритма. Так как отделение самой длинной полосы оставляет самое меньшее ко­ 
личество треугольников для создания последующих полос, то "жадный" эвристический 
алгоритм является более производительным, чем простой эвристический алгоритм.

Самый простой эвристический алгоритм для полосового покрытия начинает работу с 
произвольного треугольника и двигается направо, пока не дойдет до границы объекта 
или до уже посещенного треугольника. Достоинством этого эвристического алгоритма 
являются его быстрота и простота, но при этом нет гарантии, что удастся найти наи­ 
меньший набор ориентированных слева направо полос для данной триангуляции. А вот 
получение такого набора с помощью "жадного" эвристического алгоритма более веро­ 
ятно. "Жадные" алгоритмы выбирают оптимальные возможные решения на каждом 
этапе в надежде, что и конечное решение также будет оптимальным. При выполнении 
триангуляции "жадный" алгоритм определяет начальный треугольник самой длинной 
полосы слева направо и отделяет ее.

После получения двойственного графа можно было приступать к работе. Мы хотели 
разбить множество вершин на минимально возможное количество путей (или полос). 
Если бы мы смогли объединить их в оди н  путь, то это бы означало, что мы нашли 
гамильтонов путь, т. е. путь, содержащий каждую вершину графа ровно один  раз. Так 
как поиск гамильтонова пути является NР-полной задачей (см. раздел 16. 5), мы знали, 
что нам не стоит искать алгоритм точного решения, а концентрироваться на эвристиче­ 
ском алгоритме приблизительного решения.

Задачу определения наименьшего количества полос, которые покрывают все треуголь­ 
ники в сетке, можно рассматривать как задачу графов. В таком графе каждый тре­ 
угольник сетки представляется вершиной, а смежные треугольники представляются 
ребром между соответствующими вершинами .  Такое представление в виде двойствен­ 
ного графа содержит всю информацию, необходимую для разбиения треугольной сет­ 
ки на полосы треугольников (см . раздел 15. 1 2).

Рис. 3.6. Разбиение треугольной сетки на полосы: с чередующимися влево-вправо поворотами (а),
с произвольным и поворотами (б)

а) б)
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i
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дает нам время исполнения О(п), что неприемлемо медленно для типичной модели, 
состоящей из 20 тысяч треугольников. 

+ Очередь с приоритетами. Так как мы многократно повторяем процесс определения 
самой длинной оставшейся полосы, то нам нужна очередь с приоритетами для хра­
нения полос, упорядочен н ых по длине. Следующая удаляемая полоса всегда нахо­
дится в начале очереди. Наша очередь с приоритетами должна была разрешать по­
нижение приоритета произвольных элементов в очереди при каждом обновлении  
информации о длине полос, чтобы мы знали, какие треугольники были удалены. 
Так как длина всех полос ограничивалась довольно небольшим целым числом (ап­
паратные возможности не позволяли иметь в полосе больше 256 вершин), мы ис­
пользовали ограниченную по высоте очередь с приоритетами (массив корзин, пока­
занный на рис. 3.7 и рассматриваемый в разделе 12.2). Обычная куча также была бы 
вполне приемлемой. 

Словарь. Для каждого треугольника в сетке нам нужно было знать его расположе­ 
ние в очереди. Это означало, что в словаре нужно было иметь указатель на каждый 
треугольник. Объединив этот словарь с очередью с приоритетами, мы создали 
структуру данных, способную поддерживать широкий диапазон операций.

253   254 255 2561    2    3     4      

верхняя граница

Рис. 3.7. Ограниченная по высоте очередь с приоритетами для полос треугольников

Для обновления элемента очереди, связанного с треугольником, требовалось быстро 
находить его. Это означало, что нам нужен словарь. 

Хотя возникали и другие трудности, например, необходимость найти способ быстрого 
вычисления новой длины у полос, затронутых удалением полосы, главный метод по­ 
вышения производительности состоял в применении очереди с приоритетами. Исполь­ 
зование этой структуры данных улучшило время исполнения на несколько порядков.

+ 

Как можно улучшить это время? Интуитивно кажется, что неэкономично повторять 
проход от каждого треугольника после удаления лишь одной полосы. Можно просто 
хранить информацию о длине всех возможных будущих полос в какой-либо структуре 
данных. Но при удалении каждой полосы необходимо обновить и нформацию о длине 
всех других затронутых этим удалением полос. Эти полосы будут укорочены, т. к. они 
проходят через треугольник, которого больше нет. Такая структура данных будет 
иметь характеристики двух структур:



Из табл. 3.3 видно, насколько производительность "жадного" алгоритма выше, чем у 
простого.

Таблица 3.3. Сравнение производительности "жадного" и простого алгоритмов 
для нескольких типов сетки треугольников

Количество 
Затраты Затраты Время 
простого "жадного" "жадного"

треугольников 
алгоритма алгоритма алгоритма 

3 798 8 460 4 650 6,4 сек 

Головы 4 1 57  1 0  588 9,9 сек 

5 602 9 274 7 2 1 0  9,7 сек 

24 934 1 1  676 20,5 сек 

1 2  7 1 0  29 0 1 6  1 3  738 26,2 сек 

20 000 40 ООО 20 200 272,7 сек 

75 842 1 04 203 95 020 1 36,2 сек 
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Во всех случаях "жадный" алгоритм выдавал набор полос меньшей стоимости в смыс­
ле суммарной длины полос. Экономия составляла от 1 О до 50%, что было просто заме­
чательно, т. к. максимально возможное улучшение (уменьшение количества вершин 
каждого треугольника с трех до одной) позволяет сэкономить не более 66,6%. 
Результатом реализации "жадного" алгоритма со структурой данных в виде очереди с 
приоритетами было время исполнения программы O(n•k), где п - количество тре­
угольников, k - длина средней полосы. Вследствие этого обработка тора, состоящего 
из небольшого количества очень длинных полос, зани мала больше времени, что обра­
ботка челюсти, хотя количество треугольников в последней фигуре было втрое больше. 

3.7. Хэширование и строки 
Хэш-табл ицы предоставляют очень практичный способ реализации словарей.  В них 
используется то обстоятельство, что поиск элемента массива по индексу выполняется 
за постоянное время. Хэш-функция соотносит набор ключей с целочисленными значе­
ниями. Мы будем использовать значение нашей хэш-функции в качестве индекса мас­
сива и записывать элемент в этой позиции. 

4 749

Барт Симпсон 

Челюсть 

Тор 

Космический корабль 
Enterprise 

каркас 

Ныряльщик 

Название модели 

9 654

Из этой истории можно извлечь несколько уроков. Во-первых, при работе с достаточно 
большим набором данных только алгоритмы с линейным или почти линейным време­ 
нем исполнения (скажем, O(n\ogn)) могут быть достаточно быстрыми. Во-вторых, вы­ 
бор правильной структуры данных часто является ключевым фактором для уменьше­ 
ния временной сложности алгоритма в такой степени. И в-третьих, применение "жад­ 
ного" эвристического алгоритма может значительно улучшить производительность по 
сравнению с применением простого алгоритма. Насколько лучше будет производи­ 
тельность, можно определить только экспериментальным путем.



Сначала хэш-функция соотносит каждый ключ с большим целым числом . Пусть значе­
ние а представляет размер алфавита, используемого для создания строки S. Пусть 
char(c) будет функцией, которая однозначно отображает каждый символ алфавита в 

Jsj-1 

В результате получатся уникальные идентификационные числа, но они будут настоль­
ко большими ,  что очень быстро превысят количество ячеек в нашей хэш-таблице (обо­
значаемое т). Это значение необходимо уменьшить до целого числа в диапазоне от О 

до т - 1 ,  для чего выполняется операция получения остатка от деления H(S) mod т. 
Здесь применяется тот же самый принцип, что и в колесе рулетки .  Шарик проходит 
долгий путь, обходя L H(S) / т J раз колесо окружностью т, пока не остановится в 
произвольной ячейке, размер которой составляет незначительную часть пройденного 
пути . Если выбрать размер таблицы с достаточной тщательностью (в идеале, число т 
должно быть большим простым числом, не слишком близким к i - 1 ), то распределе­
ние полученных хэш-значений будет довольно равномерным. 

3.7 . 1 . Коллизи и

Рис. 3.8. Разрешение коллизий при помощи цепочек 

Список с порядковым номером i содержит все элементы, хэшированные в одно и то же 
значение i. Таким образом, операции поиска, вставки и удаления сводятся к соответст­
вующим операциям в связных списках. Если п ключей распределены в таблице равно­
мерно, то каждый список будет содержать приблизительно п/т элементов, делая их 
размер постоянным при т ::::: п. 
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отображает каждую строку в (большое) целое число, рассматривая символы строки как 
"цифры" системы счисления с основанием а.

целое число в диапазоне от О до а - 1 .  Функция H(S) = L a.lsJ-u+i >  х char(Si ) 
i;Q 

однозначно

Метод цепочек - самый естественный, но он требует значительных объемов памяти 
для хранения указателей. Эту память можно было использовать, чтобы сделать таблицу 
больше, а "списки", соответственно, меньше.

Независимо от того, насколько хороша наша хэш-функция, время от времени она будет 
отображать два разных ключа в одно хэш-значение, и нужно быть готовым к подобной 
ситуации .  Самым легким способом разрешения таких коллизий является применение 
цепочек. Для этого хэш-таблица реализуется в виде массива из т связных списков, как 
показано на рис. 3 .8 .
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Рис. 3.9. Разрешение коллизий методом открытой адресации 

Теперь для поиска определенного ключа нужно взять соответствующее хэш-значение и 
проверить, является ли его значение тем,  какое нам нужно. Если да, то поиск заканчи­ 
вается. В противном случае поиск продолжается в последовательности смежных ячеек, 
пока не будет найдено требуемое значение.

Удаление из хэш-таблицы с открытой адресацией довольно сложная процедура, т. к. 
удаление одного элемента может разорвать цепочку вставок, вследствие чего некото­ 
рые элементы последовательности больше не будут доступны. Не остается иного вы­ 
хода, кроме как выполнить повторную вставку всех элементов, следующих за удален-
ным.

Операция 
Время исполнения 

в наихудшем случае 

Of..n/m) О(п) 

Другой способ разрешения коллизий хэш-значений называется открытой адресацией. 
При использовании этого метода хэш-таблица реализуется в виде массива ключей (а не 
корзин), каждый из которых инициализирован значением NULL, как показано на 
рис. 3 .9.

При вставке ключа выполняется проверка, свободна ли требуемая ячейка. Если сво­ 
бодна, то вставка выполняется. В противном случае нам нужно найти другое место, 
куда вставить данный ключ. Самый простой подход к определению альтернативного 
места для вставки называется последовательным исследованием (sequential problng). 
Этот метод заключается в том, что последовательно исследуются следующие ячейки 
таблицы, пока не будет найдена свободная, в которую и выполняется вставка. Если 
таблица не слишком заполнена, то последовательность смежных занятых ячеек должна 
быть довольно небольшой, и свободная ячейка должна находиться лишь в нескольких 
позициях от требуемой .

В обоих методах разрешения коллизий требуется время О(т) для инициализации ну­ 
тями хэш-таблицы из т элементов до того, как можно будет выполнять первую встав­ 
ку. Обход всех элементов в таблице цепочек занимает время О(п + т), т. к. нам нужно 
просмотреть все т корзин в процессе поиска, даже если в действительности таблица 
содержит небольшое количество вставленных элементов. Для таблицы с открытой ад­ 
ресацией это время равно О(т), т. к. значение п может быть равным, самое большее, 
значению т.

При использовании метода цепочек для разрешения коллизий в хэш-таблице из т эле­
ментов словарные операции для п элементов можно реализовать со следующим и  пока­
зателями времени исполнения в ожидаемом ·и наихудшем случае:

insert(L,x)

search(L,k)

Ожидаемое время исполнения

1        2      3       4       5      6       7        8      9      10     11   

X X X X X



(окончанйе) 
Время исполнения 

в наихудшем случае

delete( L,:x) 0( 1 )  0( 1 ) 

О(п + т) О(п + т) 
predecessor(L,:x) О(п + т) О(п + т) 
minimum(L) О(п + т) О(п + т) 
maximum(L) О(п + т) О(п + т)
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successor( L,:x)

Ожидаемое время исполнения Операция 

Основной строковой операцией является поиск подстроки в строке. В следующей зада­ 
че и ее решени и  приводится демонстрация такой операции.

ЗАДАЧА. Найти подстроку в строке.

Вход. Текстовая строка t и строка для поиска р.

Выход. Определить, содержит ли строка t подстроку р, и если содержит, то в каком 
месте?

Самый простой алгоритм поиска подстроки в строке циклически накладывает подстро­ 
ку р на строку t, перемещаясь вправо на одну позицию в строке t, пока последний сим­ 
вол подстроки р не совмещается с последним символом строки t, и проверяет на совпа­ 
дение каждого символа подстроки р с соответствующим символом строки t. Как было
показано в разделе 2.5.3, время исполнения такого алгоритма равно О(пт), где п = ltl 
и т = /р/.

Это квадратичный предел времени исполнения в наихудшем случае. Но существуют 
алгоритмы и с линейным временем исполнения в наихудшем случае, но более слож-

Основной структурой данных для представления строк является массив символов, что 
обеспечивает постоянное время доступа к i-му символу строки. Для обозначения конца 
строки требуется хранить вместе с ней определенную вспомогательноую информа­ 
цию - специальный символ "конец строки" или (что, возможно, полезнее) количество 
символов в строке.

С практической точки зрения, хэш-таблица часто является самым  лучшим типом 
структуры данн ых для реализации словаря. Но область применения хэширования го­ 
раздо шире, чем просто создание словарей, в чем мы скоро убедимся.

3.7.2. Эффективный метод поиска строк 
посредством хэши рования

Строки представляют собой последовательности символов, порядок размещения кото­ 
рых имеет значение, т. к. строка АЛГОРИФМ (устаревший вариант слова "алгоритм") 
отличается от строки ЛОГАРИФМ. Текстовые строки являются основным типом дан­ 
ных для многих компьютерных приложений, от синтаксического разбора и компили­ 
рования в языках программирования до поисковых систем Интернета И анализаторов 
биологических рядов.
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Давайте подробнее рассмотрим применение ранее определенной хэш-функции к т 
т-1 

символам строки S, начиная с позицииj: P(S, j) = L am-(i+I ) х char(s;+j ) .  
i=I 

H(S,j + 1) = a(P(S, j) - a"'-1char(sj )) + char(sj+m ) 

nk при k ?.  2, то существует очень высокая веро­
ятность, что мы никогда не получим ложных коллизий .  

Это сводит сложность поиска подстроки к п - т + 2 вычислениям хэш-значений 
(п - т + 1 хэш-значений для окон-подстрок в тексте t, плюс одно хэш-значение для 
строки-образца р), плюс несколько операций проверки с временем исполнения О(.т), 
количество которых должно быть очень небольшим. Но проблема состоит в том, что 
вычисление хэш-функции для строки из т символов занимает время О(.т), а О(.п) таких 
вычислений, по-видимому, опять дают нам общее время исполнения алгоритма О(тп) 
в качестве оценки сложности. 

ные. Такие алгоритмы подробно рассматриваются в разделе 18.3 .  Здесь же мы  рас­ 
смотрим алгоритм поиска подстроки с ожидаемым линейным временем исполнения, 
называющийся алгоритмом Рабина-Карпа и основывающийся на использовании хэши­ 
рования. Допустим, что мы вычислим определенную хэш-функцию от строки-образца 
р и от подстроки длиной т символов, начинающейся в позиции i текста t. Очевидно, 
что если эти две строки одинаковы, то и их хэш-значения до.ilжны быть одинаковыми.  
Если же строки разные, то и их хэш-значения почти наверняка будут разными.  Одина­ 
ковые хэш-значения для разных строк должны встречаться настолько редко, что мы 
вполне можем позволить себе потратить время О(т) на явную проверку идентичности. 
строк при совпадении хэш-значений.

Что изменится, если сейчас мы попробуем вычислить значение H(Sj + 1), т. е. - хэш­ 
значение следующей подстроки длиной в т символов? Обратите вниман ие, что т - 1 
символов одинаковы в обеих подстроках, хотя количество умножений на а различается 
у них на единицу. Выполнив некоторые алгебраические преобразования, видим, что:

Иными словами, когда нам известно хэш-значение подстроки, начинающейся в пози­
ции j, то мы можем узнать хэш-значение подстроки с позиции (j + 1), выполнив две 
операции умножения, одну операцию сложения и одну операцию вычитания. Для этого 

зовать его для вычисления всех хэш-значений). Такой подход годится даже для вычис­ 
ления H(Sj) mod М, где Мявляется достаточно большим простым числом, таким обра­ 
зом ограничивая величину наших хэш-значенйй (самое большее М) даже для длинных 
строк-образцов.

б m l  тре уется постоянное время (значение а - можно вычислить один раз, а затем исполь-

Алгоритм Рабина-Карпа является хорошим примером рандомизированного алгоритма 
(когда значение М выбирается каким-либо произвольным способом). Время исполне­ 
ния алгоритма не обязательно будет равно О(п + т), т. к. нам может не повезти и мы 
будем регулярно получать конфликтные хэш-значения для ложных совпадений.  Тем не 
менее, у нас неплохие шансы на удачу. Если хэш-функция возвращает значения равно­ 
мерно в диапазоне от О до М - 1 ,  то вероятность ложной коллизии хэш-значений долж­ 
на быть 1/М Это вполне приемлемо: если М-:::  п, то должна быть только одна ложная 
коллизия на каждую строку, а если М-:::



Рассмотрим следующие задачи,  имеющие красивые решения посредством хэширо­ 
вания.

Для большого собрания документов будет весьма неэффективно сравнивать новый 
документ D со всеми имеющимися. Но мы можем преобразовать документ D в це­ 
лое число с помощью хэш-функции и сравнить его с хэш-кодами документов, уже 
имеющихся в базе данных. Только в случае коллизии хэш-значений документ D 
может быть возможным дубликатом. Так как вероятность ложных коллизий низка, 
то мы без больших затрат можем явно сравнить те несколько документов с одина­ 
ковыми хэш-кодами.

+ Не является ли данный документ плагиатом? Ленивый студент копирует документ 
из Интернета как свою курсовую работу, слегка изменив его в некоторых местах. 
"Интернет большой, - ухмыляется он. - Никто ничего не узнает" .

Но мы можем создать хэш-таблицу всех перекрывающихся окон (подстрок) длиной 
w символов для всех документов в базе данных. Любое совпадение хэш-кодов озна­ 
чает, что оба документа, вероятно, содержат одинаковую подстроку длиной w сим­ 
волов, что можно исследовать более подробно. Значение w нужно выбрать доста­ 
точно длинным, чтобы минимизировать вероятность случайного совпадения хэш­ 
кодов.

Самым большим недостатком этой схемы является то обстоятельство, что объем 
хэш-таблицы становится таким же большим, как и объем самих документов. Оста­ 
вив для каждого документа небольшое, но удачно определенное подмножество хэш­ 
кодов (состоящее, например, из чисел, кратных 1 00), мы с большой вероятностью 
сможем обнаруживать копии достаточно длинных строк.
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3.7.3. Выявление дубликатов с помощью хэширования

Кроме ускорения поиска, хэширование находит многие другие разнообразные хитро­
умные применения. Я однажды слышал, как Уди Манбер (Udi Manber), в то время ру­
ководитель исследовательских работ в Yahoo, рассказывал об алгоритмах, используе­
мых в его компании .  По его словам, наиболее важными алгоритмами, используемыми 
в Yahoo, были хэширование, хэширование и снова хэширование. 

Основополагающей идеей хэширования является представление большого объекта 
(будь то ключ, строка или подстрока) посредством одного числа. Цель состоит в том, 
чтобы представлять большой объект другим объектом, которым можно манипулиро­ 
вать за постоянное время, при этом вероятность представления двух разных больших 
объектов одним и тем же числовым значением должна быть сравнительно невысокой.

+ Отличается ли данный документ от других в большом собраний документов? По­ 
исковый механизм, который уже накопил громаднейшую базУ данных из п доку­
ментов, обработал еще одну веб-страницу. Как он определит, добавит ли она нечто 
новое в базу данных или только продублирует уже имеющуюся и нформацию?

Таким образом подход с использованием хэш-кода, применяемый для решения пре­ 
дыдущей задачи, не годится для решения этой более общей задачи.

Это гораздо более трудная задача, чем предыдущая. Если в документ добавлен, уда­ 
лен или изменен всего лишь .один символ, то его хэш-код будет совершенно другим.  



+ Как убедиться в том, что файл не бьиz изменен? На закрытых торгах каждая сторо­
на подает свое предложение цены, которое неизвестно никакой другой стороне. 
В назначенное вре.мя цены оглашаются и сторона, предложившая наивысшую цену, 
объявляется выигравшей торги. Если какой-либо недобросовестный участник тор­
гов знает предложения других сторон, то он может предложить цену, немного пре­
вышающую максимальную цену, предложенную оппонентами,  и выиграть торги. 
Одним из способов получить информацию о предложениях других сторон будет 
взлом компьютера, на котором хранится эта информация.  

Все рассматриваемые до этого времени основные структуры данных представляют 
обобщенные наборы элементов, облегчающие доступ к данным. Эти структуры данных 
хорошо известны большинству программистов. Менее известны структуры данных для 
представления специализированных типов объектов, таких как точки в пространстве, 
строки и графы. 

+ Геометрические структуры данных. Геометрические данные обычно представляют 
собой коллекцию точек и областей данных. Плоскость можно представить в виде 
многоугольника с границей, состоящей из цепочки отрезков. Многоугольник можно
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Для предотвращения такого развития событий можно потребовать предоставление 
хэш-кода предложения до даты открытия предложений, с тем, чтобы само предло­ 
жение было представлено после этой даты. После определения победителя его 
предложение хэшируется и полученное хэш-значение сравнивается с хэш-зна­ 
чением, предоставленным ранее. Такие методы криптографического хэширования 
позволяют удостовериться, что предоставленный сегодня файл такой же, как и пер­ 
воначальный, т. к. любые изменения в файле отразятся в измененном хэш-коде.

3.8. Специализированные структуры дан ных 

Хотя наихудшие случаи любого алгоритма с хэшированием способны привести в смя­ 
тение, при правильно подобранной хэш-функции мы можем с уверенностью ожидать 
хорошие результаты. Хэширование является основополагающей идеей рандомизиро­
ванных алгоритмов, позволяющей получить линейное время исполнения алгоритма, по 
сравнению с 0(nlogn) или даже 0(п2) в наихудшем случае.

Принципы создания этих структур данн ых те же, что и для основных типов структур. 
Имеется набор основных многократно исполняемых операций .  Нам нужна структура 
данных, поддерживающая достаточно эффективное исполнение этих операций. Эти 
специализированные структуры данных являются важными для создания высокопро­ 
изводительных алгоритмов для работы с графами и геометрическими объектами,  по­ 
этому нужно знать об их существовании. Далее приводится краткое описание несколь­ 
ких таких специализированных структур данных. Подробно они обсуждаются при ис­ 
пользовании в решениях в каталоге задач .

+ Строки. Строки обычно представляются в виде массивов символов, возможно, 
с использованием специального символа для обозначен ия конца строки. Примером 
таких структур данных является суффиксное дерево/массив, в котором выполняется
предварительная обработка строк для ускорения операции поиска подстрок. Под­ 
робности см. в разделе 12.3.
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том границы многоугольника. В пространственных структурах данных, таких как 
kd·деревья, точки и области организованы по их геометрическому расположению 
для ускорения поиска. Подробности см. в разделе 12. 6.

пулирования множествами представлены в разделе 12. 5. Структура данн ых, исполь·
зуемая при работе с разбиениями м ножества, рассматривается в разделе 6. 1 .3.

+ Последовательности ДНК можно точно представить в виде строк алфавита из четы· 
рех символов - А, С, Т и G. Нужды биологов возродили и нтерес к старым алго· 
ритмическим задачам, таким как поиск подстрок (см .  раздел 18.3), а также создали 
новые задачи, такие как поиск самой короткой общей подстроки (см. раздел 18. 9).

+ В геномику вливается достаточно большой объем денег, что вызывает у специали· 
стов в компьютерной области желание получить свою долю.

По данному набору всех подстрок длиной k строки S мы должны были идентифициро­ 
вать

· 
все строки длиной 2k, возможные подстроки S. Предположим, нам известно, что 

строки АС, СА и СС я вляются двухсимвольными подстроками строки S. Возможно, что 
строка АССА явля�тся подстрокой строки S, т. к. средняя подстрока является одним из 
вариантов. Но строка СААС не может быть подстрокой S, т. к. ее часть АА не является

представить с помощью массива точек (v1 , • • •  , Vn, v1), где (v;, v; + 1 ) является сегмен·

в�ршин графа. В ыбор конкретного типа представления может существенно повли· 
ять на структуру конечных алгоритмов для работы с графом, как рассказывается 
в главе 6 и в разделе 12. 4.

+ Графы. Графы обычно представляются посредством матриц или списков смежных 

+ Множества. Подмножества элементов обычно представляются посредством слова· 
ря для обеспечения быстроты поиска. Кроме того, могут использоваться двоичные 
векторы, которые представляют собой булевы массивы, в которых установленный 
i·й бит означает, что i является членом подмножества. Структуры данных для мани· 

3.9. История из жизни. Геном человека
В геноме человека закодирована вся необходимая для создания человека информация. 
Проект по его расшифровке, называемый геномом человека, уже оказал огромное 
влияние на развитие современной медицины и молекулярной биологии .  Алгористы 
также заинтересовались проектом генома человека, и на то были свои причины.

Последовательности ДНК являются очень длинными строками.  Длина генома чело· 
века составляет приблизительно три миллиарда базовых пар (или символов). Такой 
большой размер входного экземпляра задачи означает, что асимптотический анализ 
сложности алгоритма совершенно необходим в биологических приложениях.

+ 

Лично меня в вычислительной биологии заинтересовал метод, предложенный для сек· 
венирования ДНК и названный секвенированием путем гибридизации (sequencing Ьу 
hybridization, SBH). Для его реализации набор проб (коротких нуклеотидных последо· 
вательностей) организуется в массив, создавая секвенирующий чип. Каждая из этих 
проб определяет наличие строки пробы в виде подстроки в целевой ДНК. Теперь мож­ 
но выпол нить секвенирование целевой ДНК на основе ограничений, определяющих, 
какие строки являются подстроками целевой ДНК.



Рис. 3. 10. Конкатенация двух строк может входить в строку S, 
только если в нее входят все объединяемые строки 

Например, для подстрок АС, СА и СС возможны девять вариантов объединения -
АСАС, АССА, АССС, СААС, САСА, САСС, ССАС, СССА и СССС. Из них можно ис­
ключить только последовательность СААС, т. к. АА не является первоначал ьной под­
строкой. 

Все это выглядело довольно хорошо, и мой аспирант, Димитрис Маргаритис (Dimitris 
Margaritis), создал алгоритм поиска с использованием двоичного дерева. Алгоритм вы­ 
глядел прекрасно, пока мы не испытали его в действии.

- Я выполнил программу на самом мощном компьютере в нашем отделе, но она 
слишком медленная, - пожаловался мне Димитрис. - Работает бесконечно долго на 
строках длиной всего лишь в 2 ООО символов. Мы никогда не сможем дойти до 50 ООО.

Димитрис принялся опять за работу и реализовал хэш-таблицу для 11ашего словаря . Как 
и в первый раз, программа выглядела прекрасно, пока мы не испытали ее в действии .
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подстрокой S. Так как строка S могла быть очень длинной, нам нужно было найти бы­ 
стрый алгоритм для построения всех допустимых строк длиной 2k.

Самым простым решением была бы конкатенация всех О(п2) пар строк длиной k с по­
следующей проверкой, что все k - 1 строк длиной k, переходящих границу конкатена­
ции, действительно являются подстроками (рис. 3 . 1 О).

Нам нужно было найти быстрый способ проверить, что k - 1 подстрок, переходящих 
границу конкатенации,  были членами нашего словаря разрешенных строк дли ной k. 
Время выполнения такого поиска зависит от структуры используемого словаря. Дво­ 
ичное дерево поиска позволило бы найти правильную строку за O(logn) сравнений,  
состоящих в проверке, какая из двух строк длиной k символов встречается первой (по 
алфавиту). Общее время исполнения с применением такого двоичного дерева было бы 
равно O(klogn).

Мы исследовали нашу программу на профилировщике и обнаружили, что почти все 
время уходило на поиск в структуре данных. Это нас не удивило, т. к. эта операция вы­
полнялась k - 1 раз для каждой из О(п2) возможных последовательностей. Нам была 
нужна более быстрая структура данных, т. к. поиск был самой внутренней операцией 
из множества вложенных циклов. 

- А если попробовать хэш-таблицу? - предложил я. - Хэширование строки длиной 
в k символов и поиск ее в нашей таблице должны занять время O(k). Это сократит вре­ 
мя исполнения до O(logn), что будет довольно важно при п :::: 2 ООО.

A    C    G    T    T    A    T    C    C    A

C    G    T    T    A

G    T    T    A    T

T    T    A    T    C

T    A    T    C    C
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- Программа все еще работает слишком медленно, - опять пожаловался Димит­ 
рис. - Конечно же, сейчас на строках длиной в 2 ООО символов она выполняется раз в 
десять быстрее, так что мы можем дойти до строк длиной около 4· 000 символов. Но мы 
все равно н икогда не сможем дойти до 50 ООО .

- Нам следовало ожидать этого, - размышлял я.  - В конце концов, lg2(2000) ::::  l l . 
Нам.нужна более быстрая структура данных для поиска строк в словаре.

- Но что может быть быстрее, чем хэш-таблица? - возразил Димитрис. - Чтобы 
найти строку длиной в k символов, нам нужно считать все эти k символов. Наша хэш­ 
табли ца уже дает нам время поиска O(k).

Рис. 3. 1 1 .  Суффиксное дерево строк АСАС и САСТ с указателем на суффикс строки АСАС

Следуя по указателю из строки АСАС на ее самый длинный суффикс САС, мы попадем 
в правильное место для выполнения проверки строки САСТ на вхождение в наше мно­ 
жество строк. Значит, нам нужно выполнить только одно сравнение символов.

Суффиксные деревья являются удивительными структурами данных; более подробно 
они рассматриваются в разделе 12. 3. Димитрис некоторое время изучал литературу

ся всего лишь одним символом. Мы должны использовать это обстоятельство, чтобы 
каждая последующая проверка выполнялась за постоянное время.

- Конечно же, чтобы проверить первую подстроку, нужно выполнить k сравнений .  
Но, возможно, м ы  можем улучшить производительность на последующих проверках. 
Вспомни, как получаются наш и  запросы. Для конкатенации подстрок ABCD и EFGH 
мы сначала ищем в словаре части BCDE, а потом CDEF. Эти две подстроки отличают­ 

- Но мы можем использовать для этого суффиксное дерево, - возразил я. - Суф­ 
фиксное дерево содержит все суффиксы данного набора строк. Например, суффиксами 
АСАС строки будут {АСАС, САС, АС, С} . В месте с суффиксами строки САСТ это даст 
нам суффиксное дерево, показанное на рис. 3 . 1 1 .

- С хэш-таблицей этого нельзя сделать, - заметил Димитрис. - Второй ключ не бу­ 
дет находиться рядом с первым в таблице. Двоичное дерево поиска тоже не поможет.
Так как ключи ABCD и BCDE различаются в первом символе, то они будут в разных 
частях дерева.
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Но я еще не был готов сдаваться. 

- Проблему с памятью можно решить, используя сжатые суффиксные деревья, -
вспомнил я. - Вместо явного представлен ия длинных путей мы можем ссылаться на­
зад на исходную строку. - Сжатые суффиксные деревья всегда занимают линейный 
объем памяти (см . раздел 12. 3). 

Длина Двоичное дерево строки 

8 0,0 

1 6  0,0 

32 0, 1 

64 0,3 

1 28 

256 1 7, 1 

5 1 2  3 1 ,6 

1 ,024 1 828,9 

2,048 1 1  44 1 ,7 

4,096 > 2 дней 

8, 1 92 

1 6,384 

32,768 

65,536 

Хэш-таблица 
Суффиксное Сжатое суффиксное 

дерево дерево 

0,0 0,0 о.о 

0,0 0,0 о.о 

0,0 о.о 0,0 

0,4 0,3 0,0 

1 ,  1 0,5 0,0 

9,4 3,8 0,2 

67,0 6,9 1 ,3 

96,6 3 1 ,5 

94 1 ,7 553,6 39,0 

5 246,7 нехватка 45,4 

> 2 дней памяти 642,0 

1 6 1 4,0 

1 3  657,8 

Полученные результаты показали, что интерактивное секвенирование SBH может быть 
очень эффективным. Это позволило нам заи нтересовать биологов нашим методом .  Но 
обеспечение реальных экспериментов в лаборатории стало очередной проверкой наше-

2,4 

2,7 
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о них, после чего создал элегантный словарь на  их  основе. Как и прежде, программа 
выглядела прекрасно, пока мы не испытали ее в действии.

2k, так что в дереве получается 0(п ) узлов. Когда количество символов превышает 
2 ООО, происходит аварийное завершение программы. Мы никогда не сможем дойти до 
строки из 50 ООО символов.

- Теперь скорость работы программы нормальная, но ей не хватает памяти, - пожа­ 
ловался Димитрис. - Программа создает путь длиной k для каждого суффикса длиной 

Димитрис пошел снова переделывать программу и реализовал структуру данных сжа­ 
того суффиксного дерева. Вот теперь программа работала отличнейшим образом ! Как 
видно из табл. 3 .4, мы смогли  без проблем выполнить нашу эмуляцию для строк дли­ 
ной п = 65 536.

Таблица 3.4. Время исполнения эмуляции секвенирования SBH 
с применением разных структур данных 

39 776,9 



Оптимизация производительности хэш-таблицы оказывается неожиданно сложной за­ 
дачей для такой концептуально простой структуры данных. Подробности см. в книге 
[Knu98] .

Обзор алгоритмических вопросов в секвенировани и  ДНК методом гибридизации при­
водится в книгах [СК94] и [PL94] . Доклад о нашей работе над интерактивным методом 
SBH, описанной в разделе 3. 9, представлен в [MS95a] .  

Стеки, очереди и списки 

[3] Напишите программу для изменения направления односвязного списка на противо­
положное. Иными словами, после обработки программой все указатели должны быть пе­
ревернуты в обратном направлении. Алгоритм должен исполняться за линейное время. 
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го знания вычислительных алгоритмов. Описание нашей работы по решению этой за­ 
дачи приводится в разделе 7. 7.

Замечания к главе

Выводы, которые можно сделать на основе информации из табл. 3 .4, очевидны.

Мы выделили одну многократно выполняемую операцию (поиск строки в словаре) и 
оптимизировали используемую в ней структуру данн ых. Мы начали с простой структу­ 
ры (двоичное дерево поиска) в надежде, что этого будет достаточно, а когда оказалось, 
что нет, то выполнили  профилирование программы, чтобы локализовать проблему. 
Когда и улучшенная структура словаря оказалась недостаточно эффективной, мы про­ 
вели более глубокий анализ выполняемых запросов, чтобы можно было определить,
какие дополнительные улучшения можно было сделать. Наконец, мы не сдались после 
нескольких неудачных попыток, а продолжали поиски подходящеji структуры данных, 
пока не нашли такую, которая обеспечивала бы требуемый уровень производительно­
сти . В разработке алгоритмов, как и в жизни, настойчивость обычно приносит резуль­
таты. 

Программа для оптимизации полосы треугольников, stripe, описывается в книге 
[ESV96] . Использование методов хэширования для выявления плагиата рассматрива­
ется в книге [SW А03] .  

[3] Распространенной задачей в компиляторах и текстовых редакторах является обеспе­
чение правильного соотношения и вложенности открывающих и закрывающих скобок в 
строке. Например, в строке ((())())() скобки вложены правильно, а в строках )()( и ()) ­

нет. Разработайте алгоритм для проверки размещения скобок, который возвращает зна­
чение ИСТИНА при правильном вложении скобок и ЛОЖЬ в противном случае. Чтобы 
решение было полностью засчитано, алгоритм должен определять положение первой не­
правильной скобки в случае непарных или неправильно вложенных скобок. 

1 .  

[5] Мы видели, как использование динамических массивов позволяет увеличивать раз­ 
мер массива, сохранив при этом постоянное амортизированное время исполнения. 
В этой задаче рассматривается вопрос произвольного расширения и уменьшения разме­ 
ров динамических массивов.

2. 

3. 

3. 1 0. Уп ражнения 



а) Разработайте стратегию экономии памяти, при которой размер массива, заполненного 
меньше чем на половину, уменьшается вдвое. Приведите пример последовательности 
вставок и удалений, при которой эта стратегия дает неприемлемое амортизированное 
время исполнения.

4. [3] Разработайте словарную структуру данных с временем исполнения О( 1 )  в наихудшем 
случае для операций поиска, вставки и удаления. В данной задаче допускается , что эле­
ментами множества являются целые числа из конечного множества 1 ,  2 ,  . . . . 11, а инициа­
лизация выполняется за время О(п). 

а) Все узлы содержат данные, два указателя на дочерние узлы и указатель на родитель­
ский узел. Как поле данных, так и каждый указатель занимает четыре байта. 

6. [5] Опишите, как можно модифицировать любую сбалансированную структуру данных 
таким образом, чтобы время исполнения операций поиска, вставки, удаления, определе­
ния минимума и максимума оставалось равным O(logn), а операции поиска предшест­
вующего и следующего узла выполнялись за время О( 1 ). Какие операции нужно моди­
фицировать для этого? 

Время исполнения всех операций для набора входных данных из п элементов должно 
быть равным O(logn) .
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б) Разработайте лучшую стратегию экономии памяти, чем предложенная выше, в кото­ 
рой достигается постоянное амортизированное время исполнения для каждой операции 
удаления.

Деревья и другие словарные структуры 

5. [3] Определите долю накладных расходов (отношение объема памяти, занимаемого дан­ 
ными, к общему объему памяти, отведенному под струюуру) для каждой из следующих 
реализаций двоичного дерева с п узлами:

б) Только листья содержат данные; внутренние узлы содержат два указателя на дочерние 
узлы. Поле данных занимает четыре байта, а каждый указатель - два байта.

7. 

8. Разработайте структуру данных, поддерживающую следующие операции :  

• insert(x, Т) - вставляет элемент х в множество Т; 
• de/ete(k, Т) - удаляет наименьший k-й элемент из м ножества Т; 
• member(x, Т) - возвращает значение ИСТИНА тогда и тол ько тогда, когда х является 

членом Т. 

[6] 

определения максимума и минимума было 0( 1 ). (Подсказка: думайте в терминах абст­ 
рактных словарных операций и не теряйте время на указатели и т. п . )

[5] Допустим, имеется сбалансированный словарь, который поддерживает операции 
search, insert, de/ete, minimum, maximum, successor и predecessor, время исполнения каж­ 
дой из которых равно O(logn). Как можно модифицировать операции вставки и удаления, 
чтобы их время исполнения оставалось равным O(logn), но время исполнения операций

9. [8] Операция конкатенации получает на входе два множества S1 и S2, где каждый элемент 
из S1 меньше, чем любой элемент из S2, и соединяет их в одно множество. Разработайте 
алгоритм для конкатенации двух двоичных деревьев в одно. Время исполнения в наи­
худшем случае должно быть равно O(h), где h - максимальная высота обоих деревьев. 
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Применен ие древовидных структур 

• Эвристический алгоритм типа "первый лучший" выглядит таким образом. Объекты 
рассматриваются в порядке, в котором они представлены. Каждый рассматриваемый 
объект помещается в частично заполненный контейнер, в котором после помещения 
данного объекта останется наименьший свободны й  объем. Если такого контейнера 
нет, объект помещается в новый (пустой) контейнер. Реал изуйте алгоритм "первый 
лучший" с времене� исполнения О(пlоgп). Алгоритм принимает в качестве входа 
множество из п объектов w1 , w2, "" Wn и возвращает количество требуемых контей­
неров. 

• Разработайте и реализуйте алгоритм типа "первый худший", в котором следующий 
объект помещается в такой частично заполненный контейнер, в котором после его 
помещения останется наибольш11й свободный объем. 

1 1 . [5] Допустим, что для последовательности из п значений х1 , х2" ." Хп нам нужно быстро 
выполнять запросы, в которых, зная i и j, нужно найти наименьшее значение в подмно­
жестве Х;, "" xj. 
а) Разработайте структуру данных объемом О(п2) и временем исполнения запросов 
0( 1 ). 
б) Разработайте структуру данных объемом О(п) и временем исполнения запросов 
O(logп). Чтобы решение было зачтено частично, структура данных может иметь объем 
О(п,lоgп) и обеспечивать выполнение запросов за время О(\оgп). 

1 2 . [5] Допустим, что есть м ножество S из п ч исел и черный ящик, который при вводе в не­
го любой последовательности действительных чисел и целого числа k немедленно вы­
дает ответ о наличии (или отсутствии) в данной последовательности подмножества, 
сумма которого равна точно k. Покажите, как можно использовать черный ящик О(п) 
раз, чтобы найти подмножество множества S, сумма членов которого равна точно k. 

• add(i,y) - складывает значение у и i-й элемент массива; 

• partial-sum(i) - возвращает сумму первых i элементов массива, т. е. L;;� i A [j] . 

Нет никаких вставок или удалений, только изменяются значения чисел. Каждая опера­
ция должна выполняться за O(logп) шагов. Можно использовать дополнительный мас­
сив размером п в качестве буфера. 

1 4 . [8] Расширьте структуру данных в предыдущей задаче, чтобы обеспечить поддержку 
операций вставки и удаления. Каждый элемент теперь имеет ключ и значение. Доступ к 
элементу осуществляется по его ключу. Операция сложения выполняется над значения­
ми элементов. Операция partial-sum отличается от аналогичной операцйи из предыду­
щей задачи. Используемые операции таковы: 

• add(k,y) - складывает значение у со значением элемента с ключом k; 

• iпsert(k,y) - вставляет новый элемент с ключом k и значением у; 

1 3 .  [5] Пусть A [ l "п] - массив действительных чисел. Разработайте алгоритм для выполне­
ния последовательности следующих операций:

1 0. [5] В задаче разложения по контейнерам нам нужно разложить п объектов, каждый ве­
сом от нуля до одного килограмма, в наименьшее количество контейнеров, максималь­
ная емкость каждого из которых не больше одного килограмма.



• delete(k) - удаляет элемент с ключом k; 

• partial-sum(k) - возвращает сумму всех текущих элементов множества, у которых 
значение ключа меньше чем у, т. е. 

Время исполнения в наихудшем случае дr1я любой последовательности О(п) операций 
должно оставаться таким же - O(n\ogn). 

1 5 . [8] Разработайте структуру данных, поДдерживающую операции поиска, вставки и уда­
ления целого числа Х за время 0( 1 )  (т. е. за постоянное время, независимо от общего 
количества хранящихся в структуре целых чисел). Допустим, что 1 < Х < п, и что суще­
ствует т + п ячеек для хранения целых чисел, где т - наибольшее количество целых 
чисел, которые могут одновременно храниться в структуре. (Подсказка: используйте 
два массива A [l . .n) и B[l .. m].) Массивы нельзя инициализировать, т. к. для этого понадо­
бится О(т) или О(п) операций. Отсюда следует, что массивы изначально содержат не­
предсказуемые значения,  поэтому вам нужно проявлять особую аккуратность. 

Проекты по реализации 

1 7. [5] Шифр Цезаря (см. раздел /8. 6)  относится к классу простейших шифров. К сожале­ 
нию, зашифрованные таким способом сообщения можно расшифровать, используя ста­ 
тистические данные о частотном распределении букв латинского алфавита. Разработай­ 
те программу для расшифровки достаточ но длинных текстов, зашифрованных шифром 
Цезаря .

Задачи, предлагаемые на собеседовании
1 8. [3] Каким методом вы бы воспользовались, чтобы найти слово в словаре?

1 9. [3 ] Представьте, что у вас полный шкаф рубашек. Как можно организовать рубашки,
чтобы упростить их извлечение из шкафа?

20. [4] Напишите функцию поиска среднего узла односвязного списка.

2 1 .  [4] Напишите функцию сравнения двух двоичных деревьев. Идентичные двоичные де­ 
ревья имеют одинаковую структуру и одинаковые значения в соответствующих узлах.

22. [4] Напишите программу для преобразования двоичного дерева поиска в связный спи­ 
сок.

23 . [4] Реализуйте алгоритм для изменения направления связного списка на обратное. Раз­ 
работайте такой же алгоритм, но без использования рекурсии.
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∑
xj<y

xi.

1 6. [5]  Реализуйте разные варианты словарных структур данных, такие как связные списки, 
двоичные деревья, сбалансированные двоичные деревья поиска и хэш-таблицы. Экспе­
риментальным путем сравните производительность этих структур данных в простом 
приложении, считывающим текстовый файл большого объема и отмечающим только 
один раз каждое встречающееся в нем слово. Это приложение можно эффективно реа­
лизовать, создав словарь и вставляя в него каждое новое обнаруженное в тексте слово. 
Напишите краткий доклад с вашими выводами. 

24. [5] Какой тип структуры данных будет наилучшим для хранения URL-aдpecoв, посе­ 
щенных поисковым механизмом? Создайте алгоритм для проверки, был ли ранее посе­ 
щен данный URL-aдpec; оптимизируйте алгоритм по времени и памяти.



27. [5] Разработайте как можно быстрый  алгоритм, использующий минимальный объем 
памяти, для определения, содержит ли связный список петлю. В положительном случае 
определите местонахождение петли . 

28.  [5] Имеется неотсортированный массив Х, содержащий п целых чисел. Определите 
множество М, содержащее п элементов, где М; является произведением всех целых чи­
сел из Х, за ис ключе н ием Х;. Операцию деления применять нельзя, но можно использо­
вать дополнительную память. (Подсказка: существуют решения с временем исполнения 
быстрее, чем О(п2). )  

29. [6]  Разработайте алгоритм, позволяющий найти на веб-странице наиболее часто встре­
чающуюся упорядоченную пару слов (например, "New York"). Какой тип структуры 
данных вы бы использовали? Оптим изируйте алгоритм по времени и памяти. 

Эти задачи доступны на  сайтах http://www.programming-challenges.com и http:// 
uva.onlinejudge.org. 
1 .  Jol ly Jumpers. 1 1 020 1 / 1 003 8.  

2 .  Crypt Kicker. 1 1 0204/843 . 

3 .  Where's Waldorf? 1 1 0302/ 1 00 1 0. 

4. Crypt Кicker l l .  1 1 0304/850. 

25 .  [4] У вас имеется строка поиска и журнал. Вам нужно сгенерировать все символы в 
строке поиска, выбрав их из журнала. Создайте эффективный ал горитм для определе­
ния, содержит ли журнал все символы в строке поиска. 

26. [4] Создайте ал горитм для изменения порядка слов в предложении на обратный, т. е. 
фраза "Меня зовут Крис" должна превратиться в "Крис зовут меня" .  Оптимизируйте ал­
 горитм по времени и памяти.
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Задачи по программированию



Студенты, получающие специальность, связанную с вычислительными системами,  
изучают основные алгоритмы сортировки по крайней мере три раза: сначала во введе­
нии в програм мирование, затем в курсе по структурам данных и, наконец, в курсе раз­
работки и анализа алгоритмов. Почему сортировке уделяется так много внимания? На 
то есть ряд причин .  

+ Сортировка является базовым строительным блоком, на котором основаны многие 
алгоритмы. Понимание сортировки расширяет наши возможности при решении 
других задач. 

+ Исторически сложилось так, что  на сортировку уходит больше компьютерного вре­ 
мени, чем на остальные задачи .  Четверть циклов всех мэйнфреймов была использо­ 
ваны для сортировки данных [Knu98] . Сортировка по-прежнему остается самой 
распространенной практической алгоритмической задачей.

+ Сортировка - самая изученная задача в теории вычислительных систем.  Известны 
буквально десятки алгоритмов сортировки, большинство из которых и меют опреде­ 
ленное преимущество над другими алгоритмами в определенных ситуациях.

ГЛАВА 4

Сортировка и поиск

4. 1 . Применение сортировки 

1 Другое название "сортировка кучей".  - Прим. перев. 

том, что существуют алгоритмы сортировки со временем исполнения O(nlogn). Это 
намного лучше, чем производительность О(п2), которую демонстрируют простые алго­ 
ритмы сортировки на больших значениях п.

В этой главе мы рассмотрим несколько алгоритмов сортировки и оценим их времен­ 
ную сложность. Важнейшая идея, которую я хочу донести до читателя, заключается в

применить для решения других задач . Мы рассмотрим подробное описание нескольких 
фундаментальных алгоритмов, - пирамидалыюй сортировки 1 (heapsort), сортировки 
слиянием (mergesort), быстрой сортировки (quicksort) и сортировки распределением 
(distribution sort), - представляющих собой примеры важных парадигм разработки 
алгоритмов. Задача сортировки также представлена в разделе 14. 1 .

В этой главе мы обсудим сортировку, уделяя особое внимание тому, как ее можно 

+ Большинство интересных идей, которые используются в разработке алгоритмов 
(в частности, метод "разделяй и властвуй", структуры данных и рандомизированные 
алгоритмы), возникло в контексте сортировки.



п п2!4 nlgn 

1 0  25 33 

1 00 2 500 664 

1 ООО 250 ООО 9 965 

1 0  ООО 25 ООО ООО 1 32 877 

1 00 ООО 2 500 ООО ООО 1 660 960 

Алгоритмы квадратичной сложности могут быть приемлемыми еще при п = 1 0  ООО, но 
когда п > 1 00 ООО, сортировка за квадратичное время становится неприемлемой.  

Рассмотрим несколько задач . 

+ Поиск. При условии, что входные данн ые отсортированы, двоичный поиск элемента 
в словаре занимает время O(logп). Предварительная обработка данных для поиска, 
пожалуй, является наиболее важным применением сортировки. 

+ Определение уникальности элементов. Как определить, имеются ли дубликаты в 
множестве из п элементов? Это частный случай общей задачи поиска ближайшей 
пары элементов, в котором нам нужно найти два элемента, разность между которы­ 
м и  равна нулю. Данная задача решается так же, как и предыдущая - сначала вы­ 
полняется сортировка входного множества, после чего отсортированная последова­ 
тельность перебирается за линейное время, которое требуется для проверки всех 
смежных пар.

Для подсчета количества вхождений произвольного элемента k в некоторое множе­
ство выполняется двоичный поиск этого элемента в отсортированном массиве клю­
чей . После нахождения требуемого элемента в массиве выполняется сканирование 
влево от этого элемента, пока не будет найден первый элемент, отличный от k. По­
том эта же процедура повторяется вправо от первоначальной точки. Общее время 

Рассмотрим следующую табли цу: 

124 Часть I. Практическая разработка алгоритмов

+ Поиск ближайшей пары. Как найти в множестве из п чисел два числа с наименьшей 
разностью между ними? После сортировки входного набора такие числа должны 
находиться рядом в упорядоченной последовательности . Поиск этих чисел занимает 
линейное время, а общее время, включая сортировку, составляет О(пlоgп).

+ Частотное распределение. Задача состоит в определении самого часто встречаю­ 
щегося элемента в множестве из п элементов. Если элементы множества отсортиро­ 
ваны, то их можно просто перебрать слева направо, подсчитывая, сколько раз 
встречается каждый элемент, т. к. при сортировке все одинаковые элементы будут 
размещены рядом друг с другом.

Большинство важных задач можно свести к сортировке; в результате задачу, на первый 
взгляд требующую квадратичного алгоритма, можно решить с помощью интеллекту­ 
альных алгоритмов с временной сложностью О(пlоgп). Одним из важных методов раз­ 
работки алгоритмов является использование сортировки в качестве базового конструк­ 
тивного блока, т. к. после сортировки набора входных данных многие другие задачи 
становятся легко решаемыми.
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+ Выбор элемента. Как найти k-й по величине элемент массива? Если элементы мас­
сива отсортированы, то k-й по величине элемент можно найти за линейное время,
просто прочитав k-ю ячейку массива. В частности, средний элемент находится в от-
сортированном массиве в (п/2)-й позиции.

определения вхождений этим методом равно O(logn + с), где с -  количество вхож­ 
дений элемента k. Еще лучшее время - O(logn) - можно получить, определив  по­ 
средством двоичного поиска местонахождение как элемента k - Е, так и элемента 
k + Е (где Е - сколь угодно малое) и затем вычислив  разницу между этими  двумя 
позициями.

+ Выпуклая оболочка. Как определить многоугольник с наименьшей поверхностью, 
содержащий множество точек n в двух измерениях? Выпуклую оболочку можно 
сравнить с резиновой нитью, натянутой вокруг точек в плоскости. Резиновая нить 
сжимается вокруг самых выступающих точек, образуя многоугольник (рис. 4. 1 ,  а).

а) б) 

Рис. 4. 1 .  Создание выпуклой оболочки : резиновой нитью (а), вставкой точек слева направо (б) 

Но каким образом можно использовать сортировку для создания выпуклой оболоч­ 
ки? После того как точки отсортированы по х-координате, их можно вставлять в 
оболочку слева направо. Так как самая правая точка всегда расположена на пери­ 
метре, то мы знаем, что она войдет в оболочку. После добавления этой новой самой 
правой точки остальные могут оказаться удаленными,  но  мы легко идентифицируем 
эти точки, т. к. они находятся внутри многоугольника, полученного в результате до­ 
бавления новой точки (рис. 4. 1 ,  6). Эти точки будут соседями  предыдущей встав­ 
ленной точки, так что их можно будет с легкостью найти и удалить. После сорти­

Выпуклая оболочка дает хорошее представление о размещении  точек и является 
одним из важных конструктивных блоков для создания более сложных геометриче­
ских алгоритмов, рассматриваемых в разделе 1 7. 2. 

Хотя некоторые из этих задач (например, выбор элемента) можно решить за линейное 
время с помощью более сложных алгоритмов, сортировка предоставляет самые про­ 
стые решения. Время исполнения сортировки оказывается узким местом лишь в не­ 
многих приложениях, к тому же в этом случае ее почти всегда можно заменить на бо­ 
лее интеллектуальные алгоритмы. Поэтому никогда не бойтесь потратить время на 
сортировку, при условии,  что используется эффективная процедура сортировки .

ровки общее время исполнения - линейное. 
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Сортировка является центральной частью многих алгоритмов. Сортировка данных долж­ 
на быть одним из первых шагов, предпринимаемых любым разработчиком алгоритмов 
с целью повышения эффективности разрабатываемого решения.

Решение. В голову приходят, по крайней мере, три решения, каждое из которых явля­
ется разновидностью сортировки и поиска. 

+ Сортируются оба множества. Когда оба множества отсортированы, то для опре­ 
деления общего элемента больше не требуется выполнять двоичный поиск. Вместо 
этого мы  сравниваем наименьшие элементы в обеих отсортированных последова­ 
тельностях и,  если они различаются, удаляем меньши й  элемент. Операция повторя­ 
ется рекурсивно на все уменьшающихся последовательностях, занимая линейное 
время, а общее время исполнения (включая сортировку) равно O(nlogn + mlogm + 
+ п + т).

Кроме этого, ожидаемое линейное время можно получить посредством хэширова­ 
ния - создается хэш-таблица, содержащая элементы обоих множеств, после чего вы­ 
полняется проверка, что конфликты в корзине являются результатом хэширования 
идентичных элементов. На практике это решение может быть самым лучшим.  •

Мы уже видели, что сортировка часто применяется в различных алгоритмах. Теперь 
обсудим несколько эффекти вных алгоритмов сортировки. Это делает актуальным во­ 
прос - в каком порядке нужно сортировать элементы?

ПОДВЕДЕНИЕ итогов 

Остановка для размышлений. Поиск пересечения множеств
ЗАДАЧА. Предоставить эффективный алгоритм для определения, являются ли  два 
множества (мощностью т и п соответственно) непересекающимися. Проанализировать 
сложность алгоритма в наихудшем случае относительно т и п, рассматривая случай, 
когда т значительно меньше, чем п.

+ Сортируется только большое множество. Большое множество можно отсортиро­ 
вать за время O(nlogn). Теперь для каждого из т элементов меньшего множества 
выполняется поиск на его наличие в большом множестве. Общее время исполнения 
будет равно О((п + т)logn).

+ Сортируется только малое множество. Меньшее множество сортируется за время 
О(т lоgт). Теперь для каждого из п элементов большего множества выполняется 
поиск на его наличие в меньшем множестве. Общее время исполнения будет равно 
О((п + m)logn).

Какой же из этих методов самый быстрый? Ясно, что сортировка меньшего множества 
выполняется быстрее, чем сортировка большего множества, т. к. logт < logn при т < п. 
Аналогично, (п + m)logm должно быть аси мптотически меньше, чем nlog п, т. к. п + т < 
< 2п при т < п. Следовательно, метод сортировки меньшего множества является са­
мым лучшим из этих трех. Обратите внимание, что при константном значении  т время 
исполнения будет линейным.  

4.2 .  Практи ческие аспекты сортировки



+

+ 

Иногда при сортировке необходимо сохранить первоначальный порядок элемен-
тов с одинаковыми ключами. Алгоритмы сортировки, которые автоматически
выполняют это требование, называются устойчивыми (stable). К сожалению,
очень немногие быстрые алгоритмы являются устойчивыми. Стабильность в лю-
бых алгоритмах сортировки можно обеспечить, указав первоначальное положе-
ние записи в качестве вторичного ключа.

+ 

Правильным решением таких вопросов в алгоритме сортировки будет использование 
функции попарного сравнения элементов, специфической для конкретного приложения. 
Такая функция принимает в качестве входа указатели на элементы а и Ь и возвращает 
"<", если а <  Ь, ">", если а >  Ь, и " = " , если а = Ь.
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Ответ на этот вопрос зависит от конкретной задачи. Более того, во внимание дол-
жен приниматься ряд соображений.
Сортировать в возрастающем или убывающем порядке? Набор ключей S отсор-
тирован в возрастающем порядке, если Si ≤ Si+1 для всех 1 ≤ i < n, и в убывающем
по рядке, если Si ≥ Si+1 для всех 1 ≤ i < n. Для разных приложений требуется
разный порядок сортировки.

+ 

Что делать в случае совпадения ключей? Элементы с одинаковыми значениями
ключей будут сгруппированы вместе при любом порядке сортировки, но иногда
имеет значение порядок размещения этих элементов относительно друг друга.
Допустим, что энциклопедия содержит записи, как для Майкла Джордана бас-
кетболиста, так и для Майкла Джордана специалиста в области статистики. Ка-
кая из этих записей должна быть первой? Для решения вопроса одинаковых пер-
вичных ключей придется прибегнуть к использованию вторичного ключа, кото-
рым может оказаться, например, размер статьи.

Как поступать с нечисловыми данными? Сортировка текстовых строк называет-
ся упорядочиванием по алфавиту. В библиотеках применяются очень подробные
и сложные правила касательно последовательности упорядочения букв и знаков
пунктуации. Это вызвано необходимостью принимать такие решения, как,
например, являются ли ключи Skiena и skiena одинаковыми, или как упорядочить
записи Brown-Williams, Brown America и Brown, John?

Сводя попарное упорядочивание к подобной функции, мы можем реализовывать алго­ 
ритмы сортировки, не обращая внимания на такие детали .  Мы просто передаем функ-

Сортировать только ключ или все поля записи? При сортировке набора данных
необходимо сохранять целостность сложных записей. Например, элементы
списка рассылки, содержащего имена, адреса и телефонные номера, можно отсор-
тировать по полю имен, но при этом необходимо сохранять связь между полем
имен и другими полями. Таким образом, для сложной записи нам нужно указать,
какое поле является ключевым, а также понимать полную структуру записей.

Конечно же, в случае совпадения ключей можно ничего не делать, а просто поз-
волить алгоритму разместить их там, где он сочтет нужным. Но имейте в виду,
что производительность некоторых эффективных алгоритмов сортировки
(например, быстрой сортировки) может ухудшиться до квадратичной, если в них
явно не предусмотреть возможность обработки большого количества одина-
ковых значений ключей.
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цию сравнения процедуре сортировки в качестве аргумента. Любой серьезный язык 
программирования содержит встроенную в виде библиотечной функции процедуру 
сортировки. Почти во всех случаях использование этой функции предпочтительнее 
написан ия своей собственной процедуры сорт11ровки. Например, стандартная библио­
тека языка С содержит функцию сортировки qsort : 

# i�clude <stdlib . h> 

void qsort (void *base , s i ze_t nel , s i ze_t width , 

int ( * compare ) ( const void * ,  const void * ) ) ;  

Конечный требуемый порядок отсортированной последовательности определяется 
функцией compare. Эта функция принимает в качестве аргументов указатели на два 
элемента размером width и возвращает отрицательное число, если в отсортированной 
последовательности первый элемент должен быть перед вторым, положительное чис­
ло, если наоборот, и ноль, если элементы одинаковые. Код функции для сравнения це­
лых чисел в возрастающей последовательности показан в листинге 4. 1 ,  

int intcompare ( int * i ,  int * j ) 

{ 
i f  ( * i  > * j ) return ( l ) ; 

if ( * i  < * j ) return ( - 1 ) ; 

return ( 0 ) ; 

Эту функцию сравнения можно использовать при сортировке массива а, в котором за­
няты первые n ячеек. Функция сортировки вызывается таким образом :  

qsort ( a ,  n ,  s i zeof ( int ) , int compare ) ;  

Название функции сортировки qsort дает основания полагать, что в ней реализован 
алгоритм быстрой сортировки quicksort, но это обстоятельство обычно не имеет ника­
кого значения для пользователя. 

4.3 . Пирамидальная сортировка 

Вни мательный читатель должен здесь спросить, почему мы рассматриваем стандарт­ 
ные методы сортировки, когда в конце предыдущего раздела была дана рекомендация

Листинг 4.1. Реализация функции сравнения

}

При использовании  функции qsort важно понимать назначение ее аргументов. Функ­ 
ция сортирует первые nel элементов массива, длина которых составляет width байт (на 
сам массив указывает переменная ьаsе). Таким образом, мы можем сортировать масси­ 
вы однобайтовых символов, четырехбайтовых целых чисел или 1 00-байтовых записей, 
изменяя лишь значение переменной width.

Тема сортировки представляет собой естественную лабораторию для изучения прин­ 
ципов разработки алгоритмов, т. к.  использование различных методов влечет за собой 
создание интересных алгоритмов сортировки.  В следующих нескольких разделах 
представляются методы разработки алгоритмов, порожденные определенными алго­ 
ритмами сортировки.
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не реализовывать их, а вместо этого использовать встроенные библиотечные функции 
сортировки конкретного языка программирования. Ответ на этот вопрос состоит в том, 
что применяемые для разработки этих алгоритмов методы также являются очень важ­ 
ными для разработки алгоритмов решения других задач, с которыми вам, скорее всего, 
придется столкнуться.

Распространенное название этого алгоритма - пирамидальная сортировка - не от­ 
ражает его механизма, но пирамидальная сортировка в действительности есть нечто 
иное, как реализация сортировки методом выбора с применением удачной структуры 
данных.

Пирамида представляет собой простую и элегантную структуру данных, поддержи-
вающую такие операции очередей с приоритетами, как вставка и поиск наименьшего
элемента. Принцип работы пирамиды основан на поддержании порядка "частичной
отсортированности" в заданном наборе элементов. Такой порядок слабее, чем состо-
яние полностью отсортированного набора (что обеспечивает эффективность сопро-
вождения), но сильнее, чем произвольный порядок (что обеспечивает быстрый по-
иск наименьшего элемента).

Мы начнем с разработки структур данных, т. к. одни м  из методов существенного 
улучшения производительности алгоритмов сортировки является использование соот­ 
ветствующих задаче структур данных. Сортировка методом выбора представляет собой 
простой алгоритм, который в цикле извлекает наименьший оставшийся элемент из не­ 
отсортированной части набора входных данных. На псевдокоде этот алгоритм можно 
выразить таким образом :

SelectionSort (A)
For i = 1 to n do

Sort [ i ]  = Find-Minimum from А 
Delete-Minimum from А

Return ( Sort )

Реализация алгоритма на языке C приводится в листинге 2.1.  Здесь массив входных
данных разделяется на отсортированную и неотсортированную части. Поиск наи-
меньшего элемента выполняется сканированием элементов в неотсортированной
части массива, что занимает линейное время. Найденный наименьший элемент ме-
няется местами с элементом i массива, после чего цикл повторяется. Всего выпол-
няется n итераций, в каждой из которых, в среднем, n/2 шагов, а общее время ис-
полнения равно O(n2).

Может быть, существует лучшая структура данных? После того как местонахождение 
элемента в неотсортированном массиве определено, его удаление занимает время O( 1 ), 
но чтобы найти наименьший элемент, нужно время О(п). Эти операции могут исполь­ 
зовать очереди с приоритетами. Что будет, если заменить текущую структуру данных 
структурой с реализацией очереди с приоритетами,  такой как пирамида или сбаланси­ 
рованное двоичное дерево? Теперь, вместо О(п), операции внутри цикла исполняются 
за время O(logn). Использование такой реализации очерещи с приоритетами ускоряет 
сортировку методом выбора с O(п2) до O(n\ogn).

4.3.1 . nирамиды
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Корневой узел дерева сохраняется в первой ячейке массива, а его левый и правый
потомки — во второй и третьей соответственно. В общем, мы сохраняем 2l ключей
уровня l полного двоичного дерева в направлении слева направо в позициях 2l-1 до
2l-1, как показано на рис. 4.2, б. Для простоты мы полагаем, что нумерация ячеек
массива начинается с единицы.

Это представление весьма удачно благодаря легкости, с которой определяется место-
нахождение родителя и потомка ключа, расположенного в позиции k. Левый потомок

Рис. 4.2. Пирамидальное дерево дат важных событий в американской истории (а)
и соответствующий массив (б)

Властные отношения в любой организации с иерархической структурой отображаются 
деревом, каждый узел которого представляет сотрудника, а ребро (х, у) означает, что х 
непосредственно управляет у (доминирует над ним). Сотрудник, отображаемый корне­ 
вым узлом, находится наверху организационной пирамиды .

нием ключа большим,  чем значения ключей его потомков. На рис. 4.2, а показана 
неубывающая пирамида дат знаменательных событий в истории Соединенных Штатов.

Подобным образом пирамида определяется как двоичное дерево, в котором значение
ключа каждого узла доминирует над значением ключа каждого из его потомков. В не­ 
убывающей бинарной пирамиде (min-heap) доминирующим над своими потомками яв­ 
ляется узел с меньшим значением ключа, чем значения ключей его потомков; а в не­ 
возрастающей бинарной пирамиде (max-heap) доминирующим является узел со значе­

в наиболее естественной реализации этого двоичного дерева каждый ключ сохранялся 
бы в узле с указателями на двух его потомков. Как и в случае с двоичн ыми деревьями 
поиска, объем памяти, занимаемый указателями, может быстро превысить объем памя­ 
ти, занимаемый ключами, которые интересуют нас в первую очередь.

Однако пирамида является настолько удачной структурой данных, что позволяет нам 
реализовать двоичные деревья без помощи указателей. Данные в ней сохраняются в 
виде массива ключей, а позиции ключей используются в роли неявных указателей.

typedef struct {
itern_type q [ PQ_SIZE+l ] ; 

int n ;

priority_queue ;

/* Тело очереди */
/* Количество элементов очереди */

}



ключа k находится в позиции 2k, правый - в позиции 2k + 1 ,  а родительский ключ 
находится в позиции Ln/2J. Таким образом,  по дереву можно перемещаться без ис­ 
пользования указателей (листинг 4.2).

pq_parent { int n)

{
if { n  == 1 )  return ( -1 ) ;

else return { { int ) n/2 ) ; / * Явно вычисляем floor { n/2 ) * /

pq_young_child ( int n )
{ 

return ( 2  * n ) ; 

Таким образом, чтобы не расходовать понапрасну память, мы не можем допустить на­ 
личие пробелов в нашем дереве, иными словами, каждый уровень должен быть запол­ 
нен до предела. Только последний уровень может быть заполнен частично. Упаковы­ 
вая элементы последнего уровня как можно плотнее влево, мы можем представить де­ 
рево Из п ключей, используя точно п элементов массива. Если не придерживаться этих 
структурных ограничений, то для представления этого же количества элементов нам 
может потребоваться массив размером 2п. Так как в пирамидальном дереве всегда за­ 
полняются все уровни, кроме последнего, высота пирамиды из п элементов логариф-

Хотя такое неявное представление двоичных деревьев позволяет сэкономить память, 
оно менее гибкое, чем представление с использованием указателей. Сохранение де- 
ревьев с произвольной топологией влечет за Собой большой расход памяти. Кроме это­ 
го, размещение поддеревьев можно изменять, только явно перемещая все элементы 
поддерева, а не обновляя один-единственный указатель, как  делается в случае деревьев 
с указателями. Такое отсутствие гибкости объясняет, почему эту идею нельзя исполь­ 
зовать для представления двоичных деревьев поиска. Впрочем, для пирамид она впол­ 
не подходит.

Решение. Невозможен.  В пирамиде нельзя использовать двоичный поиск, т. к. пира­ 
мида не является двоичным деревом .  Нам почти ничего не известно об относительном

Листинг 4.2. Листинг для работы с пирамидой

}
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Итак, мы можем сохранить любое двоичное дерево в массиве, не используя указате-
ли. Но нет ли здесь какого-то подвоха? Да, есть. Допустим, что наше дерево высо-
той h разреженное, т. е. количество его узлов n < 2h. Тем не менее, нам нужно выде-
лить место в структуре для всех отсутствующих узлов, т. к. необходимо представить
полное двоичное дерево, чтобы сохранить позиционные отношения между узлами.

}

мическая: h = L lg nj , т. к. 
h∑

i=0

2i = 2h+1 − 1 ≥ n .

Остановка для размышлений. Поиск в пирамиде

ЗАДАЧА. Возможен ли эффективный поиск определенного ключа в пирамиде?



размещении п/2 листьев пирамиды. во всяком случае, ничего, что помогло бы избежать 
линейного поиска в этих листьях. •

_

{ 
i f  ( q->n >= PQ_S IZE )

print f ( "Warning : priority queue overflow insert x=%d\n" , x ) ;

else {
q->n = ( q->n ) + 1 ;

q->q [ q->n ] = х ; 

buЬЫe_up ( q ,  q->n ) ;

buЬble_up ( priority_queue *q, int р )

{ 

buЬЫe_up ( q ,  pq_parent ( p )  ) ;

На каждом уровне процесс обмена элементов местами занимает постоянное время. Так 
как высота пирамиды из п элементов равна L lgn J ,  то каждая вставка зан имает, самое 
большее, время О(\оgп). Таким образом, первоначальную пирамиду из п элементов

Листинг 4.3. Вставка элемента в пирамиду

}
}

}
}
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4.3.2. Создание п и рамиды 

Пирамиду можно создать пошагово, вставляя каждый новый элемент в самую левую 
свободную ячейку массива, а именно в (п + 1)-ю ячейку предыдущей пирамиды из п 
элементов. Таким образом обеспечивается сбалансированная форма пирамидального 
дерева, но необязательно соблюдается порядок доминирования ключей. Новый ключ 
может быть меньшим, чем его предшественник в неубывающей бинарной пирамиде, 
или большим, чем его предшественник в невозрастающей бинарной пирамиде .
эта задача решается за счет обмена местами такого элемента с его родителем. Таким 
образом, прежний родитель теперь занимает должное место в иерархии доминирова­ 
ния, а порядок доминирования другого дочернего узла прежнего родителя продолжает 
оставаться правильным, т. к. теперь над ним находится элемент с большим уровнем 
доминирования, чем у его предыдущего родителя. Новый элемент теперь в несколько 
лучшем положении, но может продолжать доминировать над своим новым родителем. 
Тогда мы повторяем процедуру необходимое количество раз на более высоком уровне, 
перемещая новый кщюч пузырьковым методом на должное место в иерархии. Так как 
на каждом шаге корень поддерева заменяется элементом с большим уровнем домини­ 
рования, то порядок доминирования сохраняется во всех других частях пирамиды.
Код для вставки нового элемента в пирамиду показан в листинге 4.3 .

pq_insert (priority queue * q ,  item_type х )

if (pq__p arent ( p ) == -1 ) return ; / * Корень * /
i f  ( q->q [pq_parent ( р ) ] >: q->q [p ] )  {

pq_swap ( q, p , pq_parent ( p )  ) ;



можно создать посредством п таких вставок за время О(п\оgп). Соответствующий код 
приведен в листинге 4.4.

pq_init (priority_queue *q)
{

q->n = О ;

make_heap (priority_queue * q ,  itern_type s [ ] , int n )
{ 

int i ;  /*  Счетчик * /  
pq_init (q ) ;
for ( i=O ; i<n; i++ )

pq_insert (q ,  s [ i ] ) ;

Проблемный элемент продвигается вниз пузырьковым методом до тех пор, пока он
не начнет доминировать над всеми своими потомками, возможно, став листом. Дан-
ная операция "просачивания" элемента вниз также называется восстановлением пи-
рамиды (heapify), т. к. она сливает вместе две пирамиды (поддеревья под первона-
чальным корнем) с новым ключом. Код для удаления наименьшего элемента пира-
миды показан в листинге 4.5.

item_type extract_min (priority_queue *q)

int rnin = - 1 ;  /* Минимальное значение * /
if  ( q->n <=  0 )  printf ( "Warning : ernpty priority queue . \n" ) ;

}

}

Листинг 4.4. Создание пирамиды повторяющимися вставками
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4.3.3. Наименьший элемент пирамиды
Осталось рассмотреть такие операции, как поиск и удаление корневого элемента пира­ 
миды. Поиск не составляет никакого труда, т. к. верхний  элемент щирамиды находится 
в первой ячейке массива.

После удаления элемента остается пустая ячейка в массиве, которую Можно заполнить, 
перемещая в нее элемент из самого правого листа (который размещен в п-й ячейке 
массива).

над своими потомками, значит, порядок пирамиды восстановлен. В противном случае
элементов, т. е. данного корня и его двух потомков. Еели текущий корень доминирует 

Таким образом восстанавливается форма дерева, но (как и в случае со вставкой) значе­ 
ние корневого узла может больше не удовлетворять иерархическим требованиям пира­ 
миды. Более того, над этим новым корнем могут доминировать оба его потомка. Ко­ 
рень данной неубывающей бинарной пирамиды должен быть наименьшим из этих тррех

доминирующий потомок меняется местами с корнем и проблема передается на один 
уровень вниз.

Листинг 4.5. Удаление наименьшего элемента пирамиды

{



else  1
min = q->q [ l ]
q->q [ l ] = q->q [ q->n] 

q->n = q->n - l ; 
buЬЫe_down ( q, l ) ;

return (min ) ;

buЬЫe_down ( priority_queue * q, int р )
{

int с ;  / *  Индекс потомка * / 

int i ;  / *  Счетчик * /

int min index ; / *  Индекс наименьшего потомка * / 

min_index = р ;

for  ( i= 0 ; i<=l ; i++ )

if ( ( c+i ) <= q->n)

i f  ( q->q [min_index ] > q->q [ c+i ] ) min_index = c+i ; 

процедуры восстановления пирамиды дает нам алгоритм пирамидальной сортировки 
с временем исполнения O(nlogn) (листинг  4.6).

 heapsort ( item_type s [ ] , int n )

{
int i ;  / *  Счетик * / 

priority
_

queu.e q;  /*  Память для пирамидальной сортировки * / 

make_heap ( &q, s , n ) ; 
for ( i=O ; i<n;  i++ ) 

s [ i ]  = extract_min ( &q ) ; 

Листинг 4.6. Алгоритм пирамидальной сортировки

}

}

}

}
}

}

;
;

с = pq_young_child ( p ) ;

bubble_down ( q, min_index ) ;

if (min_index ! =  р) { 
pq_swap ( q, p , min_index ) ;

Для достижения позиции листа требуется L \g п J исполнений процедуры buЬЫe_down, 

каждое из которых исполняется за линейное время. Таким образом, удаление корня 
занимает время O(logn).

Обмен местами наибольшего элемента с последним элементом и многократный вызов 

Пирамидальная сортировка является замечательным алгоритмом. Его легко реализо­ 
вать, что подтверждает полный код, представленный в листингах 4.4-4.6. Время ис­ 
полнения этого алгоритма в наихудшем случае равно O(nlogn), что является наилуч­ 
шим временем исполнения, которое можно ожидать от любого алгоритма сортировки. 
Сортировка выполняется "на месте", что означает, что используется только память, 
содержащая массив с сортируемыми элементами.  Хотя на практике другие алгоритмы
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Листинг 4.7. Алгоритм быстрого создания пирамиды
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сортировки могут оказаться немного быстрее, вы не ошибетесь, если предпочтете этот 
для сортировки данных в оперативной памяти компьютера.

Это как раз та ситуация, для исправления которой предназначена процедура 
buЬЫe_down, - восстановление правильности иерархии произвольного элемента пира-
миды, находящегося сверху двух меньших пирамид. Таким образом мы можем создать 
пирамиду, ВЫПОЛнИв n/2 ВЫзОВОВ процедуры buЬЫe_down, как показано В листинге 4.7.

{ 
int i ;  /* Счетчик * /
q->n = n;
for ( i= O ; i<n; i++ ) q->q [ i+l ]  = s [ i ] ;
for ( i= q->n; i>=l ; i-- ) buЬЫe_down (q, i ) ;

Но обратите внимание, что это действительно верхний предел, т. к. фактически  только 

последняя вставка требует Lig n J шагов. Вспомните, что время исполнения процедуры 

buЬЬle_down пропорционально высоте пирамид, слияние которых она осуществляет. 
Большинство из этих пирамид очень небольшого размера. В полном двоичном дереве 
из п узлов п/2 узлов являются листьями (т. е. имеют высоту О), п/4 узлов имеют высо-

}

4.3.4. Быстрый способ создания пирамиды (*)

Очереди с приоритетами являются очень полезными структурами данных. Вспомните, 
как мы их использовали на практике (см.  раздел 3. 6). Кроме этого, в разделе 12.2  дает­ 
ся полный набор  реализаций очереди с приоритетами .

в первые п элементов массива очереди с приоритетами. Форма пирамиды будет пра­ 
вильной, но иерархия доминирования будет полностью нарушена. Как можно испра­ 
вить это положение?

Как мы видели, пирамиду из n элементов можно создать за время O(nlogn) методом по-
шаговой вставки элементов. Удивительно, но пирамиду можно создать еще быстрее, ис-
пользуя нашу процедуру bubble_down (см. листинг 4.5) и выполнив некоторый анализ.

Допустим, что мы упакуем п ключей, предназначенных для построения пирамиды, 

Рассмотрим массив в обратном порядке, начиная с последней (п-й) ячейки. Эта ячейка 
является листом дерева и поэтому доминирует над своими несуществующими потом­ 
ками.  То же самое верно и для последних п/2 ячеек массива, т. к. все они являются 
листьями. Продолжая двигаться по массиву в обратном направлении,  мы, наконец, 
дойдем до внутреннего узла, имеющего потомков. Этот элемент может не доминиро­ 
вать над своими потомками, но эти потомки представляют правильно построенные 
(хоть и небольшого размера) пирамиды.

make_heap (priority_queue *q, item_type s [ ] , int n)

Умножив количество вызовов (п) процедуры buЬble_down на верхний предел сложности 
каждой операции (O(logn)), мы получим время исполнения O(nlogn). Но это ничуть не 
быстрее, чем время исполнения алгоритма пошаговой вставки, описанного ранее.



int heap_compare {priority_queue *q, int i ,  int count , int х ) 

if ( ( count <= 0 )  1  1   ( i  > q->n ) return ( count ) ;

ту 1 ,  п/8 узлов имеют высоту 2, и т. д.). В общем, имеется самое большее r п / 2 h+l
 
1 уз-

лов высотой h, соответственно, затраты на создание пирамиды составляют:
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�lg n�∑

h=0

�n/2h+1�h ≤ n

�lg n�∑

h=0

h/2h ≤ 2n

Имеет ли значение тот факт, что мы можем создать пирамиду за линейное время
вместо времени O(nlogn)? Как правило, нет. Время создания не доминирует над
сложностью пирамидальной сортировки, поэтому улучшение времени создания не
улучшает его производительность в наихудшем случае. Тем не менее, перед нами
убедительная демонстрация важности внимательного анализа и возможности полу-
чения дополнительных бонусов от сходимости геометрической прогрессии.

1.

2. 

Решение с временем исполнения O(k) должно проверить только k элементов мень­ 
ших, чем х, плюс не более O(k) элементов больших, чем х. Такое решение в виде 
рекурсивной процедуры, вызывающейся для корневого элемента с параметрами i = 1 и 
count = k, приводится в листинге 4.8.

Так как эта сумма. строго говоря, не является геометрической прогрессией, мы не мо­ 
жем выполнить обычную операцию тождества. Но можно быть уверенным, что несу­ 
щественный вклад числителя (h) полностью перекроется значением знаменателя (2 ). 
Таким образом, функция быстро приближается к линейной.

Остановка для размышлений. Расположение элемента в пирамиде
ЗАДАЧА. Для данной пирамиды на основе массива из n элементов и действительного
числа x разработайте эффективный метод определения, является ли k-й элемент пира-
миды большим  или равным x. Независимо от размера пирамиды время исnолнения ал-
горитма в наихудшем случае должно быть равным O(k). Подсказка: находить k-й наи-
меньший элемент не нужно; требуется только определить его взаимосвязь с x.
Решение. Существуют, по крайней мере, два разных подхода, дающих правильные, но
неэффективные алгоритмы для решения этой задачи.

Процедура выборки наименьшего значения вызывается k раз, и каждое. из выбран-
ных значений  проверяется, меньше ли оно, чем значение х. Таким образом явно
сортируются первые k элементов, что предоставляет нам больше информации, чем
требует постановка задачи, но для этого требуется время O(klogn).

Листинг 4.8. Сравнение k-го элемента с числом x

{

Наименьший k-й элемент не может находиться глубже, чем на k-м уровне пирами­ 
ды, т. к. путь от него до корня должен проходить через элементы с убывающими 
значениями.  Таким образом, мы можем просмотреть все элементы первых k уров-
ней пирамиды и сосчитать, сколько из них меньше, чем х; просмотр прекращается, 
когда м ы  либо нашли k таких элементов, либо исчерпали все элементы. В то время 
как этот алгоритм дает правильное решение задачи, он исполняется за время 
O(min(n, 2*)), поскольку k верхн их уровней насчитывают 2* элементов.



if ( q->q [ i ]  < х )  {
count = heap_cornpare (q ,  pq_young_child ( i ) , count- 1 ,  х ) ;

count = heap_compare (q,  pq_young_child ( i ) +l ,  count , х ) ;

Листинг 4.9. Сортировка вставками

}

}
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return ( count ) ;  

Сортировка вставками является, возможно, самым простым примером метода сорти­ 
ровки поэтапными вставками, где мы создаем сложную струКтУрУ из п элементов, 
сначала создав ее из п - 1 элементов, после чеrо осуществляя необходимые изменения,

Теперь рассмотрим другой подход к сортировке, опирающийся на использование эф­ 
фективных структур данных. Выбираем произвольный элемент из неотсортированного 
списка и вставляем его в должную позицию в отсортированном списке. Псевдокод это­ 
го метода сортировки показан в листинге 4.9.

Но сколько времени потребуется? Процедура проверяет потомков только rex узлов, чье 
значение меньше, чем х, и общее количество таких узлов равно, самое большее, k. 
Для каждого из этих узлов проверяются, самое большее, два потомка, следовательно, 
количество проверяемых узлов равно, самое большее, 2k, а общее время исполнения 
равно O(k). •

Если корневой элемент неубывающей бинарной пирамиды меньше чем x, тогда в
оставшейся пирамиде не может быть элементов меньше чем x, т. к. по определению
этого типа пирамиды корневой элемент должен быть наименьшим. В противном
случае процедура просматривает потомки всех узлов со значением меньшим, чем x
до тех пор, пока либо не найдет k таких узлов (и в этом случае возвращается 0), ли-
бо не исчерпает все узлы (и тогда возвращается положительное значение). Таким
образом, процедура найдет достаточное количество подходящих элементов, при
условии, что они имеются в пирамиде.

4.3.5. Сортировка вставками

InsertionSort(A)
 A[0] = −∞
   for i = 2 to n do
      j = i
 while (A[j] < A[j − 1]) do
 swap(A[j],A[j − 1])
 j = j − 1

Реализация алгоритма сортировки вставками на языке С приводится в листинге 2.2.  

Хотя время исполнения алгоритма сортировки вставками в наихудшем случае равно 

O(п), его производительность значительно выше, если данные почти отсортированные, 
т. к. для помещения элемента в должное место достаточно лишь небольшого числа 
итераций внутреннего цикла.
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4.4. История из жизни.  Билет на самолет

чтобы добавить последний элемент. Метод поэтапной вставки оказывается особенно
полезным в геометрических алгоритмах. Обратите внимание, что быстрые алгоритмы
сортировки на основе поэтапных вставок обеспечены эффективными структурами дан-
ных. Операция вставки в сбалансированное дерево поиска занимает время O(logn), а
общее время создания дерева равно O(nlogn), При симметричном обходе такого дерева
элементы считываются в отсортированном порядке, что занимает линейное время.

Задачу усложнял тот факт, что для первого отрезка маршрута, скажем, от Лос-
Анджелеса (аэропорт LAX) до Чикаго (аэропорт ORD) существует  сотня разных тари­ 
фов, и не меньшее количество тарифов может существовать для каждого последующе­ 
го отрезка маршрута, например, от Чикаго до Нью-Йорка (аэропорт JFK). Самый деше-

Я взялся за эту работу в поисках справедливости. Меня наняла одна туристическая фир-
ма, чтобы помочь им разработать алгоритм поиска самого дешевого маршрута для
перелета из города х в город у. Сумасшедшие колебания цены на авиабилеты, устанав-
ливаемые согласно современным методам "управления доходами", повергали меня в
полное недоумение. Возникало впечатление, что цены на авиарейсы взлетают намного
эффективнее, чем сами самолеты. Мне казалось, проблема в том, что авиакомпании
скрывают действительно низкие цены на их рейсы. Я рассчитывал, что если я справ-
люсь с поставленной задачей, это позволит мне в будущем покупать билеты подешевле.

- Смотрите, - начал я свою речь на первом совещании .  - Все не так уж сложно. 
Создаем граф, в котором вершины представляют аэропорты, и соединяем ребром каж­ 
дую пару аэропортов и и v, между которыми есть прямой рейс. Устанавливаем вес это-
го ребра равным стоимости самого дешевого имеющегося в наличии билета из и в v. 
Теперь самая низкая цена перелета из города х в город у будет соответствовать самому 
короткому пути между соответствующими точками графа. Этот путь можно найти с 
помощью алгоритма Дейкстры для поиска кратчайшего пути. Проблема решена! -
провозгласил я, эффектно взмахнув руками .
Члены собрания задумчиво покивали головами, потом разразились смехом. Мне пред­ 
стояло кое-что узнать о чрезвычайно сложном процессе формирования цен на билеты 
пассажирских авиарейсов . В любой момент времени существует буквально миллион 
разных цен, при этом в течение дня они меняются несколько раз. Цена определяется 
сложным набором правил, которые являются общими для всей отрасли пассажирских 

езным фактором, формирующим политику ценообразования мировых пассажирских 
авиаперевозок. Чтобы определить точную стоимость любого авиамаршрута, требова­ 
лось убедиться, что он не проходит через Малави.

авиаперевозок и представляют собой запутанную систему, не основанную на каких­ 
либо логических принципах. Именно поэтому нам и требовался эффективный способ 
поиска минимальной цены перелета. Исключением из общего правила являлась только 
восточноафриканская страна Малави. Обладая населением в 1 2  миллионов и доходом 
на душу населения в 596 долларов ( 1 79 место в мире), она неожиданно оказалась серь­
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- Значит, наша цель заключается в том, чтобы вызывать эту процедуру для мини­ 
мального количества комбинаций билетов. Это означает, что нужно оценивать все воз­ 
можные комбинации билетов, начиная с самой дешевой до самой дорогой, до тех пор, 
пока мы не найдем первую удовлетворяющую правилам комбинацию.

Это в самом деле было интересно. Поиск наибольшего элемента в наборе значений, 
подвергающемся вставкам и удалениям, является как раз той задачей, для решения ко­ 
торой замечательно подходят очереди с приоритетами.  Но проблема в данном случае 
заключалась в том, что мы не могли заранее заполнить ключами очередь с приорите- 
тами. Новые пары нужно было вставлять в очередь после каждой оценки .

Каждую возможную цену билета двухэтапного рейса можно было представлять спи­ 
ском индексов ее компонентов (т. е. цен билетов каждого отрезка маршрута). Безус­ 
ловно, самый дешевый билет для всего маршрута будет получен сложением самых де­ 
шевых билетов для каждого отрезка маршрута. В нашем представлении это будет би­ 
лет ( 1 ,  1 ). Следующий самый дешевый билет получается сложением первого билета

вый билет для отрезка LAX-ORD (скажем, для детей членов Американской ассоциации 
пенсионеров) может быть несовместим с самым дешевым билетом для отрезка ORD- 
JFK (если, например, он является специальным предложением для мусульман, которое 
можно использовать только с последующей пересадкой на рейс в Мекку).
Признав справедливость критики за чрезмерное упрощение задачи, я принялся за рабо­ 
ту. Я начал со сведения задачи к наиболее простому случаю.

- Нет никакой возможности знать это наперед, - заверили меня. - Мы только мо­ 
жем выполнить процедуру "черного ящика", чтобы решить, существует ли конкретная 
цена на билет для данного маршрута и для данного пассажира.

- Хорошо. Скажем, вам нужно найти самый дешевый билет для рейса с одной пере­ 
садкой (т. е. двухэтапного), который проходит вашу проверку соответствия правилам. 
Есть ли какой-либо способ заранее определить, какие пары этапов маршрута пройдут 
проверку, и не выполнять при этом саму проверку?

- Тогда почему бы нам не составить набор всех возможных т х п пар билетов, отсор-
тировать их по стоимости, после чего оценить их в отсортированной последовательно­
сти? Безусловно, это можно сделать за время О(пт\оg(пт)У .

Я понял, что задача действительно интересная. - Что вам действительно нужно, так 
это эффективная структура данных, которая многократно возвращает следующую наи­ 
более дорогую пару билетов, при этом не составляя все пары наперед.

- Это мы сейчас и делаем, н о  составление полного набора т х n пар обходится до-  
вольно дорого, притом, что подходящей может оказаться первая пара.

- Совершенно верно.

я составил несколько примеров, как показано на рис. 4.3 .

1 Вопрос, можно ли отсортировать все такие суммы быстрее, чем nm произвольных целых чисел,
представляет собой нерешенную задачу теории алгоритмов. Дополнительную информацию по сорти-
ровке X + Y (так называется эта задача) можно найти в книгах [Fre76] и [Lam92].



одного отрезка маршрута и второго билета другого маршрута. т. е. это будет или ( 1 ,  2) 
или (2, 1) . Дальше становится сложнее. Третьим самым дешевым билетом могла бы 
быть неиспользованная пара из двух, приведенных выше, или же пара ( 1 ,  3) или (3, 1 ). 
На самом деле, это могла бы быть пара (3 , 1 ), если бы третья по величине цена билета 
на отрезок Х маршрута была 1 20 долларов.

- Конечно. Но как насчет дубликатов? М ы будем создавать пару (х, у) двумя разными 
способами - при расширении пар (х - 1 , у) и (х, у - 1) .

Решение было принято. Наш подход естественным образом обобщался для маршрутов 
с более чем двумя отрезками (при этом сложность возрастала с увеличением количест-

X+Y
$150   (1,1)

$160   (2,1)

$235   (2,3)

$255   (3,3)

$225   (1,3)

$205   (2,3)

$185   (2,2)

$180   (3,1)

$175   (1,2)
$100

$110

$130

X
$50

$75

$125

Y

Рис. 4.3. Сортировка возрастающем порядке сумм Х и У 
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- Скажите, - спросил я, - у нас есть время, чтобы отсортировать эти оба списка цен 
билетов в возрастающем порядке?

- В этом нет надобности, - ответил руководитель группы.  - Они подаются из базы 
данных в отсортированном порядке.

Это была хорошая новость. Нам не нужно было исследовать пары цен (i + 1, j) и (i,j + 1 ) 
до рассмотрения пары (i,j), т. к .  они очевидно были более высокими.

- Есть, - сказал я. - Мы будем отслеживать пары индексов в очереди с приоритета­ 
ми,  а ключом пары будет сумма цен билетов. Вначале в очередь вставляется только 
одна пара цен - ( 1 ,  1 ). Если эта пара оказывается неподходящей, мы вставляем в оче­ 
редь две следующие пары - ( 1 ,  2) и (2, 1 ) . В общем, после исследовашия и выбраковки 
пары (i, j) мы последовательно вставляем в очередь пары (i + l , j) и (i, j + 1). Таким об­
разом, мы исследуем все пары в правильном порядке.

явление дубликатов. Самым простым решением будет использование хэш-таблицы для 
проверки существования данной пары в очереди с приоритетами до ее вставки . В дей­ 
ствительности, структура данных никогда не будет содержать больше, чем n активных 
пар, т. к. с каждым отдельным значением цены первого отрезка маршрута можно соз­ 
дать только одну пару цен.

Компания быстро уловила суть решения .

- Вы правы. Нам нужна дополнительная структура данных, чтобы предотвратить по­ 



ва этапов маршрута). Метод выбора первого оптимального варианта, свойственный 
нашей очереди с приоритетами, позволил системе прекращать поиск, как только она 
находила действительно самый дешевый билет. Такой подход оказался достаточно бы­ 
стрым, чтобы предоставить интерактивный ответ пользователю. Однако я не заметил, 
чтобы мои авиабилеты хоть насколько подешевели.

Базовый случай рекурсивной сортировки имеет место, когда исходный массив состоит 
из одного элемента, вследствие чего перестановки в нем невозможны. На рис. 4.4 пока­ 
зана графическая иллюстрация работы алгоритма сортировки слиянием. Сортировку 
слиянием можно представлять себе как симметричный обход верхнего дерева, при ко­ 
тором преобразования представлены в нижнем (перевернутом) дереве.

Поэтому списки сливаются в один следующим образом. Оба списка отсортированы в 
возрастающем порядке, значит, наименьший элемент должен находиться в самом на-
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4.5. Сортировка слиянием.
Метод "разделяй и властвуй"
Рекурсивные алгоритмы разбивают большую задачу на несколько подзадач. При ре­ 

курсивном подходе сортируемые элементы разбиваются на две группы, каждая из этих 

меньших групп сортируется рекурсивно, после чего два отсортированных списка сли­ 

ваются воедино, и их элементы чередуются, образуя полностью отсортированный об­ 

щий список. Этот алгоритм называется сортировкой слиянием (mergesort).
Mergesort (A [ l , n ] ) 
Merge ( MergeSort (A [ l ,  [ n/2j ] ) ,  MergeSort (А [ [ n/ 2 ]  + 1 ,  n ] ) ) 

Эффективность сортировки слиянием зависит от эффективности слияния двух отсор­ 
тированных частей в один отсортированный список. Одним из способов было бы объ­ 
единить обе части и выполнить сортировку получившегося списка методом пирами­ 
дальной сортировки или каким-либо другим способом, но это свело бы на нет все наши 
усилия, потраченные на сортировку этих частей по отдельности.

Рис. 4.4. Работа алгоритма сортировки слиянием



чале ,одного из них. Этот наименьший элемент перемещается в общий список, при эrом 
один из списков укорачивается на один элемент. Следующий наименьший элемент 
опять же должен быть самым первым в одном из оставшихся двух списков. Повторяя 
эту операцию до тех пор, пока не опустеют оба отсортированных списка, мы сливаем 
эти два списка (с общим количеством элементов п) в один отсортированный список, 
выnолнЯя, самое большее, п - 1 сравнений за время О(п). 
Какое же общее время исполнения сортировки слиянием? Чтобы ответить на этот во­
прос, следует принять во внимание, какой объем работь1 выполняется на каждом уров­
не дерева сортировки. Если мы допустим для простоты, что п явлЯется степенью двой-. k ' 
ки, то k-й уровень содержит все 2 вызовов процедуры сортировки слиянием, обраба-
тывающих поддиапазоны из п/21 элементов. 

Работа, выполняемая на нулевом уровне (k О), состоит в слиянии двух отсортирован­
ных списков, каждый размером п/2, и при этом происходит, самое большее, п - 1 срав­
нений.  Работа, выполняемая на первом уровне (k = \), состоит в слиянии двух отсорти­
рованн ых списков, каждый размером п/4, и при этом происходит, самое большее, п - 2 . . . k сравнений.  В общем, работа, выполняемая на k-м уровне, состоит в слиянии 2 пар от-
сортированных списков, каждый размером nli 1 ,  � при этом происходит, самое боль-. . . . . k ,-

шее, п - 2  сравнений.  Слияние всех элементов на каждом уровне выполняется . за ли-
нейное время .. Каждый из п элементов фи.гурирует только в одной подзадаче н� каждом 
уровне. Наиболее трудоемким случаем (по количеству сравнени�) является самый 
верхний уровень. 

На · каждом уровне количество элементов в подзадаче делится пополам. Количество 
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чале одного из них. Этот наименьший элемент перемещается в общий список, при этом 
один из списков укорачивается на один элемент. Следующий наименьший элемент 
опять же должен быть самым первым в одном из оставшихся двух списков. Повторяя 
эту операцию до тех пор, пока не опустеют оба отсортированных списка, мы сливаем 
эти два списка (с общим количеством элементов п) в один отсортированный список, 
выполняя, самое большее, п- 1 сравнений за время О(п). 

Какое же общее время исполнения сортировки слиянием? Чтобы ответить на этот во­
прос, следует принять во внимание, какой объем работы выполняется на каждом уров­
не дерева сортировки. Если мы допустим для простоты, что п является степенью двой­
ки, то k-й уровень содержит все 2k вызовов процедуры сортировки слиянием, обраба­
тывающих поддиапазоны из n/2k элементов. 

Работа, выполняемая на нулевом уровне (k = О), состоит в слиянии двух отсортирован­
ных списков, каждый размером п/2, и при этом происходит, самое большее, п - 1 срав­
нений. Работа, выполняемая на первом уровне (k = \), состоит в слиянии двух отсорти­
рованных списков, каждый размером п/4, и при этом происходит, самое большее, п - 2 
сравнений. В общем, работа, выполняемая на k-м уровне, состоит в слиянии i пар от­
сортированных списков, каждый размером nli + 1, и при этом происходит, самое боль­
шее, п - 2k сравнений. Слияние всех элементов на каждом уровне выполняется за ли­
нейное время. Каждый из п элементов фигурирует только в одной подзадаче на каждом 
уровне. Наиболее трудоемким случаем (по количеству сравнений) является самый 
верхний уровень. 

На· каждом уровне количество элементов в подзадаче делится пополам. Количество 

делений ПОПОЛаМ ЧИСЛа n ДО тех пор, Пока не будет получена единица, равно ГJg2 n l · 

Так как глубина рекурсии составляет lgn уровней, а каждый уровень обрабатывается за 
линейное время, то в наихудшем случае время исполнения алгоритма сортировки 
слиянием равно O(n\ogn). 

Алгоритм сортировки слиянием хорошо подходит для сортировки связных списков, 
т. к. он, в отличие от алгоритмов пирамидальной и быстрой сортировки, не основыва­
ется на произвольном доступе к элементам. Его основным недостатком является необ­
ходимость во вспомогательном буфере при сортировке массивов. Огсортированные 
связные списки можно легко слить вместе, не требуя дополнительной памяти, а просто 
упорядочивая указатели. Но для слияния двух отсортированных массивов (или частей 
массива) требуется третий массив для хранения результатов слияния, чтобы не поте­
рять содержимое сливаемых массивов. Допустим, что мы сливаем множества {4, 5, 6} 
и {1, 2, З}, записанные слева направо в одном массиве. Без использования буфера нам 
придется записывать отсортированные элементы поверх элементов первой половины 
массива, вследствие чего последние будут утеряны. 

Сортировка слиянием является классическим примером алгоритмов типа "разделяй и 
властвуй". Мы всегда в выигрыше, когда можем разбить одну большую задачу на две 
подзадачи, т. к. меньшие задачи легче решить. Секрет заключается в том, чтобы вос­
пользоваться двумя частичными р�шениями для создания решения всей задачи, как это 
было сделано с операцией слияния. 



Псевдокод алгоритма сорпировки слиянием представлен в листинге 4. 1 О.

int i ; /* Счетчик * /

int rniddle; / *  Индекс среднего элемента * / 
i f  ( low < high)

rnergesort ( s , low, rniddle ) ; 
rnergesort ( s , rniddle+l , high ) ; 
rnerge ( s ,  low, rniddle ,  high) ;

Но реализация части алгоритма, в которой осуществляется слияние отсортированных 
списков, оказывается более сложной. Проблема состоит в том, что нам нужно где-то 
хранить слитый массив. Чтобы избежать потери элементов в процессе слияния, мы 
сначала создаем копии исходных массивов (листинг  4. 1 1 ) .

merge ( item_type s [ ] ,  int low, int rniddle , int high )

int i ;  / *  Счетчики * /
queue bufferl , buffer2 ;   / *  Буфера для хранения элементов * / 

init_queue ( &bufferl ) ;
init_queue ( &buffer2 ) ;
for ( i=low; i<=rniddle ;  i++ ) enqueue ( &bufferl , s [ i ] ) ;
for ( i=1).liddle+l ; i<=high; i++ ) enqueue ( &buffer2 , s [ i ] ) ;
i = low;
while ( ! ( empty_queue ( &bufferl ) 1 1 empty_queue ( &buffer2 ) ) )

if (headq ( &bufferl ) <= headq ( &buffer2 ) ) 
s [ i++] = dequeue ( &bufferl ) ;

else
s [ i++ ] = dequeue ( &buffer2 ) ;

while ( ! empty_queue ( &bufferl ) ) s [ i ++ ] = dequeue ( &bufferl ) ; 
while ( ! empty_queue ( &buffer2 ) ) s [ i++ ] = dequeue ( &buffer2 ) ;

Алгоритм быстрой сортировки (quicksort) работает таким образом. Из массива разме­
ром п выбирается произвольный элемент р. Оставшиеся п - 1 элементов массива раз-

Листинг 4.10. Алгоритм сортировки сливанием

Листинг 4.11. Процедура слияния массивов
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Реализация

}
}

}

}

{

{

4.6. Быстрая сортировка.
Рандомизированная версия

rniddle = ( low+high ) /2 ;

mergesort ( itern_type s [ ] ,  int low,  int high )  
{ 

{



quicksort ( itern_type s ( J ,  int 1, int h )
{

int р ;  / *  Индекс  элемента-разделителя * /  
i f  ( (h- 1 )  >0 ) {

р = partition ( s , l , h ) ; 
quicksort ( s , l , p-1 ) ; 
quicksort ( s , p+l , h ) ;

144 Часть I. Практическая разработка алгоритмов

Q  U  I  C  K  S  O  R  T

Q  I  C  K  S  O  R  T  U

Q  I  C  K  O  R  S  T  U

I  C  K  O  Q  R  S  T  U

I  C  K  O  Q  R  S  T  U

C  I  K  O  Q  R  S  T  U

деляются на две части : левую (или нижнюю), содержащую все элементы, меньшие 
элемента р, и правую (или верхнюю), содержащую все элементы, большие р. Графиче-

ская иллюстрация работы алгоритма быстрой сортировки представлена на рис. 4.5.

Рис. 4.5. Графическая иллюстрация работы алгоритма быстрой сортировки

Элемент р занимает отдельную ячейку между этими двумя частями .

вильным, поскольку, в конечном счете, каждый  элемент оказывается в правильном 
месте. В листинге 4. 1 2  приведен код алгоритма на языке С.

Такое разбиение массива на две части преследует две цели .  Во-первых, опорный эле­ 
мент р находится в точно той же позиции массива, в которой он  будет находиться 
в  конечном отсортированном массиве. Во-вторых, после разделения массива на части, 
в конечной отсортированной последовательности элементы не перемещаются из одf/ой 
части в другую. Так.им образом, сортировку элементов в левой и правой части массива 
можно выполнять независимо друг от друга. Это дает нам рекурсивный алгоритм сор­ 
тировки, т. к. мы можем использовать подход с разбиением массива на две половины 
для сортировки каждой первоначальной половины. Такой алгоритм должен быть пра­ 

Листинг 4.12. Алгоритм быстрой сортировки

}
}

Массив можно разбить на части за один проход с линейным временем исполнения для 
определенного опорного элемента посредством постоянного сопровождения трех час­ 
тей массива: содержащей  элементы меньшие, чем опорный элемент (слева от
firsthigh), содержащей элементы равные или большие, чем опорный (между firsthigh 
и i) и содержащей непроверенные элементьt (справа от i) . Реализация процедуры раз­ 
биения показана в листинге 4. 1 3 .



int partition ( itern_type s [ ] , int 1 ,  int h )
{
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Листинг 4.13. Процедура разбиения массива на части

}

}

int i ;  /* Счетчик * /
int р;  /* ИНдекс элемента-разделителя * /
int firsthigh; / * Позиция для элемента-разделителя * /
firsthigh = 1;

for ( i=l ; i<h; i++)
if ( s [ i ]  <s [p] ) {

swap ( &s [ i ] , &s [ firsthigh] ) ;
firsthigh ++;

swap ( &s [p ] , &s [ firsthigh] ) ; 
return ( firsthigh ) ;

p= h;

Так как процедура разделения содержит, самое большее, п операций  обмена местами 
двух элементов, то разбиение массива выполняется за л инейное время. Но каково об­ 
щее время исполнения алгоритма быстрой сортировки? Подобно алгоритму сортиров­ 
ки слиянием, алгоритм быстрой сортировки создает рекурсивное дерево вложенных 
поддеревьев массива из п элементов. Подобно алгоритму сортировки слиянием алго­ 
ритм быстрой сортировки обрабатывает (не слиянием частей  в один массив, а наобо­ 
рот, разбиением массива на части) элементы каждого подмассива на каждом уровне за 
линейное время. Опять же, подобно алгоритму сортировки слиянием, общее время ис­ 
полнения алгоритма быстрой сортировки равно O(п•h), где h - высота рекурсивно-
го дерева.

Но здесь трудность состоит в том, что высота дерева зависит от конечного местонахо­ 
ждения опорного элемента в каждой части массива. Если нам очень повезет, и опор­ 
ным каждый раз будет элемент, находящийся посередине массива, то размер получен­ 
ных вследствие такого деления подзадач всегда будет равен половине размера задачи 
предыдущего уровня . Высота представляет количество делений, которым подвергается 
массив и последующие подмассивы до тех пор, пока полученный подмассив не будет 

состоять из одной ячейки. Количество таких делений равно, самое большее, pg2n l · 

Такая благоприятная ситуация показана на рис. 4.6, а и представляет наилучший слу­ 
чай алгоритма быстрой сортировки.

Теперь допустим, что нам постоянно не везет, и что наш выбор опорного элемента все 
время разбивает массив самым неравномерным образом. Это означает, что в качестве 
опорного всегда выбирается наибольший или наименьший элемент текущего массива. 
После установки этого опорного элемента в должную позицию у нас остается одна 
подзадача размером п - l элементов. Таким образом, мы тратим линейное время на 
ничтожно малое уменьшение задачи —  всего лишь на один элемент (рис. 4.6, б). Чтобы 
разбИТЬ массив так, что на каждом уровне будет наХоДИТЬСЯ один элемент, требуется 
дерево высотой п - l и время О(п).
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Рис. 4.6. Рекурсивные деревья алгоритма быстрой сортировки: наилучший случай (а)
и наихудший случай (б)

а) б) 

4.6.1. Ожидаемое время исполнения
алгоритма быстрой сортировки

Таким образом, время исполнения алгоритма быстрой сортировки в наихудшем случае 
хуже, чем для пирамидальной сортировки или сортировки слиянием. Чтобы оправдать 
свое название, алгоритму быстрой сортировки следовало бы работать лучше в среднем 
случае. Для понимания этого требуется почувствовать  произвольную выборку на ин­ 
туитивном уровне.

Я дам не строгое, а опирающееся на интуицию объяснение, почему время исполнения 
алгоритма быстрой сортировки в среднем случае равно O(nlogn). Какова вероятность 
того, что выбранный в произвольном порядке разделяющий элемент окажется хоро­ 
шим? Самым лучшим разделяющим элементом был бы средний элемент массива, т. к. 
по каждую его сторону оказалось бы ровно по половине элементов исходного массива. 
К сожалению, вероятность выбрать наудачу точно средний элемент довольно низка, 
а именно равна 1/п.

ва разбивки первонача.льного массива, создаваемого произвольными опорными эле-
ментами на каждом шаге разбивки. Время исполнения алгоритма слиянием равно 
O(nlogn), потому что мы рекурсивно разбиваем общее количество элементов на две 

Ожидаемое время исполнения алгоритма быстрой сортировки зависит от высоты дере­ 

равные части, после чего сливаем в требуемом порядке за линейное время. Таким об­ 
разом, всякий раз, когда опорный элемент находится возле центра сортируемого мас­ 
сива (т. е. разделение проходит возле среднего элемента), мы получаем хорошее раз­ 
биение и  такую же производительность, как и для алгоритма сортировки слиянием.

Но допустим, что разделитель является достаточно хорошим, если он находится в 
центральной половине массива, т. е. в диапазоне элементов для сортировки от п/4 до 
3п/4. Таких достаточно хороших разделительных элементов имеется довольно много, 
т. к. полов на всех элементов расположена ближе к центру массива, чем к его краям 
(рис. 4.7) .  Таким образом, вероятность выбора достаточно хорошего разделительно-
го элемента при каждом выборе равна 1 /2.

честным образом нет. Если бросить монету п раз, то примерно в половине случаев вы­ 
падет орел. Вероятность выбора достаточно хорошего разделителя можно рассматри-
вать как выпадение орла при бросании  монеты.

Возможно ли, чтобы при бросании  монеты постоянно выпадала решка? При бросании 



Рис. 4.7. В половине случаев разделительный элемент расположен ближе к середине массива,
чем к его краям

Следует отметить одну важную тонкость в ожидаемом времени исполнения O(nlogn) 
алгоритма быстрой сортировки. В нашей реализации алгоритма в предыдущем разделе 
мы выбирали в качестве разделителя последний элемент каждого подмассива (части 
предыдущего массива). Допустим, МЫ используем ЭТОТ алгоритм на отсортированном 
массиве. В таком случае при каждой разбивке будет выбираться наихудший изо всех 
возможных элемент-разделитель, а время исполнения будет квадратичным.  Для любо­ 
го детерминистического способа выбора элемента-разделителя существует наихудший  
входной экземпляр с квадратичным временем исполнения. В представленном ранее 
анализе утверждается лишь следующее: существует высокая вероятность, что время
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1 n/4 3n/4 nn/2

h h 
(3 / 4) к п = 1 => п = ( 4 / 3) к , то hg = log.413n. 

Но только половина выбираемых произвольно разделителей являются достаточно 
хорошими, а другую половину мы назовем плохими. Наихудшие из плохих разделите­ 
лей по существу не уменьшают размера раздела вдоль самого глубокого  пути. Самый 
глубокий путь от корня вниз по типичному дереву разделов быстрой сортировки, соз­ 
данноrо посредством выбора произвольных разделителей, проходит через приблизи­ 
tельно одинаковое количество достаточно хороших и плохих разделителей.  Так как 
ожидаемое количество достаточно хороших и плохих разделителей одинаково, то  пло-
хие разделители могут увеличить высоту дерева, самое большее, вдвое, поэтому 
h � 2hg = 2 log.тn, что сводится к 8(\ogn).

4.6.2. Рандомизированные алгоритмы

В среднем, деревья разделов алгоритма быстрой сортировки, созданные посредством 
произвольного выбора (и, аналогично, двоичные деревья поиска, созданные произ­ 
вольными вставками), дают очень хорошие результаты. Более подробный анализ пока­ 
зывает, что после п вставок средняя высота дерева составляет приблизительно 21пп. 
Так как 21nп � 1 ,386 lg2n, то это всего лишь на 39% выше, чем высота идеально сбалан-
сированного двоичного дерева. Поскольку время обработки каждого уровня составляет 
O(п), то среднее время исполнения алгоритма быстрой сортировки равно O(nlogn). 
Если нам чрезвычайно не повезет и наши произвольно выбранные разделители всегда 
будут оказываться наибольшими или наименьшими элементами массива, то алгоритм 
быстрой сортировки превратится в  сортировку методом выбора с временем исполне-
ния О(n2). Но вероятность такого развития событий очень мала.

При выборе самого худшего возможного достаточно хорошего разделителя большая 
часть разделенного массива содержит 3п/4 элемента. Какой будет высота hg дерева ал­ 
горитма быстрой сортировки, созданного в результате последовательного выбора наи­ 
худших достаточно хороших разделителей? Самый длинный путь по этому дереву 
проходит через части размером п, (3/4)п, (3/4) 2 п, ". ,  и т. д. до 1 элемента. Сколько раз 
можно умножить п на 3/4, пока м ы  не дойдем до 1 ?  Так как



исполнения алгоритма быстрой сортировки будет равно 0(пlоgп), при условии, что 
подлежащие сортировке данные идут в произвольном порядке.

В качестве альтернативного варианта мы могли бы прийти к такому же утверждению, 
выбирая произвольный элемент-разделитель на каждом шаге.

Чтобы должным образом анализировать рандомизированные алгоритмы, необходимо 
иметь определенные познания в области теории  вероятностей, обсуждение которой 
выходит за рамки данной книги . Но некоторые подходы к разработке эффективных 
рандомизированных алгоритмов можно с легкостью объяснить.

Рандомизированное хэщирование. Мы уже говорили, что посредством хэширования 
можно реализовать словарные операции с ожидаемым временем исполнения 0(1 ). 
Но для любой хэш-функции имеется наихудший случай в виде набора ключей, ко­ 
торые хэшируются в одну корзину. Но допустим,  что первым шагом алгоритма мы 
выбираем произвольную функцию хэширования из большого Семейства подходя­ 
щих функций.  Таким образом, мы получаем такую же улучшенную гарантию, как и 
для рандомизированного алгоритма быстрой сортировки.
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Теперь допустим, что прежде чем приступать к сортировке п элементов, мы переупо­ 
рядочим  их произвольным образом .  Эту операцию перестановки можно выполнить за 
время О(п) (подробности см.  в разделе 13.7). Эта кажущаяся расточительность гаран­ 
тирует ожидаемое время исполнения О(пlogn) для любого входного экземпляра задачи. 
Хотя наихудший случай времени исполнения продолжает оставаться возможным, он 
зависит исключительно от того, насколько нам повезет или не повезет. Но явно опре­ 
деленного наихудшего входного экземпляра больше нет. Следовательно, теперь мы 
можем сказать: существует высокая вероятность, что время исполнения рандомизиро­ 
ванного алгоритма быстрой сортировки будет равно 0(пlоgп) для любого входного 
экземпляра задачи.

Рандомизация является мощны м  инструментом для улучшения алгоритмов с плохой 
временной сложностью в наихудшем случае, но с хорошей сложностью в среднем слу­ 
чае. С ее помощью алгоритмы можно сделать более устойчивыми в граничных случаях 
и более эффективными на высоко структурированных вводных экземплярах, которые 
делают неэффективными эвристические механизмы принятия решений (как в случае 
с отсортированным входом для алгоритма быстрой сортировки). Рандомизацию часто 
можно применять с простыми алгоритмами, обеспечивая таким образом производи­ 
тельность, которую в противном случае можно получить, только используя сложные 
детерминистические алгоритмы.

Рандомизированная выборка. Допустим,  мы хотим получить общее представление о 
среднем значении п элементов, но у нас нет ни достаточного времени, ни места, 
чтобы просмотреть все значения. В таком случае мы делаем выборку произвольных 
элементов из всего множества и исследуем эти элементы. Полученный результат 
должен быть репрезентативным для всего множества.

+ 

Эта идея лежит в основе исследований путем опроса. Но если не обеспечить дейст­ 
вительно произвольную выборку, а опросить х первых встречных, то возможны ис­ 
кажения в ту или иную сторону. Во избежание таких искажений выполняющие оп­ 
рос агентства обычно звонят по произвольным телефонным номерам и надеются, 
что кто-либо ответит.

+ 



+ Рандомизированный поиск. Рандомизацию можно также применять для орга­ 
низации методов поиска, таких как имитация отжига. Подробности см. в раз­ 
деле 7. 5.3 .

ЗАДАЧА. Задача болтов и гаек определяется таким образом .  Есть набор разных п гаек 
и такое же количество соответствующих болтов. Вам нужно найти для каждого болта 
подходящую гайку. Сравнивать можно только болты и гайки, т. е. нельзя сравнивать 
гайки с гайками или болты с болтами.

Решение. Алгоритм полного перебора решает эту задачу, сравнивая первый болт со 
всеми гайками, пока не найдет подходящую, после чего переходит к следующему бол­ 
ту и сравнивает его со всеми оставшимися гайками, и т. д. В худшем случае для перво­ 
го болта потребуется п сравнений .  Повторение этой процедуры для всех последующих 
болтов со всеми остающимися гайками дает нам квадратичное число сравнений.

Эта задача интересна тем, что для нее не существует простого детерминистического 
алгоритма. Это хорошая иллюстрация, как использование рандомизации позволяет из­ 

бавиться от плохих входных экземпляров задачи посредством простого и изящного 
алгоритма. •
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Остановка для размышлений. Болты и гайки

Разработайте алгоритм для решения этой задачи за время О(п2), а потом разработайте 
рандомизированный алгоритм для решения этой задачи за ожидаемое время O(nlogn).

А если вместо последовательного перебора болтов, начиная с первого, мы каждый раз 
будем брать произвольный болт? В среднем, мы можем ожидать перебора около поло­ 
вины гаек, пока не найдем подходящую для данного болта, поэтому этот рандомизиро-
ванный алгоритм будет иметь ожидаемое время исполнения наполовину меньшее, чем 
в худшем случае. Это можно рассматривать как определенное улучшение, хотя и  не 
асимптотического типа.

Основной операцией алгоритма быстрой сортировки является разбиение массива эле­ 
ментов на две части по элементу-разделителю. Можем ли мы разбить множества гаек и 
болтов по произвольно выбранному болту Ь? Определенно, что, сравнивая размер гаек 
с размером произвольно выбранного болта Ь, мы можем разбить множество гаек на две 
части - меньших и больших чем гайка, подходящая для болта Ь. Но нам также нужно 
разбить на части множество болтов по этому же произвольно выбранному болту раз­ 
мером Ь, а мы не можем сравнивать болты друг с другом.  Но ведь когда мы найдем 
гайку подходящего размера для болта размером Ь, то мы можем использовать ее для 
разбиения болтов, точно так же, как мы использовали болт для разбиения на части 
множества гаек. Разбиение на части гаек и болтов происходит за 2п - 2 сравнения, а 
время исполнения оставшихся операций следует непосредственно из анализа рандоми­ 
зированного алгоритма быстрой сортировки.

Так как рандомизированный алгоритм быстрой сортировки обеспечивает ожидаемое 
время исполнения, то будет естественной идея эмулировать его для решения данной 
задачи.  Действительно, в отсортированных последовательностях для i-го болта подой­ 
дет i-я гайка.
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4.6.3. Действительно ли алгоритм быстрой сортировки
работает быстро?

Но как можно сравнить два алгоритма с временной сложностью 0(пlоgп), чтобы ре­ 
шить, который из них быстрее? Как можно доказать, что алгоритм быстрой сортировки 
действительно быстрый? К сожалению, модель RAM и асимптотический анализ явля- 
ются слишком  грубыми инструментами для сравнений такого типа. В случае алгорит­ 
мов с одинаковой асимппотической сложностью, детали их реализации и особенности 
программной и аппаратной платформы, на которой они исполняются, такие как объем 
оперативной памяти и производительность кэша, могут вполне оказаться решающим 
фактором.

Существует четкое, асимптотическое различие между алгоритмом с временем испол-
нения 0(пlоgп) и алгоритмом с временем исполнения 0(п2). Поэтому только самый не-
доверчивый читатель будет сомневаться в моем утверждении, что алгоритмы сорти­ 
ровки слиянием, пирамидалыной сортировки и быстрой сортировки покажут лучшую 
производительность на достаточно больших входных экземплярах задачи, чем алго­ 
ритмы сортировки вставкам и или сортиров и методом выбора.

Что можно сказать, так это то, что в процессе экспериментирования было установлено, 
что должным образом реализованный алгоритм быстрой сортировки обычно в 2-3 раза 
быстрее, чем алгоритм сортиров1щ слиянием или пирамидальной сортировки. Основ­ 
ной причиной этому является тот факт, что в алгоритме быстрой сортировки операции 
внутреннего цикла менее сложные. Но если вы не верите, что алгоритм быстрой сорти­ 
ровки быстрее, я не смогу вам этого доказать. Ответ на этот вопрос лежит за рамками 
применения аналитических инструментов, рассматриваемых в этой книге. Самым луч­ 
шим способом будет реализовать оба алгоритма и определить их эффективность экс­ 
периментальным способом .

4.7. Сортировка распределением.
Метод блочной сортировки
Имена в телефонной книге можно отсортировать по первой букве фамилии. Таким об­ 
разом у нас получится 26 разных корзин для имен (в английском алфавите 26 букв -
прим. перев.). Обратите внимание, что любая фамилия в корзине J должна находиться 
после всех фамилий из корзины I, но перед любой фамилией из корзины К. Вследствие 
этого обстоятельства фамилии можно отсортировать в каждой отдельной корзине, по­ 
сле чего просто объединить отсортированные корзины·
Если имена распределены среди корЗин равномерно, то каждая из получившихся 
26 подзадач сортировки должна быть значительно меньшего размера, чем первона­ 
чальная задача. Далее, разделяя каждую корзину по второй букве фамилии, потом 
третьей и т. д., мы создаем корзины все меньшего и меньшего размера (т. е. содержа­ 
щие все меньше и меньше элементов-фамилий). Список фамилий будет отсортирован, 
поскольку вследствие такого деления каждая корзина содержит только одну фамилию. 
Только что описанный алгоритм сортировки называется блочной сортировкой (bucket 
sort) или сортировкой распределением (distribution sort).



Неравномерное распределение данных встречается и в реальной жизни. Возьмем,
например, такую необычную американскую фамилию, как Shiffiett. Когда я последний
раз смотрел телефонный справочник Манхэттена (в котором свыше миллиона фами-
лий), то в нем было пять человек с такой фамилией. Как вы думаете, сколько людей по
фамилии Shiffiett проживает в небольшом городке с населением в 50 000? На рис. 4.8
показан фрагмент телефонного справочника для города Шарлотсвилл в штате Вирджи-
ния. Фамилия Shiffiett занимает в справочнике более двух с половиной страниц.

Рис. 4.8. Фрагмент телефонного справочника
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Обсудим последний  вопрос, касающийся сложности алгоритмов сортировки. М ы  знаем
несколько алгоритмов сортировки . Для всех время исполнения в наихудшем случае
было равно O(nlogn), и ни один из них не выполнялся за линейное время.  Для сорти­
ровки п элементов неизбежно требуется рассмотреть каждый из н их, поэтому времен­
ная сложность любого алгоритма сортировки в наихудшем случае должна быть Q(п) .
Можем ли мы закрыть эту брешь в 0(1ogn)?

Сортировку можно использовать для иллюстрации большинства парадигм разра-
ботки алгоритмов. Методы структур данных, принцип "разделя й и властвуй", рандо-
мизация и поэтапная обработка — все эти подходы позволяют разрабатывать эффек-
тивные алгоритмы сортировки.

Подведение итогов

Клан Shiffiett присутствует в этом регионе много лет, и это обстоятельство приве-
дет в расстройство любую программу сортировки распределен ием, т. к. при после-
дователь  ном разбиении корзины S на Sh на Shi на Shif на ... на Shifiett в действи-
тельности не  происходит никакого значительного разбиения.

4.7.1. Нижние пределы для сортировки

Применение корзин является очень эффективным подходом, когда м ы  уверены, что
данные распределены приблизительно равномерно. Эта же идея лежит в основе хэш-
таблиц, kd-деревьев и многих других практических структур данных. Обратной сто-
роной этой медали является то, что производительность может быть ужасной, если
распределение данных окажется не таким, на какое мы рассчитывали . Хотя для та-
ких структур данных, как сбалансированные двоичные деревья, гарантируется произ-
води  тельность худшего случая для входных данных с любым распределением, такая
гарантия отсутствует для эвристических структур данных с неожиданным распреде-
лением ввода.
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Вспомним,  что время обращения к жесткому диску относительно велико из-за необхо­
димости позиционировать магнитную головку чтения/записи. После того как головка

1 Один мой цинично настроенный коллега по профессорско-преподавательскому составу сказал, что
это первый случай, когда кто-либо поинтересовался мнением студентов относительно преподавателей.

К сожалению, нет. Нижнюю границу il(пlоgп) можно установить на основе того об­
стоятельства, что любой алгоритм сортировки должен вести себя по-разному при сор­
тировке каждой из возможных разных п !  перестановок п элементов. Время исполнения
любого алгоритма сортировки на основе сравнений  определяется результатом каждого
попарного сравнения.  НабоР всех возможных исполнений такого алгоритма 
можно представить в виде дерева с п! листьями .  Минимальная высота дерева соот-
ветствует самому быстрому возможному алгоритму, и получается, что lg(n ! )  = 0(nlogn).

Эта нижняя граница важна по нескольким причинам. Прежде всего, этот подход можно
расширить, чтобы получить нижние границы для многих приложений сортировки,
включая определение уникальности элемента, поиск наиболее часто встречающегося
элемента, а также создание выпуклых оболочек. Среди алгоритмических задач сорти­
ровка является одной из немногих, обладающих нетривиальной нижней границей.
В главе 9 мы рассмотрим альтернативный подход к доказательству маловероятности
существования быстрых алгоритмов.

4.8. История из жизни. Адвокат Скиена
Я веду тихий, достаточно честный образ жизни .  Одной из наград за такой образ жизни
является то, что сплю спокойно, не опасаясь никаких неприятных сюрпризов. Поэтому
я был крайне поражен, когда мне позвонила женщи на-адвокат, которая хотела не
просто поговорить со мной, но поговорить об алгоритмах сортировки.

Ее фирма работала над делом, касающимся высокопроизводительных программ сорти­
ровки, и им был нужен эксперт, который мог бы объяснить присяжным технические
подробности. По первому изданию этой книги они поняли, что я кое-что знаю об алго­
ритмах, и поэтому решили обратиться именно ко мне. Но прежде, чем нанять меня, они
захотели узнать, как студенты оценивают мои преподавательские способности, чтобы
удостовериться в том,  что я могу доходчиво объяснять людям сложные понятия 1 .  Уча­
стие в этом деле оказалось увлекательной возможностью узнать, как работают дейст­
вительно быстрые программы сортировки. Я полагал, что, наконец, смогу ответить на
вопрос, какой из алгоритмов сортировки в памяти является самым быстрым. Будет это
пирамидальная сортировка или быстрая сортировка? Какие особенности алгоритмов
способствовали сведению к минимуму количества сравнений в практических прило­
жениях?

Ответ был довольно отрезвляющим.  Сортировка в памяти никого не интересовала.
Главное заключалось в сортировке громадньrх файлов, намного больших, чем которые
могли  поместиться в оперативную память. Основная работа состояла в записывании и
считывании данных с диска, и хитроумные алгоритмы для сортировки в памяти нико­
му не были интересны, т. к. в реальной жизни сортировать нужно многие гигабайты
данных.
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Какие же уроки можно извлечь из всего этого?

Суды не являются инструментом для скорого разрешения разногласий .  Юридические
баталии  во многом похожи на военные битвы: они очень быстро обостряются, стано-

установлена в нужном месте, передача данных осуществляется очень быстро, и для
чтения большого блока данных требуется приблизительно такое же время, что и для
одного байта. Таким образом, целью является сведение к минимуму количества бло-
ков данных для чтения/записи и никогда не простаивал, координация этих операций,
чтобы алгоритм сортировки никогда не простаивал, ожидая данные.
Необходимость интенсивной работы с диском во время сортировки лучше всего де-
монстрируется на ежегодных соревнованиях по сортировке Minutesort. Перед
участни ками стоит задача отсортировать наибольший объем данных за одну минуту.
Действующим чемпионом в этом соревновании является Джим Вилли (Jim Wyllie) из
отдела исследований IBM. На своем скромном 40-узловом кластере из 80 процессоров
Itanium, оснащенном массивом из 2 520 сетевых дисков, он смог отсортировать 116 ги-
габайт данных за 58,7 секунд. Существует и другое, более приближенное к практике,
соревнование Pennysort, целью которого является получение максимальной производи-
тельности сортировки на один цент стоимости оборудования. Действующим чемпио-
ном в этом соревновании является представленный китайскими разработчиками алго-
ритм BSIS, который на персональном компьютере стоимостью 760 долларов, оснащен-
ном четырьмя приводами SAТА, отсортировал 32 гигабайта за 1 679 секунд. Информа-
цию о текущих рекордах сортировки можно получить на веб-сайте Sort Benchmark по
адресу http://sortbenchmark.org/.

Итак, какой алгоритм лучше всего подходит для сортировки данных вне оперативной
памяти?  Оказывается, это сортировка многоканальным слиянием с применением мно­
жества инженерных и других специальных приемов. Создается пирамида из членов
верхнего блока каждого из k отсортированных списков. Последовательно снимая с 
этой пирамиды верхний элемент и сливая вместе эти k списков, алгоритм создает общий 
отсортированный список.

Так как пирамида находится в памяти, то эти операции выполняются с высокой ско­
ростью. Когда имеется достаточно большой объем отсортированных данных, они запи­
сываются на диск, тем самим освобождая память для новых данных. Когда начинают
заканчиваться элементы верхнего блока одного из сливаемых отсортированных k спи­
сков, загружается следующий верхний  блок данных из этого списка.

Оценить на этом уровне производительность программ/алгоритмов сортировки и ре­
шить, какой из них действительно быстрее, очень трудно. Будет л и  справедливо срав­
нивать производительность коммерческой программы, предназначенной для обработки
общих файлов, с производительностью кода, в котором убрано все л ишнее и который
оптимизирован для обработки целых чисел? В соревновании  Minutesort в качестве
входных данных для сортировки используются произвольно генерируемые записи раз­
мером в 1 00 байтов. Сортировка таких записей существенно отличается от сортировки
имен или целых чисел. Например, при сортировке этих записей широко применяется
прием, при котором от каждого элемента берется короткий  префикс, и сортировка сна­
чала выполняется по этим префиксам, чтобы избежать перемещения лишних байтов.

Самый важный состоит в том, что следует всячески избегать втягивания себя в судеб­
ное разбирательство в качестве как истца, так и ответчика.
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int binary_search ( itern_type s [ ] , itern_type key, int low, int high ) 

int rniddle ; / *  Индекс среднего элемента * /  

i f  ( low > high ) return ( -1 ) ; / *  Кточ не найден * /  

rniddle = ( low+high ) /2 ; 

if ( s [rniddle ] == key ) return (rniddle ) ;  

i f  ( s [rniddle ] > key ) 

return ( Ьinary_search ( s ,  key, low, rniddle- 1 ) ) ;  

else 

return (Ьinary_searchJ s ,  key,  rniddle+ 1 ·, high ) ) ; 

вятся очень дорогостоящими в денежном и временном отношении, а также в отноше­
нИИ душевного состояния, и обычно кончаются только тогда, когда обе стороны исто­
щены и идут на компромисс. Мудрые люди могут решить свои проблемы, не прибегая
к помощи судов. Усвоив этот урок должным образом сейчас, вы сможете сэкономить
средства, в тысячи раз превышающие стоимость этой книги.
Что касается технических аспектов, то важно уделять должное внимание производи­
тельности внешних средств хранения данных при обработке очень больших наборов
данных алгоритмами с низкой временной сложностью (например, линейной или рав­
ной nlogn).
В таких случаях даже такие постоянные множители, как 5 или 1 О, могут означать раз-
ницу между возможностью и невозможностью сортировки.
Конечно же, для наборов данных большого объема алгоритмы с квадратичным време-
нем исполнения обречен ы  на неудачу независимо от  времени доступа к данным на
дисках.

Листинг 4.14. Реализация алгоритма двоичного поиска

{

4.9. Двоичный поиск
и связанные с ним алгоритмы

Вероятно, все это вы уже знаете. Но важно почувствовать, насколько быстрым являет­
ся алгоритм двоичного поиска. Существует популярная детская игра "Двадцать вопро­
сов" .   Суть этой игры состоит в тоМ, что один из игроков загадывает слова, а второй

}

Алгоритм двоичного поиска позволяет осуществлять быстрый поиск в массиве S от­
сортированных ключей. Чтобы найти ключ q, мы сравниваем значение q со средним
ключом массива S[n/2]. Если значение  ключа q меньше, чем значение ключа S[n/2],
значит, данный ключ должен находиться в верхней половине массива S; в противном
случае он должен находиться в его нижней половине. Рекурсивно повторяя этот про-
цесс на половине, содержащей элемент q, мы находим его за Г lg n l сравнений, что яв­
ляется большим улучшением по сравнению с ожидаемыми п/2 сравнениями при после­
довательном поиске. Реализация алгоритма двоичного поиска на языке С показана
в листинге 4. 1 4.



Представленная ранее процедура двоичного поиска позволяет найти индекс одного из
элементов в соответствующем блоке (х) за время O(lgn). Естественным способом опре-
деления границ блока будет последовательная проверка элементов слева от х до тех
пор, пока не будет найден элемент, отличающийся от ключа, и повторение процесса
проверки для элементов справа от х. Разница между индексами левой и правой грани�
цы блока, увеличенная на единицу, и будет количеством вхождений элемента k в дан­
ный набор данных.

Теперь допустим, что у нас есть массив, заполненный последовательностью нулей, за
которыми следует неограниченная последовательность единиц, и нужно найти гран ицу
между этими двумя последовательностями. Если бы мы знали количество п элементов

Так как стандартные словари содержат от 50 ООО до 200 ООО слов, то можно быть уве­
ренным, что 20 попыток будет более чем достаточно.

пытается угадать его. Если после 20 вопросов слово не отгадано, то выигрывает пер-
вый игрок, в противном случае - второй. Но в действительности второй игрок всегда
находится в выигрышном положении, т. к. он для угадывания слова может применить
стратегию двоичного поиска. Для этого он берет словарь, открывает его посередине,
выбирает слово (например, 1 1НОЧЬ11) И спрашивает первого игрока, находится ЛИ зага­
данное им слово перед словом "ночь". Процесс рекурсивно повторяется для соответст­
вующей половины, пока слово не будет отгадано.

Простые варианты двоичного поиска порождают несколько интересных алгоритмов.
Допустим, мы  хотим сосчитать, сколько раз данный ключ k (например, "Skiena") встре­
чается в данном отсортированном массиве. Так как при сортировке все копии k соби­
раются в один непрерывный блок, то задача сводится к поиску этого блока и после­
дующего измерения его размера.

Этот алгоритм исполняется за время O(lgn + s), где s - количество вхождений ключа.
Но если весь массив состоит из одинаковых ключей, то это время может ухудшиться
до линейного. Алгоритм двоичного поиска можно ускорить, модифицировав его для
поиска границ блока, содержащего элемент k, вместо самого k. Допустим, мы  удалим
проверку на  равенство:
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if (s [middle ]  == key ) return (middle ) ;

из реализации двоичного поиска в листинге 4. 1 4  и для каждого неуспешного поиска
вместо -1 будем возвращать индекс low. Теперь любой поиск будет заканчиваться не-
удачей по причине отсутствия проверки на равенство. При сравнении ключа с одина­
ковым элементом массива процесс поиска будет переходить в правую половину масси­
ва, в конце концов, останавливаясь на правой границе блока одинаковых элементов.
Левая граница блока определяется изменением направления двоичного сравнения на
обратное и повторением поиска. Так как поиск выполняется за время O(lgn), то под­
счет количества вхождений элемента занимает логарифмическое время, независимо от
размера блока.

4.9.2. Односторонний двоичный поиск

4.9.1. Частота вхождения элемента



массива, то на определение точки перехода посредством двоичного по.иска ушло бы

Г Jg n l операций сравнения. При отсутствии границы мы можем последовательно вы­

полнять сравнения по увеличивающимся интервалам (A [ l ] , А[2], А [4], А [8], А [ \ 6] ,  . . . ),
пока не найдем первый ненулевой элемент. Теперь у нас имеется окно, содержащее
целевой элемент, и мы можем применить двоичный поиск. Такой односторонний дво-
ичный поиск возвращает грани цу р за, самое большее, 2pgpl  операций сравнения,

независимо от размера масси ва. Односторонний  двоичный поиск особенно хорошо
подходит для локализации элемента, расположенного недалеко от текущей позиции
просмотра.

Заметим, что квадратный  корень числа п > 1 должен находиться в интервале от 1 до п.
Пусть / = 1 ,  r = п. Теперь рассмотрим среднюю точку этого интервала т = (/ + r)/2 и
отношение т2 к п. Если п > т2, то квадратный корень должен быть больше, чем т, по­
этому мы устанавли ваем / = т и повторяем процедуру. Если п < т2, то квадратный
корень должен быть меньшим, чем т, поэтому устанавливаем r = т и повторяем про­
цедуру. В любом случае мы сократили интервал наполовину посредством всего лишь
одного сравнения. Продолжая действовать подобным образом, мы найдем квадратный
корень без учета знака за lgn сравнений .

Для обоих типов задач поиска корня известны алгоритмы их решения, которые выдают
результат быстрее, чем двоичный поиск. В частности, вместо исследования средней
точки и нтервала в этих алгоритмах применяется и нтерполяция для поиска подходящей
точки, расположенной ближе к искомому корню. Тем не менее, метод двоичного поис­
ка является простым и надежным, и работает так хорошо, насколько это возможно, не
требуя допол нительной и нформации о самой функции .

Один  из наиболее эффективных подходов к решению задач состоит в разбиении  их на
меньшие части, поддающиеся решению с большей легкостью. Задачи меньшего разме­
ра являются менее сложными, что позволяет фокусировать внимание на деталях, кото­
рые не попадают в поле зрения при исследовании всей задачи.  Когда мы можем раз­
бить задачу на более мелкие экземпляры задачи этого же типа, то становится очевид-
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4.9.3.  Корн и числа 

Квадратным корнем числа п является такое число r, для которого r2 = п. Хотя операция
вычисления квадратного корня имеется в любом карманном калькуляторе, нам будет
полезно разработать эффективны й  алгоритм для его вычисления.

Этот метод деления интервала пополам можно также применять для решения более
общей задачи поиска корней уравнения .  Число х называется корнем функции f, если
f(x) = О. Возьмем два числа / и r, для которых f(/) > О и f(r) < О. Если f является непре­
рывной функцией, то ее корень должен находиться в интервале между / и r. В зависи­
мости от знака f(т), принимая т = (/ + r)/2 , мы можем уменьшить это содержащее ко­
рень  окно наполовину за одно сравнение, прекращая поиск, как только наша оценка
корня становится достаточно точной.

4. 1 0. Метод "разделяй и властвуй"
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Эффективный алгоритм получается в том случае, когда слияние решений половин за­
нимает меньше времени, чем их решение. Классическим примером алгоритма типа
"разделяй и властвуй"  является алгоритм сортировки слиянием, рассмотренный в раз­
деле 4. 5. Слияние двух отсортирован ных списков, содержащих по п/2 элементов и по­
лученных за время O(nlgn), занимает только линейное время .

Любую показательную функцию также можно выразить посредством рекуррентного
соотношения, например:

ным использование для ее решения рекурсивного алгоритма. Для эффективной парал­
лельной обработки задачу необходимо разложить, по крайней мере, на столько мень­
ших задач, сколько имеется процессоров. Это требование становится еще более важ­
ным с развитием кластерных вычислеюtй и многоядерных процессоров.

Принцип разбиения задачи на меньшие части лежит в основе двух важных парадигм
разработки алгоритмов. В частности, в главе 8 обсуждается динамическое программи­
рование. Суть этого метода состоит в удалении из задачи некоторого элемента, реше­
нии получившейся меньшей задачи и использовании найденного решения, для кор­
ректного возвращения элемента на место. А в методе "разделяй  и властвуй"  задача ре­
курсивно разбивается на, скажем, половины, каждая половина решается по
отдельности, после чего решения каждой половины объединяются в общее решение.

Принцип "разделяй и властвуй" применяется во многих важных алгоритмах, включая
сортировку слиянием, быстрое преобразование Фурье и умножение матриц методом
Страссена. Но я нахожу этот принцип трудным для практической разработки алгорит­
мов иных, чем двоичный поиск и его разновидности . Возможность анализа алгоритмов
типа "разделяй и властвуй" зависит от нашего умения выяснить асимптотику рекур­
рентных соотношений,  определяющих сложность таких рекурсивных алгоритмов.

Временная сложность многих алгоритмов типа "разделя й  и властвуй"  естественно
формируется рекуррентными соотношениями.  Оценка рекуррентных соотношений яв­
ляется важным аспектом для понимания, в каких обстоятельствах от алгоритмов типа
"разделяй и властвуй" можно ожидать хорошую производительность, а также является
важным инструментом для общего анализа. Читатели,  которых идея анализа не приво­
дит в особый восторг, могут пропустить этот раздел, но должное представление о раз­
работке можно получить, лишь понимая поведение рекуррентных соотношений.

4.1 0 .1 . Рекуррентн ые соотношен ия

Что же собой представляет рекуррентное соотношение? Это уравнение, которое опре­
делено посредством самого себя . В качестве примера рекуррентного соотношения
можно привести последовательность чисел Фибоначчи, определяемую равенством
Fn = Fn - 1  + Fn - 2 (см . раздел 8. 1 . 1) .  С помощью рекуррентных соотношений можно вы­
разить также многие другие аналитические функции .  В частности, посредством рекур­
рентного соотношения можно представить любой многочлен, например, линейную
функцию:

an = an−1 + 1, a1 = 1 −→ an = n

an = 2an−1, a1 = 1 −→ an = 2n−1



Все это означает, что рекуррентные соотношения являются очень гибким средством 
для представления функций. Кроме рекуррентных соотношений, свойством ссылаться 
на �ам их себя также обладают рекурсивные програм мы или алгоритмы, как можно ви­
деть по общему корню обоих терминов. По существу, рекуррентные соотношения пре­
доставляют способ анал изировать рекурсивные структуры, такие как алгоритмы. 

Как уже упоминалось, алгоритмы типа "разделяй и властвуй"  разбивают задачу на не­
сколько (скажем, а) меньших подзадач, каждая из которых имеет размер п/Ь. Кроме
этого, слияние решений подзадач в общее решение занимает время f(п). Пусть Т(п) -
время решения алгоритмом наихудшего случая задачи размером п. Тогда Т(п) предос­
тавляется следующим рекуррентным соотношещием :

Рассмотрим примеры использования рекуррентных соотношений для решения задач. 

+ 

+ 

+ 

= О(п2•8 1 ), •по невозможно предсказать, не решая соотношение.

Наконец, многие необычные функции, которые непросто выразить посредством обыч­
ной нотации, можно представить с помощью рекуррентного соотношения, например:
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an = nan−1, a1 = 1 −→ an = n!

4. 1 0.2 .  Рекуррентные соотношения 
метода "разделя й и властвуй"  

T (n) = aT (n/b) + f(n)

Сортировка. Время исполнения алгоритма сортировки слиянием определяется ре­
куррентным  соотношением Т(п) = 2Т(п/2) + О(п), т. к. алгоритм рекурсивно разделя­
ет входные данн ые на равные половин ы, после чего выполняет слияние частных
решений в общее за лиНейное время. Фактически это рекуррентное соотношение
сводится к соотношению Т(п) = O(пlgn), которое было получено ранее.

+ 

Двоичный поиск. Время исполнения алгоритма двоичного поиска представляется
рекуррентным соотношением Т(п) = Т(п/2) + 0( 1 ), т. к. каждый шаг уменьшения
размера задачи вдвое выполняется за ли нейное время. Фактически это рекуррентное
соотношение сводится к соотношению Т(п) = O(пlgn), которое было получено ранее.
Быстрое создание пирамиды. Процедура ьuьыe_down (см . листинг  4.5) создает пи­
рам иду из п элементов, создавая две пирамиды, каждая из которых содержит
п/2 элементов, а потом сливая их с корнем. Эта процедура занимает логарифмиче­
ское время. М ы  получим рекуррентное соотношение Т(п) = 2Т(п/2) + O(lgn). Факти­
чески оно сводится к соотношению Т(п) = О(п), которое было получено ранее.
Умножение матриц. Как описано в разделе 2. 5. 4, время исполнения стандартного
алгоритма для умножения двух матриц размером п х п равно О(п\ т. к. для каждого
из п2 элементов в матрице произведений мы вычисляем скалярное произведение
п членов.

Но в книге [Str69] рассматривается алгоритм типа "разделяй и властвуй", который для
умножения двух матриц размером п х п манипулирует произведениями семи матриц
размером п/2 х п/2. Временная сложность этого рекуррентного соотношен ия равна
Т(п) = 7Т(п/2) + О(п2). Фактически, это рекуррентное соотношение сводится к Т(п) =
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ся 
од отдел классо

1 .  Если для некоторой константы Е > О существует функция f ( п) = О( п10gь a-t ) , тог да 

3 . 

1 .  

2 . 

2. Если f(n) = Θ(nlogb a) , тогда T (n) = Θ(nlogb a lg n).

T (n) = Θ(nlogb a).

Если для некоторой константы ɛ > 0 существует функция Ω(nlogb a+ɛ) и для
некоторой константы c < 1 существует функция, такая что f(n/b) ≤ cf(n), тогда
T (n) = Θ(f(n)).

f(n/b) ≤ cf(n)

Хотя все эти формулы выглядят устрашающе, в действительности их совсем не трудно
использовать. Вопрос заключается в определении,  какой случай так называемой основ­
ной теоремы является действительным для данного рекуррентного соотношения. Пер­
вый случай применим для создания пирамиды и умножения матриц, а второй случай
действителен для сортировки слиянием и двоичного поиска. Третий случай обыч но
нужен для не столь элегантных алгоритмов, в которых затраты на слияние подзадач
превышают затраты на все остальные операции.

Основную теорему можно представлять себе в виде черного ящика, которым мы умеем
пользоваться, но устройство которого нам неизвестно. Однако после некоторого раз­
мышления появляется понимание, как работает основная теорема.

На рис. 4.9 показано рекурсивное дерево для типичного алгоритма типа "разделяй и
властвуй", выражаемого рекуррентным соотношением Т(п) = аТ(п/Ь) + fi.n).

Задача размером в п элементов разбивается на а подзадач размером п/Ь элементов.
Каждая подзадача размером в k элементов выполняется за время O(f(k)). Общее время
исполнения алгоритма будет равно сумме временных затрат на выполнение подзадач,
сложенной с накладными расходами на создание рекурсивного дерева. Высота этого
дерева равна h = logb, n, а количество листьев равно ah 

= alogbn. Посредством опреде­
ленных алгебраических манипуляций последнее выражение можно упростить до nlogba.

alogbn

Слишком много листьев. Если количество листьев превышает сумму затрат на
внутреннюю обработку, то общее время исполнения будет равно О(nlogba ) .

Три случая основной теоремы соответствуют -трем разным ситуациям, которые могут 
доминировать в зависимости от а, Ь иfi.n) : 

Одинаковый объем работы на каждом уровне. По мере прохождения вниз по
дереву размер каждой задачи уменьшается, но количество задач, подлежащих
решению, увеличивается. Если сумма затрат на внутреннюю обработку
одинакова для каждого уровня, то общее время исполнения вычисляется
умножением затрат на каждом уровне (nlogb n) на количество уровней (logb n) и
будет равно О(nlogba lg n) .

В действительности, рекуррентные соотношения типа "разделяй  и властвуй" в форме
Т(п) = аТ(п/Ь) + fi.n) обычно оЧень легко решаются, т. к. решения обычно относят
к ному из трех ьных в :

4. 1 0.3. Решение рекуррентных соотношений
типа "разделяй и властвуй" (*)
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b
log  n

b
log  b

n=ширина = a

размер подзадачи = n

размер подзадачи = n/b

размер подзадачи = n/b2

степень вершины = a

размер подзадачи = b

размер подзадачи = 1

height = logbn

Рис. 4.9. Рекурсивное дерево, полученное в результате разложения каждой задачи 
размером п на а задач размером п/Ь 

3 .  Слишком большое время обработки корня. Если с возрастанием п затраты на внут­
реннюю обработку возрастают быстрыми темпами, то будут доминировать затраты 
на обработку корня.  В таком случае общее время исполнения будет равно О(/(.п)). 

Из алгоритмов сортировки, которые не рассмотрены в этой главе, наиболее интересен
Ш1горитм сортировки методом Шeллa (shel lsort), представляющий собой более эф­
фективную версию алгоритма сортировки вставками, и Ш1горитм поразрядной сорти­
ровки (radix sort), являющийся эффективным алгоритмом для сортировки строк. Узнать
больше об этих и всех других алгоритмах сортировки можно в книге [Knu98], содер­
жащей сотни страниц интересного материала по сортировке.

Замечания к главе 

В том виде, В каком он реализован в этой главе, алгоритм сортировки слиянием копи­
рует сливаемые элементы во вспомогательный буфер, чтобы не потерять оригинальные
значения сортируемых элементов. Посредством сложных манипуляций с буфером, этот
алгоритм можно реализовать для сортировки элементов массива, не используя боль­
ших объемов дополнительной памяти. В частности, алгоритм Кронрода (Kronrod) для
слияния в памяти рассматривается в книге [Knu98] .

Рандомизированные алгоритмы рассматриваются более подробно в книгах [MR95] и
[MUOS]. Задача подбора болтов и гаек была впервые представлена в книге [Raw92].
Сложный,  но детерминированный алгоритм для ее решения с временной сложностью
O(nlogn) рассматривается в книге [KMS96] .



4.1 1 . Упражнения
Применение сортировки
\ .  [3 ] Вам нужно разделить 2п игроков на две команды по п игроков в каждой. Каждому

игроку присвоен числовой рейтинг, указывающий его игровые способности. Нужно раз­
делить игроков наиболее несправедливым способом, т. е. создать самое большое нера­
венство игровых способностей между командой А и командой В. Покажите, как можно
решить данную задачу за время O(n\ogn).

2. [3] Для каждой из следующих задач предоставьте алгоритм, который находит требуемые
числа за данное время .  Чтобы уменьшить объем решений, можете свободно использо­
вать алгоритмы из этой книги в качестве процедур. Например, для множества
S = { 6, 1 3 , 1 9  ,3,  8} разность 1 9  - 3 максимальна, а разность 8 - 6 - минимальна.
а) Пусть S - неотсортированный массив п целых чисел. Предоставьте алгоритм для
поиска пары элементов х, у Е S с наибольшей разностью 1х -yj. Время исполнения алго­
ритма в наихудшем случае должно быть равным О(п).

б) Пусть S - отсортированный массив п целых чисел. Предоставьте алгоритм для по­
иска пары элементов х, у Е S с наибольшей разностью 1х - yj. Время исполнения алго­
ритма в наихудшем случае должно быть равным О( 1 ).
в) Пусть S - неотсортированный массив п целых ч исел . Предоставьте алгоритм для
поиска пары элементов х, у Е S с наимен�,шей разностью 1х - yj для х i у. Время исполне­
ния алгоритма в наихудшем случае должно быть равным O(n\ogn).
r) Пусть S - отсортированный массив п целых чисел.  Предоставьте алгоритм для поис­
ка пары элементов х, у Е S с наименьшей разностью lx -yj для х i у. Время исполнения
алгоритма в наихудшем случае должно быть равным О(п).

Например: последовательность (\, синий), (3, красный), (4, синий), (6, желтый), (9, крас­
ный) после сортировки будет такой: (3 ,  красный), (9, красный), ( \ ,  синий), (4, синий),
(6, желтый).

5. [3] Модой набора чисел назы вают число с наибольшим количеством вхождений
в набор. Например, модой набора ( 4, 6, 2, 4, 3 ,  1 )  я вляется число 4. Разработайте
эффективный алгоритм поиска моды набора из п чисел.

Более подробное обсуждение алгоритмов  типа "разделяй и властвуй" можно найти
в книгах [CLRSO \ ] , [КТОб] и [Мап89] . Отличный обзор основной теорем ы  дается в
книге [CLRSO \ ) .

[3 ] Допустим, что у нас есть п пар элементов, где первый член пары является числом, а
второй - одним из трех цветов: красный, синий или желтый. Эти пары элементов отсор­
тированы по числу. Разработайте алгоритм с временем исполнения О(п) для сортировки
пар элементов по цвету (красный предшествует синему, а синий желтому) таким об-
разом, чтобы сохранить сортировку по числам для одинаковых цветов.

4.
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{5 ,  9 } ), ( { 1 , 5 } , {3 ,  9 } )  и ( { 1 , 9 } , {3 ,  5 } ). Суммы значений пар в этих наборах равны (4, 1 4),
(6, 1 2) и ( 1 0, 8). Таким образом, в третьем наборе максимальная сумма равна 1 0, что яв­
ляется минимумом для всех наборов.

3. [3] Для входной последовательности из 2п действительных чисел разработайте алгоритм
с временем исполнения O(n\ogn), который  разбивает эти числа на п пар таким образом,
чтобы минимизировать максимальную сумму значений в парах. Например, рассмотрим
множество чисел { ! ,  3 ,  5, 9 } .  Эти числа можно разбить на следующие наборы :  ( { 1 , 3 } ,
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8. [4] Имеется набор S, содержащий п действительных чисел, и действительное число х.
Разработайте алгоритм для определения, содержит ли набор S два таких элемента, сум­
ма которых равна х.
а) Допустим, что набор S не отсортирован. Разработайте алгоритм для решения задачи
за время O(nlogn).
б) Допустим, что набор S отсортирован. Разработайте алгоритм для решения задачи за
время О(п).

9. [4] Разработайте эффективный алгоритм для вычисления объединения мнщкеств А и В,
где п = max(/A l, IBI). Выход должен быть представлен в виде массива элементов, обра­
зующих объединение множеств и входящих в это объединение больше, чем один раз.

б) Допустим, что множества А и B отсортированы.  Разработайте алгоритм для решения
задачи за время О(п).

1 О. 

1 1 .  [6] Разработайте алгоритм с временем исполнения О(п), позволяющий найти все эле­
менты, входящие больше чем п/2 раза в список из п элементов. Потом разработайте ал­

горитм с временем исполнения О(п), позволяющий найти все элементы, входящие в
список из п элементов больше чем п/4 раза.

Пирам иды
12. [3] Разработайте алгоритм для поиска k наименьших элементов в неотсортированном

наборе из п целых чисел за время О(n+ k1ogn).
1 3 . [5] Вы можете сохранить набор из п чисел в виде невозрастающей бинарной пирамиды

или отсортированного массива. Для каждой из перечисленных задач укажите, какая из

6. [3] Дано: два набора элементов S1 и S2 (оба размером п) и число z. Опишите алгоритм с
временем исполнения O(nlogn) для определения, существует ли пара элементов, один из
набора S1 , а другой из набора S2, сумма которых равна х. (Чтобы решение было зачтено
частично, алгоритм может иметь время исполнения Е>(п2).)

а) Допустим, что множества А и В не отсортированы.  Разработайте алгоритм для реше­
ния задачи за время O(nlogn).

[5] Имеется набор S, содержащий п целых чисел, и целое число Т. Разработайте алго­
ритм с временем исполнения O(пk- 1 1ogn) для определения, равна ли сумма двух целых
чисел из S целому числу Т.

[3] Предложите краткое описание метода для решенИJ\ каждой из следующих задач.
Укажите степень сложности в наихудшем случае для каждого из ваших методов.
а) Вам дали огромное количество телефонных счетов и столь же огромное количество
чеков по оплате этих счетов. Узнайте, кто не оплатил свой телефонный счет.
б) Вам дали список всех книг школьной библиотеки, в котором указаны название каж­
дой книги, ее автор, идентификационный номер и издательство. Также вам дали список
30 издательств. Узнайте, сколько книг в библиотеке были выпущены каждым издатель­
ством.
в) Вам дали все карточки регистрации выдачи книг Из библиотеки института за послед­
ний год, на каждой из которых указаны имена читателей, бравших данную книгу. Опре­
делите, сколько людей брали из библиотеки хотя бы одну книгу.

7. 
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этих структур данных является лучшей, или не имеет значения, какую из них· использо­
вать. Обоснуйте свои ответы. 
а) Найти наибольший элемент. 
б) Удалить элемент. 
в) Сформировать структуру. 
г) Найти наименьший элеме.нт. 

1 4 . [5] Разработайте алгоритм с временем исполнения O(nlogk) для слияния k отсортиро­
ванных списков с общим количеством п элементов в один отсортированный список. 
(Подсказка: используйте пирамиду, чтобы ускорить работу простейшего алгоритма со 
временем исполнения О(kп).) 

1 5 , [5] а) Разработайте эффективный алгоритм для поиска второго по величине элемента из 
п элементов. Задача решается меньше чем за 2п - 3 сравнений. 
б) Потом разработайте эффективный алгоритм для поиска третьего по величине эле­
мента из п элементов. Сколько операций сравнения выполняет ваш алгоритм в наихуд­
шем случае? Приходится ли вашему алгоритму в процессе работы находить максималь­
ный и второй по величине эмменты? 

Быстрая сортировка 
1 6. [3] Используя применяемый в бысrрой сортировке приrщип разбиения основной задачи 

на меньшие подзадачи, разработайте алгоритм для определения срединного элемента 
(median) массива п целых ч исел с ожидаемым временем исполнения О(п). (Подсказка: 
нужно ли исследовать обе стороны раздела?) 

1 7. [3] Срединным элементом п значений является Г п / 2 l -e наименьшее значение. 

а) Допустим, что алгоритм быстрой сортировкИ всегда выбирает в качестве элемента­
разделителя срединное значение текущего подмассива. Сколько операций сравнений 
выполнит алгоритм быстрой сортировки в наихудшем слуЧае при таком условии? 
б) Допустим, что 3.лгоритм быстрой сортировки всегда выбирает в качестве элемента­
разделителя Г п / 3 l -e наименьшее значение текущего подмассива� Сколько операций 
сравнений выполнит алгоритм быстрой сортировки в наихудшем случае при таком 
условии? 

1 8 . [5] Дан массив А из п элементов, каждый из которых оkрашен в один из трех цветов: 
красный, белый или сйний. Нужно отсортировать элементы по цвету в следующем по-
рядке: красные, белые, синие. Разрешены только две операции :  
• examine(A, i) .:_ возвращает цвет i-го элемента массива А. 
• swap(A, ij) - меняет местами i-й иj-й элементы массива А .  
Создайте эффективный алгоритм сортировки элементов в указанном порядке за  линей­
ное время. 

1 9. [5] Инверсией перестановки является пара элементов, расположенных в неправильном 
порядке. 
а) Покажите, что в перестановке из п элементов может быть самое большее п(п - 1)/2 
инверсий. Какая перестановка (или перестано"вки) может содержать точно п(п - 1)/2 ин-
версий? · 
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б) Допустим, что Р является перестановкой, а Рr - инволюция этой перестановки. По­
кажите, что Р и Рr содержат в точности п(п - 1)/2 инверсий.
(в) На основе предыдущего результата докажите, что ожидаемое количес�:во инверсий
в произвольной перестановке равно п(п - \)14.

20. [3] Предоставьте эффективный алгоритм для упорядочивания п элементов таким обра­
зом, чтобы все отрицательные элементы находились перед всеми положительными эле­
ментами. Использование вспомогательного массива длЯ временного хранения элемен­
тов не разрешается. Определите время исполнения вашего алгоритма.

Другие алгоритмы сортировки 

22. [3] Продемонстрируйте, что п положительных целых чисел в диапазоне от 1 до k можно 
отсортировать за время O(nlogk). Интересен случай k « п .  

24. [5] Пусть А[\ .. п] - массив, в котором первые n - J;,  элементов уже отсортированы.
О порядке остальных элементов нам ничего не известно. Разработайте алгоритм дriя
сортировки массива А за значительно лучшее время, чем n\ogn.

25 .  [5] Допустим, что массив А [\ .. п] может содержать числа из множества { 1 ,  . . . , п2 } , но в
действительности содержит самое большее loglogn этих чисел . Разработайте алгоритм
для сортировки массива А за время значительно меньшее, чем O(nlogn).

26. [5] Необходимо отсортировать последовательность нулей (О) и единиц ( 1 )  посредством
сравнений. При каждом сравнении значений х и у алгоритм определяет, какое из сле­
дующих отношений имеет место: х < у, х = у  или х > у.

27. [6] Пусть Р - простой, но не обязательно выпуклый, многоугольник, а q - произволь­
ная точка, не обязательно находящаяся в Р. Разработайте эффективный алгоритм поиска
прямой линии, начинающейся в точке q и пересекающей наибольшее количество ребер
многоугольника Р. Иными словами, в каком направлении нужно целиться из ружья, на­
ходясь в точке q, чтобы пуля пробила наибольшее количество стен? Прохождение пули
через одну из вершин многоугольника Р засчитывается, как пробивание только одной
стены.  Для решения этой задачи возможно создание алгоритма с временем исполнения
O(n\ogn).

[5] Нам нужно отсортировать последовательность S из п целых чисел, содержащую
много дубликатов; количество различных целых чисел в S равно O(logn). Разработайте
алгоритм для сортировки Таких последовательностей С временем исполнения В наихуд-
шем случае O(nlog logn).

23 .  

[5] Устойчивыми называются такие алгоритмы сортировки, которые оставляют элемен­
ты с одинаковыми  ключами в таком же порядке, в каком они находились до сортиров­
ки. Объясните, что нужно сделать, чтобы обеспечить устойчивость алгоритма сорти­
ровки слиянием.

2 1 .  

а) Разработайте алгоритм. Для сортировки данной последовательности за п - 1 сравне­
ний в наихудшем случае. Докажите, что ваш алгоритм является оптимальным.
б) Разработайте алгоритм длЯ сортировки данной последовательности за 2п/3 сравнений
в среднем случае (допуская, что каждый из п элементов может быть О или 1 с одинако­
вой вероятностью). Докажите, что ваш алгоритм является оптимальным.
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Нижние пределы

а) Допустим, что значение k известно. Разработайте алгоритм с временем исполнения 
0( 1 )  для поиска наибольшего числа в массиве А .  
б) Допустим, что значение k неизвестно. Разработайте алгоритм с временем исполнения 
O(lgn) для поиска наибольшего числа в массиве А. Чтобы решение было зачтено час-
тично, алгоритм может иметь время исполнения О(п). 

32. [3] В игре "20 вопросов" первый игрок задумывает число от 1 до п. Второй игрок дол­
жен угадать это число, задав как можно меньше вопросов, требующих ответа "да" или 
"нет" . Предполагается, что оба играют честно. 
а) Какой должна быть оптимальная стратегия второго игрока, если число п известно? 
б) Какую стратегию можно применить, если число п неизвестно? 

33. [5] Дана отсортированная последовательность {а1 , а2, • • •  , ап} разных целых чисел. Раз­
работайте алгоритм с временем исполнения O(lgn) для определения, содержит ли мас­
сив такой индекс i, для которого а; = i. Например, в массиве {- 1 0,..-3 , 3, 5, 7 } ,  а3 = 3 .  Но 
массив {2, 3, 4, 5, 6, 7} не имеет такого индекса i. 

28. · [5] В одной из моих научных статей (см. книгу [Ski88]) я привел пример алгоритма сор­
тировки методом сравнений с временной сложностью O(n log(/;;)) . 

Почему такой алгоритм оказался возможным, несмотря на то, что нижний предел сор­
тировки равен il(nlogn)? 

29. [5] Один из ваших студентов утверждает, что он разработал новую структуру данных 
для очередей с приоритетами, которая поддерживает операции insert, maximum и 
extract-max, с временем исполнения в наихудшем случае 0( 1 )  для каждой. Докажите, 
что он ошибается. (Подсказка: для доказательства просто подумайте, каким образом та­
кое время исполнения отразится на нижнем пределе времени исполнения сортировки, 
равном Щп\оgп).) 

Поиск 
30. [3] База данных содержит записи о 1 О ООО клиентов в отсортированном порядке. Из них 

сорок процентов с1,1итаются хорошими клиентами, т. е. на них приходится в сумме 60% 
обращений к базе данных. Такую базу данных и поиск в ней можно реализовать двумя 
способами :  
• Поместить все записи в один массив и выполнять поиск требуемого клиента посред­

ством двоичного поиска. 
• Поместить хороших клиентов в один массив, а остальных в другой. Двоичный поиск 

сначала выполняется в первом массиве, и только в случае отрицательного результа­
та - во втором.  

Выясните, какой из этих подходов дает лучшую ожидаемую производительность. Будут 
ли результаты иными, если в обоих случаях вместо двоичного поиска применить ли­
нейный поиск в неотсортированно'м массиве? 

3 1 .  [3] Допустим, имеется массив А отсортированных п чисел, циклически сдвинутых впра­
во на k позиций. Напр�мер, последовательность {35 ,  42, 5, 1 5 , 27, 29} представляет со­
бой отсортированный массив, циклически сдвинутый вправо на k � 2 позидий, а после­
довательность {27, 29, 35 ,  42, 5, 1 5 }  - массив, циклически сдвинутый на k = 4 позиций . 



34. [5] Дана отсортированная лоследовательность {а1 , а2, " . , ап} разных целых чисел в д�а­
лазоне от 1 до т, где п < т. Чтобы решение было зачтено частично, разработайте алго­
ритм с временем исполнения O(\gn) для лоиска целого числа х :s; т, отсутствующего в 
этой лоследователъности. Чтобы решение было· засчитано лолностью, алгоритм должен 
находить наименьшее такое целое число. 

35 .  [5] Пусть М- матрица размером п х т, в которой элементы каждой строки отсортиро­
ваны в возрастающем лорядке слева направо, а элементы каждого столбца отсортиро­
ваны в возрастающем лорядке сверху вниз. Разработайте эффективный мгоритм ДЛЯ 
олределення местонахождения целого числа х в матрице М или для олределения, что 
матрица не содержит д�нное число. Сколько сравнений числа х с элементами матрицы 
выполняет ваш алгоритм в наихудшем случае? 

Задачи по реализаци и  
3 6 .  [5] Возьмем двумерный массив А размером п х п, содержащий цеЛые числа (лоложи­

тельные, отрицательные и ноль). Долустим, что элементы в каждой строке данного мас­
сива отсортированы в строго . возрастающем лорядке, а элементы каждого столбца -
в строго убывающем. (Соответственно, строка или столбец не может содержать двух 
нулей.) Олишите эффективный алгоритм для лодсчета вхождений элемента О в массив 
А .  Вылолните анализ времени исполнения данного алгоритма. 

37. [6] Реализуйте несколько различных алгоритмов сортировки, таких как сортировка ме­
тодом выбора, сортировка вставками, пирамидальная сортировка, сортировка слиянием 
и быстрая сортировка. Экспериментальным лутем оце1;1ите сравнительную лроизводи­
тельность этих алгоритмов в лростом лриложении, считывающим текстовый файл 
большого объема и отмечающим только один раз каждое встречающееся в нем слово. 
Это лриложение можно реализовать, отсортировав все слова в тексте, после чего лро­
сканировав отсортированную лоследовательность для олределения одного вхождения 
каждого отдельного слова. Напишите краткий доклад с вашими выводами. 

38. [5] Реализуйте алгоритм , внешней сортировки, ислользующий лромежуточные файлы 
для временного хранения файлов, которые не ломещаются в олеративную память. В ка­
честве основы для такой программы хорошо подходит алгоритм сортировки слиянием . 
Протестируйте свою проtрамму как на файлах с записями малого размера, так и на 
файлах с записями  большого размера. 

39.  [8] Разработайте и реализуйте алгоритм лараллельной сортировки, раслределяющий 
данные по нескольким лроцессорам. Подходящим алгоритмом будет разновидность ал­
горитма сортировки слиянием . Оцените ускорение работы алгоритма с увеличением ко­
л ичества лроцессоров. Потом сравните время исполнения этого алгоритма с временем 
ислолнения реализации чисто последовательного алгоритма сортировки слиянием. Ка­
ковы ваши влечатления? 

Задачи, предлагаемые на собеседовании 
40. [ 3 ]  Какой алгоритм вы бы использовали для сортировки миллиона целых чисел? Сколь­

ко времени и ламяти потребует такая сортировка? 
4 1 .  [3] Олишите лреимущества и недостатки наиболее лопулярных алгоритмов сортировки. 
42 . . [З] Реализуйте алгоритм, который возвращает только однозначные элементы массива. 
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43 . [5] Как отсортировать файл размером в 500 Мбайт на компьютере, оснащенным опера­
тивной памятью размером всего лишь в 2 Мбайт?

44. [5] Разработайте стек, поддерживающий выполнение операций занесения в стек, снятия
со стека и извлечения наименьшего элемента. Каждая операция должна иметь постоян­
ное время исполнения .  Возможна ли реализация стека, удоВЛетворяющего этим требо-
ваниям?

45 . [5] Дана строка из трех слов. Найдите наименьший (т. е. содержащий наименьшее коли­
чество слов) отрывок документа, в котором присутствуют все три слова. Предоставля­
ются индексы расположения этих слов в строках поиска, например wordl: (1, 4,5),
word2: (4, 9, 10) и wordЗ: (5,6, 15) .  Все списки отсортированы.

46. [6] Есть 1 2  монет, одна из которых тяжелее или легче, чем остальные. Найдите эту
монету, выполнив лишь три взвешивания.

Задачи по программированию
Эти задачи доступны на сайтах http://www.programming-challenges.com и http://
uva.onlinejudge.org.

1 .  · Vito's Fami ly. 1 1 040 1 / 1 004 1 .
2. Stacks of Flapjacks. 1 1 04021 1 20.
3 .  Bridge. 1 1 0403/ 1 0037.
4. ShoeMaker's ProЫem. 1 1 0405/ 1 0026.
5 .  ShellSort. 1 1 0407/1 0 1 52.
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ГЛАВА 5

Обход графов

Графы являются одной из важнейших областей теории вычислительных систем. Это
абстрактное понятие, посредством которого можно описывать разнообразные реальные
явления - организацию транспортных систем, человеческих взаимоотношений, сети
передачи данных и т. п. Возможность формального моделирования такого множества
разных реальных структур позволяет программисту решать широкий круг прикладных
задач .

Более конкретно, граф G = (V, Е)  состоит из набора вершин V и набора ребер Е, соеди­
няющих пары вершин.  С помощью графов можно представить практически любые
взаимоотношения. Например, посредством графов можно создать модель сети дорог,
представляя населенные пункты вершинами,  а дороги между ними - соединяющими
соответствующие вершины ребрами. С помощью графов можно также моделировать
электронные схемы, представляя компоненты вершинами,  а соединения компо­
нентов - ребрами .  Такие графы изображены на рис. 5 . 1 .

а) б) 

Рис. 5. 1 . Моделирование электронных схем (а) и сети дорог (6) посредством графов 

Представление задачи в виде графа является ключевым подходом к решению многих 
алгоритмических задач. Теория графов предоставляет язык для описания свойств взаи­
моотношений,  и просто поразительно, как часто запутанные прикладные задачи под­
даются простому описанию и решению посредством применения свойств классических 
графов. 

Разработка по-настоящему оригинал ьных алгоритмов графов является очень трудной 
задачей. Ключевым аспектом эффективного использования алгор.итмов на графах яв­
ля�тся правильное моделирование задачи, чтобы можно было воспользоваться уже су­
ществующими алгоритмами .  Знакомство с разными типами алгоритм ических задач 
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важнее знания деталей отдельных алгоритмов, особенно если учесть, что во второй 
части этой книги можно найти решение задачи по ее названию. 

В этой главе рассматриваются основные стру�туры данных и операции обхода графов, 
которые можно будет использовать при поиске решений базовых задач на графах. 
В главе 6 рассматриваются более сложные алгоритмы для работы с графами :  построе­
ние минимальных остовных деревьев (minimuin spanning tree), кратчайшего пути и по­
токов в сети . При ЭТОJ\1 правильное моделирование задачи остается наиболее важным 
аспектом ее решения. Затратив врем:я на ознакомление с задачам и и их  решениями во 
вторQй части этой - книги, вы сэконом ите много времени при решении реальных задач 
в будущем .  

5. 1 . Разновидности графов 
Графом называется упорядоченная пара м ножеств G = ( V, Е), где V- подмножество 
вершин (или узлов), а Е = V х V - упорядоченное или неупорядоченное подмножество 
ребер, соединяющих пары вершин из V. В моделирован ии дорожной сети вершины 
11редставляют населенные пункты (или пересе•1ения), определенные пары которых со­
единены дорогам и (ребрами). В анализе исходного кода компьютерной програм мы 
вершины могут представлять операторы языка, а ребра будут соединять операторы х 
и у, если у выполняется после х. В анализе человеческих взаи моотношений вершины 
представляют отдельных людей, а ребра соединяют тех, кто близок друг другу. 

На выбор конкретного типа структуры данных для представления графов и алгоритмов 
для работы с ними  оказывают влияние несколько фундаментальных свойств графов. 
Поэтому первым шагом в решении любой задачи на графах будет определение подхо­
дящего типа графа. На рис. 5 .2 показано несколько основных типов графов, а далее 
дано их краткое описание. 

+ Неориентированные/ориентировdнные. Граф G = ( V, Е) является неориеюnирован­
ным (undirected), если из (х, у) Е Е следует, что (у, х) также является членом Е. 
В противном случае говорят, что граф ориентированный �di rected) .  Дорожные сети 
между городами обычно неорИентированные, т. к. по любой обычной дороге можно 
двигаться в обоих направлениях. А вот дорожные сети внутри городов почти всегда 
ориентированы, т. к. в большинстве городов найдется, по крайней мере, несколько 
улиц с односторонним д13ижением. Графы последовательности исполнения про­
грамм обычно ориентированы, т. к. программа исполняется от одной строчки кода 
к другой в одном направлении  и меняет направление исполнения только при.-яетв­
лениях. Большинство графов, рассматриваемых в теории гр�фов, являются неори­
ентированными.  

+ Взвешенные/невзвешенные. Каждому ребру (или вершине) взвешенного (weighted) 
графа G прИ"сваивается числовое значение, или вес. Например, в зависимостn от 
приложения, весом ребер графа доро)!<ной сети может быть их протяженность, мак:. 
симальная скорость движен ия,

· 
пропускная способность и т. п .  Разные вершины и 

ребра невзвешеюiых (unweighted) графов не различаются по весу. 

Разница между взвешенными и невзвешенными графами становится особенно оче­
видной при поиск.е кратчайшего маршрута между двумя вершинами .  В случае не-
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взвешенных графов самый короткий маршрут должен состоять из наименьшего ко­
личества ребер, и его можно найти посредством поиска в ширину, рассматриваемо­
го далее в этой главе. Поиск кратчайшего пути во взвешенных графах требует ис­
пользования более сложных алгоритмов и рассматривается в главе 6.

+ Разреженные/плотные. Граф является разреженным (sparse), когда в действитель­
ности ребра определены только для малой части возможных пар вершин ( { ; )  для

простого неориентированного графа из п вершин). Граф, у которого ребра опреде­
лены для большей части возможных пар вершин, называется плот11ым (deпse). Не
существует четкой границы между разреженными и плотными графами;  но, как
правило, у плотных графов отношение количества ребер к количеству вершин
обычно описывается квадратичной фун кцией, а у разреженных — линейной.
Как правило, разреженность графов диктуется конкретным приложением. Графы
дорожных сетей должны быть разреженными по причине физического и практиче-

невзвешенный
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Рис. 5.2. Основные разновидности графов

неориентированный ориентированный взвешенный

простой сложный разреженный плотный

непомеченный помеченныйнеявныйявный

циклический ациклический вложенный топологический

Простые/сложные. Наличие ребер некоторых типов затрудняют работу с графами.
Петлей (se\f-\oop, \оор) называется ребро (х, х), т . е. ребро, имеющее только одну
вершину. Кратными (multiedge) называются ребра, соединяющие одну и ту же пару
вершин (х, у).

+ 

Наличие в графе обеих этих структур требует особого внимания при реализации ал­
горитма работы с графом, поэтому графы, которые не содержат их, называются
простыми (simple) или обыкновенными.
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ского ограничения на количество дорог, которые могут пересекаться в одной точке.
На самом ужасном перекрестке, который м не когда-либо приходилось проезжать,
сходилось всего лишь семь дорог. Подобным образом количество проводников
электрической или электронной схемы, которые можно соединить в :одной точке,
также ограничено, за исключением, возможно, проводов питания или заземления.

+ Циклические/ациклические. Ациклический (acyc\ic) граф не содержит циклов. Де­
ревья являются . связными ациклическими неьриентированными графам и. Деревья
представляют собой самые· простые графы, рекурсивные по своей природе, т. к., ра­
зорвав любое ребро, мы получим два меньших дерева.
Для обозначения ориентированнь1х ациклиЧеских графов часто используется аббре-
виатура DAG (directed acycl ic graph). Графы DAG часто возникают в задачах кален­
дарн·ого планирования, где ориентированное ребро (х, у) обозначает, что мероприЯ'�
тие х должно выпщ1ниться раньше, чем мероприятие у. Для соблюдения таких огра­
ничений на предшествование вершины графа DAG упорядочиваютсЯ' операцией,

· .называющейся топологической сортировкой (topological sort). Топологическая сор­
тировка обычно является первой выполняемой операцией в любом алгоритме на
графе DAG (подробности см. в разделе 5. 1 0. 1 ).

+ Вложенные/топологические. Граф является вложенным (embedded), если его вер­
шинам и ребрам присвоены геометрические позиции. Таким образом� любое визу•
альное изображение графа является укладкой (embedding), но это обстоятельство
необязательно является важным дшя алгоритма.
Иноrда структура графа подностью определяется геометрией его укладки. Напри�
мер, если у нас имеется набор точек в плоскости и мы ищем сам ый короткий мар­
шрут  их обхода (т. е. решаем задачу коммивояжера), то в основе решен ия будет ле­
жать полный граф (complete), т. е. граф, в котором каждая верши на соединена со
всеми остальными. Веса обычно определяются расстоянием между каждой парой
точек.
Другим примером топологии графа, имеющей геометрическое происхождение, яв-·
ляются решетки точек. В большинстве задач выполняется обход соседних точек
решетки, вследствие чего ребра определяются неявно, 11сходя из геометрии.

+ Неявные/явные. Некоторые графы не создаются заранее с целью последующеrо об­
хода, а возникают по мере решения задачи.  Хорошим примером такого графа будет
граф поиска с возвратом. Вершины этого неявного графа поиска представляют со­
стояния вектора поиска, а ребра соединяют пары состояний, которые можно гене­
рировать непосредственно друг из друга. Часто бывает, что работать с неявным
графом проще (в  силу отсутствия необходимости сохранять его полностью), чем яв­
ным образом создавать граф .цля последующего анализа.

+ Помеченные/непомеченные. В помечетюм (labeled) графе каждая вершина имеет
свою метку (идентификатор), что позволяет отличать ее от других вершин .  В непо­
меченных (unlabeled) графах такие обозначения не применяются.
Вершины графов, возникающие в прикладньiх задачах, часто помечаются значащи­
ми метками, например, названиями городов в графе транспортной сети . Распро­
страненной задачей является проверка на изоморфизм, т. е. выяснен ие, является ли
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5.1 . 1 . Граф дружеских отношени й  . 
Чтобы лродемонстрировать важность моделирования задачи должным образом, рас­
смотрим граф, в котором вершины лредставляют людей, а вершины соединяются реб­
рами в- тех случаях, когда между обозначаемыми соответствующими вершинами 
людьми существуют дружеские отношения.  Такие графы называются соцUШiьными 
сетями и их можно четко олределить для любого набора людей, будь то ваши соседи, 
однокурсники или коЛлеги, или жители всего земного шара. В последние годы возник­
ла целая наука анализа социальных сетей, т. к. многие интересные аслекты ловедения 
людей лучше всего поддаются лониманию в виде свойств графа дружеских отноше­
ний .  Пример графа дружеских отношений между людьми лредставлен на рис. 5 .3 .  

Для решен ия реал ьных задач в большинстве случаев llрименяются графы разреженного 
типа. Граф дружеских отношени й  является хорошим примером разреженных графов. 
Даже самый общительный человек в мире знает лишь незначительную часть населения 
планеты. 

+ Если я твой друг, то означает ли это, что ты ,мой друг? Иными словами, мы хо­
тим выяснить, является ли  граф ориентированным.  Граф называется неорие.нтuро­
ванным, если существование ребра (х, у) всегда влечет за собой существование реб­
ра (у, х). В лротивном случае говорЯт, что граф является орие11тирован11ым. Граф 
тила "знаю о нем/ней" является ориентированным,  т. к. каждый из нас знает о мно­
гих людях, которые н ичего не знают о нас. Граф тила "лровел ночь с ним/ней" 
предлол"ожительно я�шяется неориентированным,  т. к. для такого занятия требуется 
партнер. Лично мне хотелось бы, чтобы граф дружеских отношений также был не­
ориентированным.  

+ Насколько ты хороший друг? Во взвешенных графах каждому ребру присваивается 
числовой атрибут. Мы можем смоделировать уровень  дружеских отношений, лри-

Рис. 5.3. Пример графа дружеских отношений
Saddam Hussein

Bill Clinton

John McCain

Hillary Clinton

George Bush

топологическая структура двух графов идентичной, если игнорировать метки гра­
фов. Такие задач и обычно следует решать методом поиска с возвратом, пытаясь
присвоить каждой вершине каждого графа такую метку, чтобы структуры были
идентичными.

М ы  вослользуемся графами дружеских отношений,  чтобы продемонстрировать опи­
санную ранее терминологию графов. Понимание терминологии  является важной
частью умения работать с графами.
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своив каждому ребру соответствующее числовое значение, например, от - 1 0  (враги)
до 10 (родные бра,тья). Также, в зависимости от приложения,  весом реберrрафа до­
рожной сети может быть их протяжен ность, максимальная скорость движения, про­
пускная способность и т. п. Граф называется невзвешенным, если все его ребра
имеют одинаковый вес.

Так как с простыми графами легче работать, то нам может быть лучше объявить,
что никто не является другом самому себе.

В плотных графах большинство вершин имеет высокую степень, в отличие от раз­

реженных графов, в которых количество ребер сравнительно небольшое. В регу­
лярных, или однородных, графах все вершины имеют одинаковую степень. Регу­
лярный граф дружеских отношений  представляет по-настоящему 'Предельный  уро­
вень социальности.

+ 

+ О, ты ее  тоже знаешь? Службы социальных сетей, такие как Myspace или
Linkedln, основаны на явном определении связей между членами этих сетей и их
друзьями,  которые также являются членами .  Графы таких социальных сетей состоят
из направленных ребер от члена (вершины) х, заявляющего о своей дружбе с другим
членом, к этому члену (вершине) у.

С Другой стороны, полный граф дружеских отношений  всего населения Зе.мли явля­
ется неявным по той причине, что каждый знает, кто его друг, но не может знать
о дружеских отношениях других людей.  Гипотеза шести шагов утверждает, что лю­
бые два человека в мире (например, профессор Скиена и президент.США) связаны
короткой цепочкой из промежуточных Людей,  но не  предоставляет никакой инфор­
мации, как именно определить эту связывающую цепочку. Самый короткий извест­
ный мне путь содержит три звена - Стивен Скиена - Боб МакГрэт - Джон Мар-

У кого больше всех друзей? Степенью вершины называется количество ее ребер.
В графе дружеских отношений наиболее общительны й  человек будет представлен
вершиной наивысшей степени, а одинокие отшельники - вершинами нулевой сте­ 
пени.

+ 

Живут ли мои друзья рядом со мной? Социальные сети в большой степени находят­
ся под влиянием географического фактора. Многие из наших друзей являются тако­
выми лишь потому, что они просто живут рядом с нами (например, соседи) или ко-
гда-то жили вместе с нами (например, соседи по комнате в студенческом общежи­
тии).

Друг ли я сам себе? Иными словами, м ы  хотим выяснить, является ли граф простым�
т.  е. не содержит петель и кратных ребер. Петлей называется _ребро типа (х, х) .  Ино­
гда люди поддерживают несколько типов отношений  друг с другом.  Например,
возможно, х и у были однокурсниками в институте, а сейчас работают вместе на од­
ном предприятии .  Такие взаимоотношения можно моделировать посредством крат­
ных ребер, снабженных разн ыми метками .

+ 

Таким образьм, для полного пониман ия социальной сети требуется вложенный
граф, где каждая вершина связана с географической точкой,  в которой живет кон­
кретный член сети. Эта географическая и нформация может быть и не Закодирована
в графе явным образом,  но тот факт, что граф дружеских отношений по своей при­
роде является ВлОженным, влияет на нашу интерпретацию любого анализа.
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бергер - Джордж У. Буш (Steven Skiena - ВоЬ McGrath - John Marberger _:_
George W. Bush). Но может существовать и более короткий, неизвестный мне, путь,
например, если Джордж Буш учился в колледже вместе с моим дантистом. Но т. к.
граф дружеских отношений  является неявным, то· проверить эту или другие воз­
можные цепочки не так-то просто.

+ 

Во многих исследованиях социал ьных -сетей метки графов не играют большой роли .
В качестве метки вершинам графа часто присваивается порядковый номер, что
обеспечивает удобство идентификации и в то же время сохраняет анонимность
представляемого ею лица. Вы можете протестовать, что номер вас обезличивает,
и у вас есть имя, но попробуйте доказать это программисту, который реализует
алгоритм. В графе, отображающем распространение и нфекционного заболевания,
достаточ но пометить вершины информацией о том, болен ли данный 'человек, а его
имя роли не играет.

ПОДВЕДЕНИЕ итогов
с' помощью графов можно моделировать большое разнообразие структур и взаимоотно­

шений.  Для работы с графами и обмена информацией о них используется терминология
теории графов.

5.2. Структуры данных для графов
Выбор правильной структуры данных для графа может иметь огромное влияние на
производительность алгоритма. Двумя основными структурами данных для графов яв­
ляются МаТJ?ИЦЫ смежности (adjacency matrix) и списки смежности (adjaceпcy l ist), по­
казанные на рис. 5 .4.

Рис. 5.4. !V!атрица смежности и список смежности 

Предположим, что граф G = (V, Е) содержит п вершин и т ребер. 

+ Матрица смежности. Граф G можно представить с помощью матрицы М размером 
п х п, где элемент М[i,j] = 1 ,  если (i,J) является ребром графа G, и О в противном 
случае. Таким образом мы можем дать быстрый ответ на вопрос "Содержит ли граф 
G ребро (i,J)?", а также быстро отобразить вставки и удаления ребер. Но такая мат-
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Вы действительно личность или всего лишь лицо в толпе? Этот вопрос сводится 
к тому, является ли  граф дружеских отношений  помеченным или нет. То есть, и меет
ли каждая вершина метку, отражающую ее личность, и важна ли такая метка для
нашего анализа?
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Можно было бы сэкономить некоторый объем памяти, упаковывая в одном слове
несколько бит состояния или эмулируя треугольную пирамиду на неориентирован­
ных графах. Но с использованием этих методов теряется простота, которая делает
матрицу смежности такой привлека:гельной, и , что более критично, время 

'
исполне­

ния на разреженных графах остается по своей сути квадратичным .

+ Списки смежтюсти. Более эффективным способом представления разреженных
графов является использование связных списков для хранения соседствующих вер­
шин.  Хотя списки смежности требуют использования указателей, вы легко с ними
справитесь, когда наберетесь немного опыта работы со связными структурами
данных.

Таблица 5. 1 . Сравнение матриц и списков смежности 

Задача · Оптимальный вариант . 

Проверка на вхождение ребра (х, у) в граф Матрица смежности 

Определение степени вершины Списки смежности 

Объем памяти для небольших графов Списки смежности (т - п), 
т. к. матрица смежности (п2) 

Объем памяти для больших графов Матрица смежности (с небольшим преимуществом) 

Вставка или удаление ребра Матрица смежности 0(1), 
т. к, списки смежности O(d) 

Обход графа Списки смежности Е>(т + п), 
т. к. матрица смежности Е>(п2) 

Пригодность для решения большинства Списки смежности 
проблем 

В списках смежности проверку на присутствие определенного ребра (i,j) в графе G
выполнить труднее, т. к. для того, чтобы найти данное ребро, необходимо выпол­
нить поиск по соответствующему списку. Однако разработать алгоритм, не нуж­
дающийся в таких запросах, на удивление легко. Обычно перебираются все ребра
графа при одном его обходе в ширину или глубину, и при посещении текущего реб­
ра обновляется его состояние. Преимущества той или иной структуры смежности
для представления графов показаны в  табл. 5 . 1 .

рица может потребовать большой объем памяти для графов с большим  количеством
вершин и относительно небольшим количеством ребер.

Рассмотрим, например, граф, представляющий карту улиц Манхэттена. Каждое пе­
ресечение улиц отображается на графе в виде вершины, а соседние пересечения со­
единяются ребрами .  Каким будет размер такого графа? Уличная сеть Манхэттена,
по сути, представляет собой решетку из 1 5  авеню, пересекаемых 200 улицами .Это
дает нам около 3 ООО вершин и 6 ООО ребер, т. к. каждая вершина соседствует с че­
тырьмя другими вершинами, а каждое ребро является общим для двух вершин .  Эф­
фективное сохранение такого скромного объема данных не должно вызывать ника­
ких проблем, но матрица смежности заняла бы 3 ООО х 3 ООО = 9 ООО ООО ячеек,
почти все из которых были бы пустыми .

Глава 5. Обход�графов
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ПОДВЕДЕНИЕ итогов 
Для большинства приложений на графах списки смежности являются более подходящей 
структурой данных, чем матрицы смежности. 

В этой главе для представления графов мы будем. использовать списки смежности. 
В частности, представление графа осуществляется таким образом : для каждого графа 
ведется пощ:чет количества вершин,  каждой из которых присваивается идентификаци­
онный номер в диапазоне от 1 до п. Ребра представляются посредством массива связ­
н ых списков. Соответствующий код показан в листинге 5 . 1 .  

#def ine МАХV 1000 
typedef struct { 

int у ;  
int  weight ; 

struct edgenode *next ; 
edgenode ; 

typedef struct { 

/ *  Максимальное количество вершин * /  

/ *  Информация о смежности * /  

/ *  Вес ребра , если есть * /  

/ *  Следующее ребро в списке * /  

edgenode *edges [МАХV+ 1 ] ; / *  Информация о смежности * / 

int degree [МAXV+l ] ; / * Степень каждой вершины * /  
int nvertices ; 
int nedges ;  

bool directed; 

graph; 

/ *  Количество вершин в графе * /  
/ *  Количество ребер в графе * /  

/ *  Граф ориентированный? * /  

Ориентированное ребро (х, у) представляется структурой типа edgenode в списке смеж­
ности. Поле degree содержит степень данной вершины. Неориентированное ребро (х, у) 
входит дважды в любою структуру графа на основе смежности - один раз в виде у 
в списке для х и второй раз в виде х в списке для у. Булев флаг directed указывает, 
является ли  данный граф ориентированным.  

Для демонсТрации использования этой структуры данных мы покажем, как выполнить 
считывание графа из файла. Типичный формат графа (листинг 5 .2) таков: первая 
строч ка содержит . количество вершин и ребер в графе, а за ней следуют строчки, 
в каждой из которых указаны вершины очередного ребра. 

init ialize_graph ( graph *g ,  bool directed) .  

{ 
int i ;  / *  Счетчик * /  
g - >  nvertices = О ;  

g - >  nedges = О ;  
g - >  directed = directed; 

for ( i=l ; i<=МAXV; i++ ) g->degree [ i ]  = О ; 

for ( i=l ; i<=МAXV; i++ ) g->edges [ i ]  = NULL; 

Собственно чтение графа заключается во вставке каждого ребра в эту структуру. Соот­
ветствующий код представлен в листинге 5 . 3 .  

Листинг 5.1. Реализация графов посредством списков смежности

}

}

Листинг 5.2. Формат графов

}



/ *  Вставка в начало списка * /  
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}
}

read�graph ( graph *g ,  bool directed) 
{ 

int i ;  / *  Счетчик * / 
int m; / *  Количество вершин * /  
int х ,  у; / *  Вершины в ребре (х , у )  * /  
initialize_graph (g ,  directed) ; 
scanf ( " %d %d" , & ( g->nvertices ) , &m) ; 
for ( i=l ; i<=m; i++ ) { 

scanf ( " %d %d" , &х ,  &у ) ; 
insert_edge ( g ,  х ,  у, directed ) ; 

В листинге 5 .3 критичной является процедура insert_edge. Новый узел edgenode встав­
ляется в начало соответствующего списка смежности,   т. к. порядок не имеет значения.
Процедуре вставки передается параметр в виде булева флага directed для обозначения,
сколько копи й  каждого ребра нужно вставить - одну или две. Код процедуры вставки
показан в листинге 5 .4 . Обратите внимание на использование рекурсии для решения
этой задачи .

insert_edge ( graph *g ,  int х ,  int у, bool directed )
{

edgenode *р ; / *  Временный указатель * /
р = malloc ( si zeof (edgenode ) ) ;  /* Выделяем память для edgenode* /
p->weight = NULL;
р->у = у ; ,
p->next � g->edges [ х ]
g->edges [x ]  = р;
g->degree [x ]  ++ ;
if (directed == FALSE )

insert_edge ( g , y, x , TRUE ) ;
else

g->nedges ++;

Для вывода графа на экран достаточно двух вложенных циклов - один для вершин,  
другой для их смежных ребер (листинг 5 .5). 

print_graph ( graph *g )  
{ 

int i ;  / *  Счетчик * /  
edgenode *р;  / *  Временный указатель * /  
for ( i=l ; i<=g->nvertices ; i++ )  { 

printf ( " %d :  " , i ) ; 

Листинг 5.3. Считывание графа

Листинг 5.4. Вставка ребра

;

Листинг 5.5. Вывод графа на экран
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} 

р = g->edges [ i ] ; 

while (р  ! = NULL ) 
printf ( "  %d" , р->у) ; 

р = p->next ; 

print f ( " \n" ) ; 
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}

}

{

Было бы разумно использовать хорошо спроектированный тип данных графа в качест­
ве модели для создания своего собственного, а еще лучше, в качестве основы для раз­
рабатываемого приложения. Я рекомендую использовать библиотеку · типов LEDA 
(см. раздел 1 9. 1 . 1 ) или Boost (см . раздел 19. 1 . 3), которь1е я считаю лучше всего спроек­
тированными структурам,и данных графов Gбщего назJ-!ачения, имеющимися в настоящее 
время. Эти библиотеки, скорее всего, будут более мощными (и, следовательно, будут 
И!\1еть больший размер и замедлять работу в большей степени), чем вам нужно, но они 
предоставляют такое количество правильно работающих функций, которые вы, веро­
ятнее всего, не сможете реализовать самостоятельно с такой степенью эффективности . 

5.3 . История из жизни . Жертва закона Мура 

Эти особенности данного приложения могут значительным образом замедлять его ра­
боту. Что еще хуже, Mathematica занимаЛа большой объем памяти, требуя для эффек­
тивной работы целых 4 Мбайт оперативной памяти, что в 1 990 году, когда я завершил
работу над Comblnatorica, было потрясающе большим объемом. При этом любая
попытка вычиспений  на достаточно больших структурах неизбежно вызывала пере­
полнение виртуальной памяти . В такой среде мой графический пакет имел надежду
эффективно работать только на графах очень небольшого размера (рис. 5 . 5).
Одни м  из проектных решений,  принятых мной вследствие вышеописанных недостат­
ков Mathematica, было использование матриц смежности вместо списков смежности в
качестве основной структуры данных графов длs� Coшblnatorica. Такое решение может
сначала .nоказаться с�ранным.  Разве в ситуации нехватки памяти не выгоднее исполь­
зовать списки смежности, экономя каждый байт? Вообще говоря, да, но ответ не будет
таким  простым в случае очень малых графов. Представление взвешенного графа, со­
стоящего из п верши

_
н и т ребер посредством списка смежности требует приблизи­

тельно п + 2т слов, где составляющая 2т отражает требования к памяти для хранения
И нформации о конечных точках и весе каждого ребра. Таким образом, использование

· списков смежности предоставляет преимущество в отношении объема требуемой па-

Я являюсь автором библиотеки алгоритмов для работы с графами, называющейся
Comblnatorica (www.comblnatorica.com), которая предназначена для работы с компью­
терной системой алгебраических вычислений Mathematica. Производительность явля­
ется большой проблемой в Mathe111atica, вследствие применяемой в ней аппликативной
модели вычислений (в ней не поддерживаются операции записи в массивы с постоян­
ным временем исполнения) и накладных расходов на интерпретацию кода (в отличие
от компилирования). Код на языке программ ирования пакета Mathematica обычно ис­
полняется от 1 ООО до 5 ООО раз медленнее, чем код на языке С.



Год 1 990 1 99 1  1 998 2000 2004

Команда/Машина Sun-3 Sun-4 Sun-5 Ultra 5 Sun Blade

PlanarQ(GridGraph[A,4]] 234, 1 0  69,65 27,50 3,60 0,40

Length [Partitiops(30]] 289,85 73,20 24,40 3 ,44 1 ,58  

VertexConnectivity 239,67 47,76 1 4,70 2,00 0,9 1  
[GridGraph(3;3]] 

RandomPartition [ 1 ООО] 83 1 ,68 267,5 22,05 3 ,  1 2  0,87 

мяти только в том случае, есл и выражение п + 2т значительно меньше, чем п2 • Размер
матрицы смежности остается управляемым Для п s 1 00 и, конечно же, для плотных
графов этот размер вдвое меньше, чем размер списко� смежности .

а) б) в) 

Рис. 5.5. Репрезентативные графы в Comblnatorica: пуrи, не имеющие общих ребер (а), 
Гамильтонов цикл в гиперкубе (б), обход в глубину дерева-поиска (в) 

Для меня более насущной заботой была н еобходимость минимизации накладных рас­
ходов, обусловленных использованием интерпретируемого языка. Результаты .эталон­
ных тестов представлены в табл. 5.2 .  

В 1 990 году решение двух довольно.сложных, но имеющих полиномиальное время вы­
полнения, задач на графах из 9 и 1 6  вершин занимало на моем настольном компьютере 
несколько минут! Квадратичный размер структуры Данных определенно не мог оказать 
большое влияние на время исполнения этих задач, т. к. 9 х 9 равно всего лишь 8 1 .  По 
своему опьп:У я знал,  что язык программирования пакета Mathematica работает лучше 
со структурами данных постоянного размера, наподобие матриц смежности, чем со 
стр�ктурами данных, имеющими непостоянный размер, какими являются списки 
смежности . 

Тем не менее, несмотря на все эти проблемы с производительностью, библиотека 
Comblnatorica оказалась очень хорошим приложением, и тысячи людей использовали 

Таблица 5.2. Результаты эталонных тестов старой Comblnatorica на рабочих станциях Sun
начального уровня с 1990 по 2004 г. (время исполнения в секундах)
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этот пакет для всевозможных и нтересных экспериментов с графами .  Comblnatorica ни­
когда не  претендовала на звание высокопроизводительной библиотеки алгоритмов. 
Большинство пользователей быстро осознало, что вычисления на больших графах не­
реальны, но, тем не менее, с энтузиазмом работало с этой библиотекой как с инстру­
ментом для математических исследований и среды моделирования. Все были довольны. 

Но ·по прошествии нескольких лет пользователи Comblnatorica начали спрашивать, по­
·чему вычисления на графах небольшого размера занимают так много времени .  Это ме­
ня не удивляло, так как я знал, что моя программа всегда была медленной. Но почему 
людям потребовались годы, чтобы заметить это? 

Объяснение заключается в том, что скорость работы компьютеров удваивается при­
близительно каждые два года. Это явление носит названия закона Мура. Ожидания 
пользователей относительно производительности прикладных програм м возрастают в 
соответствии с этим и  улучшениям и  в аппаратном обеспечении .  Частично из-за того, 
что Comblnatorica была рассчитана на работу со структурами данн ых графов квадра­
тичного размера, она недостаточно хорошо масштабировалась на разреженные графы. 

С годами требования пользователей становились все жестче, и ,  наконец, я решил, что 
Comblnatorica нуждается в обновлении .  Мой коллега, Срирам ПемарадЖу (Sriram 
Pemmaraju), предложил мне свою помощь. Через десять лет после первоначального 
выпуска библиотеки мы (преимущественно  он) полностью переписал и  ComЬinatorica, 
воспользовавшись более быстрыми  структурами данных. 

В новой версии Comblnatorica для хранения графов используется очень эффективная 
структура данных в виде списка ребер. Размер списков ребер, как и размер списков 
смежности, линейно зависит от размера графа (ребра плюс вершины). Это заметно 
улучшило производительность большинства фун кций для работы с графами. Повыше­
ние  производительности особенно драматично для "быстрых'' алгоритмов обработки 
графов. Это алгоритмы . с  линейным или почти . л инейным временем исполнения - ал� 
горитмы обхода графов, топологической сортировки и поиска компонент связности 
и/или двусвязности . Последствия этой модификации Проявляются во всем пакете в ви­
де уменьшения времени работы и более экономного расхода памяти. Теперь 
ComЬinatorica может обрабатывать графы, которые в 50-1 00 раз больше, чем те, с ко­
торыми могла работать старая версия. 

На рис. 5 .6, а приводится график времени исполнения функции MinirnumSpanningTree 

для обеИх версий Comblnatorica. 

Для сравнения производительности новой и старой версий использовались разрежен­
ные (решетчатые) графы, разработанные специальfю, чтобы выделить разницу между 
этим и  двумя структурами данн ых. Да, новая версия библиотеки намно20 быстрее, но 
обратите внимание, что раЗница в производительности становится заметной только для 
графов больших, чем те, для работы с которыми предназначалась старая версия 
Comblnatorica. Но относительная разница во времени исполнения увеличивается с воз­
растанием п. На рис. 5 .6, б показано соотношение времени исполнения старой и новой 
версии в зависимости от размера графа. Разница между линейным и квадратичным 
ростом размера является асимптотической, поэтому с возрастанием п последствия пе­
рехода на новую версию становятся еще более заметными .  
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Рис. 5.6. Сравнение производительности старой и новой версий Comblnatorica: абсолютное время
исполнения для каждой версии (а) и соотношение времен исполнения (б)

Повышение производительности, достигнутое благодаря использованию списков 
смежности, намного превышает любое улучшение, обусловленное применением кэша. 

Из нашего опыта разработки и модифицирования библиотеки Comblnatorica можно 
извлечь такие два основных урока. 

+ Асимптотика в конечном счете является важной. Я не сумел предвидеть развитие
технологии,  и это было ошибкой с моей  стороны. Хотя н и кто не может предсказы­
вать будущее, можно с довольно большой степенью уверенности утверждать, что в
будущем компьютеры будут обладать большим объемом памяти и работать быст­
рее, чем компьютеры сейчас. Это дает преимущество более эффективным алгорит­
мам и структурам данных, даже если сегодня их производительность не намного
выше, чем у альтернативных решений .  Если сложность реализации вас не останав­
ливает, подумайте о будущем и выберите самый лучший алгоритм .

5.4" История из жизни . Создание графа
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Чтобы ускорить время исполнения программы, нужно лишь подождать некоторое
время. Передовое аппаратное обеспечение со временем доходит до пользователей
всех уровней. В результате улучшений в аппаратном обеспечении,  имевших место в
течение 1 5  лет, скорость работы первоначальной версии библиотеки Comblnatorica
возросла больше чем в 200 раз. В этом контексте дальнейшее повышение произ­
водительности вследствие модернизации библиотеки является особенно значи­
тельным.

+ 

Обратите вниман ие на странный всплеск на графике при п ≈ 250. С корее всего, это
следствие перехода между разными уровнями иерархии памяти . Такие явления нe ред­
кость в современных сложных компьютерных системах. При разработке структур дан­
ных производительность кэша должна быть одним из главных, но не важнейшим, при­
нимаемых во внимание обстоятельств.

а) б)

Количество вершин в графе

- Только на чтение данных у этого алгоритма уходит пять ми нут. На получение
сколько-нибудь интересных результатов не хватит никакого времени .

Глава 5. Обход�графов



Молодая аспирантка была полна энтузиазма, но не имела н и  малейшего понятия о мо­
щи правильно выбранных структур да.иных. 

Как было описано в разделе 3. 6, мы экс.периментировали с. алгоритмами для разбиения 
сетки треугольников на полосы для быстрого рендеринга триангулированных поверх­
ностей.  Задачу поиска наименьшего количества полос, которые покрывают кажды� 
треугольник в сетке, можно смоделировать как задачу на графах. В таком графе каж­
дый треугольник сетки представляется вершиной, а смежные треугольники представ­
ляются ребром между соответствующими верш инами.  Такое представление в виде 
двойственного графа содержит всю информацию, необходимую для разбиения тре­
угольной сетки на полосы треугольников (рис. 5 .7). 

Рис. 5.7. Двойственный граф (пунктирные линии) триангулированной поверхности 

VERTICES 4 

0 . 000000 2 4 0 . 000000 0 . 000000 

2 0 4 . 000000 2 4 0 . 000000 0 . 000000 

2 0 4 . 000000 0 . 000000 0 . 000000 

0 . 000000 0 . 000000 0 . 000000 

TRIANGLES 2 

о 1 3 

1 2 3 
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Первым шагом в разработке программы, которая генерирует хороший набор полос
треугольников, является создание двойственного графа триангулированной поверхно­
сти .  Решение этой задачи я и поручил аспирантке. Через несколько дней она заявила,
что одно лишь создание такого графа для поверхности из нескольких тысяч треуголь­
ников занимает около пяти минут процессорного времени .

- Не может быть ! -'- сказал я .  - Ты, должно быть, строишь граф крайне нерацио­
нально. Какой формат данн ых.1 ты используешь?

- Вначале идет список З D-координат используемых в модели вершин, а за ним -
список треугольников. Каждый  треугольн ик описыВается списком из трех индексов
координат вершин .  Вот небольшой пример (листинг 5 .6).

Листинг 5.6. Пример описания треугольников



183

- Понятно. Значит, первый треугольник использует все точки, кроме третьей, т. к. все
индексы начинаются с нуля.  Два треугольника должны иметь общую сторону, опреде­
ляемую точками 1 и 3 .

- Так оно и есть, - подтвердила она.

- Хqрошо. Теперь расскажи м не, как ты строишь двойственный граф.

- Когда я знаю кол ичество имеющихся вершин, я могу игнорировать информацию
о вершинах. Геометрическое расположение точек не влияет на структуру графа. В мо­
ем двойственном графе будет такое же количество верши н, как и треугольников.
Я создаю структуру данных в виде списка смежности, содержащего такое количество
вершин. При считывании каждого треугольника я сравниваю его со всеми другими
треугольниками, чтобы узнать, не имеют ли они  две общие конечн ые точки. Если име­
ют, то я добавляю ребро между новым треугольником и этим .

Я не мог сдержать раздражение. - Но ведь именно в этом и заключается твоя пробле­
ма! Ты сравниваешь каждый треугольник  со всеми остальными треугольниками,
вследствие чего создание двойственного графа будет квадратичным по числу тре­
угольников. Считывание входного графа должно занимать линейное время !

- Я не сравниваю каждый треугольник со всеми другими  треугольниками .  В действи­
тельности, в среднем он сравнивается с Половиной или с третью других треугольников.

- Превосходно. Тем не менее, у тебя алr:оритм имеет квадратичную сложность
(т. е. О(п2)). Он слишком медленный .

Признавать свое поражение она  не собиралась. - В ы  только критикуете мой алгоритм,
а можете ли Вы помочь мне исправить его?

Вполне разумно. Я начал думать. Нам был нужен какой-то быстрый способ отбросить
большинство треугольников, которые не могли быть смежными с новым треугольни­
ком (i,j, k). Что нам в действительности было нужно, так это отдельный список всех
треугольников, проходящих через точки i, j и k� По формуле Эйлера для Планарных
графов средняя точка соединяет меньше чем шесть треугольников. Это позволило
бы Сравнивать каждый новый треугольник менее чем с двадцатью другими треуголь·­
никами.

Она немного поразмыслила над этим и улыбнулась. - Понятно. Я сообщу Вам о ре­
зультатах. 

На следующий день она доложила, что создание графа занимает несколько секунд да­
же для больших моделей . Затем она напи'сала хорошую программу для разбиения три­
анrулированной поверхности на полосы треугольников, как описано в разделе 3. 6. 

- Нам нужна структура данных, состоящая из массива элементов для каждой верши­
ны в первоначальном наборе данных. Этим элементом будет список всех треугольни­
ков, которые проходят через данную вершину. При считывании  нового треугольника
мы находим три соответствующих списка в массиве и сравниваем каждый из них с но­
вым треугольником. В действительности, нужно проверить. только два из этих трех
списков, т. к. любые смежные треугольники будут иметь две общие точки .  Нам нужно
будет добавить в наш граф признак смежности для каждой пары треугольников,
имеющей две общие вершины.  Наконец, новый треугольник добавляется в каждый из
трех обработанных списков, чтобы они были текущими для считывания следующего
треугольника.

Глава 5. Обход�графов
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Самой фундаментальной задачей на графах, возможно, является систематизированное
посещение каждой вершины и каждого ребра графа. В действительности, все основные
служебные операции по работе с графам и (такие как распечатка или копирование гра­
фов или преобразования графа из одного представления .в другое) являются приложе­
ниями обхода графа (graph traversal).

Ключевая идея обхода графа - пометить каждую вершину при первом ее посещении и
помнить о том,  что не было исследовано полностью. Хотя в сказках для обозначения
пройденного пути использовал ись такие способы, как хлебные крошки и нитки, в на­
ших обходах графов мы будем пользоRаться булевыми флагами или перечислимыми
ти пами .

Каждая вершина будет находиться в одном из  следующих трех состояний :

+ неоткрытая (undiscovered) - первоначальное, нетронутое состояние вершины;

+ открытая (discovered) - вершина обнаружена, но мы еще не проверили все инци­
дентные ей ребра;

+ обработанная (processed) - все инцидентные данной вершине ребра были посе-
щен ы.

Очевидно, что вершину нельзя обработать до того, как она открыта, поэтому в процес­
се обхода графа состояние каждой вершины начинается с неоткрытого, переходит в
открытое и заканчивается обработанным .

Нам также нужно иметь структуру, содержащую все открытые, но еще не  обработан­
н ые вершины.  Первоначал ьно открытой считается только одна вершина - начало об­
ход<;l графа. Для полного исследования вершины v нужно изучить каждое исходящее из
нее ребро. Если какие-либо ребра идут к неоткрытой вершине х, то эта вершина поме­
чается как открытая и добавляется в список для дальнейшей обработки. Ребра, иду­
щие к обработанным вершинам, игнорируются, т. к. их дальнейшее исследование не

Урок, который следует извлечь из этой истории, заключается в том, что даже такие
элементарные задачи, как инициализация структур данных, могут оказаться узким ме­
стом при разработке алгоритмов. Большинство программ, работающих с большими
объемами данных, должно иметь линейное или почти линейное время исполнения. Та­
кие высокие требования к производительности не прощают небрежности . Сфокусиро­
вавшись на необходимости получения линейной производительности, вы обычно мо­
жете найти соответствующий детерминистический или эвристический алгоритм для
решения поставленной задачи .

5.5. Обход графа 

Лабиринты обычно представляются в виде графов, где вершины обозначают пересече­
ния путей, а ребра - пути лабиринта. Таким образом, любой алгоритм обхода графа
должен быть достаточно мощным, чтобы вывести нас из произвольного лабиринта.
Чтобы обеспечить эффективность такого алгоритма, мы должны гарантиро1щть, что
не будем постоянно возвращаться в одну и ту же точку, оставаясь в лабиринте навечно.
А для правW1ьности нашего алгоритма нам нужно выполнять обход лабиринта систем­
ным образом, который гарантирует, что мы выберемся из лабиринта. в поисках выхода
нам нужно посетить каждую вершину и каждое ребро графа.



а) б) 

Рис. 5.8. Неориентированный граф и его дерево обхода в ширину 

Это свойство делает обход в шири ну очень полезным в решении  задач поиска крат­
чайшего пути. -В листи нге 5. 7 приводится псевдокод алгоритма обхода графа в ширину. 

BFS (G, s )  

for each vertex и Е V [G }  - ( s }  do 
state [ u }  = "undiscovered" 

p [u ]  = nil ,  т .  ,е . в начале вершины-родители отсутствуют 
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сообЩит нам ничего нового о графе. Также можно игнорировать любое ребро, идущее
к открытой, но не обработанной вершине, т. к. эта вершина уже внесена в список
вершин, подлежащих обработке.

Каждое неориентированное ребро рассматривается дважды, по одному разу при иссле­
довании каждой из его вершин .  Ориентированные ребра рассматри ваются только один
раз, nри исследовании  его источника. В конечном счете, все ребра и вершины  в связ­
ном графе должны быть посещены. Почему? Допустим, что имеется непосещенная
вершина и, чья соседняя· вершина v была посещена. Эта соседняя вершина v будет со
временем исследована, после чеrо м ы  непременно посетим верши ну и. Таким  образом,,
мы в конеч ном счете найдем все, что можно найти .

Далее мы обсудим механизм работы алгоритмов обхода графов и важность того, в ка­
ком порядке выполняется обход.

5.6. Обход в ширину
Обход в шири ну (breadth-first traversal) является основой для многих важных алгорит­
мов для работы с графами .  Далее приводится базовый алгоритм обхода ГР,афа в шири­
ну. На определенном этапе каждая вершина графа переходит из состояния  неоткры­
тая в состояние открытая. При обходе в ширину неориентированного графа каждому
ребру присваивается направление, от "открывающей" к открываемой вершине. В этом
контексте  вершина и называется родителем (parent) иЛи предшественником
(predecessor) ·вершины v, а вершина v - потомком вершины и. Так как каждый узел, за
исключением корня, .имеет только одного родителя, получится дерево верши н  графа.
Это дерево (рис. 5 .8) определяет кратчайший  путь от корня  ко всем други м узлам
графа.

Листинг 5.7. Обход графа в ширину
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init ialize_search ( graph * g )  

{ 
int i ;  / *  С�етчик * /  

for ( i=l ; i<=g->nvertices ; i++ ) 

processed [ i ]  = discovered [ i ]  
parent [ i ]  = - 1 ;  

FALSE ; 

После открытия вершина помещается в очередь. Так как эти верuiины обрабатываются 
в порядке FIFO, то первыми обрабатываются вершины, поставленн ые в очередь пер-

Листинг 5.8. Инициализация вершин
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}
}

{

state [ s ]  "discovered" 

p [ s ]  = ni l 

Q = ( s }  
whi le Q "# 0 do 

и �  dequeue [Q ]  

обрабатываем вершину и требуемым образом 

for each v Е Adj [u ]  do 

обрабатываем ребро (u ,  v} требуемым образом 

if state [v]  = "undiscovered" then 

state [v ]  = "discovered" 

p [v ]  = и 
enqueue [Q, v ]  

state [ u ]  = "processed" 

Ребра графа, которые не включены в дерево обхода в ширину, также имеют особые 
свойства. Для неориентированных графов не попавшие в дерево ребра могут указывать 
только 1;1а вершины  на  том же уровне, что и родительская вершина, или на вершины, 
расположенные на уровень ниже. Эти свойства естественно следуют из того факта, что 
каждое ребро в дереве должно быть кратчайшим путем в графе, А для ориентирован­
ных графов ребро (и, v), указывающее в обратном направлении, может существовать 
в любом случае, когда вершина v расположена ближе к корню, чем вершина и. 

Реалиэация 
Процедура обхода в ширину Ьfs использует два массива булевых значений для хране­
н ия информации о каждой вершине графа. Верши на открывается при первом ее посе­
щении.  Когда все исходящие из вершины ребра были исследованы, то вершина счита­
ется обработанной. Таким образом, в процессе обхода состояние каждой вершины на­
чинается с неоткрытого, переходит в открытое и заканчивается обработанным. Эту 
информацию можно было

· 
бы хранить с помощью одной переменной перечислимого 

типа, но м ы  используем две булевы переменные. 

bool processed [МAXV+ l ] ; 
bool discovered [МAXV+ l ] ; 

int parent [МAXV+l ] ; 

/ *  Обработанные вершины* / 
/ *  Открытые вершины * /  
/ *  Отношения открытия * /  

Снанала каждая вершина помечается как неоткрытая (листинг 5 .8). 



вымИ, т. е. ближайшие к корню. Процедура обхода графа в ширину приводится в лис-
тинге 5.9. 

Ьfs ( graph *g ,  int start )

{

int v ;  / *  Текущая вершина * /

int у;  

edgenode *р ;  /*  Временный указатель */

init_queue ( &q ) ;

discovered [ start ] = TRUE ;

while ( empty_queue ( &q )  == FALSE )

v = dequeue ( &q ) ;

process_vertex_early (v ) ;

processed [v]  = TRUE ;

р = g->edges [v ] ;

while (р ! = NULL ) {
у = р->у;

if ( ( processed [ y] == FALSE )  1 1  g->directed )

process_edge (v , y ) ;

if ( discovered [ y ]  == FALSE )

enqueue ( &q ,  у )  ;

discovered [ y ]  = TRUE ;

parent [ y J  = v;

р = p"->next ; 

process_vertex_late (v ) ; 

process_vertex_late ( int v)
{

/* Нет действий * /
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Листинг 5.9. Обход графа в ширину

Листинг 5.10. Функция process_vertex_late()

Процедура Ьfs использует функции process_vertex_early ( ) ,  process_vertex_late ( ) и 
process_edge ( ) .  С их помощью мы можем настроить действие, предпринимаемое про­
цедурой обхода при посещении каждого ребра и вершины.  Первоначально вся обра­
ботка вершин будет осуществляться при входе, поэтому функция process_vertex_ 

late ( )  не выполняет никаких действи й  (листинг  5 . 1 О). 

}

}

}
}

{

{

queue q; / *  Очередь вершин для обработки * /

enqueue ( &q, start ) ;

/* Следующая вершина */

5.6.1. Применение обхода

Глава 5. Обход�графов



Следующие функции предназначены для вывода на экран (или принтер) каждой вер­
шинь1 и каждого ребра (листинг 5 . 1 1  ) . 

process_vertex_early ( int v )  

{ 
print f ( "processed vertex %d\n" , v ) ; 

process_edge ( int х, int у )  

{ 
printf ( "processed edge ( %d, %d ) \n" , x , y ) ; 

С помощью функции process  _ edge ( )  · можно также подсчитывать количество ребер 
(листинг  5 . 1 2). 

process_�dge ( int х ,  int у )  

{ 
nedges = nedges + 1 ;  

Разные алгоритмы предприн имают разные действия при посещении  вершин  и ребер. 
Использование этих функций предоставляет нам гибкость в настройке требуемого дей­
ствия . 

. 5.6 .2.  Пои ск путей 

Массив parent, который строится в процедуре Ьfs, очень полезен для поиска разнооб­
разных путей в графе. Верши на, открывшая верши ну i, определяется как parent [ i J . 

Так как в процессе обхода открываются все вершины, то каждая вершина, за исключе­
н ием корневой, и меет родителя .  Родительское отношение определяет "дерево откры­
тий" ,  корнем кото'рого является первоначальный узел обхода. 

Так как вершины  открываются в порядке возрастающего расстовния от корня, то это 
дерево обладает очень важным свойством. Однозначно определенный путь от корня до 
каждой верши н ы  х е  V исполЬ3ует наименьшее количество ребер (или, что эквива­
лентно, промежуточных верши н), возможное в любом маршруте графа от корня до 
вершины х. 
Этот путь можно воссоздать, следуя по цепи  предшественников от вершины х по на­
правлению к 1<орню. Обратите внимание, что в этом случае нам нужно двигаться в об­
ратном направлении .  М ы  не можем найти путь от корня к вершине х, потому что указа­
тели родителей имеют противоположное направление. Вместо этого путь нужно искать 
по направлению от вершины х к корню. Та/\ как это направление противоположно то­
му, в котором требуется выполнять проход, мы  можем либо сохранить путь, а потом 
я вно обратить его с помощью стека, л ибо переложить эту работу на рекурсивную про­
цедуру, показанную в листинге 5 . 1 3 . , 

Листинг 5.11. Функция process_vertex_early() и process_edge()
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}

}

Листинг 5.12. Функция process_edge() для подсчета количества ребер

}



find_path ( int start , int end,  int parents [ ] ) 

{ 
if ( ( start == end ) 1 1  ( end == - 1 ) ) 

printf ( " \n%d" , start ) ; 
else { 

find_path ( start , parents [end ] , parent s ) ; 
print f ( "  %d" , end ) ; 
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Согласно этим родительским отношениям,  самый коротки й  путь от .вершины  1 к вер­
шине 4 проходит через набор вершин  { 1 ,5,4 } .

При использовании  обхода в ширину для поиска кратчайшего пути от верши н ы  х
к вершине у нужно иметь в виду следующее: дерево кратчайшего пути полезно только
в том случае, если корнем поиска в ширину является вершина х; кроме того, поиск
в ширину дает самый !(Ороткий путь только для невзвешенных графов. Алгоритмы по­
иска кратчайшего пути во взвешенных графах рассматриваются в разделе 6. 3. 1 .

5. 7 . Применение обхода в ш ирину
Большинство элементарны� алгоритмов для работы с графами выполняют один или
два обхода графа для получения всей информации о графе. Любой из таких алгорит­
мов, если он коrректно реализован с использованием списков смежности, обязательно
имеет линейное время исполнения, т. к. обход в ширину исполняется за время О(п + т)
как на ориентированных, так и на неориентированных графах. Это оптимальное время,
т. к. и менно за такое время можно прочитать граф из п вершин и т ребер . .

Секрет мастерства заключается в умении видеть ситуации,  в которых применение об­
хода гарантированно даст положительные результаты. Далее приводится несколько
примеров использования обхода.

5. 7 . 1 . Компоненты связности
Граф называется связным (connected), если и меется путь между любыми двумя .его
вершинами .  Гипотеза шести шагов утверждает, что любые два человека в мире связа­
ны короткой цепочкой из людей, попарно знакомых друг с другом. Если теория шести
шагов правильна, то граф дружеских отношений должен бьiть связным.

Компонентой связности (connected component) нещщентированного графа называется
максимальный набор его вершин, для которого существует путь между каждой парой

При обходе в ширину графа, изображенного на рис. 5 .8 ,  наш алгоритм выдал следую­
щие отношен ия " вершина/родитель" :

}
}

Листинг 5.13. Изменение направления пути посредством рекурсии

1 2 3 4 5 6

- 1  1 2 5 1 1

Вершина
Родитель 
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connected_components ( graph * g )  

int с ; 
int i ;  

/ * Номер компоненты * / 

/ *  Счетчик * /  

init ial i ze_search ( g ) ; 

с = О ;  
for ( i=l ; i<=g->nvertices ; i++ ) 

if (discovered [ i ]  == FALSE ) { 
с = c+ l ;  

print f ( "Component %d : " , с ) ;  
Ьfs ( g , i ) ; 

print f ( " \n" ) ; 

process_vertex_early ( int v )  

print f ( "  %d" , v ) ;

190 Часть I. Практическая разработка алгоритмов

{

{

}
}

}
process_edge ( int х , int у )  

{ 
} 

Обратите внимание на увел ичение значения счетчика с, содерЖащего номер текущей 
компоненты, при каждом вызове функции Ьfs. Изменив соответствующим образом 
действие функции  process  _ vertex ( ) ,  каждую вершину можно было бы явно с�язать 

Компоненты связности можно найти с помощью обхода в ширину, т .  к. порядок
перечисления вершин не имеет значения.  Начнем обход с первой вершины.  Все эле­
менты, обнаруженные в процессе этого обхода, должны быть членами одной и той же
компоненты связнос.ти. Потом повторим обход, начиная с любой неоткрь1той вершины
(есл и таковая имеется), чтобы определить вторую компоненту связности, и т. д;, до тех
пор, пока не будут обнаружены все вершины.  Соответствующая процедура приводится
в л истинге 5 . 1 4 .

Листинг 5.14. Процедура поиска компонент связаности

ны между собой .  В качестве примера отдельных компонент связности в графе друже­
ских отношени й  можно привести первобытные племена где-то в джунглях, которые
еще не были открыты для остального мира. А отшельник в пустыне или крайне непри­
ятный человек будет примером компоненты связности, состоящей из одной вершины.

вершин .  Эти компоненты являются отдельными "кусками"  графа, которые не соедине­

Удивительно, какое большое количество кажущихся сложными проблем сводится
к поиску или подсчету компонент связности . Например, вопрос, можно ли решить
какую-то головоломку (скажем, кубик Руби ка), начав с определенной позиции, по
сути, представляет собой вопрос, является ли связным граф разрешенных конфигу­
раций.



twocolor ( graph *g )  

{ 
int i ;  / *  счетчик * /  
for ( i=l ; i<= ( g->nvertices ) ;  i++ ) 

color [ i ]  = UNCOLORED; 

bipart ite = TRUE ; 
initiaiize_search ( &g ) ; 
for ( i=l ; i<= ( g->nvert ices ) ;  i++ ) 

if (discovered [ i ]  == FALSE ) { 
color [ i ]  = WHITE ; 
Ьfs ( g , i ) ; 

с номером ее компоненты (вместо того, чтобы выводить на экран вершины каждой 
компоненты). 

Для ориентированных графов существуют два понятия связности, и это определяет 
существование алгоритмов поИска компонент сильной и слабой связности . Любую из 
них можно найти за время О(п + т), что показано в разделе 15. 1 .  

5.7.2. Раскраска графов двумя цветами 
В задаче раскраски верutин (vertex colouring) требуется присвоить метку (или цвет) 
каждой вершине графа таким образом, чтобы любые две соединенные ребром верши­
ны были разного цвета. Присвоен ие каждой в

'
ершине своего цвета позволяет избежать 

·любых конфликтов. Но при этом нужно использовать как можно меньшее количество 
цветов. Задачи раскраски вершин часто возникают в приложениях календарного пла­
нирования, например, при выделении  регистров в компиляторах. Подробное обсужде­
ние алгоритмов раскраск1;1 вершин можно найти в разделе 1 6. 7. 

Граф называется двудольным (Ьipartite), если его вершины можно правильно раскра-1 . 
сить двумя цветами.  Важность двудольных графов заключаеrся. в том, что они возни-
кают естественным образом во м ногих приложениях. Рассмотрим граф сексуальных 
связей среди гетеросексуалов. Мужчины здесь могут вступать в сексуальные связи 
только с женщинами и наоборот. Таким образом, в этой простой модели правильная 
двухцветная раскраска определяется полом. 

Мы можем расширить алгоритм обхода в ширину таким образом, чтобы раскрашивать 
каждую новую открытую вершину цветом, противоположным цвету ее предшествен­
ника. Потом мы проверяем, не связывает какое-либо ребро, которое н� задействовалось 
в процессе открытия верщин,  две вершины одного цвета. Такая связь будет означат.ь, 
что граф нельзя раскрасить в два цвета. Процедура двухЦветной раскраски графа пока­
зана в листинге 5 . 1 5 .  

Листинг 5.15. Процедура двухцветной раскраски графа

}
}

чину. Тогда все смежные вершины должны представлять женщин,  при условии,  что

граф в действительности является двудольным.

Но как мы можем правильно раскрасить граф в два цвета, таким образом раздел ив
мужчин и женщин? Предположим, что начальная вершина обхода представляет муж­
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process_edge ( int х , int у )  

{ 
if ( color [ x ]  == color [ y ] ) 

bipart ite = FALSE ; 

printf ( "Warning : not Ьipartite due to ( %d, %d ) \n" , x , y ) ; 

complement ( int color)  

if  ( color = =  WНITE ) return ( BLACK) ;

i f  ( color == BLACK) return (WHITE ) ;

return ( UNCOLORED )  ;

Существует два основных алгоритма обхода графов: обход в ширину (breadth-first 
search, BFS) и обход в глубину (depth-first search, DFS). Для некоторых задач нет абсо­
лютно никакой разницы, какой тип обхода (поиска) использовать, но для других эта 
разница является критической. 

Разница между поиском в ширину и поиском в глубину заключается в порядке иссле­
дования вершин .  Этот порядок зависит полностью от структуры-контейнера, исполь­
зуемой для хранения открытых, но не обработанных вершин.  

+ Очередь. Помещая вершины в очередь типа FI FO, мы исследуем самые старые не­
исследованные вершины первыми.  Таким образом, наше исследование- медленно 
распространяется вширь, начи1-1ая от стартовой вершины.  В этом суть обхода в ши­
рину. 

+ Стек. Помещая вершины в стек с порядком извлечен ия LIFO, мы исследуем их, 
отклоняясь от пути для посещения очередного соседа, если таковой имеется, и воз­
вращаясь назад, только если оказываемся в окружении ранее открытых верwин .  Та­
ким образом, мы в своем исследовании  быстро удаляемся от стартовой вершины, и 
в этом заключается суть обхода в глубину. 

Наша реализация процедуры обхода в глубину отслеживает время обхода для каждой 
вершины.  Каждый вход в любую вершину и выход из нее считаются затратой времени.  
Для каждой вершины ведется у.чет затрат времени на вход и выход. 

192 Часть I. Практическая разработка алгоритмов

{

{

}

}

Первой вершине в любой компоненте связности можно присвоить любой цвет (пол).
Алгоритм обхода в ширину может разделить мужчин  и женiцин, но, исходя только из
структуры графа. не может определить, какой цвет представляет какой пол.

}

ПОДВЕДЕНИЕ итогов 
Обходы в ширину и в глубину предоставляют механизмы для посещения каждой вершины 
и каждого ребра графа. Они лежат в основе большинства простых, эффективных алгорит­

мов для работы с графами. 

5.8. Обход в rлубину 

color [ y ]  = complement ( color [ x ] ) ;



Листинг 5.16. Обход в глубину
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Процедуру обхода в глубину можно реализовать рекурсивным методом, что позволяет 
избежать явного использования стека. Псевдокод алгоритма обхода в глубину показан 
в листинге 5. 1 6. 

DFS ( G , u )  

s:tate [u ]  = "discovered" 

обрабатываем вершину u, если необходимо 

entry [u ]  = t ime 

time = time + 1 

for each v е Adj [u ]  do 

обрабатываем ребро (u ,  v ) , если необходимо 

if state [v ]  = "undiscovered" then 

p [v ]  = и 

DFS ( G , v )  

state [u ]  = "processed" 

exit [u ]  = time 

time = time + 1 

При обходе в глубину интервалы времени,  по-траченного на посещение вершин,  обла­
дают интересными свойствами .  В частности : 

+ Количество потомков. Разница во времени выхода и входа для вершины v свиде­
тельствует о количестве потомков этой вершины в дереве обхода в глубину. Пока­
зания часов увеличиваются на единицу при каждом входе и каждом выходе из вер­
шины, поэтому количество потомков данной вершины будет равно половине разно­
сти между моментом вьrхода и моментом входа. 

ориентированного графа на два класса: древесные (tree edges) и обратные (back edges).
Древесные ребра используются при открытии новых верши н  и закодированы в роди­
тельском отношении .  Обратные ребра - это те реб,ра, у которых второй конец являет­
ся предшественником расширяемой вершины, и поэтому они направлены обратно к
дереву.

Мы будем использовать время входа и выхода в разных приложениях обхода в глуби­
ну, в частности, в топологической сортировке и в поиске компонент двусвязности (или 
компонент сильной связности). Нам нужно будет выполнять разные действия при каж­
дом входе и выходе из вершины, для чего из процедуры ctfs будут вызываться функ­
ции process_vertex_early ( )  и process_vertex_late ( )  соответствен но. 

Другим важным свойством обхода в глубину является то, что он разбивает ребра не­

Посещение предшественника. Допустим,  что вершина х является предшественни­
ком вершины у в дереве обхода в глубину. Это подразумевает, что верши на х долж­
на быть посещена раньше, чем вершина у, т. к. невозможно быть рожденным рань­
ше своего отца или деда. Кроме этого, выйти из вершины х можно только после вы�
хода из вершины у, т. к. механ изм поиска в глубину предотвращает выход из
вершины х до тех пор, пока м ы  не вышли из всех ее потомков. Таким образом, вре­
мени.ой интервал посещения у должен быть корректно учтен его предшественни­
ком х.

+ 
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а) б) 

Рис. 5.9. Неориентированный граф (а) и дерево его обхода в глубину (б) 

dfs (graph *g, int v) 
{ 

/*  Временный указатель * / 
int у; / *  Следук:щая вершина */ 
if  ( finished) return; / *  Завершение nоиска * / 
discovered [v]  = TRUE ; 

time = time + 1 ;  
entry_time [v] = time ;  
process_vertex_early (v) ; 
р = g->edges [v] ; 
while (р ! = NULL ) { 

у = р->у; . 
if (discovered [y ]  == FALSE ) 

parent [ у )  � v; 
process_edge (v, y } ;  
dfs (g , y } ; 

На рис. 5 .9 изображен неориентированный граф и дерево его обхода в глубину.

Обход в глубину можно рассматривать как обход в ширину с использован ием стека
вместо очереди. Достоинством реал изации обхода в глубину посредством рекурсии
(листинг 5 . 1 7) является то, что она позволяет обойтись без явного использования стека.
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Листинг 5.17. Обход в глубину

}

{

edgenode *р;

кая топология невозможна для неориентированных графов. Данная классификация ре­
бер является принципиальной для алгоритмов, основанных на обходе в глубину.

Удивительным свойством обхода в глубину является то, что все ребра попадают в одну
из зтих двух категорий . Почему ребро не может соединять одноуровневые узлы, а
только родителя с потомком? Потому, что все вершины, достижимые из данной вер­
шины v, уже исследованы ко времени окончания обхода, начатого из вершины v, и та­

Реализация
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ПОДВЕДЕНИЕ итогов 
При обходе в глубину вершины упорядочиваются по времени входа/выхода, а ребра раз­
биваются на два типа - древесные и обратные. Именно

.
такая организация и делает обход 

в глубину столь мощным алгоритмом. 

в неориентированных графах каждое ребро (х, у) находится в списке смежности как
для вершины х, так и для вершины у. Таким образом, для обработки каждого ребра
(х, у) существуют два момента - при исследовании вершины х и вершины у. Ребра
разбиваются на древесные и обратные при первом исследовани и  ребра. Момент, в ко�
торый мы видим ребро в первый раз, естественно подходит для выполнения специфи­
ческой обработки ребра. В тех случаях, когда мы встречаемся с ребром во второй раз,
может возникнуть необходимость в каком-то другом действии.

Но если мы встречаем ребро (х, у), двигаясь из вершины х, как нам определ ить, не бы­
ло ли это ребро уже пройдено из вершины у? На этот вопрос легко ответить, если вер­
шина у неоткрытая : ребро (х, у) становится древесным ребром, следовательно, мы ви­
дим его в первый раз. Ответ также очевиден, если верцшна у не была полностью обра­
ботана: поскольку мы рассматривали ребро при исследовании вершины у, это второе

}

else if  ( ( ! processed [ y ] ) 1 1  ( g->directed ) ) 

process_edge (v , y) ; 

i f  ( finished) return; 

р = p->next ; 

process_vertex_late· (v) ; 

tirne = tirne + 1 ;  

exit_tirne [v]  = tirne ; 

processed [v]  = TRUE ; 

}

Обход в глубину, по сути, использует ту же самую идею. что и поиск с возвратом, ко­
торый рассматривается в разделе 7. 1 .  В обоих алгоритмах мы перебираем все возмож­
ности, продвигаясь вперед, когда это удается, и возвращаясь обратно, когда больше не
осталось неисследованных элементов для дальнейшего продвижения. Оба алгоритма
легче всего воспринимать как рекурсивные алгоритмы.

По сравнению с другими парадигмами разработки алгоритмов, обход в глубину не ка-
жется чем-то страшным.  Но он довольно сложен, вследствие чего для его корректной
работы необходимо правильно реализовать все до мельчайших подробностей.

Правильность алгоритма обхода в глубину зависит от того, когда именно обрабатыва-
ются ребра и вершины. Вершину v ·можно обработать до обхода исходящих из нее ре­
бер (процедура process_vertex_early ( ) ) илИ 1:юсле этого (процедура process_vertex_

late ( )  ). Иногда действия выполняются в обоих случаях, например, инициализация до
обхода ребер посредством функции process_vertex_early ( )  специфической структуры
данных вершин, которая будет модифицирована операциями обработки ребер, а после
обхода подвергнута анализу посредством функции process_vertex_ late ( ) .

Глава 5. Обход�графов

5.9. Применение обхода в глубину
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process_edge ( int х ,  int у )  

if  (parent [ x ]  ! = у ) ( / *  Найдено обратное ребро ! * /  

print f ( "Cycle frorn % d  t o  %d : " , y, x ) ; 

find_path ( y , x , parent ) ; 

print f ( " \n\n" ) ;  

finished = TRUE ; 

5.9.2.  Шарниры графа

Обратите вн имание, что в графе на рис. 5 . 1 0  имеется одна точка, удаление которой от­
соединяет связную компоненту графа. Такая вершина называется шарниром (или раз­
деляющей вершиной, или точкой сочленения). Любой граф, содержащий шарнир, яв­
ляется уязвимым по своей природе, т. к. удаление этой одной вершины ведет к потере
связности между другим и вершинами .

посещение этого ребра. А если вершина у является предшественником вершины х и,
вследствие этого, находится в открытом состоянии?  Подумав, мы поймем, что это
должен быть первый проход, если только вершина у не является непосредственным
предшественником вершины х, т. е. ребро (у, х) является древесным.  Это можно уста-
навить проверкой равенства у == parent [ х ] .

Каждый раз, когда я пробую реализовать алгоритм на основе обхода в глубину, я убе-
ждаюсь, что этот тип алгоритмов достаточно сложен .  Поэтому я рекомендую вам тща-
тельно изучить рассмотрен ные реализации этого алгоритма, чтобы понять, где и паче-
му могут возникать проблемы.

Наличие обратных ребер является ключевым фактором при поиске циклов в
неориентированных графах. Если в графе нет обратных ребер, то все ребра являются
древесными и дерево не содержит циклов. Но любое обратное ребро, идущее от
вершины x к предшественнику y, создает цикл, или замкнутый маршрут между
верши нами y и x. Цикл легко найти посредством обхода в глубину, как показано в
листинге 5.18.

5.9. 1 . Поиск циклов 

Листинг 5.18. Поиск цикла

{

}

Правильность данного алгоритма поиска цикла зависит от обработки каждого неори­
ентированного ребра только один раз. В противном случае двойной проход по любому 
неориентированному ребру может создать фиктивный двухвершинный цикл (х, у, х).
Поэтому после обнаружения первого цикла устанавливается флаг finishect, что ведет
к завершению работы процедуры.

}

Допустим, вы — диверсант в тылу врага, которому нужно вывести из строя телефон­
ную сеть противни ка. Какую из показанных на рис. 5 . 1 О телефонных стан ций вы бы
решили взорвать, чтобы причинить как можно больший  ущерб?
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В разделе 5. 7.1 мы рассмотрели алгоритм на основе поиска в ширину для определения
связных компонент графа. В общем, связностью графа (graph connectivity) называется
наименьши й  набор вершин ,  в результате удаления которых граф станет несвязным.
Если граф имеет шарнир, то его связность равна единице. Более устойчивые графы,
в которых шарниры отсутствуют, называются двусвязными. Связность также рассмат­
ривается в разделе 15. 8.
Шарниры графа можно с легкостью найти простым перебором. Для этого мы временно
удаляем вершину v, после чего выполняем обход оставшегося графа в ширину или в
глубину, чтобы выяснить, является л и  он после этого связным.  Эта процедура повторя­
ется для каждой вершины графа. Общее время для п таких обходов равно О(п(т + п)).
Но существует изящный алгоритм с линейным временем исполнения, который прове­
ряет все вершины связного графа за один  обход в глубину.

Какую информацию о шарнирах может предоставить нам дерево обхода в глубину?
Прежде всего, это дерево содержит все вершины графа. Если дерево обхода в глубину
представляет весь граф, то все внутренние (не листовые) вершины будут шарнирами,
т .  к. удаление любой из н их отделит лист от корня. А удаление листа разъединить де­
рево не может, т. к. листовая верши на не соединяет с , деревом никакие другие верши­
ны. На рис. 5 . 1 1 изображено дерево обхода графа в глуби ну, содержащее два шарни­
ра - вершины 1 и 2. Обратное ребро (5,2) не дает вершинам 3 и 4 быть шарнирами .
Вершины 5 и 6 не являются шарнирами, потому что они  листья .

Корень дерева обхода представляет специальный случай . Если он имеет только одного 
потомка, то корен�; также является листом . Но если корень имеет больше одного по­
томка, то удаление корня разделяет потомков, что означает, что корень является шар­
ниром. 

Рис. 5. 1 1 . Дерево обхода графа в глубину 
Рис. 5. 10. Шарнир является 
самой слабой точкой графа 

Общие графы более сложные, чем деревья. Но обход общего графа в глубину разделяет
ребра на древесные и обратные. Обратные ребра можно рассматривать как страховоч-
ные фалы, связывающие вершину с одним из ее предшественников. Например, нали-
чие обратного ребра от вершины х к вершине у гарантирует, что ни одна из вершин на
пути между х и у не может быть шарниром. Удаление л юбой из этих верши н  не нару-
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int reachaЫe_ancestor [МAXV+l ] ; 

int tree_out_degree [МAXV+l ] ;  / *  Степень исхода вершины v 
дерева обхода в глубину* / 

process_vertex_early ( int v )  

{ 

Переменная reachaЫe_ancestor [vJ обновляется при каждом обнаружении обратного
ребра, которое ведет к более старшему предшественнику, чем текущий .  Относитель­
ный возраст (ранг) предшественников можно определить пo значению переменной
entry_time, содержащей время входа в вершину (листинг  5 .20).

process_edge { int х, int у )  

{ 

} 

int class ; · /* класс ребра * /

class = edge_classification {x , y) ;
if { class == TREE )

tree_out_degree [x ]  = tree_out�degree [x ]  + 1 ;

i f  { { class == ВАСК) & &  {parent [x ]  ! = у ) )  {
if { entry_time [y ]  < entry_time [ reachaЫe_ancestor [x ] ] )

reachaЫe_ancestor [x ]  У;

Листинг 5.19. Инициализация массива достижимых предшественников

При поиске шарниров графа требуется информация о том, в какой степени обратные
ребра связывают части дерева обхода в глуби ну после возможного шарнира с предше­
ствующими узлами.  Пусть переменная reachaЫe_ancestor .lvJ обозначает самый стар­
ший предшественник вершины v, достижимый через древесные и обратные. ребра.
Сначала значение этой переменной равно reachaЫe_ancestor [v] =v (листинг 5 . 1 9).

}

}

Листинг 5.20. Определение возраста предшественников

Здесь исключительно важно определить, как достиЖимость влияет на то, я вляется ли  
вершина v шарниром. Существует три типа шарниров, как показано . на рис. 5 . 1 2. 

+ Корневые шарниры. Если корень дерева обхода в глубину имеет свыше одного по­
томка, то он должен быть шарниром, так как при его удалении никакое ребро не 
может соединить поддерево второго потомка с поддеревом первого потомка. 

+ Мостовые шарниры. Если самой первой достижимой из вершины v является вер­
шина родитель[v] , то удаление ребра (родитель[v], v) разрывает граф. Очевидно, 
что вершина (родитель[v]) должна быть шарниром, т. к. ее удаление отсоединяет 

· вершину v от остального дерева обхода графа в глубину. По этой же причине шар-

reachaЫe_ancestor [v ] = v;

/* Самый старший достижимый
предшественник вершины v */
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шит связности дерева, т. к. обратное ребро, как страховочный фал, будет удерживать
их связанными с остальными компонентами дерева.



ниром является и вершина v, если только она не является листом дерева обхода в 
глуби ну. Удаление любого листа удаляет только сам лист, но ничего после него� 

+ Родительские шарнирт. Если самой первой верши ной, достижимой из вершины v. 
является родитель вершины v, то удаление этого родителя должно отрезать верШи; 
ну v от остальной части дерева, если только данный родитель не является корнем 
дерева. 

"Возраст" вершины v представляется переменной entry_t ime [vJ . Вычисляемое время
time_v обозначает самую старшую вершину, достигаемую посредством обратных ре­
бер. Возвращение к предшественнику выше вершины v исключает возможность, что
вершина v может быть шарниром.

process_vertex_late ( int v)  

{ 
Ьооl root ; /* Эта вершина - корень дерева обхода . в глубину? * / .  
int time_v; /* Самое раннее время достижимости вершины v * /  
int tirne_parent ; / *  Самое раннее время достижимости 

вершины parent [v] * /  
if (parent [v]  < 1 )  { / *  Вершина v - корень ? * /  

if  ( tree_out_degree (v] > 1 )  

printf ( " root articulation vertex : %d \n" , у ) ; 
return; 
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v

моствой шарнир

Листинг 5.21. Определение типа шарнира

}

корневой шарнир

моствой шарнир

шарнир-родитель (вершины v)

Рис. 5. 1 2. Типы шарниров 

В листинге 5.2 1 приводится процедура для определения соответствия вершины, из ко­
торой выполняется возврат после обхода всех ее исходящих ребер, одному из этих трех 
типов шарниров .

Глава 5. Обход�графов



}

}

root = ( parent [parent [v ] ] < 1 ) ; / * Вершина parent [v ]  - корень ? * / 

if ( ( reachaЫe_ancestor [v ]  == parent [v ] ) & &  ( ! root ) ) 
printf  ( "parent art i culation vertex : %d \n" , parent [v ] ) ; 

i f  ( reachaЫe_ancestor [v ]  == v) { 
print f ( "bridge art i culation vertex : %d \n" , parent [v ] ) ;  

i f  ( tree_out_degree [v ]  > 0 ) / * Вершина v - лист? * / 

printf  ( "bridge articulation vertex : %d \n" , v) ; 

t ime_v = entry_time [ reachaЬle_ancestor [v ] J ;  

t ime_parent = entry_time [ reachaЬle_ancestor [parent [v] ] ] ;  

if  ( time_v < t ime_parent ) 

reachaЫe_ancestor [parent [v] ] = reachaЫe_ancestor [v ] ;  

В последних строчках кода данной процедуры определяется момент, в который мы 
превращаем самый старый достижимый предшественник вершины в ее родителя, а 
именно тот момент, когда он выше, чем текущий  предшественник родителя. 

В качестве альтернативы, надежно�ть. можно рассматривать не с точки зрения слабости 
вершин, а с точки зрения слабости ребер. Возможно, нашему разведчику вместо выво­
да из строя телефонной станции было бы легче повредить кабель. Ребро, чье удаление 
разъединяет граф, называет мостом (bridge). Граф, не имеющий мостов, называется 
реберно-двусвязным ( edge-Ьiconnected). 

Является ли мостом данное ребро (х, у), можно с легкостью определить за линейное 
время, удали в  это ребро и проверив, является ли  получившийся граф связным. Более 
того, можно найти все мосты за такое же линейное время О(п + т). Ребро (х, у) являет­
ся мостом, если ,  во-первых, оно древесное, а во-вторых, нет обратных ребер, которые 
соединяли бы вершину у или н ю\(ележащие вершины с вершиной х или вышележащи­
ми вершинами .  Соответствие ребра этим условиям можно проверить с помощью слег­
ка модифицированной функции для определения достижимого предшественника (см . 
листинг 5 .2 1 ). 

Обход в глубину неориентированного графа полезен тем,  что он аккуратно упорядочи­
вает ребра графа, как показано на рис. 5 .9 .  
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Для ориентированных графов диапазон допустимых маркировок обхода в глубину мо­
жет быть более широким .  в самом деле, при обходе ориентированных графов могут
использоваться все четыре типа ребер, показанные на рис. 5 . 1 3 .

При обходе неориентированных графов каждое ребро или находится в дереве обхода в
глубину, или является обратным ребром к предшествующему ребру в дереве. Давайте
повторно рассмотрим, почему это так. Допустим,  что при обходе мы выходим на пря­
мое ребро (х, у), направленное к вершине-потом ку. В таком случае мы бы открыли
ребро (х, у) при исследовании  вершины у, что делает его обратным ребром. Или допус­
тим, что м ы  выходим на поперечное ребро (х, у), связывающее две вершины, не имею­
щие отношения друг к другу. Опять же, мы открыли бы это ребро при исследовании
вершины у, что делает его древесным ребром.

5 .1 О.  Обход в глубину ориентированных графов
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Древесные ребра Прямое ребро Обратное ребро Поперечные ребра

Но эта классификация оказывается полезной при разработке алгоритмов для работы с
ориентированными графами .  Для каждого типа ребра обычно предпринимается соот­
ветствующее ему действие.

Тип ребра можно без труда определить, исходя из состояния верши ны, времени ее от­
крытия и ее родителя. Соответствующая процедура показана в лИстин ге 5.22.

int edge_classification ( int х ,  int у )  

if (parent [ y ]  = =  х )  return (TREE ) ;  

if (discovered [ y ]  & &  ! processed [ y ] ) return ( BACK ) ; 

if (proces sed [ y·] & &  ( entry_time [ y ] >entry_time [x ] ) )  return ( FORWARD ) ; 

if (processed [ y )  & &  ( entry_time [ y ] <entry_time ( x ] ) )  return ( CROSS ) ; 

printf ( "Warning : unclassi fied edge ( %d , %d ) \n" , x , y ) ; 

Как и в случае с процедурой обхода в ширину, реализация алгоритма обхода в глуби ну
содержит места, в которые можно вставить функцию выборочной обработки каждой
вершины или ребра, например, копировать, выводить на экран или подсчитывать их.
Оба алгоритма начинают с обхода всех ребер в одной компоненте связности .  Так как
для обхода несвязного графа нам нужна начал ьная вершина в каждой компоненте, то
обход должен начинаться с любой вершины, оставшейся неоткрытой после обхода
компоненты. При условии правильной инициализации получаем законченный алго­
ритм обхода ориентированного графа в глубину (листинг  5 .23).

DFS-graph ( G )  

for each vertex и Е V [G ] do 

state [u ]  = " undiscovered" 

for each vertex и Е V [G ]  do 
if  state [u ]  = " undiscovered" then 

инициализируем новую компоненту, если необходимо 
DFS (G , u ) 

Листинг 5.22. Определение типа ребра

{

}

Листинг 5.23. Алгоритм обхода в глубину ориентированного графа

Рис. 5. 13. Возможные тиnы ребер

Глава 5. Обход�графов
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Топологическая сортировка является наиболее важной операцией на бесконтурных
орграфах. Данный тип сортировки упорядочивает вершины вдоль линии таким обра­
зом, что все ориентированные ребра направлены слева направо. Такое упорядочивание
ребер невозможно в графе, содержащем ориентированный цикл, т. к. невозможно, что­
бы ребра шли по одной линии в одну сторону и при этом возвращались назад в исход­
ную точку.

Любой,бесконтурный орграф имеет, по крайней мере, одно топологическое упорядочи-
вание (рис. 5 . 1 4).

Рис. 5. 14. Бесконтурный орграф
с единственным топологическим упорядочиванием (G, А, В, С, F, Е, D)

Важность топологической сортировки состоит в том, что она позволяет упорядочить
вершины графа таким образом, что каждую вершину можно обработать перед обра­
боткой ее потомков. Допустим, что ,ребра представляют управление очередностью та­
ким образом, что ребро (х, у) означает, что работу х нужно выполнить раньше, чем ра­
боту у. Тогда любое топологическое упорядочивание определяет правильное календар­
ное расписание. Более того, бесконтурный орграф может содержать несколько таких
упорядочиваний .

Но топологическая сортировка имеет и другие применения. Например, предположим,
что нам нужно найти самый короткий (ил и  самый длинный) путь в бесконтурном
орграфе от точки х до точки у. Никакая вершина, расположенная в топологическом
упорядочивании  после вершины у, не может находиться в этом пути, т. к. из такой
вершины невозможно попасть обратно в верши�у у .  Все вершины можно обработать
слева направо в топологическом порядке, принимая во щшмание влияние их исходя­
щих ребер, и будучи в полной уверенности, что мы просмотрим все, что нужно, перед
тем как оно потребуется. Топологическая сортировка оказывается очень полезной для
решения практически любых алгоритмических задач по орграфам, что подробно обсу·
ждается в разделе 15.2. 
Обход в глубину является эффективным средством для осуществления топологической
сортировк�. Орграф является бесконтурным, если не содержит обратных ребер. Топо­
логическое упорядочивание бесконтурного орграфа осуществляется посредством мар-

D

A

G F

E
C

B

Я рекомендую читателям проверить и убедиться в правильности этих четырех состоя­
ний вершины. все, сказанное мною о сложности алгоритма обхода в глубину, вдвойне
справедливо для орграфов.

5.1 0.1. Топологи ческая сорти ровка
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кировки вершин в порядке, обратном тому, в котором они отмечаются как обработан­
ные. Почему это возможно? Рассмотрим, что происходит с каждым ориентированным
ребром (х, у), обнаруженным при исследовании  вершины х.
+ Если вершина у не открыта, то мы начинаем обход в глубину из вершины у, преж­

де чем мы можем продолжать исследование вершины х. Так11м образом, вершина у
помечается как обработанная до того, как такой статус присваивается вершине х, и
в топологическом упорядочивании вершина х будет находиться перед вершиной у,
что и требуется.

+ Если вершина у открыта, но не обработана, то ребро (х, у) является обратным
ребром, что запрещено в бесконтурном орграфе.

+ Если вершина у обработана, то она помечается соответствующим образом раньше
вершины х. Следовательно, в топологическом упорядочивании вершина х будет на­
ходиться перед вершиной у; что и требуется.

В листинге 5 .24 приводится реализация топологцческой сортцровкц.

process vertex_late ( int v) 

push ( & sorted, v )  ; 

process_edge ( int х ,  int у )

{
int clas s ;  /* Класс ребра * /

class = edge_classification ( x , y ) ;

if ( class == БАСК)

printf ( "Warning : directed cycle found, not а DAG\n" ) ;

topsort ( graph *g )

{
int i ;  /* Счетчик * /

init_stack ( &sorted ) ;

for ( i=l ; i<=g->nvertices ; i++ )

if (discovered [ i ]  == FALSE )

dfs ( g , i ) ;

print_stack ( & sorted ) ; /* Выводим топологическое упорядочивание * /

Каждая вершина кладется в стек после обработки всех исходящих ребер . Самая верх­
няя вершина в стеке не  имеет входящих ребер, идущих от какой-лцбо вершины,
имеющейся в стеке. Последовательно снимая вершины со стека, получаем их тополо­
гическое упорядочивание.

Классическим применением .поиска в глубину является разложение ориентированного 
графа на сW1ыю связные компоненты (strongly· connected components). Орrраф является 

{

}

}

}

5.10.2. Сильно связные компоненты

Глава 5. Обход�графов
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Сильно связные компоненты графа и соединяющие их слабо связные ребра можно
найти с помощью обхода в глуби ну. Этот алгоритм основан на том обстоятельстве, что
с помощью обхода в глуби ну легко найти ориентированный цикл,  поскольку такой
_цикл дает л юбое обратное ребро и путь вниз в дереве обхода в глубину. Все верши ны в
этом цикле должны быть в одной и той же сильно связной компоненте. Таким образом
мы можем сжать вершины в этом цикле в одну вершину, представляющую всю компо-
ненту, после чего повторить обход . . Этот процесс прекращается"когда исчерпаны все
ориентированн ые циклы,  а каждая вершина представляет отдельную сильно связную
компоненту.

Рис. 5. 1 5. Сильно связные компоненты графа (а) и дерево обхода в глубину (6) 
а) б) 

СWlьно связным (strongly connected), если для любой пары его вершин  (v, и) вершина v
достижима из вершины и и наоборот. В качестве практического примера сильно связ­
ного графа можно привести граф дорожных сетей с двусторонним движением.

Является ли граф G = (V, Е)  сильно связным, можно с легкостью проверить посредст­
вом обхода графа за линейное время. Начнем обход с произвольной вершины v. Каж­
дая вершина графа должна быть достижимой из этой вершины и, следовательно, от­
крыта обходом в шири ну или глубину с начальной точкой в верши не v. В противном
случае граф G не может быть сильно связным.  Потом создадим граф G' = ( V, Е) с точ­
но таким же набором верши н  и ребер, как и граф G, но с обратной ориентацией ребер,
т. е., ориентированное ребро (х, у) Е Е тогда и только тогда, когда (у, х) Е Е'. Таким
образом, любой пут_ь от верши ны v к верши не z в графе G' соответствует пути от вер­
шины z к верши не v в графе G. Выполнив  обход в глуби ну графа G'  от вершины v, мы
найдем все верши н ы  с путями к этой верши не в графе G. Граф является сильно связ­
ным тогда и только тогда, когда вершина v достижима из любой вершины в графе G и
все вершины в графе G достижим ы  из вершИны v.

Графы, которые сами не являются сильно связными,  можно разбить на сильно связные
комПОf:!енты, как показано на рис. 5 . 1 5 , а.
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components_found = О ;  

init_stack ( &active ) ; 

initialize_search ( &g ) ; 

for ( i=l ; i<= ( g->nvertice s ) ; i++ ) 

if ( discovered [ i ]  == FALSE ) { 
dfs ( g , i ) ; 

Листинг 5.25. Алгоритм разложения графа на сильно связные компоненты

Листинг 5.26. Процедура обработки ребер

Переменная low [v J  представляет самую старшую известную вершину, находящуюся в
той же самой сильно связной компоненте, что и вершина v. Эта вершина не обязатель­
но является родителем вершин ы  v, но благодаря поперечным ребрам может находиться
на одном уровне с ней. Поперечные ребра, которые идут к вершинам из предыдущих
сильно связных компонент графа, нам не нужны, т. к. от них нет пути назад к вершине
v, но в других случаях поперечные ребра подлежат обработке. Прямые ребра не влияют
на достижимость по ребрам дерева обхода в глубину и поэтому их можно не прини­
мать во внимание (листинг  5 .26).

int low [МAXV+l ] ;  /* Самая старшая вершина наверняка находится в

компоненте !;!ершины v * /
int scc [МAXV+l ) ;  /* Номер сильной компоненты для каждой вершины * /

{ 
int class ; /* Класс ребра * /  

class = edge_classification ( х ,  у ) ·; 

i f  ( class == БАСК) { 
if ( entry_time [ y ]  < entry_time [ low [ x ]  ] ) 

low [x ]  = у ;  

strong_components ( graph * g )

{
int  i ;  / * Счетчик * /

for ( i=l ; i<= ( g->nvertice s ) ; i++ ) {
low [ i ]  = i ;

scc [ i ]  = - 1 ;

}

}
}

}

process_edge ( int х ,  int у )

Наш подход к реализации этой идеи похож на поиск компонент двусвязности в
разделе 5. 9.2. Однако мы пересмотрим понятие самой старшей достижимой вершины
в связи с наличием " недревесных" ребер и необходимостью возвращения из вершин.
Так как мы имеем дело с ориентированным графом, то нам нужно при н имать во вни­
мание прямые ребра (ведущие от вершины к потомку) и поперечные ребра (ведущие от
вершины обратно к ранее открытой вершине, не являющейся предшественником). Наш
алгоритм (листинг  5.25) отделяет от дерева обхода по одной сильной компоненте за
шаг и присваивает всем ее вершинам номер данной компоненты.
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if ( class == CROSS ) {

if  ( scc [ y ]  == - 1 )  /* Компонента еще не присвоена * /

if (eпtry_tirne [y) < entry_time [ low (x ]  ] )

process_vertex_early ( iпt v)
{

push ( &active, v) ;

process_vertex_late ( int v)
{

if  ( low [v] == v) {

)

/ *  Ребро (parent [v] , v ) отрезает 

сильно связную компоненту * /  

low [parent [v] ] = low [v ] ;

pop_component ( iпt v)
{

Рассмотренный в главе материал по обходу графов является расширенной версией ма­

териала из главы 9 книги . [SROЗ] . Самое лучшее описание библиотеки для работы с
графами Comblпatorica можно найти в старом [Ski90] и новом [РSОЗ] издании книги,
посвященной работе с этой библиотекой. Доступное введение в теорию социальных
сетей можно найти в книгах [ВаrОЗ ] и [Wat04] .
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{

Новая сильно связная компонента считается обнаруженной, когда самой нижней вер­
шиной. достижимой из вершины v, является эта же вершина v. В таком случае эта ком­
понента снимается со стека. В противном случае, мы объявляем родителя самым стар­
шим достижимым предшественником и выполняется возврат (листинг 5 .27).

Листинг 5.27. Процедура обработки вершин

}

}
}

}

 pop_component (v) ;

if ( eпtry_time [ low [v] ] < entry_time [ low [parent [v) ] ] )

int t ;  /* Заполнитель вершины * /

components_found = components_fouпd + 1 ;

while ( ( t  = pop ( &active ) ) ! =  v)
scc [ t ]  = components_found;

scc [v] = components_found ;

Замечания к главе 

}
}

low [x ]  = у;



Алгоритмы для эмуляции графов 
1 .  [3] Даны графы G1 и G2 (рис. 5 . 1 6). 

а) Укажите порядок вершин при обходе в ширину, начинающемся с вершины А. В случае 
конфликтов рассматривайте вершины в алфавитном порядке (т. е. А предшествует Z). 

Рис. 5. 1 7. Пример графа 
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Обход графов 
3 .  [3] Докажите методом индукции, что между любой парой вершин дерева существует 

однозначный путь. 
4. [3] Докажите, что при обходе в ширину неориентированного графа G каждое ребро мо­

жет быть либо древесным, либо поперечным, где х не является ни предшественником, ни 
потомком вершинь1 у в поперечном ребре (х, у). 
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2. [3] Выполните топологическую сортировку на графе G, представленном на рис. 5. 1 7.

Рис. 5. 1 6. Примеры графов 

конфликтов рассматривайте вершины в алфавитном порядке (т. е. А предшествует Z).
б) Укажите порядок вершин в обходе в глубину, начинающемся с вершины А. В случае

5.11. Упражнения

Глава 5. Обход�графов
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5 .  [3] Разработайте алгоритм с линейным временем исполнения для вычисления хромати­
ческого числа графов, где степень каждой вершины не выше второй. Должны такие
графы быть двудольными?

6.  [5] В обходах в ширину и глубину неоткрытая вершина помечается как открытая при
первом ее посещении и как обработанная после того, как она была полностью исследо-
вана. В любой момент времени в открытом состоянии могут находиться несколько вер­
шин одновременно.

б) Опишите граф из п вершин с заданной вершиной v, у которого при обходе в глубину,
начинающемся в вершине v, одновременно 0(п) вершин находятся в открытом состоя­
нии.

7. [4] Возможно ли восстановить двоичное дерево, зная его обход в ширину и симметрич­
ный обход? Если возможно, то опишите алгоритм для этого. Если невозможно, то пре­
доставьте контрпример. Решите задачу для случаев обхода в ширину и глубщну.

а) Преобразовать матрицу смежности в списки смежности.
б) Преобразовать список смежности в матрицу инцидентности. Матрица инцидентности
М содержит строку для каждой вершины и столбец для каждого ребра. Если вершина i
является частью ребраj, то М[i,j] = 1 ,  в противном случае М[i,j] = О. ·

в) Преобразовать матрицу инцидентности в списки смежности.

9. [3] Дано арифметическое выражение в вид� дерева. Каждый лист дерева является целом
числом, а каждый внутренний узел представляет одну из стандартных арифметических
операций (+,-,*,/). Например, представление выражения 2 + 3 *4 + (3 *4)/5 в виде дерева
показано на рис. 5 . 1 8, а. Разработайте алгоритм с временем исполнения О(п) для вы­
числения такого ·выражения, где п - количество узлов в дереве.

1 0 . [5] Арифметическое выражение представлено в виде бесконтурного орграфа, из кото­
рого удалены общие вложенные выражения. Каждый лист является ЦелЫМ числом, а
каждый внутренний узел представляет одну из стандартных арифметических операций
(+,-, *,/). Например, представление выражения 2 + 3 *4 + (3*4)/5 в виде бесконтурного
орграфа показано на рис. 5 . 1 8, б. Разработайте алгоритм для вычисления такого выра­
жения за время О(п + т), где п -,... количество вершин бесконтурного орграфа, а т -

количество ребер. (Подсказка: для достижения требуемой эффективности модифици­
руйте алгоритм для случая с деревом.)

стоянии. (Следует иметь в виду, что при этом могут также существовать открытые
вершины.)

в) Опишите граф из п вершин с заданной вершиной v, у которого в некоторой точке
обхода в глубину, начинающегося в вершине v, одновременно 0(п) вершин находятся
в неоткрытом состоянии, в то время как 0(п) вершин находятся в обработанном со­

а) Опишите граф из п вершин с заданной вершиной v, у которого при обходе в ширину,
начинающемся в вершине v, одновременно 0(п) вершин находятся в открытом состоя­
нии.

8. [3] Предоставьте правильный эффективный алгоритм для преобразования одной струк­
туры данных неориентированного графа G в другую. Для каждого алгоритма предос­
тавьте значение временной сложности, полагая, что граф состоит из п вершин и
т ребер.



а) 6) 
Рис. 5. 1 8. Представление выражения 2 + 3 *4 + (3 *4)/5 в виде дерева (а) 

и бесконтурного орграфа (6) 

1 1 .  [8] В разделе 5. 4 описывается алгоритм для эффективного создания двойственного 
графа ТР.Ианrуляции, который не гарантирует линейного времени исполнения. Для дан­
ной задачи разработайте алгоритм с линейным временем исполнения в наихудшем слу­
чае. 

Разработка алгоритмов 
1 2. [5] Квадратом (square) орграфа G = ( V, Е) называется граф G2 = ( V, -Е2), при у<;Ловии, 

что (и, w) е Е2 тогда и только тогда, когда существует такая вершина v е V, для которой 
(и, v) е Е и (v, w) е Е, т. е. от вершинь1 и к вершине w существует путь, состоящий ров­
но из двух ребер. Предоставьте эффекти�ные алгоритмы для создания списков и матриц 
смежности для таких графов. 

1 3 . [5] Вершинным покрытием (vertex cover) графа G = ( V, Е) называется такое подмноже­
ство вершин V' е V, для которого каждое ребро в Е инцидентно, по крайней мере, одной 
вершине в V'. 

б) Пусть G = ( V, Е) будет такой граф, в котором вес каждой вершины равен степени ее
ребра. Разработайте эффективный алl'оритм поиска вершинного покрытия графа мини­
мального веса.
в) Пусть G = ( V, Е) будет деревом с вершинами с произвольным весом. Разработайте
эффективный  алгоритм поиска вершинного покрытия графа минимального веса.

1 4. [3] Вериtинным покрытием графа G = ( V, Е) называется такое подмножество вершин
V' е V, в котором каждое ребро в Е содержит, по крайней мере, одну вершину из V'.
Если мы удалим все листья из любого дерева обхода в глубину графа G, то будут ли
оставшиеся вершины составлять вершинное покрытие графа G? Если да, предоставьте
доказательство; если нет, приведите контрпример.

1 5 . [5] Вершинным покрытием графа G = ( V, Е) называется такое подмножество вершин
V' е V, в котором каждое ребро в Е содержит, по крайней мере, одну вершину из V'. Не­
зависимым множеством (independent set) графа G = ( V, Е) называется подмножество
вершин V' е V, такое, что Е не содержит ни одного ребра, обе. верiпиыы которого явля-
лись бы членами V'. 
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а) Разработайте эффективный алгоритм поиска вершинного покрытия минимального
размера, если G является деревом.
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1 6 . 

а) Разработайте эффективный алгоритм поиска независимого множества максимального
размера, если G является деревом.
б) Пусть G = ( V, Е) будет деревом, каждая вершина которого имеет вес, равный степени
данной вершины. Разработайте эффективный алгоритм поиска независимого множества
максимального размера дерева G.
в) Пусть G = ( V, Е) будет деревом с вершинам и с произвольно присвоенным весом. Раз­
работайте эффективный алгоритм поиска независимого множества максимального раз­
мера дерева G.

1 7 . [5] Нужно определить, содержит ли данный неориентированный граф G = ( V, Е) тре­
угольник, Т. е. ЦИКЛ ДЛИНОЙ 3 .

а) Разработайте алгоритм с временем исполнения 0( 1 Vl 3) поиска треугольника в графе,
eClJИ таковой имеется .
б) Усовершенствуйте ваш алгоритм для исполнения за время 0( 1 Vl · IEI ). Можно пола­
гать, что I VI � IEI - ·

Обратите внимание на то, что эти пределы позволяют оценить время для преобразова­
ния представления графа G из матрицы смежности в список смежности (или в противо­
положном направлении).

1 8 . [5] Имеется набор фильмов М1 , М2, . • •  , Mk и набор клиентов, каждый из которых указы­
вает два фильма, которые он бы хотел посмотреть в ближайшие выходные. Фиnьмы по­
казываются по вечерам в субботу и воскресенье. Одновременно могут демонстриро­
ваться несколько фильмов.
Вам нужно решить, какие фильмы следует показывать в субботу, а какие в воскресенье,
таким образом, чтобы каждый клиент смог посмотреть указанные им фильмы. Возмож­
но ли составить расписание; по какому каждый  фильм показывается только одиН раз?
Разработайте эффективный алгоритм поиска такого расписания.

ребер в пуtи от вершины и к вершине Опишите эффективный алгоритм для вычисле­
ния диаметра дерева, докажите его правильность и проанализируйте время �го испол­
нения. 

20. [5] Имеется неориентированный граф G из п вершин и т ребер и целое число k. Разра­
ботайте алгоритм с временем исполнения О(т + п) для ооиска максимального порож­
денного подграфа (induced subgraph) Н графа G, каждая вершина котороrо имеет сте­
пень 2': .k, или докажите, что такого графа не существует. Порожденным подrрафом 
F = (И, R) графа G = ( V, Е) называется подмножество И вершин V графа G и все реб­
ра R графа G, для которых обе вершины каждого ребра являются членами И. 

1 9. [5] Диаметр дерева Т = ( V, Е) задается формулой: mах 8(и, v) , где д(и, v) - количество 

v. 

u,v∈V

[5] Независимым множеством ( independent set) неориентированного графа G = ( V, Е)
называется такое подмножество вершин И, для которого Е не содержит ни одного реб­
ра, обе вершины которого являлись бы членами И.

Независимым вершинным покрытием ( independent vertex cover) называется такое под­
множество вершин, которое является как независимым множеством, так и вершинным
покрытием графа G. Разработайте эффективный алгоритм для проверки, содержит ли
граф G независимое вершинное покрытие. К какой классической задаче на графах сво­
дится данная задача?
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21 . [6] Даны две вершины v и w в орграфе G = ( V, Е). Разработайте алгоритм с линейным 
временем исполнения ДIIЯ поиска разных кратчайших пуrей (не обязательно не имею­
щих общих вершин) между v и w. Примечание: все ребра графа G невзвешенные. 

22. [6] Разработайте алгоритм с линейным временем исполнения ДIIЯ удаления всех вершин 
второй степени из графа путем замены ребер (и, v) и (v, w) ребром (и, w). Также нужно 
удалить м ножественные копии ребер, оставив только одно ребро. Обратите внимание, 
что удаление копий ребра может создать новую вершину второй степени, которую нуж-. 
но будет удалить, а удаление вершины второй степени может создать кратные ребра, 
которые также нужно будет удалить. 

Ориентированные графы 
23. [5]  Перед вами стоит задача выстроить п непослушных детей друг за другом, причем 

у вас имеется список из т уrверждений типа "i ненавидит )". Если i ненавидит j, то 
будет разумно не ставить i позади), т. к. i может что-нибудь швырнуть вj. 
а) Разработайте алгоритм с временем исполнения О(т + п) ДIIЯ выстраивания детей 
с соблюдением перечисленных в списке условий. Если такое упорядочивание невоз­
можно, алгоритм должен сообщить об этом. 
б) Допустим, что вам нужно выстроить детей в несколько рядов таким образом,  что 
если i ненавидит j, то i должен стоять в каком-нибудь ряду впереди). Разработайте 
алгоритм для определения минимального количества рядов, если  это возможно. 

24. [3] Определите максимальное количество компонент, на· которое можно уменьшить 
количество слабо связных компонент ориентированного графа, добавив в него одно 
ориентированное ребро. Что можно сказать по поводу количества сильно связных ком-
понент? 

, · 

25. [5] Ориентирован11ым деревом (arborescence) орграфа G называется такое корнево� де­
рево, что существует ориентированный путь от корня ко всем другим вершинам графа. 
Разработайте правильный эффективный алгоритм для тестирования, содержит ли граф 
G ориентированное дерево. Укажите временную сложность алгоритма. 

26. [5] Истоком орграфа G == ( V, Е) называется такая вершина v, из которой все другие 
вершины графа G достижимы ориентированным пуrем.  
а) Разработайте алгоритм с временем исполнения О(п + т) (где п = 1 Jt1 и т = JEJ) для 
проверки того, является ли данная вершина v истоком для графа G. 
б) Разработайте алгоритм с временем исполнения О(п + т) (где п = J /tl  и т = JEJ ) для 
проверки того, содержит ли граф G исток. 

27. [9] Тур11иром (tournament) называется полный орграф, т. е. такой граф G = ( V, Е), в ко­
тором для всех и, vE  V только или (и, v) или (1;', и) принадлежит множеству Е. Покажите, 
что кажды й турнир содержит Гамильтонов путь, т. е. путь, который проходит через 
каждую вершину только один раз. Разработайте алгоритм поиска этого пути. 

Шарниры графа 
28. [5] Шарниром графа G называется верШJiНа, удаление которой разъединяет граф. Дан 

граф G из п вершин и т ребер. Разработайте алгоритм с временем исполнения О(п .+ т) 
для поиска вершины в графе .G. не являющейся шарниром, т. е. вершины,  чье удаление 
не разъединяет граф. 

· 
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29. 

[3] Дан связный неориентированный граф G. Ребро е, удаление которого разъединяет
граф, называется мостом. Должен ли каждый мост е быть ребром в дереве обхода
в глубину графа G? Если да, то предоставьте доказателыпво этого; если нет, то предос­
тавьте соответствующий контрпример.

3 1 .  [ 5 ]  Какие структуры данных используются при обходе в глубину и при обходе в ши­
рину?

32 .  [4] Напишите функцию, которая обходит дерево двоичного поиска и возвращает i-й по
порядку узел .

Задачи по программированию 
Эти задачи доступны на сайтах http://www.programming-challenges.com и http:// 
u:va.onlinejudge.org. 

[5] По условиям предыдущей задачи разработайте алгоритм с временем исполнения
О(п + т) для поиска такой последовательности удалений п вершин, в которой ни одно
удаление не разъединяет граф. (Подсказка: рассмотрите возможность обхода в глубину
и в ширину.)

30. 

Задачи, предлагаемые на собеседовании 

1 .  
2. 
3. 
4. 

5. 

Bicoloriпg. 1 1 090 1 / 1 0004. 
Playing with Wheels. 1 1 0902/ 1 0067. 
The Tourist Guide. 1 1 0903/ 1 0099. 
Edit Step Ladders. 1 1 09051 1 0029. 

Тower of Cubes. 1 1 0906/ 1 005 1 .  



Алгоритмы для работы
со взвешенными графами

ГЛАВА 6

Рассмотренные в главе 5 структуры данных и алгоритмы обхода предоставляют базо­
вые конструктивные блоки для выполнения любых вычислений на графах. Но все эти 
алгоритмы применялись для невзвешенных графов (unweighted graphs), т. е. rрафов, 
в которых все ребра имеют одинаковый вес. 

Но для взвешенных ?рафов (weighted graph) существует отдельная область задач. В ча­
стности, ребрам графов дорожных сетей присваиваются такие числовые значения, как 
длцна, скорость движения или пропускная способность данного отрезка дороги. Опре­
деление кратчайшего пути в таких графах оказывается более сложной задачей, чем об­
ход в ширину в невзвешенных графах,' но открывает путь к обширному диапазону при­
ложений. 

Рассматриваемые в главе 5 структуры данных поддерживают графы со взвешенными 
ребрами неявно, но сейчас мы сделаем эту возможность явной. Для этого мы сначала 
определим структуру списка смежности, состоящую из массива связных списков, в ко­
торых ребра, исходящие из вершины х, указь1ваются в списке edges [ x J  (листинг 6. 1 ) . 

Каждая переменная edgenode представляет собой запись из трех полей (листинг 6.2). 
Первое поле описывает вторую конечную точку ребра (у), второе (weight) предоставля­
ет возможность �рисваивать ребру вес, а третье (next) указывает на следующее ребро в 
списке. 

typedef struct 
int у; 
int weight ; 
struct edgenode *next ; 

edgenode ; 

/ *  Информация о смежности * / 
/ *  Вес ребра , если есть * /  
/ *  Следук:щее ребро в списке * /  

Далее м ы  рассмотрим несколько сложных алгоритмов, использующих эту стр)'ктуру 
данных, включая алгоритмы поиска минимальных остовных деревьев, кратчайших 

Листинг 6.1. Определение структуры списка смежности

}

Листинг 6.2. Структура переменной edgenode

{

typedef struct { 
edgenode *edges [МAXV+l ] ;  
int degree [МAXV+l ] ;  
int nvertices ;  
int nedges ; 
int directed; 

graph; 

/ *  Информация о смежности * /
/ *  Степень каждой вер1Ш1ны * /
/* · Количество вер1Ш1н в г�афе * /
/ *  Количество ребер в графе * /
/ *  Граф ориентированный? *-/

}



маршрутов и максимальных потоков. То обстоятельство, что для этих задач оптимизц­
ции существуют эффективные решения, привлекает к ним наше особое внимание.
Вспомните, что для первой рассмотренной нами задачи для взвешенных графов (зада­
ч и  коммивояжера) детерминистического алгоритма решения не существует.

Минимальные остовные деревья позволяют решить задачу. в которой требуется соеди­
н ить м ножество точек (представляющих города, дома, перекрестки и другие объекты)
наименьшим объемом дорожного полотна, проводов, труб и т. п. Любое дерево - это"
в сущности,  наи меньший (по количеству ребер) возможный связный  граф, в- то время
как минимальное остовное дерево является наименьшим связным графом по весу ре­
бер. В геометрических задачах набор точек р1 , • •  " р" определяет полный граф, в кото­
ром ребру (v;, v1) присваивается вес, равный расстоянию между точками р; и PJ· На
рис. 6. 1 показан пример геометрического минимального остовного дерева.
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6.1. Минимальные остовные деревья
Остовньии деревом (spanning tree) графа G = (V, Е) называется подмножество ребер
множества Е, которые создают дерево, содержащее все вершины V. В случае взвешен­
ных графов особы й  и нтерес представляют минимальные остовные деревья, т. е. остов­
ные деревья с минимальной сум мой весов ребер.

а) б) в) 

Рис. 6. 1 .  Набор точек (а}, его минимальное остовное дерево (б) 
и кратчайший маршрут от центра дерева (в) 

Допол нительную информацию о минимальных остовных деревьях см. в разделе 15. 3.
Минимальное остовное дерево имеет наименьшую протяженность изо всех возможных
остовных деревьев. Но граф может содержать несколько минимальных остовных де­
ревьев. Более того, все остовные деревья невзвешенного графа (или  графа со всеми
ребрами оди накового веса) являются минимальными остовными деревьями ,  т. к. каж­
дое из них содержит ровно п - 1 ребер. Такое остовное дерево можно найти с помощью
алгоритма обхода в глуби ну или ширину. Найти минимальное остовное дерево во
взвешенном графе гораздо труднее. Тем не менее, в последующих разделах рассматри­
ваются два разных алгоритма для решения этой задачи,  каждый из которых демонст­
рирует пригодность определенных эвристических "жадных" алгоритмов.



"Жадные" алгоритмы принимают решение по следующему шагу, выбирая наилучшее
локальное решение изо всех возможных вариантов, не принимая во внимание глобаль­
ную структуру. Так как мы ищем дерево с минимальным весом, то естественно пред­
ложить "жадный" алгоритм, последовательно выбирающий ребра с наименьшим весом,
которые увеличат количество вершин дерева. Псевдокод алгоритма для построения
минимального остовного дерева приведен в листинге 6.3 .

построение дерева 
While ( остаются вершины, не включенные h дерево ) 

В данном случае мы применим метод доказательства от противного. Допустим, что
существует граф G, для которого алгоритм Прима не возвращает минимальное остов­
ное дерево. Так как мы создаем дерево инкрементальным способом, то это означает,
что существует момент, в который было принято неправильное решение. Перед добав­
лением ребра (х, у) дерево Трпш состояло из набора ребер, являющихся поддеревом оп­
ределенного минимального остовного дерева Т.n;11, но остовное дерево, полученное до­
бавлением к этому поддереву ребра (х, у), больше не является минимальным
(рис. 6 .2 ,  а).

а) б) 

Рис. 6.2. Выдаст ли алгоритм Прима неправильное решение? Нет, т. к .  d(v 1 ,  v2) � d(x, у) 

Листинг 6.3. Алгоритм Прима

Алгоритм Прима для построения ми нимального осто1щого дерева начинает обход 
с одной вершины и создает дерево, добавляя по одному ребру, пока не будут включены 
все вершины.  

6.1 .1 . Алгоритм П рима 

Очевидно, что алгоритм Прима создает остовное дерево, т. к. добавление ребра между
верши ной в дереве и верши ной вне дерева не может создать цикл .  Но почему именно
это остовное дерево должно иметь наименьший вес изо всех остовных деревьев? Мы
видели достаточно примеров других "жадных" эвристических алгоритмов, которые не
дают оптимального общего решения. Поэтому нужно быть особенно осторожным, что­
бы доказать любое такое утверждение.

Выбираем произвольную вершину s ,  с которой надо начинать
Prim-MST ( G )  

Выбираем ребро минимального веса между деревом и вершиной вне дерева
Добавляем выбранное ребро и вершину в дерево Tprim

v1

v2

s

x y

s

x y
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FALSE ) ) { 

Но как это могло случиться? Как можно видеть на  рис. 6.2, б, в остовном дереве Тшiп 
должен быть путь р от вершины х к вершине у. Этот путь должен содержать ребро 
(v1 , v2), в котором вершина v1 находится в дереве Tpriш· а вершина v2 - нет. Вес этого 
ребра должен быть, по крамней мере, равен весу ребра (х, у), и наче алгоритм Прима 
выбрал бы это ребро до ребра (х, у), когда у него была такая возможность. Удалив из 

дерева Тш;11 ребро (v 1 , v2) 11 встави в  вместо него ребро (х, у), мы получим остовное дере­
во с весом не большим, чем прежнее дерево. Это означает, что выбор алгоритмом 
Прима ребра (х, у) не был ошибочным.  Таким образом, создаваемое алгоритмом Прима 
остовное дерево должно быть минимальным. 

Реализация 
Алгоритм Прима создает минимальное остовное дерево поэтапно, начиная с указанной 
верши ны.  На каждом этапе мы вставляем в остовное дерево одну новую вершину. 
"Жадного" алгоритма достаточ но для гарантии правильности выбора: чтобы соединить 
вершины в дереве с в·ершиной вне дерева он всегда выбирает ребро с наименьшим ве­
сом. Самой простой реализацией этого алгоритма было бы представлять каждую вер­
шину булевой переменной, указывающей, находится л и  уже эта вершина в дереве 
(массив intree в листинге 6.4), а потом просмотреть все ребра на каждом этапе, чтобы 
найти ребро с минимальным весом и единственной вершиной intree. В листинге 6.4 
приведена реализация алгоритма Прима. 

prim ( graph *g ,  int start ) 
{ 

int i ;  
edgenode *р;  

/ *  Счетчик */ 
/ *  Временный указатель */ 
/ *  Вершина уже в дереве? */ bool intree [МAXV+l ] ; 

int distance [МAXV+l ] ; 
int v ;  
int w ;  
int weight ; 

/ *  Стоимость добавления к дереву * /  
/ *  Текущая вершина дл я  обработки * /  
/ *  Кандидат на следующую вершину * /  
/ *  Вес ребра * /  
/ *  Наилучшее текущее расстояние о т  начала * /  

for ( i=l ; i<=g->nvertices ; i++ )  { 
int dist ; 

intree [ i ]  = FALSE ;  
distance [ i ]  = МAXINT; 
parent [ i ]  = - 1 ;  

distance [ start ] = О ;  

v = start ; 
while ( intree [v]  == FALSE )  

intree [v ] = TRUE ; 
р = g->edges [v ] ; 
while (р  ! = NULL ) 

w = р->у; 
weight = p->weight ; 
if  ( ( distance [w ]  > weight ) & &  ( intree [w ]  

distance [w ]  = weight ; 

Листинг 6.4. Реализация алгоритма Прима

{

}

{

216 Часть I. Практическая разработка алгоритмов



parent [w ]  = v;  

р = p->next ; 

v = 1 ;  
dist = МAXINT ; 

for ( i=l ; i<=g->nvertices ; i++ ) 
if ( ( intree [ i ]  == FALSE )  & &  ( dist > distance [ i ] ) )  { 

dist = distance [ i ] ; 
v = i ;  

В процедуре поддерживается и нформация о весе каждого ребра, связывающего с дере­
вом каждую находящуюся вне дерева верш

'
и ну. Из множества этих ребер к дереву до­

бавляется ребро с наи меньшим весом . После каждой вставки ребра необходимо обнов­
лять стоимость (в виде весов ребер) просмотра вершин,  не входящих в дерево. Но так 

· как единственным изменением в дереве является Последняя добавленная вершина, то 
все возможные обновлеtшя весов будут определяться исходящими ребрами этой вер-
шины. 

Но в нашей реализац1щ проверка всех ребер в каждом цикле не выполняется . Мы рас­
сматриваем не более п известных ребер с наименьшим весом, представленных в масси­
ве parent, и не более п ребер, исходящих из последней добавленной вершины v для 
обновления этого массива. Благодаря наличию булева флага для каждой вершины,  ука­
зывающего, . находится ли эта вершина в дереве, мы можем проверить, связывает ли  
текущее ребро дерево с верши ной вАе дерева, за  постоян ное время. 

Само минимальное остовное дерево или его вес можно реконструировать двумя .  раз­
ными способами .  Самым простым способом было бы дополнить код в листинге 6.4
операторами для вывода обнаруженных ребер или общего веса всех выбранных ребер.
В качестве альтернативы можно закодировать топологию дерева в массиве parent, что­
бы она совместно с первоначальным графом предоставляла всю информацию о мини­
мальном остовнщ1 дереве.
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}
}

}

}

}

Общее время исполнения алгоритма Прима равно О(п2), что является хорошей иллюст­
рацией того, как удачная структура данных способсrвует ускорению алгоритмов. Более 
того, применение более сложной структуры данных в виде очереди с приоритетами 
позволяет осуществить реализацию алгоритма Прима с временной сложностью, равной 
О(т + nlgn), поскольку удается быстрее найти ребро с м и нимальным весом для расши­
рения дерева в каждом цикле. 

.
Прима исполняет п циклов, просматривая все т ребер в каждом цикле, что дает нам
алгоритм с времен ной сложностью, равной О(тп).

Анализ 
Итак, алгоритм Прима является правильным, но насколько он эффективен? Это будет
зависеть от используемых для его реализации структур данных  В псевдокоде алгоритм



а) 

Алгоритм Крускала наращивает связные компоненты вершин, создавая в конечном
счете минимальное остовное дерево. Первоначально каждая вершина является отдель­
ной компонентой будущего дерева. Алгоритм последовательно ищет ребро для добав�
ления в расширяющийся лес путем поиска самого легкого ребра среди всех ребер, со­
единяющих два дерева в лесу. При этом выполняется проверка, не находятся ли обе
конечные точки ребра-кандидата в одной и той же связной компоненте. В случае по­
ложительного результата проверки такое ребро отбрасывается, т. к. добавление его
создало бы цикл в будущем дереве. Если же конечные точки находятся в разных ком­
понентах, то ребро принимается и соединяет две компоненты в одну. Так как каждая
связная компонента всегда является деревом, то выполнять явную проверку на циклы
нет необходимости .
В листинге 6.5 приводится псевдокод алгоритма Крускала.

Kruskal-MST ( G )  

Помещаем ребра в очередь с приоритетами , упорядоченную п о  весу 
count = О 

while ( count < n - 1 )  do 
рассматриваем следующее ребро (v ,  w )  

if  ( component (v )  # component (w ) ) 
добавляем в дерево Tкrus�l 
объединяем component (v )  и component (w )  

Так как этот алгоритм вставляет п - 1 ребер, не порождая циклы, он ,  очевидно, создает 
остовное дерево для любого связного графа. Но откуда мы знаем, что это минимальное 
остовное дерево? Будем доказывать от противного. Допустим, что оно не является та­
ковым . Так же, как и в доказательстве правильности алгоритма Прима, допустим; что 
существу·ет какой-то граф, для которого он возвращает неправильный ответ (рис. 6.3). 

б) 

Рис. 6.3. Выдает ли  алгоритм Крускала неправильное решение? Нет, т. к .  d(v 1 ,  v2) � d(x, у) 
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Листинг 6.5. Алгоритм Крускала
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6.1 .2 . Ал горитм Крускала
Алгоритм Крускала является альтернативным подхоµом к построению минимальных 
остовных деревьев, который оказывается более эффективным на разреженнь1х графах. 
Подобно алгоритму Прима, алгоритм Крускала является "жадным", но, в отличие от 
него, он не создает дерево, начиная с определенной вершины. 



kruskal ( graph *g )
{

int i ;
set_union s ;
edge_pair e [МAXV+l ] ;

В частности, должно существо·вать ребро (х, у), первоначальная вставка которого в де­
рево Tkniskat не дает ему быть минимальным остовным деревом Т.niп · Вставка такого 
ребра (х, у) в дерево Т.нiп создаст цикл с путем от вершины х к вершине у. Так как вер­
шины х и у были в разных ком понентах во время вставки ребра (х, у), то, по крайней 
мере, одно ребро (скажем, ребро (v 1 , ''2)) в этом пути было бы проверено алгоритмом 
Крускала позже, чем ребро (х, у). Но это означает, что вес w(v1 ,  v2) ?:: w(x, у), поэтому 
обмен местами этих двух ребер дает нам дерево с весом, самое большее, Т.niн · Поэтому 
выбор ребра (х, у) не мог быть ошибочным, из чего следует правильность алгоритма. 

Какова временная сложность алгоритма Крускала? Упорядочивание т-Го количества 
ребер занимает время O(mlgm). Цикл for выполняет т итераций, в каждой из которых 
проверяется связь двух деревьев и ребро; При наиболее очевидном подходе это можно 
реализовать посредством поиска в ширину или глубину в разреженном графе, имею­
щем, самое большее, т ребер и п вершин, что дает нам алгоритм с вре.менем исполне­
н ия О(_тп). 

Но если удастся выполнять проверку компонент быстрее, чем за время О(п), то можно 
получить более эффективную реализацию алгоритма. В действительности, рассматри­
ваемая в следующем разделе сложная структура данных позволяет/вь1пол нять такую 
проверку за время O(lgn). С использованием этой структуры алгоритм Крускала испо:Л­
няется за время O(mlgm), что быстрее, чем время исполнения алгоритма Прима для 
разреженных графов. В очередной раз обращаю ваше вниман ие на эффект, оказывае­
мый правильной структурой данн ых на реализацию. простых алгоритмов. 

Реализация 
Реализация алгоритма Крускала показана в л истинге 6.6. 

/*  Счетчик * /
/*  Структура данных set_unioп * /
/*  Структура данных  массива ребер * /

bool weight_compare ( ) ;
set_union_init ( &s ,  g->nvertices ) ;
to_edge_array (g ,  е ) ; /* Сортируем ребра по возрастающему весу * /
qsort ( &e ,  g->пedges , si zeof ( edge_pair ) , weight_compare ) ;
for ( i=O ; i< ( g->nedges ) ;  i++)  {

if ( ! same_compoпent ( s , e [ i ]  . x , e [ i ]  . у ) ) {
priпtf ( "edge ( %d , %d )  iпМST\n" , e [ i ] . x , e [ i ] . y ) ;
union_sets ( & s , e [ i ]  . x , e [ i ]  . у ) ;

На рис. 6.4 показаны граф G (а) и минимальные остовные деревья для него, создавае­
мые алгоритмами Прима (б) и Крускала (в) . Числами возле ребер указан порядок их 
вставки ; приоритет вставки равнозначных ребер определЯется произвольным путем. 
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Листинг 6.6. Реализация алгоритма Крускала

}
}

}



а) б) в) 

Рис. 6.4. Граф G и минимальные остовнЬ1е деревья, создаваемые алгоритмами Прима и Крускала 

6.1 .З . Поиск-объединен ие 

Связные компоненты графа можно представить в виде разбиения множества: Для эф­
фективного испол нения алгоритма Крускала нам нужна структура данных, обеспечи­
вающая эффективную поддержку таких операций :

Каждая из двух очевидных структур-кандидатов для поддержки этих операций в дей­
ствительности обеспечивает эффективную поддержку только одной из них. В частно­
сти, явно пометив каждый элемент номером его компоненты, мы сможем выполнять 
проверку "одна компонента" за постоянное время, но обновление номеров компонент 
после слияния будет занимать линейное время. С другой стороны, операцию слияния 
компонент можно рассматривать как вставку ребра в граф, но тогда нам нужно выпол­
нить полный обход графа, чтобы найти связные компоf-!енты в случае необходимости.  
Решением Является применение специальной структуры данных {рис. 6.5), где каждое 
подмножество представляется в виде "обратного" дерева с указателями от узлов к их 
родителям. 

Каждый узел дерева содержит элемент множества, а имя множеству присваивается по 
корневому ключу. По причикам, которые станут понятными далее, мы для каждой 
вершины v отслеж�ваем также информацию о количестве элементов поддерева, 
имеющего корень в этой вершине. 

В листинге 6.7 приводится определение структуры данных set_union. 
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Разбие11ием множества (set partition) называется разбиение элементов некоего универ­
сального множества (например, целых чисел от 1 до п) на несколько неnересекающИх­
ся (disjointed) подмножеств, таким образом, каждый элемент исходного множества
должен быть ровно в одном из получившихся подмножеств. Разбиения множества воз-.
н икают естественным образом в таких задачах на графах, как связные компоненты
(каждая вершина находится ровно в одной компоненте связности) и раскраска графа
(человек может быть женск9го или мужского пола, но мы исключаем варианты отсут­
ствия пола или принадлежности к обоим полам). Алгоритмы для генерирования раз­
биений  множеств и связных объектов представлены в разделе 14. 6.

+ одна компонента (v1 ,  vz) - выполняет проверку, находятся ли  вершины v1 и v2 

в одной и той же компоненте связности текущего графа; 
+ объединить компоненты (С1 ,  Cz) - объединяет данную пару связных компонент 

в одну по предоставленному ребру между ними.  



а) б) 

Рис. 6.5. Пример структуры данных: в виде деревьев (а) и в виде массива (б) 

typedef struct {
int p [ SET_SIZE+l ) ;  / * Родительский элемент * /
int size [ SET_SIZE+l ] ;  / * Количество элементов в поддереве i * /
int n ;  / *  Количество элементов в множестве * /

set_union ;

Реализуем необходимые нам операции над компонентами посредством двух более про­
стых операций - find и union:

+ find ( i )  -  находит корень дерева, содержащего элемент i, переходя по указателям
на родителей до тех пор, пока это возможно. Возвращает метку корня;

+ union ( i ,  j )  - связывает корень одного из деревьев (скажем,  дерева, содержащего
элемент i) с корнем дерева, содержащего другой элемент (скажем,  элемент j); таким
образом, операция f'ind ( i )  теперь эквивалентна операции find ( j ) .

Мы стремимся минимизировать время исполнения любой последовательности опера­
ций union и find . . Так как древесные структуры могут быть сильно разбалансирован­
ными, то нам необходимо ограничить высоту наших деревьев. Самым очевидным спо­
собьм контроля высоты будет принятие правильного решения, какой из двух корней
компонент должен стать корнем объединенной компоненты после каждого выполне­
ния операции union.

Минимизировать высоту дерева можно, сделав меньшее дерево поддеревом большего.
Почему это так? Потому что высота всех узлов в корневом поддереве остается одина­
ковой, в то время как высота всех узлов, вставленных в это дерево, увеличивается на
единицу. Таким образом, объединение с меньшим  деревом позволяет оставить без из­
менений  высоту большего дерева.

Реализация
Реализация операций union и f.ind приводится в л истинге 6.8 .

set_union_init ( set_union *s ,  int n )

int i ;  / *  Счетчик * /
for ( i=l ; i<=n ;  i++ ) {

s->p [ i ]  =i ;

{

}

Листинг 6.7. Определение структуры данных set_union

Листинг 6.7. Реализация операций union и find
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s->size [ i ]   =  1 ;

s->n = n ;

int find ( set_unio� * s ,  int х )

bool same_component ( set_union *·s , iпt s l ,  ,i.nt s2 ) 

return ( find ( s ,  s l )  == find ( s ,  s2 ) ) ;  

При каждом исполнении операции union дерево с меньшим количеством узлов стано­
вится Потомком . Но каким высоким может быть такое дерево в зависимости от количе­
ства узлов в нем? Рассмотрим" каким может быть наименьшее возможное дерево с вы­
сотой h. Высота деревьев с одним узлом равна 1 .  Наименьшее дерево высотой 2 имее�; 
два узла, полученных в результате объединения двух одноузловых деревьев. Когда из­
меняется высота.? При объединении двух одноузловых деревьев этого не происходит, 
т. к. эти деревья просто становятся потомками корневого дерева высотой 2. И только 
при объединении  двух деревьев высотой 2 мы получаем дерево высотой 3, имеющее 
четыре узла. 

Уловили закономерность? Высота ·дерева увеличивается на единицу при удваивании 
количества узлов. Сколько раз мы можем удваивать количество узлов, пока не исчер­
паем все п узлов? Нам удастся сделать максимум Ig2n удваиваний .  Таким образом, мы 
можем выполнять как операцию объединения uпion, так и операцию поиска find за 
·время O(Jogn),

' 
что достаточно хорошо для алгоритма Крускала. В действительности, 

поиск-объединение может выполняться даже быстрее (см. раздел 12. 5) . 

}

}

{

}

{

}

}
}

}

{

if ( s ->p [x ]  == х )

Корни подмножеств * /

return ( х ) ;
else

return ( find ( s ,  s->p [x ) ) ) ;

int union_sets ( set_union * s ,  int s l ,  int s2 )

int rl , r2 ; / *
r l  = find ( s ,  s l ) ;

if ( rl == r2 ) return ; / *  Уже находится в этом множестве * /
if  ( s ->size [ rl ]  > =  s->size [ r2 ] )  {

s->size [ rl ]  = s->size [ rl ]  + s->size [ r2 ] ;
s->p [ r2 ] = rl ;

else {
s->size [ r2 ]  = s->size [ rl ] + s->size [ r2 ] ;
s->p [ rl ] = r2 ;

r2 = find ( s ,  s2 ) ;

Анализ
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6.1 .4. Разновидности остовных деревьев 
Алгоритм поиска минимального остовного дерева обладает несколькими интересными 
свойствами, полезными для решения родственных задач. в частности, поиска таких 
разновидностей остовных деревьев, как: 
+ 

Большинство алгоритмов для графов не  поддается адаптации под отрицательные 
числа с такой легкостью. Более того, алгоритмы поиска кратчайшего пути некор­
ректно работают с отрицательными числами и не возвращают самый длинный путь 
при использовании этого подхода; 

+ 

Существует две важных разновидности минимальных остовных деревьев, которые не 
поддаются решению этими способами .  
+ Дерево Штейнера. Допустим, нам нужно проложить проводку (ребра графа) между 

домами (вершины графа), но при выполнении этой задачи мы можем создавать до­
. полнительные промежуточные пункты (вершины) в качестве общих соединений .  
Дерево, полученное в результате решения этой задачи, называется минимальным 
деревом Штейнера и рассматривается в разделе 16. 1  О. 

остовные деревья с минимальным произведением весов ребер. Допустим, нам нужно
найти остовное дерево с минимальным произведением весов ребер, полагая, что вес
всех ребер положительный. Так как lg(a�b) = lg(a) + lg(b), то минимал ьное остовное
дерево графа, в котором веса ребер были заменены их логарифмам и, дас�; нам ос­
товное дерево с минимальным произведением весов ребер первоначального графа;

+ 

наибольший вес ребра минимален среди всех таких деревьев. Любое минимальное
остовное дерево обладает этим свойством.  Доказательство этого следует непосред­
ственно из факта правильности алгоритма Крускала.

Если все т ребер графа имеют разный вес, то такой граф имеет единственное мини­
мальное остовное дерево. В противном случае возвращаемое алгоритмом Прима или
Крускала дерево определяется способом, который применяется в алгоритме для выбора
одного из нескольких ребер с одинаковым весом.

Минимальные остовные деревья имеют интересные области применения, когда вес
ребра представляет стоимость, пропускную способность и т. д. Менее эффектив­
ным, но концептуально более простым способом решения таких задач может быть
удаление всех "тяжелых" ребер графа с проверкой полученного графа на связность.
Эту проверку можно выполнить простым обходом в ширину или глубину.

минимшzьное остовное дерево. Иногда требуется найти остовное дерево, в котором 

максимальные остовные деревья. Допустим, телефонная компания наняла подряд­
чика для прокладки телефонного кабеля между домами .  Компания платит подряд­
чику с учетом протяженности установленного кабеля. К сожалению, подрядчик  ока­
зался недобросовестным, и пытается получить наибольший доход от этой работы.
В терминах теории графов для этого ему нужно создать наиболее тяжелое остовное
дерево. Максималыюе остовное дерево любого графа можно найти, просто поменяв
у всех ребер знак веса с плюса на минус и применив алгоритм Прима. Максималь­
ное по модулю дерево в графе с отрицательным весом ребер будет максимальным
остовным деревом в первоначальном графе.
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Однажды мне сообщили, что небольшая компания по тестированию печатных плат
нуждается в консультации по алгоритмам. Вскоре я оказался в непримечательном зда­
нии за одним столом с президентом компании Integri-Test и ведущим техническим спе­
цшалшстом .

- И как вы выполняете это тестирование? - спросил я .  

- Погодите ! - вскричал я .  - Что такое сеть на печатной плате? 

- Понятно. Значит, у вас есть список всех соединений  между парами точек на печат­
ной плате и вы хотите проверить целостность этих соединяющих дорожек. 

Он отрицательно покачал головой. - Не совсем так. Вход для нашей программы тес­
тирования состоит только из контактных точек сети (рис. 6.6, б). Мы не знаем распо­
ложения отрезков соедин:Яющей дорожки, но это и не требуется. Все, что нам нуж­
но, - это проверить, что точки сети соединены вместе. Для этого один щуп приставля­
ется к самой левой точке сети, а второй перемещается по всем остальным точкам, 
проверяя, что все они соединены с первой точкой. в таком случае они должны быть 
соединены друг с другом. 

ными вершинами степени  1 .  Путь, который проходит через каждую вершину только
один  раз, называется гамильтоновым путем, и рассматривается в разделе 16. 5.

+ Остовное дерево с минимальной степенью вершин. Предположим, нам нужно найти
минимальное остовное дерево, у которого наибольшая степень вершины миншмаль­
на. Таким деревом будет простой путь с п - 2 вершинами степени 2 и двумя конеч­

6.2. История из жизни . 
И все на свете только сети 

— Мы являемся ведущей компанией, поставляющей роботизированные устройства для
тестирования печатных плат. Наши клиенты предъявляют очень высокие требования к 
надежности выпускаемых ими печатных плат. В частности, перед тем как устанавли­
вать компоненты на печатную плату, они проверяют, что на ней нет разрывов в дорож­
ках. Это означает, что им нужно проверить, что каждая пара точек на плате, которые
должны быть соединенными,  в действительности соединены.

- М ы  используем два роботизированных манипулятора, оснащенные электрическими
щупами .  Для проверки соединения между двумя точками манипуляторы подключают
щупы к этим обеим  точкам. Если дорожка между точками исправна, то щупы замыка­
ют цепь. А для сетей м ы  фиксируем один  из манипуляторов в одной точке, а вторым
последовательно проверяем все остальные точки сети.

— Печатная плата содержит несколько наборов точек, соединенных между собой
посредством металлизированных дорожек (рис. 6.6, а). Вот эти наборы точек и со-
единяющие их дорожки мы и называем сетями. Иногда сеть состоит из двух точек,
т. е. из одного изолированного провода, а иногда содержит 100-200 точек, как в слу-
чае с проводом питания или заземления.

- Хорошо. Значит, правый манипулятор должен посетить все остальные точки сети.
А каким образом вы определяете последовательность этих посещений?



а) б) в) г) 

Президент компщiИИ что-то записал в своем блокноте, а потом нахмурился. - Хоро­
шо. Допустим, вы сможете лучше упорядочить точки. Но проблема заключается не в
этом. Когда мы наблюдаем за работой нашего робота, то иногда видим, что правый
манипулятор доходит до самого правого края платы для данной сети, в то время как
левый манипулятор стоит неподвижно. Мне кажется, что было бы полезно разбивать
сети на меньшие части, чтобы сбалансировать нагрузку на манипуляторы.

вояжера для левого манипулятора, вследствие чего каждое его перемещение также бу­
дет небольшим.
- Вы правы. Разбивка больших сетей на несколько меньших должна повысить эфф�к­
тивность работы манипуляторов. Сети должны  быть небольшого размера, как по коли­
честву точек, так и по физической площади. Но нам необходимо иметь гарантию ·в том,
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На этот вопрос ответил технический специалист. —-Мы сортируем точки слева напра­
во и обходим их в этом порядке. Это хороший способ?

Рис. 6.6. Пример сети печатной платы: металлизированная соединяющая дорожка (а), 
контактные точки (б), м инимальнре остовное дерево контактных точек (в}, 

контактные точки, разбитые на кластеры (г) 

- Вы что-нибудь знаете о задаче коммивояжера? - спросил я .  
Он был инженер-электрик, а не программист. - Нет. А что это? 

порядке, который минимизирует время обхода. Алгоритмы для решения этой задачи
всесторонне изучены. Для небольших сетей можно найти оптимальный маршрут мето­
дом полного перебора. А для больших сетей очень хорошее приближение оптимально­
го маршрута можно найти посредством эвристических алгоритмов. - Для более под­
робной информации о решении задачи коммивояжера я бы показал им раздел 16. 4  этой
книги, если бы она была у меня под рукой.

- Это название задачи, которую вы пытаетесь решить. Нужно посетить набор точек в 

Я уселся поудобнее и стал обдумывать задачу. Оба манипулятора (левый и правый)
решают взаимосвязанные задачи коммивояжера. Левый манипулятор перемещается от
одной к другой самой левой точке каждой сети, в то время как правый посещает все
друr:ие точки каждой сети. Разбив каждую сеть на несколько меньших сетей, мы мо­
жем избежать ситуации, когда правый манипулятор проходит путь через всю плату.
Кроме того, разбивка всей сети на части увеличит количество точек в задаче комми­
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что если мы  проверим связность каждой малой сетн, то также проверим связность 
большой сети, членами которой они являются. Одной общей точки для двух малых 
сетей будет достаточно, чтобы доказать, что состоящая из этих сетей большая сеть 
также связная, т. к. ток может протекать между любой парой точек. 

Я объяснил моим собеседникам идею создания минимального остовнюго дерева графа.
Президент выслушал, что-то опять записал в своем блокноте и снова нахмурился.
- Мне нравится ваша идея кластеризации. Но минимальные остовные деревья опре­
деляются на графах, а у нас есть только точки. Где мы возьмем веса для ребер?

Я опять начал размышлять. Стоимость ребра должна отражать время перемещения
манипулятора между двумя точками.  В то время как расстояние связано с временем
перемещения, это не обязательно взаимозаменяемые понятия .

� То есть, перемещение на один фут влево и один фут вверх занимает точно такое же 
время, как перемещение на один фут только влево? Это означает, что вес каждого реб­
ра должен соответствовать не евклидову расстоянию между двумя точками, а наи­
большему расстоянию между ними  либо по горизонтали, либо по вертикали. Это назы­
вается метрикой Loo, но м ы  можем зафиксировать ее, изменяя вес ребер в графе. Проис: 
ходит ли  еще что-нибудь необычное с вашими роботами?  - спросил я .  
- Роботу нужно некоторое время, чтобы развить рабочую скорость. Также, наверное, 
нужно принять во внимание ускорение и замедление движения манипулятора. 
- Абсолютно верно. Чем точнее мы смоделируем перемещение. манипулятора между 
двумя точками,  тем лучшим будет наше решение. Но теперь у нас есть очень четкая 
формулировка решения.  Давайте закодируем его и посмотрим, насколько оно хорошо. 

Теперь нам нужно было решить задачу разбиения каждой сети на несколько меньших
сетей, что является задачей кластеризации, или группирования. Для группирования
часто применяются минимальные остовные деревья (см. раздел 15.3). Это и было ре­
шен ием нашей конкретной задачи кластеризации. В частности, мы могли найти мини­
мальное остовное дерево точек сети и разбить его на несколько кластеров, разрывая
любое слишком длинное ребро остовного дерева (рис. 6.6, в). Как можно видеть на
рис. 6.6, г, каждый кластер точек будет иметь ровно одну общую точку с другим кла­
стером, что обеспечивает связность, т. к. мы охватываем все ребра остовноrо дерева.
Форма кластеров следует из расположения точек в сети. Если точки расположены на
плате вдоль линии ,  то минимальным остовным деревом будет маршрут, а кластерами
будут пары точек. А если точки расположены плотной группой, то этот кластер будет
хорошей площадкой для игры в классики правым манипулятором .

Они подумали немного. - Да, такая же. Мы используем одинаковые двигатели для
перемещения манипулятора по горизонтали и вертикали .  Так как оба двигателя рабо­
тают независимо друг от друга, то манипулятор можно перемещать одновременно по
горизонтали и по вертикали.

- 0, м ы можем рассматривать их как полный  граф, в котором соединена. каждая пара
точек. А вес ребра определяется как расстояние между двумя точками. Или не опреде­
ляется . . .  ?

- У меня вопрос относительно вашего робота. Скорость перемещения манипулятора
по горизонтали такая же, как и по вертикали?



Но если бы я хотел произвести на ч итателей впечатление, заявляя о близком знакомст-
ве с кузеном Мелом, то лучше бы было говорить, что мой дядя Ленни и он росли вме­
сте. Через дядю Ленни длина пути Дружеских отношений между мной и кузеном Ме­
лом составляет 2 звена, а длина пути кровных и родствщшых связей составляет 4 звена.
Наличие нескольких путей свидетельствует о важности определения кратчайщего пу­
ти между двумя узлами, даже в приложениях, не имеющих отношения к транспорти­
рооке.
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кузен Мелдядя Леннитетя Еваотеця (Стив)

Они явно сомневались, что этот подход принесет каку �нибудь пользу, но согласились 
подумать. Несколько недель спустя они позвонили мне и сообщили, что новый алго" 
ритм сокращает дистанцию маршрута примерно на 30% ·по сравнению с их первона­
чальным подходом за счет небольшого увеличения предпроцессорных вычислений .  Но 
так как их тестовое оборудование стоило 200 ООО долларов, а персональный компью­
тер - всего лишь 2 ООО долларов, то это был замечательный компромисс. Кроме того, 
это было особенно выгодным, т. к. в случае тестирования партии одинаковых плат 
предварительную обработку нужно было выполнять только один раз. 

· 

Ключевой идеей, приведшей к успешному решению, было моделирование задачи по­
средством классических алгоритмов для решения задач на графах. Я понял, что передо 
.мной задача коммивояжера, как только разговор зашел о минимизации протяженности 
перемещений манипулятора. Когда я выяснил, что для проверки связности точек они 
неявно использовали звездообразное остовное дерево, было естественным задать во­
прос, не улучшило бы про�пводительность минимальное остовное дерево. Эта идея 
проложила путь к идее кластеризации, т. е. разбиению каждой сети на несколько 
меньших сетей.  Наконец, внимательный подход к разработке метрик расстояний"  что­
бы точно смоделИровать издержки самого манипулятора, позволил нам внедрить в .ре­
шение щкие сложные свойства, как ускорение и замедление манипулятора, не изменяя 
фундаментальной модели графа или структуры алгоритма. 

ПОДВЕДЕНИЕ итогов 
Большинство приложений с использованием графов можно свести к стандартнь1м задачам 
на графах, к которым можно применить хорошо известные алгоритмы. Это такие задачи, 
как построение минимальных остовных деревьев, кратчайших путей и прочие задачи, 
представленные в каталоге задач этой книги. 

6.3. Поиск кратчайшего пути 
Путь (path) - это последовательность ребер, соединяющих две вершины.  Так как ки­
норежиссер Мел Бруке (Mel Brooks) приходится двоюродным братом мужу сестры 
моего отца, то в графе дружеских отношений между мной и ним есть путь (рис. 6.7), 
хотя мы никогда лично не встречались. 

Рис. 6.7. Мел Бруке приходится двоюродным братом мужу сестры моего отца 
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В невзвешенном графе кратчайший путь от вершины s к вершине t можно найти по­
средством обхода в ширину с исходной точкой в вершине s. Дерево обхода в ширину 
предоставляет путь, состояЩий из минимального количества ребер. Это кратчайший 
путь, если все ребра имеют одинаковый вес. 
Но во взвешенных графах обход в ширину не предоставляет кратчайшего пути. В дан­
нЬм типе графа кратчайший  путь может содержать большее количество ребер, точно 
так же, как и кратчайший (во временном измерении) путь от дома к офису может про­
х"одить по нескольким отрезкам второстепенных дорог, вместо одного или двух пря­
мых отрезков главной дороги, как показано на рис;. 6.8 .  

В этом разделе мы рассмотрим два разных алгоритма поиска кратчайшего пути ·во 
взвешенных графах. 

6.3.1 . Алгоритм Дей кстры 
Алгоритм Дейкстры является предпочтительным методом поиска кратчайших путей в 
графах со взвешенными ребрами и/или верш1-1нами .  Алгоритм находит кратчайший 
путь от заданной начальной вершины s ко всем другим вершинам графа, включая тре­
буемую конечную вершину t. 
Допустим, что кратчайший  путь от вершины s к вершине t графа G проходит через оп­
ределенную промежуточную вершину х. Очевидно, что этот путь должен содержать 
кратчайший путь от- вершины s к верши не х, в качестве префикса, ибо в противном 
случае можно было бы сократить путь s-t, используя более короткий префиксный путь 
s-x. Таким образом, прежде чем найти кратчайший путь от начал ьной вершины s к ко­
нечной вершине t, нам нужно найти кратчайший путь от начальной вершины s к про­
межуточной вершине х. 

Алгоритм Дейкстры работает- поэтапно, находя на каждом этапе кратчайший путь от 
вершины s к некой новой вершине. Говоря конкретно, вершина х такова, что сумма 
dist(s, v;) + w(v;, х) м инимал ьна для всех необработанных 1 .::; i ::;  п, где w(i, j) - длина 
ребра между вершинами  i иj, а dist(i,j) - длина кратчайшего пути м�жду ними.  
Здесь напрашивается стратегия, аналогичная динам ическому программированию. 
Кратчайший путь от вершины s к самой себе является тривиал ьным, при условии от­
сутствия ребер с отрицательным весом, поэтому dist(s, s) = О. Если (s, у) является са-

s

Рис. 6.8. Кратчайший пуrь ot точки s к точке t 
может проходить через несколько промежуточных точек 

t



мым Легким ребром, входящим в вершину s, то это означает, что dist(s, у) = w(s, у). Оп­
ределив кратчайший путь к вершине х, мы проверяем все исходящие из нее ребра, чтобы 
узнать, не существует ли лучшего пути из начальной вершины s к какой-либо неизвест­
ной вершине через вершину х. Псевдокод этого алгоритма представлен в листинге 6.9. 

Sh6rtestPath-Dij kstra ( G ,  s, t )  
known = { s } 
for i = 1 to n ,  dist [ i )  = � 

for each edge ( s ,  v ) , .dist [v ] = w ( s ,  v )  
last = s 
while ( last � t )  

select Vnext • неизвестная вершина , минимизирующая dist [v ] 
for each edge ( Vnext • х ) , dist [ х ]  = min [ dist [ х ] , 

dist ( Vnext ) + W· ( Vnext , Х )  ) 

last = Vnext 

known = known u { Vner.t ! 

Основная идея алгоритма Дейкстры очень похожа на основную идею алгоритма При­
ма. В каждом цикле мы добавляем одну вершину к дереву вершин,  для которых мы 
знаем кратчайш ий путь из вершины s. Так же, как и в алгоритме Прима, мы сохраняем 
информацию о наилучшем пути на данное время для всех вершин  вне дерева и встав­
ляем их в дерево в порядке возрастания веса. 
Разница между алгоритмом Дейкстры и алгоритмом Прима состоит в том,  как они оце­
нивают привлекательность каждой вершины вне дерева. В задаче поиска ·минимально-. 
го остовного дерева нас интересовал только вес следующего возможного ребра дерева. 
А при поиске кратчайшег9 пути нам нужна также информация о ближайшей к вершине 
s вершине вне дерева, т .  е . ,  кроме веса нового ребра, м ы  хотим знать еще и расстояние 
от вершины s к смежной с ней вершине дерева. 

Реализация 
Псевдокод алгоритма Дейкстры скрывает его сходство с алгоритмом Прима. В дейст­
ви.тельности, разница между этими  двумя алгоритмами очень незн�чительная� В лис­
тинге 6. 1 О приводится реализация алгоритма Дейкстры, которая, по сути, является реа­
лизацией алгоритма Прима, в которой изменены всего лишь три строчки кода (отмече­
ны в листинге комментарием) и имя функции. 

dij kstra ( graph *g ,  int start ) 
{ 

int i ;  
edgenode *р; 
bool intree [МAXV+l ) ; 
int distance [МAXV+l ] ; 
int v;  

/ * Дпя Прима - prim ( g ,  start ) */ 

/ *  Счетчик */ 
/ * Временный указатель * ;  · 
/ *  Вершина уже в дереве? * /  
/ *  Расстояние вершины о т  начала * / 
/ *  Текущая вершина для обработки * / 

Листинг 6.9. Алгоритм Декстры
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Листинг 6.10. Реализация алгоритма Декстры



int w ;  

int weight ; 
/ *  кандидат на следукщую вершину * /  
/ *  Вес ребра * /  

int dist ; / * Наилучшее текущее расстояние от начала * /  
for ( i=l ; i<=g->nvertices ; i++ ) { 

intree [ i ]  = FALSE ;  

distance [ i ]  = МAXINT ; 
parent [ i ]  = -1 ; 

distance [ start ] = О ;  
v = start ; 
while ( intree [v ]  == FALSE )  

intree [v ]  = TRUE i 
р = g->edges [v ] ; 
while (р  ! =  NULL ) 

w = р->у;  
weight = p->weight ; 

/ * ИЗМЕНЕНИЕ * /  i f  ( distance [w ]  > ( distance [v ] +weight ) ) 
/ *  ИЗМЕНЕНИЕ * /  
/ *  ИЗМЕНЕНИЕ * /  

distance [w ]  = distance [v ] +weight ; 
parent [w ]  = v;  

р = p->next ;  
} 
v = 1 ;  
dist = МAXINT ; 
for ( i=l ; i<=g->nvertices ;  i++ ) 

if  ( ( intree [ i ]  == FALSE ) & &  ( dist > distance ( i ] ) )  { 
dist = distance [ i ] ; 
v = i ;  

Этот алгоритм находит н е  только кратчайший путь от вершины s к вершине t, н о  и 
кратчайший путь от вершины  s ко всем другим вершинам, что определяет минималь­
ное остовное дерево с корнем в вершине s. Для неориентированных графов это будет 
дерево обхода в ширину, но, в общем, алгоритм предоставляет кратчайший путь от 
вершины s ко всем остальным вершинам . 

Какова вр�менная сложность алгоритма Дейкстрьi? В том виде, как он реализован . 2 . 
здесь, временная сложность алгоритма равна О(п ). Это такое же время исполне�ия, 
как и дЛя алгоритма Прима, что не удивительно - ведь за исключением дополнитель­
ного условия, это точно такой же алгоритм, как и алгоритм Прима. 
Длина кратчайшего пути от начал ьной вершины start к заданной вершине t равна точ­
но значению distance [ t J . Каким образом мы можем найти сам путь с помощью алго­
ритма Дейкстры? Точно так же, как в процедуре find_path ( )  (см .  листинг S . 1 3), мы 
следуем обратным указателям на родительские узлы от вершинь(t, пока мы не дойдем 
до начальной вершины (или пока не получим - 1 , если такого пути не существует}. 

{

}

}

{

}
}

}

Анализ 
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Алгоритм Дейкстры работает правильно только на графах, в которых нет ребер с отри­
цательным весом. Дело в том, что при построении  пути может встретиться ребро с от­
рицательным весом настолько большим по модулю, что оно полностью изменит 
оптимальный путь от вершины s к какой-то другой вершине, которая уже включена 
в дерево. Образно говоря, самым выгодным путем к соседу по лестничной клетке 
может оказаться путь через банк на другом конце города, если этот банк выдает за 
каждое посещение достаточно большое вознаграждение, делающее такой маршрут вы­
годным. 
В большинстве приложений ребра е отрицательным весом не используются, что делает 
это ограничение на пригодность алгоритма Дейкстры чИсто теоретическим, Рассматри­
ваемый далее алгоритм Флойда также работает правильно то11ько в том случае, если 
отсутствуют циклы с отрицательной стоймостью, 1<оторые заметно искажают структуру 
кратчайшего пути. Если банк в нашем примере не ограничивает вознаграждение одно­
разовой выплатой, то выгода -от его бесконечного посещения заставит вас навсегда от­
казаться от идеи навестить соседа. 

Остановка для размышлений. 
Кратчайший путь с учетом веса вершин 
ЗАДАЧА. Допустим, что нам нужно разработать эффективный алгоритм для поиска 
самого дешевого пут.и в графе со взвешенными вершинами, а не со взвешенными реб­
рами. То есть, стоимостью пути от вершины х к вершине у является ,сумма весов всех 
вершин в пути . 

Решение. Естественным решением будет адаптация алгоритма для графов со взвешен­
ными ребрами (например, алгоритма Дейкстры) для этой сИтуации.  Очевидно, что та­
кой подход возможен. Мы просто заменим все упоминания веса ребра на вес его ко­
нечной вершины. Эту информацию можно хранить в массщ1е и обращаться к ней по 
мере надобности. 

Но лично я предпочитаю вместо этого модифицировать граф таким образом, чтобы 
алгоритм Дейкстры дал желаемый результат. Для этого мы установим в качестве веса 
ориентированного ребра (i,j) вес вершины j. Применение алгоритма Дейкстры на та­
ком графе дает требуемый результат. 
Эту технику можно распространить на другие задачи, например, такие, в которых вес 
имеется как у ребер, так и у вершин . • 

6.3.2. Кратчайшие пути между всеми парами верш и н  

Допустим, что нам нужно найти " центральную'' вершину графа, т. е .  вершину с крат­
чайшими путями ко всем остальным. вершинам� Практическим примером такой задачи 
может быть выбор места для открытия офиса. Или, допустим, вам нужно узнать диа­
метр графа, т. е. максимальное кратчайшее рассто�ние между всеми парами вершин.  
Практическим примером данной задачи может быть определение максимального вре­
менного интервала для доставки п исьма или сетевого пакета. В этих случаях нужно 
найти кратчайшие пути между всеми парами вершин графа. 
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Одним из возможных решений этой задачи будет последовательное · лрименение алго­
ритма Дейкстры для каждой из возможных п начальных вершин. Но лучше будет ис­
пользовать алгоритм Флойда-Варшалла, чтобы создать матрицу расстояний размером 
пхп из исходной матрицы весов графа. 

· 

Алгоритм Флойда лучше всего использовать на матрицах смежности . В этом нет ниче­
го. необычного, т. к. нам требуется сохранить все п попарных расстояний в любом слу­
чае. В л истинге 6. 1 1  приводится определение структуры для хранения требуемой ин­
формации. 

Критическим вопросом в реализации матрицы смежности является способ обозначения 
отсутствующих в графе ребер. Обычно для обозначения присутствующих ребер не­
взвешенных графов используется I ,  а отсутствующ1:1х - О. Если эти числа обозначают 
вес ребер, то такое обозначение дает неверный резу:Льтат, т. к. отсутствующие ребра 
рассматриваются как. "бесплатный" путь между вершинами.  Вместо этого отсутствую­
щие ребра нужно инициализировать значением МAXINT. Таким образом мы можем и 
проверять наличие ребра, и автоматически игнорировать его при поиске кратчайшего 
пути, т. к. для этого будут рассматриваться только действительные ребра, при условии, 
что значение t\1AXINT меньше, чем диаметр графа. 
Кратчайший  путь между двумя вершинами  графа можно определить несколькими спо­
собам и .  Алгоритм Флойда-Варшалла начинает работу с присвоения вершинам графа 
номеров от 1 до п. Эти номера используются не для маркировки вершин, а для их упо­
рядочи вания. Определим WТi,j]k как длину кратчайшего пути от вершины i к вершине 
j, в котором используются в качестве щ�омежуточных вершин  только вершины, прону­
мерованные \, 2, . . .  , k. 

W[i, j]* = min(W[i, j]k- 1 ,W[i, k]*-1 + W[k, j]*-1 ) .  

Листинг 6.11. Определение типа adjacency_matrix
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Под тип adjacency_matrix выделяется память для матрицы максимально большого раз­
мера. Кроме того, в нем предусмотрено поле для хранения информации о количестве
вершин в графе.

typedef struct { 

{nt weight [МAXV+l ] [МAXV+l ] ;  
int nvertices ; 

adj acency_matrix ; 

/ * Информация о смежности/весе * / 
/ *  Количество вершин в графе * / 

}

Что это означает? Когда k = О, то промежуточные вершины недопустимы, поэтому
единственными разрешенными путями являются первоначальные ребра графа. Таким
образом, матрица кратчайших путей для всех пар вершин состоит из первоначальной
матрицы смежности . Будет выполнено п циклов, где в k-м цикле разрешается исполь­
зовать  только первые k вершин в качестве возможных промежуточных вершин на пути
между каждой парой вершин  х и у.
В каждом последующем цикле добавляется одна новая возможная промежуточная
вершина, что расширяет набор возможных кратчайших путей. Использование k-й вер­
шины в качестве конечной помогает только в том случае, если существует кратчайший
путь, который проходит через эту вершину, поэтому



Правильность этого выражения не совсем очевидна с первого взгляда, поэтому я реко­
мендую хорошо разобраться в нем, чтобы убедить�я в этом. Но, как видно из листин­
ге 6. 1 2, реализация алгоритма достаточно проста. 

floyd ( adj acency_matrix *g )  
{ 
int i , J ;  /*  Счетчики измерений * /  
int k ;  /*  Счетчик промежуточных вершин * / 
int through_k ; / *  Длина пути через вершину k * /  
for ( k=ll ;  k<=g->nvertices ; k++ ) 

for ( i=l ; i<=g->nvertices ; i++ ) 
for ( j =� ;  j <=g->nvertices ;  j ++ )  

through_k = g->weight [ i ]  [ k ] +g->weight [ k ]  [ j ] ; 
if ( through_k < g->weight ( i ]  ( j ] )  

g->weight ( i ] { j ]  = th�ough_k ; 

6.3 .3. Транзити вное замыкание 

Алгоритм Флойда-Варшалла имеет еще одну важную область применения .- вычисле­
ние транзитивного замыкания (transitive closure). При анализе орграфа часто требуе.тся 
знать, какие вершины достижимы из данного узла. 

В качестве примера рассмотрим граф шантажиста, в котором наличие ориентированно­
го ре.бра (i,j) означает, что лицо i обладает достаточным компроматом на лицо j и мо­
жет заставить его сделать все, что угодно. Для участия в специальном проекте вы хоти­
те нанять одного из этих п людей.  
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Листинг 6.12. Реализация алгоритма Флода-Варшалла

}
}

{

Время исполнения алгоритма Флойда-Варшалла равно О(п 3 ), что ничем не лучше, чем
время исполнения п вызовов алгоритма Дейкстры. Но циклы  этого алгоритма такие
сжатые, и сама программа такая короткая, что на практике он оказывается более эф­
фективным. Алгоритм Флойда-Варшалла примечателен тем, что это один из немногих
алгоритмов работы с графами, которые работают лучше на матрицах смежности, чем
на списках смежности .

По результату работы алгоритма Флойда-Варшалла в его текущей форме нельзя вос­
создать фактический кратчайший путь между любой парой вершин .  Но эти пути можно
получить, если мы сохраним матрицу родителей Р для нашего выбора последней про­
межуточной вершины, используемую для каждой пары вершин (х, у). Пусть это будет
вершина k. Кратчайшим путем от вершины х к вершине у будет конкатенация крат­
чайшего пути от вершины х к вершине k и кратчайшего пути от вершины k к вершине
у, которую можно воссоздать рекурсивным способом по матрице Р. Но обратите вни­
мание, что в большинстве задач поиска кратчайшего пути между всеми парами точек
требуется только матрица расстояний .  Для таких приложений и предназначен алгоритм
Флойда-Варшалла.
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Простым решением былЬ бы нанять шантажиста, представленного вершиной с наи­
большим весом, но лучшим выборQм будет шантажист с компроматом на наибольшее 
число людей, т. е., вершина со связями с наибольшим количеством других вершин .  
У Стива может быть мощный  компромат, но только на Майкла, но если Майкл имеет 
компромат на всех прочих, тогда именно он будет лучшим выбором для нашего проекта. 
Вершины, достижимые из любой другой вершины, можно найти посредством обхода в 
ширину или глубину. Но все варианты можно вычислить с помощью алгоритма крат­
чайшего пути между всеми парами вершин .  Если после исполнения алгоритма Флойда­
Варшалла длина кратчайшего пути между вершиной i и вершиной j равняется МAXINT, 
то можно быть уверенным, что между этими вершинами прямого пути не существует. 
Любые две вершины, у которых вес ребра меньше МAXINT, достижим ы, как и в см ысле 
теории  графов, так и в смысле описанного проекта. 
Транзитивное замыкание рассматривается более подробно в разделе 15. 5. 

6 .4. История из жизни . 
Печатаем с помощью номеронабирателя 

Реакция гида была отработана. - Нашим клиентам предоставляется опция включения 
возможности распознавания голоса в наш продукт, но очень немногие из них делают 
это. Системы распознавания слитной речи  для общего класса пользователей недоста­
точно точны в большинстве приложений.  Наши клиенты предпочитают создавать сис­
темы на основе ввода текста с клавиатуры телефона. 

- Когда вводишь трехбуквенный биржевой код акции, контекста маловато. 
- Конечно, но если вводить предложенИя, то контекста будет предостаточно. Спорю, 
что мы смогли бы правильно восстановить текст, вводимый с панели телефона по 
одной кнопке на букву. 

В составе группы специалистов я был на экскурсии в компании Periphonics, которая в
то время была лидером в области создания телефонных систем речевого взаимодейст­
вия. Это более интеллектуальные системы, чем системы типа "Нажмите кнопку 1 для
перехода в меню", "Нажмите кнопку 2, если вы не нажали 1 ", которые так раздражают
нас в повседневной жизни .  Гид произносил стандартный текст о продукции компании,
когда один  из членов группы спросил : "Почему бы вам не использовать для ввода дан­
ных систему распознавания голоса? Это было бы намного проще, чем вводить текст с
помощью номеронаб11рателя" .

- Возможно, не нужно нажимать две кнопкй, чтобы ввести одну букву, - подклю­
чился я к разговору. - Может быть, система сумеет вычислить требуемую букву по
контексту.

- Предпочитают вводить текст с помощью номеронабирателя? Не смешите меня ! -
раздался голос из задних рядов группы. - Я ненавижу такой способ ввода текста.
Всегда, когда я звоню в свою маклерскую контору, чтобы узнать биржевой курс, какая­
то машина велит мне ввести трехбуквенный код. Что еще хуже, чтобы указать, какую
из трех букв, показанных на кнопке, ввести, нужно нажать две кнопки. Я нажимаю
кнопку 2, а машина мне говорит: "Нажмите 1 для А, Нажмите 2 для В, Нажмите 3 для
С".  Это ужасно, если вас интересует мое мнение.
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При вводе с номеронабирателя не все буквы можно ввести одинаковым способом.  Бо­
лее того, не все буквы можно даже ввести, т. к. на стандартном американском телефоне
буквы Q и Z не обозначены. Поэтому мы условились, что буквы Q, Z и пробел будут на
кнопке звездочки (*). Для распознания вводимого с номеронабирателя текста можно
было бы воспользоваться частотой использования букв алфавита. Например, если на­
жата кнопка 3 ,  то существует большая вероятность, что имеется в виду буква Е, а не
находящиеся на этой же кнопке буквы D или F. Таким образом, учитывая частоту ис­
пользования каждой буквы в окне из трех букв (триграмме), можно было попытаться
предсказать вводимый текст. Вот что получилось, когда я испытал этот метод вводом
Геттисбергского послания :

Как можно видеть, метод триграмм оказался довольно хорошим для шифрования тек­
ста, но совсем непригодным для его воспроизведения .  Причина Этому очевидная -
алгоритм не знает абсолютно ничего об английских словах. Если применить его совме­
стно со словарем, то м ы, возможно, получим какой-то результат. Но в словаре может
быть несколько разных слов для одной и той же последовательности кнопок номеро­
набирателя. В качестве крайнего примера последовательность 22737 может означать
одиннадцать разных английских слов, включая cases, cares, cards, capes, caper и bases.
В нашей следующей попытке для последовательностей кнопок с несколькими возмож­
ными словами мы выводили буквы, в правильности которых не бьuю сомнений, а ос­
тальные угадывали методом триграмм. Наградой за это был следующий вывод:

enurraore ane reten yeasr ain our ectherr arotght eosti on ugis aootinent a oey oation
aoncdivee in licesty ane eedicatee un uhe rrorosition uiat all oen are arectee e ual

ony ye are enichde in a irect aitil yar uestini yhethes uiat oatioo or aoy oation ro aoncdivee
ane ro eedicatee aan loni eneure ye are oet on a irect aattlediele oe uiat yar ye iate aone
un eedicate a rostion oe uiat eiele ar a einal restini rlace eor uiore yin iere iate uhdis lives
uiat uhe oation ogght live it is aluniethes eittini ane rrores uiat ye rioule en ugir

att in a laries reore ye aan oou eedicate ye aan oou aoorearate ye aan oou ialloy ugis
iroune the arate oen litini ane eeae yin rustgilee iere iate aoorearatee it ear aante our
roor rowes un ade or eeuraat the yople yill little oote oor loni renences yiat ye ray iere
att it aan oetes eosiet yiat uhfy eie iere it is eor ur uhe litini rathes un ae eedicatee iere
un uhe undiniside yopl yhici uhfy yin entght iere iate uiur ear ro onaky aetancde it is
rathes eor ur un ae iere eedicatee un uhe irect uarl rencinini adeore ur uiat eron uhere
ioooree eeae ye uale inarearee eeuotion uo tiat aaure eor yhici uhfy iere iate uhe lart eull
oearure oe eeuotioo tiat ye iere iggily rerolue uiat uhere eeae riall oou iate eide io

eourscore and seven yearr ain our eatherr brought forth on this continent azoey nation
conceivee in liberty and dedicatee uo uhe proposition that all men are createe equal

ony ye are engagee in azipeat civil yar uestioi whether that nation or aoy nation ro
conceivee and ro dedicatee aan long endure ye are oet on azipeat battlefield oe that yar
ye iate aone uo dedicate a rostion oe that field ar a final perthni place for those yin here
iate their lives that uhe nation oight live it is altogether fittinizane proper that ye should
en this

aut in a larges sense ye aan oou dedicate ye aan oou consecrate ye aan oou hallow this
ground the arate men litioi and deae yin strugglee here iate consecratee it ear above
our roor power uo ade or detract the world will little oote oor long remember what ye
ray here aut it aan meter forget what uhfy die here it is for ur uhe litioi rather uo ae
dedicatee here uo uhe toeioisgee york which uhfy yin fought here iate thus ear ro
mocky advancee it is rather for ur uo ae here dedicatee uo uhe great task renagogoi
adfore ur that from there honoree deae ye uale increasee devotion uo that aause for
which uhfy here iate uhe last eull measure oe devotion that ye here highky resolve that

Сотрудник Periphonics бросил на меня равнодушный взгляд и продолжил экскурсию.
Но мне эта идея запала в голову, и когда я вернулся в свой офис, я решил попытаться
воплотить ее в жизнь.
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Кто-либо, изучающий американскую историю, возможно и распознал бы этот текст, но 
для всех других он был бессмысленным . Нам нужно было найти какой-то способ раз­
личать слова, набираемые одинаковой последовательностью кнопок. Можно было бы 
попробовать учитывать относительную частоту использования каждого слова, но здесь 
также было бы слишком много ошибок. 
На этом этапе я подключил к проекту Гаральда Рау (Harald Rau), который оказался 
прекрасным помощником. Прежде всего, он был смышленый и упорный аспирант. 
Кроме этого, т. к. его родным языком был немецкий, он верил всему, что я говорил ему 
об английской грамматике. 
Гаральд создал алгоритм реконструкции слов по нажатым клавишам (рис. 6.9) . 

there deae  shall oou iate fide io vain that this nation under ioe shall iate azoey birth 
oe freedom and that ioternmenu oe uhe people ay uhe people for uhe people shall oou 
perish from uhe earth
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Рис. 6.9. Этапы восстановления слов из  последовательностей нажатых кнопок номеронабирателя 

Программа обрабатывала предложение, идентифицируя все слова, совпадающие 
с каждой последовательностью введенного кода. Принципиальную трудность пред­
ставilяло встраивание в нее грамматических условий .  
- Хорошая информация о грамматике и о частоте . использования слов имеется в 
большой базе данных, называющейся Brown Corpus. Она содержит тысячи типичных 
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английских предложений, проанализированных по частям речи .  Но как мы можем 
учесть всю эту информацию в нашей программе? - спросил Гаральд. 
- Давай будем рассматривать это, как задачу на графах, - предложил я.  
- Задачу на графах? Где же здесь графы? 
- Предложение можно рассматривать как последовательность лексем, каждая из ко-
торых представляет слово в предложении .  Для каждой лексемы имеется соответст­
вующий список слов, из которого нужно выбрать правильное. Как это сделать? Каждое 
возможное предложение, т. е. комбинацию слов, можно рассматривать как путь в гра­
фе, вершины которого - полный набор возможных слов. Каждое возможное i-e слово 
будет соединено ребром с каждым возможным (i + 1)-м с-ловом. Самым дешевым путем 
по этому графу будет наилучшая интерпретация предложения. 
- Но в�е пути выглядят одинаково; они и меют одинаковое количество ребер. Погоди, 
теперь я вижу! Чтобы сделать пути разными,  нам нужно присвоить ребрам вес. 

- Отслеживать статистику пар слов будет трудно, поскольку их так много !  Но мы зна­
ем частоту использования каждого слова. Как мы можем учесть этот фактор в нашей 
программе? 

- Но как нам определить относительную важность каждого из этих факторов? 
- Сначала попробуй реализовать то, что тебе кажется естественным, а пото.м можно 
экспериментировать. 

Рис. 6. 1 0. Пуrь с наименьшей стоимостью представляет самую' лучшую интерпретацию предложения 
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- Совершенно верно !  Стоимость ребра будет отражать вероятность нашего 2ыбора
соединяемой им пары слов. Эту стоимость можно определять по тому, как часто дан­
ная пара слов встречается в базе данных. Или вес можно присваивать с учетом частей
речи .  Возможно, существительные реже соседствуют с другими существительными,
чем с глаголами.
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Алгоритм поиска кратчайшего пути, разработанный Гаральдом по этим принципам,
показан на рис. 6. 1 0 .

- Можно сделать так, что цена за проход через определенную вершину будет зависеть
от частоты употребления данного слова. В таком случае самый короткий путь через
граф будет самым лучшим предложением.



Текст 
Количество 

символов 

Речи Клинтона 1 073 593 

Роман "Herland" 278 670 

Роман "Моби Дик" 1 1 23 5 8 1  

Библия 3 96 1 684 

Пьесы Шекспира 4 558 202 

Количество 
Количество 

Количество 
правилы1ых 

правильных правильных 
непробельных 

символов слов 
символов 

99,04% 98,86% 97,67% 0,97 мс 

98,24% 97,89% 97,02% 0,97 мс 

96,85% 96,25% 94,75% 1 , 1 4  мс 

96,20% 95,39% 95,39% 1 ,33  мс 

95,20% 94,2 1 %  92,86% 0,99 мс 
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Программа со встроенными грамматическими и статистическими условиями работа.trа 
прекрасно. Оцените ее воспроизведение ввода Геттисбергского послания с номерона­
бир�tтеля телефона теперь: 

В то время как в выводе имеется несколько ошибок, результат, несомненно, является
достаточно хорошим для многих приложений. В компании Periphonics определенно
были та�ого мнения, т. к. они лицензировали нашу программу для использования в
своих продуктах. В табл. 6. 1 можно видеть, что мы смогли  правильно воссоздать свы­
ше 99% символов из почти мегабайта, занимаемого речами президента Клинтона. Так
что, если- бы он отправлял их в виде SМS-сообщений, вводя текст с номеронабирателя,
то мы определенно были бы в состоянии понять их.

ENGAGED IN A GREAT CIVIL WAR TESTING WHETHER THAT NATION OR
ANY NATION SO CONCEIVED AND SO DEDICATED CAN LONG ENDURE. WE
ARE MET ON A GREAT BATTLEFIELD OF THAT WAS. WE HAVE COME TO
DEDICATE A PORTION OF THAT FIELD AS A FINAL SERVING PLACE FOR
THOSE WHO HERE HAVE THEIR LIVES THAT THE NATION MIGHT LIVE. IT
IS ALTOGETHER FITTING AND PROPER THAT WE SHOULD DO THIS. BUT IN
A LARGER SENSE WE CAN NOT DEDICATE WE CAN NOT CONSECRATE WE
CAN NOT HALLOW THIS GROUND. THE BRAVE MEN LIVING AND DEAD WHO
STRUGGLED HERE HAVE CONSECRATED IT FAR ABOVE OUR POOR POWER
TO ADD OR DETRACT. THE WORLD WILL LITTLE NOTE NOR LONG REMEM-
BER WHAT WE SAY HERE BUT IT CAN NEVER FORGET WHAT THEY DID
HERE. IT IS FOR US THE LIVING RATHER TO BE DEDICATED HERE TO THE
UNFINISHED WORK WHICH THEY WHO FOUGHT HERE HAVE THUS FAR SO
NOBLY ADVANCED. IT IS RATHER FOR US TO BE HERE DEDICATED TO THE
GREAT TASK REMAINING BEFORE US THAT FROM THESE HONORED DEAD
WE TAKE INCREASED DEVOTION TO THAT CAUSE FOR WHICH THEY HERE
HAVE THE LAST FULL MEASURE OF DEVOTION THAT WE HERE HIGHLY
RESOLVE THAT THESE DEAD SHALL NOT HAVE DIED IN VAIN THAT THIS
NATION UNDER GOD SHALL HAVE A NEW BIRTH OF FREEDOM AND THAT
GOVERNMENT OF THE PEOPLE BY THE PEOPLE FOR THE PEOPLE SHALL
NOT PERISH FROM THE EARTH.

Таблица 6.1.  Реконструкция нескольких текстов,
вводимых с помощью кнопочного номеронабирателя телефона

Время
обработКИ
символа

Скорость воссоздания символо в достаточно высокая, более того, быстрее, чем их ввод
с клавиатуры номеронабирателя.
Условия для многих задач распознавания закономерностей можно сформулировать
естественным образом в виде задач поиска кратчайшего пути в графе. Для решения



6.5.  Потоки в сетях и паросочетание 
в двудольных графах 

В то время как задача о потоках в сетях представляет самостоятельный интерес, ее ос­
новная ценность состоит в решении других важных задач на графах. Классическим
примером является паросочетание в  двудольном графе. Паросочетанием графа
G = ( V, Е) называется такое подмножество ребер Е' с Е, в котором никакие два ребра
не имеют общую вершину. При этом вершины групщируются попарно таким образом,
что каждая вершина принадлежит не более, чем одной такой паре. На рис. 6. 1 1 показа­
ны двудольный граф с максимальным паросочетанием (выделено жирными линиями) и
соответствующий экземпляр потоков в сети с макс11мальным потоком s-t.

ts

Рис. 6. 1 1 .  Двудольный граф с максимальным паросочетанием (а) и экземпляр потоков в сети (б) 

а) б) 

Граф G называе1'ся двудольным, если его вершины можно разделить на два множества,
L и R, таким образом, что все ребра графа имеют одну вершину в множестве L, а дру­
гую - в множестве R. Многие естественные графы являются двудольными .  Например,
некоторые вершины могут представлять задания, требующие испол нения, а остальные

6.5.1 . Паросочетание в двудольном графе 

этих задач хорошо подходит алгоритм Витерби, который широко применяется в систе­
мах распознавания речи и рукописи. Алгоритм Витерби, по сути, решает задачу поиска
кратчайшего пути в бесконтурном орграфе. Таким образом, часто бывает полезно по­
пытаться сформулировать поставленную задачу в терминах теории графов.

Графы со взвешенными ребрами можно рассматривать как трубопроводную сеть,
в которой вес ребра (i,j) определяет пропускную способность каждого отрезка трубо­
провода. В свою очередь, пропускную способность можно рассматривать как функцию
поперечного сечения трубы. Широкая труба может пропускать 10  единиц потока за
определенное время, в то время как более узкая труба - только 5 единиц за то же са­
мое время. В задаче о потоках в сетях требуется определить максимал ьный объем по­
тока, который можно пропустить между вершинами s и t взвешенного графа G, соблю­
дая ограничения на максимальную пропускную способность каждого ребра-трубы.
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вершины - людей, которые могут выполнить эти задания. Наличие ребра (j, р) означа­
ет, что задание) может быть выполнено человеком р. Или же часть вершин может
представлять юношей, а другая девушек, а ребра - совместимые гетеросексуальные
пары.  Паросочетания в этих графах подаются естественному толкованию как рабочее
задание или женитьба. Такие паросочетания подробно обсуждаются в разделе 15. 6.

6.5 .2 . Выч исление потоков в сети 

Ключевой структурой является граф остаточного потока (residual tlow graph) R(G,j), 
где G - граф ввода, а/- текущий поток через G. Ориентированный взвешенный граф 
R(G,j) содержит те же самые вершины, что и граф G. Для каждого ребра {i,;) в графе 
G, которое обладает пропускной способностью c(i,j) и имеет поток j(i,j), граф R{G,.f) 
может содержать следующие два ребра: 

+ ребро (i,j) с весом c(i,j) -j(i,j), если c(i,j) -j(i,j) > О; 
+ ребро (j, i) с вecoмj(i,j), ecлиj(i,j) > О. 

Максимальный поток s-t в графе G равен 7. Этот поток определяется двумя путями в
графе остаточного потока R(G), направленными от вершины t к вершине s и пропуск­
ной способностью 2 + 5. Эти потоки полностью используют пропускную способность
двух ребер, входящих в вершину t, вследствие чего не остается путей, способных что-
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Максимальное парообразование в двудольном графе можно с легкостью найти, ис­
пользуя потоки в сети . Для этого создаем вершину-исток s, которая соединена со все­
ми другим и  вершинам и  в подмножестве L взвешенными ребрами, каждое весом 1 .  По­
том создаем вершину-сток t, которая соединена со всеми другими вершинами в под­
множестве R взвешенными ребрами,  каждое весом 1 .  Наконец, присваиваем каждому
ребру двудольного графа G вес 1 .  Теперь ·максимальный возможный поток из вершины
s в вершину t определяет максимальное паросочетание в графе G.  Всегда можно найти
поток такого же объема, как и паросочетание, используя только ребра паросочетания и
соединенные ими истоки и · стоки. Кроме этого, поток большего объема невозможен.
Ведь не можем же мы пропускать через какую-либо вершину больше, чем одну едини­
цу потока.

Наличие ребра (i,j) в графе остаточного потока указывает на то, что от вершины i
к вершине j можно направить положительный поток, точный объем которого опреде­
ляется весом ребра. Путь в графе остаточного потока от вершины s к вершине t подра­
зумевает, что от первой вершины ко второй можно пропустить дополнительный поток,
объем которого определяется м инимальным весом ребра на этом пути . Для иллюстра­
ции этой идеи на рис. 6. 1 2  изображены максимальный поток s-t в графе G и связный
граф остаточного потока R(G). Минимальный разрез потока s-t обозначен пунктирной
линией возле вершины t.

Традиционные алгоритмы работы с потоками в сети основаны на идее увеличивающих
путей, которая состоит в многократном повторении процесса поиска пути с положи­
тельной пропускной способностью от вершины s к вершине t и добавления его к пото­
ку. Можно доказать, что поток в сети является оптимальным тогда и только тогда, ко­
гда в ней не имеется увеличивающего пути. Так как каждое добавление пути увеличи­
вает поток, то в итоге должен быть найден глобальный максимум .



либо добавить. Таким образом, поток является оптимальным .  Множество ребер, удале�
ние которых отделяет вершину s от вершины t (как два ребра, входящие в вершину t на
рис. 6. 1 2), называется (s-t)-разрезом ( cut). Очевидно, что никакой поток из вершины s
в вершину t не может превзойти вес такого минимального разреза. С другой стороны,
всегда возможен поток, равный минимальному разрезу.
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Рис. 6. 12 .  Максимальный поток s-t в графе G и связный граф остаточного потока R(G) 

Максимальный поток из s в t всегда равен минимальному весу (s-t)-разреза. Таким обра­

зом, алгоритмы для работы с потоками можно применять для решения общих задач связ­
ности ребер и вершин графов.

В этой книге мы не можем представить теорию потоков сети в полном объеме. Но мы
сможем, по крайней мере, показать, как определять увеличивающие пути и вычислять
оптимальный поток. Для каждого ребра в графе остаточного потока необходимо от­
слеживать как текущий объем потока, проходящего через него, так и его остаточную
пропускную способность. Соответственно, необходимо модифицировать структуру
ребра, чтобы учесть дополнительные поля (листинг 6. 1 3) .

typedef struct { 
int v;· 

int capacity; 
.int flow; 

/* Соседняя вершина * /  
/ *  Пропускная способность ребра * /  
/ *  Поток через ребро * /  
/* Остаточная пропускная способность ребра * /  

struct edgenode *next ; /*  следующее ребро в списке * /  
edgenode ; 

Листинг 6.13. Модифицированная структура ребра

}

int residual;

Реализация 

ПОДВЕДЕНИЕ итогов 

Испол.ьзуя обход в ширину" мы  выпол няем поиск путей от истока к стоку, которые
увеличивают общий поток, и добавляем обнаруженные пути, увеличивая общий поrок.
Когда все увеличивающие пути обнаружены и добавлены в поток, процедура заверша­
ется, возвращая оптимальный поток (листинг 6. 1 4).



netflow ( flow_graph *g ,  int source,  int sink)
{

int volume; / *  Вес увеличивающего nути* /
add_residual_edges ( g ) ;
 initiali ze_search ( g ) ;
Ьfs ( g ,  source ) ;

while ( volume > 0 )  {

augment_path ( g ,  source , sink, parent , volume ) ;
initiali ze_search ( g ) ;
Ьfs ( g , source ) ;

  volume = path_volume ( g ,  source , sink,  parent ) ;

Увеличивающий путь от истока к стоку повышает объем потока; такой путь можно
найти посредством обхода в ширину соответствующего графа. Рассматриваются толь­
ко такие ребра, которые имеют остаточ ную пропускную способность, или, иными сло­
вами,  положительный остаточный поток. При обходе в ширину насыщенные и нена­
сыщенные ребра различаются с помощью процедуры, возвращающей булево значение
(листин г  6. 1 5).

bool valid_edge ( edgenode *е )  
{ 

if  ( e->residual > 0 )  return ( TRUE ) ; 
else return ( FALSE ) ;  

При увеличении пути максимально возможный объем потока перемещается из ребер
с остаточной пропускной способностью в положительный поток. Этот объем ограни­
чен ребром с наименьшей пропускной способностью, точно так же, как и  объем про­
пускаемой по водопроводу воды ограничен наиболее узкой трубой. Соответствующий
код показан в листинге 6. 1 6 .

int path_volume ( flow_graph *g ,  int start , int end , int parents [ ] ) 
{ 

edgenoae *е ;  
edgenode * find_edge ( ) ; 
i f  (parents [ end ] == -1 ) return ( O ) ; 
е = find_edge ( g , parents [ end] , end ) ; 
if ( start == parents [ end ] ) 

return ( e->residual ) ;  
eise 

/* Рассматриваемое реСро * /  

return ( rnin (path_volume ( g , start , parents [ end] , parents ) ,  
e->residual ) ) ;  

Листинг 6.14. Процедура поиска оптимального потока
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Листинг 6.15. Процедура для различения насыщенных и ненасыщенных ребер

}

}
}

volume = path_volume ( g ,  source , sink, parent ) ;

Листинг 6.16. Добавление увеличивающих путей в поток



edgenode * find_edge ( flow_graph * g ,  int x ,  int у )

{ 
edgenode *р; / * Временный указатель * /
р = g->edges [x ] ;
while (р  ! =  NULL )

if  (p->v == у ) return (p ) ;
р = p->next ;

return ( NULL ) ;

augment_path ( flow_graph *g ,  int start , int end , 
int parents [ J , int volume ) 

edgenode *е ;  /*  Рассматривqемое ребро */  
edgenode *find_edge ( ) ; 
if  ( start == end ) return ; 
е = find_edge ( g ,  parents [end] , end ) ; 
e->flow += volume ; 
e->residual -= volume ; 
е = find_edge ( g ,  end , parents [ end ] ) ;  
e->residual += volume ; 
augment_path ( g ,  start , parents [ end] , parents ,  volume ) ; 

Анализ 
Алгоритм поиска увеличивающих путей в конечном счете приходит к оптимальному 
решению. Но каждый новый увеличивающий путь может добавлять только незначи­
тельный объем к общему потоку, поэтому, теоретически, время схожден ия алгоритма 
может быть сколь угодно большим.  

Но Эдмонде (Edmonds) и Карп (Karp) в книге [ЕК72] доказали, что постоянно выбирая 
кратчайший невзвешенный увеличивающий путь, можно гарантировать, что добавле­
ние О(п3) увеличивающих путей будет достаточным для получения оптимального по­
тока. В действительности, наша реализация поиска оптимального потока и является 
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}

}

{

}

Листинг 6.17. Модификация ребер

Направление дополнительного объема потока по ориентированному ребру (i,j) умень­
шает остаточную пропускную спьсобность этого ребра, но увеличивает пропускную
способность ребра (j, i). Таким образом, действие увел ичения пути требует модифици­
рования как прямых, так и обратных ребер для каждого звена пути . Соответствующий
код показан в листинге 6. 1 7 .

Для инициализации графа потока требуется создать ориентированные ребра (i,j) и (j, i)
для каждого ребра сети е = (i,j). Все начальные потоки инициализируются в О. Перво­
начальный остаточный поток ребра (i,j) устанавливается равным пропускной способ­
ности ребра сети е, а первоначальный остаточный поток ребра (j, i) устанавливается
равным нулю.



алгоритмом Эдмондса-Карпа, т. к. для поиска следующего увеличивающего пути ис­
пользуется обход в ширину, начинающийся с истока.

Правильное моделирование является ключом к эффективному использованию алго­
ритмов для работы с графами .  Мы определили несколько свойств графов и разработа­
ли алгоритмы для их вычисления .  В каталоге задач представлено около двух десятков 
разных задач по графам. Эти классические задачи по графам предоставляют основу для 
моделирования большинства приложений .  
Но секрет успешного решения задач на графах заключается в умении разрабатывать не 
алгоритмы для работы с графами, а сами графы. Мы уже видели несколько примеров 
этой идеи .  В частности : 

+ 

Остановка для размы шлений. Нить Ариадны 

Решение. Предположительно, искомый маршрут должен соответствовать маршруту,
который бы выбрало разумное существо. А поскольку разумные существа склонны к
лени и оптимальным действиям, они выберут самый короткий маршрут. Соответствен­
но, данную задачу нужно моделировать как задачу поиска кратчайшего пути.

244 Часть I. Практическая разработка алгоритмов

максимальное остовное дерево можно найти, изменив веса ребер исходного графа G
на отрицательные и применив на получившемся графе G' алгоритм для построения
минимального остовного дерева. Остовное дерево графа G' с максимальным по мо­
дулю общим весом будет максимальным остовным деревом графа G;

+ 

для Решения задачи паросочетания в двудольном графе мы создали специальный
граф потоков в сети, в котором максимальный поток соответствует паросочетанию
максимальной мощности .

Рассматриваемые далее примеры дополнительно демонстрируют мощь правильного
моделирования.  Каждый из этих примеров возник  в реальном приложении и каждый
можно смоделировать в виде задачи на графах. Некоторые примеры довольно сложны,
но они иллюстрируют универсальность графов в представлении взаимоотношений.
Прочитав задачу, не спешите заглядывать на страницу с решением, а попытайтесь соз­
дать для нее соответствующее графовое представление.

ЗАДАЧА. Требуется алгоритм для разработки естественных маршрутов, по которым 
персонажи видеоигр могут проходить через помещения, наполненные разными препят­
ствиями .

Но что у нас будет служить графом? Один из подходов может заключаться в наложе­
нии  решетки на комнату. Для каждого узла решетки, свободного от предметов, создаем
верши ну. Между любыми двумя близлежащими вершинами обязатещ,но найдется реб­
ро, взвешенное пропорционально расстоянию между ними. Хотя для поиска кратчай­
шего пути существуют прямые геометрические методы (см. раздел  15 . 4), данную зада­
чу легче смоделировать дискретно в виде графа. •

6.6 .  Разрабатывайте не алгоритмы,
а графы



ЗАДАЧА. Проект секвенирования ДНК и меет на выходе экспериментальные данные,
СОСТОЯЩИе ИЗ небОЛЬШИХ фрагМеНТОВ. Для КаждОГО фрагмента f ИЗВеСТНО, ЧТО НеКоТО­
рые фрагменты обязательно расположены слева от него, а другие - справа. Нужно
найти непротиворечивое упорядочивание фрагментов слева направо, которое удовле­
творяет всем требованиям.

Остановка для размышлений.
Упорядочивание последовательности

Решение. Создаем граф, в котором каждая вершина представляет прямоугольник, а
перекрывающиеся прямоугол ьники соединяются ребром. Каждая корзина соответству­
ет независимому множеству прямоугольников, поэтому ни один из них не накладыва­
ется на другой. Раскраской вершин графа называется разбиение вершин  на независи­
мые множества, поэтому для нашей задачи требуется минимизировать количество цве­
тов. • 

Остановка для размышлений. Конфликт имен файлов 

Решение. Создайте двудольный граф, в котором вершины соответствуют каждому 
первоначальному имени файла/; для 1 ::::; i ::::; п, а также набор приемлемых сокращений 
ДЛЯ каждого имени /;1 , " "  fik· Соедините ребром каждое первоначальное имя и его со­
кращенный вариант. Теперь нужно найти набор из п ребер, не имеющих общих вер­
шин, соотнеся, таким образом, первоначальное имя файла с приемлемым индИвидуали­
зированным сокращением. Задача паросочетаний в двудольном графе, рассматривае­
мая в разделе 15. 6, как раз является типом задачи поиска независимого м ножества 
ребер в графе. • 

ЗАДАЧА. Произвольное множество прямоугольников в плоскости нужно распреде­
лить по минимальному количеству корзин таким образом, чтобы ни одно из подмно­
жеств прямоугольни ков в любой корзине не пересекалось с другим .  Иными словами,
в одной и той же корзине не может быть двух перекрывающихся прямоугольников.

Остановка для размышлений. 
Размещение прямоугольников по корзинам 

ЗАДАЧА. При переносе кода из операционной системы UNIX в DOS нужно сократить
имена нескольких сотен файлов до, самое большее, 8 символов. Просто использовать
первые восемь символов имени файла нельзя , т. к. имя_файлаl и имя_файла2 будут
преобразованы в одно и то же имя. Как рационально сократить имена файлов и при
этом избежать конфликтов между получивш�мися именами?

Решение. Создаем ориентированный  граф, в котором каждый фрагмент представлен

вершиной. Вставляем ориентированное ребро { / ,  f )  от любого фрагмента /, который

должен быть слева от фрагмента f, и ориентированное ребро ( f, r )  от любого фраг­
мента r, который должен быn, справа от фрагмента/ Нам нужно упорядочить верши­
ны таким образом, чтобы все ребра были направлены слева направо. Это будет топо­
логическая сортировка получившегося бесконтурного орграфа. Граф должен быть бес­
контурным, т. к. при наличии контуров (т. е. замкнутых маршрутов) непротиворечивое
упорядочивание невозможно. •
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ЗАДАЧА. Найти способ для разделения строчек текста в разрабатываемой системе
распознавания текста. Хотя между печатными строчками текста имеется свободный
промежуток, но по разным причинам, таким как помехи или перекос страницы, этот
интервал трудно выделить. Каким образом можно решить это задачу?

Замечания к главе 

Алrоритмь1 для эмуляци и  графов 
1 .  [3] Для графов из задачи 1 главы 5: 

а) Нарисуйте остовный лес, получаемый после каждой итерации основного цикла алго­
ритма Крускала. 

· б) Нарисуйте чстовный лес, получаемый после каждой итерации основного цикла алго­
ритма Прима. 

в) Найдите остовное дерево с кратчайшим путем и с корнем в вершине А .  
г) Вычислите максимальный поток от вершины А к вершине Н. 
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Остановка для размышлений. Разделение текста 

Решение. Примем следующее определение графа. Каждый пиксел изображения пред­
ставляется вершиной графа, а соседние пикселы соединяются ребром. Вес этого ребра
должен быть пропорционален степени черного цвета в пикселах. В этом графе интер­
вал между двумя печатными строчками будет путем, направленным от левого края
страницы к правому. Нам нужно найти относительно прямой путь, максимально избе­
гающий черных точек. Предполагается, что кратчайший путь в графе пикселов будет
с большой вероятностью правильным разделителем. •

Разработать действительно новый алгоритм работы с графами очень нелегко, поэтому не 
тратьте на это время. Вместо этого для моделирования стоящей перед вами задачи ста­
райтесь разработать графы, которые позволяют применить классические алгрритмы. 

ПОДВЕДЕНИЕ итогов 

Представление задачи в форме потоков в сети является эффективным алгоритмиче­
ским инструментом, но для того, чтобы понять, можно ли решить данную задачу с по­
мощью этого инструмента, требуется опыт. Для более подробного изучения данной
темы рекомендуется ознакомиться с книгами [СС97] и [АМО93] .

Система распознавания текста, вводимого с помощью кнопочного номеронабирателя
телефона, которая рассматривалась ранее в этой главе, описывается более подробно в
книге [RS96].

Метод увеличивающих путей описан Фордом (Ford) и Фулкерсоном (Fulkerson) в книге 
[FF62]. Эдмонде (Edmonds) и Карп (Karp) в книге [ЕК72] доказали, что постоянно вы­
бирая кратчайuiий невзвешенный увеличивающий путь, можно гарантировать, что до­
бавление О(п3) увеличивающих путей будет достаточным для получения оптимального 
потока. 

6. 7. Упражнен ия 



2. [3]  Будет ли путь между двумя вершинами в минимальном остовном дереве обязательно 
самим коротким путем между этими двумя вершинами в полном графе? Если да, пре­
доставьте доказательство; если нет, приведите контрпример. 

3. [3]  Допустим,  что все ребра графа имеют разный вес, т. е.  нет ни одной пары ребер с 
1 одинаковым весом. Будет ли путь между двумя вершинами в минимальном остовном 

дереве обязательно самым коротким путем между этцми двум'я вершинами в полном 
графе? Если да, предоставьте доказательство; если нет, приведите контрпример. 

6. [5] Дано минимальное остовное дерево Т графа G (содержащего п вершин и т ребер). 
К этому графу мы добавим новое ребро е = (и, v) весом w. Разработайте эффективный 
алгорнтм для построения минимального остовного дерева графа G + е. Чтобы решение 
было засчитано полностью, алгоритм должен иметь время исполнения О(п). 

7. [5] а) Дано минимальное остовное дерево Т взвешенного графа G. Создайте новый граф 
G', увеличив вес каждого ребра графа G на k. Создают ли ребра минимального остовно­
го дерева Т графа G минимальное остовное дерево графа G'? Если да, предоставьте до­
казательство; если нет, приведите контрпример. 

8. 

9. [4] Рассмотрим задачу поиска взвешенного связного подмножества ребер Т с мини­
мальным весом во взвешенном связном графе G. Вес Т состоит из суммы весов всех его 
ребер. 
а) Почему эта задача не является задачей поиска минимального остовного дерева? Под­
сказка: вспомните о ребрах с отрицательным весом. 
б) Разработайте эффективный алгоритм поиска связного подмножества Т с минимаilь­
ным весом. 

1 0. [4] Дан неориентированный граф G = ( V, Е). Множество ребер F � Е называется разры­
вающим множеством ребер (feedback-edge set), если каждый контур в графе G имеет, 
по крайней мере, одно ребро в F. · 

а) Дан невзвешенный граф G. Разработайте эффективный алгоритм поиска разрываю­
щеrо множества ребер минимального размера. 
б) Дан взвешенный неориентированный граф G с ребрами положительного веса. Разра­
ботайте эффективный алгоритм. поиска разрывающего множества ребер минимального 
веса. 
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б) Пусть Р = {s, . . . , t} описывает кратчайший взвешенный путь между вершинами s и t
взвешенного графа G. Создайте новый граф G', увеличив вес каждого ребра графа G на
k. Описывает ли Р кратчайший путь от вершины s к вершине t в графе G'? Если да, пре­
доставьте доказательство; если нет, приведите контрпример.

4. [3]  Могут ли алгоритмы Прима и Крускала выдавать разные минимальные остовные де­
ревья? Аргументируйте свой ответ.

[3] Могут ли алгоритмы Прима и Крускала работать с графами, содержащими ребра
с отрицательным весом? Аргументируйте свой ответ.

5. 

[5] Разработайте и выполните анализ алгоритма, которы й  во взвешенном графе G нахо­
дит наименьшее изменение в стоимости ребра, не являющегося ребром минимального
остовного дерева, вследствие которого изменится минимальное остовное дерево графа.
Алгоритм должен быть корректным и иметь полиноминальное время исполнения.

Минимальные остовные деревья



1 1 . [5] Модифицируйте алгоритм Прима, чтобы он исполнялся за время O(пlogk) для графа, 
у которого есть только k разных весов ребер. 

Поиск-объединение 
1 2 . [5]  Разработайте эффективную структуру данных для вы полнения таких операций на 

взвешенных орграфах: 
а) слияние двух указанных компонентов; 
б) поиск компонента, содержащего указанную вершину v; 
в) возвращение минимального ребра из указанного компонента. 

1 3 . [5] Разработайте структуру данных, которая может поддерживать выполнение последо­
вательности из т операций объедипение и поиск на универсальном множестве из п эле­
ментов, такой, что вначале выполняются все операции объединения, а за ними -
все операции поиска. Последовательность операций должна выполнять-ся за время 
О(т + п). 

Поиск кратчайшего пути 

1 5 . [3] Дано: неориентированный взвешенный граф G = ( V, Е) и его остовное дерево Т 
с кратчайшим путем и с корнем в вершине v. Если увеличить вес всех ребер графа G 
на k, останется ли Т кратчайшим остовным дерев<;>м с корнем в вершине v? 

б) Приведите пример взвешенного связного ориентированного графа G = ( V, Е) и вер­
шины v, для которых минимальное остовное дерево существенно отличается от мини­
мального остовного дерева с корнем в вершине v. 

1 7 . 

б) Допустим, что граф имеет единственное минимальное остовное дерево. Будет ли 
путь между двумя вершинами в минимальном остовном дереве неориентированного 
графа кратчайшим (имеющим минимальный вес)? 

1 8 . [5] В некоторых задачах на графах вес может присваиваться не ребрам (или не только 
ребрам), а вершинам. Пусть С,. означает вес вершины v, а С(х, у) - вес ребра (х, у). 
Требуется найти самый дешевый путь между Вуршинами а и Ь графа G. Стоимость пути 
определяется как сумма весов ребер и вершин, через которые проходит путь. 
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а) Будет ли  путь между двумя вершинами в минимальном остовном дереве неориенти­
рованного графа кратчайшим (имеющим минимальный вес) путем?

[3] а) Приведите пример взвешенного связного графа G = (V, E) и вершины v, для кото­
рых м инимальное остовное дерево и кратчайшее остовное дерево с корнем в вершине v
являются одинаковыми.

1 6 . 

[3] Докажите, что следующие утверждения верны, в противном случае приведите соот­
ветствующий контрпример.

в) Могут ли эти два типа остовных деревьев быть полностью непересекающимися?

а) Все ребра графа имеют нулевой вес, а отсутствующие ребра обозначаются бесконеч­
ным весом (со) . Вес каждой вершины С,. = 1 ( 1  S v S п). Разработайте эффективный ал-

[3] В задаче о кратчайшем пути в пункт назначения (single-destination shortest path)
требуется найти кратчайший путь из каждой вершины графа в указанную вершину. Раз­
работайте эффективный алгоритм для решения этой задачи.

1 4 . 



горитм поиска самого дешевого пути от вершины а к вершине Ь. Укажите временную
сложность этого алгоритма.

1 9. 

20. [5] Можно ли модифицировать алгоритм Дейкстры для решения задачи поиска самого 
длинного пути из заданного пункта выхода (single-source longest path), изменив тiпiтит 
на тахiтит? Если да, предоставьте доказательство; если нет, приведите контрпример. 

2 1 . [5] Дан взвешенный бесконтурный орграф G = ( V, Е), в котором, возможно, имеются 
ребра с отрицательным весом. Разработайте алгоритм с линейным временем исполне­
ния для решения задачи поиска кратчайшего пути из заданной начальной вершины v. 

22. [5] Дан взвешенны й ориентированный граф G = ( V, Е), в котором все веса полоЖителt.­
ные. Пусть v и w - вершины графа С, k- целое ч исло (k ::; 1 Vj). Разработайте ал горитм 
поиска кратчайшего пути от вершины v к вершине w, содержащего ровно k ребер. Путь 
не обязательно должен быть простым.  

23 . [5]  Арбитражем называется использование разницы в курсах обмена валют для 
получения прибыли .  Например, в те11ение короткого периода времени за 1 доллар 
США можно купить 0,75. фунта стерлингов, за 1 фунт стерлингов - 2 австра­
лийских доллара, а за 1 австралийский доллар - 0,50 доллара США. То есть осу­
ществление такой сделки принесет прибыль, равную О.75х2х0.7 = 1 .05 доллара 
США или 5%. Имеется п валют с1 ,  • • •  , Сп и таблица курсов валют R размером п х п, 
в которой указывается, что за одну единицу валюты с; можно куп ить R[i,j] единиц  
валюты cl" Разработайте и выполните анализ алгоритма для определения макси­
мального значения 

R[c1 , cn ] · R[cn , С;2] · · ·R[c;k-< 1 , C;k] · R[c;k, с1 ] 

Подсказка: ищите кратчайший путь между всеми парами вершин.  

[3 ]  Паросочетание.м в графе называется набор непересекающихся ребер, т .  е .  ребер, ко­
торые не имеют общих вершин. Разработайте алгоритм поиска максимального паросо­
четания в дереве.
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б) Вершины имеют разный вес (но обязате.Льно положительный), а вес ребер остается
прежним. Разработайте эффективный алгоритм поиска самого дешевого пYTИ от верши-
ны а к вершине Ь. Укажите временную сложность этого алгоритма.
в) Вершины и ребра имеют разны й вес (но обязательно положительный). Разработайте
эффективный алгоритм поиска самого дешевого пути от вершины а к вершине Ь. Ука­
жите временную сложность этого алгоритма.

[5] Дан ориентированный взвешенный граф G с п вершинами и т ребрами, в котором
все вершины имеют положительны й вес. Контуром (directed cycle) называется ориен­
тированный путь, который  начинается и заканчивается в одной и той же вершине и со­
держит, по крайней мере, одно ребро. Предоставьте алгоритм с временем исполнения
О(п3) для поиска контура в графе с минимальным общим весом. Чтобы решение было
зачтено частич но, время исполнения алгоритма может быть равным О(п2т).

[5] Реберным покрытием (edge cover) неориентированного графа С = ( V, Е) называется
набор ребер, ДЛЯ 1КОТОрОГО В каждую вершину графа ВХОДИТ, ПО крайней мере, ОДНО реб­
ро из этого набора. Разработайте эффективный алгоритм на основе паросочетаний для
поиска реберного покрытия максимального размера графа С.

25. 

24.  

Потоки в сети и паросочетание 



Задачи по программированию 
Эти задачи доступн ы  на сайтах http://www.programming-challenges.com и http:// 
uva.onlinejudge.org. 

1 .  Freckles. 1 1 1 00 1 / 1 0034. 

3. Rai lroads. 1 1 1 004/ 1 0039. 

4. Tourist Guide. 1 1 1 006/ 1 0 1 99. 

5 .  The Grand Dinner. 1 1 1 007/ 1 0249. 
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2. Necklace. 1 1 1 002/ 1 OOS4.



Комбинаторный поиск
и эвристические методы

Для многих задач можно найти решение с помощью методов исчерпывающего перебо­
ра, хотя временная сложность таких методов может оказаться астрономической.  
А в других ситуациях время, потраченное на поиск оптимального решения, обязатель­
но окупится в дальнейшем. Правильность работы. электрической схемы можно дока­
зать, проверив все возможные входные контакты и удостоверившись. в правильности 
выходного сигнала. Но такая проверка не всегда с;гоит затраченных на это усилий .  

Частота тактового генератора современных компьютеров достигает нескольких гига­
герц, что означает, что они могут исполнять несколько миллиардов базовых инструк­
ций в секунду. Так как осуществление. какой-либо представляющей интерес операции 
более высокого уровня требует нескольких сот базовых инструкций, то можно ожи­
дать, что за секунду мы можем просмотреть несколько миллионов .элементов. 

Но важно им.еть Представление, насколько велик один миллион. Оди н  м иллион пере­
становок означает все возможные упорядочивания приблизительно 1 О или 1 1 объектов, 
но не больше. Один миллион подмножеств означает все возможные комбинации около 
20 элементов, но не более. Решение задач существен но большего размера требует тща­
тельного сокращения пространства поиска, чтобы обработке подвергал ись только дей­
ствительно имеющие важность элементы. 

В этой главе представляется метод перебора с возвратом, применяющийся для пере­
числения всех возможных решений комбинаторной алгоритмической задачи .  Также 
приводится иллюстрация хитроумн ых методов отсечения тупиковых решений для ус­
корения работы реальных поисковых приложений .  Кроме этого, для решения задач, 
слИшком больших для решения методом полного перебора всех комбинаций,  'рассмат­
риваются эвристические методы, такие как имитация отжига. Такие эвристические ме­
тоды являются важными инструментами в наборе любого практикующего алгориста. 

7 . 1 . Перебор с возвратом 
Перебор с возвратом позволяет систематически . исследовать все возможные конфигу­
рации области поиска. Эти конфигурац'ии могут представлять все возможные располо­
жения объектов, т. е. перестановки, или все возможные наборы объектов, т. е. подмно� 
жества. В других ситуациях может потребоваться выполнить перечисление всех Де­
ревьев графа, всех путей между двумя вершинами или всех возможных . способов 
группирования вершин по цветам . 

Общий момент в этих задачах - то, что каждую возможную конфигурацию нужно 
сгенерировать ровно один раз. Запрет как на повторение, так и на пропуск конфигура­
ций означает, что нам нужно определить четкий порядок их генерирования. Мы будем 
моделировать наше решение в виде вектора а = (а1 , а2, • • •  , ап), в котором каждый эле-

ГЛАВА 7



При переборе с возвратом создается дерево, в котором каждая вершина представляет 
частичное решение. Если узел у создан в результате перехода от узла х, то эти узлы со­
единяются ребром . Такое дерево частич ных решений предоставляет альтернативный 
взгляд на перебор с возвратом, т. к. процесс создания решений в точности соответству­
ет процессу обхода в глубину дерева перебора с возвратом. Рассматривая перебор с 
возвратом как обход в глубину неявного графа, мы создаем естественную рекурсивную 
реализацию базового алгоритма, псевдокод крторого показан в листинге 7. 1 .  

Backtrack-DFS (A, k )  

else 
k = k + l 

compute Sk 
whi le sk '# 0 do 

ak = an element in Sk 

Backtrack-DFS (А, k )  

Хотя для перечисления решений можно было б ы  также применить и обход в ширину, 
обход в глубину намного предпочтительнее, т. к. он занимает меньше места. Текущее 
состояние поиска полностью представляется путем от корня к текущему узлу обхода 
в глубину. Требуемое для этого место пропорционально высоте дерева. А при обходе 
в ш ирину в очереди сохраняются все узлы текущего уровня, для чего нужно место, 
пропорциональное ширине дерева поиска. Для

_ 
большинства представляющих интерес 

задач ш ирина дерева возрастает экспоненциально по отношению к его высоте. 

Реализация 
Код алгоритма перебора с возвратом показан в листинге 7.2. 

bool finished = FALSE ; /* Найдены все решения? * /  
backtrack ( int а [ ] , int k ,  data input ) 
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Листинг 7.1. Перебор с возвратом

if  А = ( a i .  а2 ,   . . . ,   ak )  является решением, выводим его

sk = sk - ak

Листинг 7.2. Реализация алгоритма перебора с возвратом	

мент а; выбирается из конечного упорядоченного множества S,. Такой вектор может
представлять конфигурацию, в которой а; содержит i-й элемент перестановки. Или же
этот вектор может представлять заданное подмножество S, где а; истинно тогда и толь­
ко тогда, когда i-й элемент содержится в S.  Этот же вектор может также представлять
последовательность ходов в игре или путь в графе, где а; содержит i-й элемент после­
довательности .

На каждом этапе алгоритма перебора с возвратом м ы  п ытаемся расширить данное час­
тичное решение а =  (а1 , а2, • • • , щ), добавляя следующий элемент в конец последова­
тельности .  После расширения последовательности нам нужно проверить, не содержит
ли она пол ного решения, и если содержит, то можем ли мы вывести или вычислить его.
В противном случае нам нужно выяснить, существует ли возможность расширения
частич ного решения к полному решению.



iпt c [МAXCANDIDATES ) ;  / * Кандидаты ДЛЯ следующей позиции * /  
iпt пcaпdidates ;  · / *  Количество кандидатов на следующую позицию* / 
iпt i ;  / *  Счетчик * / 
if  ( is_a_solution ( a ,  k, input ) )  

process_solutioп ( a ,  k ,  input ) ;  
else { 

k = k+l ;  
construct_candidates ( a ,  k ,  input ; с , &пcandidates ) ; 
for ( i=O ; i<ncaпdidates ; i++ ) { 

a [ k ]  = c [ i ] ; 
make _move ( a ,  k, iпput ) ;  
backtrack ( a ,  k ,  input: ) ; 
unrnake_move ( a ,  k , iпput ) ; 
i f  ( fiпished ) return ; / *  Досрочное завершение* /  

Метод перебора с возвратом обеспечивает правильность результата, перечисляя все 
возможные комбинации, а эффективность обеспечивается тем,  что н икакое состояние 
не исследуется более одного раза. 

Изучите, как рекурсия позволяет создать легкую и элегантную реализацию ал горитма 
перебора с возвратом: Так как при каждом рекурсивном вызове создается новый мас­
сив кандидатов с, то подмножества еще не рассмо;гренных кандидатов на расширение 
решения в каждой позиции не будут пересекаться друr с другом .  

Алгоритм содержит пять процедур, специфичных для конкретных приложений :  

+ is_a_solution ( a ,  k ,  input ) .  Эта булева функция проверяет, составляют л и  первые k 
элементов вектора а полное решение данной задачи.  Последний аргумент, iпput, 
позволяет передавать в процедуру общую информацию. Например, с его помощью 
можно указать значение п, представляющее заданный размер решения. Эта инфор­
мация может быть полезной при создани и  перестановок или подмножеств из п эле­
ментов, но при создании объектов переменного размера, таких как последователь­
ности ходов игры, можно передавать другие данные, более соответствующие ситуа­
ции; 

+ construct_caпdidates ( а ,  k ,  iпput , с ,  пcandidates ) . Эта процедура записывает в мас­
сив с полный набор возможных кандидатов на k-ю позицию вектора а, при задан� 
ном содержимом первых k·- 1 позиций.  Количество кандидатов, содержащихся в 
этом массиве, зано_сится в переменную пcandidates. Так же, как в предыдущей 
функции, аргумент input можно использовать для передачи в процедуру вспомога­
тельной информации; 

+ process_solutioп (а ,  k ,  input ) .  Эта процедура выводит, вычисляет или иным обр�tюм 
обрабатывает полное решение после его создания; · 

+ make_move ( a , k ; input ) и unrnake_move ( a , k , iпput ) .  Эти процедуры позволяют моди­
фицировать структуру данных в ответ на последнее перемещение, а также очистить 
структуру данных, если мы решим отменить это перемещение. При необходимости 
эту структуру можно было воссоздавать с нуля на основе вектора решений а, но 
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}

{

}
}



этот подход не является эффективным,  когда с каждым перемещением связаны из­
менения, которые можно с легкостью отменить. 

Эти процедуры функционируют в виде заглушек (т. е. ничего не делают) в вызовах 
процедуры ьacktrack ( ) во всех примерах этого раздела, но применяются в про­
грамме решения головоломок судоку в разделе 7. 3. 

Чтобы по-настоящему понять принцип работы алгоритма перебора с возвратом, нужно 
разобраться, как м9жно создавать такие объекты, как перестановки и подмножества. 
определяя правильное пространство состояний .  Несколько примеров пространств со­
стояний  рассматривается в последующих подразделах. 

7.1.1. Генерирование всех подмножеств 

is_a_sdlution ( int а [ ] , int k ,  int n ) . 

return ( k  == n ) ; /* k == n? * /  

construct_candidates ( int а [ ] , int k ,  int n ,  int с [ ] , int *ncandidates ) 

с [ О ]  = TRUE ; 
с [ 1 ]  , = FALSE ; 
*ncandidates = 2 ;  

process_solution ( int а [ ] , int k )  
{ 

int i ;  
printf ( " { " )  ; 

for ( i=l ; i<=k; i++ ) 
if  ( a [ i ]  == TRUE ) printf ( "  %d" , i ) ; 

printf ( "  } \n" ) ; 

/* Счетчик* / 
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Листинг 7.3. Реализация базовых процедур процедуры backtrack()

{

}

{

{

}

}

Для внепланового завершения программы испощьзуется глобальный флаг finished,
который можно установить в любой прикладной процедуре.

вается содержащимися в нем элементами .  Чтобы сгенерировать все 2п подмножеств,
мы  создаем массив (вектор) из п ячеек, в котором булево значение а; указывает, содер­
жит ли данное подм ножество i-й элемент. В схеме нашего общего алгоритма перебора
с возвратом Sk = (true, false), в то время как значение а является решением при k = п.
Теперь мы можем сгенерировать все подмножества, используя простые реализации
процедур is_a_ solution ( ) '  construct_candidates ( )  и process_solution ( ) ' показанные
в листинге 7.3 .

Критическим вопросом при разработке пространств состояний для представления ком­
бинаторных объектов является количество объектов, которые нужно представить.
Сколько существует подмножеств множества из п элементов, например, множества
целых чисел { 1 , . . . ,  п } ?  Для п = 1 существует два таких подмножества - { }  и { 1 } . Для
п = 2 существует четыре подмножества, а для п = 2 - восемь. Как видим, количество
подмножеств удваивается с каждым новым элементом множества; таким образом, для
м ножества из п элементов существует 2п подмножеств. Каждое подмножество описы­



Самой сложной из этих трех процедур оказывается процедура для вывода каждого 
подмножества после его создания ! 

Наконец, при вызове процедуры ьacktrack ей нужно передать соответствующие аргу­
менты. Конкретно, это означает предоставление указателя на пустой вектор решения, 
установление k в ноль для обозначения того, что вектор пустой, и указание количества 
элементов в универсальном м ножестве (листинг  7.4). 

generate_suЬsets ( int n) 
{ 

int а [NМАХ] ;  /*  Вектор решений * i 

backtrack ( a , 0 , n ) ; 

В каком порядке будут генерироваться подмножества м ножества { 1 ,  2, 3 } ?  Это зависит 
от порядка перемещений, выполняемых в процедуре construct�candidates. Так как · trие 
всегда идет пepeд false, то сначала будут сг,енерированы все подмножества для true, а 
пустое подмножество, состоящее из всех false, генерируется последни м :  { 1 23 } ,  { 1 2 } ,  
{ 1 3 } , { 1  } ,  {23 } ,  { 2 } ,  { 3 } ,  { } .  

Изучите внимательно этот пример и убедитесь, что в ы  понимаете, как работает про­
цедура перебора с возвратом. Задача генерирования подмножеств рассматривается 
более подробно в разделе 14. 5. 

7.1 .2. Генери рование всех перестановок 

В схеме общего алгоритма перебора с возвратом Sk = { 1 ,  . . .  , п }  - а, причем значение а 
является решением, когда k = п. Соответствующая процедура construct _ candidates ( )  
·представлена в листинге 7 .5 .  

construct_candidates ( int а [ ] , int k ,  int n ,  int с [ ] , int *ncandidates ) 

int i ;  /*  Счетчик * /  
bool in_perm [NМAXJ ; / *  какие элементы в перестановке? * /  

Глава�7.�Комбинаторный�поиск�и�эвристические�методы 255

Листинг 7.4. Вызов процедуры backtrack() для генерирования подмножеств

{

}

Листинг 7.5. Процедура construct_candidates() для генерирования всех перестановок

Этот способ Подсчета количества перестановок подсказывает подходящую структуру
для их представления. В частности, создаем массив (вектор) а из п ячеек. Набором
кандидатов на i-e место будет набор элементов, которые не вошли в (i - 1 )  элементов
частичного решения, что соответствуе1' первым i - 1 элементам перестановки.

Обязательным предварительным условием генерирования перестановок множества
элементов { \ ,  . . . , п} является подсчет их количества: Для первого элемента перестанов­
ки имеется п вариантов. Вторым элементом может быть любой из оставшихся п - \
элементов, т. к. в перестановках повторение элементов не допускается. Последователь-

ное ПрИМеНеНИе ЭТОЙ Процедуры дает НаМ n ! = п:�I i разНЫХ ПерестаНОВОК.



*ncandidates = О ;  
for ( i=l ; i<=n; i++ ) 

if ( in_perm [ i ]  == FALSE )  ( 

с [  *ncandidates ] = i ;  
*ncandidates = *ncandidates + 1 ;  

}

Узнать, является л и  i кандидатом на k-e место в перестановке, можно путем перебора
всех элементов k - 1 массива а, чтобы убедиться в отсутствии совпадений.  Но гораздо
лучший способ отслеживания элементов, находящихся в частичном решении, - орга­
низовать структуру данных в форме вектора разрядов (см.  раздел 12. 5). что позволит
нам выполнять проверку за постоянное время.

process_solution ( int а [ ] , int k )  
( 

int i ;  / *  Счетчик * /  
for ( i=l ; i<=k; i++ ) print f ( "  %d" , a [ i ] ) ;  
printf ( " \n" ) ; 

is_a_solution ( int а [ ] , int k ,  int n ) 

return ( k  == . n ) ; 

generate_permutations ( int n )  
( 

int а [NМАХ] ; 
backtrack ( a , 0 , n ) ; 

/ *  Вектор решений * /  

В результате упорядочения кандидатов эти перестановки генерирую:,rся в отсортиро­
ванном порядке, т. е. 1 23 ;  1 32, 2 1 3 , 23 1 ,  3 1 2  и 32 1 . Задача генерирования перестановок 
рассматривается бQлее подробно в разделе 14. 4. 

Задача перечисления всех простых путей от вершины s к вершине t графа является бо­
лее сложной, чем перечисление подмножеств или перестановок множества элементов. 
Не существует явной формулы для определения количества решений в зависимости от 
количества вершин и ребер, т. к. количество путей зависит от структуры графа. 
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for ( i=l ; i<NМAX; i++ ) in_perm [ i ]  =  FALSE ;

for ( i=O ; i<k ;  i++ ) in_perm [  a [ i ]   ]   = TRUE ;

}

}

}

}

{

Листинг 7.6. Процедуры генерирования перестановок

7.1.3. Генерирование всех путей в графе

Для завершения программы генерирования перестановок необходимо определить ис­
пользуемые в ней процедуры process_solution и is_a_solution, а также передать необ­
ходимые параметры вызываемой процедуре ьacktrack. Как определение процедур, так
и передача параметров выполняется, по сути, так же, как и для программы генерирова­
ния подмножеств (листинг 7.6).



Начальной точкой любого пути от вершины s к вершине t всегда является вершина s,
т. е. вершина s является единственным кандидатом на  первое место и S1 = {s } .  Воз-.
можными кандидатами на второе место в пути являются такие вершины v, для которых
ребро (s, v) находится в графе, т. к. допустимый путь от вершины к вершине идет по
ребрам между ними.  Вообще говоря, м ножество Sk +  1 состоит из набора вершин, смеж­
ных с вершиной а*, которые не были  использованы в частичном решении А. Определе­
ние соответствующей процедуры construct_ candidates ( )  приводится в листинге 7 .  7.

construct_candidates ( int а [ ] , int k, int n, int с [ ] , int *ncandidates )  

int i ;  
bool in_sol [NМAX] ; 
edgenode *р; 

/ *  Счетчики */ 
/ *  Что уже находится в решении? * /  
/ *  Временный указатель * /  

int last ; 
for ( i=l ; 
for ( i=l ; 
if ( k==l ) 

/ *  Последняя вершина в текущем nути * /  
i<NМAX; i++ ) in_sol [ i ]  = FALSE ; 
i<k;  i++ ) in_sol [ a [ i ]  ] = TRUE ; 

с [ О ]  = 1 ;  

else 
*ncandidates = О ;  
last = а [ k-1 ] ; 
р = g . edges [ last ) ; 
while (р ! =  NULL ) ( 

/ *  Всегда начинаем с вершины 1 * /  

if  ( ! in_sol [ р->у ] )  ( 
c [ *ncandidates ] · = р->у; 
*ncandidates = *ncandidates + 1 ;  

р = p->next ; 
} 

Условием правильного пути является щ = t. Процедуры для определения решения и его 
обработки приводятся в листинге is.  

is_a_solution ( int а [ ] , int k ,  int t )

return ( a [ k ]  == t ) ;

process_solution ( int а [ ] , int k )
(

solution_count ++; / *  Подсчитываем все пути от s к t * /
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Листинг 7.7. Процедура construct_candidates() для перечисления всех путей в графе

{

}

{

{

{

}
}

}

}

Листинг 7.8. Процедуры для определения решения и его обработки

*ncaпdidates  =   1 ;



Вектор решений A должен иметь достаточно элементов для представления всех п вер­
шин, хотя, скорее всего, для большинства путей они не понадобятся. На рис. 7. 1 пока­
зано дерево поиска с перечислением всех путей между определенной парой вершин
графа.

7.2. Отсечение вариантов поиска 
Метод перебора с возвратом обеспечивает правильность результата, перечисляя все 
возможные комбинации.  Перечисление всех п !  перестановок п вершин графа и выбор 
наилучшей из них дает нам правильный алгоритм для определения оптимального мар­
шрута коммивояжера. Для каждой перестановки мы можем видеть, в действительности 
ли граф G содержит все ребра, указываемые в маршруте, и если содержит. то веса всех 
ребер суммируются. 

Но предварительное генерирование всех перестановок для их дальнейшего исследова­
ния будет расточ ительным расходованием ресурсов. Допустим, что наш путь начинает­
ся в вершине v1 , но ребро (v 1 , v2) не является частью графа G. Тогда рассмотрение сле­
дующих (п - 2) ! перестановок, сгенерированных, начиная с ребра (v1 ,  v2), будет бес­
смысленной тратой времени. Разумнее отказаться от поиска после (v 1 ,  v2) и продолжить 
с (v1 , v3). Ограничение набора следующих элементов таким образом, чтобы остались 
лишь перемещения, допустимые для текущей частичной конфигурации, позволяет зна­
чительно понизить сложность поиска. 

Отсечением {pruning) называется метод прекращения поиска решения, как только 
установлено, что данное частичное решение невозможно расширить до полного. Зада­
ча коммивояжера состоит в определении  самого дешевого маршрута, который nрохо­
�ит через все вершины.  Допустим, что мы нашли маршрут t со стоимостью С,. Потом в 
процессе продолжения поиска мы получаем частичное решение с суммой стоимости 
вершин СА > С,. Нужно л и  продолжать исследование этого узла? Нет, так как любой 
маршрут а1 , • • •  , щ с этим префиксом будет стоить больше, чем маршрут t, и поэтому 
наверняка не является оптимал ьным.  Отсечение таких бесперсnективных частичных 
маршрутов на раннем этапе может существенно улучшить время исполнения. 

t = 3 5
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42

s = 1
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1

2

33

432532543
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Рис. 7. 1 .  Граф (а) и дерево поиска со всеми путями между вершинами s и t (б)
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Другим средством уменьшения вариантов возможных решений комбинапорного поис•
ка является применение симметрии.  Отсечение частичнь.1х решений, идентичных рас­
смотренным ранее, требует умения распознавать симметричные области поиска. Возь­
мем, например, состояние поиска кратчайшего пути после того, как были рассмотрены
все частичные решения, начиная с v1 • Есть ли смысл nродолжать поиск с частичными
решениями, начинающимися с v2? Нет. Любой маршрут, начинающийся и заканчи­
вающийся в вершине v2, можно рассматривать как смещенный маршрут, начинающий­
ся и заканчивающийся в вершине v1 , т. к. эти маршруты являются циклами.  Таким об­
разом, для п вершин существует только (п - 1 ) !  разных маршрутов, а не п ! .  Ограничи­
вая первый элемент маршрута вершиной v1 , мы получаем экономию времени порядка
п, не пропуская при этом никаких представляющих интерес решений .  Такие законо­
мерности могут быть далеко не очевидными,  но, когда они обнаружены, их можно экс­
плуатировать.

Головоломки судоку очень популярны во всем мире. Многие газеты печатают их в
своих дневных выпусках, выпущены целые сборники этих головоломок. О популярно­
сти судоку можно судить по тому факту, что авиакомпания British A irways издала при�
каз, запрещающий бортпроводникам решать их во время взлета и посадки. Я даже за­
метил, что во время моих лекций по алгоритмам в задних рядах аудитории довольно
многие занимаются решением этих головоломок.

а) б) 

1 2
3 5

6 7

7 3
4 8

1

1 2
8 4
5 6

6 7 3 8 9 4 5 1 2
9 1 2 7 3 5 4 8 6
8 4 5 6 1 2 9 7 3

7 9 8 2 6 1 3 5 4
5 2 6 4 7 3 8 9 1
1 3 4 5 8 9 2 6 7

4 6 9 1 2 8 7 3 5
2 8 7 3 5 6 1 4 9
3 5 1 9 4 7 6 2 8
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7.3. Судоку 

Что же представляет собой судоку? В наиболее распространенной форме это квадрат
размером 9 х 9 клеточек, некоторые из которых содержат цифры от 1 до 9, а остальные
пустые. Решение головоломки состоит в заполнении пустых клеточек таким образом,
чтобы каждая строка, каждый столбец и каждый малый квадрат размером 3 х 3 кле­
точки, содержали все цифры ОТ ] ДО 9, без повторений И без пропусков. Пример ГОЛО­
ВОЛОМКИ судоку и ее решение показаны на рис. 7.2.

Комбинаторный поиск можно использовать совместно с методами отсечения для решения
задач оптимизации небольшого размера. Смысл понятия "небольшой" зависит от кон­
кретной задачи, но обычно размер составляет 1 5  S п S 50 элементов.

ПОДВЕДЕНИЕ итогов 

Рис. 7.2. Головоломка судоку (а) и ее решение (б}



Вектор решения а, поддерживаемый процедурой backtrack, может содержать в каждой 
ячейке только одно целое число. Этого достаточно для хранения содержимого клеточ­
ки (числа 1 -9), но не для хранения ее координат. Поэтому для хранения позиций ходов 
мы используем отдельный массив boardtype. Основные структуры данных для под­
держки нашего решения определены в листинге 7.9. 

#define DIMENSION 9 / *  Доска размером 9 * 9  * /
#define NCELLS DIMENSION*DIMENSION / *  Н а  доске 9 * 9  имеется 8 1  клеточка * /
typedef struct

int х, у; /* Координаты х и у клеточки * /
) point ;

/ * Матрица содержимого доски * /
/ *  Количество оставшихся пусть� клеточек * /

point move [NCELLS+l ] ;  / *  как были заполнены клеточки * /
boardtype;

construct_candidates ( int а [ ] , int k, boardtype *boarQ, 
int c [ ] , int *ncandidates ) 

int х , у;  / * Позиция следующего хода */ 
int i ;  · / *  Счетчик * / 
bool possiЬle [ DIMENSION+l ] ; / * Какие числа можно использовать 

для данной клеточки * /  
next_square ( &x , &y , board) ; / * Какую клеточку заполнять следующей * /  
board->move [ k ] . x  = х ;  / * Сохранение выбора следующей клеточки * /  
board->move ( k ]  . у = у ;  
*ncandidates = О ;  
if  ( ( х<О ) & &  ( у<О ) ) return ; / *  Ошибка : нет доnустимь� ходов * /  
possiЫe_values (x , y , board, possiЬle ) ;  
for ( i=O ; i<=DIMENSION ;  i++ ) 
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Листинг 7.9. Определение основных структур данных

Судоку хорошо поддается решению методом перебора с возвратом . Мы используем
головоломку на рис. 7.2 для лучшей иллюстрации  этого алгоритмического метода.
Пространством состояний будут пустые клеточки, каждая из которых будет в конечном
итоге заполнена какой-либо цифрой . Кандидатами на заполнение пустой клеточки (i, j)
являются целые числа от 1 до 9, которых еще нет в строке i, столбце j и в малом квад­
рате, содержащим клеточку (i, j). Возврат осуществляется, когда больше нет кандида­
тов на заполнение клеточки.

Листинг 7.10. Генерирование кандидатов на заполнение клеточки

{

}

int freecount ;

typedef struct 
int m [ DIMENSION+l ] [ DIMENSION+l ] ; 

{

{

На очередном шаге игры мы должны сначала выбрать открытую клеточку, которую
хотим заполнить следующей (процедура next_square), затем определить числа, являю­
щиеся кандидатами на заполнение этой клеточки (процедура possiЫe_values) . Эти
процедуры (листинг  7. 1 О), по сути, ведут учет ходов, хотя некоторые детали их рабЬты
могут сильно повлиять на производительность.



if  (possiЬle [ i ] == TRUE ) { 
c [ *ncandidates ]  = i ;  
*ncandidate

·
s = *ncandidates + 1 ;  

Структуры данных игровой доски необходимо обновлять, чтобы отображать заполне­
ние клеточки значением кандидата, а также очищать заполненные клеточки в случае 
необходимости возврата с данной позиции. Для выпол нения этих обновлений исполь­
зуются процедуры make_move и unmake_move (листинг 7. 1 1 ), которые вызываются непо­
средственно из процедуры backtrack. 

make_move ( int а [ ] ,  int k ,  boardtype *board ) 
{ 

unmake_move ( int а [ ] , int k, boardtype *board) 
{ 

free_square (board->move [ k ]  . x , board->move [ k ]  . y , board ) ; .  

Одной из важных задач, выпол няемых этими процедурами, является отслеживание ко­
личества остающихся на доске пустых клеточек. Решение найдено, когда на доске 
больше нет пустых клеточек (листин г  7. 1 2). 

is_a_solµtion ( int а [ ] , int k ,  boardtype *board )
{

if  (board->freecount  ==  0 )
return ( TRUE ) ;

else
return ( FALSE )  ;

process_solution ( int а [ ] , int k ,  boardtype *board ) 
{ 

print_board (board ) ; 
finished = TRUE ; 
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}
}

}

}

fill_square (board->move [ k ]  . х ,  board->move [ k ] . . у, a [ k ] , board ) ;

Листинг 7.11. Процедуры make_move и unmake_move

}

Листинг 7.12. Процедура отслеживания пустых клеточек

Листинг 7.13. Завершение поиска и обработка решения

}

Когда решение найдено, устанавливается глобальный  флаг finished, что служит сигна­
лом к  прекращению поиска и выводу решения. Это можно делать, не опасаясь никаких
последствий,  т. к . классические головоломки судоку могут иметь только одно решение.
Головоломки с расширенной интерпретацией могут иметь громадное количество ре­
шений.  В самом деле, для пустой головоломки (т. е. без начальных цифр) существует
6 670 903 752 02 1 072 936 960 решений .  Чтобы не просматривать все эти решения, мы
и прекращаем поиск (листинг  7 . 1 3).



+ 

+ 

Если для клеточки с наименьшим количеством кандидатов имеется два кандидата, то 
вероятность угадать правильный из них с первого раза равна 1 /2, по сравнению с веро­
ятностью 1 /9 угадать правильного кандидата для клеточки без ограничений на количе­
ство кандидатов. Уменьшив  среднее количество кандидатов для каждой клеточки, на­
пример, с трех до двух, мы получ им громадное повышение производительности, т. к. 
это уменьшение дает прогрессивный выигрыш для каждой следующей клеточки. На­
при мер, если нам нужно заполнить 20 клеточек, то два кандидата на каждую клеточку 
дают l 048 576 возможных вариантов заполнения. А уровень ветвления, равный 3, для 
каждой из 20 клеточек дает в 3 ООО раз .больше вариантов! 

Выбрать возможных кандидатов для каждой клеточки можно двумя способами. 

+ Локальный выбор. Наш алгоритм перебора с возвратом выдаст правильный резуль­
тат, если процедура генерирования кандидатов на заполнение клеточки (i, j), т. е. 
процедура possiЫe_values, действует очевидным образом и предоставляет на вы­
бор цифры от 1 до 9, которых еще нет в данной строке, столбце или малом квадрате. 

Со временем м ы  подойдем к этой другой клеточке, обнаружим, что для нее нет дей­
ствительных кандидатов, и нам придется возвращаться назад. Но зачем вообще ид­
ти к этой клеточке, если все затраченные на это усилия будут напрасными? Будет
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Эта процедура завершает нашу программу, но остается необходимость в написании
процедур для определения следующей клеточки для заполнения (next_square) и поиска
кандидатов на заполнение этой клеточки (possiЫe_values). Для выбора следующей
клеточки для запол нения подходят два способа.

Выбор произвольной клеточки. Выбираем первую попавшуюся пустую клеточку.
Нам все равно, какую выбирать, поскольку нет очевидных оснований  считать, что
один эвристический метод окажется лучше другого.

Выбор клеточки с наи.меньитм количеством кандидатов. При этом подходе мы
проверяем количество оставшихся кандидатов на заполнение каждой пустой кле­
точки (i, j), т. е. количество цифр, которые еще не используются ни в строке i, ни в
столбце j, ни в малом квадрате, содержащим клеточку (i, j). По результатам этих ис­
следований мы выбираем клеточку с наименьшим кол ичеством кандидатов на ее
заполнение.

Хотя оба подхода дают правильные результаты, второй позволяет найти решение на­
много быстрее. Часто имеются пустые клеточки только с одним кандидатом, которые
нельзя заполнить иной цифрой, кроме как этим единственным оставшимся кандида­
том·. Такие клеточки вполне можно заполнить на дан ном этапе, т. к. это поможет
уменьшить количество возможных кандидатов для заполнения других пустых клето­
чек. Конечно же, в этом случае выбор каждой следующей клеточки для .  заполнения
будет занимать больше времени, но если головоломка достаточно легкая, то нам, мо­
жет быть, никогда не придется выполнять возврат.

Просмотр вперед. Что будет, если для нашего текущего частичного решения суще­
ствует какая-то другая пустая клеточка, для которой локальные критерии не остав­
ляют кандидатов? В таком случае данное частичное решение невозможно довести
до пол ного. Получается, что ситуация вокруг какой-то другой клеточки делает дей­
ствительное количество кандидатов для клеточки (i, j) равным нулю!

+ 



Низкий Средний Высокий 

произвольное значение локальный выбор 1 ,904,832 863,305 программа 
не завершена 

произвольное значение будущий выбор 1 27 1 42 1 2,507,2 1 2  

наименьшее количество локальный выбор 48 84 1 ,243 .838 
кандидатов 

наименьшее количество будущий выбор 48 65 \ 0,374 
кандидатов 
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В табл. 7. 1 показано количество вызовов процедуры определения решения
is_a_solution для всех четырех комбинаций выбора следующей клеточки и возможных
кандидатов для трех разных уровней сложности головоломки судоку.

Головоломка средней сложности оказалась не под силу ни  одному из вышедших в
финал участников Мирового чемпионата по судоку в марте 2006 года. Но для про­
граммы потребовалось только несколько возвратов, чтобы решить эту головоломку.

Условие отсечения Уровень сложности 

next _square possiЬle_values 

Таблица 7 . .1 . Количество шагов для получения решения при разных стратегиях отсечения 

1 Этот подход с просмотром вперед мог бы естественным образом следовать из подхода вы-
бора клеточки с наименьшим количеством. кандидатов, если бы было разрешено выбирать
клеточки, для которых нет кандидатов. Но в моей реализации уже заполненные клеточки
рассматривались, как не имеющие ходов, что ограничивает выбор следующей клеточки
клеточками, по крайней мере, с одним кандидатом.

Что считается головоломкой высокого уровня сложности, ;Jависит от применяемого для 
ее решения эвристического алгоритма. Несомненно, среди ваших знакомых есть люди, 
которым теория кажется труднее, чем практическое программирование, а есть .и такие, 
кто думает иначе. Алгоритм А вполне может считать, что заДача /1 легче, чем задача /2, 
в то время как алгоритм В видит трудность этих задач в обратном порядке. 

намного выгоднее выполнить возврат к текущей позиции и продолжить поиск
в другом направлении 1 •

Для успешного отсечения непродуктивных ветвей поиска требуется просмотр вперед,
позволяющий обнаружить, что данный путь решения является тупиковым, и возвра­
титься из него на новый как можно раньше.

Головоломка низкого уровня сложности предназначена для решения человеком, а
не компьютером.  В действительности, моя программа решила ее без единого воз­
врата, когда для следующей клеточки выбиралась клеточка с наименьшим количе­
ством кандидатов.

+ 

+ 

Головоломка высокого уровня сложности показана на рис. 7 .2 и содержит только
1 7  заполненных клеточек. Это наименьшее известное количество заполненных кле­
точек на всех экземплярах задачи, которое дает только одно полное решение.

+ 



Разумный подход к выбору следующей клеточки имел аналогичный эффект, хотя тех­
нически мы просто изменяли порядок выполнения работы. Но обработка клеточек с
наименьшим количеством кандидатов первыми равнозначна понижению исходящей
степени каждого узла дерева, а каждая заполненная клеточка уменьшает количество
возможных кандидатов для других клеточек.

Вот так проявляется вся мощь отсечения тупиковых вариантов поиска. Использование 
даже простых стратегий отсечения может значительно уменьшить время исполнения. 

7.4. История из жизни . 
Покрытие шахматной доски 
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Каждый ученый мечтает о решении классической задачи - такой, которая оставалась
нерешенной в течение нескольких столетий .  Есть что-то романтическое в общении
с ушедшими поколениями, участии в эволюционном развитии научной мысли и оказа­
нии  помощи человечеству на его пути вверх по лестнице технического прогресса.

При произвольном выборе следующей клеточки решение головоломки на рис. 7.2 за­
няло почти час. Несом1-1енно, моя программа решила большинство других головоломок
быстрее, но головоломки судоку предназначены для решения людьми за гораздо
меньшее время. Выбор клеточки с наименьшим количеством кандидатов позволил со­
кратить время поиска более чем в 1 200 раз.

Какие выводы мы можем сделать из этих экспериментов? Предварительное исследова­
ние дальнейших вариантов решения с целью отсечения тупиковых является самым
лучшим способом разрежения пространства поиска. Без применения этой операции мы
никогда не решили бы головоломку самого высокого уровня, а более легкие голово­
ломки решили в тысячи раз медленнее.

Задача может оставаться нерешенной в течение длительного времени по разным при­
чинам .  Возможно, она такая трудная, что для ее решения требуется уникальный мощ­
ный  интеллект. Или же, возможно, еще не  были разработаны идеи или методы, тре­
буемые для решения данной задачи .  Наконец, возможно, что задача никого не заинте­
ресовала настолько, чтобы он всерьез занялся ею. Однажды я помог решить задачу,
которая оставалась нерешенной свыше сотни лет.

Отрубив изобретателю голову, правитель был первым, кто применил метод отсечения
в качестве меры контроля комбинаторного взрыва.

Люди увлекаются игрой в шахматы в течение тысяч лет. Эффект комбинаторного
взрыва был впервые зафиксирован в легенде, согласно которой изобретатель шахмат
запросил у правителя в качестве награды за свое изобретение самую малость - ОДНо
зерно пшеницы на первое поле шахматной доски, два - на второе и т. д., т. е. вдвое
больше на каждое следующее (i + 1)-е поле, чем на предыдущее i-e. Но когда правитель

зерен пшеницы, то его ликование п о  поводу приобретения такой замечательной игры
по такой низкой цене сменилось негодованием по поводу алчности и коварства изобре­
тателя.

узнал, что ему придется раскошелиться на 
∑

i = 2 64
- 1 = 1 8  446 744 073 709 55 1 6 163

=0 2i



В 1 849 г. немецкий гроссмейстер Йозеф Клинг  (Josef Кl iпg) поставил вопрос, возмож­
но ли одновременно держать под ударом все 64 поля шахматной доски восемью
основными фигурами — королем, ферзем, двумя конями,  двумя ладьями и двумя сло­
нами  разного цвета. Фигуры не держат под ударом поле, на котором они находятся .
Расстановки фигур, которые держат под ударом 63 поля, подобные показанным на
рис. 7.3, были известны с далеких времен, но вопрос, являются ли такие расстановки
наилучшими возможными, оставался открытым.

Рис. 7.3. Расстановки фигур, ставящие под удар 63 поля,
но не все 64

Рис. 7.4. Десять
уникальных позиций

для ферзя с учетом симметрии

Посмотрим,  сколько существует способов расстановки на шахматной доске восьми 
основных шахматных фигур (короля, ферзя, двух ладей,  двух слонов и двух коней). 
Очевидный предел таких расстановок paвel'I 64 !/(64 - 8) ! = 1 7S 462 987 637 760 :::::: 1 0 1 5 • 
Однако .было бы неразумно надеяться на перебор более чем 1 09 расстановок на обыч­
ном компьютере за приемлемое время. 

После постановки ферзя для размещения пары ладей или коней остается 64·63/2 = 
= 2 0 1 6  положений,  для короля - 64, и 32 для каждого из двух слонов. После такого 
отсечения остается 2 663 550 8 1 2  1 60 :::::: 1 0 1 3 разных расстановок, что все равно слиш­
ком много для исчерпывающего перебора. 

Все эти расстановки можно было сгенерировать с помощью поиска с возвратом, но 
пространство поиска нуждалось в дополнительном значительном разрежении .  Для это­
го нужно было найти способ, чтобы быстро доказать, что для определенной частич ной 
расстановки не существует возможности ее завершения, чтобы поставить под удар все 
64 поля. Предположим, что мы уже разместили на доске семь  фигур, которые держат 
под ударом все поля за исключением десяти . Далее допустим, что осталось разместить 
короля. Существует ли в данной ситуации поле, с которого корол ь может держать под 
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Казалось, задача решается исчерпывающим комбинаторным перебором, но возмож­
ность решить ее таким способом зависела от размера пространства поиска.

Таким образом, чтобы решить задачу расстановок, необходимо выполнить отсечение
значительного объема пространства поиска. После удаления ортогональных и диаго­
нальных симметричных вариантов для ферзя останется только десять возможных по­
зиций (рис. 7.4).



Когда мы реализовали перебор с возвратом, используя эту стратегию отсечения, мы 
отсекли свыше 95% пространства поиска. После оптимизации метода генерирования 
постановок фигур наша программа могла исследовать 1 ООО полей за секунду. Но и это 
было слишком медленно, т. к. 1 0 1 2/ 1 03 = 1 09 секунд означало свыше 1 1 ООО дней ! Хотя 
м ы  могли бы настроить программу и ускорить время ее исполнения примерно на поря­
док, но в действительности нам было нужно найти способ отсечь  еще больше тупико­
вых расстановок. 
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Чтобы отсечение было эффективным, нужно устранить большое количество расстано­
вок одним приемом, а наши  предыдущие попытки в этом направлении были слишком
слабыми.  А если поставить на доску не восемь фигур, а больше? Очевидно, что чем
больше фигур поставлено На доску, тем больше вероятность, что они будут держать
под ударом все 64 поля. Но если большее количество фигур не держит под ударом все
64 поля, то и любое из восьмифигурных подмножеств этого множества не способно на
это. Такой подход позволяет устранить огромное кол ичество расстановок, удалив всего
лишь один узел .

Так что в последней версии нашей программы узлы дерева поиска представляли рас­
становки, которые могли содержать л юбое количество фигур и больше, чем одну
фигуру на одном и том же поле. Для определенной расстановки мы различали сWLьную
и слабую атаку поля. Сильная атака соответствует обычной атаке по шахматным пра­
вилам .  Поле считается слабо атакованн ым, если оно сильно атаковано некоторым под­
м ножеством имеющихся фигур, т. е. если блокировка одних фигур другими игнориру­
ется . Как можно видеть на рис. 7.5,  все 64 поля можно держать под слабой атакой во­
семью фигурами .

Эта версия программы была достаточно эффективной, чтобы на медленном IВМ
PC-RT 1 988 года выпуска заверши1ъ поиск меньше чем за один день. Она не нашла ни

Наш алгоритм выполнял два прохода. В первом проходе перечислялись расстановки,
в которых каждое поле находилось под слабой атакой, а во втором список разре:Жался,
благодаря фильтрации расстановок с блокирующими фигурами.  Расстановку со слабой
атакой вычислить намного легче, т. к. в этом случае нет необходимости принимать во
внимание блокирующие фигуры, а любое множество сильных атак является подмно­
жеством множества слабых атак. Любую расстановку, содержащую поле под слабой
атакой, можно было отсечь.

по правилам шахмат король может держать под ударом самое большее восемь полей.
Таким образом, нет смысла проверять наличие решения при расположении короля на
любом из оставшихся полей. Такая стратегия отсечения расстановок может дать боль­
шую экономию, но для ее реализации необходимо внимательно исследовать порядок
постановки фигур на доску. Каждая фигура может держать под ударом определенное
максимальное количество полей : ферзь - 27, король и конь - 8, ладья - 1 4, а
слон - 1 3 .  Хорошей стратегией МОжет быть постановка фигур на доску в порядке
убывания их влияния. Таким образом, м ы  можем выполнять отсечение дальнейших
расстановок, когда количество полей, не находящихся под боем, превышает сумму
возможностей оставшихся непоставленных фигур. Эта сумма минимизируется поста­
новкой фигур в убывающем порядке их возможностей держать поля под ударом.

ударом оставшиеся девять полей? Ответ однозначно должен быть отрицательным, т. к.



одной расстановки, удовлетворяющей первоначальным условиям задачи .  Но с ее по­
мощью мы смогли  доказать, что возможно поставить под удар все поля шахматной
доски, используя семь фигур, при условии, что ферзь и конь  могут занимать одно и то
же поле. На рис. 7 .6 показано соответствующее расположение фигур, причем ферзь и
конь, расположенные на одном поле, обозначен ы  белым ферзем .

Рис. 7.5. Слабая атака всех 64 полей шахматной доски
восемью основными фигурами

Подведение итогов

Рис. 7.6. Атака всех полей
шахматной доски

Использование интеллектуальной стратегии отсеч�ния тупиковых решений  может позво­
лить с удивительной легкостью решить комбинаторные задачи, на первый взгляд кажу­
щиеся неразрешимыми. Выполненное должным образом отсечение окажет большее воз­

действие на время перебора, чем любой другой фактор. 

+ Представление пространства решений. Это полное, но при этом краткое описание
множества возможных решений задачи .  Для задачи коммивояжера пространство
решений  содержит (п - 1 )! элементов, т. е. все возможные цикл ические перестанов-

7.5. Эвристические методы перебора
Метод перебора с возвратом позволяет нам найти наилучшее из возможных решений
согласно данным условиям .  Но любой алгоритм, исследующий все возможные конфи­
гурации, обречен на провал на входных экземплярах большого размера. Эвристические
методы предоставляют альтернативный подход к оптимизации трудных комбинатор­
ных задач .

В этом разделе мы рассмотрим такие эвристические методы поиска. Основное внима­
ние уделяется методу имитации отжига, который  я считаю наиболее надежным для
практического применения. Эвристические поисковые алгоритмы поначалу кажутся
каким-то шаманством, но если их подвергнуть тщательному исследованию, то выяс­
нится, что м ногое в их работе поддается вполне логическому объяснению.

Мы рассмотрим три разных эвристических метода поиска: произвольную выборку
(random sampling), градиентный спуск (gradient descent) и имитацию отжига
(simulated anneal ing). Для сравнения этих трех эвристических методов мы испытаем их
на задаче коммивояжера. Все три метода имеют два общих компонента.
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+ 

7 . 5 . 1 . Произвол ьная выборка
Самым простым методом организации поиска в пространстве решений является произ­
вольная выборка, которая также называется методом Монте-Карло. В этом случае по­
следовательно создаются и оцениваются произвольные решения; процесс прекращает­
ся, как только будет найдено достаточно хорошее решение или когда нам надоест
ждать его получения (что более вероятно). В качестве конечного решения выбирается
самое лучшее решение изо всех исследованн ых в процессе выборки.

Для действительно произвольной выборки элементы необходимо выбирать из про­
странства решений  равномерно произвольным образом. Это означает, что вероятность
выбора любого элемента из пространства решений в качестве следующего кандидата
должна быть одинаковой. Реализация такой выборки может быть сложнее, чем может
казаться с первого взгляда. Алгоритмы для генерирования случайных перестановок,
подмножеств, разбиений  и графов рассматриваются в разделах 14. 4-14. 7. А в листин­
ге 7. 1 4  предоставлена процедура произвольного выбора решений .

random_sampling ( t sp_instance * t ,  int nsamples , tsp_solution *bestsol ) 
{ 

tsp_solution s ;  
douЫe best_cost ; 
douЫe cost_now ; 

/* Текущее решение задачи коммивояжера * /
/ *  Самая лучшая стоимость на данный момент * /
/ * Текущая стоимость * /

int i ;  / * Счетчик * /
initiali ze_solution ( t->n, & s ) ;
best_cos� = solution_cost ( & s , t ) ;
copy_solution ( & s , bestsol ) ;
for ( i=l ; i<=nsamples ; i++ ) {

random_solution ( & s ) ;
cost_now = solution_cost ( & s , t ) ;
if  ( cost_now < best_cost ) {

best_cost = cost_now;
copy_solution ( & s , bestsol ) ;
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Листинг 7.14. Процедура произвольного выбора решений

}
}

}

ки вершин . Для представления каждого элемента пространства решений нам требу­
ется соответствующая структура данных. Для задачи коммивояжера решения­
кандидаты можно представлять с помощью массива S, содержащего п - 1 вершин,
где ячейка S; определяет (i + 1 )-ю вершину маршрута, начинающегося в вершине v 1 •

Функция стоимости. Поисковые алгоритмы должны иметь функцию стоимости
или оценки, чтобы определять качество каждого элемента пространства решений.
Наш эвристический алгоритм поиска определяет элемент с наилучшей возможной
оценкой - наибольшим  или наименьшим значением, в зависимости от природы за­
дачи.  В случае задачи комм ивояжера функция стоимости для оценки данного кан­
дидата решения S должна лишь сложить вместе все сопутствующие затраты, а
именно вес всех ребер (S;, S; + 1 ), где Sn + i соответствует V;.



+ 

+ 

Возвратимся опять к задаче поиска больших простых чисел . Эти числа разбросаны
среди других целых чисел без какой-либо системы. Использование произвольной
выборки для их поиска будет не хуже любого другого метода.

Остановка для размышлений. Выбор пары 
Задача. Требуется выбрать две произвольные вершины графа и поменять их местами .  
Предложите эффективный алгоритм для генерирования произвольных элементов 
с равномерным распределением из <.2 ) неупорядоченных пар множества { 1 , . . .  , п} . 

i randorn _ int "(1 ,  n- 1 )  ; 
j = randorn_int ( i+ l , n) ; 

В каких случаях можно успешно использовать произвольную выборку?
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Простраиство решеиий содержит высокую долю приемлемых решений. Найти тра­
винку в стоге сена намного легче, чем иголку. Когда существует много приемлемых
решений, то произвольная выборка должна быстро привести к одному из них.
Одним из примеров успешного применения метода произвольной выборки является
поиск простых чисел . Построение больших случайных простых чисел для ключей
является важным аспектом криптографических систем, таких, как, например, RSА­
кодирование. Приблизительно каждое l nn-e число является простым, поэтому, что­
бы найти простое число длиной в несколько сотен цифр, требуется выполнить уме­
ренное количество выборок.

Пространство решений ие является однородным. Произвольную выборку нужно
применять в тех случаях, когда отсутствуют какие бы то ни  было признаки прибли­
жения к решению. Допустим, что вам нужно выбрать среди своих друзей такого, у
которого номер подиса социального страхования заканчивается на 00. Для решения
этой задачи не существует другого метода, кроме как спросить произвольно вы­
бранного товарища, каков номер его страховки.

Но подходит ли метод произвольной выборки для решения задачи коммивояжера? Нет.
Самым лучшим решением задачи коммивояжера для 48 столиц континентальных шта­
тов, которое я нашел, выполнив 1 ,5 миллиона произвольных перестановок, было
1 0 1  7 1 2,8 миль. Это больше чем в три раза превышает протяженность оптимального
маршрута! Пространство решений этой задачи почти полностью состоит из посредст­
венных и плохих решений, поэтому качество решений растет очень медленно с ростом
количества выборок, поделенного на время поиска. Чтобы дать представление о раз­
бросе решений между выборками, на рис. 7.7 показаны колебания результатов произ­
вольно выбираемых решений (как правило, низкого качества) задачи коммивояжера
для столиц американских штатов.
Подобно задаче коммивояжера, большинство встречающихся задач имеют сравнитель­
но небольшое количество хороших решений,  но высокую степень однородности про­
странства решений. Для эффективного решения таких задач требуются более мощные
эвристические алгоритмы.

Решение. Рассмотрим следующую процедуру для генерирования случайных неупоря­
доченных пар чисел :



Прозвоводительность метода произвольных выборок для решения задачи коммивояжера

Рис. 7.7. Соотношения между временем поиска решений и их качеством
для решения задачи коммивояжера методом произвольной выборки

Ясно, что эта процедура, на самом деле, генерирует неупорядоченные пары, т. к. i < j.
Кроме этого, если допустить, что функция random_ int генерирует целые числа в диапа­
зоне своих двух аргументов однородно, также ясно, что можно сгенерировать все
(� ) неупорядоченные пары.

Будет ли распределение этих пар однородным? Ответ на этот вопрос является отрица­
тельным. Какова вероятность генерирования пары ( 1 ,  2)? Вероятность получения 1
равна 1/(п - 1), а вероятность получения 2 также равна 1/(п - \), что дает нам вероятность
получения пары р(\, 2) = 1/(п '- 1 ) . Но какова вероятность получения пары чисел
(п - 1, п)? Вероятность получения первого числа равна 1/п, но для второго кандидата
парьi существует только один возможный вариант! Эта пара будет выпадать в п раз
чаще, чем первая.
Проблема заключается в том, что количество пар, содержащих первое большое число,
меньш·е, чем пар, содержащих первое малое число. Проблему можно было бы решить,
вычислив, сколько именно неупорядоченных пар начинаются с числа i (ровно п - i),
и соответствующим образом скорректировав вероятность. Тогда второе число пары
можно было бы выбирать произвольным образом в диапазоне от i + 1 до п с равномер­
ным распределением.

пар является довольно простои зада-
чей. Произвольно выбираем . два целых числа независимо друг от друга. Игнорируя 
упорядоченность (т. е. превращая упорядоченную пару в неупорядоченную пару (х, у), 
где х < у), мы  получаем вероятность генерирования каждой пары разных цифр, равную 
2/п2• В случае генерирования пары (х, х) она отбрасывается и генерируется новая пара. 

2 � тельством, что генерирование п упорядоченных 
лучше воспользоваться тем обстоя-Но вместо того, чтобы заниматься вычислениями, 
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Алгоритм для генерирования равномерно распределенных произвольных пар целых
чисел с ожидаемым постоянным временем исполнения приводится в листинге 7 . 1 5 .

7 .5 .2 . Локальный поиск 

Наиболее очевидным механизмом перехода для задачи коммивояжера был бы  обмен
местами произвольной пары вершин S; и S1 текущего маршрута, как показано на
рис. 7.8.

Такой обмен вершин  изменяет до восьми ребер маршрута, удаляя ребра, смежные с S; и
S;, и добавляя другие. В идеальном случае влияние этих. инкрементальных изменений
на возможность оценки качества решения можно вычислить также инкрементным об­
разом, вследствие чего время исполнения функции оценки стоимости будет пропор­
ционально размеру изменений (обычно постоянное), а не линейное по отношению
к размеру решения.

Глава�7.�Комбинаторный�поиск�и�эвристические�методы 271

Листинг 7.15. Генерирование равномерно распределенных произвольных пар целых чисел

i = random_int ( l , n ) ;

j = random_int ( l , n ) ;

if ( i  > j )  swap ( & i , & j ) ;

while ( i==j ) ;}

do {

Допустим, что нам нужно найти эксперта по алгоритмам для решения определенной
задачи .  Мы можем позвонить по случайному телефонному номеру и спросить отве­
тившего, не является ли он таким специалистом.  В случае отрицательного ответа мы
вешаем трубку и повторяем процесс, пока не  найдем требуемого нам профессионала.
Возможно, что после многократных звонков мы и найдем нужного человека, но было
бы намного эффективнее спросить первого ответившего, нет ли  среди его знакомых
такого, который, возможно, знает эксперта по алгоритмам, и позвонить ему следую­
щему.
Такая стратегия исследования прилегающего пространства вокруг каждого элемента
пространства решений называется локальным поиском. Каждый элемент х в простран­
стве решений можно рассматривать, как вершину с исходящим ребром (х, у), направ­
ленным к каждому кандидату на решение у, являющемуся соседом х. Поиск выполня­
ется из вершины х по направлению к наиболее перспективному кандидату вблизи этой
вершины.
Мы не хотим явно создавать граф этого района для пространства решений большого
размера. Представьте себе задачу коммивояжера, которая в таком графе будет иметь
(п - 1 )! вершин. Поэтому мы ищем решение посредством эвристического алгоритма,
т. к. не надеемся найти решение в течение приемлемого времени исчерпывающим
перебором всех вариантов.
На самом деле, мы хотим получить механизм перехода к следующему возможному ре­
шению, слегка модифицировав текущее. Типичные механизмы перехода включают
обмен местами произвольной пары элементов или изменение (вставка или удаление)
одного элемента решения.



лучшее? * /  

на данный момент * /  

Эвристический алгоритм локального поиска начинает работу с произвольного элемен­
та пространства решени й  и сканирует смежную с ним область, пытаясь найти подхо­
дящего кандидата на выполнение перехода. Для задачи коммивояжера таким кандида­
том будет переход, который понижает стоимость маршрута. А для задачи  другого типа,
называемой восхождением по выпуклой поверхности (hi l l-c l imblng), мы пытаемся най­
ти самую высшую (или самую низшую) точку, начав поиск в произвольной точке и
выбирая любой промежуточный маршрут, ведущий в требуемом направлении .  Эта
процедура выбора промежуточного отрезка маршрута повторяется до тех пор, пока не
дойдет до точки, в которой все исходящие направления не удовлетворяют l'!ашим тре­
бованиям (листинг  7. 1 6). Теперь вы "Царь горы" (или "Король канавы").

hill_climЬing ( tsp_instance *t , tsp_solution * s )
{

douЫe cost ; / *  Самая лучшая стоимость 
douЬle delta ; / * Стоимость обмена * /  
int i ,  j ;  / *  Счетчики * /  
bool stuck; /* Это решение 
dauЬle transition ( ) ;
initialize_solution ( t->n ,  s ) ;
random_solution ( s ) ;
cost = solution_cost ( s ,  t ) ;
do

stuck = TRUE ;

for ( i=l ; i<t->n; i++ )
for ( j =i+l ; j <=t->n; j ++ )

delta = transition ( s ,  t ,  i ,  j ) ;
i f  ( delta < 0 )  {

stuck = FALSE ;

cost cost + delta ;

else
transition ( s ,  t ,  j ,  i )

while ( ! stuck) ;
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Рис. 7.8. Улучшение маршрута коммивояжера за счет обмена местами вершин 2 и 6

Листинг 7.16. Порцедура восхождения по выпуклой поверхности

}

{

{

}
}

}



Но, скорее всего, вы не "Царь горы" .  И вот почему. Допустим,  что вы решили  начать
свое восхождение на гору, проснувшись утром в отеле на горнол ыжном курорте. Бли­
жайшей высшей точкой будет верхний этаж отеля, а потом его крыша. А дальше вам
идти некуда. Чтобы взобраться на вершину горы, вам нужно сначала выйти на улицу,
для чего придется спуститься на первый этаж отеля. Но это нарушает требование, что­
бы каждый шаг повышал ваше местонахождение. Алгоритм восхождения по выпуклой
поверхности и подобные эвристические алгоритмы, такие как жадный поиск или поиск
методом градиентного спуска, позволяют быстро получить оптимальные локальные
результаты, но часто не справляются с поиском наилучшего глобального решения.

Этим свойством обладают многие естественные задачи .  В частности, можно счи­
тать, что двоичный поиск начинается в середине пространства решений .  В этой точ­
ке существует только одно из двух возможных направлений, в котором нужно идти,
чтобы приблизиться к целевому элементу. Симплексный алгоритм для линейного
программирования (см . раздел 13. 6) представляет собой не что иное, как восхожде­
ние по выпуклой поверхности правильного пространства решений,  но, тем не менее,
гарантирует получение оптимального решения для любой задачи линейного про­
граммирования .

Стоимость оценки изменения намного нUJ1Ce стоимости гло6Ш1ьной оценки. Стои­
мость оценки произвольного решения из п вершин для задачи коммивояжера равна
<Э(п), т. к. нам нужно суммировать стоимость каждого р�бра в циклической пере­
становке, описывающей маршрут. Но когда эта стоимость известна, то стоимость
маршрута после обмена .местами данной пары вершин можно определить за посто­
янное время.
Если у нас имеется очень большое значение п и ограниченное время для поиска, то
лучше потратить это время на выполнение нескольких инкрементальных оценок,
чем на несколько произвольных выборок, даже если мы ищем иголку в стоге сена.
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В каких случаях локальный поиск приводит к успеху?

Пространство решений является высокооднородным. Метод восхождения по вы­
пуклой поверхности лучше всего работает с выпуклым пространством решений,  т. е.
пространством, содержащим ровно одно возвышение. Таким образом, независимо
от местонахождения в пространстве решений точки начала поиска, у нас всегда
имеется направление, в котором нужно продолжать поиск до тех пор, пока мы не
дойдем до глобального максимума.

+ 

+ 

Насколько хорошим является метод локального поиска для решения задачи КОмМи­
вояжера? Намного лучшим, чем произвольная выборка, при сходных временных затра­
тах. Выполнив около 1 ,5 миллиона оценок маршрута задачи коммивояжера для столиц
4 8  континентальных штатов, мы получили самый  лучший результат длиной
40 1 2 1 ,2 мили, что всего лишь на 1 9,5% больше, чем оптимальный маршрут длиной

Основным недостатком локального поиска является то, что как только мы нашли ло­
кальный оптимум, то не остается больше никаких вариантов для поиска глобального
решения. Конечно же, если у нас имеется время, мы  можем начать новый поиск с дру­
гой произвольно выбранной точки, но в поисковом пространстве, содержащем много
небольших возвышенностей, маловероятно найти оптимальное решение.



Производтельность метода восхождения по выпуклой поверхности дпя задачи коммивояжера

33 523 ,7 мили.  На рис. 7.9 показаны результаты применения метода локального поиска:
многократные переходы от случайных маршрутов к удовлетворительным решениям
примерно одинакового качества.

Рис. 7.9. Отношение времени поиска к качеству решений задачи коммивояжера 
для метода восхождения по выпуклой поверхности 
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Хотя этот результат намного лучше, чем полученный методом произвольных выборок,
действительно хорошим его назвать трудно. К примеру, были бы вы довольны, если бы
вам пришлось платить на 1 9,6% больше налогов, чем вы в действительности должны?
В ывод: нам нужны более мощные методы для получения решения, близкого к оrrrи­
мальному.

Имитация отжига (simulated annealing) представляет собой эвристическую процедуру
поиска, которая допускает случайные переходы, что ведет к более дорогостоящим
(и, соответственно, худшим) решениям. Это выглядит как шаг назад, но позволяет
удержать поиск от зацикливания на оптимальном локальном решении.  Если вернуться
к нашей аналогии с покорением горных вершин, начиная с комнаты горнолыжного
отеля, можно сказать, что теперь нам разрешается сойти вниз по лестнице или выпрыг­
нуть в окно, а затем продолжить восхождение в правильном направлении. Идея имита­
ции отжига является аналогией физического процесса остывания расплавленных мате­
риалов и сопутствующего перехода в п�ердое состояние. В теории термодинамики
энергетическое состояние системы определяется энергетическим состоянием каждой
составляющей его частицы. Частица: переходит и� одного энергетического состояния в
другое произвольным образом, при этом переходы между состояниями обуславлива­
ются температурой системы.

7.5.З . Им итация отжи га 



В частности, вероятность перехода Р(е;, ei, Т) из энергетического состояния е; в состоя­
ние е1 при температуре Т определяется формулой : 

где kн - постоянная Больцмана . 

р( . . Т) = (е; -е_; )/( kнТJ е, , е1 , е , 

Simulated-Anпealiпg ( )  

Инициализируем температуру t 
repeat 

Генерируем произвольный переход из S в Si 
If .  (C ( S )  > C ( Si ) ) theп S = St 

Понижаем температуру t 
uпtil ( больше нет изменений в C ( S ) ) 
Returп S 

Так же, как и в случае с локальным поиском, представление задачи состоит из пред­
ставления пространства решений и задания несложной функции стоимости C(s) для
определения качества конкретного решения. Новым компонентом является график ох­
лаж:дения (cool ing schedule), параметры которого управляют вероятностью приемлемо­
сти "плохого" перехода в зависимости от времени .

Листинг 7.17. Алгоритм имитации отжига
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else if (e(C(S)−C(Si))/(k·t) > random[0,1)) then S = Si

for i = 1 to iteratioп-leпgth do

Создаем первоначальное решение S

Какое отношение все это имеет к комбинаторной оптимизации? При охлаждении фи­
зическая система стремится достичь состояния с минимальной энергией. Минимизация
полной энергии представляет собой задачу комбинаторной оптимизации для любого
набора дискретных частиц. Посредством произвольных переходов, генерируемых со­
гласно данному распределению вероятностей, мы можем эмулировать физические
процессы, чтобы решать произвольные задачи комбинаторной оптимизации.  Псевдо­
код алгоритма для такой эмуляции приводится в листинге 7. 1 7 .

Каков смысл этой формулы? Чтобы ответить на этот вопрос, рассмотрим значение по­
казателя степени при разных условиях. Вероятность перехода из высокоэнергетическо­
го состояния в низкоэнергетическое очень велика. Тем не менее, существует ненулевая
вероятность перехода в высокоэнергетическое состояние, причем переходы малой ам­
плитуды вероятнее, чем  значительные. Кроме этого, чем выше температура, тем выше
вероятность энергетических переходов.

Имитация отжига является эффективным средством, потому что она больше времени уде­
ляет "хорошим" элементам пространства решений,  чем "плохим" ,  а также потому, что она
не зацикливается на одном локальном оптимальном решении.

nодВЕДЕННЕ нтогов 

В начале поиска мы  стремимся использовать фактор случайности, чтобы исследовать
пространство поиска, поэтому вероятность приемлемости перехода в низкоэнергетиче-



+ первоначальная температура системы. Обычно t,  == 1 ;

количество итераций перед понижением температуры. Обычно разрешается провес­
ти от 1 00 до 1 ООО итераций;

+ 

Создание правильного графика охлаждения фактически выполняется методом проб и 
ошибок в процессе подстановки разных значений констант и наблюдения за результа­
тами .  Я рекомендую начинать работу с методом имитации отжига с ознакомления 
с уже существующими его реализациями.  В частности, мою реализацию этого метода 
можно найти на сайте http://www.algorist.com, а другие реализации - в разделе 13.5 .  

Но самым лучшим изо всех является профиль выполнения алгоритма имитации отжи­
га, показанный на рис. 7 . 1 О.
Все три прогона алгоритма имитации отжига дают намного лучшие решения, чем са­
мое лучшее решение метода восхождения по выпуклой поверхности. Более того, чтобы
получить максимальное улучшение результата, требуется сравнительно небольшое ко­
личество итераций,  что видно по трем резкuм переходам к оптимальному решению.
При том же количестве выборок, что и для других методов ( 1  500 ООО), метод имита­
ции отжига выдал решение стоимостью 36 6 1 7,4 мили, что всего лишь на 9,2% больше
оптимального. Если вы готовы Подождать несколько минут, то можно получить еще
более качествен ное решение. В частности, выполнение 5 ООО ООО итераций понижает
стоимость решения до 34 254,9 мили, что на 2,2% выше оптимального. Но дальнейшее
увел ичение количества итераций до 10 ООО ООО не принесло последующего улучшения
результатов.
При умелом обращении самые лучшие эвристические алгоритмы, настроенные под
решение задачи коммивояжера, могут выдать чуть более удачное решение, чем метод

функция понижения температуры. Обычно tk = a·tk_ 1 ,  где 0,8 ::;  а ::; 0,99. Это означает
экспоненциальное понижение температуры, а не линейное;

+ 

ское состояние должна быть высок-ой. В процессе поиска мы стремимся ограничить
переходы переходами к локальным улучшениям и оптимизациям.  График охлаждения
можно регулировать с помощью следующих параметров:
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e
− (C(si)−C(si+1))

k·ti ≥ r,

критерии приемлемости. В типичном случае приемлем любой переход от состояния
S; к состоянию S; + 1 , если C(S; + 1 ) < C(S1), а также отрицательный переход, если

+ 

+ 

где r - случайное число в диапазоне О s r < 1 .  Константа k нормализует функцию
стоимости, чтобы при начальной температуре принимались почти все переходы;
критерии остановки. Если за последнюю итерацию (или несколько последних ите­
раций) значение текущего решения не изменилось или не улучшилось, то поиск
прекращается и выводится текущее решение.

Сравните профили выполнения всех трех рассмотренных эвристических алгоритмов.
Облако точек решений  методом произвольной выборки существенно хуже, чем множе­
ство решений, полученных другими эвристическими методами.  Очевидно, что полосы
решений, полученные методом восхождения по выпуклой поверхности, намного
лучше.



имитации о�жига. Однако метод имитации о�жига работает превосходно, не требуя 
специальной настройки. Я предпочитаю пользоваться им.  

Реализация эвристического алгоритма имитации отжига показана в л истинге 7. 1 8 .

anneal (tsp_instance * t ,  tsp_solution * s ) 

int i l ,  i2 ; 
int i , j ;  
douЫe temperature ; 
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Производтельность метода имитации отжига для решения задачи коммивояжера

Имитация отжига

Листинг 7.18. Реализация метода имитации отжига

}

{
/ *  Пара элементов для обмена местами*/
/ *  Счетчики * /
/ *  Текущая температура системы * /

douЫe current_value ; / *  Значение текущего состояния * /
douЫe start_value ; / *  Значение в начале цикла * /
douЫe delta ; / *  Значение после обмена * /
douЬle merit , flip; / *  Условия принятия обмена*/
douЬle exponent ; / *  Показатель степени для функции

энерг . состояния* /
douЬle random_float ( ) ;
douЫe solution_cost ( ) , transition ( ) ;
temperature = INITIAL_TEMPERATURE ;
initialize_solution (t->n ,  s ) ;
current_value = solution_cost ( s ,  t ) ;
for ( i=l ; i<=COOLING_STEPS ; i++ ) {

temperature *= COOLING_FRACTION ;
start_value  =  current_value ;

Рис. 7.10. Соотношения между временем поиска решений и их качеством
для решения задачи коммивояжера методом им итации отжига

Реализация 



/ *  Восстанавливаем температуру в случае успеха * /  
if ( ( curreпt_value-start_value ) < О . О ) 

temperature = temperature/COOLING_FRACTION ;  

7.5.4. П ри менение метода имитации  отжига 
Теперь рассмотрим несколько примеров, демонстрирующих, как метод имитации от­
жига можно использовать для решения реальных задач комбинаторного поиска. 

На лрактике именно к ·такому простому и естественному моделированию следует стре­
миться при поиске эвристического алгоритма. 
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}
}

}
}

for ( j =l ;  j <=STEPS_PER_TEMP ;  j ++ )  {
/ *  Выбираем индексы элементов для обмена местами */
i l  = random_int ( l ,  t->n ) ;
i2 = random_int ( l ,  t->n ) ;
flip = random_float ( O , l ) ;
delta = transition ( s , t , i l , i2 ) ;
exponent = ( �delta/current_value ) / ( K*temperature ) ;
merit = pow ( E ,  exponent ) ;
if  (delta < 0 )  

current_value = current_value+delta;
else { if (merit > flip)  / *  Принять неудачный результат * /

current_value · = current_value+delta ;
else / *  Отклонить */

transition ( s , t , i l , i2 ) ;

/ *  Принять удачный результат * /

В задаче максимального разреза требуется разделить вершины взвешенного графа G на
множества V1 и V2 таким образом, чтобы максимизировать в каждом множестве вес
(или количество) ребер с одной вершиной. Для графов, представляющих электронные
схемы, максимальный разрез графа определяет наибольший поток данных, который
может одновременно протекать в  схеме. Задача максимального разреза является
NР-полной (см. раздел 16.6).

Задача максимал ьного разреза 

Как можно сформулировать задачу максимального разреза для решения методом ими­
тации отжига? Пространство решений состоит из всех 211- 1 возможных разбиений вер­
шин .  Мы получаем двойную экономию по всем подмножествам вершин. т. к. можно
полагать, что вершина v 1  зафиксирована на левой стороне разбиения. Подмножество
вершин ,  сопровождающее эту вершину, можно представить с помощью ·битового век­
тора. Стоимостью решения является сум ма весов разреза в текущей конфигурации.
Механизм естественного перехода выбирает произвольным образом одну вершину и
перемещает ее в другую часть разбиения, просто изменив на обратное значение соот­
ветствующего бита в битовом векторе. Изменение в функции стоимости составит раз­
ность между весом старых соседей вершины и весом ее новых соседей.  Она вычисля­
ется за время, пропорциональное степени вершины.



Независимым множеством графа G называется подмножество вершин S, не содержа­
щее ребер, у которых обе конечные точки являются членами S. Максимальным незави­
симым множеством графа является такой наибольший пустой порожденный подграф.
Задача поиска независимых множеств возникает в задачах рассеивания, связанных
с календарным планированием и теорией шифрования (см . раздел 16. 2) .  

Размещение компонентов на печатной плате

п "
C(S) = л.п:юща<lь (SlihiCl>n/11 ·S111upu11a ) + L L (Л.Оорож•·а wi/dlf + л.11а:шже111ю (1; п rj )) '

/ ;) j;J
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Независимое множество 

Естественное пространство состояний для решения задачи методом имитации отжига
включает в себя все 2п подмножества вершин, представленные в виде битового векто­
ра. Так же, как и в случае с максимальным разрезом, простой механизм переходов до­
бавляет или удаляет одну вершину из множества S.

рение работы функции стоимости можно получить, разрешив непустые графы на ран­
них этапах охлаждения. На практике будет лучше использовать функцию стоимости
наподобие C(S) = ISJ - ),:ms!Т, где А. является постоянной, Т представляет температуру,
а ms - количество ребер в подграфе, порожденным S. Зависимость C(S) от Т обеспе­
чивает ускорение вытеснения ребер по мере охлаждения системы.

Одной из наиболее естественных функций стоимости для подмножества S будет функ­
ция, возвращающая О, если S содержит ребро, и ISJ, в случае действительно независи­
мого множества. Эта функция гарантирует, что мы непрерывно приближаемся к полу­
чению независимого множества. Но это условие настолько жесткое, что существует
большая вероятность остаться в пределах лишь небольшой части возможного про­
странства поиска. Большую степень гибкости в доступе к пространству поиска и уско­

Задача разработки печатных плат заключается в размещении на н их должным образом
компонентов, обычно интегральных схем. Заданными критериями  компоновки могут
быть минимизация площади или отношения длины платы к ее ширине, чтобы она по­
мещалась в отведенное место, и минимизация длины соединяющих дорожек. Компо­
новка печатных плат является типичным примером запутанной задачи оптимизации со
многими критериями .  Для решения таких задач идеально подходит метод имитации
отжига.
При формальной постановке задается коллекция прямоугольных модулей r 1 ,  • • • , rп
с соответствующими  размерами h; х !;. Кроме этого, для каждой пары модулей (r;, r1)
задается количество соединяющих их дорожек wu. Требуется найти такое размещение
прямоугольников, которое минимизирует площадь печатной платы и длину соединяю­
щих дорожек, при условии, что прямоугольники не могут накладываться, частично или
полностью, друг на друга.
Пространство состояний  для данной задачи должно описывать расположение каждого
прямоугольника. Чтобы сделать задачу дискретной, можно наложить ограничение, при
котором прямоугольники могут размещаться только на вершинах решетки целых чи­
сел. Подходящим механизмом переходов может быть перемещение одного прямо­
угольника в другое место или  обмен местами двух прямоугольников. Естественной
функцией стоимости будет



nодВЕДЕННЕ нтогов 
Метод имитации о1Жиrа является простым, но эффективным методом получения х9тя и 
не оптимальных, но достаточно хороших решений задач комбинаторного поиска. 

- Считайте, что это радио, - мой собеседник тихо рассмеялся. - Только это не радио. 

- Предположим,  каждый прибор состоит из трех деталей, а сумма отклонений от нор­
мы всех деталей работающего прибора не должна превышать 50. Умело распределяя 
хорошие и плохие детали в каждом устройстве, мы можем использовать все детали и 
получить три работающих прибора. 
Данная ситуация иллюстрируется на рис. 7 . 1 1 .  
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7.6. История из жизни . Только это не радио

Задача была связана с технологией производства, называемой селективной сборкой.
Эли Уитни (El i Whitney) считается изобретателем системы взаимозаменяемых компо­
нентов, которая сыграла важную роль в промышленной революции. Принцип взаимо­
заменяемости состоит в изготовлении деталей механизма с определенной степенью
точности, называемой допуском на обработку, что позволяет использовать любую
комбинацию деталей для сборки механизма. Таким образом существенно ускоряется
процесс произвюдства, т. к. детали теперь можно просто складывать вместе, а не под­
гонять каждую индивидуально с помощью напильника. Взаимозаменяемость также
значительно облегчила ремонт изделий,  позволяя выполнять замену вышедших из
строя деталей без особых трудностей. Все это было очень хорошо, за исключением
одного обстоятельства.

Меня срочно доставили на корпоративном реактивном самолете в научно-иссле­
довательский центр одной большой компании, расположенный где-то к востоку от 
штата Калифорния. Они были настолько озабочены сохранением секретности, что мне 
даже никогда ни  пришлось увидеть разрабатываемое ими устройство. Тем не менее, 
они отличнейшим образом абстрагировали задачу. 

В частности, если размеры детали слегка не соответствовали допускам, то такую де­
паль нельзя было испот�зовать. Однако нашелся сообразительный сотрудник, который
предложил использовать детали с нарушениями в допусках совместно с деталями,  из­
готовленными точно по требуемому размеру. Таким образом, использование плохих
деталей совместно с хорошими  дает приемлемый  результат. В этом и заключается суть
селективной сборки.
- Каждый прибор состоит из п деталей разных типов, - продолжал представитель
компании .  - Для i-го типа детали (скажем, фланцевой прокладки) имеется s; экземп­
ляров этой детали, для каждой из которых указана степень отклонения от эталонного
размера. Нам необходимо подобрать детали друг к другу таким образом, чтобы полу­
чить максимально возможное количество работающих приборов.

где λплощадь, λдорожка и λположенние являются постоянными, представляющими влияние этих
факторов на функцию стоимости . По всей видимости, значение λположенние должно быть
обратно пропорционально температуре, чтобы после предварительного размещения
прямоугольников их позиции корректировались во избежание наложения прямоуголь­
ников друг на друга .



Пришлось начинать разработку алгоритма сначала. Итак, нужно собрать детали таким
образом, чтобы общая сумма отклонений от нормы не превышала определенного до­
пустимого значения. Это выглядело, как задача упаковки контейнеров. В задаче этого
типа (см .  раздел 1 7. 9) требуется разложить набор элементов разного размера в наи­
меньшее количество контейнеров с ограниченной емкостью k. В данной ситуации кон­
тейнеры представляли сборки, каждая из которых допускала общую сумму отклонений

1 Гиперграф содержит ребра, каждое из которых может иметь более двух вершин. Их мож-
но представить в виде общих коллекций вершин.

Рис. 7.11.  Распределение деталей между тремя приборами,
чтобы cумма отклонений для каждого не превышала 50
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Я немного поразмышлял над задачей. Проще всего было бы использовать для сборки
каждого прибора самые лучшие оставшиеся детали каждого типа, повторяя процесс до
тех пор, пока собранный таким способом прибор не будет работать. Но таким  образом
мы получаем небольшое количество приборов с большим разбросом качества, в то
время, как компании  требуется максимальное количество приборов высокого качества.
Целью было совместить хорошие и плохие детали друг с другом таким образом, чтобы
общее качество собранного устройства было бы приемлемым. Определенно, задача
выглядела как паросочетание в графах (см. раздел 15. 6). Допустим, мы создадим граф,
в котором вершины представляют экземпляры деталей, и соединим ребрами все пары
экземпляров с допустимой общей погрешностью в размерах. В паросочетании  в графах
мы ищем наибольшее количество ребер, в котором никакие два ребра не опираются на
одну и ту же вершину. Это аналогично максимальному количеству сборок из двух де­
талей, которые можно получить из данного набора деталей.
- Вашу задачу можно решить методом паросочетания, - объявил я. - При условии,
что все приборы состоят из двух деталей.
Мое заявление было встречено общим молчанием, за которым последовал дружный
смех. - Все знают, что в приборе более двух деталей.
Таким образом, данный алгоритмический подход был отвергнут. Расширение задачи
до сопоставления более чем двух деталей превращало ее в задачу паросочетания в
гиперграфах1 ,  которая является NР-полной.  Более того, только само время построения
графа может быть экспоненциально зависимым от количества типов деталей, т. к. каж­
дое возможное гиперребро (сборку) нужно будет создавать явным образом.



В итоге, я остановился на следующей функции стоимости . Каждой работающей сборке
я давал оценку в 1 пункт, а каждой неработающей - значительно меньшую оценку,
в зависимости от того, насколько близка она была к предельному значению k. Оценка
неработающей сборки понижалась экспоненциально, в зависимости от того, насколько
ее общее отклонение от нормы превышало k. Таким образом, оптимизатор будет пы­
таться максимизировать количество работающих приборов, после чего станет подго­
нять очередную сборку как можно ближе к пределу.
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от нормы s k. Пакуемые элементы представляли отдельные детали, размер которых 
отражал качество изготовления. 

боров означало, что нужно было найти метод разложения элементов, который макси­
мизирует количество контейнеров, содержащих ровно одну деталь каждого типа.

Однако полученная задача не является чистой задачей разложения по контейнерам в
силу неоднотипности деталей. Данное приложение накладывало ограничение на до­
пустимое содержимое контейнеров. Требование создать наибольшее количество при­

Задача разложения по контейнерам является NР-полной, однако естественно подходит
для решения методом эвристического поиска. Пространство решений состоит из вари­
антов разложения деталей по контейнерам . Для каждого контейнера мы сначала выби­
раем по произвольной детали каждого типа, чтобы получить начальную конфигурацию
для поиска.
Потом мы выполняем локальный поиск, перемещая детали из одного контейнера в
другой. Можно было бы перемещать по одной детали, но будет более эффективным
обменивать детали определенного типа между двумя произвольно выбранными кон­
тейнерами .  При таком обмене оба контейнера остаются полностью собранными прибо­
 рами, предположительно с более приемлемым значением общего отклонения от нор­
мы. Для операции обмена требовалось три произвольных целых числа - одно для вы-
бора пша детали (в диапазоне от 1 до т) и два для выбора контейнеров, между
которыми нужно выполнять обмен (например, в диапазоне от 1 до Ь).

Я воплотил этот алгоритм в коде, после чего обработал с его помощью набор деталей,
взятых непосредственно из производственного цеха. Оказалось, что данные приборы
состоят из 8 деталей важных типов. Детали некоторых типов были более дорогими,
чем другие, поэтому для них было меньше рассматриваемых вариантов. Для детали
с наименьшими разрешенными отклонениями было предоставлено только восемь эк­
земпляров, поэтому из данного набора деталей можно было собрать только восемь
приборов.

была бы значительно более удачная отправная точка для дальнейшего поиска решения, 
чем первоначальная .  

Ключевым решением был выбор функции стоимости. Для каждой сборки был установ­
лен жесткий общий предел отклонений от нормы, равный k. Но что может быть наи­
лучшим способом оценки нескольких сборок? Можно было бы в качестве общей оцен­
ки просто возвращать количество приемлемых сборок - целое число в диапазоне от 1
до Ь. Хотя эта величина и была той, которую мы хотели оптимизировать, она не была
чувствительна к продвижению в направлении правильного решения. Допустим, что в
результате одного из обменов деталей между сборками допустимое отклонение одной
из неработающих сборок стало намного ближе к пределу отклонений k для сборки. Это



Префикс 
Суффикс 

АА AG GA GG 

АА АААА AAAG AAGA AAGG 

AG AGAA AGAG AGGA AGGG 

GA GAAA GAAG GAGA GAGG 

GG GGAA GGAG GGGA GGGG 

Таблица 7.2. Массив всех пуриновых 4-меров 

Вот мы и должны были предоставить соответствующее программное обеспечение. Для
создания сложных массивов требовалось решить трудную комбинаторную задачу.
В качестве входа задавался набор п строк (представляющих олигонуклеотиды), из ко-
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Я наблюдал за работой программы имитации отжига. Первые четыре сборки она выда­
ла сразу же без особых усилий,  и лишь после этого поиск немного замедлился и сборки
5 и 6 были предоставлены с небольшой задержкой .  Потом наступила пауза, после ко­
торой была выдана седьмая сборка. Но, несмотря на все свои усилия, программа не
смогла сложить восемь работающих прибо1юв, прежде чем мне надоело наблюдать за
ее действиями .
Я позвонил в компанию и хотел признаться в поражении, но они и слышать н ичего об
этом не хотели .  Оказалось, что самостоятельно они смогли получить только шесть ра­
ботающих приборов, так что мой результат был значительным прогрессом !

7.7. История из жизни. Отжиг массивов

Наш метод заинтересовал одного биохимика из Оксфордского университета и, что бо­
лее важно, в его лаборатории  было необходимое оборудование для испытания этого
метода. Автоматическая система подачи реактивов Southern Array Maker (производства
компании Beckman lnstruments) выкладывает дискретные последовательности олиго­
нуклеотидов в виде шестидесяти четырех параллельных рядов на полипропиленовой
подложке. Устройство создает массивы, добавляя отдельные элементы в каждую ячей­
ку вдоль определенных рядов и столбцов массива. В табл . 7.2 показан пример создания
массива всех 24 = 1 6  пуриновых (А или G) 4-меров путем создания пр�фиксов вдоль
рядов и суффиксов вдоль столбцов.

В разделе 3. 9 рассказывалось, как мы  «спользовали структуры данн ых высшего уровня 
для эмулирования нового метода секвенирования ДНК. Для нашего метода, и нтерак� 
тивного секвенирования методом rибридизации, нужно было создавать по требованию 
массивы специфичных олигонуклеотидов. 

Эта технология предоставляла идеальную среду для проверки возможности примене­
ния интерактивного ·секвенирования методом гибридизации в лаборатории, т. к. она
позволяла создавать с помощью компьютера широкий набор массивов олигонуклео­
тидов.



торых нужно было создать массив размером т х т (где т = 64 на устройстве Southern
Array Maker). Нам нужно было запрограмм ировать создание рядов и столбцов, чтобы
реализовать множество строк S. Мы доказали, что задача разработки плотных массивов
является NР-полной, но это не имело большого значения, т. к. решать ее в любом слу­
чае пришлось м не и моему студенту Рики Брэдли (Ricky Bradley).

- Хорошо. Это дает нам естественное представление для метода имитации отжига.
Пространство состояний будет содержать все возможные подмножества префиксов и
суффиксов. Естественные переходы между состояниями могут вклюt�ать вставку или
удале1ще строк из наших подмножеств или обмен пар местами .

- Кажется, что  программа не может определить, когда она получает правильное ре­
шение, - предположил я. - Функция стоимости оценивает только минимизацию
большей стороны массива. Давай добавим в нее выражения для оценки действий с дру-
гой стороной.

Рики опять изменил программу. На этот раз массивы на выходе имели правильную 
форму и поиск двигался в нужном направлении.  Но происходило это по-прежнему 
медленно. 
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- Какую функцию стоимости можно использовать? - спросил он .
- Нам требуется массив как можно меньшего размера, который охватывает все стро-
ки. Попробуем взять максимальное количество рядов (префиксов) или столбцов (суф­
фиксов), используемых в нашем массиве, плюс те строки из множества S, которые еще
не были задействованы.

Рики отправился на свое рабочее место и реализовал программу имитации отжига в
соответспвии с этими принципами .  Программа выводила текущее состояние решения
после каждого принятия перехода, и за ее работой было интересно наблюдать. Она бы­
стро отсеяла ненужные префиксы и суффиксы и размер массива начал стремительно
сокращаться . Но после нескольких сотен итераций прогресс начал замедляться. При
переходе программа удаляла ненужный суффикс, выполняла вычисления в течение
некоторого времени, а потом добавляла другой суффикс. После нескольких тысяч ите­
раций не наблюдалось никакого реального улучшения.

Рики внес соответствующие изменения в функцию стоимости, и мы снова запустили
программу. На этот раз она уверенно обрабатывала и другую сторону. Более •rого, на­
ши массивы стали выглядеть как тонкие прямоугольники, а не квадраты.
- Ладно. Давай добавим в функцию стоимости еще одно выражение, чтобы массивы
стали квадратными .

-Нам нужно будет использовать эвристический  метод, - сказал я ему. - Как смоде-
лировать эту задачу?

- Каждую строку можно разбить на составляющие ее префиксные и суффиксные па­
ры. Например, строку АСС можно создать четырьмя разными способами :  из префикса "
(пустая строка) и суффикса АСС, префикса А и суффикса СС, префикса АС и суффик­
са С или префикса АСС и суффикса ". Нам нужно найти наименьший набор префиксов
и суффиксов, которые совместно позволяют получить все данные строки, - сказал
Рики.



Конечная версия программы улучшала первоначальный массив, используя следующие
операции :
+ s•vap � обменять префикс/суффикс в массиве с префиксом/суффиксом вне  массива;
+ add - добавить в массив  случайный префикс/суффикс;
+ delete - удалить из массива случайный префикс/суффикс;
+ useful add - добавить в массив префикс/суффикс с наибольшей пригодностью;
+ useful delete - удалить из массива префикс/суффикс с наименьшей пригодностью;
+ string add - выбрать произвольную строку вне массива и добавить наиболее при-

годный префикс и/или суффикс, чтобы покрыть эту строку.
Мы использовали стандартный график охлаждения с экспоненциально убывающей
температурой (зависящей от размера задачи) и зависящим от температуры критерием
Больцмана. чтобы выбирать состояния, имеющие более высокую стоимость. Наша ко­
нечная функция стоимости определялась таким образом :

где max - максимальный размер чипа, min - минимальный размер чипа, str1o101 = ISI ,
а str;" - количество строк из множества S, находящихся в настоящее время в чипе.
Насколько хороший результат мы получили? На рис. 7 . 1 2  показано четыре этапа сжа­
тия специального массива, состоящего из 5 7 1 6  однозначных 7-меров вируса иммуно­
дефицита человека (ВИЧ).

Черные пикселы массива представляют первое появление 7-мера ВИЧ. Конечный 
размер чипа - 1 ЗОх 1 32, что является прогрессом по сравнению с первоначальным 
размером 1 92х  1 92. Чтобы завершить оптимизацию, программе потребовалось около 
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- Многие операции вставки затрагивают недостаточное количество строк. Может
быть, нам следует сделать уклон в пользу случайной выборки, чтобы важные префиксы
и суффиксы выбирались чаще?
Рики внес очередные изменения. Теперь программа работала быстрее, но все равно
иногда возникали паузы .  Мы изменили график охлажден ия. Результаты улучшились,
но были ли они действительно хороµшми? Не зная нижнего оптимального предела,
нельзя было сказать, насколько удачным является наше решение. Мы продолжали на­
страивать разные аспекты нашей программы, пока все дальнейшие модификации не
перестали приводить к улучшению.

cost = 2 × max + min +
(max − min)2

4
+ 4(strtotal − strin)

Рис. 7.12. Сжатие массива ВИЧ методом имитации отжига после 0,500, 1000 и 5750 итераций



В общем, я так не думаю. Но в духе непредвзятого исследования мы кратко рассмот­
рим генетические алгоритмы, которые пользуются наибольшей популярностью. Более
подробную информацию см. в разделе "Замечания к главе ".

Идея генетических алгоритмов возникла как отражение теории эволюции и естествен­
ного отбора. Посредством естественного отбора организмы приспосабливаются к вы­
живанию в определенной среде. В генетическом коде организма происходят случайные
мутации, которые передаются его потомкам . Если данная мутация окажется полезной,
то тогда у потомков будет больше шансов выжить. Если же мутация вредная, то веро­
ятность выживания потомков и передачи этого качества по наследству уменьшается .
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1 5  м инут, что было приемлемо для данного приложения. Насколько хорошим был этот
результат? Так как имитация отжига - всего лишь эвристический метод, то мы, по
сути, не знаем, насколько близким к оптимальному является наше решение. Лично я
думаю, что результат довольно хороший, но не мюгу быть в этом полностью уверен­
ным.  Метод имитации отжига является хорошим инструментом для решения сложных
задач оптимизации .  Однако, если вы хотите получить отличные результаты, будьте
готовы потратить больше времени на дополнительную настройку и оптимизацию про­
граммы, чем ушло на создание ее первоначального варианта. Это тяжелая работа, но
зачастую у вас нет иного выхода.

7.8 . Другие эвристические методы поиска

Генетические алгоритмы содержат "популяцию" кандидатов на решение данной зада­
чи .  Из этой популяции случайным образом выбираются элементы, которые "размно­
жаются" так, чтQ в потомке комбинируются свойства двух родителей. Вероятность вы­
бора элемента для размножения основывается на его "физической форме", которой, по
существу, является стоимость предоставляемого им решения. Элементы, имеющие
плохую физическую форму, вымирают, уступая место потомкам элементов, пребы­
вающих в более хорошей форме.

Генетические алгоритмы

Для поиска хороших решений  задач комбинаторной оптимизации было предложено
несколько эвристических методов. Подобно методу имитации отжига, многие эвристи­
ческие методы основаны на аналогии с реальными физическими процессами.  Одними
из популярных методов являются генетические алгоритмы, нейронные сети и алго­
ритм муравейника.
Интуитивные представления, лежащие в основе этих методов, привлекательны своей
понятностью, но скептики считают такие подходы шаманством, основанным на краси­
вых аналогиях с природными явлениями,  а не на результатах исследования задач, дос­
тигнутых с помощью других методов.
Вопрос заключается не в том, возможно ли,  приложив достаточные усилия, получить
приемлемые решения задач с помощью этих методов. Ясно, что возможно. Но настоя­
щий вопрос состоит в том, позволяют ли эти методы получить лучшие решения при
меньшей сложности реШ1изации, чем другие рассмотренные методы.



подВЕДЕННЕ нтогов 
Я лично никогда не сталкивался ни с одной задачей, для решения которой генетические 
алгоритмы оказались бы самым подходящим средством. Более того, я никогда не встречал 
никаких результатов вычислений, полученных посредством генетических алгоритмов, ко­
торые бы производили на меня положительное впечатление. Пользуйтесь методом имита-
ции отжига для своих экспериментов с эвристическим поиском . 

7.9. Параллельные алгоритмы 

ПотенцuШ1ьный выигрыш часто невелик. Допустим, что у вас имеется исключи­
тельный доступ к двадцати процессорам. Теоретически, используя все эти процес­
соры, можно в двадцать раз повысить скорость работы самой быстрой последова­
тельной программы.  Это, конечно же, прекрасно, но, возможно, производитель­
ность можно повысить, использовав более удачный последовательный алгоритм.
Время, требуемое на переработку кода для исполнения на параллельных процессо­
рах, возможно, лучше потратить на улучшение последовательной версии програм-

Идея генетических алгоритмов чрезвычайно привлекательна. Но эти алгоритмы не мо­
гут работать так эффективно над практическими  задачами комбинаторной оптимиза­
ции, как метод имитации отжИГа. На то есть две причины.  Во-первых,  моделирование
приложений посредством генетических операторов, таких как мутация и  пересечение
на биrовых строках, является в высшей степени неестественным.  Псевдобиология вно­
сит дополнительный уровень сложности в решаемую задачу. Во-вторых, решение
нетривиальных задач посредством генетических алгоритмов занимает очень много
времени .  Операции пересечения и мутации обычно не используют структуры данн ых,
специфичных для данной задачи, вследствие чего большинство переходов дает низко­
качественные решения и процесс поиска наилучшего решения протекает медленно.
В этом случае аналогия с эволюцией (которой для осуществления важных изменений
требуются миллионы лет) оказывается уместной .
Чтобы отговорить вас от  использования генетических алгоритмов в своих п рило­
жениях, мы не будем продолжать рассматривать их. Но если вы все же очень хотите
поэкспериментировать с ними,  то подсказки по их реализации можно найти
в разделе 13.5.
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Ум хорошо, а два лучше, а, более обобщенно, п умов лучше, чем п - 1 умов. Такой
подход кажется легким способом решения трудных задач . В самом деле, для решен ия
некоторых задач параллельные алгоритмы являются наиболее эффективным средст­
вом. Например, для реализации реалистичной анимации графические приложения вы­
сокого разрешения реального времени должны выводить около тридцати кадров в се­
кунду. Единственным способом справиться с такой задачей может быть выделение от-
дельного процессора для обработки каждого кадра или для обработки одной части
кадра. Большие системы линейных уравнений для научных целей регулярно решаются
параллельным методом .

+ 

Но параллельные алгоритмы имеют несколько скрытых недостатков, о которых нужно 
знать. 



мы.  Также нужно иметь в виду, что средства отладки и повышения производитель-
ности кода, такие как профилировщики, лучше работают на обычных компьютерах,
чем на многопроцессорных.

+ 

Я рекомендую рассматривать параллельные вычисления только в тех случаях, когда
все другие попытки решить задачу последовательным способом оказываются слишком
медленными.  Но даже в таких случаях я бы ограничился использованием алгоритмов,
которые параллелизируют задачу, разбивая ее на несколько подзадач, для исполнения
которых разные процессоры не должны общаться друг с другом, кроме как для объ­
единения конечных результатов. Такой примитивный параллелизм может быть доста­
точно простым как для реализации, так и для отладки, т. к. его конечным результатом,
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Простое ускорение работы еще ничего не означает. Допустим, что ваша парал­
лельная программа работает в 20 раз быстрее на 20-процессорной машине, чем на
компьютере с одним  процессором. Это просто замечательно, не так ли? Конечно
же, если вы всегда получаете линейное повышение скорости и имеете доступ к
сколь угодно большому количеству процессоров, то со временем вы перекроете ре­
зультаты любого последовательного алгоритма. Но тщательно разработанный по­
следовательный алгоритм часто может оказаться эффективнее параллелизируемого
кода, выполняемого на типичном многопроцессорном компьютере. Скорее всего,
причиной низкой производительности вашей параллельной программы на однопро­
цессорной машине является недостаточно хороший последовательный алгоритм.
Поэтому измерение ускорения работы такой программы при использовании не-
скольких процессоров является некорректной оценкой преимуществ параллелизма.
Классическим примером такой ситуации является минимаксный алгоритм поиска в
дереве игры, применяющийся в компьютерных программах игры в шахматы. Поиск
методом исчерпывающего перебора в этом дереве удивительно легко поддается па­
раллелизации :  просто для каждого поддерева выделяется отдельный процессор. Но
при таком подходе большая часть работы этих процессоров выполняется впустую,
т. к. одни и те же позиции исследуются на нескольких процессорах. Использование
же более интеллектуального алгоритма альфа-бета-отсечений может с легкостью
уменьшить объем работы на 99,99%, по сравнению с чем любые достоинства поис­
ка методом исчерпывающего перебора на параллельных процессорах выглядят ни­
чтожными .  Алгоритм альфа-бета-отсечений можно распараллелить, но это задача не
из легких. Кроме этого, увеличение количества используемых процессоров дает не­
ожиданно малое повышение производительности .

Параллельные алгоритмы плохо поддаются отладке. Если только вашу задачу не­
возможно разбить на несколько независимых подзадач, то при ее исполнении на не­
скольких процессорах разные процессоры должны взаимодействовать друг с дру­
гом,  чтобы выдать правильный конечный результат. К сожалению, вследствие неде­
терминистического характера этого взаимодействия параллельные программы
трудно отлаживать. Пожалуй, самым  лучшим примером является шахматный су­
перкомпьютер Deep B lue. Хотя последняя версия этого компьютера в конце концов
победила чемпиона мира по шахматам Гарри Каспарова, в предыдущих соревнова­
ниЯХ машина терпела поражения из-за программных ошибок, по большому счету
вызванных обширным параллелизмом.

+ 



- Давайте запустим его на многопроцессорном компьютере, - предложил он. -
В конце концов, в этом коде внешний цикл выполняет одни и те же вычисления для
каждого целого числа от 1 до 1 ООО ООО ООО. Я могу разбить этот диапазон чисел на
одинаковые интервалы и обработать каждый из них на отдельном процессоре. У.види­
те, как это будет легко.

программа работает прекрасно, но только прошлой ночью один  процессор вышел из
строя;
все шло хорошо, но компьютер случайн9 перезагрузили, так что мы потеряли все
результаты;
согласно корпоративным правилам никто ни  при каких обстоятельствах не может
использовать все процессоры более чем 1 3  часов.

Но этого не произошло. Нщш коллега не принял во внимание то обстоятельство, что
время для обработки каждого целого числа увеличивалось пропорционально увеличе­
нию чисел . В конце концов, проверка представимости числа 1 ООО ООО ООО в виде сум­
мы трех пирамидальных чисел требует больше времени, чем такая же проверка для
числа 1 00. Таким образом, последующие процессоры сообщали об окончании работы
через все более длительные интервалы времени. Из-за особенностей устройства супер­
компьютера освободившиеся процессоры нельзя было задействовать снова, пока не
была завершена вся работа. В конце концов, половина машины и большинство ее поль­
зователей оказались в заложниках у одного, последнего процессора.
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по сути, является хорошая последовательная реализация. Но даже здесь есть свои под­
водные камни.

7.1 0. История из жизни . "Тороп иться в никуда"
В разделе 2.8 я описал наши усилия по созданию быстрой программы для исследова­
ния проблемы Уоринга. Код был достаточно быстрым и мог решить задачу за несколь­
ко недель, работая в фоновом режиме на настольном компьютере. Но моему коллеге
этот вариант не понравился.

Он приступил к работе по выпол нению нашей программы на компьютере lпte l IPSC-
860 с 32 узлами, каждый из которых имел свои собственные 16 Мбайт памяти -
(очень мощная машина для того времени). Но в течение нескольких следующих недель
я постоянно получал от него известия о проблемах. Например:

Но, в конце концов, обстоятельства сложились благоприятно. Он дождался стабильной
работы компьютера, захватил 16 процессоров (половину компьютера), разбил целые
числа от 1 до 1 О0О ООО ООО на 16 одинаковых диапазонов и запустил вычисление каж­
дого диапазона на отдельном процессоре. Следующий день  он провел, отбивая атаки
разъяренных пользователей, которые не могли попасть на компьютер из-за его про­
граммы. Как только первый процессор закончил обработку своего диапазона (числа
от 1 до 62 500 ООО), он объявил негодующей толпе, что скоро и остальные процессоры
закончат свою работу.

+ 

+ 

+ 

Какие выводы можно сделать из этой истории? Если вы собираетесь распараллелить
вычисления, позаботьтесь о том, чтобы должным образом распределить работу между



процессорами.  В приведенном примере правильный баланс нагрузки, достигнутый по­
средством несложных вычислений  или с помощью алгоритма разбиения, рассматри­
ваемого в разделе 8. 5, мог бы значительно сократить время исполнения задачи, а также 
время, в течение которого нашему коллеге пришлось выносить нападки других пользо­
вателей.  

Замечания к главе 
Обсуждение перебора с возвратом в значительной степени основано на моей книге 
"Programming Chal lenges" [SROЗ] . В частности, рассмотренная здесь процедура перебо­
ра с возвратом является обобщенной версией процедуры, представленной в главе 8 
этой книги .  В данной главе также имеется мое решение знаменитой задачи о восьми 
ферзях, где требуется найти все расположения на шахматной доске восьми ферзей, ни 
один .из которых не находится под ударом любого другого. 
Метод имитации отжига был первоначально рассмотрен в статье [KGV83], в которой 
также обсуждалось его применение для решения задачи размещения на печатных пла­
тах сверхбольших интегральных схем.  Приложения в разделе 7. 5А основаны на мате­
риале из книги [АК89] . 

7. 1 1 . Уп ражнения 
Перебор с возвратом 
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мощной операцией является обмен ребер. При каждой операции обмениваются макси­
мум два ребра в маршруте, по сравнению с четырьмя ребрами при обмене местами
вершин.  Это повышает вероятность локального улучшения. Но чтобы эффективно
поддерживать порядок полученного маршрута, требуются более сложные структуры
данных, которые рассматриваются в книге [FJMO93] .

В представленных здесь эвристических решениях задачи коммивояжера в качестве ло­
кальной операции используется обмен вершин .  В действительности, намного более

Разные эвристические методы поиска подробно представлены в книге [AL97], которую
я рекомендую всем, кто хочет углубить свои знания в области эвристических методов
поиска. В этой книге описан алгоритм поиска с запретами (tabu search), который явля­
ется разновидностью метода имитации отжига, использующего дополнительные струк­
туры данных, чтобы избежать переходов в недавно рассмотренные состояния. Алго­
ритм муравейника рассматривается в книге [DT04] . Более доброжелательную точку
зрения на генетические и им  подобные алгоритмы, чем та, что представлена в этой гла­
ве, см. в книге [MFOO] .
Подробную информацию по комбинаторному поиску оптимальных позиций на шах­
матной доске можно найти в статье [RHS89] . Наша работа по использованию метода
имитации  отжига для сжатия массивов ДНК была представлена в журнале [BS97] . До­
полнительную информацию по селективной сборке см. в журнале [Pug86] и журнале
[CGJ98] . Наша работа по параллельным вычислениям с пирамидальными числами бы­
ла представлена в журнале [DY94] .

[3]  Беспорядком (derangement) называется такая перестановка р множества { 1 , . . .  , п} ,
в которой ни один элемент на находится на своем правильном месте, т .  е . ,  р; :;:. i для всех

1 .  



2. 

3. 

[8] Разработайте и реализуйте алгоритм для решения задачи изоморфизма подграфов.
Даны графы G и Н. Существует ли такой подграф Н' графа Н, для которого граф G явля­
ется изоморфным графу Н'? Как ваша программа работает в таких особых случаях изо-
морфизма ПОдграфов, как ГаМИЛЬТОНОВ ЦИкЛ, КЛИКа, НеЗаВИсИМОе множество?

Комбинаторная оптимизация

7. [5 ]  Разработайте и реализуйте алгоритм для решения задачи минимизации ширины по­
лос, рассматриваемой в разделе 13.2. 

9. [5] Разработайте и реализуйте алгоритм для решения задачи поиска максимальной клики, 
рассматриваемой в разделе 16. 1 . 

1 День президентских выборов в США в ' 1 992 г., когда действующий президент Буш проиграл Биллу Клин­
тону. - Прим. перев. 
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1 � i � п. Разработайте программу перебора с возвратом с применением отсечений для
создания всех беспорядочных перестановок п элементов.

[4] Мультимножества (multiset) могут содержать повторяющиеся элементы. Таким об�
разом, мультимножество из п элементов может иметь меньше, чем п! разных перестано­
вок. Например, мультимножество { 1 , 1 ,  2, 2 } имеет только шесть разных перестановок:
{ 1 , 1 , 2, 2 } , { ! , 2, 1 , 2} , { 1 , 2, 2, 1 } , {2, 1 ,  1 ,  2 } , {2, 1 ,  2, 1 } и {2, 2, 1 , 1 } . Разработайте и
реализуйте алгоритм для создания всех перестановок мультимнюжества.

[5) Разработайте и реализуйте алгоритм для проверки, являются ли два графа изоморФ-
ными по отношению друг к другу. Задача изоморфизма графов рассматривается в разде­
ле 16. 9. При правильном отсечении можно без проблем выполнять проверку графов, со­
держащих сотни вершин.

[8] В проекте по реконструкции автострады дано п(п - 1)/2 упорядоченных по длине рас­
стояний. Задача заключается в том,  чтобы найти положения п точек на линии, которые
порождают эти расстояния. Например, расстояния { ! , 2, 3 ,  4, 5, 6} можно определить,
расположив вторую точку на расстоянии 1 единицы от первой, третью - на расстоянии
3 единиц от второй, а четвертую - на расстоянии 2 единиц от третьей. Разработайте и
реализуйте алгоритм для вывода всех решений этой задачи. Чтобы минимизировать по­
иск, используйте по мере возможности адддитивные ограничения. При правильном отсе­
чении можно без проблем решать задачи, содержащие сотни узлов.

Для каждой из приведенных далее задач реализуйте программу комбинаторного поиска для
оптимального решения входного экземпляра небольшого размера и/или разработайте и реа­
лизуйте эвристический алгоритм имитации отжига для получения приемлемых решений.
Дайте оценку практической работе вашей программы.

[5] Разработайте и реализуйте алгоритм для решения задачи максимальной приемлемо­
сти, рассматриваемой в разделе 14. 10.

8. 

4. 

5 .  

6. 

[5) Анаграммой называется перестановка букв слова или фразы таким образом, чтобы
получилось другое слово или фраза. Иногда результаты таких перестановок поражают.
Например, фраза MANY VOTED BUSH RETIRED (многие проголосовали за отставку
Буша) является анаграммой фразы TUESDAY NOVEMBER, TНIRD (вторник, третье но­
ября) 1.  Разработайте и реализуйте алгоритм создания анаграмм, используя комбинатор-
ный поиск и словарь.
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1 0. [5] Разработайте и реализуйте алгоритм для решения задачи минимальной вершинной 
раскраски, рассматриваемой в разделе 16. 7. 

1 1 . 

1 2 . 

1 3 . 

1 4 . 

1 5 . 

1 6. 

1 7. [5] Каждая кнопка телефонного номеронабирателя содержит несколько букв. Напишите 
программу для генерирования всех возможных слов, которые можно получить из дан­
ной последовательности нажатых кнопок (например, 1 45345). 

1 8 . 

Задачи по программированию
Эти задачи доступны на сайтах http://www.programming-challenges.com и http://
uva.onlinejudge.org.

1 .  Little В ishops. 1 1 080 1 /86 1 .

2. 15-Puzzle Problem. 110802/10181.
3 .  Tug of War. 1 1 0805/ 1 0032.

[5] Разработайте и реализуйте алгоритм для решения задачи реберной раскраски, рас­
сматриваемой в разделе 16.8.

[5] Разработайте и реализуйте алгоритм для  решения задачи покрытия множества, рас­
сматриваемой в разделе 18. 1 .

[5] Разработайте и реализуйте алгоритм для решения задачи поиска разрывающего
множества вершин, рассматриваемой в разделе 16. 1 1 .

[4] Напишите функцию поиска всех перестановок букв в данной строке.
Задачи, предлагаемые на собеседовании 

[4] Реализуйте алгоритм перечисления всех k-элементных подмножеств множества, со­
держащего п элементов.

[5] Анаграммой называется перестановка букв слова или фразы таким образом, чтобы
получилось другое слово или фраза. Например, анаграммой строки Steven Skiena явля­
ется строка Vainest Knees. Предпожите алгоритм дпя создания всех анаграмм данной
строки.

[7] Имеется пустая комната и п человек снаружи. На каждом этапе можно впустить од­
ного человека в комнату или вы пустить одного человека из комнаты . Можете ли вы
упорядочить последовательность из 2п этапов таким образом, чтобы каждая возможная
комбинация людей возникла только один раз?

1 9. [4] Используя генератор случайных чисел, который генерирует случайные целые числа
в диапазоне от О до 4 с одинаковой вероятностью, напишите генератор случайных чисел
(rng07), который генерирует целые числа в диапазоне от О до 7 с одинаковой вероят­
ностью. Укажите ОЖИдаемое кОЛиЧеСТВО ВЫЗОВОВ функции rng04 для каждого ВЫЗОВа
функции rng07.

4. Color Hash. 1 1 0807/704.



Динамическое программирование обычно является подходящим методом решения за­
дач оптимизации в случае комбинаторных объектов, которые имеют естественный по-

Динамическое программирование
ГЛАВА 8

Наиболее трудными алгоритмическими задачами являются задачи оптимизации,  в ко­
торых требуется найти решение, максимизирующее или минимизирующее определен­
ную функцию. Классическим примером задачи оптимизации является задача комми­
вояжера, в которой требуется найти маршрут с минимальной стоимостью для посеще­
ния всех вершин графа. Как мы видели в главе 1, для решения задачи коммивояжера
можно легко предложить несколько алгоритмов, которые выдают кажущиеся удовле­
творительными решения, но не всегда выдают маршрут с минимал ьной стоимостью.
Для алгоритмов задач оптимизации требуется доказательство, что они всегда возвра­
щают наилучшее возможное решение. "Жадные" алгоритмы, которые принимают наи­
лучшее локальное решение на каждом шаге, обычно эффективны, но не гарантируют
глобальное оптимальное решение. Алгоритмы поиска методом исчерпывающего пере­
бора всегда выдают оптимальный результат, но обычно временная сложность таких
алгоритмов чрезмерно высока.
Динамическое программирование сочетает лучшие возможности обоих подходов. Этот
метод предоставляет возможность разрабатывать алгоритмы специального назначения,
которые систематически исследуют все возможности (таким образом гарантируя пра­
вильность решения) и в то же самое время сохраняют ранее полученные промежуточ­
ные результаты (таким образом обеспечивая эффективность работы). Сохранение по­
следствий всех возможных решений  и систематическое использование этой информа­
ции минимизируют общий объем работы.
Если вы понимаете суть динамического программирования, эта технология разработки
алгоритмов, возможно, является для вас самой удобной для практического примене­
ния. Я считаю, что алгоритм ы динамического программирования часто легче разрабо­
тать заново, чем искать их готовую реализацию в какой-либо книге. Однако, пока
вы не понимаете динамическое программирование, оно кажется вам каким-то шаман­
ством .
Динамическое программирование - это технология для эффективной реализации ре­
курсивных алгоритмов посредством сохранения промежуточных результатов. Секрет
ее применения заключается в определении, выдает ли простой рекурсивный алгоритм
одинаковые результаты для одинаковых подзадач . Если выдает, то вместо повторения
вычислений ответ каждой подзадачи можно сохранять в таблице для использования в
дальнейшем, что дает возможность получить эффективный алгоритм . Начинаем разра­
ботку с определения и отладки рекурсивного алгоритма. Только добившись правиль­
ной работы нашего рекурсивного алгоритма, мы переходим к поиску мер по ускоре­
нию его работы, сохраняя результаты в матрице.



. long fib_r ( int n )  

i f  ( n  == 0 ). return ( 0 ) ; 

if ( n  == 1 )  return ( l ) ; 
return ( fib_r ( n-1 ) + fib_r ( n-2 ) ) ;  

294 Часть I. Практическая разработка алгоритмов

Листинг 8.1. Рекурсивная функция для вычисления n-го числа Фибоначчи

}

{

8.1 .1 .  Генерирование ч исел Фибоначчи методом рекурсии 

рядок организации компонентов слева направо. К таким объектам относятся строки
символов, корневые деревья, многоугольники, а также последовательности целых чи­
сел . Изучение динамического программирования лучше всего начинать с исследования.
готовых примеров. Для демонстрации практической пользы от динамического про­
граммирования в этой главе приводится нескюлько историй из жизни, в которых оно
сыг.рало решающую роль в решении поставленной задачи .

8.1. Кэширование и вычисления
По сути, динамическое программирование является компромиссом, при котором по­
вышенный расход памяти компенсируется экономией времени .  Многократное вычис­
ление некого значения безвредно само по себе, пока затраченное на это время не ока­
зывает отрицательного влияния на производительность. В таком случае для повыше­
ния производительности будет разумнее не повторять вычисления, а сохранять
результаты первоначальных вычислений  и потом обращаться к ним в случае надоб­
ноети .
Экономия времени исполнения за счет повышенного расхода памяти в динамическом
программировании  лучше всего проявляется при рассмотрении  рекуррентных соотно­
шений, таких как  числа Фибоначчи.  В последующих разделах мы рассмотрим три про­
грамм ы  для вычисления этих последовательностей.

Числа Фибоначчи были  впервые исследованы в XI I I  веке итальянским математиком
Фибоначчи для моделирования размножен ия кроликов. Фибоначчи предположил, что
количество пар кроликов, рождающихся в данный год, равно сумме пар кроликов, ро­
жденн ых в два предыдущие годы, начиная с одной пары кроликов в первом году. Для
подсчета количества кроликов, рожденных в п-м году, он определил следующее рекур­
рентное соотношение:

для которого Fo = О и F1 = 1 .  Таким образом, F2 = 1 ,  F3 = 2. Ряд продолжается' в виде
последовательности {3, 5, 8, 1 3 , 2 1 ,  34, 55 ,  89, 1 44, . . .  } . Как потом выяснилось, формула
Фибоначчи не очень хорошо подходит для описания размножения кроликов, но зато
оказалось, что она обладает множеством интересных свойств. Так как числа Фибонач­
чи определя�отся рекурсивной формулой, то для вычисления п-го числа Фибоначчи
легко создать рекурсивную программу. Пример такого рекурсивного алгоритма на
языке С приводится в листинге 8. 1 .

Fп = Fп-1 + F11_2 



Ход выполнения этого рекурсивного алгоритма можно проиллюстрировать его рекур­
сивным деревом, как показано на рис. 8 . 1 .

#define МАХN 4 5  /*  НаиСольшее представляюцее интерес число n*/
#define UNКNOWN -1 / *  Пустая ячейка */
long f [МAXN+l } ; / * Массив для хранения вычисленных значений fib */

long fib_c ( int n )

Листинг 8.2. Вычисление чисел Фибоначчи с использованием кэширования
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Рис. 8. 1 . Дерево для рекурсивного вычисления чисел Фибоначчи 

Как и все рекурсивные алгоритмы, это дерево обрабатывается посредством обхода в 
глубину. Я настоятельно рекомендуiо проследить выполнение этого примера вручную, 
чтобы освежить ваши знания о рекурсии .  
Обратите внимание, что число F(4) вычисляется на обеих сторонах дерева, а число F(2) 
вычисляется в этом небольшом примере целых пять раз. Полный вес этих избыточных 
вычислений становится ясным при исполнении программы.  Для вычисления первых 
45 чисел Фибоначчи моей программе потребовалось больше 7 минут. Скорее всего, 
используя правильный алгоритм, эти числа можно было бы быстрее вычислить вруч­
ную. 

Но в действительности мы  можем решить эту задачу намного эффективнее. Для этого
мы явно сохраняем (или кэшируем) результаты вычисления каждого числа Фибоначчи.
F(k) в таблице. Теперь, прежде чем вычислять значение, мы сначала проверяем его на­
личие в таблице, таким образом избегая повторных вычислений .  Соответствующий код
приводится в листинге 8.2.

Сколько времени этот алгоритм будет вычислять число F(n)? Так как
Fn+i / Fn � fP = (1 + JS) / 2 = 1, 6 1 803 , это означает, что Fn > 1 ,6п. Так как листьями наше­
го дерева являются только О и 1 ,  то такая большая сумма означает, что у нас должно
быть, по крайней мере, 1 ,6п листов или вызовов процедуры !  Иными словами, эта не­
большая простенькая программа имеет экспоненциальную временную сложность.

8.1.2. Генерирование чисел Фибоначчи
посредством кэширования



/ * Счетчик * /  

return ( fib_c ( n ) ) ;  
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Какова временная сложность этого алгоритма? Дерево рекурсии является более ин­
формативным, чем код. Значение F(n) вычисляется за линейное время (т. е. за время
О(п)), т. к. рекурсивная функция fib_c ( k ) вызывается ровно два раза для каждого зна­
чения k, где О � k � n.
Данный общий метод явного кэширования результатов вызовов рекурсивной функции
для того, чтобы избежать повторных вычислений, позволяет максимально использо­
вать преимущества динамического программирования, что делает его заслуживающим

for ( i=2 ; i<=n ; i++ )  f [ i ]   =   UNКNOWN ;

{

}

}

if  ( f [ n ]  == UNКNOWN ) 

f [n ] = fib_c ( n- 1 )  + fib_c ( n-2 ) ; 
return ( f [ n ] ) ;  

long fib_c_driver ( int n )  
{ 

int i ;  
f [ О ]  = .О ; 
f [ l ]  = 1 ;  

Чтобы вычислить F(n), мы  вызываем процедуру fib_c_driver ( n ) . Первым делом эта
процедура инициализирует кэш двумя известными значениями (F(O) и F(I)) и флагом
UNКNOWN для остальных, неизвестных, значений .  Потом вызывается рекурсивный алго­
ритм вычисления, модифицированный для предварительной проверки на наличие вы­
численного значения данного числа Фибоначчи .

F(2)

F(1)

F(0)

F(3)

F(4) F(3)

F(4)

F(6)=8

F(5)

F(1)

F(2)

Версия с кэшированием очень быстро доходит до максимального целого числа,. кото­
рое можно представить типом long integer. Причины этого становятся понятными по­
сле изучения дерева рекурсии, показанного на рис. 8 .2 .

Рис. 8.2. Дерево вычисления чисел Фибоначчи методом кэширования

В данном случае отсутствует сколь-либо значительное ветвление, т. к. вычисления вы­
полняются только в левой ветви .  Вызовы в правой ветви находят нужные значения
в кэше и немедленно возвращают управление.



Кэширование результатов вычислений имеет смысл только в случае достаточно не­
большого пространства значений параметров, когда мы можем себе позволить расходы
на хранение данных. Так как аргументом рекурсивной функции fib_c ( k )  является це­
лое число из диапазона от О до п, то кэшировать нужно только О(п) значений .  Нам вы­
годно пойти на линейные затраты памяти вместо экспоненциальных затрат времени .
Но, как мы увидим далее, полностью избавившись от рекурсии, можно получить еще
лучшую производительность.

Число Фибоначчи Fn можно вычислить за линейное время с большей эффективностью, 
если явно задать последовательность рекуррентных вычислений, как показано в лис­
тинге 8.3 . 

long fib_dp ( int n )  
{ 

int i ;  /*  Счетчик * /  
lo�g f [МAXN+l ] ;  /* Массив дл я  хранения вычисленных значений fib * /  
f [ O ]  = О ;  
f [ l ]  = l ;  

return ( f [n ] ) ;  

Как можно видеть, в данном варианте процедуры рекурсия совсем не используется.
Мы начинаем вычисление последовательности Фибоначчи с ее наименьшего значения
до заданного числа и сохраняем все промежуточные результаты. Таким образом, когда
нам нужно вычислить число F;, мы уже имеем требуемые для этого числа F;. 1 и F,_2 •
Линейная временная сложность этого алгоритма должна быть очевидной. Вычисление
каждого из п значений выполняется как простое суммирование двух целых чисел,
сложность которого, как по времени, так и по памяти, равна О(п).
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более внимательного рассмотрения .  В принципе, кэширование можно применять с лю­
бым рекурсивным алгоритмом .  Но сохранение частичных результатов не принесет н и­
какой пользы при работе таких рекурсивных алгоритмов, как быстрая сортировка, пе­
ребор с возвратами и обход в глубину, т. к. все рекурсивные вызовы в этих алгоритмах
имеют разные значения параметров. Нет смысла сохранять то, что больше не будет
использовано.

Явное кэширование результатов рекурсивных процедур позволяет максимально
использовать преимущества динамического программ ирования, главным достоинством
которого является такое же время выполнения, что и у более элегантных решений. Если
вы предпочитаете бесхитростное написание большого объема кода поиску красивого
решения, вы можете не читать последующий материал.

ПОДВЕДЕНИЕ итогов 

8.1.3. Генерирование чисел Фибоначчи
посредством динамического программирования

Листинг 8.3. Вычисление числа Фибоначчи без рекурсии

for ( i=2 ; i<=n; i++ ) f [ i ]   =   f [ i-l ] +f [ i-2 ] ;

}
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Но более внимательное исследование процесса решения задачи показывает, что совсем
не обязательно хранить все промежуточные результаты в течение вычисления всей по­
следовательности. Так как вычисляемое значение зависит от двух аргументов, то толь­
ко их и нужно сохранять. Соответствующая реализация показана в листинге 8.4.

long fib_ultimate ( int n )
{

int i ;  /* Счетчик * /

long back2=0 , backl=l ; /* Последние два значения f [n ]  * /

long next ; / * Промежуточная сумммаа  * /

i f  ( n == 0 )  return ( 0 ) ;
for ( i=2 ; i<n ; i++ ) {

next = backl+back2 ;
back2 = backl ;
backl  = next ;

return (backl +back2 ) ;

Более надежным способом вычисления биномиальных коэффициентов является ис­
пользование неявного рекуррентного соотношения, используемого для построения 
треугольника Паскаля : 

Листинг 8.4. Окончательная версия процедуры вычисления чисел Фибоначчи

}

Данная реализация понижает сложность по памяти до постоянной, при этом никак не
ухудшая сложность по времени.

}

8.1.4. Биномиальные коэффициенты
В качестве другого примера устранения рекурсии указанием порядка вычислений рас­
смотрим вычисление биномиальных коэффициентов. Биномиальные коэффициенты
являются наиболее важным классом натуральных чисел. В комбинаторике биномиаль-
ный коэффициент (/: ) представляет количество возможных подмножеств из k элемен­
тов множества из п элементов.

Каким образом находятся биномиальные коэффициенть1? Так как (J: ) = п!/((п - k) !k! ),
то их значения можно получить, вычисляя факториалы. Но этот метод имеет серьезный
недостаток. Промежуточные вычисления могут вызвать арифметическое переполне­
ние, даже если конечный результат не превышает максимальное допустимое целое
число в компьютере.

1
1 1

1 2 1
1 3 3 1

1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1



/ n 
о 
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4 
5 

о 1 2 3 4 5 m / n о 1 2 3
А о 1
в G 1 1 1
с 1 н 2 1 1 1
D 2 3 I 3 1 3 3 1
Е 4 5 6 J 4 1 4 6 4
F 7 8 9 10 к 5 1 5 10 10

4 5 

1 
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Инициализированные ячейки таблицы помечены буквами от А до К, обозначающими
порядок, в котором им были присвоены значения. Каждой неинициализированной
ячейке присваивается значение, равное сумме значений двух ячеек из предыдущего
ряда: той, что непосредственно над ней, и той, что сверху и слева. Ц11фры от 1 до 1 0,
маркирующие треугольник  ячеек, обозначают порядок вычисления подмножества
(� ) = 5 с помощью кода, представленного в листинге 8.5 .

а) б)

m

Самым лучшим способом вычисления такого рекуррентного соотношения будет созда­
ние таблицы всех возможных значений, имеющей требуемый размер, как показано на
рис. 8 .3 .

Почему эта формула дает правильный результат? Рассмотрим,  входит ли п-й элемент в
ОДНО из подмножеств {k ) из k элементов. Если входит, то мы можем завершить созда­
ние подмножества, выбрав другие k - 1 элементов из оставшихся п - 1 элементов мно­
жества. Если же не входит, то нам нужно выбрать все k элементов из оставшихся п - 1
элементов множества. Эти два случая не пересекаются и включают в себя все возмож­
ности, поэтому в сумме учитываются все k подмножеств.

Каждый элемент строки является суммой двух элементов слева и справа от него в
предшествующей строке. Это подразумевает следующее рекуррентное соотношение:

<Z ) = <Z:::\ ) + (;;1 )  ·

Для любого рекуррентного соотношения требуется база. Какие значения биномиаль­
ных коэффициентов нам известны без вычислений? Левая часть формулы легко приво-
дится к (п-ё/ ) . Сколько можно создать подмножеств, содержащих О элементов, из не­

кого множества? Ровно одно - пустое. Если это не кажется вам убедительным, с рав­
ным успехом в качестве базы можно принять <r ) = т .  Правая часть формулы легко

приводится к <Z ) . Сколько можно создать подмножеств, содержащих k элементов, из
множества, содержащего k элементов? Ровно одно - первоначальное множество. Эти
базовые экземпляры и рекуррентное соотношение определяют все интересующие нас
биномиальные коэффициенты.

Рис. 8.3. Порядок вычисления биномиальных коэффициентов (а),
содержимое матрицы после вычислений (б)



Листинг 8.5. Вычисление биномиального коэффициента

long binomial_coefficient ( n ,  m )  
int n ,  m;  / *  Вычислить n ,  выбрать m * /  

int i ,  j ;  / *  Счетчики * /  

for ( j =O ;  j <=n; j ++ )  bc ( j ] [ j ] = 1 ;  
for ( i=l ; i<=n ; i++ ) 

for ( j =l ;  j < i ;  j ++ )  
с [ i ]  [ j ] = Ь с  [ i - 1 ]  [ j -1  ] + Ь с  [ i -1 ] [ j ] ; 

Внимательно изучите эту функцию, чтобы понять, как она работает. Далее в этой главе
мы  будем уделять больше внимания вопросам формулирования и  анализа соответст­
вующей рекуррентности, чем технике работы с таблицами .

+ замена - заменяет один символ строки Р другим символом из текста Т. Например, 
"shot" превращается в "spot"; 

+ 

+ удш�ение � удаляет один  символ из строки Р так, чтобы она совпадала с подстро-
кой в тексте Т. Например, "hour" превра,щается в "our". 

Для правильной постановки вопроса сходства строк нам нужно установить стоимость 
каждой из этих операций преобразования строк. Присваивая каждой операции стои­
мость равную 1 ,  мы онределяем расстояние редактирования между двумя строками. 
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{

}
return ( bc [ n ]  [m] ) ;

for ( i=O ; i<=n;  i++ ) bc [ i ]  ( О ]   =   1 ;
long Ьс [МАХN] [МАХN]  ; / *  Таблица биномиальных коэффициентов * /

8.2. Поиск приблизительно совпадающих строк
Поиск совпадающих комбинаций символов в текстовых строках является задачей,
важность которой не подлежит сомнению. В разделе 3. 7.2 были представлены алго­
ритмы для поиска точных совпадений комбинаций символов, т. е. выяснения, где
и менно в текстовой строке Т находится искомая подстрока Р. Но, к сожалению, жизнь
не всегда так проста. Например, слова, как в тексте, так и в искомой строке, могут быть
написаны с ошибками, вследствие чего точного совпадения не получится . Эволюцион­
ные изменения в геномных последовательностях или языковых конструкциях приводят
к тому, что мы вводим в строке поиска "Не убей", когда нужно найти "Не убий" .

Каким образом можно нейтрализовать орфографические ошибки, чтобы можно было
найти подстроку, наиболее близкую к искомой? Чтобы можно было выполнять поиск
неточl'!О совпадающих строк, нам нужно сначала определить функцию стоимости,
с помощью которой мы будем выяснять, насколько далеко две строки находятся друг
от друга, т. е . измерять расстояние между парами строк. Для этого нам нужно учиты­
вать количество операций, которые придется выполнить, чтобы преобразовать одну
строку в другую. Возможны такие действия :

вставка - вставляет один  символ в строку Р так, чтобы она совпадала с подстро­
кой в тексте Т. Например, "ago" превращается в "agog";



Jldef ine МАТСН О / *  Символ перечислимого типа для совпадения * /  
Jldefine INSERT 1 / *  Символ перечислимого типа для вставки * /  
Jldefine DELETE 2 / *  Символ. Перечислимого типа для удаления * /  
int string_compare ( char * s ,  char * t ,  int i ,  int j )  
{ 

int k ;  
int opt [ 3 ] ; 
.int lowest_cost ; 

/ * Счетчик* / 
/ *  Стоимость трех опций * /  
/ *  Самая низкая стоимость * /  

В листинге 8.6 представлена программа вычисления стоимости редактирования.  

+ 

D[i, j - 1 ]  + 1 . Это означает, что в тексте имеется лишний символ, который нужно
удалить, поэтому указатель позиции в строке-образце не продвигается и выполняет­
ся удаление символа.
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задача нечеткого сравнения· строк возникает во многих приложениях и рассматривает­
ся в разделе 18. 4.

8.2.1 . П рименение рекурсии 
для выч исления расстояния редактирован ия 

Нечеткое сравнение строк может казаться трудной задачей, т. к. нам нужно решить, где
именно в строке-образце и тексте нужно вставить или удалить символы и сколько сим­
волов нужно вставить или удалить. Пощробуем подойти к рассмотрению задачи с дру-
roro конца. Какая информация нам понадобится для принятия окончательного реше­
ния? Что может случиться при сравнении с последним символом каждой строки?

последними символами префиксов строк Р и Т соответственно. В результате последней
операции образуются три пары более коротких строк, соответствующих совпадающим
строкам либо строкам, полученным после замены, добавления или удаления. Если бы
нам была известна стоимостъ редактирования этих более коротких строк, мы могли  бы
решить, какая опция дает наилучшее решение, и соответственно выбрать эту опцию.
Оказывается, с помощью рекурсии мы можем узнать эту стоимость.

При создании рекурсивного алгоритма можно использовать то обстоятельство, что ли­
бо последний символ в строке совпадет с искомым, либо нам придется его заменить,
удалить или добавить. В результате отсечения символов, участвующих в этой послед­
ней операции редактирования, останется пара более коротких строк. Пусть i и j будут

Пусть D[i,j] - минимальное количество различий между образцами Р1 , Ръ . . . , Р, и
фрагментом текста Т, оканчивающимся на j. Иными словами, D[i, Л представляет са­
мый дешевый из трех возможных способов расширения более коротких строк:

если (Рi = Тj), тогда D[i – 1, j – 1], в противном случае D[i – 1, j – 1] + 1. Это означает,
что в зависимости от того, одинаковы ли последние символы строк, мы получаем
совпадение i-гo и j-го символов или заменяем их;

+ 

+ 

D[i - \,j] + 1 .  Это означает, что в строке образца имеется дополнительный символ,
который нужно учесть, поэтому указатель позиции в тексте не продвигается и вы­
полняется вставка символа;

Листинг 8.6. Вычисление стоимости редактирования методом рекурсии



if  ( i == О )  return ( j * indel ( ' ' ) ) ;
i f  ( j  == 0 )  return ( i  * indel ( '  ' ) ) ;
орt [MАТСН ] = string_compare ( s ,  t ,  i-1 , j - 1 ) + match ( s [ i ] , t [ j ] ) ;
opt [ INSERT ] = string_compare ( s , t , i , j -1 )  + indel ( t [ j ] ) ;
opt [ DELETE ] = string_compare ( s , t , i-1 , j )  + indel ( s [ i ] ) ;

Почему этот алгоритм работает так медленно? Потому что он вычисляет одни  и те же
значения по нескольку раз, в результате чего имеет экспоненциальную временную
сложность. В каждой позиции строки происходит тройное ветвление рекурсии, вслед­
ствие чего количество вызовов растет со скоростью 3п, а на самом деле даже быстрее,
т. к. при большинстве вызовов сокращается только один из двух индексов, а не оба.

Так как же можно сделать этот алгоритм пригодным для испол ьзования на практике?
В решении этого вопроса важным является то обстоятельство, что при большинстве
рекурсивных вызовов выполняются вычисления, которые уже были выполнены. Отку­
да нам это известно? Возможно только IPl• l1l однозначных рекурсивных вызовов, т. к.
и менно столько имеется разных пар (i, j), передаваемых в качестве параметров. Сохра­
нив  вычисленные значения для каждой из этих (i, j) пар в таблице, мы можем при не-
обходимости извлечь их из этой таблицы, вместо того, чтобы вычислять их снова.

typedef struct 
int cost ; 
int parent ; 

cel l ;  

/* Стоимость попадания в данную ячейку * / 

/ * Родительская ячейка * / 

Между динамической и рекурсивной версиями реализации алгоритма поиска неточно
совпадающих строк имеются три различия. Во-первых, промежуточные значения по­
лучаются из  таблицы, а не в результате рекурсивных вызовов. Во-вторых, обновляется
содержимое поля  родительского указателя каждой ячейки, что в дальнейшем позволит

8.2.2.  Применение ди нами ческого ПРоГраммирования
для вычисления расстояния редактирования
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 for ( k=INSERT ; k<=DELETE ; k++ )

return ( lowest cost ) ;
if  ( opt [ k] < lowest_cost ) lowest_cost = opt [ k ] ;

lowest_cost = орt [МАТСН ] ;

Легко убедиться, что эта программа абсолютно корректна. Однако работает она недо�
пустимо медленно. На моем компьютере сравнение двух строк длиной в 1 1 символов
занимает несколько секунд, а более-менее длинные строки обрабатываются целую веч­
ность.

}

Листинг 8.7. Структура таблицы вычисление стоимости редактирования

{

}
cell m [МAXLEN+1]  [МAXLEN+1] ;  / * Таблица динамич . программирования */

Таблица для хранения вычисленных значений представляет собой двумерную матрицу
т, каждая из IPl• l1l ячеек которой содержит значение стоимости оптимального решения
подзадачи, а также указатель на родительский элемент, объясняющий, как мы  попали
в эту ячейку. Объявление структуры таблицы показано в листинге 8.7.



восстановить последовательность редактирования. В-третьих, в реализации исполь­
зуется более общая функция goal_cell  < ) ,  а не просто возвращается значение
m [  1 P I J [ 1т  1 J . cost. Как следствие, мы можем применять данную процедуру для решения
более обширного класса задач . Реализация алгоритма представлена в листинге 8 .8 .

int string_compare ( char *s ,  char *t ) 

int i ,  j ,  k ;  / *  Счетчики * /  
int орt [ З ] ; / * Стоимость трех вар�антов * /  
for ( i=O ; i<МAXLEN ; i++ ) { 

row_init ( i ) ; 

for ( i=l ; i<strlen ( s ) ; i++ ) { 
for ( j = l ;  j <strlen ( t ) ; j ++ )  

орt [МАТСН ] = m [ i-1 ] [ j -1 ]  . cost + match ( s [ i ]  , t [ j ] ) ;  
opt [ INSERT ] = m [ i ]  [ j -1 ]  . cost + inde;L ( t  [ j] ) ;  
opt [ DELETE ] = m [ i- 1 ]  [ j ]  . cost + indel J s [ i ] ) ;  
m [ i ]  [ j ]  . cost = орt [МАТСН ] ; 
m [ i ]  [ j ] . parent = МАТСН ; 
for ( k=INSERT ; k<=DELETE ; k++ ) 

if ( opt [ k ] < m [ i ] [ j ] . cost ) { 
m [ i ]  [ j ] . cost = opt [ k ] ; 
m [ i ]  [ j ] . parent = k ; , 

goal_cell  ( s ,  t ,  & i , . & j ) ;
return ( m [ i ]  [ j ] . cost ) ;
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Листинг 8.8. Вычисление стоимости редактирования

}
column_init(i);

{

{

}
}

}

Для определения значения ячейки (i, j) требуются три готовых значения из ячеек
(i - l ,j  - 1 ), (i,j - 1 ) и (i - 1 ,  j). Подойдет любой порядок вычислений,  удовлетворяю­
щий этому условию, в том числе построчный, используемый в этой программе 1 •

1 Допустим, мы создадим граф с вершиной для каждой ячейки матрицы и ориентированным ребром
(х, у), означающим, что для вычисления значения ячейки y нужно значение ячейки x. Любая
топологическая сортировка на получившемся бесконтурном орграфе (кстати, почему это будет
бесконтурный орграф?) определяет приемлемый порядок вычислений.

Здесь строки и индексы используются несколько необычным образом .  В частности,
полагается, что в начало каждой строки был добавлен пробел, вследствие чего первый
значащий символ строки s находится в позиции s [ l J . Это позволяет нам синхронизи­
ровать индексы матрицы m с индексами строк. Вспомните, что нам нужно выдел1ить
нулевую строку и столбец матрицы m для хранения граничных значений ,  совпадающих
с пустым префиксом. В качестве альтернативы мы бы могли оставить входные строки
без изменений и просто откорректировать должным образом индексы .

}



В качестве примера приводятся матрицы стоимости преобразования строки р = "thou 
shalt not" в строку t = "you should not" за пять шагов (табл. 8. 1 ). 

Нужные решения можно воспроизвести, выполнив проход по решениям в обратном
направлении  от целевого состояния, следуя указателям на родительские ячейки масси­
ва, пока не придем к начальной ячейке пути решения задачи.  Поле указателя на род�:�­
теля ячейки m[i, j] содержит информацию о типе операции, выполненной в этой ячей­
ке - МА ТСН, INSERT или DELETE. Обратная трассировка пути решения в табл. 8.2
преобразования строки "thou-shalt-not" в строку "you-should-not" выдает нам последова­
тельность операций редактирования DSMMMMMISMSMMMM. Это означает, что мы
удаляем первую букву "t", заменяем букву "h" буквой "у", оставляем без изменений

y o u - s h o u l d - n o t
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

: 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
t: 1 1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 13
h: 2 2 2 2 3 4 5 5 6 7 8 9 10 11 12 13
o: 3 3 3 2 3 4 5 6 5 6 7 8 9 10 11 12
u: 4 4 4 3 2 3 4 5 6 5 6 7 8 9 10 11
-: 5 5 5 4 3 2 3 4 5 6 6 7 7 8 9 10
s: 6 6 6 5 4 3 2 3 4 5 6 7 8 8 9 10
h: 7 7 7 6 5 4 3 2 3 4 5 6 7 8 9 10
a: 8 8 8 7 6 5 4 3 3 4 5 6 7 8 9 10
l: 9 9 9 8 7 6 5 4 4 4 4 5 6 7 8 9
t: 10 10 10 9 8 7 6 5 5 5 5 5 6 7 8 8
-: 11 11 11 10 9 8 7 6 6 6 6 6 5 6 7 8
n: 12 12 12 11 10 9 8 7 7 7 7 7 6 5 6 7
o: 13 13 13 12 11 10 9 8 7 8 8 8 7 6 5 6
t: 14 14 14 13 12 11 10 9 8 8 9 9 8 7 6 5

P          поз.
T

Таблица 8.1. Пример матрицы динамического программирования

Функция сравнения строк возвращает стоимость оптимального выравнивания, но не
выполняет собственно выравнивание. Нам полезно знать, что для преобразования
строки "thou shalt not11 в строку "you should not" требуется только пять операций редак­
тирования, но было бы еще полезнее знать последовательность этих операций.

8.2.3.  Восстановление пути 

Возможные решения определенной задачи динамического программирования описы­
ваютсЯ путями в матрице динамического программирования, начинающимися с перво­
начальной конфигурации (пары пустых строк (О, О)) и заканчивающимися конечным
требуемым состоянием (парой заполненных строк (IPl.111 )). Ключом к созданию реше­
ния задачи является реконструкция решений,  принимаемых на каждом шаге оптималь­
ного пути, ведущего к целевому состоянию. Эти решения записаны в поле указателя на
родителя каждой ячейки массива.
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Таблица 8.2. Матрица указателей на родителей 

Трассировка указателей на родипельские ячейки восстанавливает решение в обратном
порядке. Но с помощью рекурсии мы можем восстановить прямой порядок решения.
Соответствующий код представлен в листинге 8 .9 .

reconstruct_path ( char * s ,  char * t ,  int i ,  int j )
{

if (m [ i ]  [ j ] . parent == -1 )  return ;
if  (m [ i ]  [ j ] . parent == MAТСН ) {

reconstruct_path ( s ,  t ,  i-1 , j - 1 ) ;
match_out ( s ,  t ,  i ,  j ) ;
return;

if (m [ i ]  [ j ]  . parent == INSERT ) {
reconstruct_path ( s ,  t ,  i ,  j -1 ) ;
insert_out ( t ,  j ) ;
return;

if (m [ i ]  [ j ] . parent == DELETE ) {
reconstruct_path ( s ,  t ,  i-1 , j ) ;
delete_out ( s ,  i ) ;
return ;

Листинг 8.9. Восстановление решения в прямом порядке

}

}

}
}

0 -1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
t: 1 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
h: 2 2 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1
o: 3 2 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 0 1
u: 4 2 0 2 0 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1
-: 5 2 0 2 2 0 1 1 1 1 0 0 0 1 1 1
s: 6 2 0 2 2 2 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0
h: 7 2 0 2 2 2 2 0 1 1 1 1 1 1 0 0
a: 8 2 0 2 2 2 2 2 0 0 0 0 0 0 0 0
l: 9 2 0 2 2 2 2 2 0 0 0 1 1 1 1 1
t: 10 2 0 2 2 2 2 2 0 0 0 0 0 0 0 0
-: 11 2 0 2 2 0 2 2 0 0 0 0 0 1 1 1
n: 12 2 0 2 2 2 2 2 0 0 0 0 2 0 1 1
o: 13 2 0 0 2 2 2 2 0 0 0 0 2 2 0 1
t: 14 2 0 2 2 2 2 2 2 0 0 0 2 2 2 0
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P          поз.
T y o u - s h o u l d - n o t

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

следующие пять букв, после чего вставляем букву "о", заменяем букву "а" буквой " u" и,
наконец, заменяем букву "t" буквой "d" .



Листинг 8.10. Процедура инициализации строк и столбцов таблицы

Инициализация таблицы. Функции row_ ini t ( )  и column_ ini t ( ) инициализируют ну­
левые строку и столбец таблицы соответственно. В задаче вычисления расстояния
редактирования ячейки (i, О) и (О, i) сОответствуют сравнению строк длиной i с пус­
той строкой. Для этого требуется ровно i вставок/удалений,  поэтому код этих функ­
ций очевиден (листинг 8 . 1 О).

;row_init ( int i )  

i f  ( i >O ) 

else 

column_init ( int i )  

m [ i ]  [ О ] . cost = i ;  
i f  ( i>O ) 

m [ i ]  [ 0 ]  . parent = DELETE;  

m [ i ]  [ О ]  . parent = - 1 ;  

Общая реализация функций стоимости показана в л истинге 8. 1 1 .  

Для многих задач, включая задачу вычисления расстояния редактирования, путь реше­
н ия можно восстанови:rь из матрицы стоимости, не прибегая к явному сохранению ука­
зателей на предыдущий элемент. Для этого нам нужно выполнить трассировку назад,
начиная со значений стоимости трех возможных родительских ячеек и соответствую­
щих символов строки, чтобы восстановить операцию, в результате выполнения кото­
рой мы  оказались в текущей ячейке при данной стоимости .

8.2.4. Разновидности расстоян ия редакти рования
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{

{

}

}

m [ O ]  [ i ]  . parent  =  - 1 ;

m [ O ]  [ i ]  . parent  =  INSERT ;

m [ O ]  [ i ]  . cost  =  i ;

else

Процедуры сравнения строк (string_compare) и восстановления пути (reconstruct_path)
вызывают несколько функций, которые еще не были определены. Эти фуню.щи можно
разбить на четыре категории.
+ 

Стоимость операций. Функции match ( с ,  d )  и indel ( с )  возвращают стоимость пре­
образования символа с в символ d и вставки/удаления символа с соответственно.
Для стандартной задачи вычисления расстояния редактирования функция match ( )
возвращает О, если символы одинаковые, и 1 в противном случае. Функция indel ( )

всегда возвращает 1 ,  независимо от аргумщнта. Но можно также использовать
функции стоимости, специфичные для конкретных приложений.  Такие функции мо­
гут быть менее взыскательными к заменяемым символам, расположенным друг воз­
ле друга на стандартной раскладке клавиатуры, или символам, которые выглядят
или звучат похоже.

+ 
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Общая реализация функции  определения местонахождения целевой ячейки приво­
дится в листинге 8. 1 2.

goal_cell ( char * s ,  char *t , int * i ,  int * j )
{ 

+ 

insert_out ( char * t ,  int j )  
{ 

printf ( " I " ) ; 

delete_out ( char * s ,  int i )  
{ 

printf ( " D" ) ; 

match_out ( char * s ,  char *t ,  int i ,  int j )  

if  ( � [ i ] ==t [ j ] )  printf ( "M" ) ; 
else printf ( " S " ) ; 

int match ( char с ,  char d )

if  ( с == d )  return ( O ) ;
else return ( 1 )  ;

int indel ( char с )

return ( l ) ;

{

Листинг 8.11. Функции стоимости

}

{

}

Листинг 8.12. Функция определения местонахождения целевой ячейки

}

*i   =  strlen ( s )  - 1 ;
* j   =  strlen ( t )   –   1 ;

Листинг 8.13. Функции трасировки решения

Определение целевой ячейки. Функция goal_cell ( )  возвращает индексы ячейки, обо­
значающей кQнечную точку решения. В случае задачи вычисления расстояния ре­
дактирования это значение определяется длиной двух входных строк. Но другие
приложения, которые мы вскоре рассмотрим, не имеют фиксированного располо­
жения решений .

Общая реализация функций трассировки решения приводится в листинге 8 . 1 3 .

Операция обратной трасtировки. Функции match out ( ) ,  insert_out ( )  и
ctelete_out ( ) выполняют соответствующие действия для каждой операции редакти­
рования при трассировке решения. В случае задачи вычисления расстояния редак­
тирования это означает �ывод названия операции или обрабатываемого символа,
в зависимости от требований приложения.

{

}

}

}

+ 



row_init ( int i )  

m [ O ]  [ i ] . parent = - 1 ; / *  ИЗМЕНЕНИЕ * /-

goal_cell ( char * s ,  char * t ,  int * i ,  int * j )
{

int k ; /* Счетчик * /
* i  = strlen ( s )  - 1 ;
* j  = О ;
for ( k=1 ; k<strlen ( t ) ; k++ )

i f  (m [ * i ]  [ k ] . cost < m [ * i ]  [ * j ] . cost ) * j  k ;
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На первый взгляд кажется, что для такого простого алгоритма потребовалось слишком
много вспомогательной работы. Но теперь, только слегка модифицировав эти общие
функции, мы можем решить несколько важных задач, как особые случаи задачи вы­
числения расстояния редактирования.

Нам требуется такой способ вычисления расстояния редактирования, в котором
стоимость начала совпадения не зависит от местонахождения в тексте, чтобы учи­
тывались и совпадения в серещине текста. Теперь целевое состояние находится не
обязательно в конце строк, а в таком месте текста, где совпадение со всем образцом
имеет минимальную стоимость. Модифицировав эти две функции, мы получим тре­
буемое правильное решение, как показано в листинге 8. 1 4.

Самая длинная общая подпоследовательность. Допустим, что нам нужно найти
самую длинную последовательность разбросанных символов, общую для обеих
строк. (Данная задача рассматривается в разделе 18.8).

Листинг 8.14. Модифицированные функции для поиска неточно совпадающих строк

{

}

}

m [ O ] [ i ]  . cost  =  О ;  / *  ИЗМЕНЕНИЕ * /

+ 

Для задачи вычисления расстояния редактирования эти функции довольно простые. Но
следует признать, что правильное выполнение операций получения граничных состоя­
ний  и манипулирования индексами является трудной задачей. Хотя при должном по­
нимании применяемого метода алгоритмы динамического программирования легко
разрабатывать, для правильной реализации деталей требуется внимательно продумать
и всесторонне протестировать предлагаемое решение.

Общая подпоследовательность представляет собой последовательность всех раз­
бросанных совпадающих символов в обеих строках. Например, самой длинной об-

+ 

Поиск подстроки в тексте. Допустим, что мы хотим найти в тексте Т подстроку,
приблизительно совпадающую с подстрокой Р. Например, будем искать строку
"Skiena" и возможные ее варианты (Skieшшa, Skena, Skeena, Skina и т. п.). Поиск
с помощью нашей первоначальной функции вычисления расстояния редактирова­
ния будет малочувствительным, т. к. большая часть стоимости любого редактиро­
вания будет определяться удалением фрагментов текста, не совпадающих со стро­
кой "Skiena" . В данном случае оптимальным решением будет поиск всех разбросан­
ных в тексте совпадений с " . . .S . . .k . . . i . . .e . . .n . . .a" и удаление всего остального.
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int match ( char с ,  char d )  

else return (МAXLEN ) ; 

в действительности, чтобы сделать замену полностью непривлекательной операци­
ей редактирования, будет достаточным сделать ее стоимость выше, чем совместная
стоимость вставки и удаления.

Как можно видеть, базовую процедуру вычисления расстояния редактирования можно
с легкостью приспособить для решения многих интересных задач . Секрет заключается
в определении, что конкретная задача является всего лишь частным случаем общей
задачи нечеткого сравнения строк.

Листинг 8.15. Модифицированная функция стоимости совпадений

{

}

i f ( с == d )  return ( O ) ;

щей подпоследовательностью строк "democrat" и "repuЫican" является "еса" . Чтобы
максимизировать количество таких совпадений, требуется предотвратить замену
несовпадающих символов. Когда замена символов запрещена, избавиться от несов­
падающих символов можно только с помощью операций вставки и удаления. Для
получения самого дешевого выравнивания будет выполнено наименьшее количест­
во таких операций, поэтому в ней должна сохраниться самая длинная общая ПОд-

последовательность. Чтобы получить требуемое выравнивание, мы модифицируем
функцию стоимости совпадений,  чтобы повысить стоимость замены символов, как
показано в листинге 8 . 1 5 .

Максимальная монотонная подпоследовательность. Числовая последовательность
является монотонно возрастающей, если каждый следующий элемент этой после­
довательности превышает предыдущий.  Задача максuмШ1ьной монотонной подпос­
ледовательности состоит в удалении наименьшего количества элементов из вход­
ной строки S с целью получения монотонно .возрастающей подпоследовательности .
Например, для последовательности 243 5 1 7698 максимальной возрастающей под­
последовательностью является 23568.

+ 

По сути, это просто задача поиска самой длинной общей подпоследовательности,
где второй строкой являются элементы строки S, отсортированные в возрастаюlцем
порядке. Любая из этих двух общих последовательностей должна, во-первых, со­
держать символы в соответствующем порядке в строке S и, во-вторых, содержать
только символы с возрастающими номерами позиций в последовательности упоря­
дочивания, так что более длинная из этих последовательностей является решением .
Конечно же, этот подход можно модифицировать для поиска самой длинной убы­
вающей последовательности, просто изменив  порядок сортировки на обратный .

Внимательный читатель может заметить, что для вычисления затрат на выравнивание
не требуется содержание всех О(тп) ячеек. Если мы будем вычислять рекуррентное
соотношение, заполняя столбцы матрицы слева направо, то нам никогда не потре-
буется больше двух столбцов для хранения всей требуемой для этого вычисления ин­
формации. Таким образом, для вычисления рекуррентного соотношения достаточно



объема памяти О(т), при этом сложность по времени остается прежней. Но, к сожале­
нию, не имея полной матрицы, мы не можем восстановить выравнивание.

3 . 
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Экономия памяти является важным моментом динамического программирования. Так
как объем памяти на любом компьютере ограничен, то сложность по памяти, равная
О(пт), является более узким местом, чем такая же сложность по времени. К счастью,
это проблема решается с помощью алгоритма "разделяй и властвуй", который выпол­
няет выравнивание за время О(пт), требуя при этом память объемом О(т). Этот алго­
ритм рассматривается в разделе 18. 4.

8.3 . Самая дли н ная
возрастающая последовательность
Решение задачи посредством динамического программирования состоит из трех шагов:

Сформулировать решение в виде рекуррентного соотношения или рекурсивного ал­
горитма. 

Показать, что количество разных значений параметра, принимаемых рекуррент­
ностью, ограничено полиномиальной функцией (будем надеяться, небольшой сте­
пени).

1 . 

2. 

Указать порядок вычисления рекуррентного соотношения, с тем, чтобы частичные
результаты были всегда доступными, когда они требуются .

Чтобы разобраться в этих деталях, рассмотрим разработку алгоритма поиска самой
длинной монотонно возрастающей подпоследовательности в последовательности из п
чисел. По правде говоря, эта задача была описана, как частный случай задачи вычисле­
ния расстояния редактирования в предшествующем разделе, где она называлась зада­
чей поиска максимальной монотонной подпоследовательности . Тем не менее, будет
полезно рассмотреть разработку ее решения с самого начала. В действительности, ал­
горитмы динамического программирования часто легче разработать сначала, чем ис­
кать существующее решение.
Возрастающая последовательность отличается от серии, в которой элементы физиче­
ски находятся рядом друг с другом.  Выбранные элементы обеих структур должны быть
отсортированы в возрастающем порядке слева направо. Рассмотрим, например, после­
довательность S = {2, 4, 3, 5, 1, 7, 6, 9, 8 } .
Самая длинная возрастающая подпоследовательность последовательности S состоит из
пяти символов:  {2, 3,  5 ,  6, 8 } . В действительности, подпоследовательностей этой длины
в последовательности S имеется восемь. (Попробуйте найти их.)  А самых длинных
серий,  длиной в два символа, имеется четыре : (2, 4), (3, 5), ( 1 ,  7) и (6, 9).

Поиск самой длинной возрастающей серии в числовой последовательности является
простой задачей.  По сути, разработка алгоритма с линейным временем исполнения не
должна вызвать особых трудностей. Но задача поиска самой длинной возрастающей
подпоследовательности значительно сложнее. Как мы можем определить, какие раз­
бросанные элементы пропустить? Чтобы применить динамическое программирование,
нам нужно создать рекуррентное соотношение, которое вычисляет длину самой длин­
ной последовательности . Чтобы найти подходящее рекуррентное соотношение, задайте



себе вопрос, какая информация о первых п - 1 элементах последовательности S помог­
ла бы найти решени.е для всей последовательности? 

К сожалению, длина этой последовательности не является достаточной информаци­
ей для получения полного решения. Допустим, что каким-то образом мы узнали, что 
самая длинная возрастающая подпоследовательность последовательности s 1 , s2, • • •  , 
sn. J содержит пять символов и что Sn = 9. Будет ли длина последней самой длинной 
возрастающей подпоследовательности последовательности S равняться 5 или 6? 

Последовательность s; 2 

Длина /; 1 

Предшественник р; -

4 3 5 1 7 6 9 8

2 3 3 1 4 4 5 5

1 1 2 - 4 4 6 6
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Длина самой длинной возрастающей подпоследовательности последовательности
s 1 ,  s2, • • • ,  sn-J кажется полезной информацией. Более того, это будет самая длинная
возрастающая подпоследовательность в S, если только sn не предоставит возрас­
тающую последовательность такой же длины.

+ 

Нам необходимо знать кошtчество символов в самой длинной последовательности,
которую расширит sn. Чтобы быть уверенным в том , что мы знаем это, нам в дейст­
вительности нужно знать количество символов в самой длинной последовательно­
сти, которую может расширить любое возможное значение для sn•

+ 

Это предоставляет нам базовую идею для создания рекуррентного соотношения. Опре­
деляем /;, как количество символов самой длинной последовательности, заканчиваю­
щейся на s;.
Самая длинная возрастающая подпоследовательность, содержащая п-е число, получа­
ется в результате добавления этого числа в конец самой длинной возрастающей после­
довательности слева от п и оканчивающейся числом, меньшим,  чем s". Длина /; вычис­
ляется с помощью следующего рекуррентного соотношения :

Эти значения определяют количество символов в самой длинной возрастающей после­
довательности, заканчивающейся данным ч ислом.  Количество символов в самой длин­
ной возрастающей подпоследовательности полной перестановки можно выразить фор­
мулой max1≤i≤n li, т. к. самая лучшая последовательность должна когда-нибудь закон­
читься . В табл . 8 .3 приводятся данные для предыдущего примера.

Z; = max /1 + 1 ,  где si < s;, O<j<i · 

Zo = О 

Таблица 8.3. Данные для задачи поиска
самой длинной возрастающей подпоследовательности

Какую вспомогательную информацию нам следует СОХранить, чтобы восстановить са­
му последовательность, а не только ее длину? Для каждого элемента s; сохраняется его
предшественник, а именно индекс р; элемента, непосредственно предшествующего s;
в самой длинной возрастающей последовательности, заканчивающейся на s;. Так как
все эти указатели направлены влево, то самую длинную последовательность можно



Какова временная сложность этого алгоритма? Если каждое из п значений /; вычисля­
ется путем сравнения s; с п  значениями слева от него (где п � i - 1 ), то общее время это­
го анализа будет равно О(п2). На самом· деле, умело 11спользуя словарные структуры 
дайных, это рекуррентное соотношение можно вычислить за время O(nlgn). Поскольку 
простое рекуррентное сооп1ошение легче поддается программирован11ю, лучше начать 
с его реализации .  

8.4. История из жизни . Эволюция омара 

- Видите ли ,  мы  хотим создать программу для морфинга одного изображения в дру­
гое, - начали объяснять они .  
- Что вы понимаете под морфингом? - спросил я .  

- Еще бы.  Значит, вы хотите, чтобы я вам дал алгоритм, чтобы сопоставлять губы
с губами?
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с легкостью восстановичь, начав с ее последнего значения и следуя указателям на дру­
гие ее члены.

Когда у вас достаточно опыта динамического программирования, то такие алгоритмы бу­
дет легче создавать с нуля, чем искать готовое подходящее решение.

ПОДВЕДЕНИЕ и тогов 

Придя утром на работу, я застал возле моего кабинета двух аспирантов. Это были два
будущих кандидата наук, работающих в области высокоnроизводительной компьютер­
ной графики. Они занимались исследованием новых методов для создания красивых
компьютерных изображений,  но картина, которую они нарисовали мне в то утро, кра­
сивой не была.

- Для реализации спецэффектов в фильмах мы хотим создавать промежуточные сце-
ны  при преобразовании  одного изображения в другое. Допустим, мы хотим превратить
вас в актера Хамфри Богарта. Чтобы такое превращение выглядело правдоподобным,
нам нужно создать множество промежуточных кадров, таких, что в первых вы выгля­
дите сами собой, а в последних, как он.
- Если вы вправду можете превратить меня в Богарта, то вы действительно нашли
что-то стоящее, - согласился я .
- Но у нас возникают проблемы, т. к. процесс выглядит не очень правдоподобно. -
Они показали мне морфинг ужасного качества. - Проблема состоит в том, что нам
нужно найти правильное соответствие между чертами двух изображений.  Результат
никуда не годится, когда мы получаем неправильное соответствие и пытаемся преобра­
зовать, скажем, губу в ухо.

- Понятно, - сказал я .  - Вы хотите сопоставить крупные темные области с крупны­
ми,  а небольшие - с небольшими .

- Даже проще, чем это. Мы преобразуем каждую строку первоначального изображе­
ния в такую же строку конечного изображения. Нам нужно найти оптимальное соот­
ветствие между темными пикселами в линии объекта А и темными пикселами  соответ­
ствующей линии  объекта В. Вот как здесь, - показали они мне пример успешных со­
поставлений (рис. 8 .4).



Сегменты объекта А

Рис. 8.4. У спешное сопоставление двух линий пикселов 

- Последний вопрос. Вам нужно будет сопоставлять два интервала таким образом,
чтобы они пересекались?
- Думаю, что нет. Пересекающиеся интервалы нельзя сопоставлять. Это было бы рав­
носильно обмену местами правого и левого глаза.

сопоставление всей серии. Выполняется сопоставление верхней серии i с нижней
серией j, при этом стоимость сопоставления будет зависеть от разницы в длине се­
рий и их позиций;
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T = 0

T = 1

T = 0.5

Сегменты объекта В

- Да, при условии, что такое сопоставление не смещает их слишком сильно влево или
вправо. В таком случае, вероятно, лучше слить области или разбить область на две, чем
смещать их слишком далеко, т. к. это может привести к сопоставлению подбородка
с бровями.  Как нам лучше всего сделать это?

Я попытался изобразить задумчивость, но я не такой хороший актер, как Богарт. Идея
решения этой задачи возникла у меня, лишь только они начали говорить о линиях пик­
селов. Они хотели преобразовать один массив  пикселов в другой массив с минималь­
ными изменениями .  Это выглядело как редактирование строки пикселов, что является
классическим применением динамического програм мирования. (Нечеткое сравнение
строк обсуждается в разделах 8.2 и 18. 4.)

венно более легкой задачей. Кроме этого, может быть только О(п2) возможных
подзадач для левой части, т. к. каждая полностью описывается парой из п верхних пик­
селов и п нижних пикселов.

То обстоятельство, что интервалы не могли пересекаться, окончательно утвердило эту
идею в качестве решения. Это означало, что любая задача сопоставления полосы тем­
ных пикселов объекта А с полосой темных пикселов объекта В разбивалась на две
меньшие подзадачи, т. е. на полосу пикселов слева и справа от сопоставляемого пиксе­
ла. Конечной стоимостью глобального сопоставления будет стоимость данного сопос­
тавления плюс сумма значений стоимости сопоставлений всех пикселов справа и сле­
ва. Создание оптимального сопоставления левой части является меньшей и соответст­

- Для решения вашей задачи мы используем алгоритм динамического программиро­
вания, - заявил я. - Но решить ее можно несколькими  способами ,  в зависимости от
того, что вы хотите редактировать, пикселы или серии пикселов. Я бы, наверное, пре­
образовал каждую строку пикселов в список отсортированных по правой крайней точ­
ке серий черных пикселов. Каждая серия помечается ее начальной позицией и длиной.
Поддерживается стоимость самого дешевого сопоставления между самыми левыми i
сериями и самыми левымиj сериями для всех i иj. Используются следующие операции
редактирования :
+ 



+ слияние серий. Несколько верхних серий сопоставляются с одной нижней серией. 
Стоимост:ь этой операции будет зависеть от количества сливаемых серий, их отно-
сительн ых позиций и их длины;  

+ разбиение серии. Одна верхняя серия сопоставляется с несколькими последователь­
ными нижними  сериями .  Это всего лишь операция, обратная операции слияния. По-
этому стоимость этой операции также будет зависеть от количества серий, их отно-
сительных позиций и их длины. 

Аспиранты все это записали в свои блокноты, а потом поинтересовались: 
- Значит, стоимость сопоставления двух серий будет функцией их длины и позиции .  
Но как нам определять относительную стоимость? 

К сожалению, они так и не удосужились превратить меня в Хамфри Богарта. 

Рис. 8.5. Превращение омара в человеческое лицо с помощью динамического программирования
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- Для каждой пары серий (i, j) и всех применим ых случаев мы вычисляем стоимость
операции редактирования и добавляем ее к уже вычисленной и сохраненной стоимости
редактирования части, расположенной слева от начальной точки редактирования. Са­
мый дешевый из этих случаев и будет определять стоимость операции редактирования
c[i, j] .

- Это ваше дело. Динамическое программирование можно применить для оптимиза­
ции сопоставлений  только тогда, когда мы знаем функции стоимости . Вы сами должны
решить, какую стоимость устанавливать для операций изменений длины линий и сме­
щения их позиций .  Я рекомендую реализовать динамическое программирование и по­
пробовать разные варианты стоимости на нескольких разных изображениях и выбрать
из них такие, которые кажутся отвечающими вашим требованиям .
Они переглянулись, улыбнулись и помчались в лабораторию. Применив динамическое
программирование для сопоставления частей изображения, они создали свою про­
грамму морфинга. Результаты работы этой программы можно видеть на рис. 8 .5 на
примере превращения омара в человеческое лицо.
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8.5. Задача разбиения
Допустим, что нужно просмотреть несколько книг на полке, чтобы найти определен­
ную информацию. Для выполнения этого задания выделено трое сотрудников, каждо­
му из которых будет дана определенная часть книг для просмотра. Чтобы сохранить
начальный порядок книг, проще всего разделить полку на три части и назнач ить по
части каждому сотруднику для просмотра.

1 00 1 00 1 00 1 1 00 1 00 1 00 1 1 00 1 00 1 00
Таким образом, каждому сотруднику достанется три книги с общим количеством
в триста страниц.
А если количество страниц в книгах не одинаковое? Допустим , что м ы  распределили
таким же образом следующие книги :

Я лично предпочел бы просматривать первую часть, размером только в 600 страниц, но
не последнюю, размером в 2 400 страниц.  в этом случае самое справедливое распреде­
ление книг было бы следующим:

В общем виде задачу можно сформулировать так:
ЗАДАЧА. Разделение множества целых чисел на подмножества без перестановок.

Вход. Множество S положительных чисел {s1, "., sп} и целое ч исло k.

Выход. Разделить множество S на k или меньше подмножеств таким образом, чтобы
максимальная из сумм подмножеств была как можно меньше.
Данная задача, называемая задачей линейного разбиения ( l inear partition), часто возни­
кает в параллельных процессах, когда нам нужно распределить нагрузку среди несколь­
ких процессоров таким образом, чтобы минимизировать общее время исполнения.
Узким местом в таких вычислениях является процессор, которому назначено больше
всего работы. В разделе 7. 1 0  было описано неудачное решение такой задачи .
Отложите книгу на несколько минут и попробуйте разработать алгоритм для решения
задачи линейного разбиения.
Для начинающего алгориста наиболее естественным подходом к решению этой зада�и
может казаться использование эвристического алгоритма. Например, он может вычис-
лить средний размер раздела, равный I;=1 s; / k ,  после чего попытаться выполнить

разбиение как можно ближе к этому среднему. Но такие эвристические методы реше­
ния обречены на провал при некоторых входн1>1х экземпшярах, т. к, он и не выполняют
систематическую оценку всех возможных решений .

1 00 200 300 400 500 1 600 700 1 800 900

1 00 200 300  1 400 500 600 1 700 800 900

Таким образом, самая большая часть будет содержать 1 700 страниц, а самая мень­
шая - 1 300. 

Но как правильно распределить книги среди сотрудников? Если все книги имеют оди­
наковое количество страниц, то тогда это сделать очен ь легко : разделить все книги на
три равные части . Например :
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Вместо этого рассмотрим рекурсивный подход исчерпывающего поиска. Обратите
внимание на то, что k-й раздел нач инается после (k - 1)-го разделителя. Где же мы мо­
жем поставить этот последний разделитель? Между i-м и (i + 1)-м элементами для i та­
кого, что 1 ::; i ::;  п. Каковы будут наш и  затраты на эту операцию? Общей стоимостью
будет большая из двух величин :  стоимость последнего раздела L�=i+I s1 или стоимость

наибольшего раздела, созданного слева от i. Каким будет размер этого левого раздела?
Чтобы минимизировать общую стоимость, нам нужно разделить {s 1 , • • • , s1 } элементов,
по возможности, на одинаковые части, испол ьзуя оставшиеся k - 2 разделителей. Но

Исходя из этого, определим  М[п, k] как минимально возможную стоимость по всем
операциям разбиения множества {s 1 ,  • • • , sп } на k подмножеств, где стоимость разбиения
определяется как наибольшая сумма элементов в одной из ее частей. Опредулив таким
образом эту функцию, мы можем ее вычислить:

11 п
M[n, k] = n;12Г max(M[i, k - 1] , jL=i+I  s1

Для рекуррентного соотношения необходимо указать граничные условия. Эти гранич­
ные условия всегда устанавливают наи меньшие возможн ые значения для всех аргу­
ментов. Для данной задачи наименьшим значением первого аргумента будет п = 1 ,  что
означает, что первый раздел состоит из одного элемента. f1езависимо от· количества
применяемых разделителей, первьiй  раздел нельзя создать меньшим, чем s 1 • Наимень-
шим  значением второго аргумента будет k = 1 ,  что означает, что множество S вообще
не разбивается на подмножества. Таким образом :

11
М[ 1 ,  k] = s 1 для всех k >  О и М[п, 1 ] = Ls;

i=\ 

По определению, это рекуррентное соотношение должно возвратить значение опти­
мального размера раздела. Сколько времени уйдет на вычисление, если сохранять час­
тичные результаты? Всего в таблице имеется k-n ячеек. Сколько времени займет вы­
числение  результата: М[п ', k1? Для вычисления этого значения требуется найти мини­
мальную из п ' величин,  каждая из которых является максимальной в таблице поиска и 
суммой, самое большее, п ' элементов. Если заполнение каждой из kn ячеек занимает 
время 1i, то всю рекуррентность можно вычислить за время O(kn3). 

Меньшие значения вычисляются раньше больших, с тем, чтобы на каждом, шаге вы­
числений имелись необходимые данные. Реализация алгоритма приводится в листин­
ге 8 . 1 6. 

partition ( int s [ ] , int n, int k )  
{ 

int m [МAXN+ l ]  [МАХК+ l ] ; 
int d [МAXN+l ] [МАХК+l ) ;  
int p [МAXN+l ] ;  

/ *  Таблица значений * /  
/ *  Таблица разделителей * /  

Листинг 8.16. Алгоритм решения задачи линейного разбиения

/ *  Массив префиксных сумм  м* /

ведь это та же самая задача, только в меньшем экземпляре, и, значит, ее можно решить
рекурсивно!



( i=l ; i<=n; 
( i=l ; i<=n; 
( j =l ;  j <=k; 
( i=2 ; i<=n; 

int cost ; 
int i , j ,  х ;  
р [ О ]  = О ;  

/ *  Стоимость тестового разбиения * /  

i++ ) p ( i ] =p [ i-l ] +s ( i ] ; for 
for 
for 
for 

i++ ) m [ i ]  [ 1 ]  = p [ i ] ; / *  Инициализируем границы * /  
j ++ )  m [ l ]  [ j ] = s [ 1 ] ; 
i++ ) / *  Вычисляем основное рекуррентное 

соотношение * /  
for ( j =2 ;  j <=k; j ++ )  

m ( i ]  [ j ] = МAXINT ; 
for ( x=l ; x<= ( i-1 ) ; х++ ) { 

cost = max (m [x ]  [ j - 1 ] , p [ i ] -p [ x ] ) ;  
if  (m ( i ]  [ j ] > cost ) { 

m ( i ]  [ j ] = cost ; 
d [ i ] [ j ] = х ; 

reconstruct_partition ( s ,  d, n, k ) ; / * Выводим решение разделения * /  

набор из п префиксных сумм ,  т. к.     . Это позволяет

вычислять каждую ячейку за линейное время, что дает время исполнения O(kn2).

Таблица 8.4. Матрицы динамического программирования для двух входных экземпляров 

м k D k м k D k 

п 1 2 2 п 1 2 3 п 1 2 3 n 1 2 3 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

1 2 1 1 1 1 1 2 3 2 2 2 1 1 

1 3 2 1 1 - 1 2 3 6 3 3 3 - 2 2 

1 4 2 2 1 - 2 2 4 1 0  6 4 4 - 3 3 

1 5 3 2 1 - 2 3 5 1 5  9 6 5 - 3 

1 6 3 2 1 - 3 4 6 2 1  1 1  9 6 - 4 5 

1 7 4 3 1 - 3 4 7 28 1 5  1 1  7 - 5 6 

1 8 4 3 1 - 4 5 8 36 2 1  1 5  8 - 5 6 

1 9 5 3 1 - 4 6 8 45 24 1 7  9 - 6 7 
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{

}

/ *  Счетчики * /
/*  Создаем префиксные суммы * /

}
}

}

Изучив рекуррентное соотношение и матрицы динамического программирования,
представленные в табл . 8 .4, вы должны убедиться в том, что конечное значение М(п, k)
будет стоимостью наибольшего диапазона в оптимальном разбиении .

4 

В действительности реализация из листинга 8 . 1 5  работает быстрее, чем мы рассчитали.
При первоначальном анализе предполагалось, что обновление каждой ячейки матрицы
занимает время О(п2). Это предположение основано на том обстоятельстве, что мы вы­
бираем наилучшую из, самое большее, п возможных точек для размещения разделите­
ля, для каждого из которых требуется сумма из, самое большее, п возможных членов.
Но в действительности можно с легкостью избежать вычисления этих сумм,  сохраняя

p[i] =
∑i

k=1 sk
∑j

k=i sk = p[j]− p[k]



Для восстановления оптимального решения  используется вторая матрица, D. При каж­
дом обновлении  значения М[i, Л мы записываем позицию разделителя, которая требо�
валась для получения этого значения.  Чтобы восстановить путь, который привел
к оптимальному решению, мы идем назад от D[n, k] и добавляем разделитель в каждой
указанной позиции .  Эту обратную трассировку лучше всего выполнять с помощью ре­
курсивной процедуры, показанной в листинге 8 . 1 7 .

reconstruct_partition ( int s [ ] , int d [МAXN+l ] [МАХК+l ] ,  int n, int k ) 
{ 

if  ( k==l ) 
print_books ( s ,  1 ,  n ) ; 

else { 
reconstruct_partition ( s ,  d ,  d [ n ]  [ k ] , k- 1 ) ; 
print_books ( s ,  d [ n ]  [ k ]  + 1 ,  n ) ; 

print_books ( int s [ ] , int start , int end )  
{ 
int i ;  / *  Счетчик * /  
for ( i=start ; i<=end; i++ ) printf ( "  % d  " , s [ i ] ) ;  
printf ( " \n" ) ; 
} 

8.6 .  Синтаксический разбор 

Рис. 8.6. Контекстно-свободная грамматика (а) и дерево синтаксического разбора (б) 
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Листинг 8.17. Рекурсивная процедура восстановления решения

}
}

}

verb−phrasenoun−phrase 

article noun verb noun−phrase

article noun

drank the milkthe cat 

sentence

6) а) 
drank
cat, milk

the, a

                   verb−phrase
noun−phrase ::= article noun
verb−phrase ::= verb noun−phrase
article ::=
noun ::=
verb ::= 

sentence ::= noun−phrase

При компилировании исходного кода программы компилятор определяет, отвечает. ли
структура программы требованиям синтаксиса данного языка программирования.
В случае полного соответствия программа компилируется ; в противном случае компи­
лятор выдает сообщение об ошибке. Для этого требуется точное описание синтаксиса
языка, которое обычно дается контекстно-свободной грамматикой, как показано в
примере на рис. 8 .6, а.

Но для большинства приложений нам требуется информация о том, как фактически 
выполнять само разбиение. Без этой информации мы, образно выражаясь, имеем лишь 
купон с большой скидкой на товар, которого нет на складе. 



Каждое правwю (production) грамматики определяет интерпретацию именованного
символа в левой части правила в виде последовательности символов в левой части
правила. Правая сторона правила может содержать сочетание нетерминальн ых симво­
лов, или просто нетерминалов, (которые также определяются правилами) или терми­
нальных символов, которые определяются просто как строки, например "the", "а", "cat",
"milk" и "drank".
Синтаксический разбор (parsing) текстовой строки S согласно правилам контекстно­
свободной грамматики G представляет собой алгоритмическую задачу создания дерева
синтаксического разбора правил замены, определяющего строку S в виде единого не­
терминального символа грамматики G. На рис. 8.6, 6 показано дерево синтаксического
разбора простого предложения согласно правилам грамматики, представленной на
рис. 8.6, а.
В студенческие времена синтаксический разбор казался мне ужасно сложным предме­
том. Но несколько лет тому назад один приятель без труда объяснил мне его за ланчем.
Правда, теперь я понимаю динамическое программирование намного лучше.
Мы полагаем, что длина текстовой строки S равна п символам, а сама грамматика G
имеет постоянный размер. Такое предположение является справедливым, т. к" незави­
симо от размера компилируемой программы, грамматика определенного языка про­
граммирования (например, С или Java) имеет фиксированный размер.
Кроме этого, мы полагаем, что определения каждого правила представлены в нормаль­
ной форме Хамского (Chomsky normal form). Это означает, что правая сторона каждого
нетривиального правила состоит из двух нетерминальных символов, т. е. Х -+  YZ, или
одного терминального символа, т .  е. Х-+ а. Любую контекстно-свободную грамматику
можно механически преобразовать в нормальную форму Хомского, многократно со­
кращая длинные правые стороны за счет добавления дополнительных нетерминальных
символов и правил . Таким образом, данное предположение не приводит к потери общ­
ности .

Как можно выполнить эффективный синтаксический разбор строки S, испол ьзуя кон-
текстно-свободную грамматику, в которой каждое представляющее интерес правило
состоит из двух нетерминальных символов? Здесь ключевым является то обстоятельст­
во, что правило, применяемое в корне дерева синтаксическоrо разбора (скажем,
X-+YZ), разделяет строку S в позиции i таким образом, что левая часть строки (S[ 1 ,  i])
генерируется нетерминальным символом У, а правая часть (S[i + 1, п]) генерируется
элементом Z.
Это обстоятельство наводит на мысль  об использовании динамического программиро­
вания, в котором мы отслеживаем все нетерминальные символы, генерируемые каждой
подстрокой строки S. Определяем булеву функцию М[i, j, Х], которая возвращает зна­
чение ИСТИНА тогда и только тогда, когда подстрока S[i, j] генерируется нетерми­
нальным символом Х. Это происходит тогда, когда существует правило Х-+ YZ и такая
точка разрыва k между i и j, что левая часть генерирует У, а правая - Z. Иными
словами,
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M [i, j,X] =
∨

(X→Y Z)∈G

(
j∨

i=k

M [i, k, Y ] · M [k + 1, j, Z]

)



Остановка для размышлений.  Экономичный синтаксический разбор 

Определим целочисленную функцию M'[i, j, Х], которая возвращает количество мини­
мальных изменений  в строке S[i, j], позволяющих создать ее нетерминальным симво­
лом Х. Этот символ будет создаваться правилом х - yz. Некоторые изменения под­
строки s могут находиться слева от точки раздела, а другие - справа, но нас интересу­
ет только минимизцция суммы.  Иными словами, 

Также слегка изменяются граничные условия. Если существует правил.о Х - а, то 
стоимость сравнения в позиции i зависит от содержимого S[i], где S[i] = а, М[i, i, Х] = О. 
В противном случае требуется одна замена, поэтому М[i, i, Х] = 1 ,  если S[i] -:;:; а. Но 

если в грамматике отсутствует правило Х - а, то не существует способа выполниrь 
замену в односимвольной строке, чтобы получить что-либо, создающее Х, поэтому 
М[i, i, Х] = оо для всех i. • 

8.6. 1 . Триангуляция с минимальным весом 
То же самое рекуррентное соотношение, используемое в алгоритме синтаксического 
разбора, можно также использовать для решения интересной задачи вычислительной 
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где символ V означает логическое ИЛИ по всем правилам и позициям разделения, а
символ ∨ означает операцию логического И над двумя булевыми значениями.

Какова временная сложность этого алгоритма? Размер пространства состояний равен
О(п2), т. к. существует п(п + 1 )/2 подстрок, определяемых парами (i, j). Умножение это­
го значения на количество нетерминальных символов (скажем, v) не влияет на асим­
птотический верхний предел, т. к. грамматика определена постоянного размера. Чтобы
вычислить значение М[i, j, Х], нужно протестировать все промежуточные значения k,
так что вычисление каждой из О(п2) ячеек занимает время О(п). Отсюда получаем ку­
бическую, т. е. О(п\ временную сложность алгоритма синтаксического разбора.

Однобуквенные терминальные символы определяют граничные условия рекуррентно­
сти . В частности, М[i, i, Х] определяется как ИСТИНА тогда и только тогда, когда су­
ществует такое правило Х-а, что S[i] = а.

ЗАДАЧА. Нередко в программах и меются синтаксические ошибки, из-за которых про­
грамма не компилируется . Для данной контекстно-свободной грамматики G и строки
ввода S определить наименьшее количество замен символов, которые нужно выпол­
нить в строке S, чтобы конечная строка была приемлемой для грамматики G.
Решение. Когда я впервые столкнулся с этой задачей, она казалась чрезвычайно труд­
ной. Но после некоторых размышлений я пришел к выводу, что она является общим
случаем задачи вычисления расстояния редактирования, для решения которой динами­
ческое программирование подходит самым естественным образом .  Синтаксический
разбор также вначале казался трудной задачей, но потом поддался решению тем же
методом. Действительно, мы можем решить объединенную задачу, обобщив отноше­
ние рекуррентности, которое м ы  использовали для выполнения простого синтаксиче­
ского разбора.

M ′[i, j,X] = min
(X→Y Z)∈G

(
j

min
i=k

M ′[i, k, Y ] + M ′[k + 1, j, Z]
)



геометрии. Триангуляцией многоугольника Р = { v 1 ,  • • • , Vn. v1 } называется набор непере­
секающихся диагоналей, которые разделяют данный многоугольник на треугольники.
Весом триангуляции называется сумма длин всех ее диагоналей. Как показано на
рис. 8.7, для любого многоугольника может существовать несколько разных триангу­
ляций.

Рис. 8.7. Две разные триангуляции для выпуклого семиугольника 

Нам нужно найти для данного многоугольника р триангуляцию с минимальным весом .  
Триангуляция является базовым компонентом большинства геометрических алгорит­
мов (см .  раздел 1 7. 3). 

Рис. 8.8. Выбор вершины k для стороны (i, }) многоугольника 

Когда мы  определим  правильную объединяющую вершину, многоугольник будет раз­
бит на два меньших многоугольника, для каждого из которых нужно будет выполнить 
оптимальную триангуляцию. Пусть 1{i, j] обозначает стоимость триангуляции от вер­
шины V; к вершине v1 без учета длины хорды du между v; и v1. Последнее обстоятельство 
позволяет избежать двойного подсчета этих внутренних хорд в следующем рекуррент­
ном соотношении :  

./-1 

T[i, j] = min(T[i, k] + T[k, j] + d;k + dk ) k�i+I g 

Это основное условие применимо, когда вершины i и j являются непосредственными 
соседями,  т .  к. 71;, i + 1 ]  = О. 
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i j

k

Чтобы применить динамическое программирование для решения этой задачи ,  нам
нужно найти способ разбить многоугольник на меньшие части . Обратите внимание на
то, что каждая сторона многоугольника должна входить ровно в один треугольник.
Чтобы создать треугольник на основе этой сторон ы, необходимо определить третью
вершину этого треугольника, как показано на рис. 8 .8 .

Поскольку количество вершин в каждом поддиапазоне правой части отношения мень­
ше, чем в левой части, вычисление может выполняться на интервале между i и j. Псев­
докод соответствующего алгоритма приводится в листинге 8 . 1 8 .



Что произойдет, если точки имеются внутри многоугольника? В таком случае динами­
ческое программирование нельзя применить таким же образом, т. к. ребра триангуля­
ции не обязательно разбивают многоугольник на две разные части . Теперь вместо 
только ( ; ) возможных поддиапазонов их количество возрастет экспоненциально. Бо­
лее того, известно, что общий случай данной задачи является NР-полной. 

ПОДВЕДЕНИЕ и тогов 
Для любой задачи оптимизации объектов, упорядоченных слева направо, например, сим­
волов строки, элементов перестановки, вершин многоугольника или листьев дерева поис­
ка, применение динамического программирования, скорее всего, позволит создать эффек­
тивный алгоритм для получения оптимального решения. 

8. 7 .  Ограничения 
динам ического программирования . 
Задача ком ми вояжера 
Динамическое программирован ие подходит не для всех задач. Важно понимать, поче­
му его применение может не дать желаемого результата, и уметь избегать ситуаций, 
чреватых появлением неправильного или  неэффективного алгоритма. 
Материалом для наших алгоритмических экспериментов снова будет задача комми­
вояжера, в которой мы ищем самый короткий маршрут для посещения всех городов. 
Но мы ограничимся следующим случаем:  
ЗАДАЧА. Самый длинный простой путь. 
Вход. Взвешенный граф G, в котором указаны начальная (s) и конечная (t) вершины. 
Выход. Самый  длинный маршрут от s до t ,  в котором все вершины посещаются только 
ОДИ Н  раз. 

Листинг 8.18. Алгоритм триангуляции

Minimum-Weight-Triangulation(P )
for i = 1 to n − 1 do T [i, i + 1] = 0
for gap = 2 to n − 1

for i = 1 to n − gap do
j = i + gap

T [i, j] = mink
j−
=

1
i+1(T [i, k] + T [k, j] + dPi,Pk

+ dPk,Pj
)

return T [1, n]

Триангуляция Т имеет ( ; )  значений,  вычисление каждого из которых занимает время
O(j - i), если вычислять секции в порядке возрастани

3
я
 
 размера. Так как) - i = О(п), то

2 сложность по времени полного вычисления будет О(п ), а по памяти - О(п ) . 

Между этой задачей и задачей коммивояжера и меется два несущественных различия.
Во-первых, требуется найти путь, а не замкнутый маршрут. Эта разница несуществен­
на, т. к. мы можем получить замкнутый маршрут, просто включив в путь ребро (t, s).
Во-вторых, требуется найти наиболее длинный путь, а не наиболее короткий маршрут.
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Опять же, разница не является существенной:  нам просто требуется посетить как мож-
но больше вершин (в идеале, все), точно так же, как и в задаче коммивояжера. Ключе­
вым словом в постановке данной задачи является слово простой, означающее, что лю­
бую вершину мы можем посетить только один раз. 
Для невзвешенных графов (в которых вес каждого ребра равен единице) самый длин­
ный путь от s к t будет равным п - 1 .  Задача поиска таких Гамильтоновых путей (если 
они существуют) является важной задачей теории графов, которая рассматривается в 
разделе 16. 5. 

8.7.1 . Вопрос п равил ьности ал горитмов 
динамического программирования 

Идея кажется разумной, однако я вижу в ней, по крайней мере, два недостатка. 

Динамическое программирование можно использовать для решения любой задачи,
в которой соблюдается принцип опmuмШ1ьности. Иными словами, это означает, что
множество частичных решений может быть оптимально расширено с учетом состоя­
ний после частичных решений, а не специфики самих частичных решений .  Например,
когда мы решали, расширять ли нечеткое сравнение строк за счет замены, вставки или
удаления, нам не требовалось знать, какая последовательность операций была выпол­
нена до этого момента. В действительности может с;уществовать несколько разных по­
следовательностей редактирования, которые выдают стоимость С на первых р симво-
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LP [i, j] = max
(x,j)∈E

LP [i, x] + c(x, j)

Алгоритмы динамического программирования правильны лишь настолько, насколько
правильны рекуррентные соотношения, на которых они основаны .  Допустим,  мы опре­
делим функцию LP[i, j] как длину максимального простого пути от вершины i к вер­
шине j. Обратите внимание на то, что самый длинный простой путь от вершины i
к вершине j перед тем,  как попасть в вершину j. должен пройти через некую вершину х.
Таким образом, последним ребром пути должно быть ребро (x, j). Здесь напрашивается
следующее рекуррентное соотношение для вычисления длины максимал ьного пути,
где с(х, j) - вес ребра (х, j) :

Прежде всего, в этом рекуррентном соотношении не предусмотрено ничего для обес­
печения простоты. Откуда мы знаем, что вершина j не использовалась ранее в самом
длинном простом пути от вершины i к вершине х? Если использовалась, то добавление
ребра (х, j) создаст цикл .  Чтобы предотвратить такое развитие событий, мы  должны
определить такое рекуррентное соотношение, которое помнит пройденный путь. Воз­
можно, мы могли бы достичь этого, определив  функцию LP'[i, j, k] как самый длинный
путь от  вершины i к вершине j, не включающий вершину k? Это был бы шаг в пра­
вильном направлении, но он все равно не даст нам работающее должным образом ре­
куррентное соотношение.
Вторая проблема затрагивает порядок вычисления. Какой элемент мы вычисляем пер­
вым? Так как вершины графа не упорядочены слева направо или в порядке возраста­
ния, то неясно, какими должны быть меньшие подпрограммы.  При отсутствии такого
упорядочивания мы легко окажемся в бесконечном цикле.



лах строки образца Р и t символах строки Т. Очередные решения принимаются на 
основе последствий предыдущих решений,  а не на основе самих предыдущих ре­
шений .  
Когда важна не стоимость выполняемых операций, а их специфика, задача не удовле­
творяет принципу оптимальности . В качестве примера такой задачи можно привести 
раз"новидность задачи вычисления расстояния редактирования, в которой не разреша­
ется использовать комбинации ·операций в определенных последовательностях. Но при 
правильной постановке задачи принцип оптимальности соблюдается во многих комби­
наторных задачах. 

8.7.2.  Эффекти вность алгоритмов 
ди нами ческого п рограммирован ия 
Время исполнения любого алгоритма динамического программирования зависит от 
двух факторов:  количества частичных решений, которые необходимо отслеживать, и 
длительности вычисления каждого частичного решения. О?ычно более важным явля­
ется первый аспект, а именно, размер пространства состояний .  
Во всех приведенных здесь примерах частичные решения полностью описываются по­
средством указания точек остановки при вводе. Это объясняется тем, что элементы 
обрабатываемых комбинаторных объектов (строк, числовых последовательностей или 
многоугольников) неявно упорядочены.  Это упорядочивание нельзя нарушить, не из­
менив при этом полностью всю задачу. При установленном порядке элементов сущест­
вует сравнительно небольшое количество возможных точек остановки, что позволяет 
получить эффективные алгоритм ы. 

В случае же отсутствия жесткой упорядоченности объектов количество возможных 
частичных решений растет экспоненциально. Допустим, что состоянием нашего час­
тичного решения является весь путь Р от начальной до конечной вершины. Таким об­
разом, LP[i, j, Р] представляет самый длинный простой путь от вершины i к вершине j, 
где Р обозначает точную последовательность промежуточных вершин в этом пути . Это 
можно вычислить с помощью следующего рекуррентного соотношения, в котором 
Р + х обозначает присоединение вершины х в конец пути Р: 

Эта формулировка корректна, но насколько она эффектщта? Путь Р является упорядо­
ченной последовательностью из не более п - 3 вершин .  Количество таких путей дохо­
дит до (п - 3) ! ,  а это очень много !  Фактически, этот алгоритм использует комбинатор­
ный поиск (наподобие поиска с возвратом) для создания всех возможных промежуточ­
ных путей.  В действительности, функция max отчасти вводит в заблуждение, т. к. для 
создания состояния LP[i, j, Р + х] возможно только одно значение х и одно значение Р. 

Но этой идее можно найти лучшее применение. Пусть LP'[i, j, S] представляет самый 
длинный простой путь от вершины i к вершинеj, промежуточными вершинами которо­
го являются как раз те, что образуют подмножество S. Т;�ким образом, если 
S = {а, Ь, с} ,  то существует шесть путей, совместимых с S: iabcj, iacbj, ibacj, ibcaj, icabj 
и icbaj. Размер этого пространства состояний может быть максимум 211, что меньше, 

LP [i, j, P + x] = max
(x,j)∈E,x,j 
∈P

LP [i, x, P ] + c(x, j)
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р ( а , а , а )  : =  h ( a ) ;
р (Ь , а , а )  : =  h ( a )  * h (b ) ;
р ( с , Ь , Ь )  : =h (b )  + h ( c ) ;
p (d , b , b )  : =h (d )  + h (b )  ;

чем перечисление всех путей.  Кроме этого, эту функцию можно вычислить с помощью
следующего рекуррентного соотношения :

где Su {х} обозначает объединение S и х.
После этого самый длинный простой путь от вершины i к вершинеj можно найти, мак­
симизировав по всем возможным промежуточным подмножествам вершин :

Существует только 2п подмножеств множества п вершин,  так что это большое улучше­
ние по сравнению с перечислением всех п !  маршрутов. На практике этот метод можно
было бы с уверенностью использовать для решения задачи коммивояжера с холичест­
вом вершин, близким к 30, в то время как значение п = 20 будет неприемлемым для
алгоритма с временной сложностью О(п!) . Тем не менее, динамическое программиро­
вание наиболее эффективно на множестве хорошо упорядоченных объектов.

ПОДВЕДЕНИЕ итогов
При отсутствии естественного упорядочивания слева направо алгоритм, использующий
динамическое программирование, обычно обречен на экспоненциальную сложность, как
по времени, так и по памяти.

8.8.  История из жизни .
Динамическое программирование и язы к  Prolog
- Наш эвристический алгоритм очень хорошо проявляет себя на практике. - Мой
коллега одновременно хвастался и просил о помощи .
Унификация является основным вычислительным механизмом в языках логического
программирования, таких как Pro\og. Программа на языке Prolog состоит из набора
правил, где каждое правило имеет голову и действие, которое выполняется, когда го­
лова правила совпадает или объединяется с текущим вычислением.
Выполнение программы на языке Prolog начинается с указания цели, например,
р(а, Х, У), где а является константой, а Х и У - переменными .  После этого система
систематически сравнивает голову цели с головой каждого правила, которое можно
унифицировать с целью. Под унификацией имеется в виду привязка переменных к кон­
стантам, если их можно соотнести . В представленной в листинге 8 . 1 9  бессмысленной
программе на языке Prolog цель р(Х, У, а) унифицируется с любым из первых двух пра­
вил, т. к. для Х и У можно выполнить привязку, чтобы сопоставить дополнительные
символы. Цель р(Х, Х, а) сопоставится только с первым правилом, т .  к. привязываемые
к первой и второй позиции переменные должны быть одинаковыми .

Листинг 8.19. Пример программы на языке Prolog
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LP ′[i, j, S ∪ {x}] = max
(x,j)∈E,x,j 
∈S

LP [i, x, S] + c(x, j)

LP [i, j] = max
S

LP ′[i, j, S]



Рис. 8.9. Два разных нагруженных дерева для одного и того же набора правил 

- Чтобы ускорить операции унификации, мы хотим выполнить предварительную об­
работку набора голов правил, чтобы можно было бы быстро определить, какие правила 
соответствуют данной цели .  Для этого нам нужно организовать правила в нагруженном 
дереве (trie). 
Нагруженные деревья (см. раздел 12. 3) являются полезными структурами данньiх для 
работы со строками .  Каждый лист нагруженного дерева представляет одну строку. 
Каждый узел на пути от корня к листу маркируется одним символом строки, при этом 
i-й узел пути соответствует i-му символу строки. 
- Согласен .  Нагруженное дерево является естественным способом для представления 
ваших голов правил. Создание нагруженного дерева для набора строк символов явля­
ется прямолинейной задачей :  мы просто вставляем строки, начиная с корня. Так в чем 
заключается ваша проблема? - спросил я .  
- Эффективность нашего алгоритма унификации очень зависит от минимизирования 
количества ребер в нагруженном дереве. Так как мы знаем все правила наперед, то у 
нас имеется свобода действий, чтобы переупорядочить позиции символов в правилах. 
Например, вместо того, чтобы корневой узел всегда представлял первый аргумент пра­
вила, мы  можем избрать, чтобы он представлял третий аргумент. Мы бы хотели вос­
пользоваться этой свободой действий  для того, чтобы создать нагруженное дерево ми­
нимального размера для набора правил. 
Мой собеседник показал мне пример (рис. 8.9). 

В нагруженном дереве, созданном согласно первоначальному порядку позиций строк 
( 1 ,  2, 3),  всего используется 1 2  ребер. Но переставив  позиции символов в (2, 3 ,  1 ), мы 
можем получить нагруженное дерево лишь с 8 ребрами .  
- Интересно . . .  - начал было я отвечать, но он снова прервал меня. 
- Есть еще одно ограничение. Листья нагруженных деревьев необходимо содержать 
упорядоченными,  чтобы листья основного дерева располагались слева направо в том 
же самом порядке, в каком правила выводятся на страницу. 
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- Но почему листья нагруженных деревьев должны содержаться в заданном поряд­
ке? - спросил я .  
- Порядок правил в программах Pro\og и меет очень, очень большую важность. Если 
изменить порядок правил, то программа возвратит другой результат. 
Потом он перешел к описанию того, что им требовалось от меня. 
- У нас есть "жадный"" эвристический алгоритм для создания хороших, но не опт"'­
мальных, нагруженных деревьев. Этот алгоритм основан на выборе в качестве корня 
дерева символа в такой позиции, которая минимизирует степень корня. Иными слова­
ми, алгоритм выбирает такую позицию символа, в которой имеется наименьшее число 
разных символов. Этот эвристический алгоритм работает исключительно хорошо на 
практике. Но нам нужно доказать, что задача построения наилучшего нагруженного 
дерева является NР-полной, чтобы наша статья была полностью завершена. Вот в этом 
нам и нужна ваша помощь. 
Я пообещал доказать, что задача имеет такой уровень трудности . Казалось, что для по­
строения минимального дерева, в самом деле, требовалось использовать какую-то не­
тривиальную комбинаторную оптимизацию, но я не видел, каким образом можно было 
бы включить слева направо упорядочивание правил в доказательство сложности . Более 
того, я не мог припомнить ни одной NР-полной задачи, содержащей такое ограничение 
в виде упорядочивания слева направо. В конце концов, если бы данный набор правил 
содержал позицию символа, общую для всех правил, то она должна бы быть исследо­
ванной первой в любом дереве минимального размерg, Так как правила были упорядо­
ченными, то каждый узел в поддереве должен представлять корень серии  последова-
тельных правил. Таким образом, существовало только ( 2 )  узлов, которые было воз­
можно выбрать из этого дерева" . 
Есть ! Это и было ключевым аспектом решения. 
На следующий день я снова встретился с профессором . - Я не могу доказать, что ва­
ша задача является NР-полной. Но что Вы  скажете по поводу эффективного алгоритма 
динамического программирования для построения наилучшего нагруженного дере­
ва? - Я с удовольствием наблюдал, как недовольное выражение его лица сменилось 
улыбкой, когда он осознал, о чем идет речь. Эффективный алгоритм для получения 
требуемого решения было значительно лучше, чем доказательство невозможности та­
кого решения. 
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C[i, j] =
m

min
p=1

r∑

k=1

(C[ik, jk] + 1)

Мое рекуррентное соотношение работало таким образом. Допустим, что у нас имеется
п упорядоченных голов правил, каждая из которых и меет т аргументов. Выборка в р-й
позиции, 1 � р � т, разделяет головы правил на серии R1 , "" R,, где каждое правило в
отдельной серии Rx = s 1 , ""  s1 имеет одинаковое значение символа s;[p] . Правила в каж-
дой серии должны быть последовательными, поэтому существует только ( 2 )  возмож­
ных серий, о которых нужно заботиться . Стоимостью выборки в позиции р является
стоимость завершения обработки деревьев, формируемых каждой созданной серией,
плюс одно ребро для каждого дерева, чтобы связать его с зондированием р:
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Один из аспирантов немедленно приступил к реализации этого алгоритма, чтобы мож�
но было сравнить его работу с работой эвристического алгоритма заказчика. На многих
входн ых экземплярах как оптимальный, так и "жадный" алгоритмы создавали одина­
ковое нагруженное дерево. Но для некоторых экземпляров производител ьность алго­
ритма динамического программирования была на 20% лучше, чем производительность
"жадного" алгоритма, т. е. на 20% лучше, чем "очень хорошая работа" на практике.
Время компилирования алгоритма динам ического программирован ия было несколько
большим, чем "жадного" алгоритма, но при оптимизации компилирования всегда луч­
ше обменять немного большее время компиляции на лучшее время исполнения про­
граммы.  Стоит ли 20% улучшения производительности этих усилий? Это зависит от
конкретной ситуации.  Насколько полезной была бы для вас 20-процентная надбавка в
вашей зарплате?

То обстоятел ьство, что правила должн ы были  оставаться упорядоченными, было ре­
шающим фактором, который мы испол ьзовали в решении с применением динамиче­
ского программирования . Фактически при отсутствии этого обстоятельства я смог до­
казать, что задача в самом деле была NР-полной.

ПОДВЕДЕНИЕ и тогов

8.9.  История из жизни . 
Сжатие текста для штрих-кодов 
Инджиун (Ynj i un) провел лазерной указкой по рваным и смятым кускам этикетки со 
штрих-кодом.  Через несколь.ко секунд система выдала ответ. Он победно усмехнул­
ся . - Практически безотказно. 

Мне показывали свои достижения работники научно-исследовательского центра ком­
пан ии Symbol Technologies, ведущего мирового производителя оборудования для ска­
нирования штрих-кодов. В следующий раз, когда вы будете стоять в очереди к кассиру 
в продуктовом магазине, обратите внимание на тип используемого ими сканирующего 
оборудования .  Скорее всего, на корпусе будет маркировка Symbol. 
Хотя мы принимаем штрих-коды как должное, работа с ними требует на удивление 
сложной технологии .  Надобность в штрих-кодах существует потому, что обычные сис­
темы оптического распознавания символов не обеспечивают достаточной надежности 
для операций с товарно-материальными запасами .  Технология штрих-кодов, знакомая 
каждому из нас по их присутствию на каждой пачке овсянки и упаковке жевательной 
резинки, позволяет закодировать десятизначный номер с уровнем коррекции,  делаю­
щим практически невозможными ошибки при сканировании, даже если консервная 
банка со штрих-кодом перевернута вверх ногами или деформирована. И ногда кассиру 
не удается отсканировать штрих-код, но если вы сл ышите характерный звук аппарата, 
то вы знаете, что код был считан правил ьно. 

Глобальное оптимальное решение (полученное, например, с помощью динамического  про-
граммирования) часто заметно лучше, чем решение, полученное посредством типичного эврис-
тического алгоритма. Насколько важным является такое улучшение, зависит от конкретного
приложения, но оно никогда не будет лишним.



Десять цифр кода обычной этикетки со штрих-кодом предоставляют возможность за­
писать на ней тольк9 идентификационный номер товара. Вследствие этого любое при­
ложение, занимающееся обработкой штрих-кодов, должно использовать базу данных, 
соотносящую штрих-код с соответствующим товаром.  В течение долгого времени за­
ветной целью штрих-кодовой индустрии была разработка более емкой штрих-кодовой 
символики, позволяющей кодировать целые документы и обеспечивающей их надеж­
ное воспроизведение. 
- PDF-4 1 7  является нашей новой, двумерной штрих-кодовой технологией, - объяс­
нил Инджиун. (Пример этикетки со штрих-кодом этого типа показан на рис. 8. 1 0 .)  

- Какой объем информации можно уместить с помощью этой технологии  на одном 
квадратном дюйме? - спросил я у него. 
- Это зависит от заданного уровня коррекции ошибок, но в общем около 1 ООО бай­
тов, что достаточно для небольшого текстового файла или изображения, - ответил он.  
- Вам, наверное, приходится использовать какую-либо технологию сжатия данн ых, 
чтобы максимизировать объем сохраняемого на этикетке текста. (Стандартные алго­
ритмы сжатия данных рассматриваются в разделе 18. 5.) 

- Понятно. Значит, вы определили для каждого режима группы символов таки м обра­
зом, чтобы свести к минимуму операции переключения режимов при работе с типич­
ными текстовыми файлами.  (Схема переключения режимов для разн ых групп симво­
лов показана на рис. 8. 1 1 . ) 

Рис. 8.10. Этикетка с Гетrисбергским посланием,
закодированным двумерным штрих-кодом

по технологии PDF-417
Рис. 8.11. Схема переключения режимов

в PDF-4 1 7
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- Да, мы действительно испол ьзуем определенный способ сжатия данных, - согла­
сился Инджиун. - Мы знаем, какие тип ы  текста наши клиенты будут помещать на
этикетки .  Некоторые тексты будут состоять полностью из прописных букв, а другие -
из букв обоих регистров и цифр. Наш код предоставляет три разных текстовых режи­
ма, каждый из которых поддерживает отдел ьное подмножество алфавитно-цифровых
знаков. Мы можем описать каждый знак, используя только пять битов, при условии,
что режим не меняется . Для описания знака из другого режима мы  сначала выдаем
команду переключения режимов (длиной в пять битов), а потом код символа.

Знаки
препинания
;<>@[\$/"*(

Прочие
символы

0−9,    #$%=
l

l,ss

l

s

l

Прописные
буквы
A−Z

Строчные
буквы

a−z

l s



- Совершенно верно. Мы поместили все цифры в один режим, а все символы знаков 
препинания в другой.  Мы также реализовали команды переключения (switch) и фикси­
рования (latch) режимов. Операция переключения режимов применяется для переклю­
чения в новый режим только для следующего символа, скажем, знака препинания. 
Таким образом мы можем избежать затрат на возвращение в текстовый режим после 
вывода знака препинания .  А операция фиксирования режимов используется для посто­
я нного переl<Лючения в новый режим, если в этом режиме нужно вывести несколько 
символов подряд. 

- Интересно !  - сказал я. - При таком переключении режимов должно существовать 
множество разных способов закодировать текст в виде штрих-кода. Как вы получаете 
закодированный текст наименьшего объема? 

- Мы испол ьзуем "жадный" алгоритм, который выпол няет просмотр на несколько 
символов вперед и решает, какой режим лучше всего использовать. Этот способ рабо­
тает довольно хорошо. 

Я продолжал выпытывать у него подробности по этому вопросу. - Откуда вы знаете, 
что этот способ работ.ает хорошо? Ведь может существовать значительно лучшая ко­
дировка, которую вы просто не находите. 

- Вообще говоря, мы этого не знаем.  Но поиск оптимальной кодировки, вероятно, 
является NР-полной задачей.  Не так ли?  - спросил он упавшим голосом. 

Я задумался. Каждая кодировка начинается в определенном режиме и состоит из по­
следовательности кодов символов и операций переключения и фиксирования режимов. 
В любой позиции в тексте мы можем помещать код следующего символа (если он име­
ется в текущем режиме) или выполнять операцию переключения или фиксирования 
режима. При продвижении в тексте слева направо текущее состояние полностью отра­
жается текущей позицией символа и текущим состоянием режима. Для данной пары 
"позиция/режим" нас интересует самая дешевая из всех возможных кодировок дости­
жения этой точки . . .  

Я почувствовал сильное волнение. 

- Оптимальную кодировку для любого текста в PDF-4 1 7  можно определить с по­
мощью динамического программирования. Для каждого возможного режима 1 � т � 4 
и для каждой возможной позиции символа 1 � i � п мы будем сопровождать информа­
цию о самой дешевой кодировке, найденной для первых i символов и заканчивающей­
ся в режиме т. Нашим следующим ходом из каждой пары состояний "позиция/режим" 
является или сопоставление, или переключение или фиксирование режима, так что 
рассмотрению подлежит очень небольшое ч исло возможных операций.  

По сути, мы имеем следующее соотношение:  

где c(S;, т, j) представляет стоимость кодирования символа S; и переключения из ре­
жима т в режим j. Самая дешевая возможная кодировка получается в результате об­
ратной трассировки от узла Л1[п, т ] , где т представляет значение i, которое минимизи­
рует min 1 s ; s  .�М[п, i] . Каждую из 4п ячеек можно заполнить за постоянное время; так 
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M [i, j] = min
1≤m≤4

(M [i − 1,m] + c(Si,m, j))



что оптимальную кодировку можно найти за линейное по отношению к дли не строки
время.

Наблюдаемый нами эффект замены эвристического алгоритма алгоритмом поиска гло­
бального оптимал ьного решения, пожалуй, является типичным для бол ьшинства при­
ложений. В общем, если вы не допустите серьезных ошибок в реализации эвристиче­
ского алгоритма, то, скорее всего, он будет выдавать приемлемое решение. Но испол ь­
зование вместо него алгоритма поиска оптимал ьного результата обычно дает хоть и
небольшое, но немаловажное улучшение, которое может иметь положительный эффект
для вашего приложения.

Замечания к главе
Методика динамического программирования впервые представлена в [Ве 158] .  Алго­
ритм определения расстояния редактирования первоначально был представлен Вагне­
ром и Фишером (Wagner, Fischer) в книге [WF74] . Более быстрый алгоритм для задачи
разделения книг рассматривается в книге [KMS97] .

Такие методики, как динамическое программирование и поиск с возвратом, можно ис­
пользовать для создания эффективных (хотя все же не с полиномиальным временем
исполнения) алгоритмов для решен ия многих NР-полных задач . Обзор этих методик
см. в книге [WоеОЗ] .
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Инджиун отнесся к этому несколько скептически, но попросил, чтобы мы реализовали
для него оптимальный метод кодирования.  У нас возникл и  определенные затруднения
в связи с некоторыми странностям и  переключения режимов, но мой студент Йо-Линг
Лин (Yaw-Ling Lin) оказался на высоте и решил эту задачу. В Symbo/ сравнили наш
кодировщик со своим, обработав для этого 1 3  ООО этикеток, и пришли к в ыводу, что
динамическое программирование, в среднем, позволяло поместить на этикетку на 8%
больше информации .  Это было важным улучшением, т. к .  никому не хочется терять 8%
емкости хранения, особенно в ситуации, когда максимальная емкость хранения состав­
ляет всего лишь несколько сот байтов. Для определенных приложений эти лишние 8%
позволили использовать только одну этикетку, когда раньше требовалось две. Конечно
же, среднее улучшение на 8% означало, что для определенных типов информации
улучшение будет намного большим .  В то время как наш кодировщик работал чуть
медленнее, чем кодировщик на базе "жадного" алгоритма, это не представляло важно­
сти, т. к. в любом случае распечатка этикеток была бы узким местом.

точек (в отличие от многоугольников) долго оставалась нерешенной задачей, пока, на­
конец, не была решена Мулцером и Роте (Mulzer, Rote) (см . книгу [МRОб]).

Вычислительная сложность триангуляции с минимальным весом несвязного набора

Система морфинга, которая была описана в истории из  жизни в разделе 8. 4, более под­
робно обсуждается в книге [HWK94] . Дополнительную информацию по задаче мин и­
мизации нагруженных деревьев в Prolog, которая рассматривалась в разделе 8. 8, можно
найти в нашем докладе [DRR + 95]. Двумерные штрих-коды, рассматриваемые в разде­
ле 8. 9, были разработаны в значительной степени усилиями Тео Павлидиса (Theo
Pavl idis) и Инджиуна Ванга (Ynj i un Wang) в университете Stoney Brook. Подробности
см. в [PSW92] .



Алгоритм динамического програм мирования, рассматри ваемый для решения задачи 
синтаксического анализа, называется CKYalgonthm, по и менам его трех независимых 
разработч и ков:  Коки,  Касами и Я н гера (Cocke, Kasami, Younger). Подробности см .  в 
[You67]. Обобщение синтаксического анализа для задачи вычисления расстоян ия ре­
дактирования рассматри вается Ахо и Петерсоном (Aho, Peterson) в [АР72] .  

8 . 1  О.  Упражнения 
Расстояние редактирования 
1 .  [3 ] При вводе текста часто допускаются ошибки перестановки соседних сим волов, на­

пример, когда вместо "Steve" вводится "Setve" .  Согласно традиционному определению 
расстояния редактирования для исправления таких ошибок требуется две замены. 

Включите в нашу функцию расстояния редактирования операцию обмена, чтобы такие 
ош ибки перестановки можно было бы исправить за одну операцию. 

2.  [4] Дано три строки символов: Х, У и Z, где µi = п, IJ1 = т и IZI = п + т. Строка Z назы­
вается перетасовкой (shuffle) строк Х и У тогда и только тогда, когда ее можно создать, 
перемешивая символы строк Х и У таким образом, чтобы в получившейся строке сохра­
нялся первоначальный (слева направо) порядок исходных строк. 

а) Докажите, что строка "cchocoh i laptes" является перетасовкой строк "chocolate" и 
"chips", но строка "chocochi latspe" - нет. 

б) Предоставьте эффективный алгоритм динам ического программирования для опреде­
ления, является л и  строка Z перетасовкой строк Х и У. (Подсказка: значения создаваемой 
вам и матрицы динамического программирования должны быть булевыми, а не числовы­
м и.) 

3 .  [4] Самой длинной общей подстрокой (не подпоследовательностью) двух строк Х и У 
является самая длинная строка, которая входит в виде серии последовательных символов 
в обе строки. Например, самой длинной общей подстрокой строк photograph и 
toтography является строка ograph. 

а) Пусть п = µi и т = I YJ. Предоставьте ал горитм динам ического програм мирования с 
временной сложностью 8(пт) для поиска самой длинной общей подстроки, основанный 
на ал горитме поиска самой длинной общей подпоследовательности или выч исления рас­
стояния редактирования. 

б) Предоставьте более простой алгоритм с временной сложностью 8(пт), в котором не 
используется динамическое программирование. 

4 .  [6] Самой длинной общей подпоследовательностью (longest common subsequence, LCS) 
двух последовательностей Т и Р называется такая самая длинная последовательность L, 
которая является подпоследовательностью как последовательности Т, так и после­
довательности Р. Кратчайшей общей надпоследовател ьностью (shortest common super­
sequence, SCS) последовательностей Т и Р называется такая кратчайшая последователь­
ность L, подпоследовательностями которой являются как последовательность Т, так и 
последовательность Р. 

а) Предоставьте эффективный алгоритм поиска LCS и SCS для двух последовательно­
стей. 

б) Пусть d(Т. Р) будет минимальным расстоянием редакт
_
ирования между строками Т и Р 

при условии, что замены запрещены, т. е. разрешены только вставка и удаление сИмво-
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лов. Докажите, что d(Т.  Р) = ISCS(Т. P)l - ILSC(Т. P)I , где ISCS(Т. P)I и ILSC(Т. P)I обозна­
чают соответственно размер кратчайшей общей надпоследовательности и самой дли н­
ной общей подпоследовательности Т и Р. 

"Жадные" алгоритмы 
5 . [4] Пусть Р 1 ,  Ръ . . . Рп - это п программ, которые нужно сохранить на диске емкостью D 

мегабайт. Для хранения программы Р, требуется s; Мбайт дискового пространства. Со-

хранить все программы на диске нельзя, т. к. D < L�=I s, . 

а) Можно ли максимизировать количество сохраняемых на диске программ с помощью 
"жадного" алгоритма, которы й выбирает программы в порядке неубы вающего дискового 
пространства s;? Предоставьте доказательство или контрпример. 

б) Можно ли  сказать, что "жадный"  алгоритм, выбирающий программы в порядке не­
убывающего дискового пространства s;, испол ьзует наибольшее возможное дисковое 
пространство? Предоставьте доказательство или контрпример. 

6. [5] В Соединенных Штатах используются монеты достоинством в 1 ,  5, 1 О, 25 и 50 цен­
тов. Теперь рассмотрим страну, . в которой испол ьзуются монеты достоинством в 
{d1 , • • •  , dk} единиц. Нам нужен алгоритм, который  дает сдачу размером в п единиц, ис­
пользуя наименьшее количество монет этой страны .  

а) При решении этой задач и "жадны й" алгоритм многократно выбирает монету самого 
большого достоинства, не превышающую текущий размер сдачи, до тех пор, пока размер 
сдачи не станет равен нулю. Докажите, что "жадный"  алгоритм не всегда выбирает наи­
меньшее количество монет для страны с достоинством монет в { 1 ,  6, 1 О} единиц. 

б) Предоставьте эффективный алгоритм, которы й правильно определяет наименьшее ко­
личество монет, которое требуется, чтобы дать сдачу стоимостью в п единиц, используя 
монеты достоинством в {d1 , • • •  , dk} едини ц. Вы полните анализ времени исполнения дан­
ного алгоритма. 

7.  [5] В Соединенных Штатах используются монеты достоинством в 1 ,  5, 1 0, 25 и 50 цен­
тов. Теперь рассмотрим страну, в которой используются монеты достоинством в 
{d1 ,  • • •  , dk} единиц. Нам нужно определить количество С(п) разных способов дать сдачу 
стоимостью п единиц. Например, для страны с монетами достоинством в { 1 , 6, 1 0 } еди­
ниц имеем С(5) = 1 , С(6) = 2,  .. . , С(9) = 2,  C( I O) = 3 и С( \ 2) = 4. 

а) Сколько существует способов дать сдачу стоимостью в 20 единиц монетами достоин­
ством в { 1 ,  6, 1 О} единиц? 

б) Предоставьте эффективный алгоритм для вычисления С(п) и вы полните анализ е го 
сложности.  (Подсказка: подумайте о вычислении С(п, d), т. е. о вычислении количества 
способов дать сдачу стоимостью п единиц, используя монеты наивысше го достоинства d. 
Будьте внимательны, чтобы не дать лишнюю сдачу.) 

8. [6] Рассмотрим задачу планирования загрузки однопроцессорной системы количеством п 
заданий J. Для каждого задания i установлено время обработки l; и крайнее время завер­
шения d,. Допустимым расписанием испол нения заданий является такая перестановка за­
даний, что при исполнении задани й  в данном порядке каждое задание завершается до 
крайнего времени его завершения.  "Жадны й" алгоритм для решения задачи планировки 
загрузки однопроцессорной системы выбирает первой задан ие с самым ранним крайним 
временем завершения . 
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Докажите, что есл и допустимое расписание существует, то создаваемое таким "жадным" 
алгоритмом расписание я вляется допустимы м . 

Числовые задачи  
9. [6] Задача о рюкзаке задается таким образом : имея множество целых чисел S = 

= {s 1 ,  s2, • • •  , sп} и целевое ч исло Т, найти такое подмножест·во м ножества S, сумма кото­
рого в точности равна Т. Например, множество S = { \ ,  2, 5, 9, 1 О} содержит подмноже­
ство, сумма членов которого составляет Т = 22, но не Т = 23 .  Предоставьте правильный 
алгоритм для решения задачи о рюкзаке с временем исполнения О(п7). 

1 О.  [6] В задаче разделения м ножества целых чисел требуется выяснить, содержит ли мно­
жество целых чисел S = {s 1 ,  • • •  , sп} такое подмножество /, для которого 

Пусть . Предоставьте алгоритм динамического программирования с време­

нем испол нен ия О(пМ) для решения задачи разделения м ножества целых ч исел. 

1 1 . [5]  Допустим, что имеется п чисел (некоторые из которых, возможно, отрицательные), 
расположенных по кругу. Разработайте эффективный алгоритм поиска наибольшей 
суммы смежных ч исел в дуге . 

1 2 . [5] Некий  язы к для обработки строк позволяет разбивать строку на две части. Стои­
мость этого разбиения равна п единицам времени, т. к. для этого требуется выполнить 
копирование старой  строки. Программист хочет разбить строку на несколько частей, 
при этом общее время выполнения разбиения может зависеть от порядка, в котором 
осуществляется разбиение. Например, допустим, мы хотим разбить 20-символьную 
строку в позициях после символов 3, 8 и 1 0 . Если разбиения осуществляются в порядке 
слева направо, то первое разбиение стоит 20 единиц времени, второе - 1 7, а третье -
1 2, что дает общую стоимость в 49 единиц времени.  Есл и  же разбиения осуществляются 
в порядке слева направо, то первое разбиение стоит 20 единиц времени, второе - 1 О, а 
третье - 8, что дает общую стоимость в 3 8  единиц времени. Предоставьте алгоритм 
динамического программ ирования, который берет в качестве входа список позиций 
символов и определяет самое дешевое разбиение за время О(п3). 

1 3 . [5] Рассмотрим следующий способ сжатия данных.  Имеется таблица, содержащая т 
текстовых строк, каждая длиной, самое большее, k символов. Требуется закодировать 
строку данных D длиной п символов, испол ьзуя для этого наименьшее возможное коли­
чество текстовых строк из таблицы .  Например, если таблица содержит строки 
(а, Ьа, аЬаЬ, Ь), а строка данных имеет вид ЬаЬаЬЬааЬаЬа, то наилучшим способом ко­
дирования будет (Ь, аЬаЬ, Ьа, аЬаЬ, а), в котором используются всего пять строк из таб­
л ицы. Предоставьте алгоритм с временем испол нения O(nmk) для определения длины 
наилучшей кодировки. Можно полагать, что каждую кодируемую строку можно выра­
зить, по крайней мере, одной комбинацией строк в табли це. 

1 4. [5] Традиционный матч мирового чемпионата по шахматам состоит из 24 игр. Если 
матч заканчивается вничью, то текущий чемпион сохраняет свой титул. Каждая игра 
может быть в ыиграна, проиграна или сыграна вничью, где вы игрыш равен 1 ,  проиг­
рыш - О, а ничья - 0 1 /2 .  Цвет фигур меняется каждую игру. Белые имеют преимуще­
ство, т. к. они  ходят первыми. В первой и гре чемпион играет белыми.  Его шансы выиг-
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рыша, ничьей и проигрыша равны w"., wd и w1 при игре белыми и Ь"" bd и Ь1 при игре 
черными соответственно. 

а) Напишите рекуррентное соотношение вероятности чемпиона удержания титула. По­
лагается, что в матче осталось сыграть g игр и что чемпиону нужно выиграть i игр (ре­
зультат которых может быть 1 /2). 

б) На основе данного рекуррентного соотношения, разработайте алгоритм динамиче­
ского программирования для вычисления вероятности текущего чемпиона сохранения 
своего титула. 

в) Выполните анализ временной сложности вашего алгоритма для матча из п игр. 

1 5 . [8] Если бросить яйцо с достаточ ной высоты,  оно разобьется . В частности, в любом 
достаточ но высоком здании  должен быть fй этаж, при падении с которого яйцо разо­
бьется, но при падении с if- 1 )-го этажа - нет. Если яйцо всегда разбивается, то тогда 
f = 1 .  Если яйцо никогда не разбивается, то тогда/= п + 1 .  

Нужно найти критический этаж f в п-этажном здании.  Для этого можно выполнять 
только одну операцию - бросить яйцо с определенного этажа и наблюдать за результа­
тами.  Нужно выполнить как можно меньше таких операций, но в любом случае требу­
ется потратить не бол ьше, чем k яиц. Разбитые яйца снова использовать нельзя . Пусть 
E(k, п) означает минимальное количество бросков, достаточное для получения решения. 

а) Докажите, что E(l,n) = п. 

б) Докажите, что E(k, п) = 8(n 11k). 

в) Выведите рекуррентное соотношение для E(k, п). Каким будет время исполнения ди­
намической программы для вычисления E(k, п)? 

Задача на графах 
1 6. [ 4] Рассмотрим город, улицы в котором задаются решеткой Х х У. Нам нужно пройти из 

верхнего левого угла решетки в нижний правый угол. К сожалению, в городе имеются 
районы с плохой репутацией, и мы не хотим проходить по улицам в этих районах. Име­
ется матрица BAD размером Х х У, в которой BAD[i, )] = "yes" тогда и только тогда, ко­
гда перекресток улиц i и) находится в районе, через которы й  мы не хотим проходить. 

а) Приведите пример такого содержимого матрицы BAD, для которого не существует 
пути между требуемыми точкам и без прохождения через плохие районы.  

б)  Предоставьте алгоритм сложностью О(ХУ) для поиска пути, позволяющего избежать 
нежелательных районов. 

в) Предоставьте алгоритм сложностью О(ХУ) для поиска кратчайшего пути, позволяю­
щего избежать нежелательных районов. Полагается, что все кварталы одинаковой дли­
ны. Чтобы решение было зачтено частично, алгоритм может иметь время исполнения 
О(Х2У2). 

1 7. [5] Даны такие же условия, как и в предыдущей задаче, т. е .  город, улицы в котором оп­
ределены решеткой Х х У. Нам нужно пройти из верхнего левого угла города/реш"етки 
к нижнему правому углу. Плохие районы определены матрицей BAD размером Х х У, 
в которой BAD[i, j] = "yes" тогда и только тогда, если перекресток ули ц  i и )  находится 
в районе, через который  м ы  не хотим проходить. 

Если бы в городе не было неблагополуч ных районов, которые мы вынуждены избегать, 
то длина кратчайшего пути между указанными точками была бы равной (Х - 1 )  + (У - 1 )  
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кварталам. Более того, было бы м ного таких путей, каждый из которых состоял бы 
только из движений вправо и вниз. 

1 8 . [ 4] В библиотеке нужно разместить на полках п книг в установленном в каталоге поряд­
ке .  Поэтому мы можем представить пози цию конкретной книги как Ь;, ее толщину как 1;, 
а высоту как h;, где 1 :::; i :::; п. Все полки в библиотеке имеют одинаковую длину L.  
Допустим, что все книги имеют одинаковую высоту h (т. е . ,  h = h; = hi для всех i, j), а 
расстояние между полками больше чем h, вследствие чего любую книгу можно поста­
вить на любую полку. "Жадны й" алгоритм поставит на первую полку наибольшее воз­
можное количество книг, пока не будет достигнуто такое наименьшее значение i, для 
которого книга Ь; не будет вмещаться на данную полку, после чего повторит эту про­
цедуру с последующими полкам и. Докажите, что "жадный" алгоритм всегда находит 
оптимальны й порядок размещения полок и укажите его временную сложность. 

1 9. [6] Данная задача является вариантом предыдущей. В данном случае книги разной вы­
соты, но высоту каждой полки можно подогнать под высоту самой высокой книги на 
ней.  Таким образом, стоимость определенного размещения является суммой высот наи­
высш их кни г  на каждой полке.  

• Предоставьте пример, показывающий, что "жадный" алгоритм, заполняющий каж­
дую полку насколько возможно, не всегда дает минимальную общую высоту. 

• Разработайте алгоритм для решения этой задачи и выполните анализ е го временной 
сложности. Подсказка: используйте динам ическое программ ирование. 

20. [5] Требуется найти самый  легкий способ набрать определенный номер из п цифр на 
стандартном телефонном кнопочном номеронабирателе, используя только два пальца. 
Начальны м и  позициям и  этих двух пальцев являются кнопки звездочки (*) и решетки 
(#), а стои мость перемещения пальца от одной кнопки к другой пропорциональна эвк­
л идову расстоянию между кнопками.  Разработайте алгоритм для набора номера с наи­
меньшим общим расстоянием, пройденным пальцами, с номеронабирателя с k разными 
кнопками (для стандартных телефонов k = 1 6). Попытайтесь получить

-
время исполне­

ния алгоритма O(nk2). 

2 1 .  [6] Имеется вектор из п действительных чисел, для которого нужно найти подвектор 
с максимальной суммой. Например, в векторе {3 1 ,  -41 ,  59, 26, -53,  58, 97, -93,  -23,  84} 
подвектором с максимальной суммой будут третий по седьмой элементы, а именно: 
59 + 26 + (-53 ) + 58 + 97 = 1 87 .  Если все элементы массива положительные, то решени­
ем является весь массив, а когда все элементы отрицательные, то решением является 
пустой подвектор с суммой элементов, равной нулю. 

• Разработайте простой алгоритм с временем исполнения 0(п2) для поиска подвектора 
последовател ьных элементов с максимальной суммой.  

• Далее разработайте для решения этой же задачи алгоритм динамического програм­
мирования с временем исполнения 0(п) . Чтобы решение было зачтено частично, 
можно разработать алгоритм типа "разделяй и властвуй" с временем исполнения 
O(nlogn). 

Разработайте алгоритм, которы й принимает в качестве входа массив BAD и возвращает
количество безопасных путей длиной Х + У - 2. Чтобы решение было засчитано пол­
ностью, время исполнения алгоритма должно быть равным О(ХУ).

Задачи по разработке
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Для примера, рассмотрим предшествующую таблицу умножения и строку ЬЬЬЬа. За­
ключение частей строки в скобки в в иде (Ь(ЬЬ))(Ьа) дает результат а, но в виде
((((ЬЬ)Ь)Ь)а) дает результат с.
Предоставьте алгоритм с полином иальной временной сложностью по отношению к п и
k для определения, можно ли  заключить в скобки части данной строки, чтобы получить
целевой элемент согласно данной таблице умножения.

23 . [6] Даны константы а и �. Допустим, что стоимость движения влево в дереве равна а,
а вправо - �· Разработайте алгоритм с оптимальной стоимостью создания дерева в
наихудшем случае для ключей k1 , "" kп , вероятность просмотра каждого из которых со­
ставляет р1 , " " Рп·

Задачи, предлагаемые на собеседовании 
24. [ 5 ]  Для определенного набора достоинств монет найти наименьшее количество монет, 

которым можно дать сдачу определенного размера. 

25.  [5] Имеется массив из п ч исел, каждое из которых может быть положительным, отрица­
тельным или нулем. Предоставьте эффективный алгоритм

· 
для определения индексов 

элементов i иj  максимальной суммы от i-го доj-го ч исла. 

26. [7] При вырезании  символа из страницы журнала также вырезается символ на обратной 
стороне страницы .  Предоставьте алгоритм для определения, возможно ли  создать опре­
деленную строку из вырезанных из определенного журнала символов. Можно полагать, 
что имеется функция, которая позволяет определить символ на обратной стороне стра­
ницы и его позицию для любого данного символа на лицевой стороне страницы .  

Задачи по программированию 
Эти задачи доступн ы  на сайтах http://www.programming-challenges.com и http:// 
uva.onlinejudge.org. 

1 .  l s B igger Smarter? 1 1 1 1 0 1 / 1 0 1 3 1 .  

2. Weights and Measures. 1 1 1 1 03/ 1 0 1 54. 

3 .  Unidirectional TSP. 1 1 1 1 04/ 1 0 1 1 6. 

4. Cutting Sticks. 1 1 1 1 05/ 1 0003 . 

5 .  Ferry Loading. 1 1 1 1 06/ 1 026 1 . 
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строки в скобки таким образом, чтобы в результате получить а, где а является символом
алфавита. Таблица умножения не обладает ни  перестановочным, ни ассоциативным
свойствами, вследствие чего порядок выполнения операций умножения имеет значение.

[7] Даны алфавит из k символов, строка х = х1х2" ..хп из символов этого алфавита и таб­
лица умножения символов алфавита. Нужно определить, возможно ли заключить части
строки в скобки таким образом, чтобы в результате получить а, где а является символом
алфавита. Таблица умножения не обладает ни  перестановочным, ни ассоциативным
свойствами, вследствие чего порядок выполнения операций умножения имеет значение.

[7] Даны алфавит из k символов, строка х = х1х2" ..хп из символов этого алфавита и таб­
лица умножения символов алфавита. Нужно определить, возможно ли заключить части



Теория NР-полноты является чрезвычайно полезным инструментом разработчика ал­
горитмов, даже когда дает отрицательные результаты. В частности, теория NР-полноты 
позволяет разработчи ку алгоритмов тратить усилия более эффективно, показав, что 
поиск эффективного алгоритма для данной задачи обречен на неудачу. Зато, если вы 
потерпели неудачу, доказывая нерешаемость задачи, вы можете ожидать, что сущест­
вует эффективный алгоритм для ее решения.  Две истории из жизни, приведенные в 
этой книге, описывают случаи, закончившиеся благополучно, несмотря на неоправдан­
ные жалобы разработчиков на сложность задачи .  

Теория NР�полноты также позволяет распознать свойства, которые делают определен­
ную задачу сложной. Это дает нам представление о том, как следует моделировать ее 
разн ыми способами или использовать ее более благоприятные характеристики. Пони­
мание того, какие задачи являются сложными, исключительно важно для разработчи­
ков алгоритмов, и .оно может быть приобретено только в поп ытках доказать сложность 
задач . 

+ теоретико-сложностные аспекты NР-полноты, одного из наиболее фундаменталь­
ных понятий теории вычислительных систем;  

+ теорию аппроксимирующих алгоритмов, позволяющую получить эвристический 
алгоритм, который,  возможно, выдаст решение, близкое к оптимал ьному. 

9. 1 . Сведение задач 
В этой книге нам встретилось несколько задач, для решения которых мы  не могли най­
ти никаких эффективных алгоритмов. Теория NР-полноты предоставляет инструменты, 
с помощью которых можно показать, что на определенном уровне все эти задачи в 
действительности являются одной и той же задачей. 

Труднорешаемые задачи
и аппроксимирующие алгоритмы

В этой главе обсуждаются методы доказательства того, что для решения данной задачи 
не существует эффективного алгоритма. Читателям, не склонным к теоретизированию, 
необходимость доказывать что-либо, будет, скорее всего, неприятна, а сама мысль тра­
тить время на доказательство чего-то несущестl}ующего покажется абсолютно непри­
емлемой.  Однако, если мы не знаем, как решить какую-то задачу, бывает небесполезно 
выяснить, что она не имеет решения. 

Для доказательства сложности задач м ы  будем использовать такой фундаментальный
принцип, как сведение между парой задач, показывая, что эти задачи в действительно­
сти одинаковые. Для демонстрации этой идеи мы рассмотрим последовательность све­
дений,  каждое из которых дает эффективный алгоритм или доказательство, что такого
алгоритма не существует. Кроме этого, предоставляется краткое введение в :

ГЛАВА 9
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Листинг 9.1. Решение задачи Bandersnatch

Любой взвешенный граф определяет экземпляр задачи коммивояжера, а каждая кон­
кретная задача имеет, по крайней мере, один маршрут с минимальной стоимостью. Для 
общего экземпляра задачи коммивояжера требуется найти алгоритм для определения 
оптимального маршрута для всех возможных экземпляров задачи .  

9.1 . 1 . Ключевая идея 
Теперь рассмотрим две алгоритмические задачи ,  называющиеся Bandersnatch и Bo­
Ьi l ly. Допустим, что у нас имеется алгоритм решения задачи Bandersnatch (листинг  9 .1 ) . 

Bandersnatch ( G) 
Преобразуем G в экземпляр У задачи Bo-billy 
Вызываем процедуру Bo-billy  для решения экземпляра У 
Возвращаем результат Bo-billy ( Y) в качестве ответа для Bandersnatch ( G) 

Bandersnatch(G) = Bo-Ьi l ly(Y) 

Выход. Маршрут, минимизирующий . 

Задача. Задача коммивояжера. 

Вход. Взвешенный граф G. 
∑n−1

i=1 d[vi, vi+1] + d[vn, v1]

Сведение - это операция преобразования одной задачи в другую. Чтобы описать све­
дение, нам нужно испол ьзовать довольно строгие определения.  Алгоритмическая зада­
ча представляет собой вопрос общего характера, для которого даются входные пара­
метры и условия, формулирующие, что можно считать удовлетворительным ответом
или решением. Экземпляром (instance) называется задача, для которой указан ы пара­
метры входа. Разницу между задачей и ее экземпляром можно продемонстрировать на

ующем :след примере

Ключевым принципом для демонстрации сложности задачи является сведение. или
преобразование одной задачи в другую. С объяснением этой идеи может помочь такая
аллегория NР-полноты.  Несколько парней по очереди дерутся друг с другом, чтобы
выяснить, кто из них "круче" .  Адам победил Билла, который затем одолел Чака. Кто же
из этих троих "крутой",  и есть ли смысл вообще говорить об этом? Без какого-либо
внешнего стандарта ответить невозможно. Если бы Чак оказался Чаком Норрисом,
в "крутости" которого никто не сомневается, то Адам и Билл был и  бы не менее "кру­
тыми" ,  чем он.  С другой стороны,  допустим, что отношения выясняют мальчишки из
начальных классов. Хотя никому не придет в голову называть меня " крутым",  даже
если я мог бы справиться с Адамом. Отсюда следует, что ни одного из этих троих
нельзя считать "крутым" .  В этой аллегории NР-полноты каждая драка представляет
сведение, а Чак Норрис играет роль задачи выполнимости (satisfiabl l i ty), т. е. достовер­
но трудно решаемой задачи .  Я же выступаю в роли неэффективного алгоритма, с воз­
можностью исправления.

Этот алгоритм выдаст правильное решение задачи Bandersnatch при условии, что при ее
преобразовании в задачу Bo-Ьil ly всегда сохраняется правильность ответа. Иными сло­
вами, для любого экземпляра G преобразование и меет свойство :
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Преобразование экземпляров одного типа задачи в экземпляры задачи другого типа с 
сохранением правильных ответов и называется сведением (reduction). 

Теперь допустим, что при таком сведении экземпляр G преобразуется в У за время 
О(Р(п)). Тогда возможны два варианта: 

+ если известно, что выражение Q(Р'(п)) я вляется нижни м  пределом при вычислении 
Bandersnatch, т. е. ,  что данную задачу нельзя решить быстрее, тогда выражение 
Q(Р'(п) - Р(п)) должно быть нижним  пределом для вычисления Bo-bl l ly. Почему это 
так? Если можно было бы решить Во-Ы\\у быстрее, то это могло бы нарушить ниж­
ний предел при решении Bandersnatch посредством ранее описанного приведения. 
Отсюда неявно следует, что не может существовать способа решения Bo-Ь i l ly быст­
рее, чем заявлено. 

В первом случае Стив (т. е. автор этих строк) демонстрирует ловким ударом в челюсть 
Адама, что все остальные я вляются слабаками .  А во втором описывается подход с уча­
стием Чака Норриса, используемый для доказательства сложности задачи.  По сущест­
ву, данное сведение показывает, что задача Во-Ы\\у не легче, чем задача Bandersnatch. 
Поэтому если задача Bandersnatch сложная, то это означает, что задача Bo-Ьi l ly также 
должна быть сложной.  

Для иллюстрации  мы рассмотрим в этой главе несколько примеров сведения задач . 

ПОДВЕДЕНИЕ и тогов 
Посредством сведения можно показать, что две задачи являются, по сути, одинаковыми.  
Наличие эффективного алгоритма для решения одной задачи (или отсутствие такого) под­
разумевает наличие (или отсутствие) эффективного алгоритма для решения другой. 

9 . 1 .2.  Задач и  разреши мости 
При сведении задача одного типа преобразуется в задачу другого типа таким образом, 
что ответы для всех экземпляров задачи являются идентичными .  Задачи отличаются 
друг от друга диапазоном или типом возможн ых ответов. Решение задачи коммивоя­
жера состоит из перестановки вершин, в то время как решения других задач возвра­
щаются в виде чисел, диапазон которых может быть ограничен положительными или 
целыми числами .  

Диапазон решений  наиболее и нтересного класса задач ограничен значениями 
ИСТИНА или ЛОЖЬ. Эти задачи называются задача.ми разрешимости (decision prob­
lems). Удобно сводить одну задачу разреш и мости к другой, т. к. допустимыми ответа­
м и  как для начальной, так и для конечной задачи являются только ИСТИНА или 
ложь. 
К счастью, большинство представляющих интерес задач оптимизации можно сформу­
лировать в виде задачи разрешимости, которая отражает суть вычислений .  Например, 
задачу разрешимости для задачи коммивояжера можно определить таким образом :  
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если процедура Во-Ы\\у выполняется за время О(Р'(п)), то это означает, что время
решения задачи Bandersnatch равно О(Р(п) + Р'(п)), т. е. сумме времени преобразо­
вания задачи Bandersnatch в задачу Во-Ы\ \у и времени решения последней;

+ 



Вход. Взвешенный граф G и целое число k. 
Выход. Ответ, существует ли маршрут стои мостью ::; k. 
Формулировка в виде задачи разрешимости отражает саму суть задачи коммивояжера в 
том смысле, что если существует эффективный алгоритм для решения задачи разре­
шимости, то с его помощью можно выполн ить двоичный поиск для разных значений k 
и быстро оптимизировать решение. А приложив некоторые усилия, можно по эффек­
тивному решению задачи разрешимости восстановить и саму перестановку узлов мар­
шрута. 

В дальнейшем мы будем, как правило, говорить о задачах разреши мости, потому что 
такой подход, во-первых, проще, а во-вторых, обладает достаточной теоретической 
мощью. 

9.2. Сведение 
для создания новых алгоритмов 
На кухне сидят инженер и алгорист. Алгорист просит инженера вскипятить воды для 
чая .  Инженер встает со своего стула, берет со стола чайник, наливает в него воды, ста­
вит его на плиту, зажигает горелку, ждет, пока вода закипит, после чего выключает 
горелку. Некоторое время спустя инженер просит алгориста вскипятить еще воды. Тот 
поднимается со стула, берет чайник  с плиты, ставит на стол и снова садится . - Сдела­
но, - говорит он.  - Я свел задачу, требующую решения, к уже решенной задаче. 

Пример со сведением задачи кипячения воды иллюстрирует достойный способ созда­
ния новых алгоритмов из старых. Если входные данн ые для задачи, которую мы хо­
тим реишть, можно преобразовать во входные данные для задачи, которую мы знаем, 
как решить, то процедура преобразования и известное решение образуют алгоритм для 
решения нашей задачи .  

В этом разделе мы рассмотрим несколько примеров сведения, которые позволяют вос­
пользоваться эффективными алгоритмами.  Чтобы решить задачу а, мы выполняем све­
дение экземпляра задачи а к экземпляру задачи Ь, после чего решаем данный экземп­
ляр, используя эффективный ал горитм для решен ия задач и Ь. Общее время исполнения 
в данном случае равно времени, необходимому для выполнения сведения, плюс время 
для решения экземпляра задачи Ь. 

9.2.1 . Поиск бл ижай шей пары 
В задаче поиска ближайшей пары требуется найти в множестве чисел пару чи�ел 
с наименьшей разницей между ними .  Эту задачу можно преобразовать в задачу разре­
шимости, задав вопрос, является ли данная разница меньшей, чем некое пороговое 
значение. А именно: 

Вход. Множество S из п чисел и пороговое значение t. 

Выход. Решение, существует ли  такая пара чисел S;, s1ES, для которой js; - s11 ::; t. 

Задача. Разрешимость задачи коммивояжера.
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Задача поиска ближайшей пары решается применением простой сортировки, т. к. после 
сортировки члены ближайшей пары должны находиться рядом друг с другом. Отсюда 
следует этот ал горитм: 

1 .  Сведенная к задаче разреш имости версия задачи сохраняет суть первоначальной за­
дачи,  что означает, что решить ее не легче, чем первоначальную задачу поиска бли­
жайшей пары. 

2.  Временная сложность алгоритма решен ия зависит от временной сложности сорти­
ровки.  Например, если применить для сортировки алгоритм с временной слож­
ностью O(nlogn), то время поиска бл ижайшей пары будет равно O(nlogn + п). 

4. С другой стороны,  если бы мы знали, что в наихудшем случае достаточно близкую
пару можно найти за время Q(nlogn), то это сведение было бы достаточным доказа­
тельством того, что сортировку нел ьзя осуществить быстрее, чем за время П(nlogn),
поскольку такая более быстрая сортировка подразумевала бы более быстрый алго­
ритм поиска достаточно близкой пары.

9.2.2.  Макси мал ьная
возрастающая подпоследовател ьность

ЗАДАЧА. Вычисл ить расстояние редактирования.

Вход. Последовательности целых чисел или символов S и Т; стоимость каждой опера­
ции вставки обозначена как сins, удаления - Cdel и замены - сsub·

Выход. Последовательность операций с минимальной стоимостью для преобразования
последовател ьности S в последовательность Т.

ЗАДАЧА. Найти максимал ьную возрастающую подпоследовательность.

Вход. Последовательность S целых чисел или текстовых символов.

В действительности, задачу поиска максимальной возрастающей подпоследовательно­
сти можно решить в виде частного случая задачи вычисления расстояния редактирова­
ния,  как показано в л истин ге 9.2 .
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По поводу этого простого сведения можно сделать несколько замечаний .

CloseEnoughPair(S,t)
Sort S.
Is min1≤i<n |si − si+1| ≤ t?

Выход. Такая максимальная последовательность позиций целых чисел {p l , . . . , рm} , для
которой рi < рi +1 и Spi < Spi+1.

В главе 8 было продемонстрировано использование динамического программирования
для решения разных задач, включая вычисление расстояния редактирования строки
(см.  раздел 8.2) и максимальной возрастающей подпоследовательности (см. раздел 8. 3).
Приведу краткий обзор этих задач .

Это сведение и факт существования н ижнего предела времени  исполнения сорти­
ровки, равного Q(nlogn), не доказывают, что в наихудшем случае достаточно близ­
кую пару можно найти за время Q(nlogn). Возможно, существует более быстрый
алгоритм, который только нужно поискать?

3. 



Листинг 9.2. Поиск максимальной возрастающей последовательности
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Longest Increasing Subsequence(S)
T = Sort(S)
cins = cdel = 1
csub = ∞
Return (|S| - EditDistance(S,T ,cins,cdel,cdel)/2)

Почему этот алгоритм дает правильный результат? Создавая вторую последователь­
ность Т из элементов последовательности S, отсортированн ых в возрастающем поряд­
ке, мы обеспечиваем, что любая общая подпоследовательность должна быть возрас­
тающей. Если же замены не разрешены ни при каких обстоятельствах (т. к. С.шh = оо), то 
в результате оптимального выравнивания двух последовательностей мы находим их 
максимальную общую подпоследовательность и удаляем все прочее. Таким образом, 
для преобразования последовательности {3, \ ,  2 } в последовательность { \ , 2, 3 }  требу­
ются две операции, а именно удаление и вставка цифры 3, не попавшей в максималь­
ную общую подпоследовательность. Длиной максимальной возрастающей подпосле­
довательности будет длина последовательности S за вычетом половины стоимости это­
го преобразования. 

Каковы последствия данного сведения? Исполнение самого сведения занимает время 
O(n\ogn). Поскольку вычисление расстояния редактирования занимает время O(ISl· i71), 
то временная сложность алгоритма поиска максимальной возрастающей подпоследо­
вательности в S будет квадратичной, т. е. такой же, как и сложность алгоритма, рас­
смотренного в разделе 8. 3. В действительности, для поиска максимальной возрастаю­
щей подпоследовательности существует более быстрый алгоритм с временной слож­
ностью O(n\ogn), основанный  на удачно подобранных структурах данных, в то время 
как алгоритм вычисления расстояния редактирования в худшем случае имеет квадра­
тичную временную сложность. В данном случае в результате сведения задач мы полу­
чим простой, но не оптимальный алгоритм с полиномиальной временной сложностью. 

: 9.2.3. Наименьшее общее кратное 
При работе с целыми числами часто требуется найти наименьшее общее кратное и 
. наибольший общий делитель. Говорят, что а кратно Ь (т. е. bla), если существует такое 
целое число d, для которого а = bd. Тогда постановка этих двух задач выглядит таким 
образом :  

ЗАДАЧА. Найти наименьшее общее кратное (НОК). 

Вход. Два целых числа х и у. 

Выход. Наименьшее целое число т, которое кратно и числу х, и числу у. 

ЗАДАЧА. Найти наибольший общий делитель (НОД). 

Вход. Два целых числа х и у. 

Выход. Наибольшее целое число d, на которое делится как число х, так и число у. 

Например, НОК(24,36) = 72, а НОД(24,36) = 1 2. Обе задачи можно с легкостью 
решить, разложив числа х и у на простые множители, но до сих пор не предложен эф­
фективный алгоритм для разложения целых чисел на множители (см .  раздел 1 3. 8). 



К счастью, задачу поиска наибольшего общего делителя можно эффективно решить;
с помощью алгоритма Евклида, не прибегая при этом к разложению на множители .
Этот рекурсивный алгоритм основан на двух наблюдениях. Первое:

если bla, тогда НОД(а, Ь) = Ь.

Это должно быть довол ьно очевидным, т. к .  если а кратно Ь, тогда а = bk для некоторо­
гd целого числа k, откуда следует, что НОД(Ьk, Ь) = Ь. Второе:

если а = bt + r для целых чисел  t и r, тогда НОД(а, Ь) = НОД(Ь, r).

Lea s tCoппnonМul t iple ( x ,  у )  

Return ( ху/НОД ( х , у ) ) .  

Это сведение позволяет нам применить алгоритм Евклида для решения другой задачи.  

9.2.4. Выпуклая оболочка (*) 
В нашем последнем примере сведения "легкой"  задачи (т. е. задачи, которая решается 
за полиномиальное время) м ы  используем сортировку для поиска выпуклой оболочки. 
Многоугольник называется выпуклым, если отрезок прямой линии, проведенной между 
любыми двумя точками внутри многоугол ьника Р, находится полностью внутри мно­
гоугольника. Это возможно, когда многоугольник Р не содержит зазубрин или вогну­
тостей, поэтому выпуклые м ногоугольники имеют аккуратную форму. Выпуклая обо­
лочка предоставляет удобный  способ структурирования множества точек. Соответст­
вующие приложения рассматриваются в разделе 1 7. 2. 
ЗАДАЧА. Найти выпуклую оболочку. 

Вход. Множество S, состоящее из п точек, лежащих в плоскости . 

Выход. Наименьший выпукл ый многоугол ьни к, содержащий все точки множества S. 
Данная задача решается с помощью сортировки (рис. 9. 1 ). Это означает, что каждое 
число преобразуется в точку, для чего значение х отображается на точку (х, х2), т. е. 
каждое целое число отображается на точ ку параболы у =  х2. А так как эта парабола 
является выпуклой, то каждая точка должна находиться на выпуклой оболочке. Кроме 
этого, так как соседние точки на выпуклой оболочке имеют соседние значения х, то 
выпуклая оболочка возвращает точки, отсортированн ые по х-координате, т. е. первона­
чальн ые числа. Временная сложность алгоритма для создания и считывания точек. 
приведенного в листинге 9.3, равна О(п) . 

Sort ( S )  

Дnя каждого числа i E S  создаем точку ( i ,  i2 ) .  
Вызываем процедуру вьmуклой оболочки для этого набора точек . 
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Листинг 9.3. Алгоритм создания и считывания точек выпуклой оболочки

Начиная с самой левой точки оболочки,  считываем точки слева направо .

Поскольку х·у является кратны м  как х, так и у, то НОК(х, у) � ху. Существование мень­
шего общего кратного возможно лишь в том случае, если существует какое-либо не­
тривиальное общее кратное для х и у. Данное свойство в совокупности с алгоритмом
Евклида обеспечивает эффективный способ  для вычисления наименьшего общего
кратного, как показано в следующем псевдокоде:



Рис. 9. 1 . Сведение задачи поиска выпуклой оболочки к задаче сортировки 
посредством отображения точек на параболе 

9.3.  Простые примеры 
сведения сложных задач 
Сведения в предыдущем разделе демонстрируют преобразования между задачами, для 
решения которых существуют эффективные алгоритм ы. Но нас, в основном, интересу­
ет испол ьзование механизма сведения для доказательства сложности задачи путем де­
монстрации того, что существование быстрого алгоритма решения задачи Bandersnatch 
влечет за собой существование алгоритма, невозможного для задачи Bo-Ь i l ly. 

На данном этапе вам нужно просто поверить мне на слово, что задачи поиска гамиль­
тонова цикла и вершинного покрытия являются сложными.  Вся картина сведения 
(рис. 9.2) станет ясной по завершении изучения этой главы. 

9.3. 1 . Гамильтонов ци кл 
Задача поиска гамильтонова цикла является одной из наиболее знаменитых задач в 
теории графов. В ней требуется найти маршрут, который проходит через каждую вер­
шину данного графа ровно один раз.  Данная задача имеет долгую историю и множест­
во применений, как рассматривается в разделе 16. 5. Формальное определение задачи 
следующее: 
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5 11 13 17

Что все это означает? Вспомним,  что нижний  асимптотический предел сортировки ра­
вен Q(nlgn). Если бы временная сложность вычисления выпуклой оболочки могла быть 
лучшей, чем nlgn, то это сведение подразумевает времен ную сложность сортировки 
лучшую, чем Q(nlgn), что нарушает наш нижний предел. Соответствен но, временная 
сложность вычисления выпуклой оболочки также должна быть равной Q(nlgn) ! Обра­
тите внимание, что любой алгоритм для вычисления выпуклой оболочки, имеющий
временную сложность O(n\gn), также предоставляет нам сложный, но правильный  ал­
горитм сортировки с временем испол нения O(nlgn).



ЗАДАЧА. Найти гамильтонов цикл. 

Вход. Невзвешенный граф G. 

Выход. Существует ли  простой маршрут, который проходит через каждую вершину 
графа G ровно один раз? 

Задача поиска гамильтонова цикла имеет очевидное сходство с задачей коммивояжера.
В каждой задаче требуется найти маршрут, который проходит через каждую вершину
ровно один раз. Но между эти ми  двумя задачами также имеются различия.  Задача
коммивояжера решается для взвешенн ых графов, а гамильтонова задача - для не­
взвешенных. Из показанного в листинге 9.4 сведения задачи гамильтонова цикла к за­
даче коммивояжера можно видеть, что сходств между этими задачами больше, чем
различий .

HamiltonianCycle ( G  = ( V , E ) ) 

Создаем полный взвешенный граф G '  
n= I V I 

for i = l to n do 
for j = l to n do 

( V ' , Е ' ) ,  где V '  v .  

i f  ( i ,  j )  Е Е then w ( i ,  j )  = l else w ( i ,  j )  = 2 
Решаем задачу Traveling-Salesman-Decision-ProЫem (G ' ,  n ) 

Само сведение не несет в себе ничего сложного, причем преобразование из невзвешен­
ного во взвешенный граф осуществляется за время О(п2). Кроме этого, данное преобра-

Рис. 9.2. Часть дерева сводимости для NР-полных задач. Сплошные линии обозначают сводимости, 
рассматриваемые в этой главе 

Листинг 9.4. Алгоритм сведения задачи поиска гамильтонова цикла к задаче коммивояжера

Все задачи класса NP

Задача выполнимости

Задачи целочисленного программирования

Задача о вершинном покрытии

Задача о
разделении
множества

целых чисел

Задача
о неэквивалентности

программ с присваиваниями

Задача о гамильтоновом
цикле

Задача об односвязном
подграфе

Общая задача
календарного
планирования

Задача коммивояжера

Задача 3-SAT

Задача о независимом множестве

Задача о клике

346 Часть I. Практическая разработка алгоритмов



зование подобрано таким образом, чтобы была обеспечена идентичность ответов для 
обеих задач. 

Если граф G содержит гамильтонов цикл {v 1 ,  . . " v"} , тогда этот же маршрут будет соот­
ветствовать п ребрам в наборе ребер Е', вес каждого из которых равен единице. Это 
дает нам маршрут для задачи коммивояжера в графе G' �есом ровно в п единиц. Если 
граф G не содержит гамильтонов цикл, тогда граф G '  не может содержать такого мар­
шрута коммивояжера, _ т. к .  единственный способ получения в графе G маршрута стои­
мостью в п единиц  требовал бы использования ребер, каждое весом в единицу, что 
подразумевает наличие гамильтонова цикла в графе G. На рис. 9 .3 ,  а представлен при­
мер графа, содержащего гамильтонов цикл, а на рис. 9 .3 ,  6 - графа, ,не содержащего 
гамильтонов цикл .  

а) б) 

Рис. 9.3. Примеры графов 

Такое сведение является эффективным и сохраняет истинность. Наличие эффективного 
алгоритма для решения задачи коммивояжера подразумевало бы наличие эффективно­
го алгоритма для решения задачи поиска гамильтонова цикла, в то время как доказа­
тельство сложности задачи поиска гамильтонова цикла также подразумевало бы слож­
ность задачи коммивояжера. Поскольку в данном случае имеет место второй вариант, 
это сведение показывает, что задача коммивояжера является сложной, по меньшей 
мере, в той же степени, что и задача поиска rамильтонова цикла. 

9.3.2. Независимое множество 
и вершинное покрытие 
Задача о вершинном покрытии, которая рассматривается более подробно в разде­
ле 16. 3, заключается в поиске минимального набора вершин,  в который входит хотя бы 
один конец каждого ребра графа. Формальное определение задачи следующее: 

Вход. Граф G = ( V, Е) и целое число k ::;  1 J.1 . 
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Поиск "обычного" вершинного покрытия графа, т. е. покрытия, содержащего все вер­
шины, представляет собой тривиальную задачу. Более сложной является задача охвата
всех ребер с использованием минимально возможного набора вершин .  Для графа на
рис. 9.4 вершинное покрытие образовано четырьмя из восьми вершин графа.

Выход. Существует ли  такое подмножество S, содержащее, самое большее, k вершин,  
для которого каждое ребро еЕЕ содержит, по крайней мере, одну вершину в мАо­
жестве S? 

ЗАДАЧА. Найти вершинное покрытие.



Рис. 9.4. Обведенные кружками вершины составляют вершинное покрытие, 
а остальные вершины - независимое множество 

Формальная постановка задачи выглядит таким образом : 

ЗАДАЧА. Найти независимое множество. 

Вход. Граф G и целое число k ::;  1 V] .  
Выход. Существует л и  в графе G независимое множество из k вершин? 

Как в задаче о вершинном покрытии, так и в задаче о независимом множестве нужно 
найти особое подмножество вершин, содержащее хотя бы один конец каждого ребра в 
первом случае и не содержащее концы ребер во втором.  Если множество S является 
вершинным покрытием графа G, то остальные вершины  S-V должны составлять неза­
висимое множество, т. к. если бы обе вершины ребра находились в подмножестве S-V, 
то тогда множество S не могло бы быть вершинным покрытием. Это позволяет нам 
выполнить сведение между этими  двумя задачами (листинг  9.5) .  

VertexCover (G ,  k)  

G'  = G 
k ' =  I V I  - k 

Решаем задачу IndependentSet ( G ' , k ' ) 

Опять же, простое сведение показывает, что обе эти задачи являются идентичными.  
Обратите внимание на то, что это преобразование осуществляется без какой бы то ни  
было информации об  ответе. Преобразованию подвергается вход, а не решение. Это 
сведение демонстрирует, что из сложности задачи о вершинном покрытии вытекает 
сложность задачи о независимом множестве. В данном конкретном случае преобра­
зуем ые задачи можно с легкостью поменять местами, и это доказывает, что они одина­
ково сложны. 

Остановка для размышлений. 
Сложность общей задачи календарного планирования 
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Листинг 9.5. Алгоритм для сведения задачи о независимом множестве и задачи
о вершинном покрытии

Докажите, что общая задача календарного планирования является NР-полной, сведя к

этой задаче задачу о независимом множестве.

Множество вершин S графа G я вляется независимым, если не существует ребер (х, у),
для которых как вершина х, так и вершина у являются элементам и множества вер­
шин S. Это означает, что ни одна из любой пары вершин  независимого множества не
соединена ребром. Как будет рассказано в разделе 16.2, независимое мн6жество возни­
кает при решении задач размещения точек обслуживания .
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ЗАДАЧА. Общая задача календарного планирования.  

Вход. Набор /, состоящий из п наборов линейных и нтервалов, целое число k. 

Выход. Можно ли из множества ! выбрать подмножество из, по крайней мере, k непе­
ресекающихся наборов линейных и нтервалов? 

Решение. Вспомните задачу календарного планирования съемок в фильмах (см. раз­

дел 1 .2) .  Там каждому фильму соответствовал один временной интервал, во время•ко­
торого осуществлялись съемки фильма. Требовалось найти наибольший возможн ый 
набор неконфликтующих фильмов, т. е. фильмов, периоды съемок которых не пересе­
каются . 

Общий вариант календарного планирования позволяет разбить выполнение одного за­
дания на несколько временн ых интервалов. Например, задание А, с периодами испол­
нения январь-март и май-июнь, не конфликтует с заданием В, с периодами исполне­
ния апрель-август, но конфликтует с заданием С, с периодом исполнения июнь-июл ь. 

Если мы хотим доказать сложность задачи календарного планирования на основе зада­
чи о независимом множестве, то какая задача должна и грать роль Bandersnatch, а какая 
роль Bo-Ь i l ly? Нам необходимо показать, как преобразовать все задачи о независимом 
множестве в экземпляры задачи календарного планирования, т. е. наборов непересе­
кающихся линейных интервалов. 

Какое соответствие и меется между этими двумя задачами? В обоих случаях требуется 
выбрать наибольшее возможное подмножество - вершин в задаче о независимом 
множестве и проектов в задаче календарного план ирования.  Это обстоятельство наво­
дит на мысль, что нужно преобразовать вершины в проекты. Более того, в обеих зада­
чах требуется, чтобы выбранные элементы не конфликтовали, т. е. вершины не имели 
общее ребро, а временные интервалы проектов не пересекал ись. Соответствующее 
сведение показано в листинге 9.6.  

IndependentSet (G ,  k)  

I = О 
Для i-го ребра ( х ,  у ) , 1 � i � m 

Добавляем интервал [ i ,  i + 0 , 5 ]  для проекта х до I 
Добавляем интервал [ i ,  i + 0 , 5 ]  для проекта у до I 
Решаем задачу GeneralProj ectScheduli ng ( I ,  k )  

Мое решение строится таким образом. Для каждого из т ребер графа на линии  созда­
ется интервал. Соответствующий каждой вершине проект будет содержать интервал ы 
для смежных с ним ребер, как показано на рис. 9 .5 .  

Каждая пара вершин, имеющая общее ребро (что не допускается в независимом мно­
жестве), определяет пару проектов, имеющих общий временной интервал (что не до­
пускается в расписании съемок актера). Таким образом, наибольшие подмножества, 
удовлетворяющие условиям обеих задач, являются одинаковыми, а эффективный ал го­
ритм для решения общей задачи календарного планирования дает нам быстрый ал го-

Листинг 9.6. Алгоритм для сведения задачи о независимом множестве к задаче
о календарном планировании



ритм для решения задачи о независимом множестве. Соответственно, общая задача 
календарного планирования должна быть такой же сложной, как и задача о независи­
мом множестве. • 

Рис. 9.5. Сведение задачи о независимом множестве к задаче календарного планирования 
(вершины обозначены цифрами. а ребра - буквами) 

9.3.З. Задача о кли ке 

ЗАДАЧА. Найти максимальную клику. 

Вход. Граф G = ( V, Е) и целое число k � 1 Vl -
Выход. Содержит ли  граф кли ку из k вершин ,  т. е . ,  существует ли  такое подмножество 
Sc V, где ISI � k, для которого каждая пара вершин  в S определяет ребро в G? 

На рис. 9 .6 показан граф, содержащий клику из пяти вершин.  

Рис. 9.6. Пример графа

Можно ожидать, что граф дружеских отношений  будет содержать бол ьшие клики, со­
ответствующие отношениям на работе, между соседями, в церковн ых приходах, учеб­
н ых заведениях и т. п. Применение клик  рассматривается более подробно в раз­
деле 16. 1 .
В случае с задачей о независимом множестве нам нужно было найти такое подмноже­
ство верши н  S, не являющихся концами общих ребер. Задача о клике отличается от
этой задачи тем, что л юбая пара вершин  должна быть соединена ребром. Для сведения
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Социальной кл икой (cl ique) является группа друзей, которые вместе проводят время.
В теории графов кликой называется полный подграф, в котором каждая пара вершин
соединена ребром .  Клики являются наиболее плотными подграфами .  Формальная по­
становка задачи о клике имеет такой вид:



этих задач м ы  выполняем операцию дополнения графа, т. е. производим обмен ролям и  
между фактом наличия ребра и фактом его отсутствия (листин г  9.7) .  

Листинг 9.7. Сведение задачи о независимом множестве к задаче о клике
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IndependentSet (G ,  k)  

Создаем граф G '  = ( V ' , Е ' ) ,  где V = V, и 
For all ( i ,  j )  not in Е ,  add ( i ,  j )  to Е '  

Решаем задачу Clique ( G ' , k )  

9.4. Задача выполнимости булевых формул 
Для демонстрации сложности задач с помощью сведений нам нужно начать с одной 
заведомо сложной задачи .  Самой сложной изо всех NР-полных задач является логиче­
ская задача, называющаяся задачей выполнимости (satisfiabll ity) булевых формуп. 

Далее приводится формальная постановка этой задачи .  

ЗАДАЧА. Задача выполнимости булевых формул . 

Вход. Набор булевых переменных V и набор дизъюнкций (clause) С над V. 

Выход. Существует ли выполнимый набор значений истин ности для дизъюнкций из С, 
т. е. способ присвоить набору переменных v1 , • • •  , v11 значение ИСТИНА или ЛОЖЬ та­
ким образом, чтобы каждая дизъюн кция содержала, по крайней мере, один истинный  
литерал? 

Последние два сведения предоставляют цепочку, связывающую три разные задачи .
Сложность задачи о клике следует из сложности задачи о независимом множестве, ко­
торая, в свою очередь, следует из сложности задачи о вершинном покрытии .  Выстраи­
вая сведения в цепочку, мы связываем вместе пары задач в соответствии с импликаци­
ей сложности . Нашу работу можно считать выполненной, если все эти цепочки начи­
наются с заведомо сложной задачи.  В данной цепочке первым звеном является задача
выполнимости .

Дизъюнкции С =  { {v1 , v2 } , { v1 , v2 } }  можно выполнить, присвоив значения v1 = v2 =
ИСТИНА или v1 = v2 = ЛОЖЬ. Рассмотрим теперь набор дизъюнкций С =  { { v 1 ,  v2 } ,
{v1 , v2} , { v1 } } .  В данном случае не существует удовлетворительного набора значений ,
т .  к .  для выполнения третьей дизъюн1щии значение переменной v1 должно быть ЛОЖЬ,
откуда следует, что для выполнения второй дизъюнкции значение переменной v2
должно быть ЛОЖЬ, но тогда не выполняется первое выражение. И сколько бы мы ни
старались, получить требуемую выполнимость нам не удастся .

Для ясности приведем два примера. Допустим, что имеется набор С =  { { v1 , v2 } , {  v1 , v2 } } 
над булевыми переменными  V = {v1 , v2 } .  Символом v; обозначается дополнение пере­
менной V;. Это позволяет нам обеспечить выполнимость дизъюнкции, содержащей v,, 
если v; = ИСТИНА, или дизъюнкции, содержащей v;, если V; = ЛОЖЬ. Следовательно, 
выполнимость некоторого набора дизъюнкций включает в себя принятие последова­
тельности из п решений ИСТИНА или ЛОЖЬ в попытке найти такие булевы значения, 
при которых выполняются все дизъюнкции. 



По ряду обществен н ых и технических причин существует устоявшееся мнение, что 
задача выполнимости булевых формул является сложной, для решения которой не су­
ществует алгоритмов с полиномиальным временем исполнения в худшем случае. Бук­
вально все эксперты в области разработки алгоритмов (и бесчисленное множество про­
сто хороших профессионалов) п ытались непосредственно или косвенно разработать 
эффективный ал горитм для выяснения выполнимости данного набора дизъюнкций. 
Все они потерпели неудачу. Кроме этого, было доказано, что если бы существовал эф­
фективный ал горитм для решения задачи выполнимости, то в области вычислительной 
сложности были бы возможными м ногие странн ые и невероятные вещи. Задача вы­
полнимости является сложной, и принятие этого факта не должно доставлять нам ни­
каких неудобств. Дополнительную информацию по задаче выполнимости и ее приме­
нении см.  в разделе 1 4. 1 0. 

Так как наборы дизъюнкций, каждая из которых содержит только один литерал, легко 
поддаются выполнению, нас интересуют чуть более длинные дизъюнкции. Сколько 
требуется литералов в каждой дизъюнкции, чтобы превратить задачу из решаемой за 
полиномиал ьное время в труднорешаемую? Это происходит, когда каждая дизъюнкция 
содержит три литерала. Формальное определение выглядит таким образом :  

ЗАДАЧА. Задача выполнимости в 3-конъюнктивной нормальной форме (3-SA Т). 

Вход. Коллекция дизъюнкций С, каждая из которых содержит ровно 3 литерала, над 
набором булевых переменных V. 

Выход. Существует ли набор значений истинности для переменных V, при котором 
выполняется каждая дизъюнкция? 

Поскольку это частн ый случай задачи выполнимости, сложность задачи 3-SA Т влечет 
за собой сложность общей задачи выполнимости. Обратное утверждение неверно, т. к. 
сложность общей задачи выполнимости может зависеть от длин  дизъюнкций .  Слож­
.ность задачи 3-SA Т можно показать с помощью сведения, которое преобразует каждый 
экземпляр задачи выполнимости в экземпляр задачи 3-SA Т, не нарушая при этом его 
выполнимость. 

k = 1 означает, что С; = {z1 } . Создадим две новые переменные v1 , v2 и четыре новые
дизъюнкции по 3 литерала каждая : { v1 , v2, z 1 } , { v1 , v2, z1 } , { v1 , v2, z 1 }  и { v1, \i2, z1 } .
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9.4.1. Задача выполнимости
в 3-конъюнктивной нормальной форме
Занимаемое задачей выполнимости первое место среди NР-полных задач обусловило
тот факт, что ее трудно решить для наихудшего случая.  Но некоторые экземпляры ча­
стных случаев задачи не обязател ьно такие сложные. Допустим,  что каждая дизъюнк­
ция содержит ровно один  литерал. Чтобы выполнить данную дизъюнкцию, этому ли­
тералу необходимо присвоить правильное значение. Эту процедуру можно повторить
для каждой дизъюнкции данного экземпляра задачи .  Таким образом, этот набор будет
невыполнимым только в том случае, если имеется две дизъюнкции, которые прямо
противоречат одна другой, например, такие как С = { { v1 } , { v1 } } .

Данное сведение преобразует каждую дизъюнкцию отдельно, в зависимости от ее дли­
ны, путем добавления новых дизъюнкции и булевых переменных. Допустим, что
дизъюнкция С; содержит k литералов:

+ 



+ k =  2 означает, что С, =  {z 1 , z2 } .  Создадим одну новую переменную v 1 и две новые 
дизъюнкции по 3 литерала: { v 1 , z 1 , z2 } и { v1 , z1 , z2 } .  Так же, как и в предыдущем слу­
чае, эти две дизъюнкции могут быть одновременно выполнены только в том случае, 
если, по крайней мере, значение одной из переменных z1 и z2 равно ИСТИНА, что 
также означает выполни мость С,; 

+ k = 3 означает, что С, = {z 1 , z2, z2 } .  Дизъюнкция С; копируется в экземпляр задачи 
3-SAT без изменений :  {z 1 , z2, z2 } ; 

+ k > 3 означает, что С, =  {z1 , z2, • • •  , z11 } .  Создадим последовательно п - 3 новых пере­
менных и п - 2 новых дизъюнкций, таких, что С;,1 = { v;J- I •  z1 + 1 , v;J} ,  С,, 1 = {z 1 , z2, v;, 1 } 
И Сi,n-2 = {vi,n-3 , Zn-1, zn} ДЛЯ 2 :::j ::: n - 2.

Это преобразование выполняется за время О(т + п), если экземпляр задачи 
выполнимости имеет п дизъюнкций и т литералов. Так как любое решение задачи SA Т 
является решением экземпляра задачи 3-SA Т, а любое решение задачи 3-SA Т описыва­
ет, как присвоить значения переменных, чтобы получить решение задачи SA Т, то пре­
образованная задача эквивалентна первоначал ьной. 

Обратите внимание, что незначительная модификация этой конструкции может быть 
использована для доказательста того, что задачи 4-SA Т, 5-SA Т и, вообще, (k � 3)-SA Т 
также являются NР-полными .  Но эта конструкция непри менима для задачи 2-SA Т, т. к. 
у нас нет способа заполнить цепоч ку дизъюнкций .  Но для решения задачи 2-SA Т за 
линейное время можно использовать алгоритм обхода в глубину на соответствующем 
графе. Подробности см. в разделе 14. 1 0. 

9.5. Нестандартные сведения 
Поскольку известно, что как общая задача выполнимости, так и задача выполнимости 
3-SA Т являются труднорешаемыми, в сведениях можно использовать любую из них. 
о.бычно для ЭТОГО лучше подходит задача 3-SA Т, т. к. с ней проще работать. с целью 
предоставления дополнительных примеров и расширения нашего списка извесrных 
труднорешаемых задач мы рассмотрим еще два сложных сведения.  Многие сведения 
довольно сложны, т. к. мы, по сути, программируем одну задачу на языке другой зада­
чи, значительно отличающейся от первой.  

Больше всего путаницы возни кает при выборе направления сведения.  Запомните, что 
требуется преобразовать каждый экземпляр заведомо NР-полной задачи в экземпляр 
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Обратите внимание, что все эти четыре дизъюнкции могут быть одновременно вы­
полнены только в том случае, если значение z 1 = ИСТИНА, что также означает вы­
полнимость первоначальной дизъюнкци и С,;

Наиболее сложным является случай с длинными  дизъюн кциями .  Если н и  один из пер­
воначальных литералов не имеет значение ИСТИНА, то тогда не будет достаточного
количества новых переменных, чтобы можно было выпол нить все новые дизъюнкции .
Дизъюнкцию Сi, 1 можно выпол нить, присвоив литералу vi, 1 значение ЛОЖЬ, но это
заставит литерал vi,2 принять значение ЛОЖЬ, и т. д. пока не окажется, что дизъюнкция
Сi,n-2 не может быть выполнена. Но если значение некоторого литерала zi равно
ИСТИНА, то у нас имеется п - 3 свободных переменных и п - 3 оставшихся дизъюнк­
ций, так что все они могут быть выполнены.
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задачи,  которая нас интересует. Если выполнить сведение в обратном направлении, то
м ы  получи м  лишь медленный способ решения интересующей нас задачи в виде про­
цедуры с экспоненциальным временем исполнения.  Это может сбить с толку начи­
нающего алгориста, т. к. указанное направление сведения кажется обратным требуе­
мому. Обязательно разберитесь с правильным направлением сведения сейчас, и обра­
щайтесь к этому материалу в случае затруднений по данному предмету.

9.5. 1 . Целочисленное п рограммирование

Рассматриваемое в разделе 13. 6 целочисленное программирование представляет собой
фундаментальную задачу комбинаторной оптимизации .  Ее лучше всего рассматривать,
как задачу линейного программирования, в которой переменные могут принимать
тол ько целочисленные значения (а не вещественные). Формальная постановка задачи
имеет следующую форму:

ЗАДАЧА. Целочисленное программирование.

Вход. Набор целоч исленн ых переменн ых V, набор неравенств над V, функция макси­
мизации fi. V)  и целое число В.
Выход. Существует ли  набор целочисленн ых значений переменных V, для которого
выполняются все неравенства иfi. V) ?  В?

Рассмотрим два примера. Допустим, что

Решением для данного входного экземпляра было бы v1 = 1 ,  v2 = 2. Но не все задачи 
обладают реализуемыми решениями .  Рассмотрим следующий входной экземпляр для 
этой же задачи :  

V1 ? ) , V2 ? 0 

V 1 + V2 ::::: 3 
fi.v) :2v2, В =  5 

При данных ограничениях максимальное значение функции fi.v) равно 2 х 2 = 4, поэто­
му соответствующая задача разрешимости не имеет решения.  

В каком направлении должно выпощ1яться сведение? Мы хотим доказать трудноре­
шаемость задачи целочисленного программирования, и мы знаем, что задача 3-SA Т
является труднорешаемой.  Если задачу 3-SA Т можно было бы решить, используя це­
лочисленное программирование, и задача целочисленного программирования не была
бы трудной, то и задача выполнимости не была бы трудной .  Отсюда следует направле­
ние сведения : задачу 3-SAT нужно преобразовать в задачу целочисленного программи­
рования.

V1 ? 1 , V2 ? 0 

VJ + V2 ::::: 3 
f{v):2v2, В = 3 

Для доказательства труднорешаемости задачи целочисленного программирования мы
выпол ним  сведение от задачи 3-SAТ. В данном конкретном случае можно было вос­
пол ьзоваться общей задачей выпол нимости, но, как правило, использование задачи
3-SAТ облегчает сведение.



Преобразованная задача целочисленного программирования будет содержать вдвое 
больше переменных, чем соответствующий экземпляр задачи SA Т - по одной пере­
менной для каждой исходной переменной и для ее дополнения.  Для каждой перемен­
ной V ;  в поставленной задаче добавляются следующие ограничения : 

+ чтобы каждая переменная V, целочисленного программирования прини мала только 
значения О или 1 ,  добавляются ограничения 1 � V; � О и 1 � V; � О. С учетом це­
лочисленности переменных эти значения соответствуют значениям ИСТИНА и 
ЛОЖЬ; 

+ для гарантии того, что одна и только одна  из двух переменных в задаче целочис­
ленного программирования, связанных с данной переменной в задаче выполни­
мости, имеет значение ИСТИНА, добавляются ограничения 1 � V, + V; � 1 .  

Для каждой дизъюнкции 3 -SAT С; = {z 1 ,  z2, z3 } создади м ограничение V1 + V2 + V3 � 1 .  
Для удовлетворения данного ограничения, по крайней мере, одному из литералов в 
каждой дизъюнкции нужно присвоить значение 1 ,  чтобы он соответствовал литералу 
ИСТИНА. Таким образом, выполнимость данного ограничения эквивалентна выпол­
нимости дизъюнкции. 

+ любое решение задачи выполнимости дает решение задачи целочисленного про­
граммирования. В любом решении задачи выполнимости литерал ИСТИНА соот­
ветствует значению 1 в решении  задачи целочисленного програм мирования, т. к. 
дизъюнкция выполняется .  Следовательно, сумма в каждом неравенстве больше или 
равна 1 ;  

+ любое решение задачи целочисленного программирования дает решение первона­
чшzьной задачи выполни.мости. В любом решении данного экземпляра задачи цело­
численного программирования всем переменным должно быть присвоено значение 
О или 1 .  Если V, = 1 ,  тогда литералу z;  присваивается значение ИСТИНА. Если 
V; = О, тогда литералу z; присваивается значение ЛОЖЬ. Это законное присваивание 
значений, которое должно удовлетворять все дизъюнкции .  

Так как сведение выполняется в обоих направлениях, то задача целочисленного про­
граммирования должна быть труднорешаемой. Обратите внимание на следующие 
свойства, которые остаются в силе и при доказательстве NР-полноты: 

1 .  При данном сведении сохраняется структура задачи .  Задача не решается, а просто 
преобразуется в другой формат. 
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Каким должно быть это преобразование? Каждый экземпляр задачи выполнимости
содержит булевы переменные и дизъюнкции .  Каждый экземпляр задачи целочисленно­
го программирования содержит целочисленные перемен н ые (т. е. значения, ограни­
ченные множеством О, 1 ,  2, . . .) и ограничения.  Имеет смысл сопоставить целочислен­
ные переменные с булевыми и использовать ограничения в той же роли,  какую и грают
дизъюнкции в исходной задаче.

Функция максимизации, а также граница теряют свою актуал ьность, т. к .  м ы  уже зако­
дировали весь экземпляр задачи 3 -SA Т. Испол ьзуя ./(v) = V1 и В =  О, мы гарантируем,
что они не будут противоречить никаким значениям переменных, удовлетворяющим
всем неравенствам. Очевидно, что это сведение можно в ыпол нить за полиномиальное
время . Чтобы установить, что при данном сведении сохраняется правильность ответа,
нам нужно подтвердить следующие два обстоятельства:



2. Возможные экземпляры задачи целочисленного программирования, которые могут 
получиться в результате данного преобразования, представляют только небольшое 
подмножество всех возможных экземпляров этой задачи.  Но так как некоторые из 
этих экземпляров являются труднорешаемыми, то и общая задача также должна 
быть труднорешаемой. 

9.5.2.  Верш и нное покрытие 

Алгоритмическая теория графов изобилует сложными задачами.  Прототипичной NР­
полной задачей теории графов является задача поиска вершинного покрытия, которая 
была определена в разделе 9. 3. 2 таким образом:  

ЗАДАЧА. Найти вершинное покрытие. 

Вход. Граф G = ( V, Е) и целое число k ::: 1 Ji1 .  

Выход. Существует ли  такое подмножество S, содержащее, самое большее, k вершин, 
для которого, по крайней мере, одна вершина каждого ребра е Е Е является 
элементом S? 

Доказать сложность задачи о верши н ном покрытии труднее, чем сложность задач в 
ранее рассмотренных сведениях, из-за различия структур соответствующих задач . Све­
дение задачи 3-SA Т к задаче о вершинном покрытии требует создания графа G и гра­
ницы k из переменн ых и дизъюнкций  экземпляра задачи выполни мости . 

Сначала мы преобразуем переменные задачи 3-SA Т. Для каждой булевой переменной 
v; мы создадим две вершины v; и 'ii;, которые соединяются ребром.  Для покрытия всех 
ребер потребуется, по крайней мере, п вершин,  т. к. ни одна пара этих ребер не будет 
и меть общей вершины.  

Наконец, мы соединим  вместе эти два набора компонентов. Каждый литерал в вер­
шинных компонентах соединяется с вершинами в компонентах дизъюнкций (треуголь­
никах), разделяющих один и тот же литерал. Таким образом, из экземпляра задачи 
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Это преобразование отражает суть того, почему задачи целочисленного программи­
рования трудны для решения.  Оно не имеет никакого отношения к большим коэф­
фициентам или большим диапазонам переменных, т. к. ограничение множества зна­
чений до О и 1 является достаточным.  Оно также не имеет ничего общего с большим
количеством переменных в неравенствах. Задача целочисленного программирова­
ния является труднорешаемой потому, что выполнимость набора ограничений явля­
ется труднорешаемой задачей. Внимател ьное изучение свойств задачи, необходи­
мых для ее сведения, может многое рассказать нам о самой задаче.

3 .  

Далее м ы  преобразуем дизъюнкции задачи 3-SA Т .  Для каждой из с дизъюнкций мы 
создадим три новые вершины, по одной для каждого литерала в каждой дизъюнкции. 
Эти три вершины  каждой дизъюнкции будут соединены таким образом, чтобы получи­
лось с треугольников. В любое вершинное покрытие этих треугольников должны быть 
включены, по крайней мере, две вершины каждого треугольника, при этом общее чис­
ло вершин  покрытия будет равным 2с. 



3-SAT с п переменными и с дизъюнкциями  создается граф, имеющий 2п + Зс вершин .  
Полное сведение для задачи 3-SAT { {v 1 , vз, v4 } ,  { v1 , v2, v4 } }  показано на рис. 9 .7 .  

Рис. 9.7. Сведение экземпляра { { v 1 ,  v3 , v4 } ,  ( v 1 ,  v2, v4 } }  задачи выполнимости 
к задаче о вершинном покрытии 

Этот граф создан таким образом, чтобы вершинное покрытие размером п + 2с было 
возможным тогда и только тогда, когда первоначальное выражение является выпол­
нимым.  Согласно ранее приведенному анализу, кцждое верши нное покрытие должно 
содержать, по крайней мере, п + 2с вершин ,  т. к. добавление соединительных ребер в 
граф G не может уменьшить размер вершинного покрытия до значения,  меньшего, чем 
размер покрытия из разъединенн ых элементов. Для доказательства правильности на­
шего сведения нам нужно продемонстрировать, что верны следующие утверждения.  

+ Каждый выполняющий набор значений истинности дает вершинное покрытие. 
Для данного выполняющего набора значений истинности для дизъюнкций выберите 
в качестве членов вершинного покрытия п вершин  из вершинных компонентов, ко­
торые соответствуют истинным литералам. Так как это определяет выполняющий 
набор значений истинности, то истинный л итерал из каждой дизъюн кции должен 
покрывать, по крайней мере, одно из трех попереч ных ребер, соединяющих каждую 
вершину треугольника с компонентом вершин .  Соответственно, выбирая две другие 
вершины каждого треугольника дизъюнкции, мы также выбираем все оставшиеся 
поперечные ребра. 

+ Каждое вершинное покрытие дает выполняющий набор значений истинности. 
В любом вершинном покрытии Сразмером п + 2с ровно п вершин должны принад­
лежать вершинным компонентам. Пусть эти вершины первого этапа определяют 
набор значений истинности, в то время как остал ьные 2с вершины покрытия нужно 
распределить по две на кцждый компонент дизъюнкции.  В противном случае ребро 
компонента дизъюнкции должно остаться непокрытым .  Эти вершины ком понентов 
дизъюнкции могут покрывать только два из трех соединяющих перекрестных ребер 
для каждой дизъюнкции .  Поэтому если С обеспечивает вершинное покрытие, то, по 
крайней мере, одно поперечное ребро в кцждой дизъюнкции должно быть покрыто, 
а это означает, что соответствующий набор значений истинности является вьmол­
няющим для всех дизъюнкций .  

Данное доказательство сложности задачи о вершинном покрытии,  объединенное в це­
почку со сведениями задачи о клике и задачи о независимом множестве из разде­
ла 9.3. 2, составляет библиотеку сложных задач теории  графов, которые мы  можем ис­
пользовать для облегчения доказательства сложности других задач . 
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ПОДВЕДЕНИЕ итогов 
Небольшой набор NР-полных задач (3-SA Т, вершинное покрытие, разделение множества 
целых чисел и гамильтонов цикл) является достаточным для доказательства сложности 
большинства других сложных задач.  

9.6. Искусство доказательства сложности 

Если вы подозреваете, что задача является NР-полной, сначала проверьте, не содер­
жится ли она в книге [GJ79], в которой перечислены несколько сотен известных NР­
полных задач . Велика вероятность, что вы найдете свою задачу в этой книге. 

Если же нет, то вы можете воспользоваться следующими советами по доказательству 
сложности задач : 

Во-первых, н икогда не п ытайтесь использовать в качестве исходной задачи общую 
задачу коммивояжера. Вместо этого используйте зад.ачу поиска гамильтонова цик­
ла, в которой все веса равны 1 или оо. Еще лучше взять задачу поиска гамильтонова 
пути, чтобы не нужно было беспокоиться о замыкании  цикла. Но самый лучший ва­
риант - это задача поиска гамильтонова пути в ориентированном планарном графе, 
где степен ь каждой вершин ы  равна 3 .  Все эти задачи имеют одинаковую сложность. 
но чем больше ограничений имеет сводимая задача, тем проще будет процесс све­
дения .  

Во-вторых, никогда не п ытайтесь использовать полную задачу выполнимости для 
доказательства сложности . Начните с задачи выполнимости 3-SA Т. На самом деле, 
вам даже не нужно использовать задачу выполнимости полной 3-SA Т. Вместо этого 
можно использовать задачу планарной 3-SA Т, для которой существует способ пред­
ставления дизъюнкции в виде плоского графа, такого, что все экземпляры одного и 
того же л итерала можно соединить вместе, избегая пересечения ребер. Это свойство 
полезно при доказательстве сложности геометрических задач. Все эти задачи оди­
наковой сложности, и поэтому сведения NР-полноты с использованием любой из 
них я вляются одинаково убедительными.  
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Умение оценить вероятность того, что задача трудна для решения, требует опыта. Воз­
можно, что самым быстрым способом набраться такого опыта будет внимательное
изучение примеров в каталоге задач . Незначительное изменение формулировки задачи
может сделать полиномиальную задачу N Р-полной.  Задача поиска кратчайшего пути в
графе является легкой, в то время как задача поиска самого длинного пути в графе яв­
ляется сложной. Задача построения маршрута, который проходит по всем ребрам графа
ровно один раз (цикл Эйлера), является легкой, а вот задача построения маршрута, ко­
торый проходит через каждую вершину графа (гамильтонов цикл) является сложной.

Доказательство сложности задач требует определенного мастерства. Однако, приобре­
тя навык, вы обнаружите, что выполнение сведений может быть на удивление простым
процессом .  Малоизвестной особенностью доказательств NР-полноты является тот
факт, что их легче создать, чем объяснить, аналогично тому, как часто бывает легче
заново написать код, чем разбираться в старом.

Примите меры к тому, чтобы ваша исходная задача бьU1а как можно проще (т. е.
максимально ограничена).

+ 



+ Сделайте целевую задачу максимально сложной. 

Не бойтесь добавлять дополнительные ограничения или разрешения, чтобы сделать 
целевую задачу более общей . Возможно, задачу на неориентированном графе мож­
но обобщить до задачи на ориентированном графе и, таким  образом, облегчить до­
казательство ее сложности . Имея доказательство сложности для общей задачи, 
можно возвратиться назад и попытаться упростить целевую задачу. 

+ Выбирайте исходную задачу на основании веских аргументов. 

Выбор правильной исходной задачи играет важную роль в доказательстве сложно­
сти задачи.  Здесь очень легко ошибиться, хотя теоретически одна NР-полная задача 
подходит так же хорошо, как и любая другая. П ытаясь доказать сложность задачи, 
некоторые люди просматривают списки с десятками задач в поисках наиболее под­
ходящей. Это непрофессиональный подход. Натолкнувшись на подходящую задачу, 
они, вероятнее всего, не догадаются, что именно она им и нужна. 

• Задача 3-SА Т. Многократно проверенный вариант. Если ни  одна из перечислен­
ных ниже задач не кажется подходящей, я возвращаюсь к этой первоначальной 
исходной задаче. 

• Задача о разделении множества целых чисел. Это единственно возможный вы­
бор в тех случаях, когда кажется, что для доказательства сложности требуется 
использовать большие числа. 

• Задача о вершинном покрытии. Это подходящий вариант для любой задачи тео­
рии графов, чья сложность зависит от выбора. Решение задач поиска хроматиче­
ского числа, клики и независимого множества содержит элемент выбора пра­
вильного подмножества вершин  или ребер. 

• Задача о гамW1ьтоновом цикле. Подходит для любой задачи на графах, чья 
сложность зависит от упорядочивания. Если вы п ытаетесь разработать маршрут 
или календарный план, то задача о гамильтоновом цикле, вероятнее всего, явля­
ется ваши м  средством для решения этой задачи.  

+ Повышайте стоимость нежелательного выбора. 

Многие люди испытывают робость при доказательстве сложности задач. М ы  п ыта­
емся преобразовать одну задачу в другую, как можно меньше отступив от ориги­
нальной задачи .  Это легче всего делать, применяя строгие штрафн ые сан кци и  за 
любое отклонение от целевого решения.  В ы  должны м ыслить примерно следующим 
образом :  "Если выбирается элемент а, то придется выбрать огромное м ножество S, 
которое не позволит найти оптимальное решение". Чем дороже последствия неже­
лательных действий,  тем легче будет доказать эквивалентность задач . 

+ Разработайте стратегический план, а затем создавайте компоненты для такти­
ческих действий. 
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Я использую четыре (и только четыре ! )  задачи в качестве кандидатов для моих ис­
ходных сложных задач . Ограничение количества исходных задач четырьмя означа­
ет, что я могу знать многое о каждой из них, например, какие варианты задачи я в­
ляются сложными, а какие нет. Перечислю свои любимые исходные задачи :



С прашивайте себя : 

• Как мне добиться того, чтобы был выбран вариант А или В, но не оба одновре­
менно? 

Что сделать, чтобы вариант А был выбран раньше варианта В? 

Как поступить с невыбранными  вариантами? 

Если вы испытываете трудности на каком-то этапе, пере/\Лючайтесь с поиска 
Ш1горитма на поиск сведения и обратно. 

Иногда сложность задачи нельзя доказать по той причине, что для ее решения су­
ществует эффективный алгоритм ! Применение таких методов, как динамическое 
программирование или сведение задач к сложным, но полиномиал ьным задачам на 
графах, например, к задаче о сопоставлении  пар или задаче потоков в сети, может 
привести к неожиданным результатам . Каждый раз, когда вы не можете доказать 
сложность задачи, имеет см ысл попытаться пересмотреть свое мнение. 

Аудитория стремительно теряла внимание к лекции .  У некоторых студентов слипались 
глаза, а другие уже клевали носом.  

До конца моей лекции по NР-полноте оставалось двадцать минут, и студентов нельзя 
было винить за их реакцию. М ы  уже рассмотрели несколько сведений, аналогичных 
представленным в предыдущих разделах. Но сведения NР-полных задач легче создать, 
чем объяснить или понять. Б ыло необходимо продемонстрировать студентам сведение 
в процессе его создания, чтобы они могли  понять, как оно работает. 

- Итак! - сказал я достаточно громко, чтобы заставить вздрогнуть дремавших в зад­
них рядах. - Доказательства NР-полноты настолько рутинны, что их можно создавать 
по требованию. Мне нужен помощник. Есть добровольцы? 

В передних рядах поднялось несколько рук .  Я вызвал к доске одного из студентов. 

- В ыбери произвольную задачу из списка в приложении  в этой книге. Я могу доказать 
сложность любой из этих задач в течение оставшихся семнадцати минут лекции .  

Теперь я определенно овладел их вниманием.  Но это было все равно, что жонглировать 
работающими бензопилами .  Я должен был выдать результат, не изрезав себя в клочья .  

Студент выбрал задачу. - Хорошо, докажите сложность задачи о неэквиват1ентности 
программ с присваиваниями, - сказал он.  

- Н и когда раньше не слышал об этой задаче. Прочитай мне условие, чтобы я мог на­
п исать его на доске. 
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• 
• 

+ 

После того, как вы получите общее представление о действиях, выполняемых ком­
понентами, вы можете задуматься о том,  как создать эти компоненты.

9.7. История из жизни.
Наперегонки со временем

Я потянулся за книгой "Coinputers and Intractabl l ity" [GJ79], выручавшей меня в труд­
н ые моменты. Приложение к ней содержит список из более чем четырех сотен разных
известных NР-пол ных задач .



ЗадаЧа определялась таким образом :  

ЗАДАЧА. Неэквивалентность программ с присваиваниями  (lnequivalence o f  Programs 
with Assignments). 

Вход. Конечное множество переменных Х, м ножество их значени й  V и две программы 
Р1 и Р2, каждая из которых состоит из  последовательности присваиван и й  вида: 

хо - if (х1 = х2) then хз else Х4, 

где х; является элементом Х. 

Выход. Возможно ли  первоначально присвоить каждой переменной из м ножества Х 
значение из множества V таким образом, чтобы две данн ые программ ы  выдавал и раз­
ные конечные значения для некой переменной из множества Х? 
Я посмотрел на часы. Пятнадцать минут до конца лекции .  Мне предстояло реwить 
языковую задачу. Входом задачи были  две программ ы  с переменными,  и нужно было 
проверить, всегда ли они выдают одинаковый результат. 

- В первую очередь, самое важное. Нам нужно выбрать исходную задачу для нашего 
сведения. Какая задача подойдет для этого? Задача разделения множества целых чи­
сел? Задача 3-SA Т? Задача о вершинном покрытии или о гам ильтоновом пути? 

Овладев вниманием аудитории, я рассуждал вслух. - Так как наша целевая задача не 
является задачей на графах или численной задачей, давайте рассмотрим старую доб­
рую задачу 3-SA Т. По-видимому, эти две задачи похожи в некоторых аспектах. Задача 
3-SA Т имеет переменн ые и данная задача тоже. Чтобы сделать нашу задачу еще более 
похожей на задачу 3-SAT, можно попробовать огранич ить ее переменные двумя значе­
ния, т. е. V = {ИСТИНА, ЛОЖЬ} . Да, это удобно. 

До конца лекции оставалось 14 минут. - В каком направлении  должно идти наше све­
дение? От задачи 3-SA Т к языковой задаче или от языковой задач и к задаче 3-SA Т? 

Кто-то из первого ряда пробормотал, что от задач и 3-SA Т к языковой задаче. 

- Совершенно верно. Поэтому нам нужно преобразовать наш набор дизъюнкци й в две 
программы. Как мы можем это сделать? Можно попробовать разделить дизъюн кции на 
два набора и написать отдельные программ ы  для каждого из н их. Но как их разделить? 
Я не вижу, как это можно сделать каким-либо естественным способом, т. к. удаление 
любой дизъюнкции из программы может неожиданно сделать невыполнимую формулу 
выполнимой, таким образом полностью меняя ответ. Давайте попробуем что-нибудь 
другое. Мы можем преобразовать все дизъюнкции в одну программу, а потом сделать 
вторую программу тривиальной. Например, вторая программа может и гнорировать 
вход и всегда выводить или только значение ИСТИНА, или только значение ЛОЖЬ. 
Это выглядит намного лучше. 

Я продолжал рассуждать вслух. В этом не было ничего особенного. Но я заставиJ( сту­
дентов слушать меня ! 

- Как нам превратить набор дизъюнкций в программу? М ы  хотим знать, может л и  
этот набор дизъюнкций быть выполнен, т .  е .  существует ли  набор значений  перемен­
ных, делающий его значение истинным .  Допустим, что мы создали программу для 
проверки выполнимости с 1 = (х1 , :Х2, хз) . 
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Несколько минут я водил мелом по доске, пока у меня не получилась правильная про­
грамма для эмулирования дизъюнкции. Я предположил, что у нас есть доступ к кон­
стантам для значений ИСТИНА и ЛОЖЬ: 

- Теперь у меня есть метод для оценки истинности каждой дизъюнкции. Я могу сде­
лать то же самое для оценки  выполнимости всех дизъюнкций .  

sat = if (c1  = ИСТИНА) then ИСТИНА else ЛОЖЬ 

sat = if (c2 = ИСТИНА) then sat else ЛОЖЬ 

sat = if (сп = ИСТИНА) then sat else ЛОЖЬ 

В задних рядах возникло оживление. Они увидели луч надежды покинуть аудиторию 
вовремя. До звонка оставалось две минуты. 

- Итак, у нас имеется программа, которая возвращает истинное значение тогда и 
только тогда, когда переменным можно присвоить значения так, чтобы выполнялись 
все дизъюнкции.  Нам нужна вторая программа, чтобы закончить доказательство. 
А если м ы  напишем sat = ЛОЖЬ. Да, это все что нам нужно. В нашей языковой задаче 
спрашивается, выводят ли две программы всегда одинаковый  результат, независимо от 
значений ,  присвоенн ых переменным.  Если дизъюнкции являются выпол нимыми, то 
это означает, что можно присвоить переменным значения таким образом, что длинная 
программа будет выводить истинное значение. Проверка эквивалентности программ 
это то же самое, что и проверка дизъюнкций на выполнимость. 

Я победно вскинул руки.  - Итак, задача я вляется NР-полной.  - Как только я сказал 
последнее слово, прозвучал звонок. 

9.8 . История из жизни .  Полн ый провал 
Этот педагогический прием с выбором произвольной NР-полной задачи из 400 с лиш­
ним задач в книге [GJ79] и доказательством ее сложности на лету мне так понравился, 
что я начал пользоваться им постоян но. Прием удавался мне восемь раз подряд. Одна­
ко наступил день, когда я потерпел фиаско. 

На этот раз группа проголосовала за сведение из раздела по теории графов, а студент­
доброволец выбрал задачу № 30.  Постановка задачи GТЗО выглядит таким образом :  

ЗАДАЧА. Найти односвязный подграф. 

Вход. Ориентированн ы й  граф G = ( V, А), положительное целое число k ::; IA I . 
Выход. Существует ли  такое подмножество дуг А' Е А, где 1А 1 � k, для которого в гра­
фе G ' = ( V, А � существует, самое большее, один ориентированный путь между любой 
парой вершин?  

- Это задача о выборе, - определил я, как только задача была озвучена. Ведь нам 
нужно было выбрать такое максимально возможное подмножество дуг, которое не со-

с 1 = if (x1 = ИСТИНА) then ИСТИНА else ЛОЖЬ

с1 = if (x2 = ЛОЖЬ) then ИСТИНА else с 1
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…

с 1 = if (х2 = ИСТИНА) then ИСТИНА else с1



Я немного поразмыслил о том, каким образом эти две задачи были  похожими друг на
друга. В обеих задачах нужно было найти некоторые подмножества, хотя в задаче о
вершинном покрытии требовалось найти подмножества вершин ,  а в задаче об одно­
связном подграфе нужно было найти подмножества ребер. Кроме этого, в задаче о
вершинном покрытии требовалось найти минимально возможное подмножество, в то
время как в задаче об односвязном подграфе нужно было определить максимально
возможное подмножество. В исходной задаче были неориентированные ребра, а в це­
левой - ориентированные дуги, так что м не нужно было добавить в сведение ориен­
тацию ребер.

Я понимал, что ребра можно ориентировать так, чтобы получившийся граф стал бес­
контурным орграфом. Но что это дает? В бесконтурных орграфах пары вершин могут 
быть связан ы большим количеством ориентированных путей . 

В качестве варианта можно было попробовать заменить каждое неориентированное 
ребро (х, у) двумя дугами - от у к х и от х к у. Теперь не нужно было выбирать пра­
вильные дуги для моего сведения, но граф стал очень сложным.  Я никак не мог найти 
способ предотвратить множественные нежелател ьные пути между парами вершин .  

Время лекции подходило к концу. В последние десять минут меня охватила паника, 
т. к. я понял , что на этот раз я не смогу предоставить доказательство. 

Нет худшего чувства, чем чувство профессора, завалившеtо лекцию. Ты стоишь у дос­
ки, что-то бормоча, и ясно видишь, что студенты не понимают, о чем идет речь, но до­
гадываются, что ты сам не понимаешь, о чем говоришь. Прозвучал звонок и студенты 
стали покидать аудитори ю, одни с сочувствующим выражением на лице, другие 
с ехидными ухмылками.  

Мысль о следующем занятии,  последней лекции  семестра, приводила меня в ужас. Но 
в ночь перед лекцией решение явилось ко мне во сне. - Раздели каждое ребро попо­
лам, - сказал мне голос. Я вздрогнул, проснулся и посмотрел на часы. Было три часа 
ночи .  

Вскочил с кровати и набросал доказательство. Допустим,  я заменю каждое неориенти­
рованное ребро (х, у) конструкцией, состоящей из новой центральной верши н ы  Vxy 
с исходящими из нее дугами к вершинам х и у соответственно. Неплохо. Между каки-
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держало бы пары вершин,  соединенных множественными путями .  А это означало, что
предпочтительной задачей для сведения является задача вершинного покрытия .

Я должен был каким-то образом придать ориентацию ребрам графа вершинного по­
крытия .  Можно было попробовать заменить каждое неориентированное ребро (х, у)
дугой, идущей , скажем, от у к х. Но в зависимости от выбранного направления дуги
получились бы совсем разные ориентированные графы. Поиск "правильной" ориента­
ции ребер мог оказаться трудной задачей, слишком трудной для использования на эта­
пе преобразования.

Я пообещал им предоставить решение на следующем занятии,  но каждый раз, когда я
думал об этом, я застревал в одном и том же месте. Я даже попробовал поступить не­
честно и найти доказательство в научном журнале, указанном в ссылке в кн иге [GJ79] .
Но ссылка была на неопубликованный  доклад 30-летней давности, который нельзя бы­
ло найти ни в Интернете, ни  в библиотеке.



ми вершинами могут существовать множественные пути? Новые вершины имели толь­
ко исходящие ребра, так что только они могли  служить источником множественных 
путей.  Старые вершины  имели только входящие ребра. Существует максимум один 
способ попасть из новой вершины-истока в любую из оригинальных вершин  графа 
вершинного покрытия, так что старые вершины не могли  дать множественных путей. 

Теп�рь добавим  узел стока s и направим в него ребра из всех оригинальных вершин.  
От каждой новой верши н ы  к этому стоку будет идти ровно два пути - по одному че­
рез каждую из первоначальных вершин,  смежных с ней.  Один  из этих путей нужно ра­
зорвать, чтобы создать односвязный подграф. Как это сделать? Для разъединения 
можно выбрать одну из двух вершин,  удалив дугу (х, s) или (у, s) новой вершины Vxy· 
Чтобы получить подграф максимального размера, мы  ищем наимен ьшее количество 
дуг, подлежащих удалению. Удалим исходящие дуги хотя бы у одной из двух вершин, 
определяющих первоначальное ребро. Но ведь это же ca.1woe, что и поиск верuщнного 
покрытия в этом графе! Полученное сведение показано на рис. 9.8 .  

Рис. 9.8. Сведение задачи о вершинном покрытии к задаче односвязного подrрафа 
посредством разделения ребер и добавления узла стока 

Представление этого доказательства на следующем занятии несколько подняло мою 
самооценку, но гораздо важнее тот факт, что оно подтвердило правильность провоз­
глашенн ых мною принципов доказательства сложности задач . Обратите внимание, что 
в конечном счете сведение не было таким уж сложным :  достаточно разорвать ребра и 
добавить узел стока. Выполнение сведения NР-полных задач нередко удивляет своей 
простотой ,  нужно лишь подойти к нему с правил ьной стороны.  

9.9.  Сравнение классов сложности Р и NP 
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Теория NР-полноты основана н а  строгих определениях и з  теории автоматов и фор­
мальных языков. Новички, не обладающие базовыми знаниями,  обычно находят при­
меняемую терминологию трудной для понимания ил и употребляют ее неправильно.
Знание терминологии не является чем-то действительно необходимым при решении
практических вопросов. Но, несмотря на все сказанное, вопрос "Верно ли, что Р = NP?"
представляет собой важнейшую задачу в теории вычислительных систем, и каждый
образованный алгорист должен понимать, о чем идет речь.



9.9. 1 . Верифи кация решен ия и поиск решен ия 

В сравнении  классов сложности Р и NP главн ым вопросом является,  действительно ли 
верификация решения представляет более легкую задачу, чем первоначальный поиск 
решения. Допустим, что при сдаче экзамена вы "случайно" заметили  ответ у студента, 
сидящего рядом с вами .  Принесет ли это вам какую-либо пользу? В ы  бы не рискнули  
сдать этот ответ, не проверив его, т .  к .  вы способный студент и могли бы решить дан­
ную задачу самостоятельно, если бы уделили ей достаточно времени .  Но при этом 
важно, можете ли  вы проверить правильность подсмотрен ного ответа на задачу быст­
рее, чем решить саму задачу самостоятельно. 

В случае NР-полных задач разрешимости, которые обсуждались в этой главе, ситуация 
кажется очевидной. Рассмотрим примеры. 

+ Можно ли  проверить, что граф содержит маршрут коммивояжера с наибольшим 
весом k, если дан порядок вершин маршрута? Да. Просто сложим вместе веса ребер 
маршрута и покажем, что общий вес равен,  самое большее, k. Это ведь легче, чем 
найти сам путь, не так ли? 

+ Можно ли  проверить, что данный  набор значений  истинности представляет реше­
ние для данной задачи выполнимости? Да. Просто проверим каждую дизъюнкцию и 
убедимся, что она содержит, по крайней мере, один истинный литерал из данного 
набора значений  истинности . Это ведь легче, чем найти выполняющий набор значе­
ний истинности, не так ли? 

+ Можно ли проверить, что граф G содержит верши нное покрытие, состоящее из, са­
мое большее, k вершин,  если известно подмножество S, состоящее из, самое боль­
шее, k вершин, составляющих данное покрытие? Да. Просто обходим каждое ребро 
(и, v) графа G и проверяем, что или и или v является элементом S. Это ведь ·легче, 
чем найти само верши нное покрытие, не так ли? 

На первый взгляд, все просто. Данные решения можно проверить за ли нейное время 
для всех трех задач, однако для решения л юбой из них неизвестно никакого ал горитма, 
кроме полного перебора. Но проблема в том, что у нас нет строгого доказательства 
нижней границы, препятствующей существованию эффективного ал горитма для реше­
ния этих задач . Возможно, в действительности существуют полиномиальные алгорит­
мы (скажем, с временем исполнения О(п7)), но мы просто недостаточно хорошо их ис­
кали.  

9.9.2. Классы сложности Р и NP 

Каждая четко определенная алгоритмическая задача должна иметь максимально быст­
рый алгоритм решения, точнее говоря, максимально быстрый в терминах "О-большое" 
для наихудшего случая .  

Класс Р можно рассматривать как закрытый клуб алгоритмических задач, членом ко­
торого задача может стать, только продемонстрировав, что для ее решения существует 
алгоритм с полиномиальным временем исполнения.  Полноправными членами этого 
клуба Р являются, например, задача поиска кратчайшего пути, задача поиска мини­
мального остовного дерева и задача календарного планирования .  Сокращение Р озна­
чает полиномиальное (polynomial) время исполнения. 

Глава 9. Труднорешаемые задачи и аппроксимирующие алгоритмы 365



Менее престижный клуб открывает свои двери любой алгоритмической задаче, реше� 
ние которой можно проверить за полиномиальное время. Как было показано ранее, 
членами этого клуба являются задача коммивояжера, задача выполнимости и задача о 
вершинном покрытии, н и  одна из которых в настоящее время не квалифицирована 
должным образом, чтобы стать членом клуба Р. Но все члены закрытого клуба Р авто­
матцчески являются членами этого второго, не столь престижного, клуба. Если задачу 
можно решить с самого начала за полиномиальное время, то ее решение определенно 
можно проверить столь же быстро : просто решить ее сначала и посмотреть, совпадает 
ли  полученное вами решение с тем, которое было заявлено. 

Этот менее престижны й  клуб называется NP. Это сокращение можно расшифровать 
как "not-necessari ly polynomial-time" (не обязательно полиномиальное время исполне­
ния) 1 .  

Важнейший  вопрос состоит в том, действительно ли класс NP  содержит задачи, кото­
рые не могут быть членами класса Р. Если такой задачи не существует, то классы 
должны быть оди наковыми и Р = NP. Но если существует хотя бы одна такая задача, то 
классы разные и Р -::/. NP . Большинство алгористов и теоретиков сложности вычислений 
придерживаются мнения,  что классы разн ые, т.  е. что Р -::/. NP, но для него требуется 
гораздо более строгое доказательство, чем заявление:  "Я не могу найти достаточно бы­
стрый алгоритм" .  

1 В действительности это сокращение означает "nondetenninistic polynomial-time" (недетерминирован-
ное полиномиальное время. исполнения) и является термином из области теории недетерминирован-
ных авто  матов.
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9.9.3. Почему задача выполнимости
является самой сложной из всех сложных задач?
Существует громадное дерево сведений задач NР-полноты, которое всецело основано
на сложности задачи выполнимости . Часть задач из этого дерева, рассмотренных
в этой главе (и доказанных в других источниках), показана на рис. 9.2.

Но здесь возникает одна тонкость. Каковы были бы последствия, если бы кто-то дейст­
вительно нашел алгоритм с полиномиальным временем исполнения для решения зада­
чи выполнимости?  Существование эффективного алгоритма для любой NР-полной за­
дачи (скажем,  задачи коммивояжера) подразумевает существование эффективных ал­
горитмов для решения всех задач на отрезке пути в дереве сведений между задачей
коммивояжера и задачей выполнимости (задача о гамильтоновом цикле, задача о вер­
шинном покрытии и задача 3-SA Т). Но существование эффективного алгоритма для
решения задачи выполнимости не дает нам ничего сейчас же, т. к .  путь сведений от
задачи SAТ к задаче SA Т не содержит никаких других задач.

Не будем впадать в панику. Существует замечательное сведение, называемое теоремой
Кука, которое сводит все задачи класса NP к задаче выполнимости .  Таким образом,
если доказать, что задача выполнимости, или любая NР-полная задача, является чле­
ном класса Р, то за ней последуют все другие задачи в классе NР, из чего будет следо­
вать, что Р = NP. Так как, в сущности, каждая упомянутая в данной книге задача явля-



ется членом класса NP, то результаты такого развития событий были бы весьма значи­
тельными и удивительн ыми .  

9.9.4. NР-сложность по сравнен ию с NР-пол нотой 

Сейчас мы обсудим различие между NР-сложностью задачи и ее NР-полнотой .  Я имею 
склонность к несколько вольному употреблению терминологии, а между этими  двумя 
понятиями существует тонкая (обычно несущественная) разница. 

Говорят, что задача является NР-сложной, если,  подобно задаче выполнимости, она, по 
крайней мере, такая же сложная ,  как любая другая задача класса NP. Говорят, что зада­
ча является NР-полной, если она NР-сложная и также является членом класса NP.  Так 
как класс NP является таким большим классом задач, большинство NР-сложных задач, 
с которыми вам придется столкнуться, в действительности будут NР-полными,  и вы 
всегда можете предоставить стратегию проверки решения задачи (обычно достаточно 
простую). Все рассмотренн ые в этой книге NР-сложные задачи также я вляются NР­
полными.  

Ясно, что это дерево нельзя создать и проанализировать за полиномиальное время, по­
этому задача не является членом класса NP. 

9.1  О. Решение N Р-пол н ых задач 
Человек практичный никогда не останавливается на доказательстве того, что за:дача 
является NР-полной. Очевидно, у него были какие-то причины решить ее. Эти причи­
ны не исчезли, когда он узнал, что для решения задачи не существует алгоритма с по­
линомиальным временем исполнения.  Ему все равно нужна программа для решения 
этой задачи .  Все, что известно, так это лишь невозможность создания программы для 
быстрого оптимального решения задачи в наихудшем случае. 
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Тем не менее, существуют задачи, которые кажутся NР-сложными, но при этом не я в­
ляются членами класса NP.  Такие задачи могут быть даже более сложными, чем NР­
полные задачи !  В качестве примера сложной задачи, не являющейся членом класса NP,
можно привести игру для двух участников, такую, как шахматы. Представьте себе, что
вы сели играть в шахматы с самоуверенным игроком, который играет белыми .  Он на­
чинает игру ходом центральной пешки на два поля и объявляет вам мат. Единственным
способом доказать его правоту будет создание полного дерева всех ваших возможных
ходов и его лучших ответных ходов и демонстрация невозможности вашего выигрыша
в текущей позиции .  Количество узлов этого полного дерева будет экспоненциально
зависеть от его высоты, равной количеству ходов, которые вы сможете сделать, перед
тем как проиграть, применяя максимально эффективную защиту.

Теорема Кука доказывает, что задача выполнимости является такой же сложной, как и
любая другая задача из класса NP.  Кроме этого, она также доказывает, что каждая
NР-полная задача такая же сложная, как и любая другая. Здесь уместно вспомнить про
эффект домино. Но то обстоятельство, что мы не можем найти эффективного алгорит­
ма н и  для одной из этих задач, дает веское основание полагать, что все они действи­
тельно сложные и что, вероятно, Р :;:; NP.



VertexCover (G  = (V ,  Е ) ) 
While ( Е i 0 )  do : 

Выбираем произвольное ребро ( u ,  v) � Е 
Добавляем обе вершины u и v к вершинному покрытию 
Удаляем из Е все ребра , входящие в u или v 

Листинг 9.8. Аппроксимирующий алгоритм поиска вершинного покрытия графа

Однако для достижен ия цели остаются три варианта:

+ Ш1горитмы, эффективные для средних случаев задачи. В качестве примеров таких
алгоритмов можно назвать алгоритмы поиска с возвратом, в которых выполняются
знач ительные отсечения;

+ эвристические алгоритмы. Эвристические методы, такие как имитация отжига или
жадные алгоритмы, можно использовать, чтобы быстро найти решение, но без га­
рантии,  что это решение будет наилучшим;

+ аппроксимирующие Ш1горитмы. Теория NР-полноты только оговаривает сложность
получения решения задачи .  Но используя специал изированные, ориентированные
на конкретную задачу эвристические алгоритмы, скорее всего можно получить
близкое к оптимальному решение для всех возможных экземпляров задачи.

Аппроксимирующие алгоритм ы обеспечивают решение с гарантией того, что опти­
мальное решение не будет намного лучше. Таким образом, используя аппроксими­
рующий алгоритм для решения N Р-полной задачи, вы никогда не получите крайне не­
удовлетворительный ответ. Независимо от входного экземпляра задачи, вы неизбежно
будете совершать правильные действия. Кроме того, аппроксимирующие алгоритмы с
удачно подобранными границами концептуально просты, работают быстро и легко
поддаются программированию.

Однако неясным остается следующее обстоятельство. Насколько решение, полученное
с помощью аппроксимирующего алгоритма, сравнимо с решением, которое можно бы­
ло бы получить с помощью эвристического алгоритма, не дающего никаких гарантий?
Вообще говоря , оно может оказаться как лучше, так и хуже. Положив деньги в банк, вь1
получаете гарантию невысоких процентов прибыли без всякого риска. Вложив эти же
деньги в акции,  вы, скорее всего, получите более высокую прибыль, но при этом у вас
не будет никаких гарантий .

Как мы уже видели, задача поиска минимального вершинного покрытия графа являет­
ся NР-полной.  Но с помощью очень простой процедуры (листинг  9.8) можно быстро
найти покрытие, которое, самое большее, вдвое больше оптимального.
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9.10.1. Аппроксимация вершинного покрытия

Один из способов получения наилучшего результата от  аппроксимирующего и эври­
стического алгоритмов заключается в том,  что вы решаете данный экземпляр задачи
с помощью каждого из них и выбираете тот алгоритм, который дает лучшее решение.
Таким образом, вы получаете гарантированное решение и дополнительный шанс на
получение лучшего решения. При применении эвристических алгоритмов для решения
сложных задач вы можете рассчитывать на двойной успех.



Стоит отметить несколько интересных аспектов этого алгоритма. 

+ Хотя процедура проста, она не так глупа. Производительность многих кажущихся 
более интеллектуальными эвристических алгоритмов может оказаться нам ного 
ниже в наихудшем случае. Например, почему бы не модифицировать эту процедуру, 
чтобы для получения верши нного покрытия вместо обеих вершин выбирать только 
одну из них? В конце концов, выбранное ребро будет с тем же успехом по­
крыто только одной вершиной. Но посмотрим на звездообразный граф на рис. 9.9.  
Если не выбрать центральную вершину, вершин ное покрытие окажется крайне не­
удачным.  

Рис. 9.9. Звездообразный граф

Этот эвристический алгоритм выдаст двухвершин ное покрытие, в то время как
эвристический  алгоритм, выбирающий одну вершину, выдаст покрытие размером
до п - 1 вершин,  если нам не повезет, и алгоритм будет постоянно выбирать листо­
вой узел вместо центрального в качестве вершины  покрытия, которую следует со­
хранить.

+ 

+ Усложнение эвристического ШJгоритма не обязательно улучшает его. Эвристиче­
ский алгоритм легко усложнить, вставляя в него дополнительные возможности об­
работки.  Например, в аппроксимирующей процедуре в листин ге 9 .8  не указывается, 
какое ребро выбирается следующим. Может показаться разумным следующим вы-
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Должно быть очевидным, что данная процедура всегда выдает вершинное покрытие,
т. к. каждое ребро удаляется только после добавления инцидентной вершины к покры­
тию. Более интересным является утверждение, что любое другое вершинное покрытие
должно содержать, по крайней мере, в два раза меньше вершин данного покрытия .  По­
чему? Рассмотрим  только те ребра, выбранные ал горитмом, которые образуют паросо­
четание в графе (а их не более п/2). Ни одна пара этих ребер не может иметь общую
вершину. Поэтому любое покрытие, состоящее тол ько из этих ребер, должно включать
хотя бы одну вершину на каждое ребро, что делает его, по крайней мере, вдвое мень­
шим, чем вершинное покрытие, полученное с помощью этого "жадного" алгоритма.

"Жадный"  алгоритм - это не всегда то, что нужно. Возможно, что самый  естест­
венный алгоритм поиска вершинного покрытия будет постоянно выбирать и уда­
лять верши ну наивысшей оставшейся степени для данного вершинного покрытия.
В конце концов, эта вершина покроет наибольшее количество возможных ребер. Но
в случае необходимости выбора между одинаковыми или почти одинаковыми вер­
шинами этот эвристический  алгоритм может значительно отклониться от правиль­
ного пути. В наихудшем случае он может выдать покрытие больше оптимального в
Θ(lgn).



+ Корректное завершение Ш1горитма позволяет улучшить резулыпат. Дополнитель­
ным преимуществом создания простых эвристических алгоритмов является то, что 
их часто можно модифицировать для получения лучших практических решений, 
при этом не ослабляя пределы аппроксимации .  Например, операция постобработки, 
которая удаляет все ненужные вершины из покрытия, на практике может только 
улучшить результат, даже если она не принесет никакой пользы теоретическому 
пределу наихудшего случая.  

Важной характеристикой аппроксимирующих алгоритмов является отношею1е размера 
полученного решения к нижней грани це оптимального решения.  Не следует размыш­
лять о том, насколько хороши м могло бы быть наше решение; мы должны думать 
о наихудшем случае, т. е. о том, насколько плохим оно могло бы быть. 

9.1 0.2.  Задача комми вояжера 
в евкл идовом п ространстве 

В большинстве естественных приложений задачи коммивояжера прямые маршруты по 
своей природе короче, чем обходные. Например, если в качестве веса ребер графа вы­
брать расстояние между городами по прямой, то кратчайший путь от х к у всегда будет 
проходить по прямой. 

Веса ребер, назначаемые в соответствии с евклидовой геометрией, удовлетворяют ак­
сиоме треугольника, т. е. для любой тройки вершин и, v и w выполняется неравенство 
d(и, w) :::; d(и, v) + d(v, w). И нтуитивная очевидность этого условия демонстрируется на 
рис. 9. 1 0. Аксиома треугольника d(и, w) :::; d(и, v) + d(v, w) обычно справедлива в гео­
метрических задачах и задачах на взвешенных графах. 

Рис. 9. 1 0. Аксиома треугольника 

бирать ребро с вершинами наивысшей степени. Но это не сузит границы наихудше-
го случая и только сделает более трудным анализ работы алгоритма.

Оптимальный маршрут коммивояжера можно аппрокси мировать, используя мини­
мальные остовные деревья или графы, подчиняющиеся аксиоме треугольника. Прежде
всего, обратите внимание на то, что весом минимального остовного дерева является
нижняя граница стоимости оптимального маршрута. Почему? Удаление любого ребра

Стоимость билета на авиарейс является примером функции расстояний,  которая нару­
шает аксиому треугольника, т. к. иногда транзитный рейс обходится дешевле, чем пря­
мой полет до города назначения. Задача коммивояжера остается сложной, когда рас­
стояния являются евклидовыми расстояниями на плоскости. 

u

v

w
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из маршрута оставляет путь, общий вес которого должен быть не большим, чем вес 
первоначального маршрута. Этот путь не содержит циклов, вследствие чего он являет­
ся деревом, что означает, что его вес равен,  по крайней мере, весу минимального ос­
товного дерева. Таким образом, вес минимального остовного дерева дает нам нижнюю 
границу оптимального маршрута. 

Теперь рассмотрим, что происходит при обходе в глуби ну остовного дерева. Каждое 
ребро мы посещаем дважды:  один раз спускаясь по дереву при открытии ребра, а вто­
рой - возвращаясь наверх после исследован ия всего поддерева. Например, при обходе 
в глубину, показанном на рис. 9. 1 1 , вершины посещаются в следующем порядке: 
l-2-l-3-5-8-5-9-5-3-6-3-1 -4-7-1 0-7- 1 1 -7-4-l , т. е. каждое ребро проходится ровно 
два раза. 

Рис. 9. 1 1 . Обход в глубину остовноrо дерева 

Этот маршрут проходит по каждому ребру минимального остовного дерева дважды и, 
следовательно, стоит, самое большее, вдвое дороже, чем оптимальный маршрут. 

Но вершины на этом маршруте обхода в глубину будут повторяться . Чтобы удалить 
лишние вершины, на каждом шаге можно выбирать кратчайший путь к следующей 
непосещенной вершине. Кратчайший  маршрут для дерева на рис. 9 . 1 1  проходит через 
вершины 1 -2-3-5-8-9-6-4-7-1 0- 1 1 - 1 . Так как мы заменили последовательность ре­
бер одним направленным ребром, то аксиома треугольника обеспечивает, что маршрут 
может стать только короче. Таким образом, этот кратчайший маршрут также находится 
в пределах допустимого веса и стоит вдвое дороже оптимального маршрута. Что еще 
лучше, для решения евклидовой версии задачи коммивояжера существуют более 
сложные алгоритмы, которые рассматриваются в разделе 16. 4. Среди аппроксимирую­
щих алгоритмов для решения задачи коммивояжера не известен ни один,  который не 
удовлетворяет аксиому треугольника. 

9.1 0.3. Максимал ьны й бесконтурный подграф 

Бесконтурн ые орграфы легче поддаются обработке, чем общие орграфы. Иногда будет 
полезным упростить данный граф, удалив небольшой набор ребер или вершин, доста­
точный для разрыва контуров (циклов). Такие задачи о разрывающем множестве дуг 
(feedback set) обсуждаются в разделе 1 6. 1 1 .  
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Здесь мы рассмотрим интересную задачу из этого класса, в которой при разрыве всех 
ориентированн ых контуров нужно оставить как можно больше ребер. Постановка за­
дачи выглядит таким образом :  

ЗАДАЧА. Найти максимальный бесконтурный ориентированный подграф. 

Вход. Ориентированный граф G = ( V, Е). 

Выход. Самое большое подмножество Е' Е Е, для которого G' = ( V, Е� не содержит 
контуров. 

Существует очень простой алгоритм, который гарантирует решение с количеством ре­
бер равным, по крайней мере, половине оптимального. Я рекомендую вам попробовать 
разработать такой алгоритм самостоятельно, прежде чем вы прочитаете его описание. 

Итак, создаем любую перестановку верши н  и рассматриваем ее как упорядочивание 
слева направо, аналогично топологической сортировке. Теперь некоторые ребра будут 
направлены слева направо, в то время как оставшиеся ребра направлены справа налево. 

9.1 0 .4. Задача о покрыти и множества 

Предыдущие разделы могут создать ложное представление, что с помощью аппрокси­
мирующих алгоритмов можно получить решение любой задачи с коэффи циентом от­
личия от оптимального равным двум . Однако решение некоторых задач из каталога, 
например задачи поиска максимальной кли ки, нельзя аппроксимировать с наперед за­
данным коэффициентом.  

ЗАДАЧА. Найти покрытие множества. 

Вход. Семейство подмножеств S = {S1 , • • •  , Sт} универсального множества И = { 1 ,  . . .  , п } .  
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Размер одного из этих подмножеств ребер должен быть, по крайней мере, таким же,
как и другого. Это означает, что оно содержит хотя бы половину ребер. Кроме того,
каждое из этих двух подмножеств ребер должно быть бесконтурным, т. к. только бес­
контурн ые орграфы можно подвергать топологической сортировке - контур (цикл)
нел ьзя создать, постоянно двигаясь в одном направлении .  Таким образом, подмноже­
ство ребер большего размера должно быть бесконтурным и содержать, по крайней ме­
ре, половину ребер оптимального решения !

Данный  аппроксимирующий алгоритм чрезвычайно прост. Но обратите внимание, что
на практике применение эвристики может улучшить его производительность, при этом
сохраняя гарантию качества результата. Возможно, имеет смысл попробовать несколь­
ко произвольных перестановок и выбрать ту, которая дает наилучший результат. Кроме
того, можно попытаться обменивать местами пары вершин в перестановках и остав­
лять те варианты обмена, которые добавляют большее количество ребер в подмноже­
ство большего размера.

Задача о покрытии множества занимает промежуточную позицию между этими  двумя
крайностями,  поскольку и меет алгоритм, выдающий решение с коэффициентом отли­
чия от оптимального, равным 0(lgn). Задача о покрытии множества представляет собой
общий случай задачи о вершинном покрытии .  Формальная постановка задачи (рас­
сматриваемой в разделе 18. 1 ) выглядит таки м  образом :



i

Листинг 9.9. Аппроксимирующий алгоритм поиска покрытия множества

Будет естественным применить для решения этой задачи эвристический алгоритм
"жадного" типа. В частности, постоянно выбираем подмножество, которое покрывает
наибольшее подсемейство непокрытых на данном этапе элементов, пока не получим
полное покрытие. Псевдокод соответствующего алгоритма показан в листинге 9 .9 .

SetCover ( S )  

While ( U  * 0 )  do : 
Определяем подмножество S i ,  имеющее наибольшее пересечение 
с множеством U 
Выбираем Si  для покрытия множества 
U = U - S i  

Одним из  побочных эффектов этого процесса выбора является тот факт, что по мере 
исполнения алгоритма количество покрытых на каждом шаге элементов образует не­
возрастающую последовательность. Почему? Потому что в противном случае 
"жадный" алгоритм выбрал бы более мощное подмножество раньше, если бы оно дей­
ствительно существовало. 

Ключевое событие 6 5 4 3 2 1 о 

Непокрытые элементы 64 5 1  40 30 25 22 1 9  1 6  1 3  1 0  7 4 2 1 

Размер выбранного 1 3  1 1  1 0  5 3 3 3 3 3 3 3 2 1 1 
подмножества 

Важное контрольное событие этой трассировки происходит, как только количество
оставшихся непокрытых элементов уменьшается в 2п раз. Очевидно, что таких событий
может быть, самое большее, г 1g пl ·
Пусть w; обозначает количество подмножеств, выбранных нашим эвристическим алго­
ритмом для покрытия элементов между контрольными событиями,  соответствующи ми
уменьшению в 2; + 1 - 1 раз и 2; раз. определим  максимальную ширину w; как w, где
О :::: ::::: lg2n.  В при мере трассировки в табл. 9 . 1 максимал ьная ширина представлена пя-
тью подмножествами, необходи мыми для перехода от 25 - 1 к 24• 

Так как существует, самое большее, lgn таких контрольных событий ,  то выдаваемое 
"жадным" эвристически м алгоритмом решение должно содержать, самое большее, 
wlgn подмножеств. Но я утверждаю, что оптимальное решение должно содержать, по 
крайней мере, w подмножеств, так что выдаваемое эвристическим алгоритмом реше­
ние хуже оптимального не больше, чем в lgn раз. 

Выход. Подмножество наименьшей мощности Т семейства S, чье объединение равно
универсальному множеству, т. е.     .∪|T |

i=1Ti = U

Таблица 9.1. Работа "жадного" алгоритма на экземпляре задачи о покрытии множества
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Таким образом, данный эвристический алгоритм можно рассматривать как уменьше­
ние количества непокрытых элементов от п до нуля, причем невозрастающими пор­
циями .  Пример трассировки исполнения такого алгоритма показан в табл . 9 . 1 .



Почему? Рассмотрим среднее количество новых элементов, покрываемых при проходе 
б 2; + 1 1 2; между контрольными со ытиями, соответствующими уменьшению в - раз и 

раз. Для этих 2; элементов требуется w; подмножеств, поэтому мощность среднего по­
крытия равна µ; = 21/w;. Более того, последнее (наименьшее) из этих подмножеств по­
крывает, самое большее, µ; подмножеств. Таки м  образом, м ножество S не содер)j<ИТ 
подt.6ножества, которое может покрыть больше, чем µ; из оставшихся 2; элементов. По­
этому, чтобы получить решение, нам нужно, по крайней мере, 2'1µ; = w; подмножеств. 

Несколько неожиданным является то обстоятельство, что на самом деле существуют 
экземпляры покрытия множества, для которых время исполнения этого эвристического 
алгоритма в Q(\gn) раз больше оптимального. Этот логарифмический множитель явля­
ется свойством задачи и эвристического ал горитма для ее решения, а не следствием 
плохо проведенного анализа. 

ПОДВЕДЕНИЕ итогов 
Аппроксимирующие алгоритмы гарантируют решения, которые всегда близки к опти­
мальному. Они могут предоставить практический подход к решению NР-полных задач. 

Замечания к главе 

Наилучшим введением в теорию NР-полноты остается книга "Computers and 
lntractaЬi l ity" ([GJ79]). В ней дается введение в общую теорию, включая доступное до­
казательство теоремы Кука ([Соо7 1 ]) о том,  что сложность задачи выполнимости такая 
же, как и любой другой задачи класса NP.  Книга также содержит важный справочный 
каталог свыше 300 N Р-полных задач, что является хорошим материалом для изучения 
известных фактов о наиболее интересн ых задачах. Задачи сведения, упомянутые, но не 
рассмотренные в этой главе, можно найти в книгах [GJ79] и [CLRSO 1 ]. 
Несколько задач из каталога находятся в состоянии неопределенности, т. е. неизвестно, 
существует' ли эффективный алгоритм для решения конкретной задачи или же он.а яв­
ляется NР-полной.  Наиболее значительными из этих задач являются задачи изомор­
физма графов (см .  раздел 16. 9) и разложения целых чисел на множители (см . раз­
дел 13. 8). Краткость этого списка задач с неопределенным статусом в большой степени 
является следствием современного уровня развития дисциплины разработки алгорит-
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В 1 972 г. Ричард Карп (Ricl1ard Karp) продемонстрировал значимость работы Кука,
предоставив сведение от задачи выполнимости к каждой из более чем 20 важных алго­
ритмических задач . Я рекомендую вам ознакомиться с докладом Карпа ([Kar72]) в силу
его исключительного изящества и краткости - он излагает каждое сведение в трех
строчках описания, показывающего эквивалентность задач. Работы Кука и Карпа, взя­
тые вместе, предоставляют инструменты для разрешения вопроса сложности буквально
сотен важных задач, для решения которых не было известно эффективных алгоритмов.

Понятие NР-полноты было впервые сформулировано Стивеном Куком (Stephen Cook)
в 1 97 1  г. (см . [Соо7 1 ]) .  Задача выполнимости действительно является задачей на один
миллион долларов, т. к. институт Clay Mathematical Institute предлагает премию такого
размера любому, кто решит вопрос Р = NP. Подробности о задаче и призе за ее реше­
ние см. по адресу http://www.claymath.org/millennium/P_ vs_NP/.



Задача об односвязном подграфе, которая рассматривалась в разделе 9. 8, была впервые
доказана в техническом докладе [Mah76] .

9. 1 1 . Упражнения

Преобразования и выполнимость
1 .  [2] Предоставьте формулу 3-SAT, которая получается в результате применения сведения

задачи SAТ к задаче 3-SAТ для следующей формулы :

(х + у + z + w + u +  v )·( x + у  + z + w + u + v)·(x +  у + z + w + u +  v )·(x +  у ).

2. [3] Нарисуйте граф, который получается в результате сведения задачи 3-SAT к задаче
о вершинном покрытии для выражения

(х + у + z)·( х + у + z )·( х + у + z)·(x + у + х ) .

3 .  [4] Допустим, что у нас имеется процедура, которая может определить разрешимость
задачи коммивояжера из раздела 9. 1 .2 за линейное время .  Предоставьте эффективный
алгоритм поиска самого маршрута, вызывая эту процедуру полиномиальное число раз .

4 . [7]  Реализуйте процедуру преобразования экземпляров задач выполнимости в эквива­
лентные экземпляры задач и 3-SAT.

5. [7] Разработайте и реализуйте алгоритм поиска с возвратом для проверки набора формул
на выполнимость. Какие критерии  можно использовать для отсечения пространства по­
иска?

6. [8] Реализуйте процедуру сведения задачи о вершинном покрытии к задаче выполнимо­
сти и проверьте получившиеся дизъюнкции программой проверки на выполнимость. На­
сколько такой способ применим на практике для выполнения подобных вычислений?

[4] Дано: множество Х из п элементов, семейство F подмножеств м ножества Х и целое 
число k. Существует ли  k подм ножеств семейства F, объединение которых равно Х? 
Например, если  Х = { 1 ,2,3 ,4} и F = { { 1 ,2 } , {2 ,3 } , {4} , {2 ,4} } ,  для k = 2 решения нет, но 
для k = 3 есть (например, { 1 ,2 } ,  {2,3 } ,  {4}  ) . Докажите, что задача о покрытии множества 
является NР-полной, выполнив сведение с задачи вершинного покрытия. 

[4] Задача коллекционера бейсбольных карточек выглядит таким образом .  Имеются па­
кеты бейсбольных карточек Р1 , •• " Рт, каждый из которых содержит подмножество кар­
точек, выпущенных в указанном году. Возможно ли собрать все карточки за этот год, 
купив не более чем k таких пакетов? 

{ {Aaron, Mays} ,  {Mays, Ruth} ,  {Skiena} ,  { Mays, Skiena} } ,  

для k = 2 решения нет, н о  дл я  k = 3 есть, такое как 

{Aaron, Mays} , {Mays, Ruth} , {Skiena} 
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мов. Почти для каждой важной задач и  у нас имеется либо эффективный алгоритм, ли­
бо веская причина его отсутствия.

7. 

8 .  

Базовые сведения 

Например, для игроков {Aaron, Mays, Ruth, Skiena} и пакетов



Докажите, что задача коллекционера бейсбольных карточек является NР-полной, ис­
пользуя для этого сведение к ней от задач и о вершинном покрытии.

9. [4] Приведем формулировку задачи остовного дерева 11изкой степени (low-degree
spaпning tree proЬ\em). Дано: граф G и целое ч исло k. Содержит ли граф G такое остов­
ное дерево, степень всех вершин которого равна, самое большее, k? (Очевидно, что сте­
лень определяется только по количеству ребер.) Например, граф, представленный на
рис. 9. 1 2, не содержит остовного дерева, степень всех вершин которого меньше чем три.

Рис. 9. 1 2. Пример графа 

а) Докажите, что задача остовного дерева низкой степени является NР-полной, исполь­
зуя сведение от задачи о гамильтоновом пути. 

б) Теперь сформулируем задачу остовного дерева высокой степени (h igh-degree span­
n ing tree proЫem). Дано :  граф G и целое ч исло k. Содержит ли граф G остовное дерево, 
у которого максимальная степень вершины равна, как минимум, k? В предыдущем при­
мере обсуждалось остовное дерево с наивысшей степенью, равной 8. Предоставьте эф­
фективный алгоритм для решения задачи остовного дерева высокой степени и выпол­
ните анализ его временной сложности. 

1 О. [4] Докажите, что следующая задача является NР-полной: 

ЗАДАЧА. Найти плотный  подграф. 

Вход. Граф G и два целых числа k и у. 

В ыход. Содержит ли граф G подграф, имеющий ровно k вершин и,  по крайней мере, 
у ребер? 

1 1 . [4] Докажите, что следующая задача является NР-полной: 

ЗАДАЧА. Найти клику. 

Вход. Неориентированный граф G = ( V, Е) и целое ч исло k. 

Выход. Содержит ли граф G как клику, так и независимое м ножество размером k? 

1 2 . [5] Эйлеровым циклом (Euleriaп сус\е) называется маршрут, который проходит по каж­
дому ребру графа ровно один раз. Эйлеровым подграфом (Eu lerian subgraph) называется 
подмножество ребер и вершин  графа, которое содержит эйлеров цикл . Докажите, что 
задача определения количества ребер в наибольшем эйлеровом подграфе графа являет­
ся NР-сложной. (Подсказка: задача о гамильтоновом цикле является NР-сложной, даже 
если каждой вершине графа инцидентны три ребра.) 

Нестандартные сведения 
1 3 . [5] Докажите, что следующая задача я вляется NР-полной :  

ЗАДАЧА. Найти минимiльное м ножество представителей (h itting set). 

Вход. Коллекция С подм ножеств множества S, положительное число k. 
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Выход. Содержит ли  множество S такое подмножество S, для которого ISI � k и каждое 
подм ножество в коллекции С содержит, по крайней мере, один элемент из подм ножест­
ва S'?  

[5] Докажите, что следующая задача является NР-полной: 

ЗАДАЧА. Задача о рюкзаке. 

Вход. Множество S, состоящее из п элементов, в котором i-й элемент имеет ценность V; 
и вес W;. Два положительных целых ч исла: максимальный вес W и требование к ценно­
сти груза V. 

[5] Докажите, что следующая задача является NР-полной: 

ЗАДАЧА. Найти гамильтонов путь. 

Вход. Граф G и вершины s и t. 
Выход. Содержит ли  граф G путь с началом в вершине s и концом в вершине t, который 
проходит через все вершины не более одного раза? (Подсказка: нач ните с задачи 
о гам ильтоновом цикле.) 

[5] Докажите, что следующая задача является NР-полной:  

ЗАДАЧА. Найти самый  длинный путь. 

Вход. Граф G и положительное целое число k. 

Выход. Содержит ли граф G путь, который соединяет, по крайней м ере, k разных вер­
шин, не проходя через каждую из них более одного раза? 

[6] Докажите, что следующая задача является NР-полной:  

ЗАДАЧА. Найти доминирующее множество. 

Вход. Граф G = ( V, Е) и положительное целое ч исло k. 

Выход. Существует ли такое подм ножество V' Е V, где I V1 � k, в котором для каждой 
вершины х Е V или х Е V' или существует ребро (х, у), где у Е V'. 

[7] Докажите, что задача о вершинном покрытии (существует л и  такое подмножество S, 
состоящее из k вершин графа G, в котором каждое ребро в графе G инцидентно, по 
крайней мере, одной вершине в S?) остается N Р-полной, даже если степень всех вершин 
в графе может быть только четной? 

[7] Докажите, что следующая задача является NР-полной:  

ЗАДАЧА. Задача упаковки м ножества (set packing proЬ\em). 

Вход. Коллекция С подмножеств множества S, положительное ч исло k. 

Выход. Содержит ли множество S, по крайней мере, k непересекающихся подм ножеств, 
т. е .  подмножеств, не имеющих общих элементов? 

[7] Докажите, что следующая задача является NР-полной: 

ЗАДАЧА. Найти разрывающее множество вершин. 

Вход. Ориентиров�нный граф G = ( V, А) и положительное целое число k.  

Выход. Существует ли  такое подмножество S' Е S, для которого и

     ? (Подсказка: сначала рассмотрите задачу разделения м ножества целых

чисел.) 

∑
i∈S′ wi ≤ W

∑
i∈S′ vi ≥ V
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Выход. Существует ли такое подмножество V' Е V, где I V' I  :S k, удаление вершин кото­
рого из графа G оставляет бесконтурны й  орграф? 

[5]  Гам ильтонов путь Р проходит через каждую 1;1ершину ровно один раз. Задача поиска 
гамильтонова пути в графе G является NР-полной. В отличие от гамильтонова цикла, 
гамильтонов путь не обязан содержать ребро, соединяющее начальную и конечную 
вершины пути Р. 

[8] В задаче 2-SA Т требуется выяснить, я вляется ли выполнимой данная булева форму­
ла в 2-конъюктивной нормальной форме (КНФ). Задача 2-SAT подобна задаче 3-SAT, 
только каждая дизъюнкция может содержать всего лишь два литерала. Например, сле­
дующая формула записана в 2-КНФ: 

(х1 v х2) л ( х 2 v хз) л (х1 v х з) 
Предоставьте алгоритм с полиномиальным временем исполнения для решения задачи 
2-SAT. 

[4] Покажите, что следующие задачи принадr1ежат классу NP:  

• Содержит ли граф G простой путь (т. е. путь, в котором вершины не повторяются) 
длиной k? 

• Является ли целое число п составным (т. е. не простым)? 

• Содержит ли граф G вершинное покрытие размером k? 

[7] В течение дr1 ительного времени оставался открытым вопрос, возможно ли за поли­
номиальное время найти решение такой задачи разрешимости: "Является ли целое чис­
ло п составным, т. е. не простым?" Почему следующий алгоритм не доказывает, что эта 
задача принадr1ежит классу Р, хотя он и исполняется за время О(п)? 

Prima l i tyТes ting ( n )  

compos i te : =  false 

for i : =  2 to n - 1 do 

i f  ( n  mod i )  = О then 

compo s i t e  : =  t rue 

Аппроксимирующие алгоритмы 
25 .  [4] В задаче максимальной выполнимости требуется найти набор значений истинности, 

которы й  является выполняющим для максимального количества дизъюнкций. Предос­
тавьте эвристический алгоритм, выполняющий, как минимум, вдвое меньше дизъюнк­
ций, чем выполняет оптимальное решение. 

26. [5]  Имеется следующий эвристический алгоритм поиска вершинного покрытия: созда­
ется дерево обхода в глубину графа, из которого удаляются все листья; оставшиеся узлы 
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Предоставьте алгоритм с временем исполнения О(п + т) для проверки бесконтурного
орграфа G на наличие в нем гамильтонова пути. (Подсказка: ваши рассуждения должны
идти в направлении топологической сортировки и обхода в глубину.)

2 1 .  

22.  

Алгоритмы для решения частных случаев задач 

23 .  

24. 

Р или NP? 



27. [5] В задаче максимального разреза графа G = ( V, Е) требуется разделить м ножество 
вершин V на два непересекающихся подмножества А и В таким образом, чтобы макси­
мизировать количество ребер (а, Ь) Е Е, где а Е А , Ь Е В. Рассмотрим следующий эври­
стический алгоритм поиска максимального разреза. Сначала помещаем вершину v 1 
в подмножество А, а вершину v2 - в подмножество В. Каждую оставшуюся вершину 
помещаем в подмножество, которое добавляет в разрез наибольшее количество ребер. 
Докажите, что размер данного разреза равен, по крайней мере, половине оптимального 
разреза. 

28. [5] В задаче об упаковке в контейнеры дается п элементов, веса которых равны w1 , 
w2, • • •  , w11• Нужно найти наименьшее количество контейнеров, в которые можно упако­
вать эти п элементов, при этом емкость каждого контейнера не превышает один килограмм. 

В эвристическом алгоритме "первый подходящий" (first-fit) объекты рассматриваются в 
порядке, в котором они представляются . Каждый объект укладывается в первы й же 
контейнер, в который  он помещается. Если такого контейнера нет, объект помещается в 
новый (пустой) контейнер. Докажите, что количество контейнеров, выдаваемое этим 
эвристическим алгоритмом, превышает оптимальное не более, чем в два раза. 

29. [5] Для только что описанного эвристического алгоритма "первый  подходящий"  приве­
дите пример экзем пляра задачи, решение которого дает количество контейнеров, пре­
вышающее оптимальное максимум в 5/3 раз.  

30. [5] Целью задачи раскраски вершин графа G = ( V, Е) является назначение цветов вер­
шинам множества V таким образом, чтобы вершины на концах каждого ребра были 
окрашены в разные цвета. Предоставьте алгоритм для раскраски графа G не более чем 
Л + 1 разными красками, где Л представляет максимал ьную степень вершин графа G. 

Задачи по программированию 

Геометрия 
\ .  The Monocycle. 1 1 1 202/ 1 0047. 

2. Dog and Gopher. 1 03 1 0/ 1 1 1 30 1 . 

3 .  Chocolate Chip Cookies. 1 1 1 304/ 1 О 1 36.  

4 .  Birthday Cake. 1 1 1 305/ 1 0 1 67. 

Вычислительная геометрия 
5. Closest Pair ProЫem. 1 1 1 402/ 1 0245 .  

6. Chainsaw Massacre. 1 1 1 403/ 1 0043 . 

7. Hotter Colder. 1 1 1 404/ 1 0084. 

8.- Useless Tile Packers. 1 1 1 405/ 1 0065 . 

ПРИМЕЧАНИЕ 
Эти задания не имеют непосредственного отношения к теме NР-полноты, но добавлены 
для полноты картины. 

Эти задачи доступны на сайтах http://www.programming-challenges.comcom и
http://uva.onlinejudge.org.
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должны составлять вершинное покрытие графа. Докажите, что размер этого вершинно­
го покрытия превышает оптимальный, самое большее, в два раза.



Разработка правильного алгоритма для определенного приложения в значительной 
степени является творческой деятельностью. Мы получаем задачу и придумываем ре­
шение для нее. Пространство выбора при  разработке ал горитмов огром но, и у вас 
есть м ного возможностей допустить ошибку. 

Цель этой книги состоит в том, чтобы повысить вашу квалификацию разработчика ал­
горитмов. Представленные в первой части этой книги методы содержат идеи, лежащие 
в основе всех комбинаторных алгоритмов. А каталог задач во второй части поможет 
вам моделировать ваши приложения, предоставляя информацию о соответствующих 
задачах. Однако успешному разработч ику алгоритмов требуется нечто большее, чем 
книжные Знания .  Для этого нужен определенный склад ума - правильный подход к 
решению задач. Этому трудно научиться по книгам, но обладание таким качеством яв­
ляется необходимым условием. 

С этой целью мы предоставляем последовательность вопросов, которая должна на­
правлять вашу деятельность в поиске правильного алгоритма для решения стоящей 
перед вами задачи .  Но чтобы эти вопросы были эффективными,  мало их задавать, 
нужно отвечать на них. Важно тщательно прорабатывать вопросы, записывая их в 
журнал.  Правильным ответом на вопрос: "Можно ли сделать это таким способом?" 
является не просто : "Нет", а "Нет, потому что . . .  " .  Четко излагая свои мысли по поводу 
отрицательного результата, вы сможете проверить, не упустили ли вы вариант, о кото­
ром просто не подумали. Поразительно, как часто причиной отсутствия у вас правиль­
ного объяснения является ошибочное умозаключение. 

В процессе разработки важно осознавать разницу между стратегией и тактикой и 
постоян но помнить о ней .  Стратегия - это поиск общей картин ы, основы, на которой 
строится решение. А тактика используется для решения второстепенн ых вопросов на 
пути к глобальной цели.  В процессе решения задач важно постоянно проверять, на 
правильном ли  уровне находятся ваши рассуждения .  Если у вас нет глобального пла­
на (т. е. стратеги и) для решения поставленной перед вам и задачи, то нет никакого 
см ысла размы шлять о правильной тактике. Примером стратегического вопроса явля-

Как разрабатывать алгоритмы 
ГЛАВА 10

Ключом к разработке алгоритмов (или любой другой деятельности, связанной с ре­
шением задач) является умение задавать самому себе вопросы, чтобы направлять
свой процесс мышления :  "Что будет, если я попробую такой способ? А если теперь
попробовать другой?"  Когда на каком-либо этапе вы столкнетесь с затруднениями,
лучше всего перейти к следующему вопросу. Самым полезным участником любой
мозговой атаки является тот, кто постоянно задает вопрос: "А почему нельзя приме­
нить такой-то способ?", а не тот, кто дает ответ на этот вопрос. В конце концов, первый
участник  предложит подход, который второй не сможет забраковать.



ется : "Могу ли я смоделировать данное приложение в виде задачи  создания ал горит­
ма на графах?" А такпическим вопросом может быть: "Какую структуру данн ых следу­
ет использовать для представления моего графа, список смежности или матрицу смеж­
ности?" Конечно же, тактические решения критичны для качества конечного решения,
но их можно должным образом оценить только в свете успешной стратегии.

У слишком многих людей при необходимости решить задачу пропадают все м ысли.
Прочитав задачу, они приступают к ее решению и вдруг осознают, что не знают,
что делать дальше. Чтобы не попадать в такие ситуации, следуйте списку вопросов,
изложенных далее в этой главе и в бол ьшинстве разделов каталога задач . Они подска­
жут вам, что делать дал ьше.

Очевидно, что чем больше у вас имеется опыта по использованию методов разработки
алгоритмов, таких как динамическое программирование, алгоритм ы на графах и струк­
туры данн ых, тем с большим успехом сможете вы следовать этим вопросам. Первая
часть этой книги предназначена для развития и укрепления этих технических основ. Но
независимо от уровня вашей технической подготовки будет полезно следовать этим
вопросам . Самые первые и наиболее важные вопросы в этом сп иске помогут вам до­
биться глубокого пониман ия решаемой задачи и не потребуют никакого специального
опыта.

Сам список вопросов был создан под влиянием отрывка из замечательной книги о про­
грам ме космических исследовани й  США, называющейся "The R ight Stuff'' ("Правиль­
ный материал") ([Wol79]). В дан ном отрывке описывались радиопереговоры п илотов­
испытателей непосредственно перед крушением самолета. Можно было бы ожидать,
что в данной ситуаци и они впадал и в п ан и ку, но вместо этого пилоты выполняли
действия из списка для нештатных ситуаций :  "Проверил закры:Лки. Проверил двига­
тель. Крылья в порядке. Сбросил" . "  Эти пилоты обладали "Правильным материалом" и
благодаря этому иногда им удавалось избежать гибел и.

Я надеюсь, что эта книга и список вопросов помогут вам обрести "Правильный мате­
риал" разработчика алгоритмов. Я также надеюсь, что это поможет вам избежать
крушений в вашей деятельности .

Список вопросов разработчика алгоритмов 
1 .  Понимаю ли я задачу? 

• Из чего состоит вход? 

• Какой именно требуется результат? 

• Могу ли я создать достаточно небольшой входной экземпляр, чтобы его можно 
было решить вручную? Что будет, если я попытаюсь решить его? 

• Наскол ько важно для моего п риложения  всегда получать оптимал ь н ы й . ре­
зул ьтат? Устроит ли  меня резул ьтат, близкий к оптимальному? 

• Каков размер типичного экземпляра решаемой задачи? 1 О элементов? 1 ООО эле­
ментов? 1 ООО ООО элементов? 

• Насколько важной я вляется скорость работы приложения? Задачу нужно ре­
шить за одну секунду, одну минуту, один час или за один день? 
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• С колько времени  и усил и й  могу я вложить в реализацию? Буду л и  я огра­
н и чен п ростым и  ал горитмам и ,  которые можно реал изовать в коде за один 
ден ь, или  у меня  будет возможность поэкспериментировать с разными  под­
ходами и посмотреть, какой из  н и х  лучше? 

• Задачу какого типа я п ытаюсь решить? Численную задачу, щдачу теории графов, 
геометрическую задачу, задачу со строками или задачу на множестве? Какая 
формулировка выглядит самой легкой? 

2 .  Могу ли  я найти простой детерминированный или эвристический алгоритм для 
решения стоящей передо мной задачи? 

• Можно ли правwtьно решить задачу методом полного перебора всех возможных 
решений? 

" Если можно, то почему я уверен, что этот алгоритм всегда выдает правильное 
решение? 

" Как оценить качество созданного решения?  

" Уверен ли  я, что моя задача достаточно четко определена, чтобы правильное 
решение было возможно? 

• Можно л и  решить данную задачу, постоя нно  при меняя какое-л ибо п ростое 
п равило,  например,  выбирая в первую очередь наибол ьш и й  элемент, наи­
меньший  элемент или произвольный элемент? 

" Если можно, то при каком входе этот эвристический алгоритм работает хо­
рошо? Соответствует ли  вход такого типа данным, актуальным для моего 
приложения? 

" При каком входе этот эвристический ал горитм работает плохо? Если не 
удастся найти примеры плохих входных экземпляров, то могу ли  я пока­
зать, что алгоритм всегда работает хорошо? 

" С колько времени требуется моему эвристическому ал горитму, чтобы вы­
дать ответ? Можно ли  его реализовать простым способом? 

3 .  Есть ли  моя задача в каталоге задач этой книги? 

• Что известно о данной задаче? Существует ли  реализация решения, которую я 
могу использовать? 

• Искал ли я свою задачу в правильном месте каталога? Просмотрел ли я все 
рисунки?  Проверил ли я все возможные ключевые слова в алфавитном указа­
теле? 

• Существуют ли  в Интернете ресурсы, имеющие отношение к моей задаче? Искал 
ли  я в Google и Google Scholar? Посетил ли я веб-сайт этой книги, http:// 
www.cs.sunysb.edu/-algorith? 
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Каким  будет время исполнения этого простого, но медленного алгорит­
ма - полиномиальн ы м  или экспоненциальным?  Настолько ли  проста моя
задача, чтобы ее можно было решить методом полного перебора?

" 



Существуют ли  специальные случаи стоящей передо мной задачи, которые я
знаю, как решить?

• Можно ли эффективно решить задачу, игнорируя некоторые входные пара­
метры?

• Станет ли  задача проще, если присвоить некоторым  входн ы м  параметрам три­
виальные значения,  такие как О или 1 ?

• Почему алгоритм для решения этого специального случая нельзя обобщить для 
более широкого диапазона входных экзем пляров? 

• Не является ли  моя задача специальным случаем одной из общих задач ката­
лога? 

5. Какая из стандартных парадигм разработки алгоритмов наиболее соответствует мо­
ей задаче? 

• Можно ли разбить задачу на две меньших задачи, например, посредством дво­
ичного поиска? Поможет ли метод разделения элементов на большие и малень­
кие или правые и левые? Может быть, стоит попробовать ал горитм типа "разде­
ляй и властвуй"?

• Не обладают ли  входные объекты или требуемое решение естественным поряд­
ком слева направо, как, например, символы в строке, элементы перестановки или
листья дерева? Могу ли я применить динамическое программирование, чтобы
воспользоваться этим упорядочиванием?

• Нет ли повторяющихся операций,  таких как поиск наименьшего/наибольшего
элемента? Могу ли  я применить специальные структуры данн ых для ускорения
этих операций,  например словари/таблицы хэширования или пирамиды/очереди
с приоритетами?

• Могу ли я применить случайную выборку следующего объекта? Могу ли я соз­
дать несколько произвольных конфигураций и выбрать наилу1Iшую из них? Мо­
гу ли я применить какой-либо вид управляемой случайности, вроде метода ими­
тации отжига, чтобы сосредоточить усилия на наилучшем решении?

• Могу ли я сформулировать свою задачу, как линейную программу или как цело­
численную программу?

• Имеет ли моя задача какое-либо сходство с задачей выполнимости, задачей ком­
мивояжера или какой-либо другой NР-полной задачей? Может ли задача быть
NР-полной и вследствие этого не иметь эффективного алгоритма решения? Есть
ли эта задача в списке из приложения к книге [GJ79]?
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Сумею ли я упростить  задачу до такой степени, что смогу решить ее эффек­
тивно?

• 

Существует ли набор элементов, который можно отсортировать по размеру или
какому-либо ключу? способствует ли  отсортированный набор данных более
легкому решению задачи?

• 

4. 



• 

6. Я все еще не знаю, что делать? 

• Могу и хочу л и  я потратить деньги, чтобы нанять специалиста, чтобы он пояснил 
мне, что делать? Если можете, то ознакомьтесь со списком профессиональных 
консалтинговых услуг в разделе 1 9. 4. 

Не пройти ли заново по списку вопросов? Прежние ли ответы даю я при новом 
проходе по списку? 

Решение задач не является точной  наукой .  Отчасти это искусство, а отчасти - ре­
месло. Нав ы к  решения  задач - это один из  полезнейших навыков, и его стоит 
приобрести . Моей любимой книгой по решению задач является книга "How to Solve lt" 
("Как решить задачу") [Р57], содержащая каталог методов решения задач. Я обожаю 
его просматривать, как с целью решения конкретной задачи, так и просто ради удо­
вольствия. 
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Каталог
алгоритмических задач

ЧАСТЬ II





Каталог содержит обширную и нформацию разных типов,  которая никогда раньше не
собиралась в одном месте.

Если вы нашли подходящую для вашего приложения задачу, прочитайте раздел "Об­
суждение ". В нем описаны ситуации, в которых может возникнуть данная задача, и

особые случаи входных данн ых. Также рассказано, какой результат можно ожидать и,
что еще более важно, как его добиться . Для каждой задачи дано краткое описание не­
сложного алгоритма, которым можно ограничиться в простых случаях, и ссылки на
более мощные алгоритмы, чтобы вы могли ими воспользоваться, если первое решение
окажется недостаточно эффективным.

Кроме этого, для каждой задачи перечислены существующие программные реализа­
ции. Многие из этих процедур весьма удачны, и их код можно вставлять непосредст­
венно в ваше приложение. Другие могут не отвечать требованиям промышленного
применения, но я надеюсь, что они послужат хорошей моделью для вашей собственной
реализации. Вообще, программные реализации приведены в порядке уб ывания  их цен­
ности; но при наличии бесспорно лучшего варианта мы отмечаем его. В главе 19 для
многих из этих реализаций дается более подробная информация . Практически для всех
реализаций на сайте этой книги (http://www.cs.sunysb.edu/-algorith) даются ссылки
для их загрузки.

Эта часть книги содержит каталог алгоритмических задач, которые часто возникают на 
практике. Здесь приводится общая информация по каждой задаче и даются советы, как 
действовать, если та или иная задача возникнет в вашем приложении .  

ГЛАВА 11

Описание каталога

подходящим для вашего случая . Смело пользуйтесь алфавитным указателем - каждая
задача внесена в него несколько раз под разными ключевыми словами .  Если вы все
еще не можете найти ничего подходящего, значит, либо ваша задача не годится для
решения комбинаторными алгоритмами, либо вы не полностью понимаете ее. В любом
случае возвращайтесь назад к исходному этапу поиска решения.

Как использовать этот каталог? Если вы знаете название вашей задачи, то с помощью
алфавитного указателя или оглавления найдите ее о писание. Прочитайте весь матери­
ал, относящийся к задаче, поскольку он содержит ссылки на связанные с ней задачи .
Пролистайте каталог, изучая рисунки и названия задач . Возможно, что-то покажется

Каждая задача сопровождается рисунком, представляющим входной экземпляр задачи
и результат его решения.  Эти стилизованные примеры иллюстрируют задачи лучше.
чем формальные описания .  Так, пример, касающийся минимального остовного дерева,
демонстрирует кластеризацию точек с помощью минимальных остовных деревьев. Мы
надеемся, что читатели нашей книги после беглого просмотра рисунков смогут найти
то, что им нужно.
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П редостережения 
Данный  материал является каталогом алгоритмических задач, а не сборником рецеп­
тов, поскольку существует слишком много различных задач и вариантов их решений .  
Моя цель - указать вам правил ьное направление, чтобы вы могли решать свои задачи 
самостоятельно. Я попытался очертить круг вопросов, с которыми вы столкнетесь, ре­
шая задачи самостоятельно. 

+ 

+ 

+ Вы обязаны соблюдать условия лицензии любой реализации, которую вы исполь­
зуете в коммерческих целях. М ногие из этих программ не являются свободно ,рас­
пространяем ыми и имеют лицензионн ые ограничения.  Подробности см.  в разде­
ле 19. 1 .  

+ Мне б ы  хотелось узнать о результатах ваших действий согласно моим рекоменда­
циям,  как о положительных, так и об отрицательных. Особый интерес для меня 
представляет информация о других реализациях, неизвестных мне, но известных 
вам . П и шите мне по адресу feedback@algorist.com. 

Н аконец, в примечаниях к задаче рассказывается ее история и приводятся результаты,
представляющие, в основном, теоретический интерес. Мы постарались привести наи­
лучшие известные результаты для каждой задачи и дать ссылки на работы по теорети­
ческому и эмпирическому сравнению алгоритмов, если таковые имеются . Эта инфор­
мация должна представлять интерес не только для студентов и исследователей, но так­
же и для практиков, не удовлетворившихся рекомендуемыми решениями .

Для каждой задачи я дал рекомендацию, какой алгоритм следует использовать. Эти
советы основаны на моем опыте и касаются приложений,  которые я считаю тиrшч­
ными .  При работе над книгой я полагал, что гораздо важнее дать конкретные реко­
мендации для типичных случаев, чем пытаться  охватить все возможные ситуации.
Если вы не согласны с моим советом, поступайте по-своему. Однако вначале поста­
райтесь понять идеи, лежащие в основе моих советов, и сформулировать причину,
по которой ваше приложение не соответствует им .

Рекомендуемые мною реализации не обязател ьно являются исчерпывающими ре­
шениями вашей задачи.  Я предлагаю реализацию, когда считаю, что она может
быть полезной в большей степени, чем просто описание ал горитма. Некоторые про­
граммы пригодны только в качестве моделей для создания вашего собственного ко­
да. Другие встроен ы  в большие системы и их может быть слишком трудно извлечь
и исполнять отдельно. Исходите из предположения, что все решения содержат
ошибки. Многие из этих ошибок могут оказаться довольно серьезными, так что
будьте начеку.



Структуры данных
ГЛАВА 12

Структуры данных - это базовые конструкции для построен ия приложений .  Чтобы
максимально полно испол ьзовать возможности стандартных структур данных, необхо­
димо иметь о них ·ясное представление. Поэтому мы сначала подробно рассмотрим
разные структуры данн ых, а затем перейдем к обсуждению других задач .

Возможно, что наиболее важным аспектом этого каталога будут предоставленные в
нем ссылки на разные програм мные реализации и библиотеки структур данных. Хоро­
шая реализация многих структур данн ых - дело далеко не тривиальное, поэтому про­
граммы, на которые даются ссылки, будут полезными в качестве моделей, даже если
они и не в точности подходят для ваших задач . Некоторые важные структуры данных,
такие как kd-деревья и суффиксные деревья, известны не настол ько хорошо, насколько
они того заслуживают. Будем надеяться, что этот каталог добавит им известности.

Существует большое количество книг по элементарным структурам данных. На мой
взгляд, лучшими из них являются следующие:

+ [Sed98] - подробное введение в алгоритмы и структуры данных, отличающееся
удачными рисунками, показывающими алгоритмы в действии .  Имеются версии
книги для языков С, С++ и Java;

+ [Wei06] - хороший учебник, с упором на структуры данн ых, в большей степени,
чем на алгоритмы.  Имеются версии книги для языков Java, С, С++ и Ada;

+ [GT05] - версия книги для Java с активным использованием авторской библиотеки
структур данных JDSL (Java Data Structures Library);

Книга [MS05] содержит всесторонний  обзор современных исследовани й  в области
структур данных. Читатель, знакомый лишь  с основными понятиями из этой области,
будет удивлен объемом проводимых исследований .

1 2. 1 . Словарь
Вход. Множество из п записей, каждая из которых идентифицируется одни м  или не­
сколькими ключевыми полями .

Задача. Создать и поддерживать структуру данных для эффективного поиска, вставки
и удаления записи, связанной с ключом запроса q (рис. 1 2 . 1  ).

Обсуждение. Абстрактный  тип данных "словарь" является одной из наиболее важных
структур в теории вычислител ьных систем.  Для реализации словарей было предложено
несколько десятков структур данных, включая хэш-табли цы, списки с пропусками и
двоичные деревья поиска. Это означает, что выбрать наилучшую структуру данных не
всегда легко. Используемая структура данных может оказать значительное влияние на



Вы должны тщательно изолировать словарную структуру данных от ее интерфейса.
Используйте явные вызовы методов или процедур для инициализации, поиска и моди-
фицировании структуры данных, а не внедряйте их в код структуры. Такой подход не
только позволяет получить более аккуратную программу, но также облегчает проведе-
ние экспериментов с разными реализациями для оценки их производительности. Не
беспокойтесь по поводу неизбежных накладных расходов по вызову процедур. Если
время работы вашего приложения является очень важным фактором, то выбор правиль-
ной реализации словаря позволит вам минимизировать его.
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ВЫХОДВХОД

Можно ли предполагать, что обращение к ключам будет единообразным и  случай-
ным? Во многих приложениях поисковые запросы имеют асимметричное распреде-
ление обращений, т. е. некоторые элементы пользуются большей популярностью,
чем другие. Кроме этого, запросы часто обладают свойством временно́й локально-
сти. Иными словами, запросы периодически приходят группами (кластерами), а не
через регулярные интервалы времени. В некоторых структурах  данных  (таких  как

+ 

+

+ 

Сколько элементов будет содержать структура данных? Известно ли их количе-
ство заранее? Достаточно ли будет для решения вашей задачи простой структуры
данных или же размер задачи настолько велик, что следует беспокоиться о нехватке
памяти или производительности виртуальной памяти?

Выбирая структуру данных для словаря, ответьте на несколько вопросов.

Рис. 11.1. Поиск в словаре

производительность приложения. Однако на практике важнее избежать применения
неподходящей структуры данных, чем найти самую лучшую.

Известна ли относительная частота операций вставки, удаления и поиска? Стати-
ческие структуры данных (например, упорядоченные массивы) достаточны для при-
ложений, в которых структура данных не подвергается изменениям после ее перво-
начального создания. Полудинамические структуры данных, поддерживающие
только операцию вставки и не допускающие удаление данных, реализовать значи-
тельно проще, чем полностью динамические.



Критична ли скорость отдельных операций или требуется минимизировать толь-
ко общий объем работы, выполняемый всей программой? Когда время реакции кри-
тично, например, в программе управления аппаратом Искусственного кровообраще-
ния, время ожидания выполнения следующего шага не может быть слишком
большим. А в программе, выполняющей множество запросов к базе данных, напри-
мер, для выяснения, кто из нарушителей закона является политическим деятелем,
скорость поиска конкретного конгрессмена не является критичной, если удается вы 
явить их всех с минимальными общим и затратами времени.

+ 

+ 

• 

+ 

неупорядоченные списки или массивы. Для небольших наборов данных самой про-
стой в обслуживании структурой будет неупорядоченный массив. По сравнению с
аккуратными и компактными массивам и производительность связных структур мо-
жет быть крайне неудовлетворительной. Но когда размер словаря превысит 50-100
элементов, линейное время поиска в списке или массиве сведет на нет все его пре-
имущества. Подробности простых реализаций словарей см. в разделе 3.3.

косые деревья) можно воспользоваться асимметричным и кластеризированным про-
странством.

Глава 12. Структуры данных 391

Представители современного поколения "объектно-ориентированных" программистов
способны написать контейнерный класс не в большей степени, чем отремонтировать
двигатель в своей машине. В этом нет ничего плохого — для большинства приложений
вполне достаточно стандартных контейнеров. Тем не менее, иногда полезно знать, что
находится "под капотом":

хэш-таблицы. Для приложений, работающих с количеством элементов в диапазоне
от умеренного до большого (примерно от 100 до 10 000 000), использование хэш-та-
блицы будет, скорее всего, правильным выбором. Хэш-функция устанавливает соот-
ветствие ключей (будь то строки, числа или что угодно другое) и целых чисел в
диапазоне от 0 до m-1. При создании хэш-таблицы сопровождается массив из m кор-
зин, реализованных в виде неупорядоченного связного списка: Хэш-функция не-
медленно определяет корзину; содержащую данный ключ. Если  используемая  хэш-

Особенно интересным и полезным вариантом является самоорганизующийся список
(self-organizing list), в котором каждый вставленный или просмотренный элемент
перемещается в начало списка. Таким образом, если в ближайшем будущем к данно
му ключу осуществляется повторное обращение, то этот ключ будет находится
вблизи начала списка, и его поиск займет очень мало времени. Большинство прило
жений демонстрирует как неоднородную частоту обращений, так и пространствен
ную локальность, поэтому среднее время успешного поиска в самоорганизующемся
списке обычно намного лучше, чем в упорядоченном или неупорядоченном списке.
Самоорганизующиеся структуры данных можно создавать из массивов точно так
же, как из связных списков и деревьев;

упорядоченные списки или массивы. Обслуживание упорядоченного списка обычно
не стоит затрачиваемых усилий, если только вы не пытаетесь избежать создания ду
бликатов, т. к. эта структура данных не поддерживает двоичный поиск. Использова
ние упорядоченного массива будет уместным только в тех случаях, когда не требу
ется выполнять большое количество вставок и/или удалений;
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• Каким образом обрабатывать коллизии? Использование открытой адресации 
вместо корзин позволит получить небольшие таблицы с хорошей производи­
тельностью, но с повышением коэффициента нагрузки (отн,ошение заполненно­
сти к емкости) производительность хэш-таблицы будет понижаться . 

• Каким должен быть размер таблицы? Если применяются корзины, то 
значение т должно быть приблизительно равным максимальному количеству 
элементов, которое вы планируете поместить в таблицу. Если применяется от­
крытая адресация, то значение т должно превышать ожидаемое максимал ьное 
количество элементов, по крайней мере, на 30%. Выбор в качестве т простого 
числа компенсирует возможные недостатки неудачной хэш-функции .  

• Какую хэш-функцию использовать? Для строк должна работать, например, такая 
т-1 

формула H(S, }) = L a.т-(i+ I J  х clшr(s; � т) mod т, где а - размер алфавита, 
i=O 

Н(S,j + 1 )  = (Н(S,j) - а"' 1 char(s1))a + s1+m 
вследствие чего хэш-коды последовательных окон строки размером в т симво­
лов можно вычислять за постоянное время, а не за время О(т). 

Независимо от того, какую хэш-функцию вы решите использовать, изучите стати­
стические данн ые относительно распределения ключей по корзинам, чтобы выяс­
нить, насколько она действительно является однородной . Вероятно, что самая пер­
вая выбранная хэш-функция окажется не самой лучшей . Использование неудачной 
хэш-функции может заметно снизить производительность любого приложения. 

+ 

функция распределяет ключи достаточно равномерно и размер хэш-таблицы до-
вольно велик, то каждая корзина будет содержать очень небольшое количество эле-
ментов, что делает линейные поиски приемлемыми. Вставка и удаление элемента из
хэш-таблицы сводится к вставке и удалению из корзины/списка. Хэширование по-
дробно обсуждалось в разделе 3.7.

char(x) - функция, которая для каждого символа х возвращает его ASCl l -кoд.
Для реализации эффективного вычисления этой хэш-функции используйте пра­
вило Горнера (или заранее вычисляйте значения ах), как показано в разделе 13. 9.
Эта хэш-функция имеет интересное свойство, заключающееся в том, что

произвольных вставок, большинство приложений не обеспечивает случайность
вставок. В самом деле, несбалансированные деревья поиска, созданные вставками

пами деревьев проявляется в том, выполняется ли их балансировка явным образом
после операций вставки и удаления и в способе ее осуществления. В произвольных
деревьях поиска узел просто вставляется в некий лист дерева и балансировка не
осуществляется. Хотя такие деревья имеют хорошую производительность в случае

Двоичные деревья поиска. Двоичные деревья являются элегантными структурами
данных, которые поддерживают быстрое исполнение операций вставки, удаления и
запросов. Эти структуры данных рассматриваются в разделе 3. 4. Разница между ти­

В большинстве приложений производительность хорошо отлаженной хэш-таблицы 
будет превосходить производительность упорядоченного массива. Но прежде чем 
приступить к реал изации хэш-таблицы, ответьте на несколько вопросов. 
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элементов в отсортированном порядке, никуда не годятся, т. к. их производитель­
ность сравнима с .производительностью связных списков. 

Структура сбалансированных деревьев поиска обновляется с помощью локальных 
операций ротации, которые перемещают удаленн ые узлы ближе к корню, таким 
образом поддерживая упорядоченную структуру дерева. В настоящее время такие 
сбалансированн ые деревья поиска, как А VL и 2-3 , считаются устаревшими,  и пред­
почтение отдается красно-черным деревьям. Особенно интересной самоорганизую­
щейся структурой данных я вляются косые деревья. В них ключи, к которым было 
осуществлено обращение, перемещаются в корень посредством операции ротации .  
Таким образом, часто используемые или недавно посещенные узлы находятся в 
верхней части дерева, что позволяет быстрее производить поиск. 

Итак, какой тип дерева лучше всего подойдет для вашего приложения? Наверное, 
тот, для которого у вас имеется наилучшая реализация. Не так важен тип исполь­
зуемого сбалансированного дерева, как профессионализм программиста, реал изо­
вавшего его. 

+ В-деревья . Для наборов данных настолько больших, что они не помещаются в опе­
ративную память (скажем, свыше 1 ООО ООО элементов), наилучшим  выбором будет 
какой-либо тип В-дерева. Когда структуру данных необходимо хранить вне опера­
тивной памяти, время поиска увеличи вается на несколько порядков. Подобное 
падение производительности в меньшем масштабе может наблюдаться в системах 
с современной архитектурой кэша, т. к. кэш работает намного быстрее, чем опера­
тивная память. 

Списки с пропусками. Списки с пропусками представляют собой иерархическую
структуру упорядоченных связных списков, в которых решение, копировать ли эле­
мент в список более высокого уровня, принимается случайным  образом .  В структу­
ре задействовано примерно lgп списков, размер каждого из которых приблизитель­
но вдвое меньше размера списка, расположенного уровнем выше. Поиск начинается
в самом коротком списке. Искомый ключ находится в интервале между двумя эле-

+ 

Идея, лежащая в основе В-дерева, состоит в сворачивании нескольких уровней дво­
ичного дерева поиска в один большой узел , чтобы можно было выполнить опера­
цию, эквивалентную нескольким шагам поиска, прежде чем потребуется новое об­
ращение к диску. С помощью В-деревьев можно получать доступ к огромному ко­
личеству ключей, выполняя небольшое количество обращений к диску. Чтобы 
максимально эффективно использовать В-деревья, нужно понимать, как взаимодей­
ствуют внешние запоминающие устройства с виртуал ьной памятью при учете таких 
аппаратных характеристик, как размер страницы и виртуальное/реал ьное адресное 
пространство. Нечувствительные к кэшированию Ш1горитмы (cache-oЬl ivious algo­
rithms) Позволяют уменьшить значение этих факторов. 

Даже в случае наборов данных небольшого размера результатом использования 
файлов подкачки может быть неожиданно низкая производительность, поэтому не­
обходимо следить за и нтенсивностью обращений к жесткому диску, чтобы полу­
чить дополнительную информацию для принятия решения ,  стоит ли использовать 
В-деревья .  



Библиотека LEDA (см. раздел 19.1.1) предоставляет полную коллекцию словарных
структур данных, реализованных на языке C++, включая хэш-таблицы, совершенные
хэш-таблицы, В-деревья, красно-черные деревья, деревья случайного поиска и списки
с пропусками. В результате экспериментов, описанных в книге [MN99], было опреде-
лено, что наилучшим вариантом для словарей являются хэш-таблицы, а списки с про-
пусками и (2,4)-деревья (частный случай В-деревьев) являются наиболее эффективны-
ми древоподобными структурами.
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Реализации. Современные языки программирования содержат библиотеки подробных
и эффективных реализаций контейнеров. В настоящее время библиотека STL (Standard
Template Library) для языка C++ поставляется с большинством компиляторов; Кроме
этого эту библиотеку можно загрузить вместе с документацией с веб-сайта http://
www.sgi.com/tech/stl/. Более подробное руководство по использованию библиотеки
STL и стандартной библиотеки C++ можно найти в книгах [Jos99], [Mey01] и [MDS01];

В книге [MS05] дан всесторонний обзор современных исследований в области структур
данных. Другие исследования представлены в книгах [МТ90b] и [GBY91]. Хорошими
учебниками по словарным структурам данных являются [Sed98], [Wei06] и [GT05]. Мы
отсылаем читателя к этим работам, чтобы не приводить здесь ссылки на описания струк-
тур  данных, обсуждавшихся выше.

Небольшая библиотека структур данных Java Collections (JC) входит в стандартный па-
кет утилит Java java.util (http://java.sun.com/javase/). Библиотека Data Structures
Library in Java (JDSL) является более обширной. Ее можно загрузить для некоммерче-
ского применения с веб-сайта http://www.jdsl.org/. Библиотека JDSL подробно описа-
на в книгах [GTV05] И [GT05].

ментами и потом ищется в списке большего размера. Каждый интервал поиска со-
держит ожидаемое постоянное количество элементов в каждом списке, при этом
общее ожидаемое время исполнения запроса составляет O(lgn). Основные досто-
инства списков с пропусками по сравнению со сбалансированными деревьями —
легкость анализа и реализации.

Примечания
В книге [Knu91] представлено наиболее подробное описание и анализ основных словар-
ных структур данных. Но в ней отсутствуют некоторые современные структуры данных
такие как красно-черные и косые деревья. Чтение книг Дональда Кнута послужит хоро-
шим введением в предмет для всех изучающих теорию вычислительных систем.

Соревнование DIMAGS в 1996 г.  было посвящено реализациям элементарных структур
данных, включая словари (см. [GJM02]). Наборы данных и код можно загрузить с веб-
сайта http://dimacs.rutgers.edu/Challenges.

Для многих задач стоимость обмена данными между различными запоминающими
устройствами (оперативной памятью, кэшем или диском) превышает стоимость соб-
ственно вычислений. В каждой операции по пересылке данных перемещается один блок
размером b, которому эффективные алгоритмы стремятся минимизировать количество
перемещений блоков. Исследование сложности фундаментальных алгоритмов и структур
данных для этой модели внешней памяти представлено в журнале [Vit0l]. Нечувствительные
к кэшированию структуры данных дают гарантию производительности для такой модели,
не требуя при этом явной информации о параметре размера блока b. Таким образом, хоро-
шую производительность можно получить на любой машине, не прибегая к специфическим



ским для данной архитектуры настройкам. Превосходное исследование структур данных,
нечувствительных к кэшированию, приведено в [ABF05].

Родственные задачи. Сортировка (см. раздел 14. 1), поиск (см.  раздел 14.2).

1 2.2. Очереди с приоритетами
Вход. Набор записей, ключи которых полностью упорядочены п о  номерам ил и каким�

либо другим способом.

Задача. Создать и поддерживать структуру данных для обеспечения быстрого доступа
к наименьшему или наибольшему ключу (рис. 1 2.2).

Обсуждение. Очереди с приоритетами являются полезными структурами дан ных при
модел ировании поведения систем, особенно при сопровождении набора запланирован­
ных событий, упорядоченных по времени. Они получили такое название потому, что
элементы из них можно извлекать не в зависимости от времени вставки (как в стеке
или обычной очереди) и не в результате совпадения ключа (как в словаре), а по их  
приоритету.

Если после первоначального запроса приложение не будет вставлять новые элементы,
то в явно выраженной очереди с приоритетами нет необходимости. Просто отсорти­
руйте записи по приоритетам и выполняйте обработку сверху вниз, поддерживая при
этом указатель на последнюю извлеченную запись. Такая ситуация возникает в алго­
ритме Крускала при построении минимального остовного дерева или при выполнении
полностью распланированного сценария развития событий.
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Рис. 1 2.2. Очередь с приоритетами 

Многие современные структуры данных, такие как косые деревья, изучались с примене-
нием амортизированного анализа, при котором устанавливается верхняя граница для об-
щего времени исполнения любой последовательности операций. При амортизированном
анализе одна операция может быть очень дорогой, но только потому, что ее стоимость
компенсируется низкими затратами на другие операции. Структура данных, имеющая
амортизированную сложность О(f(n)), является менее предпочтительной, чем структура с
такой же сложностью в наихудшем случае (т. к. существует вероятность выполнения
очень дорогой операции), но она все же лучше структуры с такой сложностью в среднем
случае (т. к. амортизированная граница достигнет этого значения при любом входе).
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Но если операции вставки и удаления чередуются с запросами,  понадобится настоящая 
очередь с приоритетами .  Чтобы решить, какой тип очереди следует применить, ответь­
те на нескол ько вопросов. 

+ Кшше еще операции вам потребуются? Будет ли выполняться поиск произвольных 
ключей или только наименьшего ключа? Будут ли удаляться произвольные элемен­
ты данн ых или просто будут повторно удаляться верхний  или нижний элемент? 

+ Известен ли заранее максuмШ1ьный размер структуры данных? Здесь вопрос за­
ключается в том, можно ли будет выделить место для структуры данн ых заранее. 

+ Мож110 ли менять приоритет элементов, уже поставле1111ых в очередь? Возмож­
ность изменять приоритет элементов означает, что, кроме извлечения · наибольшего 
элемента, элементы можно извлекать из очереди по ключу. 

Перечислим базовые реализации очереди с приоритетами :  

+ упорядоченный массив WI И  список. Упорядоченный массив очень эффективен как 
для идентификации наименьшего элемента, так и для его удаления путем уменьше­
ния значения максимал ьного индекса. Но поддержание упорядоченности элементов 
замедляет вставку новых элементов. Упорядоченн ые массивы подходят для реали­
зации очереди с приоритетами только тогда, когда в нее будет осуществляться 
очень небол ьшое количество вставок.  Базовые реализации очередей с приоритетами 
рассматриваются в разделе 3. 5; 

+ двоичные пирамиды. Эта простая, элегантная структура данн ых поддерживает как 
операцию вставки, так и операцию извлечения наименьшего элемента за время 
O(lgп). Пирамиды позволяют поддерживать явную струкrуру двоичного дерева в 
массиве, чтобы значение ключа корня любого поддерева было меньшим, чем любо­
го из его потомков. Таким образом, наименьший ключ всегда находится вверху пи­
рамиды. Новые элементы можно добавлять, вставляя элемент в свободный лист де­
рева и перемещая его вверх до тех пор, пока он не займет 11равильное место при ус­
ловии частичной упорядоченности . Реализация двоичной пирамиды на языке С 
рассматривается в разделе 4. 3. 2, а операция извлечения из нее наименьшего элемен­
та - в разделе 4. 3. 3. 

Двоичные пирамиды являются удачным выбором в том случае, когда известна 
верхняя граница количества элементов в очереди с приоритетами, т. к. размер мас­
сива нужно задавать при его создании .  Но даже это ограничение можно обойти 
с помощью динамических массивов (см . раздел 3. 1 . 1 ); 

+ очередь с приоритетами, имеющая ограничение по высоте. Эта структура данных 
на основе массива позволяет выполнять операции вставки и поиска наименьшего 
элемента за постоянное время при ограниченном диапазоне возможных значений  
ключей. Допустим,  мы знаем, что все значения ключей будут целыми числами в 
диапазоне от 1 до п. Тогда можно создать массив из п связных списков, где i-й спи­
сок играет роль корзины,  содержащей все элементы с ключом i .  На  наименьший не­
пустой список будем поддерживать указатель top на наименьший непустой список. 
Чтобы вставить в очередь с приоритетами элемент с ключом k, добавляем его к k-й 
корзине и присваиваем этому указателю значение top = min(top,k).  Чтобы извлечь 
наименьший  элемент, определяем первый элемент в корзине top, удаляем его и, 
если корзина стала пустой, перемещаем указатель top вниз. 
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Очереди с приоритетами, имеющие ограничение по высоте, очень полезны для хра­
нения вершин графа, упорядоченн ых по их степеням, при том,  что такое упорядочи­
вание является одной из основных операций в алгоритмах на графах. Тем не менее, 
при этом они применяются не так широко, как того заслуживают. Обычно этот тип 
очереди подходит для случаев небольших, дискретных диапазонов ключей; 

+ двоичные деревья поиска. Из двоичных деревьев поиска получаются эффективные 
очереди с приоритетами, т. к. самый левый лист всегда содержит наимен ьший эле­
мент, а самый правый - наибольший.  Чтобы найти наименьший (наибольший)  
элемент, просто выполняется проход по указателям  влево (вправо) вниз до тех пор, 
пока указатель не станет нулевым. Двоичные деревья поиска оказываются наиболее 
подходящими, когда требуется осуществлять другие словарные операции или в слу­
чае неограниченного диапазона ключей, когда максимальный размер очереди с 
приоритетами неизвестен заранее; 

+ Фибоначчиевы и парные (pairiпg) пирамиды. Эти сложные очереди с приоритетами 
предназначены  для ускорения выполнения операции уменьшения ключа, которая 
понижает приоритет поставленного в очередь элемента. Такая ситуация возникает, 
например, в вычислениях кратчайшего пути, при обнаружении более короткого, чем 
найденньtй ранее, маршрута к вершине v. 
Если их реализовать и использовать должным образом, то этот тип очереди с при­
оритетами может улучшить производительность при больших объемах вычислений .  

Реализации. Современные языки программирования <.<одержат библиотеки подробных 
и эффективных реализаций очередей с приоритетами .  Методы push, top и рор шаблона 
priority_queue библиотеки STL языка С++ воспроизводят операции с пирамидами in­

sert, findmax и deletemax. Библиотеку STL можно загрузить вместе с документацией с 
веб-сайта http://www.sgi.com/tech/stV. Более подробное руководство по использова­
нию библиотеки STL можно найти в книгах [MeyO I ]  и [MDSO I ] .  

Библиотека LEDA (см . раздел 19. 1 . 1 ) содержит полную коллекцию очередей с приори­
тетами на языке С++, вкл ючая Фибоначчиевы пирамиды, парные пирамиды, деревья 
Емде Боаса и очереди с приоритетами, имеющие ограничение по высоте. В результате 
экспериментов, описанных в книге [MN99], было установлено, что простые двоичные 
пирамиды являются довольно конкурентоспособными  в большинстве приложений,  при 
этом в прямом сравнении парные пирамиды показывают лучшую производительность, 
чем Фибоначчиевы пирамиды. 

В статье [SanOO] изложено описание экспериментов, демонстрирующих, что произво­
дительность разработанной автором последовательной п ирамиды (sequence heap), ос­
нованной на k-м слиянии,  приблизительно вдвое лучше, чем хорошо реализованной
двоичной пирамиды. Реализацию этой пирамиды можно загрузить с веб-страницы
http://www.mpi-inf.mpg.de/-sanders/programs/spq/.

Класс PriorityQueue библиотеки Java Col lections (JC) входит в стандартный пакет ути­
лит Java java.uti l (http://java.sun.com/javase/). Библиотека Data Structures Library in Java 
(JDSL) предоставляет альтернативную реализацию, которую . для некоммерческого 
применения можно загрузить с веб-сайта http://www.jdsl.org/. Более подробное руко-
водство по библиотеке JDSL можно найти в книгах [GTVOS] и [GT05] .  



Пирамиды поддерживают частичное упорядочивание, которое можно создать за линейное
количество операций сравнения. Обычные алгоритмы слияния с линейным временем ис-
полнения для создания пирамид описаны в [Flo64]. В наихудшем случае достаточно 1,625n
сравнений (см. [GM86]), а вообще необходимо от l,5n до O(lgn) сравнений.

В книге [MS05] приводится всесторонний обзор современного состояния дел в том,
что касается очередей с приоритетами. Результаты экспериментальных сравнений
структур данных, реализующих очереди с приоритетами, представлены в таких ра-
ботах, как [CG99], [GBY91], [Jon86] и [San00].

Примечания

Двусторонние очереди с приоритетами (double-ended priority queue) позволяют
расширить набор операций с пирамидами, включив в него одновременно операции
find-min и find-max. Обзор четырех разных реализаций двусторонних очередей с
приоритетами см. в [Sah05].

Фибоначчиевы пирамиды (см. [FT87]) поддерживают выполнение операций вставки и
уменьшения ключа за амортизированное постоянное время, а выполнение операций извле-
чения наименьшего элемента и удаления — за время O(lgn). Постоянное время исполнения
операции уменьшения ключа позволяет получить более быструю реализацию алгоритмов
поиска кратчайшего пути, паросочетаний во взвешенных двудольных графах и минималь-
ных остовных деревьев. Фибоначчиевы пирамиды на практике трудно реализовать, и вре-
мя исполнения их операций содержит большие постоянные коэффициенты. Парные пира-
миды поддерживают такие же пределы, но при меньших накладных расходах. Эксперимен-
ты с парными пирамидами описан,ы в журнале [SV87].

Очереди с приоритетами, имеющие ограничение по высоте, являются подходящими
структурами данных для использования на практике, но они не гарантируют высокой
производительности в наихудшем случае, когда разрешены произвольные вставки и уда-
ления. Однако очереди с приоритетами Емде Боаса (см. [vEBKZ77]) позволяют выпол-
нять операции вставки, удаления, поиска, определения наибольшего и наименьшего эле-
ментов за время O(lglgn), где каждый ключ имеет значение от 1 до n.
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12.3. Суффиксные деревья и массивы

Родственные задачи. Словари (см. раздел 12.1), сортировка (см. раздел 14.1), поиск
кратчайшего пути (см. раздел 15.4).

Вход. Строка S.

Простейший экземпляр суффиксного дерева представляет собой простое нагруженное
дерево (trie) из n суффиксов строки S длиной в n символов. Нагруженном деревом на-
зывается древовидная структура, в которой каждое ребро представляет один символ, а
корень — нулевую строку. Таким образом, каждый путь из кормя представляет  строку,

Задача. Создать структуру данных, позволяющую быстро определять местоположение
произвольной строки запроса q в строке S (рис. 12.3).
Обсуждение. Суффиксные деревья и массивы являются исключительно полезными
структурами данных для элегантного и эффективного решения задач по обработке
строк. Правильное применение суффиксных деревьев часто позволяет уменьшить вре-
мя алгоритмов для обработки строк с O(n2) до линейного. Суффиксные деревья упоми-
нались в истории из жизни, описанной в разделе 3.9.



описываемую символам и, которые маркируют проходимые ребра. Любой конечный
набор слов определяет нагруженное дерево, а дерево для двух слов с общим префик-
сом разветвляется на первом несовпадающем символе. Каждый лист дерева обознача-
ет конец строки. На рис. 12.4 показан пример простого нагруженного дерева.

Рис. 12.4. Нагруженное дерево
для строк

the, their, there, was и when

Суффиксное дерево - это просто нагруженное дерево всех суффиксов строки S. Суф-
фиксное дерево позволяет проверить, является ли строка запроса q подстрокой строки
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Рис. 12.3. Суффиксное дерево
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Нагруженные деревья полезны для проверки на вхождение данной строки запроса q
в набор строк. Обход нагруженного дерева выполняется с корня вдоль ветвей, опреде­
ляемых последующим и  символами строки q. Если какая-либо ветвь отсутствует в на-
груженном дереве, то тогда строка q не может быть элементом набора строк, опреде­
ляемых данным нагруженным деревом .  В противном случае строка q находится за   
\ql сравнений  символов, независимо от количества строк, содержащихся в нагруженном
дереве. Нагруженные деревья очень легко создавать (последовательно вставляя новые
строки), и в них быстро выполняется поиск, хотя они могут оказаться дорогими 
в смысле расхода памяти.



S, т. к. любая подстрока строки S представляет собой префикс какого-либо суффикса. 
Время поиска - линейное по отношению к длине строки запроса q. 

Но проблема :щесь заключается в том,  что создание полного суффиксного дерева таким 
образом может занять время О(п2) и, что еще хуже, такой же объем памяти, т. к. сред­
няя длина п суффиксов равна п/2. Но при рационал ьном подходе для представления 
пол ного суффиксного дерева затраты памяти будут линейными .  Обратите внимание на 
то, что большинство узлов нагружен ного суффиксного дерева находятся на простых 
путях между узлами на ветвях дерева. Каждый из этих простых путей соответствует 
подстроке первоначальной строки .  Сохранив первоначальную строку в массиве и свер­
нув каждый такой путь в одно ребро, всю информацию о nолном суффиксном дереве 
можно сохранить в памяти объемом О(п). Маркировка каждого ребра состоит из ин­
дексов начала  и конца массива, представляющего подстроку. Такое свернутое суф­
фиксное дерево показано на рис. 1 2 . 3 .  

Для создания свернутого дерева существуют алгоритмы, использующие дополнитель­
н ые указатели, ускоряющие процесс построения.  Время исполнения этих алгоритмов 
равно О(п). Эти дополнительные указатели можно также использовать для ускорения 
многих приложений ,  основанн ых на суффиксных деревьях. 

Но для чего можно использовать суффиксные деревья?  Далее приводится краткое опи­
сание вариантов применения суффиксных деревьев. Подробности см.  в книгах [Gus97] 
и [СRОЗ] .  

+ 

+ Поиск самой длинной подстроки, общей для набора строк. Создается одно сверну­
тое суффиксное дерево, содержащее все суффиксы всех строк, в котором каждый 
лист дерева помечен его исходной строкой.  В процессе обхода в глубину этого де­
рева мы  можем пометить каждый его узел информацией о длине его префикса и ко­
личестве разных строк, я вляющихся его потомками.  По этой информации наилуч­
ш и й  узел можно найти за линейное время. 

+ Поиск самого длинного пш�индрома в строке S. Пш�индром - это строка, которая 
читается одинаково в обоих направлениях, например мадам. Чтобы найти самый 
длинн ы й  пал индром в строке S, создаем суффиксное дерево, содержащее все суф­
фиксы строки S и строки, обратной S. Каждый лист этого дерева будет идентифици­
роваться его начальной позицией. Палиндром определяется любым узлом этого 
дерева, у которого из одной позиции выходят потомки, одинаковые в обоих направ­
лениях. 

Так как алгоритмы с л и нейным временем исполнения для создания суффиксных де­
ревьев являются нетри виальными, вместо самостоятельной разработки таких алгорит­
мов рекомендуется использовать существующие реализации .  В качестве альтернативы 
можно использовать суффиксные массивы. 

400 Часть II. Каталог алгоритмических задач

Поиск всех вхождений подстроки q в строке S. Так же, как и в случае с нагружен­
ным деревом, мы  можем выполнять обход, начиная с корня дерева по направлению
к узлу пч, связанному с подстрокой q. Позиции всех вхождений  подстроки q в стро­
ку S представлены потомками узла пч, которых можно определить посредством по­
иска в глубину, начиная с узла пч· В свернутых суффиксных деревьях найти k вхож­
дени й  подстроки q в строку S можно за время O(iq l + k).
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Кроме этого, суффиксные массивы требуют меньше памяти, чем суффиксные деревья . 
Каждый суффикс представляется в них уникальной начальной позицией (от 1 до п) и 
считывается по мере надобности с использованием одной эталонной копии входной 
строки. 

Реализации. В настоящее время существует большое количество реализаций суф­
фиксных массивов. По сути, все последние алгоритмы для построения суффиксных 
массивов за линейное время были реализованы, а их сравнительная производитель­
ность измерена (см .  [PST07]). Превосходная реализация суффиксных массивов на язы­
ке С описывается в книге [SS07] . Загрузить эту реализацию можно с веб-сайта 
http://Ьiblserv.techfak.uni-Ьielefeld.de/Ьpr/. 

А с веб-сайта http://marknelson.us/1996/08/01/suffix-trees можно загрузить код Нель­
сона на языке С++ (см .  [Ne\96]) .  

Суффиксные массивы позволяют делать практически все то, что и суффиксные дере-
вья, но при этом используют приблизительно в четыре раза меньший объем памяти.
Кроме этого, их легче реализовать. В принципе, суффиксный массив представляет со-
бой просто массив, содержащий все n суффиксов строки S в отсортированном поряд-
ке. Таким образом, двоичного поиска строки q в этом массиве оказывается достаточно
для локализации префикса суффикса, совпадающего с подстрокой q, что гарантирует
эффективный поиск подстроки за O(lgn) сравнений строк. После добавления индекса,
указывающего общую длину префикса всех граничных суффиксов, для любого запро-
са потребуется только lgn + |q| сравнений символов, т. к. появляется возможность опре-
делять, какой символ нужно проверить следующим при двоичном поиске. Например,
если нижней границей диапазона поиска является слово cowabunga, а верхней —
cowslip, то все промежуточные ключи будут совпадать по первым трем символам,
поэтому сравнивать с подстрокой q нужно только четвертый символ любого промежу-
точного ключа. На практике скорость поиска в суффиксных массивах обычно такая
же, как в суффиксных деревьях или даже выше.

BioJava (http://www.biojava.org), предоставляющий инфраструктуру Java для обра­
ботки биологических данных, содержит класс suffixтree. Реализацию алгоритма
Укконена на языке С (называемую Libstree) можно загрузить с веб-сайта http://
www.icir.org/christian/libstree/.

Вполне доступны и реализации суффиксных деревьев. Проект с открытым кодом

А на веб-сайте Pizza&Chi l i  Corputs (http://pizzachili.di.unipi.it) представлены восемь
разных реализаций на С/С++ для сжатых текстовых индексов. Эти структуры данных
позволяют значительно минимизировать расход памяти за счет чрезвычайно эффек­
тивного сжатия строки входа. При этом они обеспечивают отличное время исполнения
запросов.

Но для эффективного создания суффиксных массивов нужно соблюдать определенную
осторожность, т. к. сортируемые строки содержат О(п2) сим волов. Одним из реше­
ний - сначала создать суффиксное дерево, после чего выполнить симметричный об­
ход этого дерева, чтобы прочитать строки в отсортированном порядке ! Но последние
достижения в этой области позволяют создавать эффективные по времени и памяти
алгоритмы для построения суффиксных массивов напрямую.
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Программы на языке С коллекции strmat реализуют алгоритмы для точного сравнения 
шаблонов, включая реализацию суффиксных деревьев (см. [Gus97]). Эту коллекцию 
можно загрузить с веб-сайта http://www.cs.ucdavis.edu/-gusfield/strmat.html. 

ПРИМЕЧАНИЯ 

Нагруженные деревья (trie) были впервые предложены Е. Фредкином (Е. Fredkiп) в жур­
нале [Fre62). В книге [GBY9 1 )  представлен обзор основных структур данных нагружен­
ных деревьев, сопровождаемый многочисленными ссылками.  

Эффективные алгоритмы для построения суффиксных деревьев были созданы Вейнером 
( Weiner), МакКрейтом (McCreight) и Укконеном (Ukkonen) (см. [Wei73], [МсС76) и 
[Ukk92) соответственно). Хорошие описания этих алгоритмов даны в журнале [СRОЗ) и 
в книге [Gus97) . 

Суффиксные массивы были изобретены Манбером (МапЬеr) и Майерсом (Myers) (см. 
[ММ93) ), хотя аналогичная идея Гоннета (Gonnet) и Баеза-Йейтса (Baeza-Yates) была вы­
сказана в [GBY9 1 ) .  Алгоритмы построения суффиксных массивов с линейным временем 
исполнения были разработаны тремя независимыми командами в 2003 г. (см. [КSРРОЗ) ,  
[КАОЗ] и [KSB05]) и с тех пор эта область успешно развивается. Обзор последних разра­
боток представлен в [PST07) . 

Результатом последних работ является создание сжатых полнотекстовых индексов, кото­
рые позволяют реализовать практически все возможности суффиксных щ�ревьев и масси­
вов в структуре данных, размер которой пропорционален размеру с:ж:атой текстовой 
строки. Обзор этих важных структур данных см. в [MN07) . 

Возможности суффиксных деревьев можно расширить, используя структуру данных для 
вычисления наименьшего общего предшественника любой пары узлов (х, у) за постоянное 
время после предварительной обработки дерева за .линейное время .  Первоначально эта 
структура данных была предnожена Харелом (Harel)  и Тарьяном (Tarjaп) (см. [НТ84) ), по­
сле чего была упрощена сначала Шибером (Schieber) и Вишкиным (Vishkiп) (см. [SV88)), 
а потом Бендером (Beпder) и Фараком (Farach) (см. [BFOO) ). Ее описание можно найти, 
например" в [Gus97] . Наименьший общий предшественник двух узлов суффиксного дере­
ва или нагруженного дерева определяет узел, представляющий самый длинный общий 
префикс двух ассоциированных строк. Удивительно, что осуществление таких запросов 
происходит за постоянное время, и этот факт делает их пригодными в качестве компонен­
тов многих других алгоритмов. 

Родственные задачи. Поиск подстрок (см . раздел 18. 3), сжатие текста (см. раз­
дел 18. 5), поиск самой длинной общей подстроки (см .  раздел 18. 8). 

1 2.4. Графы 
Вход. Граф G. 

Задача. Представить граф G посредством гибкой и эффективной структуры данных 
(рис. 1 2 .5) .  

Обсуждение. Двумя основными структурами данных для представления графов явля­
ются матрицы смежности и списки смежности. Подробное описание этих структур 
данн ых вместе с реал изацией списков смежности на языке С дано в разделе 5. 2. Для 
бол ьшинства задач наиболее подходящей структурой данных являются списки смеж­
ности . 



Рис, 1 2.5. Варианты представления графа 

Выбирая .структуру данных, ответьте на несколько вопросов. 

+ Каким будет раз.мер графа? Сколько вершин и ребер будет иметь граф как в ти­
пичном, так и в наихудшем случае? Для графов с 1 ООО вершин требуются матрицы 
смежности из 1 ООО ООО элементов, что вряд ли  приемлемо. Поэтому матрицы 
смежности подходят только для представления небольших или очень плотн ых гра­
фов, 

+ Какой будет плотность графа? Если граф очень плотный,  т. е. ребра определены 
для большей части возможных пар вершин, то, пожалуй, у вас нет особой необхо­
димости использовать списки смежности . В любом случае объем требуемой памяти 
будет О(п2), т. к .  благодаря отсутствию указателей матрицы смежности для полных 
графов будут иметь меньший размер. 

+ Какой ш�горитм будет применяться? В некоторых алгоритмах лучше использовать 
матрицы смежности (например, в алгоритме поиска кратчайшего пути между всеми 
парами вершин), а в других - списки смежности (например, в большинстве алго­
ритмов .• основанных на обходе в глубину). Матрицы смежности имеют явное пре­
имущество в алгоритмах, в которых многократно выясняется наличие конкретного 
ребра в графе. В прочем, большинство алгоритмов на графах можно разработать так, 
что подобн ые запросы в них исключены.  

+ Будет ли граф модифицироваться при выполнении прwюженuя? Если после созда­
ния графа в него не будут вставляться и/или удаляться ребра, то можно использо­
вать эффективные реализации статических графов. В действительности, гораздо 
чаще, чем топология графа, модифицируются атрибуты его ребер или вершин -
размер, вес, метка или цвет. Атрибуты лучше всего обрабатывать с помощью до­
полнительных полей в записях ребер или вершин  в списках смежности. 
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Разработать универсальный программный тип графа весьма непросто. Поэтому я реко­
мендую проверить наличие уже существующей реализации (в особенности в библиоте­
ке LEDA), прежде чем создавать свою собственную. Обратите внимание, что преобра-
зование между матрицей смежности и списком смежности занимает линейное время по
отношению к размеру большей структуры данных. Маловероятно, что это преобразо­
вание окажется узким местом в каком-либо приложении,  поэтому не исключено ис­
пользование обеих структур данных, если имеется достаточно памяти. Обычно в этом
нет необходимости, но такое решение может оказаться самым простым, если не совсем
понятно, какую структуру выбрать.



Планарными называются такие графы, которые можно начертить на плоскости без пе­
ресечения ребер. Возникающие во многих приложениях графы являются планарными
по определению, например карты стран . Другие графы, например деревья, планарны
сами по себе. Планарные графы всегда разреженные, т. к. любой планарный граф с п
вершинами может иметь, самое большее, Зп-6 ребер. Поэтому для представления этих
графов следует использовать списки смежности . Если планарное представление графа
(или укладка) играет важную роль в решаемой задаче, то планарный граф лучше всего
представлять геометрическим способом. Информацию об алгоритмах создания укладок
графов см. в разделе 15. 12.  В разделе  17.15 рассматриваются алгоритмы построения
графов, неявно возникающих при размещении геометрических объектов, таких как
линии и многоугольники.

При работе с гиперграфами используются такие базовые структуры данных, как: 
+ матрицы инцидентности, которые аналогичны матрицам смежности . Для них тре­

буется объем памяти размером пхт, где т - количество гиперребер. Каждая стро­
ка такой матрицы соответствует вершине, а каждый столбец - ребру. Значение 
ячейки М[i, j] будет ненулевым только в том случае, если вершина i входит в реб­
роj. Каждый столбец матрицы инцидентности стандартных графов содержит две 
ненулевые ячейки. Количество ненулевых позиций в каждой строке зависит от сте­
пени каждой вершины; 

+ двудольные структуры инцидентности, которые аналогичны спискам смежности 
и, следовательно, более подходят для использования с разреженными гиперграфа­
ми . В структуре инцидентности имеется вершина, связанная с каждым ребром и 
верш11ной гиперграфа. Для представления такой структуры инцидентности обычно 
используются списки смежности. Естественным способом визуального представле­
ния гиперграфа является ассоциированный двудольный граф. 
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Гиперграфами называются обобщенные графы, в которых каждое ребро может свя-
зывать любое количество вершин. Допустим, что мы хотим представить в виде гра-
фа членство конгрессменов в разных комитетах. Такой граф будет гиперграфом,
каждая вершина которого представляет отдельного конгрессмена, а каждое гипер-
ребро, соединяющее несколько вершин, представляет один комитет. Такие произ-
вольные наборы подмножеств некоторого множества естественно рассматривать в
виде гиперграфов.

В случае чрезвычайно больших графов может понадобиться иерархическое представ­
ление, в котором группы вершин собираются в подграфы, каждый из которых сжима­
ется в одну вершину. Такие иерархические декомпозиции можно создавать двумя спо­

Эффективно представить очень большой граф до!юльно трудно. Тем не менее графы, 
содержащие миллионы ребер и вершин, использовались для решения интересных за­
дач . В первую очередь следует сделать структуру данных как можно более экономной, 
упаковав матрицу смежности в битовый вектор (см. раздел 12. 5) или удалив  ненужные 
указатели из представления списка смежности . Например, в статическом графе (не 
поддерживающем вставку или удаление ребер) каждый список ребер можно заменить 
упакованным массивом идентификаторов вершин, что позволит избавиться от указате­
лей и сэкономить половину памяти . 



собами .  В первом граф разбивается на компоненты естественным или специфическим 
для приложения способом .  Например, граф дорог и населенных пунктов имеет естест­
венную декqмпозицию - разделение карты на населенные пункты, районы и области . 
При втором подходе выполняется алгоритм разбиения графа, рассматриваемый  в раз­
деле 16. 6. Для NР-полной задачи естественная декомпозиция, скорее всего, даст более 
приемлемый результат, чем наивный эвристический алгоритм . Если же граф действи­
тельно очен ь большой, вы не сможете позволить себе его алгоритмическое разбиение. 
Поэтому, прежде чем предпринимать такие решительные действия, убедитесь, что 
стандартные структуры данных неприменимы к вашей задаче. 

Реализации. Самую лучшую на сегодня реализацию структур данных для представле­
ния графов на языке С++ содержит библиотека LEDA (см.  раздел 19. 1 . 1) .  Хотя она и 
является коммерческим продуктом, вам следует изучить представленные в ней методы 
для работы с графами, чтобы увидеть, как правильный уровень абстракции облегчает 
задачу реализации алгоритмов. 

Более доступной является библиотека Boost Graph Library (см . [SLL02]), которую мож­
но загрузить с веб-сайта http://www.boost.org/libs/graph/doc. Библиотека включает 
реализации списков смежности, матриц смежности и списков ребер, а также неплохую 
коллекцию базовых алгоритмов для решения задач на графах. Ее и нтерфейс и компо­
ненты являются обобщенными в том же смысле, что и у библиотеки STL на языке 
С++. 

Библиотека графов JUNG (http://jung.sourceforge.net) особенно популярна среди раз­
работчиков социал ьных сетей. Библиотека Data Structures Library in Java (JDSL) пре­
доставляет реализацию разнообразных структур данных с неплохой библиотекой алго­
ритмов, которую можно загрузить с веб-сайта http://www.jdsl.org/ для некоммерческо­
го применения.  Более подробное описание библиотеки JDSL см.  в книгах [GTVOS] и 
[GT05] .  Библиотека JGraphT (http://jgrapht.sourceforge.net) является более поздней 
разработкой с аналогичной функциональностью. 

Программа Stanford GraphBase (см. раздел 19. 1 . 8) предоставляет простую, но гибкую 
структуру данных для реализации графов, разработанную с использованием методоло­
гии CWEB. Поучительно рассмотреть, что Кнут реализовал (и чего не реализовал) 
в этой базовой структуре данных, хотя в качестве основы для разработок я бы реко­
мендовал другие реализации .  

Среди всех реал изаций типов графов на языке С я (субъективно) предпочитаю библио­
теку из моей книги "Programming Chal lenges" (см. [SROЗ]) .  Подробности см. в разде­
ле 19. 1 . 10. Простые структуры данных для представления графов на языке программи­
рования пакета Mathematica, а также библиотека алгоритмов и процедур вывода име­
ются в библиотеке Comblnatorica (см . [РSОЗ]). Подробности см. в разделе 19. 1 .  9. 

ПРИМЕЧАНИЯ 

Преимущества списков смежности для работы с графами становятся очевидными при ис­
пользовании алгоритмов Хопкрофта (Hopcroft) и Тарьяна (Tarj aп) с линейным временем 
исполнения (см. [НТ73Ь], [Tar72] ). Базовые структуры данных списков и матриц смежно­
сти рассматриваются практически во всех книгах по алгоритмам или структурам данных, 
включая книги [CLRSO I ] , [AHU83]  и [Tar83] .  Гиперграфы обсуждаются в книге [Ber89] . 
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Эффективность применения статических графов была показана Неером (Naher) и Злотов­
ским (Zlotowski ) в [NZ02] , которым удалось повысить скорость исполнения некоторых
алгоритмов из библиотеки LEDA в четыре раза, просто используя более компактную
структуру для представления графов.

И нтересным вопросом является минимизация количества битов, необходимых для пред­
ставления произвольных графов, состоящих из п вершин, особенно если требуется эффек­
тивное исполнение определенных операций. Эта тема обсуждается в книге [vL90b] .

Иерархически определяемые графы часто возникают в задачах разработки микросхем со
сверхвысоким уровнем интеграции, т. к. их разработчики активно используют библиотеки
схемных элементов (см. [Len90] ). Алгоритмы, специфичные для иерархически определяе­
мых графов, включают в себя проверку на планарность (см. [Len89] ), проверку на связ­
ность (см. [LW88]) и построение минимальных остовны.х деревьев (см. [Len87a] ).

Родственные задачи. Структуры данных множеств (см.  раздел 12. 5), разделение графа
(см . раздел 16. 6) .

1 2.5. Множества
Вход. Универсальное множество элементов И = {и 1 ,  • • • , ип} ,  по которому определена
коллекция подмножеств S = {S1 , . . . , S111 } .

Задача. Представить каждое подмножество таким образом, чтобы можно было эффек­
тивно проверять вхождение элемента и; в подмножество s1, вычислять объединение

· или пересечение подмножеств S; и S1, вставлять или удалять член ы коллекции S
(рис. 1 2 .6).

Рис. 1 2.6. Множества Х. У. Z 

X Y

Z

Z(X       Y)

Z

YX

ВЫХОДВХОД

Динамические алгоритмы решения задач на графах поддерживают быстрый доступ к ин­
вариантам (таким как минимальное остовное дерево) при вставке или удалении ребер.
Общим подходом к созданию динамических алгоритмов является разрежение (sparsifi­
cation) (см. [EG IN92]). Результаты экспериментальных исследований практически всех
динамических алгоритмов решения задач на графах изложены в публикациях [АС192]
и [Zar02] .
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Обсуждение. В математике множеством называется неупорядоченная коллекция объ­
ектов из фиксированного универсального м ножества. Но при практической реализации 
удобно представлять множества в едином канонически упорядоченном виде, обычно 
отсортированном, чтобы ускорить или упростить разные операции .  Упорядоченное 
множество превращает задачу поиска объединения или пересечения двух подмножеств 
в операцию с линейным временем исполнения - м ы  просто перебираем элементы сле­
ва направо и выясняем, какие отсутствуют. Кроме этого, в упорядоченном множестве 
поиск элемента занимает сублинейное время. Однако распечатка элементов канониче­
ски упорядоченного множества парадоксальным образом свидетельствует о том, что 
порядок в действительности не имеет значения.  

Множества отличаются от словарей или строк. Коллекцию объектов, составленную не 
из универсал ьного множества постоянного размера, лучше всего рассматривать как 
словарь (см .  раздел 12. 1) .  Строки являются структурами,  в которых порядок элементов 
имеет значение, т .  е., строка {А, В, С} не равна строке {В, С, А } .  Структуры данных и 
алгоритмы для работы со строками рассматриваются в разделе 12. 3  и главе 18. 

В мультимножествах допустимо вхождение одного и того же элемента бол ьше одно­
го раза. Структуры данных для множеств обычно можно расширить для мультимно­
жеств, поддерживая поле счетчи ка или связный список одинаковых вхождений  каждо­
го элемента мультимножества. 

Если каждое подмножество содержит ровно два элемента, то эти подмножества можно 
рассматривать как ребра графа, вершины которого представляют универсал ьное мно­
жество. Система подмножеств без ограничений  на количество ее элементов называется 
гиперграфом. Вы должны задать себе вопрос, существует ли для вашей задач и анало­
гия из теории графов, такая как поиск связных компонент или кратчайшего пути 
в графе. 

Перечислим основные структуры данных для представления произвол ьн ых подмно­
жеств: 

+ битовые векторы. Посредством битового вектора или массива из п битов можно 
представить любое подмножество S из универсал ьного множества И, содержащее п 
элементов. Если i Е S, то значение i-го бита будет 1 ,  а в противном случае - О. Так 
как для представления каждого элемента требуется только один  бит, то битовые 
векторы позволяют экономить память даже при очен ь бол ьших значения� J UJ .  Для 
вставки или удаления элемента значение соответствующего бита просто меняется 
на противоположное. Пересечения и объединения выч исляются выполнением логи­
ческих операций И и ИЛИ.  Единственным недостатком битового вектора является 
его неудовлетворительная производительность на разреженн ых подмножествах. 
Напри мер, чтобы явно идентифицировать все члены разреженного (даже пустого) 
подмножества S, требуется время О(п); 

+ контейнеры Wlи словари. Подмножество можно представить посредством связного 
списка, массива или словаря, содержащего элементы подмножества. Для такой 
структуры данных не требуется идея постоянного уни версального множества. Для 
разреженных подмножеств словари могут обеспечить бол ьшую экономию памяти и 
времени, чем битовые векторы; к тому же, с ними легче работать. Для эффективно­
сти выполнения операций объединения и пересечения следует поддержи вать эле-



фw�ыпры Блума. При отсутствии фиксированного универсального множества бито­
вый вектор можно эмулировать, хэшируя каждый элемент подмножества в целое 
число в диапазоне от О до п и устанавли вая соответствующий бит. Таким образом, 
если е Е S, то биту Н(е) будет присвоено значение 1 .  Однако при использовании 
этой схемы могут возни кнуть коллизии, поскольку разные ключи могут быть хэши­
рованы в одно и то же целое число. 

Многие приложения работают с попарно непересекающимися коллекциями подмно­
жеств, в которых каждый отдельный элемент является членом ровно одного подмно­
жества. В качестве примера рассмотрим задачу представления компонент связности 
графа или принадлежности политика к парl'ии .  Здесь каждая вершина (полити к) явля­
ется членом ровно одной компоненты (партии). Такая система подмножеств называет­
ся разбиением множества. Алгоритмы генерирования разбиений множества рассмат­
риваются в разделе 14. 6. 

Важным моментом при работе с такими структурами данных является сопровождение 
изменений  на протяжении  времени,  когда в компоненту добавляются или удаляются 
ребра (в партию вступают новые члены или старые выходят из нее). Типичные вопро­
сы, возникающие при модифицировании множества путем изменения одного элемента, 
слияния или объединения двух элементов или же разбиения множества на части, сво­
дятся к двум:  " В  каком множестве находится определенный элемент?" и "Находятся ли 
оба элемента в одном и том же множестве?" .  

Нам понадобятся следующие структуры данных: 

+ коллекция контейнеров. Представление  каждого подмножества в его собственном 
контейнере/словаре обеспечивает быстрый доступ ко всем элементам подмножест­
ва, что облегчает выполнение операций объединения и пересечения. Но операция 
проверки членства является дорогой, т. к. требует отдельного поиска в каждой 
структуре данных до тех пор, пока не будет найден искомый элемент; 

+ обобщенный битовый вектор. Пусть i-й элемент массива содержит номер/имя со­
держащего его подмножества. Запросы, идентифицирующие множество, и модифи-
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менты каждого подмножества в отсортированном порядке, что позволяет иденти­
фицировать все дубликаты проходом по обоим подмножествам за линейное время;

+ 

Эта структура, основанная на хэшировании ,  намного экономичнее словарей в смыс­
ле расхода памяти. Она годится для приложений, работающих на статических под­
множествах и допускающих небольшую вероятность ошибки. Таких приложений не
так уж мало. Напри мер, при проверке правописания не произойдет большой траге­
дии,  если программа иногда пропустит ошибочно написанное слово.

Чтобы снизить уровень ошибок, в фильтрах Блума используется нескол ько (скажем, 
k) разных хэш-функций Н1 , " . , Hk, и после вставки ключа е всем k битам Н;(е) при­
сваивается значение 1 .  Теперь элемент е является членом S только в том случае, ко­
гда значен ия всех битов k равны 1 .  Таки м образом, увеличивая количество хэш­
фун кций и размер таблицы, можно снизить вероятность ошибки. Используя пра­
вильно подобранные константы, можно представить каждый элемент подмножества 
посредством фиксированного количества битов, независимого от размера универ­
сального множества. 



кацИи отдельных элементов можно выполнять за постоянное время. Но для объеди­
нения двух подмножеств может потребоваться время, пропорциональное размеру
универсального множества, т. к. необходимо идентифицировать каждый элемент
в этих двух подмножествах и изменить его имя (по крайней мере, в одном подмно­
жестве);

структура данных "объединение-поиск". Подмножество представляется посредст­
вом корневого дерева, в котором каждый узел указывает вместо своего потомка на 
своего предшественника. Именем каждого подмножества служит имя корневого 
элемента. Членство определяется с легкостью - мы просто перемещаемся от одно­
го указателя на родительский элемент на другой, пока не дойдем до корня.  Опера­
ция объединения двух подмножеств также не представляет сложностей.  М ы  просто 
присваиваем корню одного из деревьев указатель на другое, после чего все элемен­
ты получают общий корень и ,  следовательно, одно и то же имя подмножества. 

В данном случае детали реализации оказывают большое влияние на аси мптотиче­
скую оценку производительности. Если при выполнении операции слияния всегда 
выбирать большее (более высокое) дерево в качестве корневого, то в результате га­
рантированно получатся деревья логарифмической высоты (см .  раздел 6. 1 . 3). По­
вторное прохожден ие пути, проложенного при каждом поиске элемента, и снабже­
ние всех узлов в этом пути явными указателями на корень делает высоту дерева 
почти постоянной . Структура данных "объединение-поиск" является простой и бы­
стро работающей структурой, с которой должен быть знаком каждый программист. 
Она не поддерживает разбиение подмножеств, созданных путем объединения, но 
это обычно не создает проблем. 

Реализации. Современные языки программирования содержат библиотеки полных и 
эффективных реализаций множеств. Библиотека стандартных шаблонов STL языка 
С++ содержит контейнеры множеств (set) и мультимножеств (multiset) . Стандартный 
пакет утилит java.util включает в себя библиотеку Java Collections (JC), которая содер­
жит контейнеры HashSet и Treeset. 

Библиотека LEDA (см.  раздел 19. 1 . 1 ) содержит эффективные структуры данных слова­
рей, разреженные массивы и структуры данных "объединение-поиск" для работы с раз­
биениями множеств, все на языке С++. 

Реализация структуры данных "объединение-поиск" лежит в основе любой реализан.ии 
алгоритма Крускала для построения минимального остовного дерева. Поэтому предпо­
лагается, что все библиотеки графов, упоминаемые в разделе 12. 4, содержат эту реали­
зацию. Реализации минимальных остовных деревьев рассматриваются в разделе 15.3 .  

Система компьютерной алгебры REDUCE (http://www.reduce-algebra.com) содержит 
пакет SETS, который поддерживает теоретико-множественные операции как над яв-

+ 

множества. Запросы для идентификации множества и модифицирования одного
элемента можно выполнять за время, требуемое для выполнения поиска в словаре.
Однако операции объединения и пересечения по-прежнему выполняются медленно.
Необходимость эффективно исполнять операции объединения заставляет нас ис­
пользовать структуру данных "объединение-поиск" ;

словарь с атрибутом подмножества. Подобным образом каждый элемент в двоич­
ном дереве можно связать с полем, в котором хранится имя содержащего его под­

+ 
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Оптимальные алгоритмы для таких операций над множествами, как пересечение и объ­
единение, были представлены в публикации [Rei72] . В книге [Ram05] прекрасно описаны 
структуры данных для выполнения операций над множествами.  Квалифицированно вы· 
полненный обзор фильтров Блума представлен в журнале [ВМО5], а результаты последних 
экспериментов в этой области изложены в докладе [PSS07] . 

Обзор структур данных для объединения непересекающихся множеств представлен в ра­
боте [GI9 1 ] . Верхний предел производительности, равный О(та(т, п)), для т операций
поиска и объединения в п-элементном множестве был вычислен Тарьяном (Tarjan)
(см. (Tar75]). Им же был найден и соответствующий нижний предел в ограниченной мо­
дели вычислений (см. [Tar79] ). Так как обратная функция Аккермана а(т, п) возрастает
крайне медленно, то производительность приближается к линейной. Интересная связь
между наихудшим случаем исполнения операций поиска и объединения и длиной после­
довательности Дэвенпорта-Шинцеля (Davenport-Schi nzel) - комбинаторной структуры,
рассматриваемой в вычислительной геометрии - представлена в книге (SA95] .

Родственные задачи. Генерирование подмножеств (см . раздел 14.5), генерирование 
разбиений (см . раздел 14. 6), вершинное покрытие (см .  раздел 18. 1 ), минимальное 
остовное дерево (см.  раздел 15. 3). 

1 2.6.  Кd-деревья 

Вход. Множество S, состоящее из п точек или более сложных геометрических объектов 
в k-мерном пространстве. 

Задача. Создать дерево, которое делит пространство полуплоскостями таким образом, 
что каждый объект содержится в своей собственной k-мерной прямоугольной области 
(рис. 1 2 . 7). 

Обсуждение. Кd-деревья и связан н ые с ними пространственные структуры данных 
иерархически разбивают пространство на небольшое количество ячеек, каждая из ко­
торых содержит несколько представителей входного множества точек. Это обеспечи­
вает быстрый доступ к л юбому объекту по его позиции .  Мы просто проходим вниз по 
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Степенным множеством (power set) множества S называется коллекция всех 2
|S| подмно­

жеств множества S. Явная манипуляция степенными множествами быстро становится
трудной вследствие их большого размера. Для нетривиальных вычислений степенные
множества требуется представлять неявно в символической форме. Информацию об алго­
ритмах работы с символическими представлениями степенных множеств и результатов
вычислительных экспериментов с ними можно найти в (BCGR92].

ными, так и над неявными (символическими)  множествами .  Другие системы компью­
терной алгебры могут иметь аналогичную функциональность. 

Некоторые структуры данных сбалансированных деревьев поддерживают операции 
merge, meld, link и cut, что позволяет быстро выполнять операции объединен·ия над непе­
ресекающимися подмножествами. Хорошее описание таких структур можно найти в кни­
ге [Tar83] .  Джекобсон (Jacobsoп) улучшил структуру данных битового вектора для эффек­
тивной поддержки операции выбора (поиска i-го установленного бита) как по времени, 
так и по памяти. 
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Рис. 1 2.7. Создание kd-дерева 

Обычно алгоритмы создают kd-деревья путем разбиения множества точек. Каждый 
узел дерева определяется плоскостью, проходящей через одно из измерений .  В идеале, 
эта плоскость разбивает множество точек на равные правое и левое (или верхнее и 
нижнее) подмножества. Эти подмножества опять разбиваются на равные половин ы 
плоскостями, проходящими через другое измерение. Процесс прекращается после \gп 
разбиений,  при этом каждая точка оказывается в своей собственной листовой ячейке. 

Секущие плоскости вдоль любого пути от корня к другому узлу определяют уникаль­
ную прямоугольную область пространства. Каждая следующая плоскость разделяет эту 
область на две мен ьших. Каждая прямоугольная область определяется 2k плоскостями,  
где k- j\оличество измерений .  По мере продвижения вниз по дереву м ы  продолжаем 
ограничивать интересующую нас область этим и  полупространствами .  

Тип  kd-дерева определяется выбором секущей плоскости. Возможны следующие вари­
анты : 

+ циклический проход по измерениям. Сначала разбивается измерение d1 , потом d2, • • •  , 

d�, после чего мы возвращаемся к d1 ; 

+ сечение вдоль самого большого измерения. Выбираем такое измерение, чтобы форма 
получившихся в результате его сечения областей была как можно ближе к квадрат­
ной. Разбиение точек пополам не обязательно означает, что секущая плоскость про­
ходит точно посередине прямоугольной области, т. к .  все точки могут лежать у од­
ного края подлежащей сечению области; 

+ квадрадеревья и октадеревья. Вместо сечения одной плоскостью используются 
плоскости, параллельные всем координатным осям, которые проходят через данную 
точку сечения. Это означает, что в двух измерениях создаются четыре дочерние 
ячейки (квадрадерево ), а в трех измерениях - восемь ( октадерево ) .  Использование 
квадрадеревьев особенно популярно при работе с видеоданн ыми, когда листья де­
рева таковы, что все пикселы в этих обл.астях имеют одинаковый цвет; 

иерархической структуре, пока не дойдем до наименьшей ячейки, содержащей требуе­
мый элемент, после чего перебираем все элементы ячейки, чтобы найти нужн ый . 

ВЫХОДВХОД



+ ВSР-деревья. При двоичном разбиении  пространства используются секущие плос­
кости общего вида (т. е. не обязательно параллельные координатным осям), чтобы 
разделить пространство на ячейки таким  образом,  чтобы каждая ячейка содержала 
только один объект (скажем, м ногоугольник). Для некоторых наборов объектов та­
кое разделение невозможно осуществить посредством только секущих плоскостей, 
параллельных координатным осям.  Недостатком этого подхода является то обстоя­
тельство, что получившиеся многогранные ячейки труднее поддаются обработке, 
чем ячейки прямоугольной формы; 

+ R-деревья. Это другая пространственная структура данн ых, подходящая для геомет­
рических объектов, которые нельзя разделить по прямоугольн ым областям, ориен­
тированным вдоль координатных осей, не разрезая их на части . На каждом уровне 
сечения объекты разбиваются на меньшее количество прямоугольных областей 
(возможно, накладывающихся друг на друга), чтобы создать удобные для поиска 
иерархические структуры, не разрезая объекты на части . 

+ Поиск ближайшей точки. Чтобы в множестве S найти точку, ближайшую к точке 
запроса q, выполняется процедура определения местоположения ячейки с, содер­
жащей точ ку q. Так как на грани це ячейки с находится какая-либо точка р, то можно 
вычислить расстояние d(p, q) от точки р до точки q. Точка р, скорее всего, располо­
жена вблизи точки q, но она может быть не единственной точкой, близкой к ней. 
Почему? Допусти м, что точка q находится на границе ячейки. Тогда точка, бли­
жайшая к точ ке q, может быть расположена сразу же слева от этой границы в дру­
гой ячейке. Значит, нам нужно обойти все ячейки, которые находятся от ячейки с на 
расстоянии  не превышающем d(p, q), и проверить, что ни одна из них не содержит 
более близких точек. В дереве из крупных ячеек правильной формы проверить 
нужно будет очень небольшое количество ячеек. Поиск ближайшей точки подробно 
обсуждается в разделе 1 7. 5. 

+ Поиск в диапазоне. Как определить,, какие точки находятся в целевой области? На­
чиная с корня дерева, проверяем целевую область на пересечение с ячейкой (или на 
вхождение в нее этой ячейки), определяющей текущий узел . При положительном 
результате проверки выполняем такую же проверку на потомках; в противном слу­
чае никакая из листовых ячеек ниже данного узла уже не будет нас интересовать. 
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Определение местоположения точки. Для выявления ячейки, в которой находится
целевая точка q, выполняется обход дерева, начиная с корня, в процессе которого
оба полупространства с каждой  стороны секущей плоскости проверяются на нали­
чие в них данной точки.  Повторяя этот процесс на соответствующем дочернем узле,
мы спускаемся вниз по дереву, пока не найдем листовую ячейку с искомым элемен­
том q. Такой поиск занимает время, пропорционал ьное высоте дерева. Дополни­
тельную информацию по вопросу определения местоположения точки см. в разде­
ле 1 7. 7.

+ 

В идеале, сечения разделяют поровну как пространство (давая в результате большие
области правильной формы), так и набор точек (обеспечивая дерево логарифмической
высоты); но для определенного экземпляра входа выполнить сечение таким образом
может оказаться невозможным .  Преимущества ячеек большого размера становятся
очевидными во многих применениях kd-деревьев, обсуждаемых далее.



Таким образом быстро отсекаются не имеющие отношения к делу области про­
странства. Поиск точки в указанном диапазоне подробно обсуждается в раз­
деле 1 7. 6. 

+ Поиск по частичному ю1ючу. Допустим, что нам нужно найти точ ку р в множестве 
S, но мы не располагаем подробной информацией об этой точке. Предположим, мы 
ищем в 3-мерном дереве, и меющем измерения для возраста, роста и веса, узел, 
представляющий человека в возрасте 35 лет ростом 1 75 сантиметров и с неизвест­
ным весом . Начиная путь от корня, мы можем найти подходящий потомок по всем 
измерениям, кроме веса. Чтобы иметь уверенность, что найдена нужная точка, мы  
должны искать оба потомка этих узлов. Чем  больше полей (измерений) известно, 
тем лучше, но такой поиск точки по частичной информации о ней может пройти 
значительно быстрее, чем сравнение всех точек с искомым ключом. 

Кd-деревья лучше всего годятся для приложений с умеренным количеством измерений ,  
в диапазоне от  2 до 20 .  С увеличением количества измерений они теряют эффектив­
ность, в основном из-за того, что объем единичного шара в k-мерном пространстве 
уменьшается экспоненциал ьно, в отличие от объема единичного куба. Следовательно, 
в приложениях, связанных, напри мер, с поиском ближайшей точки, экспоненциально 
возрастает количество ячеек, проверяемых в пределах данного радиуса с центром 
в точке запроса. Кроме этого, для любой ячейки количество смежных ячеек увеличива­
ется до 2k и, в конце концов, становится неуправляемым.  

Главный вывод из сказанного состоит в том,  что следует избегать работы в многомер­
ных пространствах, возможно, отказываясь от. рассмотрения наименее важных измере­
ний .  

Реализации. Программа KDTREE 2 содержит реал изации kd-деревьев на языках С++ и 
FORTRAN 95 для эффекти вного поиска ближайшего соседа во многих измерениях. 
Подробности см. по адресу http://arxiv.org/abs/physics/0408067. 

Апплеты Java коллекции Spatial Index Demos (http://donar.umiacs.umd.edu/quadtree) 
демонстрируют многие варианты kd-деревьев. Алгоритмы, реализуемые в апплетах, 
рассматриваются в книге [Sam06] . 

Библиотека с открытым кодом на языке С++, носящая имя TerraLib (http:// 
www.terralib.org), предназначена для разработки приложений G IS  (Geographic Infor­
mation System, географическая информационная система). Эта библиотека включает 
в себя реализацию пространственных структур данных. 

Соревнование DIMACS в 1 999 г. фокусировалось на структурах данных для поиска 
ближайшего соседа (см .  [GJM02]). Наборы данных и коды можно заtрузить с веб-сайта 
http://dimacs.rutgers.edu/Challenges. 

ПРНМЕЧАННЯ 

Самым лучшим справочником по kd-деревьям и другим пространственным структурам 
данных является книга [Sаш06] . В ней подробно рассмотрены все основные (и многие 
второстепенные) варианты этих структур. Книга [Sаш05] - краткий  обзор этих структур. 
Принято считать, что kd-деревья разр;tботал Дж. Бентли (J. Bentley) (см. [Ben75] ), но ис­
тория их появления туманна, как и у большинства популярных структур данных. 

Большое количество измерений ведет к падению производительности пространственных 
структур данных. Недавно был Представлен простой, но мощный метод понижения раз-
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Родственные задачи. Поиск ближайшего соседа (см . раздел 1 7. 5), определение место­
положения точки (см.  раздел 1 7. 7), поиск в диапазоне (см. раздел 1 7. 6).

мерности, заключающийся в отображении многомерных пространств на произвольную 
гиперплоскость меньшей размерности. Как теоретические, так и экспериментальные ре­
зультаты (см.  [ IM04] и [BMOI] соответственно) указывают на то, что этот метод сохраняет 
расстояния довольно хорошо. 

Новейшей разработкой в области поиска ближайшего соседа в пространственных струк­
турах высокой размерности являются алгоритмы для быстрого поиска точки, которая на­
ходится доказуемо близко к точке запроса. На основе набора данных создается разрежен­
ный взвешенный граф, после чего поиск ближайшего соседа осуществляется с примене­
нием "жадного"  обхода от произвольной точки по направлению к точке запроса. 
Ближайшим соседом считается точка, найденная в результате нескольких таких операций 
поиска, начатых от произвольной точки. Подобные структуры данных являются перспек­
тивными для решения других задач в пространствах с большим количеством измерений. 
Подробности см. в [АМ93, А МN+98] . 
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Если вам, в основном, приходится и меть дело с численными задачами, значит, вы ч и­
таете не ту книгу. В таком случае вам лучше подойдет книга [PFTV07], в которой дает­
ся отличный обзор фундаментальных задач в области численных методов, включая 
линейную алгебру, численное интегрирование, статистику и дифференциал ьные урав­
нения. Соответствующие версии этой книги содержат исходный код для всех рассмат­
риваемых в ней алгоритмов на языке С++, FORTRAN и даже Pascal . Комбинаторно­
численные задачи, рассматриваемые в этом разделе, обсуждаются в ней не очень под­
робно, но, тем не менее, следует знать о существовании  данной книги .  Дополнитель­
ную информацию см.  на веб-сайте http://www.nr.com. 

Между численными и комбинаторными алгоритмами существуют, по крайней мере, 
два различия :  

+ по 11алu•1ию библиотек кода. Начиная с 1 960-х годов, для ч исленных алгоритмов 
создано большое количество высококачественных библиотек процедур, каких еще 
нет для комбинаторных алгоритмов. Причин этого несколько, включая :  

• раннее становление языка FORTRAN в качестве стандарта для числен ных рас­
четов; 

• независимость численных расчетов от приложений,  в которых они применяются; 

• существован ие крупных научных сообществ, нуждающихся в библиотеках об-
щего назначения для решения численных задач . 

Скорее всего, у вас нет никаких причин для самостоятельной реализации алгорит­
мов для решения любой задачи, описан ной в этом разделе. Я рекомендую начинать 
поиски готового кода с библиотеки NetLib (см .  раздел 19. 1 . 5). 

Представления многих ученых и инженеров об алгоритмах основаны на методах про­
граммирования и числен ных методах языка FORTRAN. А программисты изучают в 
студенческие годы работу с указателями и применение рекурсии,  поэтому они чувст-

+ 

Существует простой и надежный способ проверки погрешностей округления в чис­
ленных программах. Для этого программа исполняется на данных как с одинарной,
так и с двойной точностью, после чего результаты сравниваются;

по вопросам точ11остu. Численные алгоритмы обычно выполняют повторяющиеся
вычисления с плавающей точкой, и с каждой операцией накапливается ошибка, по­
ка результаты в конце концов не теряют всякий смысл .  Моим любимым при мером
такого накопления ошибки вычислений  является случай с индексом Ванкуверской
фондовой биржи, в котором за 22 месяца накоп илась достаточно большая ошибка
округленИя, чтобы индекс уменьшился до значения 574,08 1 ,  в то время как пра­
вильное значение должно быть 1 098,982.

Численные задачи
ГЛАВА 13



Рис. 13. 1 . Решение системы линейных уравнений 
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ВЫХОДВХОД

вуют себя свободно с более сложными структурами данных, используемыми в комби­
наторных алгоритмах. Оба эти сообщества могут и должны учиться друг у друга, по­
скольку для моделирования таких задач, как распознавание образов, можно применять 
как численный, так и комби наторный подход. 
Существует множество книг, посвященных численным алгоритмам . В частности, в до­
полнение к уже упомянутой выше книге я рекомендую для ознакомления и такие: 

[ВТ92] - всестороннее, не привязанное ни к какому конкретному языку програм­
мирования, обсуждение всех стандартных тем, включая параллельные алгоритмы. 
Это наиболее полное изо всех упомянутых здесь руководств. 

1 3 . 1 . Решение системы ли нейных уравнен и й  
Вход. Матрица А размером т х п и вектор Ь размером т х 1 ,  совместно представляю­
щие т линейных уравнений с п  переменными (рис. 1 3 . 1  ) . 

[СКО7] - традиционный учебник по численному анализу, написанный с использо­
ванием языка FORTRAN и включающий в себя обсуждение методов оптимизации и
метода Монте-Карло в дополнение к таким традиционным темам, как извлечение
корня, численное интегрирование, системы линейных уравнений ,  сплайны и диф­
Ференциальные уравнения;

+ 

+ 

+ 
+ 

+ 

+ 

[CCOS] - современный лидер продаж среди руководств по численному анализу; 
[Mak02] - это хорошо написанное учебное пособие, в котором язык Java вводится 
в мир численных расчетов. В книгу включен исходный код примеров; 
[Ham87] - это старое, но не устаревшее, пособие содержит четкое и понятное рас­
смотрение фундаментальных методов численных расчетов; 
[SKOO] - интересное обсуждение базовых численных методов, в котором нет 
слишком подробного описания алгоритмов благодаря использованию системы вы­
числительной алгебры Mathematica. На мой взгляд, это очень хорошая книга; 
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Задача. Найти такой вектор х, для которого А·х = Ь.

{2х + 3у = 5  
2х + 3у = 6  

{2х + 3у = 5 
4х + 6у = 1 0  

Влияют ли на рещение ощибки округления? Реализация метода Гаусса была бы со-
всем простым делом, если бы не ошибки округления. Они накапливаются с каждой 
операцией и вскоре могут полностью исказить решение, особенно для почти выро­
жденных матриц. 

Обсуждение. Потребность в решении систем линейных уравнений возникает в при бли-
зительно 75% всех научных вычислительных задач (см. [DB74]). Например, применение
закона Кирхгофа для анализа электрических схем порождает систему уравнений, реше-
ние которой определяет прохождение тока через каждую ветвь схемы. При анализе сил,
действующих на натянутый трос, возникает аналогичная система уравнений. Даже зада-
ча поиска точки пересечения двух или больше линий сводится к решению небольшой
системы линейных уравнений.

Нo не все системы уравнений имеют решения, например:

А некоторые системы уравнений, наоборот, имеют несколько решений, например:

Задача решения систем линейных уравнений настол ько важна в научных и экономиче­
ских приложениях, что для ее решения существует достаточное количество превосход­
ных программных реализаций .  Нет н икакого смысла создавать собственную реализа­
цию, хотя базовый алгоритм (метод Гаусса) и изучается в старших классах средней
школы. Особенно это справедливо в отношении систем с большим количеством неиз­
вестных.

Такие системы уравнений называются вырожденными, и их можно распознать, прове-
рив определитель матрицы коэффициентов на равенство нулю.

Метод Гаусса основан на том обстоятельстве, что при умножении  уравнения на кон-
станту его решение не меняется (если х = у, то 2х = 2у) и при сложении уравнений сис­
темы ее решение не меняется (т. е. решение системы уравнений х = у  и w = z такое же,
как и решение системы х = у и х + w = у  + z). При решении методом Гаусса уравнения
умножаются на константу и складываются так, чтобы можно было последовательно
исключать переменные из уравнений и привести систему к ступенчатому виду.

няют только частич ную обработку матрицы коэффициентов, а затем производят обрат-
ную замену, используют на 50% меньше операций с плавающей точкой, чем простые
алгоритмы.
Прежде чем приступать к решению системы линейных уравнений, вам нужно ответить
на следующие вопросы:

константы играют важную роль. Алгоритмы, которые для получения решения выпол­

Временная сложность метода Гаусса для системы из п х п уравнений равна О(п\ т. к.
для того, чтобы исключить i-ю переменную, мы добавляем умноженную на константу
копию п-го члена i-й строки к каждому из оставшихся п - 1 уравнений .  В этой задаче

+ 



Будет ли использоваться одна и та же матрица коэффициентов для решения не­
скольких систем? В таких приложениях, как аппроксимация кривой методом 
наименьших квадратов, уравнение А·х = Ь требуется решать несколько раз с разны­
ми векторами Ь. Чтобы облегчить этот процесс, матрицу А можно подвергнуть 
предварительной обработке. L И-разложение - это представление матрицы А с по­
мощью нижней (L) и верхней (И) треугольных матриц, для которых L·U = А .  
LU-разложение можно использовать для решения уравнения А·х = Ь ,  т. к .  
А·х = (L · И) · х = L·(U·x) = Ь. 

Это эффективное решение, т. к. обратная подстановка позволяет решить треуголь­
ную систему уравнений за квадратичное вре�я. После выполнения LU-разложения 
за время О(п3) решение уравнения L·y = Ь, а потом уравнения И·х =у дает нам ре­
шение для х за два шага с временем исполнения каждого О(п

2
), вместо одного шага 

с временем испол нения О(п\ 
.Задача решения системы линейных уравнений  эквивалентна задаче обращения матри­
цы, т. к. Ах = В +-+ А"1Ах = А-1 В, где / - единичная матри ца (1 = А"1А). Но этого подхо-
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+ 

+ 

+ 

Чтобы устранить влияние ошибок округления, следует подставлять решение в каж­
дое из первоначальных уравнений  и проверять, насколько оно близко к искомому
значению. Повысить точность решений систем линейных уравнений можно с по­
мощью итерационных методов решения.  Хорошие пакеты для решения систем ли­
нейных уравнений должны содержать такие  процедуры .

Ключом к минимизаци и  ошибок округления в решениях методом Гаусса является
выбор правильных опорных уравнений и переменных и умножение уравнений на
константы для исключения больших множителей. Это особое искусство, и вам сле­
дует использовать тщательно разработанные библиотечные процедуры, описанные
ниже.

Какую библиотечную процедуру нужно использовать? Умение выбрать правиль­
ный код также является своего рода искусством.  Если вы следуете советам из этой
книги, то начните с неспециализированных пакетов для решения систем линейных
уравнений .  Очень вероятно, что их будет достаточно для ваших задач . Однако вам
следует поискать в руководстве пользователя эффективные процедуры для решения
особых типов систем линейных уравнений.  Если окажется, что ваша матрица при­
надлежит к одному из специальных типов, поддерживаемых пакетом, то время ее
решения может быть уменьшено с кубического до квадратичного или даже линей­
ногно.

Является ли решаемая система разреженной? Если в матрице А окажется неболь­
шое количество ненулевых элементов, то матрица является разреженной (sparse), и
нам повезло. Если эти несколько ненулевых элементов сосредоточены возле диаго­
нали, то матрица является ленточной (banded), и нам повезло еще больше. Алго­
ритмы для уменьшения ширины ленты матрицы рассматриваются в разделе 13.2.
Для решения можно воспользоваться многими другими стандартными образцами
разреженн ых матри ц, подробности о которых можно узнать в руководстве пользо­
вателя выбранного вами программного пакета или в книге, целиком посвященной
численному анализу.



Вход. Граф G = (V, E), представляющий матрицу M размером n × n.

да следует избегать, т. к. он в три раза медленнее, чем метод Гаусса. LU-разложение
оказывается полезным как для обращения матриц, так и для вычисления определи-
телей (см. раздел 13.4).

Версии библиотеки LAPACK имеются и для других языков, в частности для C —
CLAPACK и для C++ — LAPACK++. Для этих процедур имеется интерфейс на язы-
ке С++, Template Numerical Toolkits, который можно загрузить с веб-сайта http://
math.nist.gov/tnt.

Реализации. Самой лучшей библиотекой для решения систем линейных уравнений по-
видимому является библиотека LAPACK, более поздняя версия библиотеки LINPACK
(см. [DMBS79]). Обе эти библиотеки, написанные на языке FORTRAN, являются ча-
стью библиотеки NetLib. Подробности см. в разделе 19.1.5.

Универсальная библиотека для научных расчетов JScience содержит обширный пакет
инструментов для линейной алгебры (включая определители). Еще одним пакетом
для работы с матрицами на языке Java является библиотека JAMA. Ссылки на эти и
другие подобные библиотеки см. на сайте http://math.nist.gov/javanumerics.

Примечания

Еще одним источником руководства и процедур для решения систем линейных урав-
нений является книга [PFTV07] (www.nr.com). Наиболее убедительной причиной для
использования этих реализаций вместо бесплатных будет отсутствие у разработчика
уверенности при работе с численными методами.

Родственные задачи. Умножение матриц (см. раздел 13.3), определители и перма-
ненты (см. раздел. 13. 4).

Стандартным справочником по алгоритмам для работы с системами линейных уравне-
ний является книга [GL96]. Хорошие описания алгоритмов для метода Гаусса и•LU-
разложения можно найти в книге [CLRS01]. Существует множество пособий 110 чис-
ленному анализу, таких как [ВТ92], [СК07], [SKOO]. Обзор структур данных для си-
стем линейных уравнений представлен в книге [РТ05].
Параллельные алгоритмы для систем линейных уравнений обсуждаются в публикациях
[Gal90], [KSV97] и [Ort88]. Решение систем линейных уравнений является одним из
наиболее важных приложений, в которых на практике широко применяются параллель-
ные архитектуры.

Обращение матриц и, соответственно, решение систем линейных уравнений можно вы-
полнить за время, требуемое для умножения матриц, с помощью алгоритма Штрассена
с последующим сведением. Среди хороших описаний равноценных задач можно на-
звать [AHU74) и [CLRS01].

13.2. Уменьшение ширины ленты матрицы

Задача. Найти такую перестановку вершин p, которая минимизирует самое длинное
ребро, когда вершины выстроены в линию, т. е. минимизирует max(i,j) ∈ E |p(i) −p(j)|
(рис. 13.2).
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Обсуждение. Уменьшение ширины  ленты представляет собой незаметную на первый 
взгляд, но очень важную задачу, как для графов, так и для матриц. Применительно к 
матрицам, уменьшение ширины ленты заключается в перестановке строк и столбцов 
разреженной матрицы, чтобы минимизировать расстояние Ь любого ненулевого эле­
мента от центральной диагонали. Это важная операция в решении систем линейных 
уравнений,  т. к. на матрицах с лентой шириной Ь метод Гаусса исполняется за время 
О(пЬ2), что является бол ьшим улучшением общего времени исполнения О(п3) алгорит­
ма, когда Ь « п. 

Уменьшен ие шири н ы  ленты в графах проявляется не столь очевидным образом.  В ка­
честве одного примера задачи уменьшения ширины ленты в графах можно привести 
задачу упорядочивания п элементов электрической схемы в линию таким образом, 
чтобы минимизировать длину самого длинного проводника (и таким  образом миними­
зировать временную задержку). В данном случае каждая вершина графа представляет 
элемент схемы, а каждое ребро - проводник, соединяющий два элемента. Рассмотрим 
другой пример: гипертекстовое приложение, где нам нужно сохранять большие объек­
ты (скажем, изображения) на магнитной ленте. Каждое изображение имеет набор ука­
зателей на набор изображений,  к которым можно обратиться на следующем шаге (т. е. 
гиперссылки). Мы хотим поместить связанные изображен ия на магнитной ленте как 
можно бл иже друг к другу, чтобы минимизировать время поиска. Это как раз и являет­
ся задачей уменьшения ширины ленты. Более общие задачи,  такие как компоновка 
прямоугольных схем и магнитные диски, наследуют сложность и эвристические клас­
сы линейных версий .  

В задаче уменьшения ширины ленты требуется упорядочить вершины в линию таким 
образом,  чтобы минимизировать длину самого длинного ребра, но существует не­
сколько вариантов задач и .  В задаче линейного расположения ( l inear arrangement) ,тpe­
бyeтcя минимизировать сум му дли н  всех ребер. Эту задачу можно применить для ком­
поновки схем, в которой требуется расположить микросхемы таким образом, чтобы 
минимизировать общую длину проводников. В задаче минимизации профи.ля требуется 
минимизировать сумму дли н  однонаправленных ребер (т. е. для каждой вершины v 
минимизировать длину самого большого ребра, вторая вершина которого находится 
слева от вершины v). 

К сожален ию, задача уменьшения ширин ы  ленты во всех ее вариантах является 
NР-полной .  Она остается NР-полной, даже если графом входа является дерево с ·мак-

1 2 3 4 5 6 7 8 1 628 7 3 4 5

ВЫХОДВХОД
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Рис. 13.2. Уменьшение ширины ленты матрицы



К счастью, эвристические методы специального назначения хорошо изучены и для 
наилучших из них имеются высококачественные реализации.  В основе этих реализа­
ций лежит обход в ширину, нач инающийся с определенной верши н ы  v, где эта верши­
на помещается в самую левую позицию упорядочения.  Все вершины на расстоянии  1 
от вершины v помещаются непосредственно справа от нее, за ними следуют вершины 
на  расстоянии  2 и т .  д . ,  пока не будут обработаны все вершины графа. Популярные 
эвристические алгоритмы различаются по количеству рассматриваемых начальных 
вершин и по способу упорядоч ивания равноудаленных вершин .  В последнем случае 
хорошим методом, по-видимому, является выбор самой левой из равнозначных вершин 
низкой степени .  

Реализации наиболее популярных эвристических алгоритмов - Катхилла-Макки 
(Cuthi\ 1-McKee) и Гиббса-Пула-Стокмейера (Gibbs-Poole-Stockшeyer) - рассматрива­
ются в подразделе "Реш�изации". Время исполнения в наихудшем случае для алгоритма 
Гиббса-Пула-Стокмейера равно О(п\ что свело бы на нет любую возможную эконо­
мию при решении систем линейных уравнений ,  но его практическая производитель­
ность близка к линейной. 

Программы полного перебора могут точно найти минимальную полосу ленты посред­
ством поиска с возвратом в наборе из п! возможных перестановок вершин .  Простран­
ство поиска можно знач ительно разредить с помощью отсечения;  для этого нужно на­
чать с хорошего эвристического решения задачи уменьшения ширины ленты и пооче­
редно добавлять вершины в крайние слева и справа свободные позиции в частичной 
перестановке. 

Библиотека NetLib (см . раздел 1 9. 1 . 5) содержит реализации на языке FORTRAN алго­
ритмов Катхилла-Макки (см . [CGPS76] , [Gib76], [СМ69]) и Гиббса-Пула-Стокмейера 
(см . [Lew82], [GPS76]). Обзор экспериментал ьн ых оценочных тестов этих и других ал­
горитмов на наборе из 30 матриц рассматривается в публикации [Eve79b] . Согласно 
этим тестам, бессменным лидером является алгоритм Гиббса-Пула-Стокмейера. 

В докладе [Pet03] предоставляются результаты всестороннего изучения эвристиче9ких 
алгоритмов для решения задачи минимального линейного размещения.  

ПРНМЕЧАННЯ 

Отличный обзор современных алгоритмов решения задачи минимизации ширины ленты и 
родственных задач на графах представлен в [DPS02] . Обзор решений задачи минимизации 
ширины ленты для графов и матриц вплоть до 1 98 1  г. можно найти в [CCDG82] . 
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симальной степенью вершины, равной 3 ,  что является самым строгим ограничением,
которое я когда-л ибо встречал . Поэтому единственными  способам и ее решения явля­
ются метод полного перебора решений и эвристический подход.

Реализации. Код, написанный  Дель Корсо (Del Corso) и Манзин и  (Manzin i), для поис­
ка точных решений задач мин имизации ширины ленты (см. [СМ99]) можно загрузить
с веб-сайта http://www.mfn.unipmn.it/-manzini/bandmin. Улучшенные способы реше­
ния задач и на основе целочисленного программирования были разработаны Капрарой
(Caprara) и Салазар-Гонзалесом (Sa\azar-Gonzalez), см. [CSGOS] .  Их реализацию алго­
ритма метода ветвей и грани ц  на языке С можно загрузить с сайта http://joc.pubs.
informs.org/Supplements/Caprara-2 .



Сложность задачи минимизации ширины ленты была впервые установлена в докладе
[Рар76Ь], а ее сложность на деревьях с максимальной степенью 3 - в докладе [GGJK78] .
Для задачи минимизации ленты фиксированной ширины k существуют алгоритмы с поли­
номиальным временем исполнения (см. [Sax80]). Для общей задачи существуют аппрок­
симирующие алгоритмы с гарантированным полилогарифмическим временем исполнения
(см. [BKRVOO]).

1 3.3. Умножение матриц 

Рис. 13.3. Умножение матриц 

Инициализируем массив M [ i ,  j ]  нулями для всех 1 S: i S: х и i S:j S: z 

for i = 1 to х do 

В листинге 1 3 . 1  представлен псевдокод алгоритма, вычисляющего произведение мат­
рицы А размером х х у и матрицы В размером у х z за время O(xyz). 

Листинг 13.1. Умножение матриц
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2 3

3 4

4  5

2       3        4

3       4        5

13        18         23

18        25         32

23        32         41

ВЫХОДВХОД

Задача. Вычислить матрицу А х В размером х х z (рис. 1 3 .3) .

Вход. Матрица А размером х х у и матрица В размером у х z.

Обсуждение. Умножение матриц является фундаментальной задачей линейной алге-
бры. Значение этой задачи для комбинаторных алгоритмов определяется ее эквива-
лентностью многим другим задачам, включая транзитивное замыкание и сокраще-
ние, синтаксический разбор, решение системы линейных уравнений и обращение
матриц. Таким образом, создание быстрого алгоритма умножения матриц влечет за
собой появление быстрых алгоритмов для решения всех этих задач. Умножение мат-
риц возникает как самостоятельная задача при вычислении результатов таких коор-
динатных преобразований, как масштабирование, вращение и перемещение в робото-
технике и компьютерной графике.

Родственные задачи. Решение линейных уравнени й  (см.  раздел 13. 1 ), топологическая
сортировка (см.  раздел 15. 2).

Эвристические алгоритмы специального назначения явились предметом всестороннего 
изучения, что свидетельствует о их важности в численных расчетах. В докладе [Eve79b] 
перечислены не менее полусотни различных алгоритмов минимизации ширины ленты. 
В публикации [CRO 1 ]  представлены результаты исследований нового класса спектраль­
ных эвристических алгоритмов минимизации ширины ленты. 



for j = 1 to z 

for k = 1 to у 

M [ i ,  j ]  = M [ i , j ]  + A [ i ,  k ]  - A [ k , j ]  

При умножении матриц с шириной ленты, равной b, когда все ненулевые элементы
матриц A и B расположены среди b элементов главных диагоналей, возможно ускоре-
ние времени исполнения до O(xbz), т. к. нулевые элементы не участвуют в вычисле-
нии произведения матриц.

Умножение матриц имеет особенно интересную трактовку в задаче подсчета
количества путей между двумя вершинами графа. Пусть A представляет матрицу
смежности графа G, т. е. A[i,j] = 1, если вершины i и j соединены ребром, и A[i,j] = 0 в
противном случае. Теперь рассмотрим квадрат этой матрицы, А2 = А × А. Если A2[i,j] ≥
1, то это означает, что должна существовать такая вершина k, для которой A[i,k] = А[k,j],
поэтому длина пути от вершины i к вершине k  и к вершине j равна 2. В более общем
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Реализация этого алгоритма на языке С приводится в листинге 2.4 в разделе 2.5.4. Ка-
залось бы, что трудно превзойти этот простой алгоритм на практике. Но обратите
внимание; что три его цикла можно переставить произвольным образом, не повлияв
на конечный результат. После такой перестановки изменятся характеристики об-
ращений к памяти и, вследствие этого, эффективность использования кэша. Можно
ожидать, что разброс во времени исполнения между шестью возможными реализаци-
ями (перестановками циклов) этого алгоритма достигнет 10-20%, но уверенно пред-
сказать наилучшую из них (обычно ikj) нельзя, не выполнив ее на конкретном
компьютере с конкретными матрицами.

Однако при умножении цепочки из более чем двух матриц есть лучший способ сэко-
номить на вычислениях. Вспомните, что при умножении матрицы размером x × y на
матрицу размером y × z образуется матрица размером x × z. Таким образом, при умно-
жении цепочки матриц слева направо могут образовываться большие промежуточные
матрицы, вычисление каждой из которых занимает много времени. Умножение мат-
риц не обладает перестановочным свойством, но обладает ассоциативным, поэтому
элементы цепочки можно заключить в скобки любым удобным способом, что не по-
влияет на конечный результат умножения. Оптимальный порядок скобок можно со-
здать с помощью стандартного алгоритма динамического программирования. Но такая
оптимизация может быть оправданной только в том случае, если матрицы далеки от
квадратных, а их перемножение выполняется достаточно часто. Обратите внимание,
что оптимизации подвергаются размеры измерений в цепочке, а не сами матрицы.
Если же все матрицы одинакового размера, то такая оптимизация невозможна.

Использование рекуррентных методов типа "разделяй и властвуй" позволяет полу-
чить еще более быстрые алгоритмы для умножения матриц. Но эти алгоритмы трудно
программировать, а превзойти тривиальный алгоритм они могут только на очень
больших матрицах. Кроме того, они обладают меньшей вычислительной устойчиво-
стью. Наи более известным из этих алгоритмов является алгоритм Штрассена с време-
нем исполнения O(n2,81). Экспериментальные результаты (которые рассматриваются
ниже) расходятся в определении критической точки, в которой производительность
алгоритма Штрассена начинает превышать производительность простого кубического
алгоритма, но можно считать, что это происходит при n ≈ 100.



смысле, Ak[i, j] подсчитывает количество путей длиной ровно k между вершинами i и j. 
При этом подсчете учитываются непростые пути, т. е. пути с повторяющимися верши­
нами,  например путь, проходящий через последовательность вершин i, k, i иj. 

Реализации. В работе [DN07] описывается очень эффективный код для умножения 
матриц, в котором в оптимал ьной точке выполняется переключение с алгоритма 
Штрассена на кубический алгоритм. Эту реализацию можно загрузить с веб-сайта 
http://www.ics.uci.edu/-fastmm/. В предшествующих экспериментах было установлено 
значение точки пересечения п :::: 1 28, в которой производительность алгоритма Штрас­
сена нач инает превосходить производительность кубического алгоритма (см. [BLS9 1 ], 
[CR76]). 

Алгоритм 60 1 (см .  [McN83]) из коллекции алгоритмов ассоциации  АСМ 
(http://calgo.acm.org/) представляет собой пакет на языке FORTRAN для работы с раз­
реженными матрицами и содержит процедуры для умножения любых комбинаций раз­
реженных и плотных матриц. Подробности см.  в разделе 19. 1 .5. 

ПРИМЕЧАНИЯ 

Алгоритм Винограда (Winograd) .для быстрого умножения матриц уменьшает количество 
операций умножения наполовину по сравнению с обычным алгоритмом. Хотя этот алго­
ритм поддается реализации, необходимые дополнительные накладные расходы ставят под 
сомнение его превосходство. Описания алг9ритма Винограда (см . [Win68]) можно найти 
в [CLRSO I ] , [Man89] и [Win80].  

По моему мнению, история теоретической разработки алгоритмов берет начало с публи­
кации алгоритма Штрассена (см . [Str69]) для умножения матриц с временем исполнения 
О(п2•8 1 ) .  Впервые улучшение алгоритма в асимптотическом отношении стало целью, за­
служивающей самостоятельного исследования. Последующие улучшения алгоритма 
Штрассена становились все менее практичными. В настоящее время наилучшим алгорит­
мом для умножения матриц является алгоритм Коперсмита-Винограда (см. [CW90] ) 
с временем исполнения О(п2'376), но высказываются догадки, что можно добиться произ­
водительности 0(п2). Описание альтернативного подхода, позволившего получить алго­
ритм с временем исполнения O(n2'4 1 ), см. в [CKSU05] .  

И нтерес к квадратам графов возник не только в связи с задачей подсчета путей. В работе 
[Fle74] приведено доказательство, что квадрат любого двусвязного графа содержит га­
мильтонов цикл.  Алгоритмы поиска квадратных корней графов, т. е. вычисление матрицы 
А по матрице А2, обсуждаются в [LS95] .  

Задачу умножения булевых матриц можно свести к общей задаче умножения матриц 
(см. [CLRSO I ]). В алгоритме четырех русских (four-Russians algorithm) для умножения бу­
левых матриц (см. [ADKF70] ) применяется предварительная обработка с целью создания 
всех подмножеств lgn строк для ускорения доступа при выполнении собственно операции 
умножения, что позволяет получить время исполнения O(n3/\gn). Дополнительная предва-
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Создание эффективных алгоритмов для умножения матриц требует тщательного управле­
ния кэшем . Исследования по этому вопросу см. в [BDNOI] и [HUW02].

Таким образом, кубический алгоритм будет, вероятнее всего, самым лучшим выбором
для матриц не очень большого размера. Луч шей библиотекой процедур линейной ал­
гебры является LAPACK, более поздняя версия библиотеки LINPACK (см. [DMBS79]),
которая содержит ряд процедур для умножения матриц. Эти коды на языке FORTRAN
являются частью библиотеки NetLib (см . раздел 19. 1 . 5).



Родственные задачи. Решение линейных уравнени й  (см .  раздел 13. 1 ), поиск кратчай­
шего пути (см. раздел 15. 4). 

Вход. Матрица М размером п х п. 

Задача. Найти определитель IМJ или перманент реrт(М) матрицы т (рис. 1 3 .4). 

Рис. 13.4. Вычисление определителя матрицы 

Обсуждение. Определители матриц - это понятие из линейной алгебры, которое 
можно использовать для решения многих задач. В частности, таких как: 

+ проверка, является ли матрица вырожденной, т. е. проверка существования матри­
цы, обратной данной. Матрица М является вырожденной, если IМJ = О; 

+ проверка, располагается ли множество из d точек на плоскости в менее, чем d изме­
рениях. Если да, то определяемая ими система уравнений  является вырожденной, 
поэтому IМJ = О; 

+ проверка, находится ли  точка справа или слева от линии или плоскости . Эта задача 
сводится к проверке знака определителя (см. раздел 1 7. 1 ); 

+ вычисление площади или объема треугольника, четырехгранника или другого мно­
гогранника. Эти величины  являются функцией значения определителя (см . .раз­
дел 1 7. 1 ). 

Определитель матрицы М- это сумма всех п! возможн ых перестановок п, из п столб­
цов матрицы: 

рительная обработка может улучшить это время до 0(n3/lg2n) (см. [Ryt85]) .  Описание ал­
горитма четырех русских, !!ключая процедуру дополнительного ускорения, см.  в [Мап89] . 

Хорошее описание алгоритма для умножения цепочки матриц представлено в [BvG99] и 
[CLRSO 1 ]  в виде стандартного хрестоматийного примера динамического программирова­
ния. 

1 3.4. Определители  и перманенты 
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|M | =
n!∑

i=1

(−1)sign(πi)
n∏

j=1

M [j, πj ]



В комбинаторных задачах часто встречается похожая на определитель функция, назы-
вающейся перманентом. Например, перманент матрицы смежности графа подсчитыва-
ет количество совершенных паросочетаний графа. Перманент матрицы M вычисляется
таким образом:

Две разных процедуры для аппроксимации перманента разработаны профессором ма-
тематики университета Мичигана Александром Барвинком. Первый, на основе рабо-
ты [BS07], предоставляет коды для аппроксимации перманента и гафниана матрицы,
а также количества остовных деревьев графа. Подробности см. на веб-сайте http://
www.math.lsa.umich.edu/~barvinok/manual.html. Второй, на основе работы [SB01],
может выдавать приблизительное значение перманента матрицы размером 200×200 за
секунды. Подробности см. по адресу http://www.math.lsa.umich.edu/~barvinok/
code.html.

Прямая реализация этого определения дает алгоритм с временем исполнения O(n!)
точно так же, как и метод алгебраических дополнений. Алгоритмы с лучшей произво-
дительностью для определителей основаны на LU-разложении, рассматриваемом в
разделе 13.1. При этом подходе определитель матрицы M вычисляется просто как
произведение диагональных элементов LU-разложения матрицы, для чего требуется
время O(n3).

где sign(πi) — количество пар элементов, расположенных не по порядку (называемых
инверсиями), в перестановке πi.

Единственное отличие перманента от определителя — то, что все произведения поло-
жительные.

perm(M) =
n!∑

i=1

n∏

j=1

M [j, πj ]

Удивительно, задача вычисления перманента является NP-полной, хотя определитель
можно с легкостью вычислить за время O(n3). Фундаментальная разница между этими
двумя функциями состоит в том, что det(AB) = det(A) × det(B), в то время как perm(АВ)
≠ perm(А) × perm(В). Существуют алгоритмы вычисления перманента за время
O(n22n), что оказывается значительно быстрее, чем время O(n!). Таким образом, вы-
числение перманента матрицы размером 20×20 является вполне реальной задачей.

Реализации. Пакет инструментов для линейной алгебры UNPACK содержит множе-
ство процедур на языке FORTRAN для вычисления определителей. Этот пакет входит
в библиотеку NetLib, информацию о которой см. в разделе 19.1.5.

Библиотека для научных расчетов JScience содержит обширный пакет инструментов
для линейной алгебры (включая определители). Еще одним пакетом для работы с мат-
рицами на языке Java является библиотека JAMA. Ссылки на эти и многие другие биб-
лиотеки см. на сайте http://math.nist.gov/javanumerics.

Эффективная процедура для вычисления перманентов матриц приводится в книге
[NW78]. Подробности см. в разделе 19.1.10. В работе [Cas95] описывается процедура
на языке С для вычисления перманентов на основе подсчета структур Кекуле (Kekule
structures) в вычислительной химии.
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Рис. 13.5. Поиск минимума и максимума функции 
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Родственные задачи. Решение линейных уравнений (см .  раздел 13. 1 ), nаросочетание
(см.  раздел 15. 6), геометрические примитивы (см. раздел 1 7. 1 ).

1 3.5. Условная и безусловная опти м изация

Примечания

В работе [Val79] было доказано, что задача вычисления перманента является #Р·полной,
где #Р означает класс задач, решаемых на "счетной" машине за полиномиальное время.
"Счетная"  машина возвращает количество разных решений задачи.  Подсчет количества
гамильтоновых циклов в графе является #Р-полной задачей, очевидно NP-сложной
(а, возможно, еще сложнее), т. к. любой ненулевой результат подсчета означает, что граф
является гамильтоновым. Задачи подсчета могут быть #Р-полными, даже если соответст-
вующую задачу разрешимости можно решить за полиномиальное время с использованием
перманента и совершенных паросочетаний.

Определители можно вычислять за  время O(п\ используя метод быстрого умножения
матриц, как показано в книге [AHU83] .  Такие алгоритмы обсуждаются в разделе !3. 3.
Разработчиком быстрого алгоритма для вычисления знака определителя является Кларк-
сон (Clarkson); см. [Cla92] .

Правило Крамера сводит задачи обращения матриц и решения систем линейных уравне·
ний к задаче вычисления определителей. Но алгоритмы на основе LU-разложения рабо­
тают быстрее. Описание правила Крамера см. в [ВМ53] .

За последнее время были разработаны вероятностные алгоритмы для приблизительного
вычисления перманента, вершиной развития которых является полиномиальный рандоми­
зированный алгоритм, обеспечивающий сколь угодно точную аппроксимацию за время,
полиномиально зависящее от размера матрицы входа и допускаемого уровня погрешности
(см. [JSVO I ] ).

Задача. Найти точку р = (р1 , • • • , р"), в которой функция / достигает минимума или мак-
симума (рис. 1 3 .5) .

Основным справочником по перманентам является [Min78] . В книге [NW78] представле­
на разновидность алгоритма для вычисления перманента за время О(п22").

MAX

MIN

ВЫХОДВХОД

Вход. Функция f(х1 ,  • • • , Хп).



Обсуждение. В большей части материала этой книги рассматриваются алгоритмы для 
оптимизации той или иной величины. В этом разделе мы рассмотрим общую задачу 
оптимизации функций, для которых по п ричине отсутствия необходимой структуры 
или знаний  мы не можем применить подогнанные под специфичную задачу алгоритмы, 
рассматриваемые в других разделах книги .  

Задача оптимизации возникает, когда целевую функцию требуется настроить на  опти­
мальную производительность. Допусти м, что мы разрабатываем программу для инве­
стиций на бирже. Здесь мы имеем некоторые финансовые данные, которые можем ана­
лизировать, - отношение цен ы  акции к чистой прибыли, процентную ставку и цену 
акции .  Все эти величины являются функцией времени t. Самым сложным здесь являет­
ся определение коэффициентов следующей формулы :  

качество_акций(t) = 

= с 1 х цена(!) + с2 х процентная_ставка(t) + с3 х отношение_цены_к_прибыли(t) 

Нам нужно найти такие значения с 1 , с2 и с3, которые опти мизируют значение функции 
качества акций .  Подобные вопросы возникают при настройке оценочных функций для 
любой задачи распознавания закономерностей.  

Глобальные задачи оптимизации,  как правило, сложны, и для их решения существует 
множество подходов. Чтобы выбрать п равильный  путь решения таких задач, ответьте 
на следующие вопросы.  

+ Задача какого типа решается (услошюй wiи безусловной оптимизации) ?  В задачах 
безусловной опти�изации нет никаких ограничен ий на значения параметров, кроме 
условия, чтобы они максимизировал и  значение функции .  Но во многих приложени­
ях требуется накладывать ограничен ия на эти параметры, вследствие чего некото­
рые значения, которые в противном случае могли бы дать оптимальное решение, 
становятся запрещенными .  Например, предприятие не может иметь в штате мень­
ше, чем нулевое количество сотрудников, невзирая на то, сколько денег они могли 
бы сэкономить, и мея, скажем, - 1 00 сотрудников. Задачи условной оптимизации 
обычно требуют nодхода математического программирования наподобие линейного 
программирования, рассматриваемого в разделе 13. 6. 

+ Можно ли оптимизируемую функцию выразить формулой? Иногда оптимизируе­
мая функция представлена в виде алгебраической формулы, например, требуется 
найти минимальное значение j(п) = п2 - 6п + 2п + 1 •  В таком случае нужно взять про­
изводную этой функции и вычислить, для каких точек р' производная будет равна 
нулю, т. е. f(p) = О . Это будут точки локального максимума или минимума, разли­
чить которые можно, взяв вторую производную или просто подставив  значение р' 
в функцию f и оцен ив  полученный результат. Такие системы, как Mathematica и 
Maple, довольно успешно вычисляют производные, хотя эффективное использова-
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Задачи безусловной опти мизаци и также возникают в научных расчетах. Физические
системы, от протеиновых цепочек до галактик, естественно стремятся минимизировать
свою "энергию" или "потенциал ьную функцию".  Поэтому в программах, которые пы­
таются эмулировать природу, потенциальная функция часто определяется путем при­
сваивания некоторого значения каждой возможной конфигураци и объектов с после­
дующим выбором из всех этих конфигураций той, у которой потенциал минимален.



ние компьютерных приложений  вычисл ительной алгебры в определенной степени 
сродни шаманству. Тем не менее и меет смысл попробовать эти системы, поскольку 
с их помощью можно, как минимум, создать диаграмму оптимизируемой функции ,  
позволяющую получить наглядное представлен ие о поведении  функци и .  

+ 

Возможности нашего поиска зависят от того, насколько эффективно мы вычисляем 
значение функции .  Допустим, что у нас имеется функция .f{х1 , " "  Хп) для оценки си­
туации на шахматной доске, где х1  - стоимость пешки, х2 - стоимость слона и т. д. 
Чтобы выбрать оптимал ьные значен ия набора коэффициентов для этой функции,  
нам нужно сыграть с ней большое количество игр или протестировать ее на библио­
теке известных игр. Очевидно, что такой подход отн имает много времени,  поэтому 
нужно стремиться минимизировать количество вычислений  функции ,  выполняемых 
при опти мизации коэффициентов. 

+ Сколько имеется измерений? Сколько измерений требуется? Трудность поиска 
глобального оптимального значения быстро возрастает с увеличением количества 
измерений (или параметров). По этой причине часто выгодно уменьшить количест­
во измерений,  игнорируя некоторые параметры. Это идет против интуиции,  и неис­
кушенный программист, скорее всего, вставит в свою оценочную функцию как 
можно больше переменных. Но оптимизация таких сложных функций является 
слишком трудной задачей . Намного лучше будет начать с трех до пяти наиболее 
важных переменных и получить хорошую оптимизацию для н их. 

+ 

В наиболее эффективных алгоритмах безусловной глобальной оптимизации для поиска
локального оптимума применяются производные и частные производные, позволяю­
щие выяснить направление, в котором следует двигаться из данной точки,  чтобы дос­
тичь  максимального или минимального значения функции.  И ногда такие производные
можно вычислить аналитическим способом или же значение производной может быть
вычислено приблизительно, путем вычисления разности между значениями функции в
соседних точках. Для поиска локального оптимума было разработано много разнооб­
разных методов быстрейшего спуска (steepest descent) и сопря.ж:енных градиентов
(conjugate gradient), которые во многом подобны числовым алгоритмам поиска корня.

Глава 12. Структуры данных 429

Насколько 1V1авным является график функции? Основная опасность, подстерегаю­
щая нас при глобальной оптимизации,  - это ловушка локального оптимума. Рас­
смотрим задачу поиска наивысшей точки горного массива. Если данный массив со­
стоит всего лишь из одной горы правильной формы, то наивысшую точку можно
найти, просто идя вверх по этой горе. Но если мы имеем дело с горным хребтом,
содержащим несколько высоких гор, то найти наивысшую точку будет труднее.
Плавность графика функции является качеством, позволяющим быстро определить
локал ьный оптимум, двигаясь из данной точки .  Когда мы ищем вершину горы, на­
правляясь вверх, мы предполагаем наличие плавности . Если же высота в любой
точке определяется полностью случайной функцией, то у нас нет иного способа по­
иска оптимума, кроме проверки каждой точки.

Насколько затратно вычисление значения функции в определенной точке? Часто
вместо функции приходится иметь дело с программой или процедурой, которая вы­
числяет значение функции / в  данной точке. Мы можем попытаться определить оп­
тимальное значение, проанализировав значения функции в разных точках.



Как версия Java (http://jgap.sourceforge.net), так и версия C (http://gaul.sourceforge.net)
пакета Genetic Algorithm Utility Library предназначена для оказания помощи в разра-
ботке приложений на основе генетических и эволюционных алгоритмов. Лично  я  скеп-

Стоит попробовать несколько разных методов для задачи оптимизации. Прежде чем
пытаться реализовать свой собственный метод, поэкспериментируйте с перечисленны-
ми далее реализациями. Четкие описания таких алгоритмов можно найти во многих
книгах по числовым алгоритмам, в частности, в книге [PFTV07].

В задаче условной оптимизации часто трудно найти точку, удовлетворяющую всем
ограничениям. Один из возможных подходов к решению - использование метода без 
условной оптимизации с добавлением штрафных санкций в зависимости от количества
нарушенных ограничивающих условий. Определение правильной функции начисления
штрафных "санкций зависит от конкретной задачи, но часто имеет смысл менять
штрафные санкции в ходе процесса оптимизации. В конечном счете штрафные санк-
ции должны· быть значительными, чтобы обеспечить удовлетворение всех ограничи-
вающих условий.

Метод имитации отжига является довольно простым и устойчивым к ошибкам подхо-
дом к решению задачи условной оптимизации, особенно когда оптимизация выполня-
ется по комбинаторным структурам (перестановкам, графам, подмножествам и т. п.).
Технология метода имитации отжига описывается в разделе 7.5.3.

Реализации. Предмет безусловной и условной оптимизации является достаточно
сложным, вследствие чего было издано несколько руководств в помощь разработчи-
кам. Лучшим из этих руководств является "Decision Тreе for Optimization Software'', до-
ступное по адресу http://plato.asu.edu/guide.html. Также стоит ознакомиться с руко-
водством "Guide to Available Mathematical Software" института NIST, доступным по ад-
ресу http://gams.nist.gov.

Система NEOS (Network-EnaЫed Optimization System, оптимизирующая система с под-
держкой работы в сетевой среде) предоставляет уникальный сервис — возможность
решать задачи дистанционно на компьютерах и программном обеспечении Аргоннской
национальной лаборатории в США. Поддерживается как линейное программирование,
так и безусловная оптимизация. Вместо решения задачи средствами лаборатории мож-
но загрузить программное обеспечение для самостоятельной работы. Подробности см.
по адресу http://www-neos.mcs.anl.gov.

Коллекция алгоритмов ассоциации АСМ содержит несколько реализаций для безуслов-
ной оптимизации на языке FORTRAN, из которых особенно заслуживают внимания ал-
горитм 566 (см. [MGH81]), алгоритм 702 (см. [SF92]) и алгоритм 734 (см. [Buc94]). Ал-
горитм 744 (см. [Rab95]) из этой же библиотеки реализован на языке Lisp. Все эти алго-
ритмы являются частью библиотеки NetLib (см. раздел 19.1.5).

Также доступны реализации общего назначения метода имитации отжига, которые,
скорее всего, будут наилучшей отправной точкой для экспериментов с этой технологи-
ей для условной оптимизации. Можете свободно пользоваться моим кодом этого мето-
да (см. раздел 7.5.3). Особенно популярной реализацией метода имитации отжига яв-
ляется реализация Adaptive Simulated Annealing на языке C, которую можно загрузить с
веб-сайта http://asa-caltech.sourceforge.net/.
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ПРИМЕЧАНИЯ 

Применение методов быстрейшего спуска для безусловной оптимизации рассматривается 
в большинстве книг по численным методам, включая [ВТ92] и [PFТV07] . Сама обЛасть 
безусловной оптимизации также является предметом многих книг, включая [Bre73J И 
[Fle80] . 

Родственные задачи. Линейное программирование (см. раздел 13. 6), выполнимость 
(см. раздел 14. 1 0). 

1 3.6. Ли ней ное п рогра м м и рование 

Вход. Набор S и з  п линейных неравенств с т переменными 

и функция линейной оптимизации /(Х) = L��1 c/x1 . 
Задача. Найти такой набор переменных Х', который максимизирует целевую функ­
цию J, при этом выполняя все неравенства S (рис. 1 3 .6). 

Рис. 13.6. Графическое представление задачи линейного программирования 
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тически отношусь к генетическим алгоритмам (см .  раздел 7.8), но многие восхищают­
ся ими.

Метод имитации отжига был разработан в качестве современной версии алгоритма Мет-
рополиса (см. [MRRT53]) .  В обоих алгоритмах используется метод Монте-Карло для вы-
числения минимального энергетического уровня системы. Хорошее описание всех разно-
видностей локального поиска, включая метод имитации отжига, представлено в [AL97].
Генетические алгоритмы были разработаны и популяризированы Холландом (Holland);
см. [Ноl75] и [Ноl92]. Благожелательные описания генетических алгоритмов можно найти
в работах [LP02] и [MF00]. Еще одной эвристической процедурой, имеющей преданных
последователей, является алгоритм поиска с запретами (tabu search); см. [Glo90].

Si :=
m∑

j=1

cij · xj ≥ bi, 1 ≤ i ≤ n

ВЫХОДВХОД

Обсуждение. Задачи линейного программирования представляют важнейший тип  за­
дач из области математической оптимизации и исследования операций.



Линейное программ ирование и меет следующие приложения:  

+ распределение ресурсов. В данной задаче требуется вложить определенную сумму, 
чтобы максимизировать полученную прибыль. Часто возможные опции капитало­
вложения, выплаты и расходы можно выразить в виде системы линейных нера· 
венств таки м  образом, чтобы максимизировать потенциальный доход при указан­
ных ограничивающих условиях. Крупномасштабные задачи линейного программи­
рования постоян но возникают в авиакомпаниях и других корпорациях; 

+ аппроксимация решения несовместных систем уравнений. Система т линейных 
уравнений  с п неизвестными х,, 1 � i � п, называется переопределенной 
(overdetermined), если т > п. Переопределенные системы часто являются несовме­
стными (inconsistent), т. е. не существует набора значений ,  которые одновременно 
удовлетворяют всем уравнениям. Чтобы найти набор значений, наиболее подходя­
щий для решения уравнений,  мы можем заменить каждую переменную х, выраже­
н ием x 'i + &i и решить новую систему, минимизируя сумму элементов вектора оши­
бок; 

+ ш�горитмы на графах. М ногие из рассматри ваемых в этой книге задач на графах, 
включая задачу поиска кратчайшего пути, паросочетания в двудольных графах и 
потоков в сети, можно решить, как частные случаи задачи линейного программиро­
вания.  Бол ьшинство других задач, включая задачу коммивояжера, покрытие множе­
ства и задачу о рюкзаке, можно решить посредством целочисленного линейного про­
граммирования. 

Стандартным алгоритмом линейного программирования является симплекс-.wетод. 
При использовании  этого метода каждое ограничивающее условие задачи отсекает 
часть пространства возможных решений .  Наша цель - найти такую точку в оставшем­
ся после отсечения пространстве решений, которое максимизирует (или минимизирует) 
функцию j(_X). Вращая должным образом пространство решений,  оптимальную точку 
можно всегда сделать наивысшей точ кой области. Область (симплекс), полученная в 
результате пересечения линейных огрэничений, является выпуклой, поэтому, если 
только м ы  не находимся на самом верху, всегда существует соседняя вершина, распо­
ложенная выше. Если м ы  не можем найти более высокую соседнюю точку, значит, мы 
нашли оптимальное решение. 

В то время как симплексный алгоритм не слишком сложен, создание его эффективной 
реализации, способной решать задачи линейного программирования на больших вход­
ных экземплярах, требует значительного мастерства. Входные экземпляры значитель­
н ых размеров, как правило, обладают разреженностью (т. е. во многих неравенствах 
и меется малое количество переменных), что влечет за собой необходимость использо­
вания сложных структур данн ых. Необходимо помнить о ваЖности вопросов вычисли­
тельной устойчивости и надежности, а также выбора следующей точки для посещения 
(так называемые правW1а выбора переменных - pivot rules). Кроме этого, существуют 
сложные методы внутренней точки (interior-point methods), в которых переход к сле­
дующей точ ке осуществляется через внутреннюю область симплекса, а не по поверх­
ности . Во многих приложен иях эти алгоритмы превосходят алгоритмы симплекс­
метода. 

Подводя итоги, можно сказать о линейном программировании следующее: будет на­
м ного выгоднее использовать существующие реализации инструментов линейного 
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программирования, нежели пытаться создать свою собственную программу. Кроме 
того, надежнее приобрести платное решение, чем искать бесплатное в Интернете. За­
дача линейного программирования настолько важна в экономических приложениях, 
что коммерческие реализации превосходят бесплатные во всех отношен иях. 

Перечислим вопросы, возникающие при решении задач линейного программирования.  

+ Ограничены ли какие-либо переменные целочисленными значения.ми? Даже если со-
гласно вашей модели максимальную прибыл ь  можно получить, отправляя 6,54 рей­

. сов из Н ью-Йорка в Вашингтон ежедневно, реализова�;ь это на практике невозмож­
но. Такие переменные, как коли�ество авиарейсов в приведенном примере, часто 
обладают естественными целочисленным и  ограничениями.  Задача линейного про­
граммирования называется целочисленной, если все ее переменные обладают цело­
ч исленными ограничениями,  и смешанной, если такие ограничения наложены не на 
все переменные, а только на некоторые из н их. 

К сожалению, поиск оптимал ьного решения целочисленной или смешанной задачи 
является NР-полной задачей. Но  существуют методы целочисленного программи­
рования, которые работают достаточно хорошо на практике. Например, методы се­
кущей плоскости сначала решают задачу как линейную, после чего добавляют до­
полнительные ограничивающие условия, чтобы наложить требование целочислен­
ности в окрестности оптимального решения, и затем решают задачу повторно. 
После достаточного количества итераци й  оптимал ьная точка получившейся задачи 
линейного программирования совпадает с оптимал ьной точ кой первоначальной це­
лочисленной задачи .  Как и в бол ьшинстве экспоненциальных алгоритмов, время 
исполнения алгоритмов целочисленного программирования зависит от сложности 
конкретного экземпляра задачи ,  поэтому предсказать его невозможно. 

+ Чего в задаче больше - переменных W1и ограничивающих условий? Л юбую задачу 
линейного программирования с т переменными и п неравенствами можно записать 
в виде эквивалентной двойственной задачи с п переменными и т неравенствами.  
Важно знать это обстоятельство, т .  к. между временами исполнения этих двух вари­
антов процедуры решения может быть значительная разница. По большому счету, 
задачи линейного программирования, в которых переменных · намного больше, чем 
ограничивающих условий, следует решать прямым способом.  Если же количество 
ограничивающих условий намного превышает количество переменных, то обычно 
лучше решать двойственную задачу линейного программирования или (что равно­
сильно) применять двойственный симплекс-метод к первоначал ьной задаче. 

+ Как поступить, если функция оптимизации Wlи ограничивающие условия не явля­
ются линейными? Задача аппроксимации кривой методом наименьших квадратов 
заключается в поиске прямой, для которой сумма квадратов расстоян и й  между каж­
дой заданной точ кой и ею минимальна. При постановке этой задачи естественная 
целевая функция является квадратичной, а не линейной. Хотя для аппроксимации  
кривой методом наименьших квадратов существуют быстрые алгоритмы, общая за­
дача квадратичного программирования является NР-полной.  

Существуют три возможных подхода к решению задачи нелинейного программиро­
вания.  Самый лучший - смоделировать ее (если это возможно) каким-либо другим 
способом, как в задаче аппроксимации кривой методом наименьших квадратов. 
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Также можно попытаться найти специальные реализации для квадратичного про­
граммирования. Наконец, можно смоделировать задачу в виде задачи условной или 
безусловной оптимизации и попытаться решить ее с помощью реализаций, рассмат­
риваемых в разделе 13. 5. 

+ Что делать, если моя модель не совпадает с форматом входа имеющейся у меня 
реш�изации решения задачи линейного программирования? Многие реализации ре­
шений задач линейного программирования принимают модели только в так назы­
ваемом стандартном формате, где все переменные должны быть неотрицательными, 
целевая функция должна быть минимизирована, а все ограничивающие условия 
должны быть сформулированы в виде равенств (а не неравенств). 

В этом требовании  нет ничего страшного. Известны преобразования для приведе­
ния произвольных задач линейного программирования к стандартному формату. 
В частности, чтобы преобразовать задачу максимизации в задачу минимизации, 
нужно просто поменять знак коэффициента целевой функции на противоположный.  
Остальные несоответствия можно исправить, добавляя в модель фиктивные пере­
менные (slack variaЫe). Подробности можно найти в любом учебнике по линейному 
программ ированию. Кроме того, вопрос можно решить посредством добавления 
хорошего интерфейса к программной реализации, воспользовавшись каким-либо 
языком моделирования, например языком АМРС. 

Реализации. Очень  полезны м  ресурсом по решению задач линейного программирова­
н ия ЯВJ)Яется раздел часто задаваемых вопросов (FAQ) Usenet. В частности, здесь мож­
но найти список и меющихся в наличии реал изаций с описанием впечатлений  от их 
применения. Дополнительную информацию см.  на веб-сайте http://www-unix.mcs. 
anl.gov/otc/Guide/faq/. 

Существуют, по крайней мере, три хорошие бесплатные реал изации для решения задач 
линейного программирования. Приложение lp_solve, написанное Майклом Беркелаа­
ром (Michel Berkelaar) на языке ANSI С, работает как с целочисленн ыми, так и 

со смешанными задачами. Загрузить приложение можно с веб-сайта http:// 
lpsolve.sourceforge.net/5.5/. Также существует огромное сообщество пользователей 
этого приложения.  Другая библиотека, CLP, для решения задач линейного программ и­
рования симплекс-методом, предоставляется проектом Computational Infrastructure for 
Operations Research и доступна по адресу http://www.coin-or.org/. Наконец, пакет 
GLPK (GNU Linear Programming Кit) предназначен для решения крупномасштабных 
задач линейного программирования, целочисленного программирования и других род­
ственн ых задач . Этот пакет можно загрузить с веб-сайта http://www.gnu.org/ 
software/glpk/. В последних тестах открытого кода (http://plato.asu.edu/bench.html) 
библиотека CLP была самой быстрой при решении задач л инейного программирова­
ния, а библиотека lp_solve - на смешанных задачах. 

Система NEOS предоставляет возможность решать задачи дистанционно на компьюте­
рах и программном обеспечении  Аргоннской национальной лаборатории (Argonne 
Na:tional Laboratory). Поддерживается как линейное программирование, так и безуслов­
ная оптимизация.  На  эту систему стоит обратить внимание, если вам нужна не про­
грамма для решения задачи, а только ответ на задачу. Дополнительную информацию 
см. на веб-сайте http://www.mcs.anl.gov/home/otc/Server/. 
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Алгоритмы 55 1 (см .  [Abd80]) и 552 (см .  [BR80]) симплекс-метода на языке FORTRAN 
из коллекции алгоритмов ассоциации АСМ предназначены для решения переопреде­
ленных систем линейных уравнений .  Подробности см. в разделе 1 9. 1 . 5. 

ПРИМЕЧАНИЯ 

Потребность в оптимизации посредством линейного программирования возникла при ре­
шении задач материально-технического снабжения во время Второй мирово� войны.  
Симплексный алгоритм был изобретен Джорджем Данцигом (George Daпzig) в 1 947 г .  
(см .  [DапбЗ] j. А Кли (Кlее) и Минти (Miпty) доказали, что симплексный алгоритм имеет 
экспоненциальное время исполнения в наихудшем случае, но является очень эффектив­
ным на практике; см. [КМ72] . 

Полиномиальность задач линейного программирования была впервые доказана в 1 979 г. 
посредством эллиптического алгоритма (см. [Kha79] ). Алгоритм Кармаркара (Karmarkar) 
на основе метода внутренней точки (см. [Kar84]) является как теоретическим,  так и Прак­
тическим улучшением эллиптического алгоритма, а также соперником симплексного 
метода. Хорошие описания симплексного и эллиптического алгоритмов приведены в 
[Chv83], [GasOЗ] и [MG06] . 

Полуопределенное программирование применяется для решения задач оптимизации с пе­
ременными симметрических положительных полуопределенных матриц и линейной 
функцией стоимости и линейными ограничивающими условиями.  Важные частные случаи 
включают в себя задачи линейного программирования и задачи выпуклого квадратичного 
программирования с выпуклыми квадратичными ограничивающими условиями. Полуоп­
ределенное программирование и его использование для решения комбинаторных задач 
оптимизации обсуждается в публикациях [Goe97] и [VB96]. 

Задачи линейного программирования являются Р-полными с логарифмической слож� 
ностью по памяти (см. [DLR79]). Вследствие этого, создать параллельный алгоритм для 
решения задач класса NC, скорее всего, невозможно. (Задача принадлежит классу NC тогда 
и только тоrда, когда ее можно решить на машине PRAM за полилогарифмическое время, 
используя полиномиальное количество процессоров.) Любая Р-полная задача по сведению 
с логарифмической сложностью по памяти не может быть членом класса NC, если только 
не выполняется условие Р = NC. Всестороннее рассмотрение теории Р-полноты, вклю­
чающее в себя обширный список Р-полных задач, представлено в книге [GH R95] .  

Родственные задачи. Условная и безусловная оптимизация (см .  раздел 13. 5), потоки 
в сети (см . раздел 15. 9). 

1 3.7. Генерирование случайн ых чисел 
Вход. Либо ничего, либо начал ьное число (seed). 

Задача. Сгенерировать последовательность случайных целых чисел (рис. 1 3 .7). 
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При сглаживающем анализе измеряется сложность алгоритмов в предположении, что их 
вход содержит небольшой объем помех. Аккуратно построенные экземпляры наихудших 
случаев для многих задач не выдерживают такую проверку. Эффективность симплекс­
метода в практическом применении была объяснена с помощью сглаживающего анализа 
Даниелем Шпильманом (Daпiel  Spielmaп) и Шанг-Хуа Тенгом ( Shang-Hua Teng); см. 
[ST04] . А недавно был разработан рандомизированный симплексный алгоритм с полино­
миальным временем исполнения (см. [KS05b]). 



Рис. 13.7. Последовательность случайных символов 

Обсуждение. Случайн ые числа используются в самых разных интересных и важных 
приложениях. Они лежат в основе метода и митации отжига и родственных эвристиче­
ских методов оптимизации .  Эмуляция дискретных событий выполняется на потоках 
случайн ых чисел и используется для моделирования широкого диапазона задач, от 
транспортных систем до игры в покер. Пароли и ключи шифрования обычно генери­
руются случайным образом .  Рандомизированные алгоритмы для решения задач на 
графах и геометрических задач коренным образом изменяют эти области и возводят 
рандомизацию в ранг одного из основополагающих принципов теории вычислитель­
ных систем. 

К сожалению, задача генерирования случайных чисел выглядит гораздо более легкой, 
чем она в действительности является . Более того, создать истинно случайное число на 
любом детерминистическом устройстве, по сути, невозможно. Лучше всего это выра­
зил фон Н ьюман (см .  [Neu63]) :  "Любой, кто считает возможным применение арифме­
тических методов для генерирования случайн ых чисел, несомненно, грешит". Самое 
лучшее, что мы можем надеяться получить с помощью арифметическ

,
их методов, это 

псевдослучайные числа, т. е. последовательность чисел, которые выглядят случай­
ными .  

Отсюда вытекают серьезные последствия использования некачественного генератора 
случайных ч исел . В одном получившем известность случае схема шифрования веб­
браузера была взломана, т. к. в нем использовалось недостаточно много случайных 
битов (см .  [G W96]) .  Результаты моделирования постоянно получаются неточными или 
даже пол ностью неверными вследствие испол ьзования некачественной функции гене­
рирования случайн ых ч исел . Это такая область, в которой не следует заниматься само­
деятельностью, но м ногие обычно переоценивают свои способности. 

Перечислим вопросы, касающиеся работы со случайными ч ислами .  

+ Можно ли использовать один и тот же набор "случайных" чисел при каждом ис­
полнении программы ?  Игра в покер, в которой вам каждый раз сдаются одни  и те 
же карты, быстро надоест. Одним из распространенных решений этой задачи явля­
ется использование младших битов показаний  часов компьютера в качестве началь­
ного числа (seed) потока случайных ч исел, чтобы при каждом исполнении програм­
мы генерировалась другая последовательность. 

Такие методы удовлетворительны для игр, но не для моделирования серьезных си­
туаций.  Всякий раз, когда вызовы функции генерирования случайных чисел выпол­
няются в цикле, существует вероятность периодичности распределения случайных 
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чИсел . С другой сторон ы, когда программа выдает разные результаты при каждом 
ее исполнении, ее отладка серьезно усложняется . В случае сбоя программы вы не 
сможете отследить ее исполнение, чтобы выяснить причину сбоя . Возможным ком­
промиссом будет использование детерминистического генератора псевдослучайных 
чисел с сохранением текущего начального числа в файле между исполнениями про­
граммы.  При отладке в этот файл можно будет записывать фи ксированное началь­
ное ч исло. 

+ Насколько надежен встроенный генератор случайных чисел моего компш1ятора? 
Если вам требуются равномерно распределенные случайные ч исла и требования к 
точности моделирования не являются критическими, то я рекомендую просто ис­
пользовать генератор, который встроен в компилятор. Здесь очень легко совершить 
ошибку, неудачно выбрав начальное ч исло, поэтому вы должны внимательно про­
читать руководство пользователя.  

Но если точность результатов моделирования является критической, то лучше ис­
пользовать собственный генератор случайных ч исел . Но следует иметь в виду, что 
определить на глазок, действительно ли генерируемые последовател ьности являют­
ся случайными,  очень трудно, потому что у людей имеется искаженное представле­
ние о поведении генераторов случайных чисел, и они часто видят закономерности, 
которые в действител ьности не существуют. Качество генератора случайных ч исел 
следует проверить на нескольких разных тестах и установить статистическую дос­
товерность результатов. Для оценки качества генераторов случайных чисел Нацио­
нальный институт стандартов и технологий США разработал специал ьный набор 
тестов, который рассматривается в подразделе "Реш�изации". 

+ Как реш�изовать собственный генератор случайных чисел? Стандартн ым вариан­
том реализации генератора случайных чисел является линейный конгруэнтный гене­
ратор ( l inear congruential generator) . Это простой, быстрый генератор, который дает 
достаточно удовлетворительные псевдослучайные числа (при условии установления 
правильных значений констант). Случайное ч исло Rn является фун кцией (п - 1 )-го 
сгенерированного случайного ч исла: 

Rп = (аRп-1 + с) mod т 

В теории поведение линейного конгруэнтного генератора аналогично поведению 
рулетки. Длинный путь шарика вдоль окружности колеса (определяемый выраже­
нием aRn - I  + с) заканч ивается в одной из немногочисленных лунок. Этот " выбор" 
весьма чувствителен к длине пути (усеченной с помощью выражения mod т). 

Для выбора значений  констант а, с, т и R0 была разработана специал ьная теория. 
Длина периода в значител ьной степени является фун кцией от т, значение которого 
обычно ограничено длиной слова конкретного компьютера. 

Обратите внимание на то, что последовательность ч исел, выдаваемая линейным 
конгруэнтным генератором, начинает повторяться, как только повторяется первое 
число. Кроме этого, современные компьютеры обладают достаточно высокой ско­
ростью, позволяющей им вызывать функцию генератора 232 раз за несколько минут. 
Таким образом, для любого линейного конгруэнтного генератора на компьютере с 
длиной слова в 32 бита существует опасность цикл ического повторения значений ,  
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что диктует необходимость в генераторах, имеющих значительно более длинные 
периоды. 

+ Что делать, если распределение генерируемых случайных чисел должно быть не­
равномерным? Генерирование случайных чисел согласно данной функции неравно­
мерного распределения может быть нелегкой задачей. Самым надежным будет ме­
тод выборки с отююнениями (acceptance-rejection method). Геометрическая область, 
из которой требуется делать выборку, заключается в ограничивающее окно, а потом 
выбирается произвол ьная точ ка р. Это точку можно получить, независимо генери­
руя произвол ьные значения ее координат х и у. Если полученная точка лежит в ин­
тересующей нас области, то мы принимаем ее как случайно выбранную. В против­
ном случае м ы  отказываемся от точки и процесс повторяется . Можно сказать, что 
м ы  бросаем дротики с закрытыми глазами и засчитьiваем только те, которые попа­
дают в цель. 

В.  то время как этот метод возвращает правильные результаты, его производитель­
ность может быть неудовлетворительной. Если по сравнению с ограничивающим 
окном площадь представляющей интерес области небольшая, то бол ьшинство на­
ших дротиков не будут попадать в цель. Описание эффекти вных алгоритмов для 
других специальных распределений, включая гауссово распределение, приводится 
в подразделе "РеШlизации ". 

Но будьте осторожны с изобретением своих собственных методов, т. к. получить 
правильное распределение вероятностей очень трудно. Например, генерирование 
полярных координат посредством случайного выбора с равномерным распределе­
н ием угла между О и 2п и смещением от О до r будет неправильным способом выбо­
ра равномерно распределенных точек из круга радиусом r. В данном случае поло­
вина сг�нерированных точек будет располагаться на расстоянии  r/2 от центра, в то 
время как здесь должна находиться только одна четвертая часть их количества! Эта 
разница достаточно большая, чтобы серьезно исказить результат, и в то же самое 
время довол ьно тонкая, что ее легко не заметить. 

+ 

Вместо того чтобы устанавливать максимальное значение периода, стоит выполнить 
программу моделирования с более коротким периодом, но несколько раз (от 1 0  до 1 00) 
и с разными начальными  ч ислами, а потом рассмотреть полученный диапазон резуль­
татов. Разброс значений  даст вам хорошее представление о степени повторяемости по­
лученных результатов. Таким образом вы сможете избавиться от заблуждения, будто 
моделирование дает "правильный"  ответ. 

Реализации. Отличный материал по генерированию случайных чисел и стохастиче­
скому моделированию можно найти на веб-сайте http://random.mat.sbg.ac.at. Там 
даются ссылки на научные работы и множество реализаций генераторов случайных 
чисел . 
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Сколько времени нужно выполнять моделирование по методу Монте-Карло, чтобы
получить наилучшие результаты? Чем больше времени выполняется програм-
ма моделирования, тем точнее будет аппроксимация предельного распределения. 
Но это происходит только до тех пор, пока не будет превышен период (длина 
цикла) генератора случайных чисел, после чего последовательность случайных чи-
сел нач­ нет повторяться, и далльнейшее исполнение не даст никакой дополни-
тельной ин­ формации .



Параллельное моделирование предъявляет особые требования к генераторам случай­
ных ч исел . Например, как можно гарантировать независимость случайн ых потоков на 
каждой машине? Одно из решений - воспользоваться объектно-ориентированными  
генераторами, описанными в работе [LSCK02], с длиной периода около 2

1 9 1
• Реали­

зации этих генераторов на языках С, С++ и Java можно загрузить с веб-сайта 
http://www.iro.umontreal.ca/-lecuyer/myftp/streamsOO. Для работы на многопроцес­
сорных компьютерах поддерживается генерирование незавиСИ)\1ЫХ потоков случайных 
чисел . Другой подход - использовать библиотеку SPRNG (см . [MSOO]), которую мож­
но загрузить с веб-сайта http://sprng.cs.fsu.edu. 

Алгоритмы 488 (см . [Bre74]), 599 (см. [AKD83]) и 7 1 2  (см .  [Lev92]) на языке 
FORTRAN из коллекции алгоритмов ассоциации АСМ предназначены для генерирова­
ния случайных чисел с неравномерным распределением согласно нескол ьким методам 
распределения вероятностей, включая нормальное, экспоненциал ьное и пуассоновское. 
Все эти алгоритмы являются частью библиотеки NetLib (см .  раздел 1 9. 1 . 5). 

В Национальном институте стандартов США был разработан широкий набор статисти­
ческих тестов для проверки генераторов случайных чисел (см .  [RSN+OI]) .  Это про­
граммное обеспечение и описывающий  его доклад можно загрузить с веб-сайта 
http://csrc.nist.gov/rng. 

Генераторы действительно случайных чисел испол ьзуют ч исленные представления 
какого-либо физического процесса. Услуги по предоставлению случайн ых чисел, сге­
нерированных таки м  образом, предоставляются на веб-сайте http://www.random.org. 
Эти числа генерируются на основе атмосферных шумов и проходят проверку статисти­
ческими тестами Национал ьного института стандартов и технологий США. Это удач­
ное решение, если вам требуется небольшое количество действительно случай ных чи­
сел, например, для проведения лотереи, а не сам генератор таких чисел . 

ПРИМЕЧАНИЯ 

Генерирование случайных чисел очень подробно описано в книге Дональда Кнута 
[Кпu97Ь] . В его книге излагаются теоретические основы нескольких методов генерирова­
ния случайных чисел, включая метод серединных квадратов и регистр сдвига, которые не 
были рассмотрены здесь. Кроме того, подробно обсуждаются статистические тесты для 
проверки генераторов случайных чисел. 

Информация о последних разработках в области генерирования случайных чисел собрана 
в книге [Gеп04] . Генератор случайных чйсел, называемый вихрем Мерсенна (Меrsеппе 
twister; см. [MN98]), имеет период длиной в 2 '9937 - 1 .  Другие современные методы гене­
рирования случайных чисел основаны на рекурсии (см. [Dеп05] и [РLМОб] ). Обзор мето­
дов генерирования случайных чисел с неравномерным распределением представлен 
в книге [HLD04] , а в книге · [РМ88] - сравнение практического применения разных гене­
раторов случайных чисел. 

В прежние времена, когда компьютеры не были так распространены, в большинств6 ма­
тематических учебников печатались таблицы случайных чисел. Наиболее известным явля­
ется [RC55],  в котором приводится один миллион случайных чисел. 

Глубинная взаимосвязь между случайностью, информацией и сжимаемостью исследуется 
в теории колмогоровской сложности, согласно которой о сложно_сти_ строки можно судить 
по ее сжимаемости. Строки истинно случайных символов несжимаемы. В соответствии 
с этой теорией кажущиеся случайными цифры значения 1t не могут быть случайными, т. к. 
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вся последовательность определяется любой программой, реализующей разложение в ряд 
для 11:. Всестороннее введение в теорию колмогоровской сложности можно найти в кни­
ге [LV97) . 

Родственные задачи. Условная и безусловная оптимизация (см .  раздел 13. 5), генери­
рование перестановок (см .  раздел 14. 4),, генерирование подмножеств (см .  раздел 14. 5), 
ген'ерирование разбиений (см .  раздел 14. 6). 

1 3 .8 . Разложение на множители 
и проверка чисел на простоту 
Вход. Целое число п. 

Задача. Определить, является ли целое ч исло п просты,м, а если нет, то найти его мно­
жители (рис. 1 3 . 8). 

Рис. 1 3.8. Разложение на множители 

Обсуждение. Двойственные друг другу задачи проверки целого числа на простоту и 
разложения его на м ножители имеют неожиданно много приложений, если учесть, что 
долгое время они считались представляющими только математический интерес. В ча­
стности, безопасность криптографической системы с открытым ключом RSA (см .  раз­
дел 18. 6)  основана на вычислительной неосуществимости решения задачи разложения 
на множители больших целых чисел . Более скромным приложением задачи проверки 
целого числа на простоту является улучшение производительности хэш-таблиц путем 
выбора для них размера, равного простому целому числу. Для этого процедура ини­
циал изации хэш-таблицы должна определить простое целое число, близкое к требуе­
мому размеру хэш-табли цы .  Наконец, с простыми числами просто интересно экспери­
ментировать. Совсем не случайно, что на UNIХ-системах программы для генерирова­
ния больших простых чисел часто находятся в папке для игр. 

Хотя задача разложения на множители и задача проверки числа на простоту значи­
тельно отличаются в алгоритмическом отношении,  они являются родственными.  Су­
ществуют алгоритмы, которые могут показать, что целое число является составным 
(т. е. не простым), не предоставляя при этом самих множителей. Чтобы убедиться в 
наличии таких алгоритмов, обратите внимание на тот факт, что можно продемонстри­
ровать составную природу любого нетривиального целого числа, заканчивающегося на 
О, 2, 4, 5, 6 или 8, не выполняя для этого самой операции деления. 
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Самым простым алгоритмом для решения обеих этих задач является проверка делени­
ем. Для этого выполняется деление n/i для всех 1 < i � Jn .  Полученные при этом про­
стые множители числа п будут содержать, по крайней мере, один экземпляр такого де­
лителя i, для которого п / i = L п / i J ,  если,  конечно, п не является простым числом .  Но  

при  этом необходимо обеспечить корректную обработку повторяющихся множителей, 
а также учесть все простые числа, большие Jn .  
Работу таких алгоритмов можно ускорить, используя таблицы заранее вычисленных 
простых чисел, чтобы не проверять все возможные значения i. Применение битовых 
векторов (см . раздел 12. 5) позволяет представить удивительно большое количество 
простых чисел в неожиданно малом объеме памяти . Для хранения битового вектора, 
содержащего все нечетн ые числа до миллиона, требуется меньше, чем 64 Кбайт. Еще 
более плотную упаковку можно получить, удалив все числа, кратные трем,  и другим 
небольшим простым числам . 

Хотя алгоритм проверки делением исполняется за время o,Jn , он не является полино­
миальным алгоритмом по той причине, что для представления числа п требуется толь­
ко lg2n битов, поэтому время исполнения алгоритма делением экспоненциал ьно зави­
сит от размера входа. Существуют значительно более быстрые (но с тем же экспонен­
циальным временем исполнения) алгоритмы, правильность которых основана на 
теории чисел . Самый быстрый алгоритм, называющийся решетом числового поля 
(number field sieve), использует случайную последовательность для создания системы 
конгруэнций, решение которой обычно дает делитель целого числа. С помощью этого 
метода было выполнено разложение на множители целых чисел длиной в 200 цифр 
(663 бита), хотя для такой работы потребовалось выполнить громаднейший объем вы­
числений.  

Проверку целых чисел на простоту значительно легче  выполнять с помощью рандоми­
зированных алгоритмов. Малая теорема Ферма утверждает, что a"- ' = l (mod п) для 
всех а, не делящихся на п, при условии,  Что п является простым ч ислом .  Возьмем слу­
чайное значение 1 � а � п и вычислим остаток a"-1 (mod п). Если этот остаток не равен 1 ,  
то это доказывает, что п не может быть простым числом.  Такие рандомизированные 
проверки чисел на простоту очень эффективны.  С помощью таких проверок программа 
шифрования PGP (см. раздел 18. 6)  за несколько минут находит простые числа длиной в 
триста с лишним цифр для использования в качестве ключей шифрования.  

Хотя кажется, что простые числа разбросаны среди целых чисел в случайном порядке, 
их распределение имеет определенную регулярность. Теорема простых чисел утвер­
ждает, что количество простых чисел, меньших, чем п (обычно обозначающееся как 
7t(n)), приблизительно равно nllnn. Кроме этого, между простыми  числами н икогда нет 
больших промежутков, поэтому, вообще говоря, можно ожидать, что для того, чтобы 
найти первое простое число, большее, чем п, нужно будет проверить lnn целых чисел . 
Такое распределение и наличие быстрого рандомизированного теста на простоту объ­
ясняет, почему PGP находит большие простые ч исла с такой скоростью. 

Реализации. Существует несколько систем общего назначения для решения задач из 
вычислительной теории ч исел. Система компьютерной алгебры PARI может решать 
сложные задачи теории  чисел с целыми числами произвольной точности (чтобы быть 
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точным,  ограниченными длиной в 80 807 1 23 цифр на 32-разрядных машинах), а также 
с действительными, рациональными,  сложными и алгебраическими числами и матри­
цами .  

Библиотека LiDIA на языке С++ (http://www.cdc.informatik.tu-darmstadt.de/ 
Tl/LiDIA/) реализует несколько современных методов разложения целых чисел на 
множители .  

В ысокопроизводительная переносимая библиотека NTL на языке С++ предоставляет 
структуры данных и алгоритм ы для манипулирования целыми числами произвольной 
длины со знаком, а также для векторов, матриц и многочленов над полем целых чисел 
и над конечными полями .  Библиотеку NТL можно загрузить с веб-сайта http:// 
www.shoup.net/ntV. 

Наконец, библиотека MIRACL, написанная на С/С++, реализует шесть разных алго­
ритмов для разложения целых чисел на множители, включая алгоритм квадратичного 
решета. Библиотеку MIRACL можно загрузить с веб-сайта http://www.shamus.ie/. 

ПРИМЕЧАНИЯ 

Книги [СРО5] и [УаnОЗ] содержат описание современных алгоритмов проверки целых чи­
сел на простоту и разложения на множители. Более общие сведения по вычислительной 
теории чисел можно найти в книгах [BS96] и [Sho05] .  

Рандомизированный алгоритм Миллера-Рабина (Mi l ler-Rabln algorithm) для проверки 
(см. [Mi l76], [Rab80]) целых чисел на простоту решает проблему чисел Кармайкла 
(Carmichael numbers), которые являются составными целыми числами, удовлетворяющи­
ми условиям теоремы Ферма. Самые лучшие алгоритмы для разложения целых чисел на 
множители используют метод квадратич ного решета (см. [Poni84]) и метод эллиптиче­
ской кривой (см. [Len87b] ). 

Механические вычислительные устройства предоставляли самый быстрый способ разло­
жения целых чисел на множители задолго до наступления компьютерной эры. Занима­
тельная история одного из таких устройств, созданного во время Первой мировой войны, 
изложена в работе [SWM95] .  Приводимое в действие вручную вращением рукоятки уст­
ройство доказывало простоту числа 23 1  - 1 за 1 5  минут работы. 

Важной задачей теории вычислительной сложности является определение истинности 
выражения Р = NP п co-NP. Задача разрешимости "является ли п составным числом?" 
долгое время была наилучшим контрпримером.  Предоставляя разложение числа п на 
множители, она очевидным образом является членом класса NP. Можно доказать, что за-
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В 2002 г .  Агравал (Agrawal), Каял (Kayal) и Саксена (Saxena) предоставили первый детер­
министический алгоритм с полиномиальным временем исполнения, проверяющий, явля­
ется ли данное целое число составным (см. [AKS04]). При разработке этого незамыслова­
того алгоритма они выполнили тщательный анализ известных рандомизированных алго­
ритмов. Существование этого алгоритма является укором исследователям (таким как я),
которые побаиваются заниматься классическими нерешенными задачами. Независимая
трактовка этого результата приведена в книге [Die04] .

Система написана, в основном, на языке С, а внутренние циклы для основных компью­
терных архитектур - на ассемблере, и содержит свыше 200 специал изированных ма­
тематических функций .  Систему PARI  можно использовать в виде библиотеки, но она
также имеет режим калькулятора, предоставляющий немедленный доступ ко всем ти­
пам и функциям. Загрузить систему можно с веб-сайта http://pari.math.u-bordeaux.fr/.



дача является членом класса co-NP, т. к. для каждого простого числа имеется короткое 
доказательство его простоты (см. [Pra75]) .  Но недавнее доказательство, что задача про­
верки составных чисел является членом класса Р, делает эту цепочку рассуждений недей­
ствительной. Дополнительную информацию о классах сложности можно найти в [GJ79] и 
[Joh90] . 

Число из задачи RSA- 1 29 было разложено на множители в апреле 1 994 г. после восьми 
месяцев вычислений на 1 600 компьютерах. Это событие было особенно примечательным 
ввиду того обстоятельства, что в исходной работе RSA (см. [RSA 78]) предполагалось, что 
решение этой задачи займет 40 квадрильонов лет (используя технологию 1 970-х годов). 
Текущий рекорд по разложению на множители принадлежит Ф. Бару, М .  Боэму, 
Дж. Франку и Т. Клайнджунгу (F .  Bahr, М .  Boehm, J. Franke, Т. Kleinj ung), которые в мае 
2005 г. разложили на множители число из задачи RSA-200. Для этого им потребовалось 
время, эквивалентное 55  годам вычислений на компьютере с одним процессором Opteron 
2,2 ГГц. 

Родственные задачи. Криптография (см .  раздел 18. 6), арифметические операции вы­
сокой точности (см .  раздел 13. 9). 

1 3.9. Арифметика произвольной точ ности 
Вход. Два очень больших целых числа х и у. 

Задача. Вычислить х + у, х - у, х х у и х/у (рис. 1 3 .9). 

Рис. 1 3.9. Деление очень больших целых чисел 

Обсуждение. Любой язык программирован ия, имеющий уровень выше ассемблера, 
поддерживает арифметические операции сложения, вычитания, умножения и деления с 
целыми и действительными числами с одинарной и, возможно, двойной точностью. 
А если мы захотим выразить государственный долг США в центах? Для выражения 
коли •1ества центов стоимостью в один триллион долларов потребуется ч исло из 1 5  де­
сятичных цифр, что намного больше, чем может вместиться в 32-битовое ком пьютер­
ное слово. 

В других приложениях могут возникнуть намного большие целые числа. Например, 
для обеспечения достаточной безопасности в алгоритме RSA для криптографии с. от­
крытым ключом рекомендуется использовать целочисленные ключи длиной не менее 
1 ООО цифр. Исследовательские эксперименты в области теории  чисел требуют выпол­
нения операций с большими числами .  Однажды я решил незначительную нерешенную 
задачу (см .  [GKP89]), выполнив точные вычисления, результат которых представлен 

целым ч ислом (���� ) � 9, 93285 х 1 01 775 
• 
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Прежде чем приступить к работе с очень большими целыми ч ислами, ответьте на пере­
численные ниже вопросы. 

+ 

Если же вы работаете со встроенным приложеf.lием, требующим выполнения ариф­
метических операций с высокой точностью, то следует использовать какую-либо 
математическую библиотеку, поддерживающую вычисления с произвольной точ­
ностью. Эти библиотеки, в дополнение к четырем основным операциям,  часто пре­
доставляют дополнительные функции для таких вычислений,  как наибольший об­
щий делитель. Подробности см.  в подразделе "Реш1Uзации". 

+ Какой уровень точности требуется? Иными словами, имеется ли  верхняя граница 
для ч исел, с которыми вы работаете, или же требуется произвольная точность пред­
ставления.  От этого зависит, сможете ли  вы использовать для представления целых 
чисел массив  фиксированной длины или для этого потребуется применение связных 
списков. Массив проще для реализации и работы, и в большинстве приложений он 
не создает никаких ограничений.  

+ Какое основание следует использовать? Возможно, что легче всего будет реализо­
вать свой собственный пакет для выполнения арифметических операций с высокой 
точностью в десятичной системе, таким образом, представляя каждое целое число в 
виде строки цифр с основанием 1 О. Но гораздо эффективнее использовать в качест­
ве основания большое ч исло, в идеале равное квадратному корню из наибольшего 
целого числа, поддерживаемого аппаратно. 

Основной сложностью использования большого основания является необходимость 
преобразовывать целые ч исла в представление с основанием 1 О для входа и выхода. 
Но  это преобразование легко выполняется, когда поддерживаются все четыре 
арифметические операции с высокой точ ностью. 

+ Какой точности будет достаточно? Сложение аппаратными . средствами выпол­
няется намного быстрее, чем программн ыми,  поэтому использование арифметиче­
ских операций с высокой точностью в ситуациях, когда такая точность не требуется, 
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ния .  Верхняя граница основания определяется значением , что позво­
ляет избежать арифметического переполнения при умножении  двух таких чисел . 

b =
√

maxint

Я решаю экзем1V1яр задачи, требующей больших целых чисел, wiи имею дело со
встроенным прw�ожением? Если вам п росто нужен ответ для конкретной задачи с
большими цел ыми  числами,  как в моем случае с нерешенной задачей, описанном
выше, то следует рассмотреть использование системы ком пьютерной алгебры, та­
кой как Maple или Mathematica. Эти системы по умолчанию предоставляют воз­
можности арифметических вычислений  произвольной точности и используют для
интерфейса удобные языки программ ирования наподобие языка Lisp. В таком слу­
чае решение вашей задачи будет заключаться в программе из 5- 1 0  строчек.

Почему? Потому, что чем больше основание, тем меньше требуется цифр для пред­
ставления чисел . Например, сравните количество цифр в одном и том же значении, 
но представленном в десятичной и двоичной системах счисления - 64 и 1 ООО ООО 
соответственно. Так как аппаратная операция сложения обычно выполняется . за 
один тактовый цикл независимо от фактических значений чисел, то наилучшая про­
изводительность достигается при использовании  максимально возможного основа-



значительно снижает производительность. Арифметические вычисления с высокой 
точностью относятся к тем немногочисленным задачам, для которых реализация 
внутренних циклов на ассемблере оказывается хорошим способом ускорения рабо­
ты программы.  Подобным образом, наложение маски на уровне битов и использо­
вание операций сдвига вместо арифметических операций может ускорить выполне­
ние программы;  но для этого вы должны хорошо разбираться в особенностях ма­
шинного представления целых ч исел. 

Далее приводятся оптимал ьные алгоритмы для каждой из пяти основных арифметиче­
ских операци й :  

+ сложение. Простой школьный способ сложения, п р и  котором ч исла выравниваются 
по десяти чному разделителю, после чего их цифры складываются с переносом 
справа налево, имеет время исполнения, линейно зависящее от количества цифр. 
Существуют более сложные параллельные алгоритмы с предсказан ием переноса 
(carry-look-ahead) для реализации низкоуровневого машинного сложения. Скорее 
всего, они используются в вашем микропроцессоре для выполнения операций сло­
жения с низкой точностью; 

+ вычитание. Изменяя знаковые биты, мы можем превратить операцию вычитания в 
специальн ый случай сложения : (А - (-В)) = (А + В). Сложной частью операции вы­
читания является "заем" из вышестоящего разряда. Для упрощения можно всегда 
выполнять вычитание из числа с большим абсолютным значением и корректировать 
знаки позже; 

+ умножение. На больших целых числах выполнение операции умножения повто­
ряющимися операциями сложения занимает экспонен циальное время, поэтому из­
бегайте использования этого метода. Поцифровое умножение школьным методом 
легко поддается программированию и дает гораздо лучшую производительность, 
которая, скорее всего, будет достаточной для вашего приложения.  Для очень бdль­
ших целых ч исел рекомендуется алгоритм Карацубы (Karatsuba's algorithm) типа 
"разделяй и властвуй" с временем исполнения О(п 1 •59). Дэн Грейсон (Dan Grayson), 
разработчик  арифметических операций произвольной точности системы ком пью­
терной алгебры Mathematica, обнаружил, что точка перехода к этому алгоритму на­
ходится среди чисел, и меющих гораздо менее ста цифр. 

Еще более быстрым является алгоритм на основе преобразований  Фурье. Такие ал­
горитмы рассматриваются в разделе 13. 1 1 ;  

+ деление. Как и в случае с умножением, выполнение деления посредством много­
кратного вычитания занимает экспоненциальное время; поэтому наиболее прием­
лемым алгоритмом будет "деление в столбик", которому нас учат в школе. Это до­
вольно сложн ый алгоритм, требующий операции умножения с произвольной точ­
ностью и операции вычитания в качестве вызываемых процедур, а также определе­
ния правильной цифры в каждоi1 позиции частного методом проб и ошибок. 

Операцию деления целых чисел можно свести к операции  умножения, хотя такое 
сведение далеко не тривиально. Так что, если вы разрабатываете аси мптоти чески 
быстрое умножение, то результат можно будет использовать и для реализации опе­
рации деления; 
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+ возведение в степень. Значение ап можно вычислить, выполнив п - 1 умножений 
числа а на само себя, т. е. а х а х . . .  х а. Но существует намного лучший алгоритм 
типа "разделяй и властвуй", основанный на том обстоятельстве, что п = L п/2 J + Г n/2 l .  

Если ч исло п четное, то тогда ап = (ап12)2 •  А если п нечетное, то тогда п2 = a(alntlj )2 • 
� любом случае, размер показателя степени был уменьшен наполовину, что обош­
лось нам, самое большее, в две операции умножения. Таким образом, для вычисле­
н ия конечного значения будет достаточно О( \gп) операций умножения. Псевдокод 
соответствующего алгоритма показан в л истинге 1 3 .2 .  

funct ion power ( a ,  n )  
if  (n = 0)  return ( l )  

х = power ( а, L п/2 J )  
if  ( n  is  even)  then return ( n2 )  

else return ( a  х х2 ) 

Арифметические операции высокой, но не произвольной точности, удобно выполнять, 
используя китайскую meope,wy об остатках и модульную арифметику. Китайская тео-

рема об остатках утверждает, что целое ч исло в диапазоне от 1 до р = п�=I Р; одно­

значно определяется его набором остатков от деления р;, где каждая пара р;, р1 состоит 
из взаимно простых целых чисел . С помощью таких систем остаточных классов можно 
выполнять операции сложения, вычитания и умножения (но не деления), причем для 
манипуляций с бол ьшими целыми ч ислами не потребуются сложные структуры дан­
н ых. 

Многие из этих алгоритмов для вычислений  с большими целыми числами можно пря­
мо использовать для вычислений с многочленами.  Особенно полезным алгоритмом 
для быстрой оценки многочленов является правило Горнера. Если выражение 

Р(х) = L�=0c; ·х; 
вычислять почленно, то нужно будет выполнить О(п2) операций 

умножения.  Намного лучше будет воспользоваться тем обстоятельством, что 
Р(х) = со + х(с , + х(с2 + х(сз + . . .  ))) . 
Вычисление этого выражения требует только линейного количества операций .  

Реализации. Все основные коммерческие системы компьютерной алгебры, включая 
Maple, Matheшatica, Ахiош и Масsуша, поддерживают арифметические операции с вы­
сокой точностью. Для быстрых результатов в независимом приложении лучшим выбо­
ром будет воспользоваться одной из таких систем, если у вас имеется такая возмож­
ность. В остальном материале этого подраздела рассматриваются реализации для 
встроенных приложений .  

Ведущей библиотекой на языке С/С++ для быстрого выполнения арифметических опе­
раций с высокой точностью является библиотека GMP (GNU Multiple Precision 
Arithшetic Library, библиотека GNU для арифметических операций с многократно уве­
личенной точностью), которая поддерживает операции с целыми числами со знаком. 

Листинг 13.2. Алгоритм возведения в степень
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Класс Biginteer пакета java.math предоставляет аналоги операторов с произвол ьной 
точностью для всех элементарных операторов Java. Этот класс также предоставляет 
дополнительные операции для модульной арифме:гики, вычисления наибольшего об­
щего делителя, проверки на простоту, генерирования простых ч исел, манипулирования 
битами и других операций .  

Менее производительная и не так хорошо протестированная моя собственная реализа­
ция арифметических операций с высокой точностью содержится в библиотеке из моей 
книги (см . [SROЗ]). Подробности см. в разделе 19. 1 . 10. 

Существует несколько общих систем для вычисл ительной теории ч исел, каждая из ко­
торых поддерживает операции с целыми ч ислами с произвольной точностью. Инфор­
мацию о библиотеках PARI,  LiDIA, NТL и MIRACL для работы с задачами теории чи­
сел можно найти в разделе 13 .8. 

Пакет ARPEC предоставляет библиотеку на языке С++ и FORTRAN для арифме­
тических операций с произвольной точ ностью и сопутствующий интерактивный  
калькулятор. А пакет MPFUN90 предоставляет подобную функциональность, но 
исключительно на языке FORTRAN-90. Оба пакета можно загрузить с веб-сайта 
http://crd.IЫ.gov/-dhbailey/mpdist/. Алгоритм 693 (см .  [Sm i9 1 ]) из коллекции алгорит­
мов АСМ предоставляет реализацию на языке FORTRAN возможностей арифметиче­
ских операций с плавающей точкой с многократно увеличенной точностью. Подробно­
сти см. в разделе 19. 1 . 5. 

ПРИМЕЧАНИЯ 

Основным справочником по алгоритмам для всех основных арифметических операций, 
включая их реализацию на языке ассемблера MIX, является книга Дональда Кнута 
[Кпu97Ь ]. Более современное описание вычислительной теории чисел представлено в 
книгах [BS96] и [Sho05] .  

Хорошие описания алгоритмов модульной арифметики и китайской теоремы об остатках 
содержатся в [AHU74] и [CLRSOI] :  А в книге [CLRSOI] дано описание алгоритмов для вы­
полнения элементарных арифметических операций .  

Самым старым представляющим интерес алгоритмом, вероятно, является алгоритм 
Евклида для вычисления наибольшего общего делителя двух чисел . Его описание можно 
найти, например, в [Man89] и [CLRSO I ] . 

Родственные задачи. Разложение целых чисел на множители (см .  раздел 13. 8), крип­
тография (см . раздел 18. 6). 
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1 59 
В число работ с описанием алгоритма типа "разделяй и властвуй"  для умножения с време-
нем исполнения О(п · ) входят книги [AHU74] и [Man89].  Алгоритм на основе быстрого 
преобразования Фурье умножает два числа длиной в п бит за время O(nlgnlglgn) 
(см. [SS7 1 ] ) . Его описание можно найти, например, в [AHU74] и [Knu97b] . Здесь же име­
ется описание сведения задачи деления целых чисел к задаче их умноже.ния.  Использова­
ние быстрого умножения для выполнения других арифметических операций обсуждается 
в работе [Ber04b] . 

рациональными числами и ч ислами с плавающей запятой.  Загрузить ее можно с веб­
сайта http://gmplib.org.



1 3. 1  О .  Задача о рюкзаке 
Вход. Множество предметов S = { 1 ,  . . .  , п } ,  где размер i-го предмета равен s;, а значе­
ние - v;. Емкость рюкзака равна С. 

вход выход 

Рис. 13. 1 0. Задача о рюкзаке 

Обсуждение. Задача о рюкзаке возникает в ситуациях распределения ресурсов при на­
личии финансовых ограничений .  Например, как выбрать вещи, которые нужно купить 
на фиксированную сумму? Так как все предметы и меют свою стоимость и значимость, 
мы стремимся добиться максимал ьной значимости при данной стоимости. Само назва­
ние задачи - задача о рюкзаке - вызывает в мыслях образ туриста, который из-за 
ограниченности размера рюкзака старается положить в него лишь самые нужные и 
компактные вещи . 
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∑
i∈S′ viЗадача. Найти подмножество S' с S, которое максимизирует значение , учиты­

вая, что
∑

i∈S′ si ≤ C   ,  т. е . ,  что все предметы помещаются в рюкзак размером С

(рис. 1 3 . 1 О). 

Самая распространенная постановка задачи имеет ограничение вида "0- 1 ", подразуме­
вающее, что каждый предмет должен быть либо положен в рюкзак цели ком, либо не
положен вовсе. В большинстве реальных случаев предметы нельзя разламывать на час­
ти· произвольным образом, поэтому нельзя взять только одну банку лимонада из шес­
тибаночной упаковки или, вообще, часть содержимого одной банки. Вот это ограниче­
ние "О- 1 "  и делает задачу о рюкзаке такой сложной, т. к. при возможности разбиения
предметов на части оптимальное решение находится "жадным"  алгоритмом.  Мы про­
сто вычисляем "стоимость килограмма" каждого предмета и вкладываем в рюкзак са­
мый дорогой предмет или наибольшую его часть и повторяем эту операцию с самым
дорогим предметом из оставшихся до тех пор, пока не заполним весь рюкзак. Но, к
сожалению, в большинстве приложений ограничение "О- 1 "  присутствует.
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+ Имеют ли все предметы одинаковую стоимость wiи одинаковый размер? Когда 
стоимость всех предметов одинаковая, то, чтобы получить наибольшую стоимость, 
мы просто берем максимал ьное количество предметов. Поэтому оптимал ьное ре­
шение - отсортировать все предметы в возрастающем порядке по размеру, после 
чего вкладывать их в рюкзак в этом порядке до тех пор, пока имеется свободное ме­
сто. Задача решается подобным образом ,  когда все предметы одинакового размера, 
но разной стоимости . Предметы сортируются в возрастающем порядке по стоимо­
сти и укладываются в рюкзак в этом п орядке. Это легкие частные случаи задачи 
о рюкзаке. 

+ Одинакова ли стоимость кw�огра.мма для каждого предмета? В таком случае мы  
игнорируем цену и просто п ытаемся минимизировать незаполненное пространство 
рюкзака. К сожалению, даже этот ограниченный случай задачи является NР­
полным, поэтому нельзя ожидать найти эффективный алгоритм, который всегда 
выдает решение. Но не отчаивайтесь, т. к. задача о рюкзаке оказывается "легкой"  
сложной задачей, которую обычно можно решить с помощью представленных далее 
алгоритмов. 

Важным частным  случаем варианта задачи о рюкзаке с одинаковой стоимостью 
килограмма каждого предмета является задача разбиения множества целых чисел, 
представлен ная графически на рис. 1 3 . 1 1 .  

Рис. 1 3. 1 1 . Задача разбиения множества целых чисел 

В данном случае нам нужно разделить элементы множества S на два подмножества 
А и В таким образом, чтобы LaeA a = LheB b ,  или,  хотя бы, чтобы разность была 

минимальной. Задачу разбиения множества целых ч исел можно рассматривать как 
задачу упаковки двух рюкзаков одинаковой вместимости или одного рюкзака с ем­
костью, вдвое меньшей, чем исходная, поэтому все три задачи тесно связаны и яв­
ляются NР-полными .  

Вариант задачи с одинаковой стоимостью килограмма для всех элементов часто на­
зывается задачей о сумме подмножества (subset sum proЫem), т. к. мы  стремимся 
найти такое подмножество элементов, общая стоимость которых будет равной 
определенному целевому значению С, т. е. емкости нашего рюкзака. 

+ Размеры всех предметов представлены относительно небольшими целыми числа­
ми? Для варианта задачи, когда размеры предметов и емкость рюкзака п редставле­
ны целыми числами, существует эффективный алгоритм поиска оптимального ре-
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Перечислим вопросы, которые возникают при выборе наилучшего алгоритма для ре­
шения задачи о рюкзаке.
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шения с временной сложностью О(пС) и сложностью по памяти О(С). Подойдет ли 
этот алгоритм для решения вашей конкретной задачи, зависит от размера С. Он дает 
отличные результаты для С s 1 ООО, но не  очень хорошие для С �  1 О ООО ООО . 
Алгоритм работает таким  образом. Пусть S' будет набором элементов, а C[i, S1 бу­
дет иметь значение ИСТИНА тогда и только тогда, когда существует подмножество 
множества S', общий размер всех элементов которого равен точно i. Отсюда следу-
ет, что C[i, О] имеет значение ЛОЖЬ для всех 1 s i s С. Дальше м ы  по одному до­
бавляем элементы s1 к S' и обновляем затронутые значения C[i, S1 .  Обратите внима­
н ие, что C[i, S' u sJ = ИСТИНА тогда и только тогда, когда истинны C[i, S1 или 
C[i - s1, S1, поскольку м ы  либо используем si в получении суммы, либо нет. Мы оп­
ределяем все суммы,  которые можно получить, перебрав п раз все элементы в С -

по одному разу для каждого s1, где 1 sj s п, таким образом обновляя массив. Реше­
нием задачи является наибольший индекс истинного элемента наибольшего разме­
ра. Чтобы воссоздать подмножество, дающее решение, для каждого 1 s i s С мы 
должн ы сохранять имя элемента, который изменяет значение C[i] с ЛОЖЬ на 
ИСТИНА, после чего перебрать элементы массива в обратном направлении .  

Эта формулировка в стиле динамического программирования игнорирует значения 
элементов. Чтобы обобщить этот алгоритм, в каждом элементе массива сохраняется 
значение наилучшего текущего подмножества, для которого сумма размеров эле­
ментов равна i. Теперь обновление выполняется, когда сумма стоимости C[i - s1, S1 
и стоимости s1 луч ше, чем предыдущая стоимость C[i] . 
Что делать, если имеется несколько рюкзаков? В таком случае задачу лучше рас­
сматривать, как задачу разложения по контейнерам . Алгоритмы для решения задачи 
разложения по контейнерам и задачи раскроя (cutting-stock) описаны в разделе 1 7. 9. 
А реализации алгоритмов решения задачи с несколькими рюкзаками рассматрива­
ются в подразделе "РеШLизации". 
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Другой эвристический алгоритм основан на масштабировании. Динамическое про­
граммирование хорошо подходит для тех случаев, когда емкость рюкзака выражена

Когда получение точного решения оказывается слишком дорогим в вычислительном
отношении,  то возникает необходимость в использовании  эвристических алгоритмов.
Простой эвристический "жадный" алгоритм вкладывает предметы в рюкзак согласно
ранее рассмотренному правилу максимал ьной стоимости килограмма. Часто такое эв­
ристическое решение близко к оптимальному, но, в зависимости от конкретного эк­
земпляра задачи , оно также может быть сколь  угодно плохим .  Правило стоимости ки­
лограмма можно использовать, чтобы уменьшить размер задачи в алгоритмах исчер­
п ывающего перебора, чтобы в дальнейшем не рассматривать "дешевые, но тяжелые"
предметы.

Точн ые решения для рюкзаков большого объема можно найти с помощью целочислен­
ного программирования или поиска с возвратом.  Наличие или отсутствие элемента i 
в оптимальном подмножестве обозначается целочисленной переменной х;, принимаю-

щей значения О или 1 .  М ы  максимизируем выражение z:;� , x; ·v; при ограничивающем 

условии, что L:: 1 x; ·s; :::;; С .  Реализации алгоритмов целочисленного программирова­

ния рассматриваются в разделе 13. 6. 



доста'rочно небольши м  целым числом, скажем, С8. А если нам приходится иметь дело с 
рюкзаком, емкость которого больше, чем это значение, т. е . ,  С > С8? В таком случае мы  
уменьшаем размеры всех элементов в С/С8 раз, округляем полученн ые размеры до 
ближайшего целого числа, после чего используем динамическое программирование с 
этими уменьшенными элементами .  Масштабирование хорошо зарекомендовало себя 
на практике, особенно при небольшом разбросе размеров элементов. 

Реализации. Коллекцию реализаций алгоритмов на языке FORTRAN для разных вер­
сий задачи о рюкзаке можно загрузить с веб-сайта http://www.or.deis.unibo.iUkp.html. 
Здесь же можно загрузить электронную версию книги [МТ90а] . 

Хорошо организованную коллекцию реализаций алгоритмов на языке С для решения 
разных видов задачи о рюкзаке и родственных вариантов задачи, таких как разложение 
по контейнерам и загрузка контейнера, можно загрузить с веб-сайта http:// 
www.diku.dk/-pisinger/codes.html. Самый мощный код основан на алгоритме динами­
ческого программирования, описание которого дается в работе [МРТ99] .  

Алгоритм 632 на языке FORTRAN из коллекции АСМ предназначен для решения за­
дачи о рюкзаке с ограничением вида "0- 1 ". Кроме того, он поддерживает работу с не­
сколькими рюкзаками.  Подробности см.  в разделе 1 9. 1 . 5. 

ПРИМЕЧАНИЯ 

Самым свежим справочником по задаче о рюкзаке и ее вариантах является книга [КРРО4] . 
Книга [МТ90а] и обзорная статья [МТ87] представляют собой обычные справочные посо­
бия по задаче о рюкзаке, содержащие как теоретические, так и экспериментальные ре­
зультаты ее решения. Замечательное описание алгоритмов целочисленного программиро­
вания для решения задач о рюкзаке представлено в книге [SDK83] .  Алгоритмы решения 
задачи о рюкзаке с ограничением вида "0- 1 " обсуждаются в работе [МРТОО] . 

Аппроксимирующий метод дает решение, близкое к оптимальному, за время, зависящее 
полиномиально от размера входа и коэффициента аппроксимации Е. 

Такое очень строгое ограничение заставляет искать компромисс между временем испол­
нения и качеством аппроксимации. Хорошие описания аппроксимирующих методов с по­
линомиальным временем исполнения для решения задачи о рюкзаке и суммы подмноже­
ства можно найти в [IК75], [BvG99], [CLRSOI], [GJ79] и [Man89] . 

Первый алгоритм для общего метода шифрования с открытым ключом был основан на 
сложности задачи о рюкзаке. Описание см. в книге [Sch96] .  

Родственные задачи. Разложение по контейнерам (см .  раздел 1 7. 9), целочисленное 
программирование (см .  раздел 13. 6). 

1 3 . 1 1 . Дискретное преобразование Фурье 
Вход. Последовательность из п действительных или комплексных значений h; функ­
ции h, выбранных через одинаковые интервалы. 

Задача. Дискретное преобразование Фурье Нт = I::�hke2"ikmtn для О :::: т :::: п - 1 

(рис. 1 3 . 1 2). 
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Рис. 1 3. 1 2. Пример преобразования Фурье 

Обсуждение. В то время как программисты обычно плохо разбираются в преобразова­
ниях Фурье, инженеры-электронщики, работающие в области обработки сигналов, об­
ращаются с ними вполне свободно. В функционал ьном отношении преобразования 
Фурье предоставляют способ для преобразования выборок стандартного временного 
ряда в частотную область. Таким образом получается двойственное представление 
функции, при котором определенные операции становятся проще для выполнения. 
Преобразования Фурье находят следующие применения : 

+ фwzьтрацuя. В ыполнение преобразования Фурье для функции равносильно пред­
ставлен ию ее в виде суммы синусов. Устранив "лишние" высокочастотные и/или 
н изкочастотные компоненты (т. е. исключив некоторые слагаемые) и взяв обратное 
преобразование Фурье, мы можем отфильтровать шум и другие нежелательные 
явления.  Например, всплеск на графике в рис. 1 3 . 1 2 соответствует периоду одной 
синусной составляющей и моделирует входные данные. Остальные компоненты 
являются шумом; 

+ сжатие изображений. Сглаженное, отфильтрованное изображение содержит 
меньший объем информации, чем исходное изображение, в то же самое время со­
храняя похожий внешний вид. Удали в  компоненты, вносящие сравнительно не­
большой вклад в изображение, мы  можем уменьшить размер изображения за счет 
1rезнач ительного понижения его точности; 

+ свертка и обращение сверт1<.·и. Преобразования Фурье можно использовать для эф­
фективного выполнения свертки двух последовательностей.  Сверткой (convolution) 
называется попарное умножение элементов двух разных последовательностей, на­
пример, при умножении двух многочленов / и  g с п переменными или при сравне­
нии  двух текстовых строк. Реализация такой операции напрямую имеет квадратич­
ное время исполнения (т. е. О(п2)), в то время как время исполнения алгоритма на 
основе быстрого преобразован ия Фурье равно O(nlgn). 

Приведем другой пример из области обработки изображений.  Так как сканер изме­
ряет уровен ь освещенности участка изображения, а не отдельной его точки, то от­
сканированное изображение всегда немного смазано. Исходный сигнал можно вос­
становить, выполнив  обращение свертки входного сигнала посредством гауссовой 
функции рассеяния точки;  
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+ вычисление корреляционной функции. Корреляционная функция двух фун кций j(t) и 
g(t) определяется как: 

Дискретное преобразование Фурье принимает на входе п комплексных чисел hk, где 
О :::: k :::: п - 1 ,  соответствующих равномерно распределенным точкам временной после­
довательности, и выдает на выходе п комплексных чисел Hk, где О :::: k :::: п - 1 ,  каждое 
из которых описывает синусоидальную фун кцию данной частоты.  Дискретное преоб­
разование Фурье определяется следующей формулой : 

А обратное преобразование Фурье определяется следующей формулой : 

Таким образом мы  можем с легкостью перемещаться между h и Н. 
Так как выход дискретного преобразования Фурье состоит из п чисел, каждое из кото­
рых вычисляется по формуле, содержащей п элементов, то его время исполнения равно 
О(п2). А алгоритм быстрого преобразования Фурье вычисляет дискретное преобразо­
вание Фурье за время O(n\ogn). Вероятно, это самый  важный известны й  алгоритм, т. к .  
он лежит в основе всей современной обработки сигналов. Под общим названием быст­
рого преобразования Фурье известно несколько алгоритмов, использующих метод 
"разделяй и властвуй" .  По сути, задача вычисления дискретного преобразования Фурье 
по п точкам сводится к вычислению двух преобразований ,  каждое по п/2 точкам, кото­
рые потом применяются рекурсивно. 

Многие системы обработки сигналов имеют строгие условия работы в реальном вре­
мени,  поэтому алгоритмы быстрого преобразования Фурье часто реализуются аппарат­
но или,  по крайней мере, на языке ассемблера, настроенного под конкретную машину. 
Учтите это обстоятельство, если используемый вами код окажется слишком мед­
ленным.  
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z(t) =
∫ ∞

−∞
f(τ)g(t + τ)dτ

Hm =
n−1∑

k=0

hke−2πikm/n

hm =
1
n

n−1∑

k=0

Hke2πikm/n

Алгоритм быстрого преобразования Фурье обычно предполагает, что число п является
степенью двойки. Если ваше значение п не отвечает этому условию, то будет лучше
дополнить данные нулями,  чтобы создать п = 2k элементов, чем искать более общий
код.

Эту функцию можно с легкостью вычислить, используя преобразования Фурье. Ко­
гда две функции имеют похожую форму, но сдвинуты по отношению друг к другу 
(например, как функции .f(t) = sin(t) и g(t) = cos(t)), значение z(t0) будет большим для 
этого смещения !0• В качестве примера практического применения допустим, что мы  
хотим определить, нет ли  в нашем генераторе случайных чисел каких-либо нежела­
тельных периодичных последовательностей . Для этого м ы  можем сгенерировать 
длинную последовательность случайных ч исел, преобразовать их во временную по­
следовательность (в которой i-e ч исло соответствует моменту времени i), после чего 

катором возможной периодичности . 
взять преобразование Фурье этой последовательности. Любой всплеск будет инди­



Алгоритм 545 (см . [Fra79]) из коллекции АСМ является реализацией на языке 
FORTRAN быстрого преобразования Фурье, оптимизирующей производительность 
виртуальной памяти . Дополнительную информацию см. в разделе 19. 1 . 5. 

ПРИМЕЧАНИЯ 

Интересный алгоритм типа "разделяй и властвуй" дпя умножения многочленов (см. 
[КО63)) с временем исполнения O{n 1 "59) рассматривается в книгах [AHU74) и [Мап89]. 
Алгоритм на основе быстрого преобразования Фурье, умножающий два числа дпиной 
в п бит за время O(nlgnlglgn), был разработан Шонхаге (Schoпhage) и Штрассеном 
(Strasseп).  Он представлен в [SS7 1 ]  и [AH U74] . 

Вопрос о том,  действительно ли комплексные переменные являются необходимыми в бы­
стрых алгоритмах дпя выполнения свертки, является открытым. К счастью, в большинст­
ве приложений быструю . свертку можно использовать в виде черного ящика. Быстрая 
свертка лежит в основе многих разновидностей алгоритмов дпя сравнения строк 
(см. [Iпd98)). 

В последнее время было предпожено вместо преобразования Фурье использовать в 
фильтрации специальные функции, называемые вейвлетами. Введение в эту тему можно 
найти в [Wal99) . 

Родственные задачи. Сжатие данных (см. раздел 18.5), арифметические операции 
с высокой точностью (см . раздел 13. 9). 
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Реализации. На первом месте среди открытых кодов алгоритма быстрого преобразо­
вания Фурье стоит библиотека FFTW. Это библиотека процедур на языке С для вычис­
ления дискретного преобразования Фурье в одном или нескольких измерениях, под-
держивающая вход произвольного размера и данные, как действительного, так и ком­
плексного типа. Результаты обширного тестирования доказывают, что это самое
быстрое известное преобразование Фурье. Библиотека снабжена интерфейсами для
FORTRAN и С++. В 1 999 г. библиотеке был присужден приз Дж. Х. Вилкинсона в об­
ласти численного программного обеспечения (J . Н. Wilkinson Prize for Numerical
Software). Библиотеку FFTW можно загрузить с веб-сайта http://www.fftw.org/.

Пакет FFTPACK содержит процедуры на языке FORTRAN для вычисления быстрого 
преобразования Фурье периодических и других симметрических последовательностей. 
Пакет включает комплексные, действительные, синусоидальные и четвертьволновые 
п реобразования . Загрузить его можно с веб-сайта http://www.netlib.org/fftpack. Науч-
ная библиотека GNU для С/С++ предоставляет версию библиотеки FFTPACK. Под-
робности см.  по адресу http://www.gnu.org/software/gsl/. 

Нечувствительный к кэшированию алгоритм быстрого преобразования Фурье приведен
в докладе [FLPR99] . Само понятие нечувствительных к кэшированию алгоритмов было
впервые предложено в этом докладе. Библиотека FFTW основана на этом алгоритме.
Подробности устройства библиотеки FFTW см. в [FJOS].

Хорошим введением в предКtет преобразований Фурье и быстрых преобразований Фурье
являются книги [Bra99) и [Bri88) .  Описание преобразования можно найти в книге
[PFTV07) . Изобретение быстрого преобразования Фурье обычно приписывают Кули
(Cooley) и Туки {Tukey); см. [СТ65] .  Подробную историю вопроса можно найти в [Bri88) .



В этой главе мы рассмотрим несколько алгоритмических задач чисто комбинаторного 
характера. В число этих задач входят задача сортировки и задача генерирования пере­
становок, которые были первыми нечисловыми задачами, решенными с помощью 
электронных вычислительных машин.  Сортировку можно рассматривать, как полное 
упорядочивание ключей, а поиск и выбор - как идентификацию ключей по их поло­
жению в упорядоченной последовательности . 

Здесь также рассматриваются другие комбинаторные объекты, такие как перестановки, 
разбиения, подмножества, календари и расписания. Особый  интерес представляют ал­
горитмы, которые ранжируют комбинаторн ые объекты, т. е. устанавливают соответс,т­
вие между объектом и уникальным целым числом, или выполняют обратную опера­
цию, возвращая объект по числу. Операции ранжирования упрощают многие другие 
задачи, например генерирование случайных объектов (выбирается произвольное ч исло 
и выполняется операция, обратная ранжированию) или перечисления всех объектов по 
порядку (в цикле генерируются числа от 1 до п; для каждого из которых выполняется 
операция, обратная ранжированию). 

В конце главы обсуждается задача генерирования графов. Алгоритмы на графах пред­
ставлены более подробно в последующих разделах каталога задач. 

Среди книг по общим комбинаторным алгоритмам я порекомендую следующие: 

+ [NW78] - эта книга посвящена алгоритмам создания элементарн ых комбинатор­
ных объектов, таких как перестановки, подмножества и разбиения.  Такие алгорит­
мы, как правило, трудно найти, и они нередко и меют много тонкостей. Для всех 
алгоритмов предоставляются программы на языке FORTRAN, а также обсуждаются 
их теоретические основы. Подробности см . в разделе 1 9. 1 . 1  О; 

+ [Knu97a] и [Knu98] - общепризнанные справочники по сортировке и поиску; со­
держат обширный материал по комбинаторным объектам, таким как перестановки. 
Отдельными изданиями выпущен материал (предположительно составляющий со­
держимое мифического Тома 4) по генерированию перестановок (см . [Knu05a]), 
подмножеств и разбиений  (см . [Knu05b]), а также деревьев (см. [Knu06]); 

+ [SW86a] - учебник по комбинаторике для студентов вузов, содержащий алгоритмы 
генерирования перестановок, подмножеств и разбиений множества. Содержит соот;. 
ветствующие программы на языке Pasca\ ; 

+ [РSОЗ] - описание библиотеки Comblnatorica, содержащей свыше 400 функций 
. системы Mathema�ica для генерирования комбинаторных объектов и объектов тео-

[KS99] - книга по комбинаторным алгоритмам; кроме этого, особое вщимание уде­
ляется алгебраическим задачам, таким как изоморфизм и симметрия;

+ 

Комбинаторные задачи
ГЛАВА 14



рии графов (см. раздел 1 9. 1 . 9). Авторы книги придерживаются особого взгляда на 
взаимодействие разных алгоритмов. 

1 4. 1 . Сортировка 
Вход. Множество из п элементов. 

Задача. Расположить элементы в возрастающем (или убывающем) порядке (рис. 1 4. 1  ). 

Рис. 14. 1 .  Сортировка 

Обсуждение. Сортировка является фундаментальной алгоритмической задачей теории 
вычислительных систем. Для программиста изучение разных алгоритмов сортировки 
подобно изучению гамм для музыканта. Как показано в разделе 4.2, сортировка являет­
ся первым шагом в решении множества других алгоритмических задач, а правило "ес­
ли не знаешь, как поступить, выполняй сортировку" является одни м  из главных при 
разработке алгоритмов. 

Сортировка также иллюстрирует все стандартные парадигм ы разработки алгоритмов. 
Большинству программистов известно так много разных алгоритмов сортировки, что 
зачастую и м  трудно принять решение, какой из них выбрать в конкретном случае. Сле­
дующие вопросы помогут вам в выборе алгоритма. 

Сколько элементов нужно отсортировать? Для небольших объемов данных 
(п ::::; 1 00) не играет особой роли,  какой из  алгоритмов с квадратичным временем ис­
полнения использовать. Сортировка вставками быстрее, проще и в меньшей степе­
ни чревата ошибками реализации,  чем пузырьковая сортировка. Сортировка мето­
дом Шелла очень похожа на сортировку вставками,  только намного быстрее. Одна­
ко для ее реализации необходимо знание правильной последовательности вставок, 
изложенной в книге [Knu98] .  

Если. количество сортируемых элементов больше 1 00, то важно использовать алго­
ритм с временем исполнения О(п\gп), такой как пирамидальная сортировка, быстрая 
сортировка или сортировка слиянием .  Разные программисты . выби'рают разные 
алгоритмы, руководствуясь личными предпочтениями .  Поскольку трудно сказать, 
какой алгоритм быстрее, выбор того или иного алгоритма не имеет особого значения. 
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А когда количество элементов для сортировки превышает, скажем, 5 ООО ООО, то 
пора начинать думать об использовании  алгоритма сортировки данн ых, содержа­
щихся на внешних запоминающих устройствах, который минимизирует обращения 
к этим устройствам. Алгоритмы обоих типов рассматриваются далее в этом разделе. 

+ Содержатся ли в данных дубликаты? Порядок сортировки полностью определен, 
если все элементь1 имеют разные ключи.  Но когда два элемента имеют одинаковый 
ключ, то для решения, какой элемент должен стоять первым, нужно примен ить до­
полнительный критерий.  Для многих приложений это не играет роли,  и подходит 
любой алгоритм сортировки. А в случаях, когда это важно, очередность элементов с 
одинаковыми ключами определяется по вторичному ключу, например, по имени для 
одинаковых фамилий .  

А иногда очередность в отсортированном списке определяется по положению в ис­
ходном списке. Допустим, что 5-й и 27-й элементы исходного набора данн ых имеют 
одинаковый ключ. В таком случае в отсортированном списке 5-й элемент должен 
находиться перед 27-м. В случае совпадения ключей ста6W1ьный алгоритм сорти­
ровки сохраняет исходн ый порядок элементов в отсортированном списке. Боль­
шинство алгоритмов сортировки с квадратичным временем исполнения являются 
стойкими, в то время как многие из алгоритмов с временем исполнения О(пlgп) -
нет. Если важна стабильность сортировки, то в функци и  сравнения, скорее всего, 
будет лучше использовать исходное положение элемента в качестве вторичного 
ключа, чем полагаться на реализацию алгоритма для обеспечения стабильности .  

+ Что известно о данных? Для ускорения сортировки данн ых часто можно восполь­
зоваться их особенностями .  Конечно, сортировка, имеющая время исполнения 
О(пlgп), является быстрой операцией, поэтому, если узким местом вашего приложе­
ния является время, затрачиваемое на сортировку, можете считать, что вам повезло. 

• Данные уже частично отсортированы? В таком случае определенные алгорит­
мы, например алгоритм сортировки вставками, работают быстрее, чем на полно­
стью неотсортированных данн ых. 

• Что известно о распределении ключей? Если ключи распределен ы произвольно 
или равномерно, то имеет смысл использовать корзинную сортировку или сор­
тировку распределением. Просто помещаем ключи в корзин ы  по их первой бук­
ве и выполняем рекурсию до тех пор, пока каждая корзина не достигнет размера, 
достаточно малого для сортировки полным перебором.  Это очен ь эффективный 
подход, когда все ключи распределены по корзинам равномерно. Но  в случае 
сортировки списка группы однофамильцев производител ьность корзинной сор­
тировки будет очень плохой.  

• Очень длинные Wlи трудные для сравнения ключи? Если ключи представлены 
в виде длинных текстовых строк, то, возможно, имеет смысл выполнить предва­
рительную сортировку по сравнительно короткому префиксу (скажем, длиной 
в 10 символов), после чего выполнить сортировку по полному ключу. Этот метод 
особенно подходит для сортировки на внешн их носителях (см .  далее), при кото­
рой нежелательно расходовать быструю память на хранение несущественн ых де­
талей. 
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Другим подходом может быть использование поразрядной сортировки, имею­
щей время исполнения линейное относительно количества символов в файле, 
что гораздо лучше времени О(п\gп), которое еще должно быть помножено на 
стоимость сравнения двух ключей . 

• Невелик диапазон возможных ключей? Если требуется отсортировать подмноже­
ство из, скажем, п/2 разных целых чисел, значение каждого из которых лежит в 
диапазоне от 1 до п, то самым быстрым алгоритмом будет создать п-элементный 
битовый вектор, установить соответствующие ключам биты, а потом отсканиро­
вать вектор слева нап раво и доложить о позициях с установленными битами .  

+ Необходимо ли обращаться к диску? При сортировке больших объемов информа­
ции сортируем ые данные могут не помещаться в память. В таких случаях мы имеем 
дело с задачей внешней сортировки ( external sorting), для которой требуется приме­
нение внешнего устройства хранения данных. Первоначально в качестве внешних 
устройств хранения данн ых использовал ись накопители на магнитной ленте, и в 
книге [Knu98] описываются разнообразные сложные алгоритмы для эффективного 
слияния данных с разных накопителей. В настоящее время используется виртуаль­
ная память и обмен данными с диском.  Любой алгоритм сортировки будет работать 
с виртуальной памятью, но у многих алгоритмов все время будет уходить на пере­
мещение данн ых между памятью и диском.  

Самым простым подходом к внешней сортировке будет загрузка данных в В-дерево 
(см . раздел 12. 1 )  с последующим симметричным обходом этого дерева, позволяю­
щим ч итать ключи в отсортированном порядке. qднако, действительно высокопро­
изводительн ые алгоритмы основаны на сортировке многоканальным слиянием. При 
этом подходе данные разби ваются на несколько файлов, каждый из которых сорти­
руется с применением быстрой внутренней сортировки, после чего отсортирован­
н ые файлы  сли ваются поэтапно с использованием двух- или k-канального слияния. 
Производительность можно оптимизировать, используя сложные схемы слияния и 
управления буфером, учитывающие свойства внешнего устройства хранения. 

+ Сколько времени отводится на разработку и отладку процедуры сортировки? 
Если бы мне нужно было реализовать рабочую процедуру в течение часа, то я, ско­
рее всего, предпочел бы простую сортировку методом выбора. Но если бы в моем 
распоряжени и  был целый день, то я, скорее всего, использовал бы пирамидальную 
сортировку, т. к. этот алгоритм обладает надежной производительностью и не тре­
бует дополнительной настройки. 

Сам ым лучшим алгоритмом внутренней сортировки является быстрая сортировка 
(см. раздел 4. 2), хотя для получения максимальной производител ьности придется пово­
зиться с настройкой. В действител ьности, будет намного лучше испол ьзовать для этого 
алгоритма библиотеч ную функцию вашего компилятора, чем пытаться разработать 
свою реализацию. Неудачная реализация быстрой сортировки будет работать медлен­
нее, чем плохая реализация пирамидальной сортировки. 

Если же вы настроены на создание своей реализации алгоритма быстрой сортировки, 
то используйте следующие эвристические методы, которые на практике оказывают 
большое влияние на производител ьность. 
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+ Выбирайте средний элемент из трех. Для выбора опорного элемента используйте 
средний по величине элемент из первого, последнего и центрального элемента мас­
сива, чтобы повысить вероятность разбиения массива на приблизительно одинако­
вые части . По результатам некоторых экспериментов для больших подмассивов 
следует составлять выборку из большего количества элементов, а для небольших -
из меньшего. 

+ Для сортировки вставками выбирайте подмассивы небольшого размера. Переклю­
чение с рекурсивной быстрой сортировки на сортировку вставками имеет смысл 
только при небол ьшом размере подмассивов, например, не превышающем 20 эле­
ментов. Оптимальный размер подмассивов для данной реализации определяется 
экспериментальным путем.  

+ Обрабатывайте наименьшую порцию данных в первую очередь. Исходя из предпо­
ложения, что ваш компилятор способен оптимизировать хвостовую рекурсию, вы 
можете минимизировать объем требуемой памяти, обрабатывая меньшие порции 
данных ран ьше. Так как каждый следующий рекурсивный вызов занимает в стеке 
память, превышающую память, отведенную под предыдущий вызов, максимум 
в полтора раза, то потребуется только O(lgn) стековой памяти . 

Прежде чем приступать к реализации ал горитма быстрой сортировки, прочитайте 
статью [Ben92b] . 

Реализации. Наилучшей программой сортировки с открытым кодом предположитель­
но является GNU sort, которая является частью библ иотеки основных утилит GNU.  До­
полнител ьную информацию см. по адресу http://www.gnu.org/software/coreutils/. 
Имейте в виду, что существуют также коммерческие поставщики высокопроизводи­
тельных программ внешней сортировки, такие как Cosort (www.cosort.com), Syncsort 
(www.syncsort.com) и Ordina\ Technology (www.ordinal.com). 

Современные языки программирования содержат библиотеки эффективных реализа­
ций сортировки, поэтому вам никогда не придется разрабатывать собственную про­
цедуру. стандартная библиотека с содержит функцию qsort, являющуюся, предполо­
жительно, обобщенной реализацией быстрой сортировки. Библиотека STL языка С++ 
предоставляет методы sort и staЫe_sort . Библиотеку STL можно загрузить с веб-сайта 
http://www.sgi.com/tech/stV. Более подробное руководство по использованию библио­
теки STL и стандартной библиотеки С++ можно найти в книгах [Jos99] ,  [MeyO I ]  и 
[MDSO I ] . 

Стандартный пакет утилит Java java.uti l (http://java.sun.com/javase/) содержит неболь­
шую библиотеку структур данных Java Collections (JC), предоставляющую, в частно­
сти, классы sortedМap и SortedSet. 

Реализацию нечувствительного к кэшированию алгоритма funne\sort на языке С++ 
см. на веб-сайте http://kristoffer.vinther.name/projects/funnelsort/. Результаты тестов 
свидетельствуют о его высокой производительности. 
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Используйте рандомизацию. Выполнив  произвольную перестановку ключей перед
сортировкой (см . раздел 14. 4), вы, возможно, добьетесь того, что время сортировки
почти отсортированных данных не будет  квадратичным.



Существует множество веб-сайтов, содержащих анимацион ные апплеты для всех фун­
даментальных алгоритмов сортировки, включая пузырьковую сортировку, пирами­
дальную сортировку, быструю сортировку, поразрядную сортировку и сортировку ме­
тодом Шелла. Безусловно, сортировка является классической задачей для анимации 
алгоритмов. Типичные примеры таких сайтов:  http://www.cs.ubc.ca/spider/harrison/ 
Ja�a/sorting-demo.html и http://www.cs.bell-labs.com/cm/cs/pearls/sortanim.html. 

ПРИМЕЧАНИЯ 

Самой лучшей книгой по сортировке из числа написанных в прошлом и, пожалуй, в бу­
дущем является книга [Knu98] . Ей больше тридцати лет, но читать ее по-прежнему инте­
ресно. Одной из областей сортировки, которые были разработаны после первого издания 
этой книги, является сортировка предварительно отсортированных данных, исследуемая в 
работе [ECW92] . Заслуживаюшим внимания справочником по сортировке является книга 
[GBY9 1 ] , которая содержит ссылки на алгоритмы для частично отсортированных данных, 
а также реализации на языках С и Pascal всех фундаментальных алгоритмов. 

Описания основных алгоритмов внутренней сортировки содержатся в каждом учебнике 
по алгоритмам. Алгоритм пирамидальной сортировки был разработан в 1 964 г. Дж. Виль­
ямсом (J. Wi l l iams), см. [Wil64] . Алгоритм быстрой сортировки был разработан в 1 960 г. 
Чарльзом Хоаром (Charles Hoare), см. [Ноа62] ; а всесторонний анализ и реализация были 
осуществлены Р. Седжвиком (R.  Sedgewick), см. [Sed78] . Первая реализация алгоритма 
сортировки слиянием (на компьютере EDV АС в 1 945 г.) была выполнена фон Нейманом. 
Полное изложение истории сортировки, берущей начало во времена электронно­
вычислительных машин, работавших на перфокартах, см. в книге [Knu98] . 
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Главным чемпионатом по высокопроизводительной сортировке являются ежегодные со­
ревнования, начало которым положил Джим Грей (J im Gray). На веб-сайте http://

sortbenchmark.org/ опубликована информация о текущих и предыдущих результатах, ко­
торые могут вдохновлять или расстраивать, в зависимости от вашей точки зрения. Дос­
тигнутый прогресс вдохновляет (тестовые экземпляры размером в миллион записей, ко­
торые использовались в первых соревнованиях, теперь кажутся незначительными), но
лично меня расстраивает тот факт, что вопросы управления системой и памятью оказы­
ваются гораздо важнее комбинаторно-алгоритмических аспектов сортировки.

Родственные задачи. Словари (см. раздел 12. 1 ), поиск (см . раздел 14. 2), топологиче­
ская сортировка (см .  раздел 15. 2). 

В настоящее время создание высокопроизводительных программ сортировки включает 
в себя работу над алгоритмами как требовательными к кэшированию (см. [LL99] ), так и 
нечувствительными к нему (см. [BFV07]). 

Для сортировки существует хорошо известная нижняя граница Q(nlgn) на модели алгеб­
раического дерева решений (см. [8083]) . Задача определения точного количества сравне­
ний, необходимого для сортировки п элементов при небольших значениях п, вызвала зна­
чительный интерес у исследователей. Описание задачи можно найти в [Aig88] и [Raw92] , 
а последние результаты - в [Рес04] и [Рес07] . 

Но  эта нижняя граница не соблюдается при других моделях вычислений. В работе [FW93] 

представляется алгоритм сортировки со сложностью О(п�) по модели вычислений, 

позволяющей выполнять арифметические операции над ключами. Обзор алгоритмов 
быстрой сортировки по таким нестандартным моделям вычислений приведен в [And05] .  



1 4.2.  Поиск 
Вход. Набор S и з  п ключей и ключ запроса q. 
Задача. Определить местоположение ключа q в наборе ключей S (рис. 1 4 .2) . 

Рис. 1 4.2. Поиск в наборе ключей 

Обсуждение. Для разных людей слово "поиск" означает разные понятия . Поиск гло­
бального максимума или минимума функции является задачей безусловной оптимиза­
ции, которая рассматривается в разделе 13 .5 .  Программ ы  для игры в шахматы выбира­
ют свой лучший ход, выполняя исчерпывающий перебор/поиск всех возможных ходов, 
используя вариант поиска с возвратом (см .  раздел 7. 1 ). 

Мы же ставим перед собой задачу найти ключ в списке, массиве или дереве. Словар­
ные структуры данных предоставляют эффективный доступ к наборам ключей для 
вставки и удаления (см .  раздел 12. 1) .  Типичными представителями словарн ых структур 
данных являются двоичн ые деревья и хэш-таблицы. 

Мы рассматриваем задачу поиска без привязки к словарям, поскольку в нашем распо­
ряжении имеются более простые и эфффективные решения, J<Огда м ы  зани маемся ста­
тическим поиском без вставок и удалений .  При правильном использован ии во внут­
реннем цикле такие простые структуры данных могут обеспечить заметное повышение 
производительности . Кроме того, идеи двоичного поиска и самоорганизации  примени­
мы при решении других задач, что оправдывает наше внимание к ним .  
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Существуют два основных метода поиска: последовательный поиск и двоичный поиск.
Оба достаточно просты, но у н их и меются интересн ые варианты. При последователь­
но; w поиске мы движемся по списку ключей с самого начала и сравниваем каждый по­
следующий элемент с ключом поиска, пока не найдем совпадающий или не достигнем
конца списка. При двоичном поиске мы работаем с отсортированным списком или мас­
сивом ключей. Чтобы найти ключ q, м ы  сравниваем значение q со значением среднего
ключа массива Sn12• Если значение ключа q меньше, чем значение ключа Sn12, то данный
ключ должен находиться в верхней половине массива S;  в противном случае он должен
находиться в его н ижней половине. Повторяя этот процесс на той части массива, кото-



рая содержит элемент q, мы находим его за [lgn] сравнений, что намного лучше, чем 
ожидаемые п/2 сравнений при последовательном поиске. Дополнительную информа­
цию по двоичному поиску см .  в разделе 4. 9. 

Последовательный поиск является простейшим алгоритмом и, скорее всего, будет са­
мым быстрым, когда количество элементов  не превышает 20. При ста и более элемен­
тах · двоичный поиск будет эффективнее, чем последовательн ый, и оправдает затраты 
на сортировку при большом количестве запросов. Но для принятия решения о выборе 
варианта алгоритма следует учитывать и другие факторы. 

+ Сколько времени отводится на программирование? Известно, что алгоритм двоич­
ного поиска сложен для программирования. Между изобретением алгоритма и 
опубликованием первой правW1ьной реализации прошло целых семнадцать лет! По­
этому я советую вам начать с одной из реализаций, описанных далее. Полностью 
протестируйте ее, создав программу, которая выполняет поиск каждого ключа в на­
боре S, а также для промежуточных значений ключей. 

+ Какова частота обращений к разным ключам? Определенн ые английские слова 
(например, "the") встречаются намного чаще, чем другие (например, "defenestrate"). 
Количество сравнений  в последовательном поиске можно уменьшить, поместив 
часто употребляемые слова вверху списка, а более редкие - внизу. Неравномер­
ность запросов является скорее правилом, чем исключением. Слова во многих язы­
ках распределяются согласно степениым законам. Классическим примеров являет­
ся распределение слов в английском языке, которое довольно точно моделируется 
закоиом Ципфа. Согласно этому закону, i-й по частоте обращения ключ выбирается 
с вероятностью, которая в (i - 1 )/i раз превышает вероятность выбора ключа, 
(i - 1)-го по популярности, для всех 1 � i � п. 
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Может ли частота обращений измениться со временем? Для предварительной
сортировки списка или дерева с целью воспользоваться асимметричной закономер­
ностью доступа требуется знать эту закономерность доступа наперед. Для многих
приложений получение такой информации может быть трудной задачей. Лучшим
подходом будет использовать самоорганизующиеся списки, в которых порядок клю­
чей изменяется в ответ на запросы.  Самой лучшей схемой самоорганизации являет­
ся перемещение ключа, к которому выполнялось самое последнее обращение, в на­
чало списка. Таким образом ключи с наибольшим числом обращений продвигаются
в начало списка, а с наименьшим - к концу. Отслеживать частоту обращений · нет

+ 

Знание частоты обращений  легко использовать в последовательном поиске. Но в 
двоичном дереве дело обстоит сложнее. М ы  хотим, чтобы часто употребляемые 
ключи располагались возле корня (таким образом мы быстрее найдем их), но не за 
счет разбалансирования дерева и превращения двоичного поиска в последователь­
ный.  Решением этой проблемы будет применение алгоритма динамического про­
граммирования для построен ия оптимального дерева двоичного поиска. Принципи­
ально важным здесь является то обстоятельство, что каждый возможный корневой 
узел i делит пространство ключей на две части (слева и справа от i), каждую из ко­
торых можно представить оптимальным деревом двоичного поиска для меньшего 
поддиапазона ключей. Корень оптимального дерева выбирается таким образом, 
чтобы минимизировать ожидаемую стоимость поиска в получившемся разбиении.  



Принцип самоорганизации может расширить размер полезного диапазона последо­
вательного поиска, но когда количество ключей превышает 1 00, то следует пере­
ключаться на двоичный поиск. Но также можно рассмотреть возможность исполь­
зования косых деревьев, являющихся деревьями двоичного поиска, в которых эле­
мент, к которому было выполнено обращение, перемещается в корневой узел. Эти 
деревья дают гарантию отличной амортизированной производительности. 

+ Известно ли примерное местоположение ключа? Допустим, мы  знаем, что требуе­
мый ключ находится справа от позиции р, причем на небольшом расстоянии .  Если 
мы правы в нашем предположении,  то последовательный поиск быстро возвратит 
нужный элемент, но за ошибку нам придется дорого заплатить. Гораздо лучше про­
верять ключи через возрастающие интервалы справа от р (р + 1 ,  р + 2, р + 4, р + 8, 
р + 1 6, . . .  ), пока мы не дойдем до ключа, расположенного справа от целевого.  Тогда 
у нас появится окно, содержащее целевой элемент, и мы сможем найти его, приме­
нив двоичный поиск. 

Такой односторонний двоичный поиск возвращает целевой ключ в позиции р + 1 за, 
самое большее, 2 Г lg ll сравнений,  т. е. он работает быстрее двоичного поиска, если 

l « п, и такая производительность никогда не станет намного хуже. Односторонний 
двоичный поиск особенно полезен при неограниченном поиске, например, при из­
влечении  корня . 

+ Находится ли структура данных на внешнем устройстве? Когда количество клю­
чей слишком велико, двоичный поиск теряет свой статус лучшего метода поиска. 
Мы будем метаться по пространству ключей в поисках средней точки для сравнения 
с целевым ключом и для каждого из этих сравнений  потребуется загрузить новую 
страницу из внешнего устройства. Намного лучше будет использовать такие струк­
туры данных, как В-деревья (см .  раздел 12. 1 )  или деревья Емде Боаса (см .  примеча­
ния далее), которые собирают ключи в страницы,  чтобы свести к минимуму количе­
ство обращений  к диску в каждом поиске. 

+ Можно ли угадать местоположение ключа? В интерполяционном поиске мы ис­
пользуем свое знание распределения ключей, чтобы угадать следующую позицию 
для сравнения. Кстати, при поиске в телефонной книге более уместно было бы го­
ворить об интерполяционном, а не о двоичном поиске. Допустим, что мы  ищем но­
мер телефона человека по фамилии  Washington. Мы можем увере,Нно делать первое 
сравнение где-то в третьей четверти книги, фактически выполняя два сравнения по 
цене одного. 

Хотя идея интерполяционного поиска кажется привлекательной, мы рекомендуем 
не использовать его по трем причинам. Во-первых, нужно будет выполнить боль­
шую работу, чтобы оптимизировать алгоритм поиска, прежде чем можно будет на-
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необходимости, мы  просто перемещаем ключ при обращении к нему. В самоорга­
низующихся списках также используется принцип временной локальности, т. к. су­
ществует вероятность повторных обращений к данному ключу. Таким образом,
пользующийся спросом ключ будет удерживаться вверху списка на протяжении по­
следовательности обращений, даже если в прошлом другие ключи пользовались
большим спросом.



деяться получить лучшую производительность, чем при двоичном поиске. Во­
вторых, даже если вы и повысите производительность по сравнению с двоичным 
поиском, то вряд л и  настолько, чтобы оправдать вложенные усилия. И наконец, 
в-третьих, ваша программа будет намного менее надежна и эффективна при смене 
лакали ,  например, при поиске фран цузских слов вместо английских. 

М ногочисленн ые реализации приводятся во многих учебниках по структурам данных. 
Реализации косых деревьев и других поисковых структур на языке С++ и Java даются 
в книгах [Sed98] (http://www.cs.princeton.edu/-rs) и [Wei06] (http://www.cs.fiu.edu/ 
-weiss). 

ПРИМЕЧАНИЯ 

В книге ([MS05]) приводится обзор современного состояния дел в области словарных 
структур данных. Другие обзоры представлены в книгах [МТ90Ь] и [GBY9 1 ] .  В книге 
[Knu97a] представлен детальный анализ и описание основных алгоритмов поиска и сло­
варных структур данных, однако в ней отсутствуют такие современные структуры дан­
ных, как красно-черные и косые деревья. 

где q - числовой ключ запроса, а S - отсортированный массив числовых значений. Если 
ключи распределены равномерно и выбираются независимым образом, то ожидаемое 
время поиска равно O(lglgn) (см. [DJP04] и [PIA78]). 

Неравномерносtь распределения обращений можно использовать в деревьях двоичного 
поиска, организовав их таким образом, чтобы часто запрашиваемые ключи находились 
возле корня, что позволит минимизировать время поиска. Такие оптимальные деревья по­
иска можно создавать за время O(nlgn) посредством динамического программирования 
(см. [Knu98] ). В книге [SW86b] описан нетривиальный алгоритм для эффективного пре­
образования двоичного дерева в дерево минимальной высоты (оптимально сбалансиро­
ванное) посредством операций ротации. 

Метод Емде Боаса для создания двоичного дерева (или отсортированного массива) обес­
печивает более высокую производительность при работе с внешними устройствами хра­
нения данных, чем двоичный поиск, но за счет более сложной реализации. Информацию 
об этой и других нечувствительных к кэш ированию структурах см. в [ABF05]. 

Родственные задачи. Словари (см .  раздел 12. 1 ), сортировка (см. раздел 14. 1) .  

next = (low − 1) + � q − S[low − 1]

S[high + 1] − S[low − 1]
× (high − low + 1)


Очередная позиция сравнения при линейном интерполяционном поиске в массиве отсор­
тированных чисел определяется ПО следующей формуле:

Реализации. Элементарные алгоритмы последовательного и двоичного поиска доста­
точно просты, что можно рассматривать возможность их самостоятельной реализации .  
Тем не менее, стандартная библиотека С содержит процедуру bsearch, являющуюся, 
предположительно, обобщенной реализацией двоичного поиска. Библиотека STL язы­
ка С++ предоставляет итераторы find (последовательный поиск) и Ьinary_search (дво­
ичный поиск). Стандартный пакет утилит Java java.uti l (http://java.sun.com/javase) 
предоставляет процедуру Ьinarysearch. 
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1 4.3 .  Поиск медианы и выбор элементов 
Вход. Набор и з  п чисел (или ключей), целое ч исло k. 

Задача. Найти ключ такой, что ровно k ключей больше него (рис. 1 4.3) .  

Рис. 14.3. Сортировка по среднему значению 

Обсуждение. Поиск медианы (элемента, среднего по местоположению) является важ­
ной задачей в статистике, поскольку он возвращает более устойчивое понятие, чем 
среднее значение. На среднее значение доходов всех людей, опубликовавших научн ые 
работы по сортировке, оказывает сильное влияние факт присутствия среди них Билла 
Гейтса (см .  [GP79]), но его влияние на медиану доходов сводится к нейтрализации од­
ного малообеспеченного аспиранта. 

Задача поиска медианы является частным случаем общей задачи о выборе, в которой 
требуется выбрать i-й элемент в отсортированном списке. Задача выбора возникает 
во многих приложениях, примеры которых приводятся в следующем списке: 

+ ФWlьтрация элементов с резко отклоняющимися значениями. При работе с зашум­
ленными данными будет полезно отбросить, скажем, 1 0% самых больших и самых 
меньших значений .  Для этого выбираются элементы, соответствующие 1 0-му и 
90-му процентилям, после чего значения, не попадающие в диапазон, ограниченный 
этими точками, отбрасываются. 

+ 
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ВЫХОДВХОД

Применение децW1ей и аналогичные способы деления диапазона. Удобным способом
представления распределения доходов населения является отображение зарплат
людей на графике по равномерным интервалам, границы которых устанавливаются,
например, по 1 0-му перцентилю, по 20-му перцентилю и т. д. Вычисление этих зна­
чений просто сводится к выбору элементов из соответствующего интервала.

+ 

Идентификация наиболее перспективных кандидатов. В компьютерной программе 
для игры в шахматы мы можем быстро оценить все возможные следующие ходы и 
затем рассмотреть 25% самых лучших ходов более пристально. В результате фильт­
рации мы получим оптимальный вариант. 



+ Статистика порядков. Особен но интересные частные случаи задачи выбора - это 
поиск наименьшего элемента (k = 1 ), наибольшего элеме1па (k = п) и медианного 
элемента (k = п/2). 

+ Какой должна быть скорость работы ?  Самый простой алгоритм вычисления ме­
дианы сортирует элементы за время О(пlgп), после чего возвращает элемент, зани­
мающий  (п/2)-ю позицию. Бесспорное достоинство этого алгоритма состоит в том, 
что он выдает намного больше информации, чем одна лишь медиана, позволяя вы­
брать k-й элемент (для любого 1 :::: k :::: п) за постоян ное время после сортировки. Но 
если вам требуется только медиана, то для ее поиска существуют более быстрые ал­
горитмы. 

В частности, одним из таких алгоритмов является алгоритм на основе быстрой сор­
тировки с ожидаемым временем исполнения О(п). Этот алгоритм работает сле­
дующим образом.  В ыбираем в наборе данных произвольный элемент и используем 
его для разбиения данных на два набора, один  из которых содержит элементы 
меньшие, чем элемент-разделитель, а другой - большие. Зная размер этих наборов, 
мы знаем позицию элемента-разделителя в исходном наборе, а следовательно, и 
расположение медианы - слева или справа от разделителя. Рекурсивно выполняем 
эту процедуру на соответствующем наборе данных, пока не найдем медиану. Нам 
понадобится, в среднем, O(lgп) итераций ,  а затраты на выполнение каждой после­
дующей итерации примерно равны половине стоимости предыдущей. Времена вы­
полнения каждой итерации образуют геометрическую прогрессию, которая сходит­
ся к линейному времени исполнения. Впрочем, если нам очень не повезет, то время 
исполнения может оказаться таким  же, как и для быстрой сортировки, т. е. О(п

2). 

+ Как поступить, если мы видим каждый элемент только один раз? На бол ьших на­
борах данных операции выбора элементов и вычисления медианы становятся слиш­
ком дорогими, т. к. для них обычно требуется выполнить несколько проходов по 
данным,  хранящимся на внешних устройствах. А у приложений,  работающих с по­
токовыми данными, объем данных слишком велик для того, чтобы их сохранять. 
В результате их повторное рассмотрение (и, следовательно, вычисление точного 
значения медианы) невозможно. В таких случаях лучше построить менее объемную 
модель данных для дальнейшего анализа, например, на основе децилей или момен-

тов распределения (где k-й момент потока х определяется как Fk = L; х; ). 
Одним  из решени й  такой задачи будет произвольная выборка. Решение, сохранять 
ли значение, принимается на основе броска монеты, у которой вероятность выпаде-
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разделив  получившуюся сум му на п. Но поиск медианы представляет более трудную
задачу. Алгоритмы вычисления медианы можно легко обобщить к произвольной вы­
борке. Перечислю вопросы, на которые следует ответить при поиске медианы и выборе
элементов.

Среднее значение п чисел можно вычислить за линейное время, сложив все элементы и

мым линейным временем исполнения. Только обязательно выбирайте случайные
элементы-разделители, чтобы избежать наихудшего случая.

Более сложные алгоритмы находят медиану за линейное время в наихудшем случае.
Однако для практического применения лучше всего подойдет алгоритм с ожидае­



+ Насколько быстро можно найти моду? Кроме среднего и медианы существует еще 
одно понятие средней величины - мода. Мода определяется как наиболее часто 
встречающийся элемент набора данных. Наилучший алгоритм для вычисления мо­
ды сортирует набор данных за время O(nlgn), в результате чего одинаковые элемен­
ты оказываются рядом. Перебирая отсортированные данные слева направо, мы мо­
жем найти длину самой протяженной последовательности одинаковых элементов и 
вычислить моду за общее время O(nlgn). 
Необходимо заметить, что более быстрого алгоритма для вычисления моды не су­
ществует, т. к. можно доказать, что задача проверки наличия двух идентичных эле­
ментов в наборе имеет нижнюю временную границу Q(nlgn). Задача поиска одина­
ковых элементов эквивалентна задаче поиска нескольких мод. Существует возмож­
ность, по крайней мере, теоретическая, улучшить время исполнения для больших 
значений моды за счет использования быстрых вычислений медианы. 

ПРИМЕЧАНИЯ 

Алгоритм с ожидаемым линейным временем исполнения для вычисления медианы и вы­
бора элемента был разработан Хоаром (Hoare); см. [Ноаб l ] . В работе [FR75] представлен 
алгоритм, выполняющий в среднем меньшее число сравнений. Хорошие описания алго­
ритма выбора с линейным временем исполнения приведены в книгах [AHU74] , [BvG99], 
[CLRSOI] и [Raw92] ,  среди которых [Raw92] является наиболее информативной. 

Потоковые алгоритмы широко применяются для работы с большими наборами данных; 
подробный обзор этих алгоритмов можно найти в книге [Mut05] .  

Значительный теоретический интерес представляет задача определения точного количе­
ства сравнений, достаточных для вычисления медианы п элементов. Алгоритм с линей­
ным временем исполнения, описываемый в работе [BFP+72] , доказывает, что достаточно 
с п  сравнений, но мы хотим знать, чему равно с. В работе [DZ99] доказано, что для вычис­
ления медианы достаточно выполнить 2,95п сравнений.  Эти алгоритмы стремятся мини­
мизировать количество сравнений элементов, но не общее количество операций, и поэто­
му на практике не оказываются намного быстрее существующих. Кроме того, они остав­
ляют на месте наилучшую на данный момент нижнюю границу времени вычисления 
медианы, равную (2 + е) сравнениям. 

Исследование пределов комбинаторных алгоритмов для решения задач выбора представ­
лено в книге [Aig88] .  Оптимальный алгоритм для вычисления моды приведен в работе 
[DMSO]. 

Родственные задачи. Очереди с приоритетами ( см . . раздел 12. 2), сортировка (см .  раз­
дел 14. 1). 

ния стороны, соответствующей сохранению, достаточно низка, чтобы не перепол­
нить буфер. Скорее всего, медиана сохраненных выборок будет близкой к медиане
исходного набора данных. В качестве альтернативного варианта можно выделить
определенную область памяти для хранения, например, значений децилей больших
блоков, после чего объединить децили, чтобы получить более точные границы .
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Реализации. Библиотека STL на языке С++ содержит универсальный метод выбора
элемента (nth_element), реализованный на основе алгоритма с ожидаемым линейным
временем исполнения. Библиотеку STL можно загрузить вместе с документацией с веб­
сайта http://www.sgi.com/tech/stV. Библиотека STL и  стандартная библиотека С++
подробно описаны в книгах [Jos99], [МеуО \ ]  и [MDSO \ ] .



1 4.4. Генерирование перестановок 
Вход. Целое число п . 
Задача. Создать: все возможные перестановки, или случайную перестановку, или оче­
редную перестановку размером п (рис. 1 4.4). 

При обсуждении генерирования перестановок основным является понятие порядка, 
т. е. последовательности, в которой они создаются. Наиболее естественным порядком 
генерирования перестановок является лексикографический, т. е. такой, в котором они 
находились бы после сортировки. Например, лексикографический порядок перестано­
вок для п = 3 будет { 1 ,  2, 3 } , { 1 ,  3 , 2 } , {2, 1 ,  3 } , {2, 3, 1 } , {3 ,  1 ,  2 } , {3 , 2, 1 } . Хотя лекси­
кографический порядок эстетически более привлекателен, часто он не дает никаких 
определенных Преимуществ. Например, при поиске в коллекции файлов порядок, 
в котором рассматриваются имена файлов, не имеет значения, при условии, что в ко­
нечном итоге вы просмотрите их все. Более того, если лексикографический порядок не 
требуется, то нередко получаются более быстрые и простые алгоритмы. 
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{ 1, 2, 3 }

{ 1, 2, 3 }

{ 3, 2, 1 }

{ 2, 3, 1 }

{ 1, 3, 2 }

{ 3, 1, 2 }

{ 2, 1, 3 }

ВЫХОДВХОД

Из п элементов можно создать п! перестановок. С увеличением п количество переста­
новок возрастает так быстро, что не стоит надеяться сгенерировать все перестащшки
для п � 1 2 , т. к. 1 2 ! = 479 00 1 600. Подобные числа должны охладить пыл любого чело­
века, пытающегося решить задачу методом исчерпывающего перебора, и помочь объ­
яснить важность генерирования случайных перестановок.

Рис. 14.4. Перестановки 

Обсуждение. Перестановкой называется упорядоченный набор элементов. Во многих 
алгоритмических задачах из этого каталога требуется найти наилучший способ упоря­
дочения набора объектов. В качестве примеров можно назвать задачу коммивояжера 
(определение порядка посещения п городов, имеющего наименьшую стоимость), зада­
чу уменьшения ширины ленты (упорядочи вание вершин  графа в линию таким образом, 
чтобы минимизировать длину самого длинного ребра) и задачу изоморфизма графа 
(упорядочивание вершины графа таким образом, чтобы он был идентичным другому 
графу). Любой алгоритм для предоставления точного решения таких задач должен соз­
давать в процессе решения последовательность перестановок. 

Для создания перестановок существуют две парадигмы: метод ранжирования и метод
инкрементального изменения. Второй метод более эффективен, но первый применим



+ Функция Raпk(p) определяет позицию перестановки р в данном порядке генериро­
вания. Типичная функция ранжирования является рекурсивной. Например, при 
базовом выражении Raпk( { 1 } )  = О общая формула выглядит так: Raпk(p) = 
= (р1 - 1 )-( IP\ - 1 ) !  + Raпk(p2, . . .  , P1r1). 
Чтобы функция была правильной, необходимо присвоить новые метки элементам 
меньшей перестановки, чтобы отображать удаленный первый элемент. Таким обра­
зом : Raпk( { 2, 1 ,  3 } )  = 1 ·2 ! + Raпk( { 1 ,  2 } )  = 2 + 0· 1 ! + Raпk( { 1 } ) = 2 .  

+ Функция Uпraпk(m, п) возвращает перестановку в позиции т из п !  перестановок 
из п элементов. Типичная функция рекурсивно определяет, сколько раз (п - 1 ) !  
встречается в т. Выражение Uпraпk(2, 3) говорит нам, что первый элемент переста­
новки должен быть "2", т. к. (2 - 1 )·(3 - 1 ) ! � 2, но (3 - 1 )·(3 - 1 ) !  > 2. Удаление 
(2 - 1 )'(3 - 1 ) !  из т оставляет меньшую задачу Uпгапk(О,2). Ранг О соответствует 
полному упорядочению. Полным упорядочением на двух оставшихся элементах 
(т. к. 2 уже было использовано) является { 1 , 3 } ,  поэтому Uпraпk(2, 3)  = {2 ,  \, 3 } . 

Что собой представляют фактически функции Raпk и Uпraпk, не имеет такого большо­
го значения, как то обстоятельство, что они должны быть обратными друг другу. Ины­
ми словами, р = Uпraпk(Raпk(p), п) для всех перестановок р. Определив функции ран­
жирования для перестановок, мы можем решать многие родственные задачи .  В част­
ности : 
+ генерирование следующей перестановки. Чтобы определить следующую по порядку 

после р перестановку, мы можем выполнить Raпk(p), добавить к резул ьтату 1 ,  после 
чего выполнить Uпraпk(p). Аналогичным образом вычисляется и перестановка 
перед р: Uпraпk(Raпk(p) - 1 , IP\). Выполнение функции Uпraпk над последователь­
ностью целых чисел от О до п !  - 1 будет равнозначно генерированию всех переста­
новок; 

+ генерирование случайных перестановок. Выбрав случайное целое число от О до 
п! - \ ,  а потом вызвав для него функцию Uпraпk, мы получим действител ьно слу­
чайную перестановку; 

+ отслеживание набора перестановок. Допустим, мы хотим генерировать случайные 
перестановки и предпринимать некоторое действие только в том случае, когда по­
лучаем новую перестановку. Для отслеживания уже созданных перестановок можно 
создать битовый вектор (см .  раздел 12. 5) из п! битов и устанавливать в нем бит i при 
генерировании перестановки Uпгапk(i, п). Подобный метод использовался с Под­
множествами из k элементов в приложении для игры в лото, описанного в разде­
ле 1 . 6. 

Этот метод ранжирования лучше всего подходит для небольших значений п, т. к. вы­
числение п! быстро приведет к переполнению, если только не используются арифмети­
ческие операции с произвольной точностью (см .  раздел 13. 9). Итеративные методы 
включают в себя определение операции пехt и previoиs для преобразования одной пе­
рестановки в другую, обычно путем обмена местами двух элементов. Здесь сложной 
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для решения более широкого класса задач . Ключевым моментом метода ранжирования
является определение функций Raпk и Uпraпk на всех перестановках р и целых числах
п, т, где IPI = п и О � т � п ! .



частью является планирование таких обменов местами, чтобы перестановки не повто­
рялись, пока не будут сгенерированы все перестановки . На рис. 1 4 .4 показано упорядо­
чение шести перестановок множества { 1 , 2, 3 } с использованием одного обмена места­
ми  между соседними перестановками .  

Генерирование случайных перестановок представляет собой несложную, но важную 
задачу, с которой разработчикам приходится часто сталкиваться и с которой они не 
всегда справляются. Для правильного решения этой задачи нужно использовать сле­
дующий алгоритм, состоящий из двух строчек кода, с линейным временем исполнения. 
Предполагается, что функция Random[i, п] генерирует случайное целое число в диапа­
зоне между i и п включительно. 

for i = 1 to п do a[i] = i; 
for i = 1 to (п - 1 )  do swap[a[i] , a[Random[i, п]] ;  

Далеко не очевидно, что этот алгоритм генерирует все перестановки случайным обра­
зом с равномернь1м распределением . Если вы так не думаете, предоставьте убедитель­
ное объяснение, почему следующий алгоритм не генерирует равномерно распределен­
ные перестановки: 

for i = 1 to п do a[i] = i; 
for i = 1 to (п - 1 )  do swap[a[i] , a[Random[ 1 ,  п]] ; 

Такие тонкости демонстрируют, почему нужно быть очень осторожным с алгоритмами 
генерации случайных чисел . Более того, мы рекомендуем подвергнуть достаточно дли­
тельному испытанию любой генератор случайных чисел, прежде чем по-настоящему 
доверять выдаваемым им результатам . Например, сгенерируйте четырехэлементные 
случайные перестановки 1 О ООО раз и убедитесь, что количество появлений · всех 
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До сих пор мы предполагали, что все элементы перестановок отличаются друг от дру­
га. Однако если их множество содержит дубликаты (иными  словами, является муль­
тимножеством), то можно сэкономить значительное время и усилия, не рассматривая
одинаковые перестановки. Например, для множества { \, \, 2, 2, 2 }  имеется не 1 20 раз­
ных перестановок, а только десять. Чтобы избежать появления дубликатов, переста­
новки нужно генерировать в лексикографическом порядке методом поиска с воз­
вратом.

Алгоритмы, созданные на основе итеративных методов для генерирования последова­
тельности перестановок, довольно сложны, но настолько лаконичны, что их можно
реализовать программой, состоящей из десятка строк. Ссылки на существующий код
см .  в подразделе · "РеШ1изации". Так как при инкрементальном изменении выполняется
только один обмен, то эти алгоритмы могут быть чрезвычайно быстрыми - в среднем,
с постоянным временем исполнения - что не зависит от размера перестановки ! Сек­
рет заключается в использовании п-элементного массива для представления переста­
новки, чтобы облегчить обмен местами. В некоторых приложениях важно только раз­
личие между перестановками. Например, в программе поиска оптимального маршрута
коммивояжера методом исчерпывающего перебора стоимостью маршрута, связанного
с новой перестановкой, будет стоимость предшествующей перестановки с добавлением
или удалением четырех ребер.



24 разных перестановок примерно одинаковое. Если же вы знаете, как измерять стати­
стическую значимость, вы сможете оценить надежность вашего алгоритма еще точнее. 
Реализации. Библиотека STL на языке С++ содержит две функции для генерирования 
перестановок в лексикографическом порядке - next 

_
permut at ion и prev 

_
permutation . 

В книге [KS99] описывается реализация алгоритмов для генерирования перестановок 
итеративным методом и в лексикографическом порядке. Коды на языке С можно за­
грузить с веб-сайта http://www.math.mtu.edu/-kreher/cages/Src.html. 

Профессор Фрэнк Раски (Frtink Ruskey) из университета г. Виктория в Канаде разрабо­
тал сервер комбинаторных объектов (ComЬinatorial Object Server) для генерирования 
перестановок, подмножеств, разбиений, графов и других комбинаторных объектов. 
Сервер доступен по адресу http://theory.cs.uvic.ca/. Интерактивный интерфейс сервера 
позволяет указывать объекты, которые вы хотите получить. Для некоторых типов объ­
ектов имеются реализации на языках С, Pascal и Java. 

Веб-сайт http://www.jjj .de/fxt/ содержит процедуры на языке С++ для генерирования 
удивительно широкого диапазона комбинаторных объектов, включая перестановки и 
циклические перестановки . 

ПРИМЕЧАНИЯ 

Самым лучшим на сегодня справочным материалом по генерированию перестановок 
является одна из последних работ Дональда Кнута [Кпu05а] .  Обзор, представленный в 
[Sed77] , написан раньше, но прогресс в этой области весьма незначителен. Хорошие опи­
сания можно найти в [KS99], [NW78] и [RusOЗ] .  

Методы быстрого генерирования перестановок выполняют только один обмен элементов 
местами для получения очередной перестановки. Алгоритм Джонсона-Троттера (см. 
[Joh63] и [Tro62] ) удовлетворяет еще более строгому условию, а именно, что местами все­
гда обмениваются только смежные элементы. Простые функции с линейным временем 
исполнения для ранжирования перестановок описаны в работе [MRO I ] .  

В прежние времена, когда компьютеры н е  были так распространены, многие пользова­
лись таблицами случайных перестановок, печатаемых в специальных книгах, например, 
[МО63]. Рассмотренный ранее алгоритм для генерирования случайных перестановок ме­
тодом обмена местами двух элементов перестановки был впервые описан в этой же книге. 

Родственные задачи. Генерирование случайных чисел (см .  раздел 13. 7), генерирова­
щ1е подмножеств (см. раздел 14. 5), генерирование разбиений (см. раздел 14. 6). 
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Библиотека ComЬinatorica (см. [РSОЗ])  предоставляет реализации алгоритмов (на языке
программирования пакета Mathematica) для генерирования случайных перестановок и
последователБностей перестановок с минимальными различиями и в лексикографиче­
ском порядке. Эта библиотека также содержит процедуру поиска с возвратом для соз­
дания всех несовпадающих перестановок мультимножества и поддерживает разнооб­
разные групповые операции над перестановками .  Подробности см. в разделе 19. 1 . 9 . .

Книга [NW78] уже многие годы является замечательным источником информации по 
генерированию комбинаторных объектов. Она содержит эффективные реализации ал­
горитмов (на языке FORTRAN) для генерирования случайных перестановок и переста­
новок методом минимального изменения порядка. Кроме того, в ней приводятся про­
цедуры для выявления циклов в перестановке. Подробности см. в разделе 19. 1 10. 



1 4.5 .  Генерирование подмножеств 

Обсуждение. Подмножеством называется выборка объектов, порядок расположения 
которых не имеет значения. Целью многих алгоритмических задач является найти наи­
лучшее подмножество набора объектов. Например, в задаче о вершинном покрытии 
требуется найти наименьшее подм ножество вершин,  покрывающее все ребра графа; 
в задаче о рюкзаке требуется найти наиболее дорогостоящее подмножество объектов в 
пределах заданного общего веса; а в задаче упаковки множества требуется найти наи­
меньшее подмножество подмножеств, которые в совокупности содержат ровно по од­
ному вхождению каждого элемента. 

Множество из п элементов имеет 2п разных подмножеств, включая пустое множество и 
само исходное м ножество. Количество подмножеств возрастает экспоненциально по 
отношению к значению п, но значительно медленнее, чем п !  перестановок из п элемен­
тов. В самом деле, т. к. 220 

= 1 048 576, то задача п1юсмотра всех подмножеств множе­
ства из 20 элементов легко выполнима. Так как 230 

= 1 073 74 1 824, то предел, несо­
мненно, будет при немного больших значениях п. 

По определению подмножества, относительный порядок его членов не играет роли при 
выяснении  различий между подмножествами .  Таким образом, подмножества { 1 ,  2, 5 } и 
{2, 1 , 5 } являются одинаковыми.  Но  всегда полезно поддерживать отсортированный 
или канонический порядок элементов подмножества, чтобы ускорить выполнение та­
ких операций, как проверка двух подмножеств на идентичность. 

Так же, как и в случае с перестановками (см.  раздел 14. 1) ,  принципиальным моментом 
в задаче генерирования подмножеств является установление числовой последователь­
ности среди всех 2п подмножеств. Для этого существуют три основн ых подхода: 

+ лексикографический порядок. Лексикографический порядок означает, что элементы 
отсортированы, и часто является наиболее естественным способом генерирования 

472 Часть II. Каталог алгоритмических задач

{ 1, 2, 3 }

{ }

{1}

{1, 2}

{2}

{3}

{1, 3}

{1, 2, 3}

{2, 3}

Рис. 14.5. Подмножества 

ВЫХОДВЫХОД

Задача. Сгенерировать: все возможные подмножества, или случайное подмножество,
или очередное подмножество целых чисел { 1 , . . . , п } (рис. 1 4.5) .

Вход. Целое ч исло п. 



комбинаторных объектов. Восемь подмножеств множества { 1 ,  2, 3 }  располагаются 
в лексикографическом порядке таким образом: { } , { 1 } , { 1 , 2 } , { 1 , 2, 3 } ,  { 1 , 3 } , {2 } , 
{2, 3 }  и {3 } . Но генерирование подм.ножеств в лексикографическом порядке оказы­
вается на удивление трудной задачей. Поэтому не стоит использовать этот подход, 
если только у вас нет какой-либо важной причины  для этого; 

+ код Грея. Особенно интересной и полезной последовательностью подмножеств яв­
ляется порядок с минимальными различиями, в котором соседние подмножества 
отличаются присутствием (или отсутствием) ровно одного элемента. Такое упоря­
дочение подмножеств, называющееся кодом Грея (Gray code), показано на рис. 1 4. 5 .  

Генерирование подмножеств в порядке кода Грея выполняется очень быстро, т .  к. 
для этого существует удачная рекурсивная процедура. Создаем код Грея из п - 1 
элементов Gn - 1 • Создаем второй код Грея, являющийся обращенной копией перво­
го кода, и добавляем п к каждому подмножеству этой копии .  Потом выполним кон­
катенацию всех подмножеств, чтобы получ ить Gn. Чтобы лучше понять этот про­
цесс, изучите пример, представленный на рис. 1 4. 5 .  

Кроме этого, так как разница между подмножествами состоит только в одном эле­
менте, то алгоритмы поиска методов исчерпывающего перебора на основе кодов 
Грея могут быть довольно эффективн ыми .  Например, при решении  задачи вершин­
ного покрытия таким методом нужно будет обновлять изменение в покрытии ,  уда­
лив или добавив только одно подмножество; 

+ двоичный счет. Самый простой подход к генерированию подмножеств основан на 
том обстоятельстве, что любое подмножество S' определяется элементами множест­
ва S, входящим и  в S'. М ы  можем представить подмножество S' битовым вектором 
из п элементов, в котором бит i установлен в том случае, если i-й элемент множест­
ва S входит в подмножество S'. Таким образом определяется взаимно однозначное 
соответствие между 2п двоичными последовательностями длиной п и 2" подмноже­
ствами п элементов. Для п = 3 метод двоичного счета генерирует подмножества 
в следующем порядке: { } , { 3 } , {2 } , {2, 3 } , { 1 } , { 1 , 3 } , { 1 , 2 } , { 1 , 2, 3 } . 

Это двоичное представление является ключом к решению всех задач генерирования 
подмножеств. Чтобы генерировать все подмножества, мы просто ведем счет от О до 
2п - 1 .  Для каждого целого ч исла последовательно маскируем биты и составляем 
подмножество из элементов, соответствующих установленным битам . Чтобы соз­
дать следующее или предшествующее подмножество, просто увеличиваем или 
уменьшаем на единицу число текущего подмножества. Процедура маскирования 
как раз и является функцией, обратной ранжированию подмножества, в то время 
как функция ранжирования создает двоичное ч исло, в котором установленн ые биты 
соответствуют элементам S, после чего преобразует это двоичное число в целое 
число. 

Чтобы создать случайное подмножество, можно сгенерировать случайное целое 
число в диапазоне от О до 2п - 1 и выполнить по нему операцию, обратную ранжи­
рованию. Но в зависимости от способа округления, применяемого в генераторе слу­
чайных чисел, некоторые подмножества могут никогда не появиться. Будет намного 
лучше бросить мон�ту п раз и по результату i-го броска решить, включать или нет 
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элемент i в подмножество. Бросок монеты можно надежно смоделировать, генери­
руя случайное действительное или очень большое целое число и проверяя, превы­
шает ли оно центральное значение своего диапазона. Таким образом, для представ­
ления подмножеств можно использовать массив булевых значений из п элементов, 
соответствующий целому числу с заранее наложенной маской.  

+ Вместо создания всех подмножеств нам могут требоваться. только подмножества из 

k элементов. Число таких подмножеств равно (f: ) ,  что значительно меньше, чем 2п, 
особенно для небол ьших значений  k. 

Самым лучшим способом конструирования всех k-подмножеств будет генерирова­
ние их в лексикографическом порядке. Функция ранжирования основана на том об-

стоятельстве, что существует <Z={ ) k-подмножеств, у которых наименьший элемент 

равен f. Отсюда мы можем определить наименьший элемент в т-м k-подмножестве 
п элементов. Далее рекурсивно делаем то же самое с последующими элементами 
подмножества. Подробности см. в подразделе "РеШ1изации". 

Реализации. Генераторы как подмножеств, так и k-подмножеств в лексикографиче­
ском порядке и в порядке кода Грея рассматриваются в кни ге [KS99] . Реализации этих 
генераторов на языке С можно загрузить с веб-сайта http://www.matb.mtu.edu/ 
-kreher/cages/Src.btml. 

Профессор Фрэнк Раски (Frank Ruskey) из университета г. Виктория в Канаде разрабо­
тал сервер комбинаторных объектов для генерирования перестановок, подмножеств, 
разбиений ,  графов и других комбинаторных объектов. Сервер доступен по адресу 
http://tbeory.cs.uvic.ca. Интерактивный интерфейс сервера позволяет указывать объек­
ты, которые вы хотите получ ить. Для некоторых типов объектов имеются реализации 
на языках С, Pascal и Java. 

Веб-сайт http://www.jjj .de/fxt/ содержит процедуры на языке С++ для генерирования 
удивительно широкого диапазона комбинаторных объектов, включая подмножества и 
k-подмножества. 

Книга [NW78] уже многие годы является замечательным источником информации по 
генерированию комбинаторных объектов. Она содержит эффективные реализации ал­
горитмов (на языке FORTRAN) для создан ия случайных подмножеств и для генериро­
вания подмножеств в порядке кода Грея и в лексикографическом порядке. Кроме того, 
в ней приводятся п роцедуры для создания случайных k-подмножеств и для генериро­
вания подмножеств в лексикографическом порядке. Алгоритм 5 1 5  (см. [BL 77]) из кол­
лекции АСМ реализован на языке FORTRAN и предназначен для генерирования 
k-подмножеств в лексикографическом порядке. Подробности см. в разделе 19. 1 . 3  . .  

Генерирование всех подмножеств равнозначно генерированию всех 2п строк из зна­
чений ИСТИНА и ЛОЖЬ. Те же самые основные методы применимы к задаче гене­
рирования всех случайных строк на алфавитах размером а, за исключением, что
общее количество строк будет равным а ".

+ 

На практике необходимость генерирования подмножеств часто возникает в работе
с двумя тесно связанными друг с другом структурам и данных - k-подмножествами и
строками .
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Библиотека Comblnatorica (см. [РSОЗ])  предоставляет реализации алгоритмов (на языке 
программирования пакета Mathematica) для создания случайн ых подмножеств и для 
генерирования последовательностей подмножеств с помощью Грея, методом двоично­
го счета и в лексикографическом порядке. Также предоставляются процедуры для 
создания случайн ых k-подмножеств и для генерирования последовательностей 
подмножеств в лексикографическом порядке. Дополнительную информацию по  
Comblnatorica см .  в разделе 1 9. 1 . 9 .  

ПРИМЕЧАНИЯ 

Самым лучшим на сегодня справочным материалом по генерированию подмножеств яв­
ляется одна из последних работ Дональда Кнута [Кпu05Ь ] .  Хорошие описания можно 
найти в [KS99], [NW78] и [RusOЗ) . В книге [Wil89] приводится более св.ежая информация, 
чем в [NW78], в том числе содержится подробное обсуждение современных проблем ге­
нерирования кода Грея . 

Первоначально коды Грея были разработаны для обеспечения надежности передачи циф­
ровых сигналов по аналоговому каналу (см. [Gra53)) .  При установке кодовых слов в по­
рядке кода Грея i-e слово лишь слегка отличается от (i + 1 )-го слова, так что незначитель­
ные колебания уровня аналогового сигнала искажают лишь небольшое количество бит. 
Коды Грея довольно точно соответствуют гамильтоновым циклам на гиперкубе. В работе 
[Sav97] представлен отличный обзор кодов Грея (упорядочения по принципу минималь­
ного изменения) для большого класса комбинаторных объектов, включая подмножества. 

Популярная головоломка Spiпout, выпускаемая компанией ThiпkFun (ранее носившей на­
звание Binary Arts Corporatioп), решается на основе идей кодов Грея . 

Родственные задачи. Генерирование перестановок (см. раздел 14. 4), генерирование 
разбиений  (см . раздел 14. 6). 

1 4.6.  Генерирование разбиений 
Вход. Целое число п. 

Задача. Создать: все возможные разбиения целого числа или множества размером п, 

или случайное разбиение, или очередное разбиение (рис. 1 4.6). 

Обсуждение. Существует два типа комбинаторных объектов, обозначаемых словом 
"разбиение", а именно разбиения целых чисел и разбиения множеств. Вам необходимо 
понимать разницу между ними .  

+ Разбиения целого числа п представляют собой мультимножества ненулевых целых 
чисел, сумма которых равнц п.  Например, число 5 имеет семь разных разбиений :  
{ 5 } , {4, 1 } , {3 ,  2 } , { 3 ,  1 ,  1 } , {2 ,  2, 1 } , {2, 1 ,  1 ,  1 } и { 1 ,  1 ,  1 ,  1 ,  1 } . Одним из интерес­
ных приложений, требующим генерирования разбиений  целых чисел, с которым 
мне пришлось сталкиваться, было моделирование расщепления ядра. При расщеп­
лении атома его ядро разбивается на множество кластеров меньшего размера. Об­
щее количество частиц в этом множестве кластеров должно быть равным первона­
чальному количеству частиц ядра. Таким образом, целочисленные разбиения этого 
первоначального количества частиц представляют все возможные способы расщеп­
ления атома. 
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Рис. 14.6. Разбиения 

+ Разбиения множества разделяют м ножество { 1 ,  "" п} на непустые подмножества. 
Например, для множества п = 4 существует 1 5  разных разбиений :  { 1 234 } , { 1 23 ,4 } . 
{ 1 24,3 } , { 1 2,34 } , { 1 2 ,3 ,4 } ,  { 1 34,2 } , { 1 3 ,24 } ,  { 1 3 ,2,4 } , { 1 4,23 } , { 1 ,234} ,  { 1 ,23 ,4 } ,  
{ 1 4,2,3 } , { 1,24,3 } , { 1,2,34} и { 1,2,3 ,4} . Некоторые алгоритмические задачи, включая 
задачу раскраски вершин/ребер и задачу поиска компонент связности, имеют в ка­
честве результатов разбиения м ножества. 

Для краткости мы будем называть разбиения целых ч исел просто разбиениями, а для 
другого вида употреблять полное название - разбиение множеств. А полное название 
разбиения целого числа будем употреблять в тех случаях, где нужно избежать недора­
зумения, какое именно из разбиений  имеется в виду. 

Количество разбиений  возрастает экспоненциально по отношению к п. Так, для целого 
числа п = 20 существует всего лишь 627 разбиений .  Более того, возможно перечислить 
даже все разбиения ч исла п = 1 00, т. к .  их количество равно 1 90 569 292. 

Самым простым способом создания разбиений  будет генерирование их в порядке, об­
ратном лексикографическому. Первым разбиением будет само число {п} . Общее пра­
вило состоит в вычитании  1 из наименьшего элемента разбиения, большего единицы, с 
последующим объединением всех единиц  с целью соответствия новому наименьшему 
элементу, большему единицы .  Например, разбиением, следующим после {4, 3, 3,3,  1 ,  1 , 
1 , 1 } ,  будет {4, 3 ,  3, 2, 2, 2, 1 } , т. к. пять единиц, получаемые после операции вычита­
н ия 3 - 1 = 2, лучше всего объединяются в виде элемента {2, 2, 1 } . Когда мы получаем 
разбиение, все члены которого являются единицами, мы завершаем первый проход по 
всем разбиениям .  

Этот алгоритм достаточно сложен для программирования, поэтому следует рассмот­
реть использование одной из готовых реализаций, упоминаемых далее. В любом слу­
чае, проверьте, что используемая реализация выдает ровно 627 разн ых разбиений для 
п = 20. 

Задача генерирования случайных разбиений с равномерн ым распределением более 
сложна, чем аналогичная задача для перестановок или подмножеств. Это потому, что 
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выбор первого (т. е. самого большого) элемента разбиения сильно влияет на количест­
во разбиений, которые можно сгенерировать. Обратите внимание, что независимо от 
размера п, существует только одно разбиение п, наибольший элемент которого равен 1 .  
Количество разбиений  числа п с наибольшим элементом, не привышающим k, задается 
следующим рекуррентным соотношением : 

P",k = Pn - k,k + Pn,k - 1 

с двумя граничными условиям и  Рх-у, х = Рх - у,х - у и Р11• 1 = 1 .  Посредством этой функции 
можно выбрать наибольший элемент случайного разбиения с требуемой вероятностью, 
после чего рекурсивно создать случайное разбиение целиком.  

При генерировании случайн ых разбиений наблюдается те1-1денция появления огромно­
го количества сравнительно небольших элементов, как можно видеть в диаграмме 
Феррерса (Ferrers diagram) на рис. 1 4.7 .  

Рис. 1 4. 7. Диаграмма Феррерса для случайного разбиения числа п = 1 ООО 

Каждая строка диаграммы соответствует одному элементу разбиения, размер которого 
представлен количеством точек в данной строке. 

Разбиения множества можно генерировать, используя методы, подобные методам 
генерирования разбиений целых чисел . Каждое разбиение множества представляется в 
виде функции ограниченного роста а 1 ,  " . ,  а11, где а1 = О и а, ::; 1 + max(a 1 ,  " . , а,) для 
i = 2, " . ,  п. Каждая цифра определяет подмножество (или блок) разбиения, в то время 
как условие роста обеспечивает сортировку блоков в каноническом порядке по наи­
меньшему элементу в каждом блоке. Например, функция ограниченного роста О, 1 ,  1 ,  
2, 0, 3 ,  1 определяет такое разбиение множества: { { 1, 5 } , {2, 3 ,  7 } , {4 } , {6 } } . 

Так как между разбиениями множеств и функциями ограниченного роста существует 
взаимно однозначное соответствие, мы можем воспользоваться лексикографическим 
порядком функций ограниченного роста для упорядочивания разбиений  множеств. 
В самом деле, 1 5  разбиений множества { 1, 2 ,  3, 4} , перечисленн ых в определении  раз­
биения множества в начале рассмотрения, расположены в соответствии с лексикогра­
фическим порядком их функций ограниченного роста (вы можете в этом убедиться). 

Для генерирования случайных разбиений множества можно использовать метод дво­
ичного счета, аналогичный используемому для генерирования разбиений целых чисел . 

Чи.слами Стирлинга второго рода (f: ) называется количество разбиени й  п-элементного 
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множества { 1 ,  . . .  , п} на k непустых подмножеств. Для их вычисления используется сле­
дующее рекуррентное соотношение: 

{/: } = {/::::J } + k(il } 

с краевыми  условиями {� } = {! } = 1 .  Подробности см. в подразделе "РеШLизации ". 

Реализации. Реализации, описываемые в книге [KS99] , генерируют разбиения как 
целых чисел, так и м ножеств в лексикографическом порядке, включая фун кции ранжи­
рования .  Реализации этих генераторов на языке С можно загрузить с веб-сайта 
http://www.math.mtu.edu/�kreher/cages/Src.html. 

Профессор Фрэнк Раски (Frank Ruskey) из университета г. Виктория в Канаде разрабо­
тал сервер комбинаторных объектов (Comblnatorial Object Server) для генерирования 
перестановок, подмножеств, разбиений ,  графов и других комбинаторных объектов. 
Сервер доступен по адресу http://theory.cs.uvic.ca/. Интерактивный интерфейс сервера 
позволяет указывать объекты, которые вы хотите получить. Для некоторых типов объ­
ектов имеются реализации на языках С, Pascal и Java. 

Веб-сайт http://www.jjj .de/fxt/ содержит процедуры на языке С++ для генерирования 
удивительно широкого диапазона комбинаторных объектов, включая разбиения целых 
чисел . 

Книга · [NW78] уже многие годы является замечательным  источником информации по 
генерированию комбинаторных объектов. Она содержит эффективные реализации (на 
языке FORTRAN) алгоритмов для генерирования случайных и последовательных раз­
биений  целых чисел и множеств и таблиц Юнга. Подробности см .  в разделе 19. 1 . 10. 

Библиотека Comblnatorica (см .  [РSОЗ] предоставляет реализации алгоритмов (на языке 
программирования пакета Mathematica) для генерирования случайных и последова­
тел ьных разбиений  целых ч исел , строк и таблиц  Юнга, а также средства для подсчета и 
манипулирования этими  объектами .  Подробности см.  в разделе 19. 1 . 9. 

ПРИМЕЧАНИЯ 

Самым лучшим на сегодня справочным материалом по алгоритмам для генерирования 
разбиений как целых чисел, так и множеств является одна из последних работ Дональда 
Кнута [Knu05b] . Хорошие описания можно найти, например, в [KS99], [NW78], [RusOЗ] и 
[РSОЗ] .  Основным справочником по разбиениям целых чисел и родственным темам явля­
ется книга [And98], а книга [АЕО4] представляет собой доступное введение в данную об­
ласть. 

Разбиения целых чисел и множеств являются частными случаями разбиений мульти­
множеств или разбиений множеств с· не обязательно разными элементами. В частности, 
разные разбиения мультимножества { 1 ,  1 ,  1 ,  " . , 1 }  в точности соответствуют ра)биениям 
целых чисел.  Разбиения мультимножеств обсуждаются в работе Дональда Кнута 
[Knu05b] . 

Длинная история генерировщшя комбинаторных объектов подробно излагается в работе 
Дональда Кнута [Knu06] .  Особенно интересна связь между разбиениями множеств и 
японским ритуалом сжигания благовоний, а также связь между всеми 52 разбиениями 
множества для п = 5 и разными главами самого старого известного романа "Повесть 
о Гэндзи" .  
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Родственными комбинаторными объектами являются таблицы Юнга и композиции целых 
чисел, хотя их возникновение в реальных приложениях маловероятно. Алгоритмы гене­
рирования объеi<тов обоих типов представлены в [NW78], [Rus03] и [PS03] .  

Таблицы /Онга представляют собой двумерные формирования целых чисел в диапазоне 
{ 1 ,  . . .  , п} ,  где количество элементов в каждой строке определяется одним из разбиений це­
лого числа п. Элементы каждой строки и каждого столбца отсортированы в возрастаю­
щем порядке, а строки выровнены по левому краю. Это понятие охватывает широкий на­
бор разнообразных структур в виде частных случаев. Они обладают многими интересны­
ми свойствами, включая взаимно однозначное соответствие между парами таблиц и 
перестановок. 

Композиции целых чисел представляют всевозможные способы распределения множества 
из п одинаковых шаров по k различным урнам. Например, три шара можно разместить по 
двум урнам таким образом: { 3 ,  О } ,  {2,  1 }, { 1 , 2} или {О, 3 } .  Композиции легче всего гене­
рировать последовательно в лексикографическом порядке. Для генерирования случайных 
композиций выбираем случайное (k - 1 )-подмножество из п + k - 1 элементов с помощью 
алгоритма, описанного в разделе 14. 5, после чего подсчитываем количество оставшихся 
элементов между выбранными. Например, для k = 5 и п = 1 О, (5 - \ )-подмножество { 1, 3,  7, 1 4} 
множества { 1 ,  . . .  , (п + k- 1 )  = 1 4} определяет композицию {О ,  1, 3 , 6, О } ,  т. к. нет элементов 
ни слева от элемента 1 ,  ни справа от элемента 1 4 . 

Родственные задачи. Генерирование перестановок (см. раздел 14. 4), генерирован ие 
подмножеств (см . раздел 14. 5). 

1 4.7. Генерирование графов 
Вход. Параметры, описывающие граф, вкл ючая количество вершин п и количество ре­
бер т или вероятность наличия ребрар. 

Задача. Сгенерировать: все графы, удовлетворяющие Заданным параметрам, или слу­
чайный граф, или очередной граф (рис. 1 4. 8). 

Рис. 14.8. Генерирование графов 
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одной и той же задач и, и вы хотите узнать, какая из них работает быстрее, или удосто­
вериться, что обе дают одинаковый результат. Другим приложением задачи является 
проверка, обладают ли данные графы определенным свойством, или насколько оно 
распространено среди н их. В справедли вость теоремы четырех цветов легче поверить 
после демонстрации четырехцветной раскраски всех планарных графов на 1 5  вер­
шинах. 

Еще одно приложение задачи генерирования графов возникает при проектировании  
сетей.  Допустим, что вы должны объединить в сеть десять компьютеров, использовав 
кабель как можно меньшей длины.  Сеть при этом должна оставаться работоспособной 
после одновременного выхода из строя до двух узлов. Одним из подходов в данном 
случае будет проверка всех возможных конфигураций сети с данным ч ислом соедине­
н ий/ребер, пока не будет найдена конфигурация, отвечающая требованиям. Но для се­
тей с большим количеством узлов такой подход неприемлем и, скорее всего, потребу­
ются эвристические мет.оды, наподобие метода имитации отжига. 

Задача генерирования графов усложняется многими факторами .  Прежде всего, нужно 
точно знать, граф какого типа требуется создать. Некоторые важные свойства графов 
изображены на рис. 5 .2 .  При генерировании  графов необходимо ответить на следую­
щие вопросы. 

+ Требуются помеченные Wlи непомеченные графы? Ин ыми словами ,  имеют ли зна­
чение при сравнении графов названия вершин.  При генерировании  помеченных 
графов мы создаем все возможные маркировки для всех возможных топологий гра­
фов. А при генерировании  непомеченн ых графов нам достаточно создать только по 
одному представителю каждой топологии и можно игнорировать метки. Например, 
из трех вершин можно создать только два связных непомеченных графа - тре­
угольник и простой путь. Но из тех же трех вершин можно создать четыре связных 
помеченных графа - один треугольник  и три трехвершинных пути, отличающиеся 
друг от друга названием центральной вершины.  В общем, намного легче создавать 
помеченные графы.  Но их так много, что очень быстро мы будем завалены изо­
морфными коп иями одних и тех же графов. 

+ Требуются ориентированные Wlи неориентированные графы? Большинство естест­
венных алгоритмов генерируют неориентированные графы. Эти графы можно пре­
образовать в ориентированн ые, выполнив  ориентацию ребер по броску монеты. Из 
любого графа можно сделать бесконтурный орграф, упорядоч ив случайным образом 
вершины в линию и направив каждое ребро слева направо. При таком разнообразии 
вариантов вы должны все обдумать и решить, генерируются ли все графы единооб­
разно и случайным образом, а также насколько важен для вас способ генериро­
вания. 

Кроме прочего, нужно определиться с тем,  что вы считаете случайным графом. Суще­
ствуют три основные модели случайных графов, и все они генерируют графы согласно 
разным вероятностным  распределениям:  

+ генерирование случайных ребер. Параметры этой модели задаются вероятностью 
наличия ребра р. Обычно значен ие р устанавливается равн ым . 1 /2, хотя для генери­
рования случайных разреженных графов можно использовать меньшие значения. 
Для каждой пары вершин х и у решение о добавлении ребра (х, у) принимается по 
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результату броска монеты. При р = 1 /2 будут сгенерированы с одинаковой вероят­
ностью все помеченные графы;

+ 

+ 

Какая из этих моделей подходит лучше всего для вашего приложения? Скорее всего, 
никакая. Случайн ые графы плохо структурированы по определению. Но графы часто 
используются для моделирован ия высокоструктурированных взаимоотношен ий .  И нте­
ресные и легко выполнимые эксперименты на случайнь1х графах, как правило, не от­
ражают реальное положение вещей.  

Два класса графов имеют особенно интересные алгоритм ы  генерирования :  

1 Пожалуйста, создайте ссылку с вашей домашней страницы на наш веб-сайт, чтобы исправить эту
ситуацию.

+ деревья. Коды Прюфера (Prufer codes) предоставляют простой способ ранжирования 
помеченных деревьев и,  таким образом, решения всех стандартных задач генериро­
вания (см. раздел 14.4). Для п вершин существует ровно пп-2 помеченн ых деревьев и 
столько же строк длиной п - 2 существует на алфавите { 1 ,  2, . . .  , п } . 

Ключом к взаи мно однозначному соответствию Прюфера является то обстоятельст­
во, что каждое дерево имеет, по крайней мере, две вершины степени 1 .  Таким обра-
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Альтернативой случайным графам являются "органические" графы, которые отобра­
жают взаимоотношения между реальными объектами .  Превосходным источником
"органических" графов является рассматриваемая далее база графов Stanford
GraphBase. В И нтернете имеется много источников взаимоотношений,  которые можно
превратить в интересные "органические графы", приложив немного усилий по про­
граммирован ию. Возьмем, напри мер, граф, определяемый набором веб-страниц, в ко­
тором ребро определяется гиперссылкой с одной стран ицы на другую. Другой при­
мер - граф, определяемый железными дорогами или авиарейсами,  где вершины пред­
ставляют станци и или аэропорты, а ребра - пря мую связь между ними .  Наконец,
каждая бол ьшая комп ьютерная программа определяет граф вызовов процедур, в кото­
ром вершины представляют процедуры, а ребра - вызовы одних процедур из других.

выбор случайных ребер. Параметры этой модели задаются требуемым количеством
ребер т. Модель генерирует граф, выбирая т разных ребер случайным образом
с равномерным распределением. Одним из способов сделать это будет создавать
случайные пары вершин (х, у) и соединять их ребрами, если данная вершина еще не

в графе. Альтернати вным подходом будет создать набор из (� ) возможных ребер и

случайным образом выбрать из них т-подмножество, как рассматривается в разде­
ле 14.5;

избирательное присоединение (preferential attachment). Согласно. модел и "богатые
становятся богаче", более вероятно, что новые ребра будут направлен ы  к вершинам
высокого уровня, а не низкого. Посмотрите, как добавляются новые ссылки (ребра)
к графу веб-страниц. По любой реалистичной сетевой модели генерирования более
вероятно, что очередная ссылка будет на Google, чем на http://www.cs.sunysb.edu/
-algorith 1 •  Выбор следующей соседней вершины с вероятностью, пропорционал ь­
ной ее степени,  порождает графы со свойствами степенной зависимости, которыми
обладают многие реальные сети.



+ графы с фиксированной степенной последовательностью. Степенной последова­
тельностью (degree sequeпce) графа G называется разбиен ие целого числа 
р = (р1 , • • •  , р"), где р; является степенью i-й вершины с наивысшей степенью графа. 
Так как каждое ребро учитывается при подсчете степени двух вершин, то р  является 
разбlfением целого числа 2т, где т является количеством ребер в графе. 

Не все разбиения соответствуют степенным последовательностям графов. Но суще­
ствует рекурсивный метод, который создает граф для данной степенной последова­
тельности, если такой граф вообще существует. Если разбиение выполнимо, 
то вершину с наивысшей степенью v1 можно соединить с вершинами со степе­
нями, наивысшими из оставшихся, или вершИнами, соответствующими частям 

p2 , "., pPJ+i · Удали в  р; и уменьшив p2 , . . . , pPJ +I на единицу, мы получаем меньшее 

разбиение, которое мы обрабатываем рекурсивно. Если м ы  завершим процедуру, не 
создав отри цательных чисел, то разбиение является осуществимым. Так как мы все­
гда соединяем вершину наивысшей степени с другим и  вершинами высокой степени, 
то важно после каждой итерации  переупорядочить элементы разбиения по размеру. 

Хотя этот метод является детерминистическим, с его помощью из графа G можно 
создать полуслучайную коллекцию графов, используя операции обмена ребер. До­
пустим, что ребра (х, у) и (w, z) входят в граф G, а ребра (х, w) и (у, z) - нет. Обме­
няв эти пары ребер, м ы  получим другой (не обязательно связный) граф, не меняя 
степень ни одной из вершин.  

Библиотека Comblnatorica (см .  [РSОЗ]) содержит генераторьi (на языке пакета 
Mathematica) для таких типов графов, как "звезда" и "колесо", для полного графа, для 

зом, в любом помеченном дереве вершина v, соединенная с листом с наименьшей
меткой, является четко определенной. Пусть S1 , первый символ кода, - это верши­
на v. Удали м  связанный  лист и будем повторять эту процедуру до тех пор, пока не
останутся только две вершины.  Таки м  образом мы получим  уникальный код S для
любого помеченного дерева, который можно использовать для ранжирования дере­
ва. Чтобы построить дерево по коду, воспользуемся тем обстоятельством, что сте­
пень вершины v дерева на один  больше, чем количество вхождений  вершины v в
код S. Листом с наименьшей меткой будет целое число, отсутствующее в S, которое
совместно с S1 определяет первое ребро дерева. Применяя индукцию, получаем все
дерево;
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Реализации. База графов Stanford GraphBase (см. [Knu94]) является, пожалуй, самым
хорошим генератором экземпляров графов для использования их в качестве тестовых
данных для других программ. Она содержит графы, полученные путем обработки
взаимоотношений персонажей известных романов, статей из словаря синонимов Род­
жета, визуальных характеристик "Мон ы  Лизы", графов-расширителей, а также модели
экономики США. Она также содержит процедуры генерирования двоичных деревьев,
произведений графов и других операций на графах основных типов. Наконец, посколь­
ку в ней используются аппаратно-независимые генераторы случайн ых чисел, создан­
н ые с ее помощью случайн ые графы можно воспроизвести на других маш инах, что по­
зволяет использовать их в качестве входных данных при экспериментальном сравне­
нии алгоритмов. Дополнительную информацию см. в разделе 1 9. 1 . 8.



случайных графов и деревьев, а также для графов с заданной степенной последова­
тельностью. Кроме этого, библиотека включает в себя операции создания более слож­
ных графов на основе этих, в том ч исле объединение и произведение графов. 

Сервер комбинаторных объектов (http://theory.cs.uvic.ca) предоставляет процедуры 
для генерирования как свободных, так и корневых деревьев. 

В работе [VLOS] описывается реализация на языке С++ алгоритма генерирования про­
стых связных графов с указанной степенной последовательностью. Код можно загру­
зить с веб-страницы http://www.liafa.jussieu.fr/-fablen/generation. 

В книге [NW78] предоставляются эффективные процедуры (на языке FORTRAN) пере­
числения всех помеченных деревьев с помощью кодов Прюфера и создания случайных 
непомеченных корневых деревьев. Подробности см.  в разделе 19. 1 . 1 0. В книге [KS99] 
описывается алгоритм на языке С для генерирования помеченных деревьев. Реализа­
ции можно загрузить с веб-сайта http://www.math.mtu.edu/-kreher/cages/Src.html. 

ПРИМЕЧАНИЯ 

На тему генерирования случайных графов с равномерным распределением написано мно­
жество книг. Среди прочих обзоров можно назвать [Go\93] и [Tin90] . С задачей генериро­
вания классов графов тесно связана задача их подсчета. Обзор достижений в этой области 
приведен в книге [НР73] .  

Самым лучшим на сегодня справочным материалом по генерированию деревьев является 
одна из последних работ Дональда Кнута [Knu06] . Взаимно однозначное соответствие 
между (п - 2)-строками и помеченными деревьями было установлено немецким матема­
тиком Хайнцем Прюфером (Heinz Prufer) в 1 9 1 8  г. (см. [Pru 1 8]) .  

В теории случайных графов пороговые законы определяют плотность ребер, при которой 
становится высокой вероятность существования таких свойств, как связность. Изложенн� 
теории случайных графов можно найти в книгах [Во\0 1 ]  и [JLROO] . 

Модель избирательного присоединения графов возникла сравнительно недавно при изу­
чении сетей. Введение в Э1)' интересную область содержится в книгах [ВаrОЗ] и [Wat04] . 

Разбиение целого числа является графическим, если существует простой граф с такой 
степенной последовательностью. В работе [EG60] приводится доказательство, что сте­
пенная последовательность является графической тогда и только тогда, когда для любого 
целого числа r < п соблюдается следующее условие: 

r п 
Ld; � r(r - 1) + L min(r;d; ) 
i=I i=r+l 

Родственные задачи. Генерирование перестановок (см . раздел 14. 4), изоморфизм гра­
фов (см. раздел 16. 9). 
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Математики Брендан Маккей (Brendan МсКау) (http://cs.anu.edu.au/-Ьdm/data) и Гор­
дон Ройли (Gordon Royle) (http://people.csse.uwa.edu.au/gordon/data.html) предостав­
ляют на своих веб-страницах исключительно полные каталоги нескольких семейств
графов и деревьев, размер которых ограни чен лишь разумным количеством вершин.

Программа Nauty для тестирования графов на изоморфизм (см .  раздел 1 6. 9) содержит
набор программ для генерирования неизоморфных графов, а также специальные гене­
раторы для создания двудольных графов, ориентированных графов и мультиграфов.
Все эти программ ы  можно загрузить с веб-страницы http://cs.anu.edu.au/-Ьdm/nauty.



1 4.8 .  Календарные вычисления 
Вход. Календарная дата d, заданная месяцем, днем и годом.  

Задача. На какой день недели выпадает d в данной календарной системе (рис. 1 4.9)? 

Рис. 14.9. Календарные вычисления 

Более сложные вопросы возникают в международных приложениях, т. к. разные наро­
ды и этнические группы используют разные календарные системы. Некоторые из этих 
календарных систем, такие как используемый в большинстве стран мира григориан­
ский календарь, основаны на солнечном цикле, в то время как другие календари, на­
пример иудейский календарь, основаны на лунных циклах. А смогли  бы вы назвать 
сегодняшнюю дату по китайскому календарю? 

Календарные вычисления отличаются от других задач в этой книге, потому что кален­
дари являются историческими объектами, а не математическими .  В области календар­
ных вычислений алгоритмические вопросы касаются установления правил календар­
ной системы и правильной их реализации, а не разработки эффективных методов вы­
ч исления. 

Подход, лежащий в основе всех календарных систем, заключается в выборе начальной 
точ ки и ведении  отсчета от этой точки.  Разные календарные системы отличаются друг 
от друга специфическим и  правилами, определяющими конец одного месяца или �ода и 
начало другого. Для реализации календаря требуются две функции, одна из которых по 
дан ной дате возвращает количество дней, прошедших от начальной точки, а другая по 
данному целому числу п возвращает дату календаря, отстоящей ровно на п дней от 
точки начала отсчета. Эти функции аналогичны функциям ранжирования для комбина­
торных объектов, таких как перестановки (см .  раздел 14. 4). 

Главным источником проблем в календарных системах является то обстоятельство, что 
в солнечном году не целое ч исло дней. Чтобы поддерж·ивать синхронизацию календар-

484 Часть II. Каталог алгоритмических задач

ВЫХОД

December 21, 2012 ?
(Gregorian) 1934 Agrahayana 30 (Indian Civil)

13.0.0.0 (Mayan Long Count)

1434 Safar 7 (Islamic)

5773 Teveth 8 (Hebrew)

ВХОД

Обсуждение. Во многих бизнес-приложениях требуется выполнять календарные вы­
числения. Например, возможно нужно вывести календарь для определенного месяца и
года или вычисл ить� в какой день недел и или года произойдет какое-то событие. Важ­
ность календарных вычислений  была ярко продемонстрирована "ошибкой 2000 года",
присутствовавшей в старых программах, в которых для обозначения года использова­
л ись тол ько две последние цифры.



ного года с реальным, время от времени в него нужно вносить поправки в виде висо­
косных дней. Но так как продолжительность солнечного года составляет 365 дней, 
5 часов, 49 минут и 12 секунд, то добавление високосного дня через каждые четыре 
года делает корректируемый календарный год на 1 0,8 минут длиннее. 

В первоначальном юлианском календаре эти лишние минуты не принимались во вни­
мание, и к 1 582 году накопилось отставание в 1 О дней. Тогда Папа Григорий ХШ ввел 
в действие исправленный календарь, названный григорианским, который используется 
по сей день. Исправления состояли в одноразовом переносе даты календаря на 1 О дней 
вперед и нового правила добавления високосных дней в годы столетий - в годы, 
кратные 400, но не 1 00. Годы, кратные четырем, по-прежнему оставались високосны­
ми. По некоторым сведениям, введение нового календаря сопровождалось бунтами 
среди населения. Люди считали,  что их жизнь укоротилась на десять дней. Вне преде­
лов влияния католической церкви принятие нового календаря проходило медленно. 
В Англии и А мерике григорианский календарь был принят в 1 752 г., а в Турции -
в 1 927 г. 

Существует много алгоритмов типа "удиви своих друзей",  посредством которых можно 
в уме высчитать день недели для определенной даты. Но такие алгоритмы часто рабо­
тают правильно только в определенном столетии,  и их не следует реализовывать на 
компьютере. 

Реализации. Библиотеки процедур для работы с календарям и  широко доступны как на 
языке С, так и Java. Библиотека Boost предоставляет надежную реализацию григориан­
ского календаря на языке С++. Код можно загрузить с веб-страницы http:// 
www.boost.org/doc/libs/1_43 _ 0/doc/htmVdate _ time.html. Стандартный пакет утилит 
Java java.uti l содержит класс Calendar, который реализует григорианский календарь. 
Любой из этих реализаций будет, скорее всего, достаточно для большинства прило­
жений .  

В книге [RDOI] описаны алгоритмы для разных календарей,  включая григорианский, 
китайский, индийский, мусульманский и иудейский, а также календари, представляю­
щие исторический интерес. Реализация этих календарей на языке Common Lisp, Java и 
Mathematica называется Calendrical и содержит процедуры преобразования дат между 
разными календарными системами, вычисления дня недели,  а также определения свет­
ских и религиозных праздников. Пакет Calendrical является , пожалуй, самым обшир­
ным и надежным источником существующих календарн ых процедур. Подробности см. 
на веб-сайте http://calendarists.com. 

Реализации интернационал ьн ых календарей, написанные на языках С и Java, доступны 
на веб:-сайте SouceForge (http://sourceforge.net), но об их надежности ничего неизвест­
но. Чтобы найти требуемый календарь, выполните поиск по соответствующему ключу, 
например "Gregorian ca\endar" для григорианского календаря . 

ПРИМЕЧАНИЯ 

Всесторонний обзор алгоритмов для календарных вычислений представлен в работах 
[DR90] и [RDC93],  на основе которых была написана книга [DRO I ] , содержащая алгорит-
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Правила для большинства календарных систем достаточно сложны, вследствие чего
будет разумным воспользоваться уже готовым кодом из надежного источника, вместо
того, чтобы пытаться писать свою реализацию.



�ы, по крайней мере, для 25 национальных и исторических календарей. В книге [DR02] 
представлены календарные таблицы на 300 лет, с 1 900 г. по 2200 г. 

Некоторые люди обеспокоены тем, что 2 1  декабря 20 1 2  г. может настать конец света. 
Опасение основано на том обстоятельстве, что эта дата представляет дату окончания цик­
ла по календарю майя и переход на новый цикл 1 3 .0.0.0.0. Читателям моей книги не сле­
дует переживать по этому поводу, т. к. я не посвятил бы столько усилий ее написанию, 
если бы конец света был так близок. Авторитетное описание календаря майя дается в кни­
ге [RDO l ] . 

Родственные задачи. Арифметические операции с произвольной точностью (см. раз­
дел 13. 9), генерированf{е перестановок (см . раздел 14. 4). 

1 4.9. Календарное планирование 
Вход. Бесконтурный орграф G = ( V, Е), в котором вершины представляют задания, а 
ребро (и, v) отражает тот факт, что задание и должно быть завершено перед заданием v. 
Задача. Составить такое расписание выпол нения всех заданий, которое минимизирует 
время выполнения или количество процессоров (рис. 1 4. 1  О). 

Рис. 14. 1 0. Задача календарного планирования 

Обсуждение. Задача разработки расписания, удовлетворяющего набору ограничиваю­
щих условий, является фундаментальной для м ногих приложений.  Распределение за­
даний между процессорами является критическим аспектом любой системы парал­
лельной обработки данных. Плохое планирование может привести к простаиванию 
всех процессоров, кроме того, который выполняет задание, п редставляющее собой уз­
кое место. Другими  примерами задач календарного планирования являются выдача 
заданий рабочим,  размещение студенческих групп по аудиториям или составление 
расписания экзаменов. 

t посредством топологической сортировки можно создать расписание, отвечающее 
ограничивающим условиям очередности .  Подробности см. в разделе 15.2; 

486 Часть II. Каталог алгоритмических задач

$

I

H

G

F

D

C

B

A   1

2

A

B

C

D

F

G

H

I $

JAN          FEB       MAR    APR     MAY 

ВЫХОДВХОД

Задачи календарного планирования различаются по типам ограничивающих условий и
видам составляемых расписаний .  Некоторые из рассматриваемых в каталоге задач
имеют отношение к различным типам календарного планирования. Говоря более кон­
кретно:



паросоЧетание в двудольных графах можно использовать для сопоставления набора 
заданий с рабочими,  имеющими навыки, требуемые для их выполнения.  Подробно­
сти см. в разделе j 5. 6; 

+ с помощью раскраски ребер и вершин можно сопоставить набор заданий с времен­
ными периодами таким образом, чтобы избежать попадания конфликтных заданий 
в один и тот же временной интервал.  Подробности см. в разделах 1 6. 7 и 16.8; 

+ алгоритм коммивояжера можно использовать, чтобы выбрать оптимальный мар­
шрут для посещения указанных адресов разносчиком пиццы. Подробности см. в 
разделе 16. 4; 

Нас интересуют следующие задачи :  

+ критический путь. Критический путь - это самый длинный путь от начальfюй 
вершины до конечной. Эта информация может быть важной, т. к. единственным 
способом сократить общее время выполнения проекта будет сокращение времени 
выполнения одного задания в каждом критическом пути. Задания в критических пу­
тях можно определить за время О(п + т), используя методы динамического про­
граммирования, рассматриваемые в разделе 15. 4; 

+ минимшzьное · время завершения. Самое короткое время, за которое можно завер­
шить данный проект, соблюдая при этом условия очередности и предполагая нали­
чие неограниченного количества исполнителей. При отсутствии условий очередно­
сти все задания можно было бы выполнять одновременно, а общее время было бы 
равно времени, требуемого для выполнения самого длительного из них. А если на 
отдельные задания наложены  строгие ограничивающие условия, согласно которым 
каждое задание должно выполняться только после выполнения его непосредствен­
ного предшественника, то минимальное время завершения будет равно сумме вре­
мен выполнения всех. заданий.  

Для бесконтурного орграфа минимальное время выполнения можно вычислить за 
время О(п + т). Это время зависит от критического пути. Чтобы составить расп'Иса­
ние, перебирайте задания в топологическом порядке. Каждое задание должно. за­
пускаться на новом процессоре, как только завершится выполнение непосредствен­
но предшествующего ему задания; 

+ компромисс между количеством исполнителей и временем завершения? Мы заИн­
тересованы в быстрейшем выполнении работы при заданном количестве исполнй­
телей. К сожалению, эта и большинство подобных ей задач являются NР-полными.  

+ 

алгоритм поиска эйлерова цикла можно использовать для построения наиболее эф­
фективного пути следования снегоуборочной машины, проходящей по всем задан-
ным улицам. Подробности см. в разделе 15. 7. 

+ 

Рассмотрим задачу календарного планирования с условиями очередности для бескон­
турных орграфов. Допустим ,  что вы разбили большую работу на несколько меньших
заданий.  Для каждого задания известно время, требуемое для его выполнения (или,
возможно, верхний временной предел). Кроме этого, для каждой пары заданий извест­
но, необходимо ли,  чтобы одно из них выполнялось перед другим.  Чем меньше огра­
ничивающих условий, тем лучшее расписание можно получить. Эти ограничивающие
условия должны определять бесконтурный орграф, т. к. цикл при ограничивающих
условиях очередности создает конфликт, который невозможно разрешить.
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Любое реальное приложение календарного планирования будет, скорее всего, иметь 
комбинацию ограничивающих условий, смоделировать которые посредством описан­
н ых методов будет трудно или невозможно. Существуют два приемлемых подхода к 
решению таких задач. В первом случае м ы  игнорируем некоторые ограничивающие 
условия, пока задача не сведется к одному из описанн ых выше типов, решаем задачу, а 
по"Fом оцени ваем полученное решение с учетом других ограничивающих условий .  
Возможно, что полученное расписание можно будет легко подправить вручную, чтобы 
оно удовлетворяло таким негласным ограничениям, как запрещение совместной рабо­
ты двум работникам, недолюбливающи м  друг друга. Другий подход - сформулиро­
вать задачу календарного планирования во всей ее сложности в терминах линейного 
целочисленного программирования (см.  раздел 13. 6). Я рекомендую сначала приме­
нить самый  простой способ и посмотреть, что из этого получится, и только потом пе­
реходить к более сложны м  методам. 

Другая фундаментальная задача календарного планирования заключается в распреде­
лении  набора заданий  без ограничивающих условий очередности между идентичными 
исполниtелями таким образом, чтобы минимизировать общее время исполнения. На­
пример, в типографии требуется распределить несколько работ между несколькими 
копировал ьными машинами таким образом, чтобы завершить работу к концу рабочего 
дня. Такую задачу можно смоделировать как задачу разложения по контейнерам (см. 
раздел 1 7. 9), где каждому заданию присваивается ч исловое значение, равное количест­
ву часов, требуемому для ее завершения, а каждая машина представляется контейне­
ром с емкостью, равной количеству рабочих часов. 

В более сложных вариантах задачи календарного планирования для каждого задания 
указывается время, раньше которого нельзя начинать выполнение, и крайний срок за­
вершения. Для решения задач календарного планирования существуют эффективные 
эвристические алгоритмы, основанные на сортировке заданий по размеру и требуемо­
му времени завершения. Дополнительную информацию см. в подразделах "Реализа­
ции" и "Примечания". Обратите внимание на то, что эти задачи календарного планиро­
вания становятся сложными только в том случае, если задания нельзя распределить по 
нескольким маши нам или прерывать их исполнение с последующим возобновлением. 
Если ваше приложение дает вам высокую степень свободы, то ею следует воспользо­
ваться.  

Реализации. JOBSHOP представляет собой коллекцию программ на языке С для ре­
шения задач календарного планирования на основе вычислительного изучения, пред­
ставленного в работе [АС9 1 ] .  Коллекцию можно загрузить с веб-сайта http:// 
www2. isye.gatech.edu/-wcook/jobshop. 

Программа с открытым кодом ТаЫ iх (http://tahlix.org) предназначена для решения 
задач создания расписаний  в настоящих учебных заведениях. Поддерживает парал­
лельные и кластерн ые вычисления. 

Программа календарного планирован ия LEКIN (см .  [Pin02]) предназначена для обра­
зовательный целей. Программа поддерживает планирование как для одной, так и для 
нескольких машин .  Загрузить программу можно с веб-сайта http://www.stern. 
nyu.edu/om/software/lekin/. 
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Алгоритм 520 (см .  [WBCS77]) из коллекции алгоритмов АСМ представляет собой про­
грамму на языке FORTRAN для планирования расписания сети с множественными ре­
сурсами.  Алгоритм является частью библиотеки NetLib (см .  раздел 19. 1 . 5).

ПРИМЕЧАНИЯ

Существует огромное количество литературы об алгоритмах планирования. Подробный
обзор достижений в этой области дается в книгах [Bru07] и [Рiп02] . Подборка свежих об­
зоров по всем аспектам календарного планирования приводится в книге [LA04] .

Имеется хорошо определенная классификация нескольких тысяч вариантов расписаний
по машинной среде, по особенностям обработки и ограничивающим условиям, а также по
параметрам, подлежащим минимизации .  Обзоры содержатся в книгах [Bru07], [CPW98],
[LLK83] и [Pin02] .

Диагран.мы Ганта предоставляют визуальные представления решений распределения ра­
бот по машинам, где ось абсцисс представляет время, а разные машины отображаются в
разных рядах. Пример диаграммы Ганта показан на рис. 1 4. 1  О. На  этом рисунке каждая
запланированная · работа представлена в виде прямоугольника, определяющего ее испол­
нителя и время начала и окончания. Методы календарного планирования проектов с огра­
ничивающими условиями очередности часто называют системой PERT/CPM (Program
Evaluation and Review Technique/Critical Path Method, система оценки и пересмотра пла­
нов/Метод критического пути). Как диаграммы Ганта, так и система PERT/CPM обсуж­
даются В большинстве учебников ПО исследованию операций, включая [Pin02] .

При рассмотрении задач календарного планирования уроков и других подобных задач
часто используется термин составление расписания (timetaЫing). На проводящейся дваж­
ды в год конференции РАТАТ (Practice and Theory of Automated TimetaЫi ng, практика и
теория автоматического составления расписания) обсуждаются новые результаты в этой
области. Протоколы конференции доступны на веб-сайте http://www.asap.cs.nott.ac.uk/
patat/patat-index.shtml.

Родственные задачи. Топологическая сортировка (см .  раздел 15. 2), паросочетание
(см. раздел 15. 6), вершинная раскраска (см . раздел 16. 7), реберная раскраска (см . раз­
дел 16.8), разложен ие по контейнерам (см . раздел 1 7. 9).

1 4. 1 0. Выпол нимость
Вход. Набор дизъюнкций в конъюнктивной нормальной форме.

Задача. Определить, существует ли  такой набор значений  истинности булевых пере­
менных, для которого одновременно выполняются все дизъюнкции (рис. 4. 1 1 ) .

Обсуждение. Задача выполнимости возникает в ситуации, когда нужно найти конфи­
гурацию или объект, который должен удовлетворять набору логических огран ичений .
Задача выполнимости, в основном, применяется для проверки того, что проектируемая
аппаратная или программная система работает должным образом для всех входн ых
экземпляров. Допустим, что данная логическая формула S( Х )  обозначает указанный

результат на входных  переменных Х = Х1 , • • • , Хп. а другая формула C(  Х )  обозначает
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Для коммерческих приложений планирования доступна современная программа ILOG
СР. Дополнительную информацию можно найти на веб-сайте http://www.ilog.com/
products/cp.



Рис. 4. 1 1 . Задача выполнимости 

логику предлагаемой схемы вычисления S(X). Схема будет правильной в том случае, 
если нет такого значения Х , для которого S( Х )i=C( Х ). 

При проверке выполнимости необходимо найти ответы на следующие вопросы. 

(v; ИЛИ �) И (v2 ИЛИ vз) 
Для выполнения формулы в КНФ нужно выполнить все дизъюнкции .  

Формулы в ДНФ состоят из дизъюнкций (операция ИЛИ) конъюнкций (операция 
И). Предыдущую формулу можно записать в ДНФ таким образом :  

(li1 И � И vз) ИЛИ ( li1 И v2 И liз) ИЛИ ( li1 И v2 И vз) ИЛИ (v1 И li2 И v2) 

( X1  or  X2   or  X3 )

( X1  or  X2   or  X3 )

( X1  or  X2   or  X3 )

( X1  or  X2   or  X3 ) (  X1  or  X2   or  X3 )

(  X1  or  X2   or  X3 )

(  X1  or  X2   or  X3 )

(  X1  or  X2   or  X3 )
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Решение задачи разрешимости формулы в ДНФ является тривиальным, т. к. любая 
формула ДНФ является выполнимой, если только каждая конъюнкция не содержит 
как литерал, так его дополнение (отрицание). Но задача выполнимости формулы в 
КНФ является NР-полной.  Это кажется парадоксальным, т. к. посредством законов 
де Моргана можно преобразовать формулу из КНФ в ДНФ и наоборот. Причина за-

Для выполнения формулы в ДНФ нужно выполнить одну из конъюнкций.

В какой форме представлена ваша формула? В задаче выполнимости ограничи­
вающие условия указываются в виде логической формулы. Существуют два основ­
ных способа выражения логических формул - в конъюнктивной нормальной фор­
ме (КНФ) и дизъюнктивной нормальной форме (ДНФ). Формулы в КНФ состоят из
конъюнкций (операция И) дизъюнкций (операция ИЛИ), как в следующем примере:

+ 

Задача выполнимости (или задача SA Т) является самой первой NР-полной задачей . Хо­
тя она применяется на практике в таких областях, как выполнимость ограничивающих
условий, логика и автоматическое доказательство теорем, она имеет большую теорети­
ческую значимость как корневая задача, на основе которой строятся все другие доказа­
тельства NР-полноты. В создание лучших из современных систем решения задач SA Т
было вложено столько усилий,  что их следует использовать, когда вам действительно
нужно точно решить NР-полную задачу. Однако самым практичным подходом обычно
является применение эвристических алгоритмов, которые дают хорошие, хотя и не оп-
тимальные результаты.

ВЫХОДВЫХОД
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ключается в том, что в процессе такого преобразования приходится создавать новые 
члены, количество которых может возрастать экспоненциально, вследствие чего 
само преобразование не может быть выполнено за полиномиальное время. 

t Каков размер дизъюнкций? Задача k-SA Т является частным  случаем задачи выпол­
нимости, в которой каждая дизъюнкция состоит из, самое большее, k переменных. 
Задача 1 -SA Т является тривиальной, т. к .  для ее решения достаточно, чтобы истин­
ное значение имела любая переменная в любой дизъюнкции .  Задача 2-SA Т триви­
альной не является, но все же ее можно решить за линейное время .  Этот факт пред­
ставляет интерес, т. к. при определенной изобретательности удается моделировать 
некоторые задачи в виде задачи 2-SAT. Впрочем, задачи с дизъюнкциями,  содер­
жащими три переменные (т. е. 3-SA Т), являются NР-полными.  

t Достаточно ли выполнить только одну из дизъюнкций? Если требуется точное ре­
шение, то вам в любом случае придется использовать какой-нибудь алгоритм пере­
бора с возвратом, например, метод Дэвиса-Путнама (Davis-Putпam). В наихудшем 
случае потребуется проверить 2т наборов значений истинности, но, к счастью, су­
ществует много способов сократить пространство поиска. Хотя теоретически задача 
выполнимости является NР-полной, трудность конкретной задачи зависит от спосо­
ба создания экземпляров. Естественно определен н ые "случайные" экземпляры часто 
решаются с неожиданной легкостью; более того, задача генерирования по­
настоящему сложных экземпляров является нетривиальной. 

Тем не менее, и ногда полезно сделать задачу менее строгой, поставив  в качестве 
цели выполнимость наибольшего количества дизъюнкций .  Качество решений, по­
лученных случайным методом или с помощью эвристического алгоритма, можно 
улучшить с помощью оптимизационных методов, таких как метод и митации отжи­
га. В самом деле, при присвоении переменным любого случайного набора значений 
истинности вероятность выполнимости каждой k-SA Т дизъюнкции составляет 
1 - (\/2)k, так что, скорее всего, с первой попытки выполнится большинство дизъ­
юнкций .  Однако завершить работу будет труднее. Задача поиска набора значений  
истинности, удовлетворяющего наибольшему количеству дизъюнкций, является 
NР-полной даже для экземпляров, не имеющих реше_н ия.  

Когда мы  сталкиваемся с задачей неизвестной сложности, доказательство ее NР­
полноты может оказаться важным первым шагом в ее решении .  Если вы думаете, что 
ваша задача может быть сложной, посмотрите, нет ли ее в списке сложных задач в кни­
ге [GJ79] . Если нет, то я рекомендую попробовать самостоятельно доказать сложность 
задачи ,  используя базовые задачи 3-SA Т, вершинного покрытия, независи мого множе­
ства, разбиения целого числа, клики и гамильтонова цикла. Я советую начинать имен­
но с этих задач, а не со сложных задач из  книги [GJ79] .  Кроме того, это поможет вам 
лучше разобраться в вопросе, поскольку сложность вашей задачи не будет заслонена 
доказательством сложности задач и  из книги. Стратегии доказательства сложности "рас­
сматриваются в главе 9. 

Реализации. В последние годы наблюдался заметный рост производительности 
средств решения задач SA Т. На ежегодном соревновании  по решению задач SA Т опре­
деляются лучшие средства решения для трех категорий экземпляров задач - промыш­
ленного, ручного и случайного. 



В соревновании SAT в 2007 г. наилучшими решателями промышленных задач были
Rsat (http://reasoning.cs.ucla.edu/rsat), PicoSA Т (http ://fmv.jku.at/picosat) и Min iSA Т
(http://www.cs.chalmers.se/Cs/Research/FormalMethods/MiniSat). Исходный код
этих трех решателей и другая информация доступны на веб-странице http://
www.satcompetition.org.
Ве6-сайт SAT Live! (http ://www.satlive.org) - источник самых свежих научных работ,
программ и тестовых наборов для задач выполнимости и родственных задач оптимиза­
ции логических функций .

ПРИМЕЧАНИЯ

Наиболее полный обзор тестирования выполнимости представлен в книге [KSBD07] .  Ал­
горитм обхода с возвратом DPLL (Davis-Putnam-Logemann-Loveland) для решения задач
выnолнимости был представлен в 1 962 г. Методы локального nоиска работают лучше на
определенном классе задач, трудных для решателей DPLL. Особенно популярным являет­
ся решатель Chaff (см. [MMZ+O I ] ), который можно загрузить с веб-сайта http://www.
princeton.edu/�chaff/. Обзор последних достижений в области тестирования выполнимо­
сти представлен в работе (KS07) .

В работе [DGH+02) описывается алгоритм для решения задачи 3-SAT за время
О*(  1 ,480211) в наихудшем случае. Обзор эффективных (но имеющих не полиномиальное
время исполнения) алгоритмов решения NР-полных задач приводится в работе [WоеОЗ) .
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Основным справочником по NР-полноте является книга [GJ79] , содержащая список около
400 N Р-полных задач. Уже долгие годы эта книга остается чрезвычайно полезным спра­
вочником. Я обращаюсь к ней чаще, чем к какой-либо другой. Обновления к книге пре­
доставляются в колонке Дэвида Джонсона (David Johnson), публикующейся время от вре­
мени в журналах "Joumal of Algorithms" и (в последнее время) "АСМ Traпsactioпs оп
Algorithms" .

Родственные задачи. Условная оптимизация (см .  раздел 13. 5), задача коммивояжера
(см . раздел 16. 4).

Обсуждению теоремы Кука (см . [Соо7 1 ] ), доказывающей сложность задачи выполнимо­
сти, посвящены работы [CLRS0 1 ] , [GJ79] и [КТОб] . Важность результатов работы Кука
становится ясной из доклада Карпа (Karp) (см . [Kar72] ), в котором доказывается слож­
ность свыше 20 разных комбинаторных задач.

В работе [ А РТ79] представлен алгоритм решения задач 2-SA Т за линейное время. Инте­
ресное применение задачи 2-SA Т для нанесения обозначений на карты излагается в рабо­
те [WW95) .  Самый лучший известный эвристический алгоритм выдает приблизительное
решение задачи MAX-2-SAT с точностью до 1 ,074 1 (см . [FG95)) .



Алгоритмические задачи на графах составляют приблизительно треть всех задач 
в этом каталоге. Многие задач и из других разделов можно было бы сформулировать с 
тем же успехом в виде графов, например задачу минимизации шири н ы  ленты и задачу 
оптимизации конечного автомата. Одн им из основных навыков хорошего алгориста 
является способность определить название задач и теории  графов. Если вы знаете на­
звание своей задачи, вы найдете в каталоге точн ые инструкции ,  как приступить к ее 
решению. 

В этой главе рассматриваются только те задач и, для решения которых существуют эф­
фективные алгоритмы.  Так как часто существует несколько способов моделирования 
приложения, то имеет смысл, прежде чем использовать одну из более трудн ых поста­
новок решаемой задачи, поискать в этой главе способ ее моделирования. 

Время исполнения представленных в этой главе алгоритмов возрастает полиномиально 
с увеличением размера графа. Буквой п обозначается количество верши н  графа, а бук­
вой т - количество его ребер. 

Графы легче всего воспринимать, когда они представлены в виде рисунков. Поэтому 
мы также рассмотрим алгоритм ы рисования графов, деревьев и планарных графов. 

Большинство сложных алгоритмов на графах трудно программировать. Но существуют 
уже готовые реал изации , нужно только знать, где их можно найти . Лучшие источники 
реализаций алгоритмов на графах - библиотека LEDA (см .  [MN99]) и библиотека 
Boost Graph Library (см .  [SLL02]). Но для многих задач существуют специальные про­
граммы. 

+ [Sed98] - том этого учебника, посвященный алгоритмам для работы с графами,  
содержит всеобъемлющее, но доступное введение в эту область; 

+ [АМО93] - хотя эта книга посвящена, в основном, потокам в сетях, в ней рассмат­
ривается целый набор алгоритмов, причем особое внимание уделяется исследова­
нию операций; 

+ [Gib85] - хорошая книга по разнообразным алгоритмам для работы с графами,  
включая проверку планарности, поиск rшросочетаний ,  эйлеровых и гамильтоновых 
циклов, а также боf!ее простые темы;  

Задачи на графах
с полиномиальным 

временем исполнения

ГЛАВА 15

Самые свежие обзоры разнообразных алгоритмов для работы с графам и приведен ы  в
книге [ТNХО8] . Другие и нтересн ые обзоры можно найти в книге [vL90a] и некоторых
главах из книги [Ata98] . Среди специализированных книг  по алгоритмам обработки
графов можно порекомендовать следующие:



[Eve79a] - уже не новый, но от этого не менее ценный учебник по алгоритмам для 
работы с графами,  содержащий подробное обсуждение алгоритмов для проверки 
планарности графов. 

1 5. 1 . Компоненты связности 
Вход. Ориентированный  или неориентированный граф G. 

Задача. Разбить граф G на части, или компоненты, так, чтобы вершины х и у принад­
ле.

Жал и  разным компонентам, если из х в у нет пути (рис. 1 5 . 1  ). 

Рис. 1 5. 1 .  Компоненты связности 

Проверка графа на нал ичие в нем ком понент связности является важным шагом пред­
варительной обработки. При исполнении ал горитма только на одной компоненте не­
связного графа часто удается выявить скрытые, труднообнаруживаемые ошибки. Про­
верка на связность выполняется так легко и быстро, что следует всегда проводить ее 
для графа входа, даже если вы уверены, что он должен быть связным.  

Связность любого неориентированного графа можно проверить посредством обхода 
графа в глубину или в ширину (см. главу 5). В действительности, не так важно, какой 
из этих методов обхода вы выберете. При л юбом обходе поле "номер компоненты" для 
каждой вершины инициализируется нулевым значением, а потом начинается поиск 
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ВХОД

Обсуждение. Компоненты связности графа представляют части графа. Две вершины
находятся в одной и той же компоненте графа G тогда и только тогда, когда между ни­
ми существует какой-либо путь.

Задача поиска компонент связности является центральной во многих приложениях на
графах. Рассмотрим, например, задачу определения естественных кластеров в наборе
элементов. Для решения задачи мы представляем каждый элемент в виде вершины и
соединяем ребром каждую пару элементов, которые считаются "подобными" .  Компо­
ненты связности этого графа соответствуют разным классам элементов.



+ Является ли граф ориентированным? Для ориентированн ых графов существует два 
понятия компонент связности. Ориентированный граф является слабо связньiм 
(weakly connected), если при игнорировании  ориентации ребер он окажется связ­
ным.  Таким образом, слабо связный граф состоит из одной-единственной компо­
ненты. Ориентированный граф является сW1ьно связным (strongly connected), если 
между любой парой его вершин существует ориентированный путь. Различие меж­
ду ними легко понять при рассмотрении  сети улиц  с односторонним и двусторон­
ним движением. Сеть является сильно связной, если возможно проехать между лю­
быми двумя точками, не нарушая правил. Если между любыми двумя точками мож­
но проехать, не нарушая Wlи нарушая правила, то сеть является слабо связной. Если 
же попасть из точки А в точку В не является возможным, то сеть является несвяз­
ной. 

Слабо и сильно связные компоненты определяют однозначные разбиения вершин .  
На рис. 1 5 . 1  представлен ориентированный граф, состоящий из двух слабо или пяти 
сильно связных компонент (также называющихся блоками графа G). 

Проверку орграфа на слабую связность можно с легкостью провести за линейное 
время. Просто сделаем все ребра графа неориентированными и выполним на нем 
алгоритм поиска компонент связности на основе обхода в глубину. Проверку на 
сильную связность провести сложнее. Самый простой алгоритм с линейным време­
нем исполнения осуществляет поиск, начиная с какой-либо вершины v, чтобы про­
демонстрировать достижимость всех вершин графа из этой вершины.  Затем мы  соз­
даем граф G', поменяв направление всех ребер графа G на обратное. Чтобы узнать, 
достижимы ли все вершины графа G из вершины v, достаточно выполнить обход 
графа G' из этой вершины.  Граф G является сильно связным тогда и только тогда, 
когда вершина v достижима из любой вершины в графе G и все вершины в графе G 
достижимы из вершины v. 
Все сильно связные компоненты графа G можно извлечь за линейное время, ,ис­
пользуя более сложные алгоритмы типа обхода в глубину. Обобщение только что 
описанной идеи двойного обхода в глубину с легкостью поддается программирова­
нию, но понять, как оно работает, несколько сложнее. 

1 .  Выполняем обход в глубину, начав с произвольной вершины графа G и нумеруя 
вершины в порядке завершения их обработки (а не открытия). 

2. Изменяем направление каждого ребра графа G, создав, таким  образом, граф G'. 

3 .  Выполняем обход в глубину графа G', нач иная с вершины графа G, и меющей наlf'­
больший номер. Если не удается обойти граф G'  полностью, продолжаем обход 

. с еще не посещенной вершины с наибольшим номером. 

первой компоненты из вершины v1 • При открытии каждой вершины этому полю при­
сваивается значение номера текущей компоненты. По завершении первоначального
обхода номер компоненты увеличивается на единицу, и поиск выпол няется снова, на­
чиная с первой вершины, у которой номер компоненты все еще равен нулю. При пра­
вильной реализации с использованием списков смежности (как описано в разде­
ле 5. 7. 1) этот алгоритм имеет время исполнения О(п + т).
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На практике также возникают другие вопросы, касающиеся связности .



4. Каждое создан ное на шаге 3 дерево обхода в глубину является сильно связной ком­
понентой .  

В разделе 5. 10. 2  приводится моя реализация однопроходною алгоритма. В любом 
случае, проще испол ьзовать готовую реализацию, чем изучать описан ие алгоритма 
в учебни ке. 

+ 

+ Является ли граф деревом ? Как найти цикл, если он существует ?  Задача поиска 
ци кла возникает часто, особенно с ориентированными графами .  Например, провер­
ка, возможна ли взаи мная блокировка последовательности условий, часто сводится 
к задаче выявления ци кла. Если я жду Фреда, а Фред ждет Мэри, а Мэри ждет меня. 
то нали цо цикл и взаи мная блокировка. 

Для неориентированных графов аналогичной задачей является идентификация де­
рева. По определению дерево является неориентированным связным бесконтурным 
графом .  Как оп исано ранее, обход в глубину можно испол ьзовать для проверки 
графа на связность. Если граф является связн ым и имеет п - 1 ребер для п вершин, 
то этот граф является деревом.  

Обход в глуби ну можно использовать для поиска циклов как в ориентированных, 
так и в неориентированн ых графах. Всякий раз, когда в процессе обхода в глубину 
мы обнаруживаем обратное ребро (т. е. ребро к вершине-предшественнику в дереве 
обхода в глубину), это обратное ребро и дерево совместно определяют ориентиро­
ванный  цикл. Существован ия другого такого цикла в ориентированном графе не­
возможно. Ориентированн ые графы, не содержащие контуров (циклов), называются 
бесконтурными .  Фундаментальной.  операцией на бесконтурн ых орграфах является 
топологическая сортировка. 

Реализации. Все реализации структур данн ых для работы с графами,  описанные в раз­
деле 12. 4, включают реализацию обхода в ширину и обхода в глубину и, соответствен­
но, определенную степень проверки на связность. Библиотека Boost Graph Library для 
С++ (см. [SLL02]) предоставляет реализации компонент связности . Библиотеку можно 
загрузить с веб-сайта http://www.boost.org/libs/graph/doc. Библиотека LEDA (см. раз­
дел 1 9. 1 . 1 ) содержит реализаци и на языке С++ этих компонент, а также двусвязных и 
трехсвязных компонент, и обходов в глубину и ширину. 
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Какое самое слабое место в моем графе/сети? Прочность цепочки измеряется
прочностью ее самого слабого звена. Потеря одного или нескольких внутренних
звеньев разорвет цепочку на части . Связность графа измеряет его "проч ность" -
количество ребер или вершин ,  которое нужно удалить, чтобы разбить граф на части .
Связность является важным понятием в проектировании сетей и других задачах
структурирования.

Алгоритм ические зада•ш связности графов рассматриваются в разделе 15. 8. В част­
ности , двусвязн ые компоненты представляют собой части графа, получаемые в ре­
зул ьтате разры ва ребер, имеющих общую вершину. Все компоненты двусвязности
можно найти за л инейное время посредством обхода в глубину. Реализацию этого
ал горитма см.  в разделе 5. 9. 2. Вершины ,  удаление которых нарушает связность гра­
фа, принадлежат нескол ьким компонентам двусвязности, ребра которых однозначно
распределяются между компонентам и.
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По моему предвзятому мнению; лучшей реализацией всех основных алгоритмов про­
верки на связность (включая компоненты сильной связности и компоненты двусвязно­
сти) на языке С является библиотека, разработанная для этой книги.  Подробности см.  в 
разделе 19. 1 . 1 0. 

ПРИМЕЧАНИЯ 

Обход в глубину был впервые использован в девятнадцатом столетии для поиска выхода 
из лабиринтов (см. [Luc9 1 )  и [Tar95]) .  А обход в ширину был впервые использован 
в 1 957  г. для поиска кратчайшего пути (см . [Моо59)). 

В работах [НТ7ЗЬ] и [Tar72] было установлено, что обход в глубину является фундамен­
тальным методом построения эффективных алгоритмов на графах. Алгоритмы обхода в 
глубину и обхода в ширину приводятся в каждой книге, посвященной алгоритмам, причем 
книга [CLRSO I )  содержит, пожалуй, наиболее полное описание этих алгоритмов. 

Родственные задачи. Связность ребер и вершин (см .  раздел 15.8), поиск кратчайшего 
пути (см .  раздел 15. 4). 

1 5.2. Топологическая сортировка 
Вход. Бесконтурный (ациклический) орграф G = ( V, Е), также называющийся частично 
упорядоченным множеством (partial ly ordered set). 
Задача. Найти линейное упорядочение вершин V, такое, что для каждого ребра (i, j) 
вершина i находится слева от вершиныj (рис. 1 5 .2). 

Топологическую сортировку можно использовать для создания расписания работ с ог­
раничивающими условиями очередности . Если у нас и меется набор задач, которые
должны выполняться в определенной последовательности, то эти ограничивающие
условия очередности формируют бесконтурный орграф, и любая топологическая сор­
тировка на этом графе, иногда называемая линейным расширением ( l inear extension),
определяет такой порядок выполнения этих работ, при котором каждая из них выпол­
няется только после удовлетворения ее огран ичивающих условий .

Обсуждение. Подзадача топологической сортировки возникает в большинстве алго­
ритмов на ориентированных ациклических графах. Топологическая сортировка упоря­
дочивает вершины и ребра бесконтурного орграфа простым и непротиворечивым обра­
зом, и поэтому играет ту же самую роль для бесконтурн ых орграфов, что и обход 
в глубину для общих графов. 

Для программистов, пишущих на языке Java, библ иотека JUNG (http://
jting.sourceforge.net/) содержит реализаци и алгоритмов компонент двусвязности, а
библ иотека JGraphT (http://jgrapht.sourceforge.net/) - компоненты сильной двусвяз­
ности .

Первый алгоритм для поиска компонент сильной связности был предложен в работе
[Tar72], а его описание приведено в книгах [BvG99], [Eve79a) и [Мап89) . Еще один алго­
ритм для поиска компонент сильной связности, более легкий для программирования и бо­
лее изящный, был разработан Шариром (Sharir) и Косараю (Kosaraju). Хорошие описания
этого алгоритма приведены в книгах [AHU83) и [CLRSO I ] . В своей работе [СМ96) Чериян
(Cheriyan) и Мэлхорн (Mehlhorn) представляют улучшенные алгоритмы для некоторых за­
дач на плотных графах, включая поиск компонент сильной связности .
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Рис. 1 5.2. Топологическая сортировка 

В отношении топологической сортировки справедливы следующие три важных факта. 

+ Топологическую сортировку можно выполнять только на бесконтурных орграфах, 
т. к. любой ориентированный цИкл принципиально проти воречит линейному поряд­
ку выпол нения работ. 

+ Топологическую сортировку можно выполнить на любом бесконтурном орграфе, 
поэтому для любого разумного набора ограничи вающих условий очередности работ 
должно существовать, по крайней мере, одно расписание их выполнения. 

+ Для бесконтурного орграфа можно выполнить несколько разных топологических 
упорядочений ,  особенно при небольшом количестве ограничивающих условий.  Так, 
для п работ, не имеющих никаких ограничивающих условий, любая из п! переста­
новок работ является допусти мым топологическим упорядочением. 

Самый концептуально простой алгоритм топологической сортировки выполняет обход 
в глубину бесконтурного орграфа, чтобы найти полный набор вершин-истоков, т. е. 

вершин,  у которых количество входящих дуг равно нулю. Любой бесконтурный орграф 
должен иметь, по крайней мере, одну такую вершину-исток. Вершины-истоки могут 
находиться в начале любого расписания, не нарушая никаких ограничивающих усло­
вий .  Удаление всех исходящих ребер этих вершин-истоков создаст новые вершины­
истоки, которые будут располагаться справа от первого набора. Эта процедура повто­
ряется до тех пора, пока не будут учтены все вершины.  При разумном выборе структур 
данн ых (списков смежности и очередей) этот алгоритм будет иметь время исполнения 
О(п + т). 
В альтернативном алгоритме используется то обстоятельство, что упорядочение всех 
вершин по времени завершения обхода в глубину в убывающем порядке дает линейное 
расширение. Реализация этого алгоритма с доказательством его правильности приво­
дится в разделе 5. 1О. 1 .  

В топологической сортировке следуе�: принимать во внимание следующие два аспекта: 

+ Как получить все линейные расширения? В некоторых приложениях важно создать 
все линейные расширения бесконтурного орграфа. В ы  должны отдавать себе отчет 
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в том, что количество линейных расширений может возрастать экспоненциально по 
отношению к размеру графа. Даже сама задача подсчета количества всех линейных 
расширений является NР-полной.  

Алгоритмы для перечисления всех линейных расширений бесконтурного орграфа 
основаны на обходе с возвратом.  В них создаются все возможные слева направо 
упорядочения, где кандидатами для следующей вершины являются все вершины с 
нулевой степенью захода. Прежде чем продолжать обход, из выбранной вершины 
удаляются все исходящие ребра. Опти мальный алгоритм для перечисления линей­
ных расширений рассматривается в подразделе "Примечания". 
Алгоритмы для создания случайных линейн ых расширений  начинают с произволь­
ного линейного расширения. В этом линейном расширении последовательно выби­
раются пары вершин,  которые меняются местами, если получающаяся в результате 
такого обмена перестановка остается топологической сортировкой.  При выборе 
достаточного количества случайн ых пар вершин  этот процесс дает случайное ли­
нейное расширение. Подробности см. в подразделе "Примечания". 

+ Как поступать, когда граф не является бесконтурным? Когда набор ограничи­
вающих условий содержит внутренние проти воречия, естественно возникает задача 
поиска наименьшего набора условий,  удаление которого устраняет все конфликты. 
Наборы непрестижных работ (вершин) или ограничений  (ребер), после удаления 
которых орграф становится бесконтурным, называются разрывающи:wи множест­
вами вершин (feedback vertex set) и разрывающими множествами дуг (feedback arc 
set) соответственно. Эти структуры рассматри ваются в разделе 16. 1 1 .  К сожалению, 
задачи поиска обоих наборов являются NР-полными .  

Так как алгоритм топологической сортировки зацикливается, как только он находит 
вершину в ориентированном контуре, мы можем удалить проблемное ребро или 
вершину и продолжать работу. В конечном итоге этот простой и эффективный 
эвристический подход делает орграф бесконтурным, но может удалить больше эле­
ментов, чем необходимо. Лучший подход к решению этой задач и описывается 
в разделе 9. 1О.3 .  

Реализации. По сути, все упоминаемые в разделе 12. 4  реализации структур данных 
для представления графов, включая библиотеку Boost Graph Library (http://www. 
boost.org/libs/graph/doc) и библиотеку LEDA (см. раздел 1 9. 1 . 1) ,  содержат реализации 
топологической сортировки. Для языка Java библиотека JDSL (http://www.jdsl.org/) 
содержит реализацию специальной процедуры для выполнения взвешенной топологи­
ческой нумераци и .  Советую также обратить внимание на библ иотеку JGraphT 
(http://jgrapht.sourceforge.net). 

Сервер комбинаторных объектов на веб-сайте http://theory.cs.uvic.ca предоставляет 
программы на языке С для генерирования линейных расширений как в лекси кографи­
ческом порядке, так и в порядке кода Грея, а также средства для их перечисления. Сер­
вер оснащен интерактивным интерфейсом . 

По моему предвзятому мнению, лучшей реализацией всех основных алгоритмов реше­
ния задач на графах (включая топологическую сортировку), на языке С, является биб­
лиотека, разработанн�µ� для этой книги. Подробности см.  в разделе 1 9. 1 . 1  О. 
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ПРИМЕЧАНИЯ 

Хорошие описания топологической сортировки включают книги [CLRSO I ]  и [Man89] . 
В своей работе [BW9 \ ]  Брайтвэл (Brightwel l )  и Уинклер (Winkler) доказали, что задача 
подсчета количества линейных расширений частичного порядка является #Р-полной. 
Класс сложности #Р включает класс сложности NP, следовательно, любая #Р-полная зада­
ча является, по крайней мере, NР-полной. 

Прусс (Pruesse) и Раски (Ruskey) в своей работе ( [PR86]) представляют алгоритм для ге­
нерирования линейных расширений бесконтурного орграфа за постоянное амортизиро­
ванное время.  Кроме этого, каждое расширение отличается от своего предшественника 
перестановкой только одного или двух смежных элементов. Этот алгооитм можно ис­
пользовать для подсчета линейных расширений e(G) п-вершинного графа G за время 
О(п2 + e(G)). Альтернативным методом перечисления линейных расширений является 
метод поиска в обратном направлении Ависа (Avis) и Фукуды (Fukuda), представленный в 
работе [AF96] . Программа обхода с возвратом для генерирования всех линейных пере­
числений описана в работе [KS74] Дональда Кнута. 

В работе [Hub06] Губера (Huber) представлен алгоритм случайной выборки с равномер­
ным распределением линейных расширений из произвольного частичного порядка за 
время O(n3 1gn), что улучшает результаты работы алгоритма, представленного в работе 
[BD99] . 

Родственные задачи. Сортировка (см .  раздел 14. 1), разрывающее множество вершин 
и ребер (см . раздел 1 6. 1 1) .  

1 5.3 .  Минимальные остовные деревья 
Вход. Граф G = ( V, Е) со взвешенными ребрами .  

Задача. Найти подмножество ребер Е' Е Е, которое формирует дерево на вершинах V и 
имеет минимальный вес (рис. 1 5 .3) . 

Рис. 1 5.3. Поиск минимального остовного дерева 

Обсуждение. Минимальное остовное дерево графа определяет щщмножество ребер 
с минимальным весом, которое удерживает граф в одной компоненте связности . В ре­
шении задачи построения минnмальноrо остовноrо дерева могут быть заинтересованы. 
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Важность минимальных остовных деревьев объясняется несколькими  причинами :  

+ они легко и быстро реализуются на комп ьютере и образуют разреженные подграфы, 
которые содержат много информации о первоначальных графах; 

+ они предоставляют способ определить кластеры в наборах точек. Удаление длин­
ных ребер из минимального остовного дерева оставляет компоненты связности, ко­
торые определяют естественные кластеры в наборе данных, как показано на 
рис. 1 5 .З ;  

+ с их помощью можно получить приблизительные решения сложных задач, таких 
как задача построения дерева Штейнера и задача коммивояжера; 

+ 

Известны три классических алгоритма для эффективного создания минимальных ос­
товных деревьев. Подробная реализация двух из них (алгоритма Прима и алгоритма 
Крускала) совместно с доказательством их правильности дается в разделе 6. 1 .  Третий 
алгоритм менее известен, хотя он был изобретен первым, прост в реализации и более 
эффективен .  

Далее даются краткие описания и псевдокод этих алгоритмов. 

+ Алгоритм Крускшю. В начале каждая вершина представляет отдельное дерево, и 
эти деревья сливаются в одно путем последовательного добавления ребер с наи­
меньшим весом, которые соединяют по два поддерева (т. е. не создают цикл). Псев­
докод этого алгоритма представлен в листинге 1 5 . 1 .  

Kruskal ( G )  

Сортируем ребра по весу в возрастающем порядке 
count = О 
while ( count < n - l )  do 

get next edge (v ,  w )  

if  ( component (v )  1 component (w ) ) 

add to Т 
component (v )  = component (w )  

+ Алгоритм Прима. Начинает работу с произвольной верши н ы  v и "выращивает" де­
рево из этой вершины, в цикле выбирая ребро с наименьшим весом, которое при­
соединяет к дереву какую-либо новую вершину. В процессе исполнения каждая 
вершина помечается или как входящая в дерево, или как открытая, но еще не до-

Листинг 15.1. Алгоритм Крускала
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например, телефонные компании,  поскольку минимальное остовное дерево набора
объектов определяет схему для соединения этих объектов в сеть с использованием ка­
беля наименьшей длины .  Задача построения минимального остовного дерева является
основной задачей проектирования сетей.

они могут быть использованы в учебных целях, поскольку алгоритмы для построе­
ния минимального остовного дерева дают графическую иллюстрацию того, как
"жадные" алгоритмы выдают доказуемо оптимальные решения.

Проверку, какой компонент выбирать, можно эффективно реализовать с помощью
структуры данных "объединение-поиск" (см . раздел 12. 5), что даст нам алгоритм с
временем исполнения О(т\gт).



бавленная в дерево вершина, или как не увиденная, (т. е., расположенная на рас­
стоянии более одного ребра от дерева). Псевдокод этого алгоритма представлен в
листинге 1 5 .2 .

Prim ( G )  
Выбираем произвольную вершину, с которой надо начинать построение дерева 
while  (имеются вершины, не включенные в дерево ) 

выбираем ребро минимального веса между деревом и 
вершиной вне дерева 

добавляем выбранное ребро и вершину в дерево 
обновляем стоимость для всех затрагиваемых ребер вне дерева 

+ 

for each ( дерева Т в лесу F) находим ребро с наименьшим весом
от Т к G - Т

добавляем все выбранные ребра в лес F,
сливая вместе пары деревьев

Построение минимального остовного дерева является только одной из нескольких за­
дач об остовном дереве, возникающих на практике. Чтобы разобраться в них, попытай­
тесь найти ответы на следующие вопросы.  

+ Одинаковый ли вес у всех ребер графа? Любое остовное дерево из п вершин имеет 
ровно п - 1 ребер. Таким образом, если граф невзвешенный, то любое остовное. де-

Листинг 15.2. Алгоритм Прима

Этот алгоритм создает остовное дерево для любого связного графа, т. к. циклы не 
могут быть внесены через ребра между вершинами в дереве и вне его. То, что это 
дерево действительно имеет минимальный вес, можно доказать методом "от про­
тивного" .  Для простых структур данных можно реализовать алгоритм Прима с вре­
менем исполнения О(п2) . 
Алгоритм Борувки. Основан на том обстоятельстве, что инцидентные каждой вер­
шине ребра наименьшего веса должны быть в минимальном остовном дереве. Ре­
зультатом объединения этих ребер будет остовной лес, содержащий, как минимум, п/2 деревьев. Теперь для каждого из этих деревьев Т выбираем такое ребро (х, у) 
наименьшего веса, для которого х Е Т и у � Т. Каждое из этих ребер опять должно 
быть в м�нимальном остовном дереве, а результатом их объединения опять будет 
остовной лес, содержащий ,  самое большее, половину предыдущего количества де­
ревьев. Псевдокод этого алгоритма представлен в листинге 1 5 .3 .  

Листинг 15.3. Алгоритм Борувки
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В каждой итерации количество деревьев уменьшается, по крайней мере, вдвое, что
дает нам минимальное остовное дерево после, самое большее, logn итераций, каж­
дая из которых выполняется за линейное время. В целом это дает нам алгоритм с
временем испошнения O(mlogn), причем без использования каких-либо хитроумных
структур данных.

Boruvka ( G )  

Инициализируем остовной лес F,  состоящий и з  n одновершинных деревьев 
while  ( лес F содержит больше , чем одно дерево ) 



рево будет минимальным остовным деревом. Корневое остовное дерево можно най­
ти за линейное время посредством обхода в глубину или в ширину. Обход в глубину 
обычно выдает высокие и тонкие деревья, а обход в ширину отражает структуру 
расстояний графа (см . главу 5). 

+ Какой шzгоритм использовать, Прима или Крускшzа? В том виде, в каком они реа­
лизованы в разделе 6. 1 ,  алгоритм Прима имеет время исполнения О(п2), а алгоритм 
Крускала - О(тlоgт). Таким образом, алгоритм Прима эффективен на плотных 
графах, а алгоритм Крускала - на разреженных. 

Вместе с тем,  используя более сложные структуры дан ных, можно создать реализа­
ции алгоритма Прима с временем исполнения О(т + п \gп), а реализация алгоритма 
Прима с использованием парных пирамид будет самой быстрой на практике как для 
разреженных, так и для плотных графов. 

+ Что предпринять, если входные данные - не граф, а точки на плоскости? Геомет­
рические экземпляры, состоящие из п точек в d измерениях, можно решать, создав 
граф полного расстояния за время О(п2) , а затем построив минимальное остовное 
дерево этого графа. Но для точек на плоскости более эффективный подход - непо­
средственно решить геометрическую версию задачи .  Чтобы построить минимальное 
остовное дерево для п точек, сначала создадим триангуляцию Делоне (Delaunay 
triangulation) для этих точек (см. разделы 1 7. 3  и 1 7. 4). На плоскости это даст граф с 
О(п) ребрами, который  содержит все ребра минимального остовного дерева нашего 
множества точек. Алгоритм Крускала находит минимальное остовное дерево в этом 
разреженном графе за время О(пlgп). 

+ Как найти остовное дерево, не имеющее вершин с высокой степенью? Другой рас­
пространенной целью задач об остовном дереве является минимизация степен и 
вершин, обычно чтобы минимизировать исходящие разветвления в сети. К сожале­
нию, задача построения остовного дерева с максимальной степенью вершин,  равной 
2, является NР-полной задачей, т. к. она идентична задаче поиска гамильтонова пу­
ти. Но существуют эффекти вные алгоритмы для создания остовных деревьев с мак­
симальной степенью вершин на единицу больше, чем требуемая, что, скорее всего, 
будет достаточно на практике. 

Эксперименты с измерением времени исполнения алгоритмов для построения МИ!jИ­
мального остовного дерева дают противоречивые результаты, дающие основание пола­
гать, что разница в их производительности слишком незначительная .  Реализации алго­
ритмов Прима, Крускала и Черитона-Тарьяна (Cheriton-Tarjan) на языке Pascal описы­
ваются в книге [MS9 1 ] .  Здесь же приводится подробный  анализ экспериментальных 
данных, доказывающий, что на большинстве графов самым быстрым будет алгоритм 
Прима, реализованныj;J с правильно построен ной очередью с приоритетами.  В про-
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Реализации. Среди реализаций структур данных для представления графов из разде­
ла 12. 4  обязательно должны присутствовать реализации алгоритма Прима и/или алго­
ритма Крускала. Этому требованию отвечают библиотеки Boost Graph Library (см .
[SLL02]) (http://www.boost.orgЛibs/graph/doc) и LEDA (см.  раздел 19. 1 . 1) .  По неиз­
вестной причине библиотеки графов Java, ориентированные преимущественно на со­
циальные сети, не содержат реализаций этих алгоритмов, зато в библиотеке JDSL
(http://www.jdsl.org) есть реализации обоих алгоритмов.



Библиотека Comblпatorica (см . [РSОЗ]) содержит реализацию (на языке пакета
Mathematica) алгоритма Крускала для построения минимального остовного дерева и
быстрого подсчета количества остовных деревьев в графе. Подробности см. в разде­
ле 19. 1 . 9.

ПРИМЕЧАНИЯ 

Задача построения минимального остовного дерева была впервые решена в 1 926 г., когда 
был разработан алгоритм Борувки. Алгоритмы Прима (см. [Pri57])  и Крускала для реше­
ния этой задачи появились только в середине 1 950-х годов. Алгоритм Прима был заново 
открыт Дейкстрой (см. [Dij 59]). Дополнительную информацию об истории алгоритмов 
построения минимального остовного дерева можно найти в [GH85] .  Ву (Wu) и Чао (Chao) 
написали монографию [WC04bJ о задаче построения минимального остовного дерева и 
родственным задачам . 

Самые быстрые реализации алгоритмов П рима и Крускала используют пирамиды Фибо­
наччи (см. [FT87] ) .  Однако позже были предложены парные пирамиды, которые обеспе­
чивают такую же производительность, но при меньших накладных расходах. Экспери­
менты с парными пирамидами описаны в журнале [SV87]. 

Алгоритм, получаемый в результате простой комбинации алгоритма Борувки с алгорит­
мом Прима, имеет время исполнения равное O(mlglgn). Выполните lglgn итераций алго­
ритма Борувки, чтобы получить лес из, самое большее, nllgn деревьев. Теперь создайте 
граф G', в котором каждое дерево этого леса представлено одной вершиной, а вес ребра 
между деревьями Т; и Т; установите равным весу самого легкого ребра (х, у), где х Е Т;, а 
у Е lj. Минимальное остовное дерево графа G' совместно с ребрами, выбранными алго­
ритмом Борувки, образуют минимальное остовное дерево графа G. Время исполнения ал­
горитм Прима (реализованного с использованием пирамид Фибоначчи) на этом графе из 
nllgn вершин и т ребер составляет О(п + т). 

История выяснения оптимального времени построения минимальных остовных деревьев 
выглядит примерно так. В своей работе [ККТ95] Каргер (Karger), Кляйн (Klein) и Тарьян 
(Tarjan) предложили рандомизированный алгоритм на основе алгоритма Борувки для по­
строения минимального остовного дерева за линейное время. В свою очередь, Шазель 
(Chazel le) в работе [ChaOO] представил алгоритм с временем исполнения О(па(т, п)), где 
а(т, п) является функцией, обратной функции Аккермана. Наконец, Петти (Pettie) и Рама­
чандран (Ramachandran) в работе [PR02] описали доказуемо оптимальный алгоритм, точ­
ное время исполнения которого неизвестно (как бы странно это ни звучало), но лежит в 
диапазоне между Q(n + т) и О(па(т, п)). 

Остовным подграфом S(G) графа G называется подграф, обеспечивающий эффективный 
компромисс между двумя противоречащими друг другу целями проектирования сетей. 
Говоря конкретно, общий вес остовного подграфа близок к весу минимального остовного 
дерева полного графа G, и в то же самое время гарантируется, что кратчайший путь меж­
ду вершинами х и у в графе S(G) близок к кратчайшему пути в полном графе G. Самый 
свежий исчерпывающий обзор достижений в этой области представлен в монографии 
[NS07] . 
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грамме Staпdford GraphBase самым быстрым из четырех реализаций разных алгорит­
мов построения минимального остовного дерева оказался алгоритм Крускала (см .  раз­
дел 19. 1 . 8).

По моему предвзятому мнению, лучшей реализацией на языке С всех основных алго­
ритмов на графах, включая алгоритмы для построения минимальных остовных деревь­
ев, является библиотека, разработанная для этой книги .  Подробности см. в разде­
ле 19. 1 . 1 0.



В работе [FR94] Фурера (Furer) и Рагхавачари (Raghavachari ) представлен алгоритм мя 
создания остовного дерева почти минимальной степени - всего лишь на единицу боль­
ше, чем степень остовного дерева наименьшей степени. Данная ситуация аналогична тео­
реме Визинга (Vizing) мя раскраски ребер, которая позволяет построить аппроксими­
руюlций алгоритм, выдающий решение с точностью до единицы. В работе [SL07] пред­
ставлен полиномиальный алгоритм построения остовного дерева с максимальной 
степенью, равной или меньшей, чем k + 1 ,  стоимость которого не больше стоимости оп­
тимального минимального остовного дерева, с максимальной степенью, равной или 
меньшей, чем k. 

Алгоритмы построения минимального остовного дерева можно рассматривать в виде 
матроидов, которые представляют собой системы подмножеств, замкнутые по включе­
нию. Максимальное взвешенное независимое множество матроида можно найти, исполь­
зуя "жадный" алгоритм. Связь между "жадными" алгоритмами и матроидами была уста­
новлена Эдмондсом (Edmonds) в его работе [Edm7 1 ] . Теория матроидов обсуждается в 
[Law76] и [PS98] . 

Динамические алгоритмы на графах стремятся сохранять инвариант (например, мини­
мальное остовное дерево) при операциях вставки или удаления ребер. В работе [HdlTO I ]  
представлен эффективный детерминистический алгоритм мя поддержания минимальных 
остовных деревьев (и  нескольких других инвариантов) за амортизированное полилога­
рифмическое время при каждом обновлении. 

Алгоритмы генерирования остовных деревьев в порядке возрастания веса обсуждаются 
в работе [Gab77] . Полный набор остовных деревьев невзвешенного графа можно сгенери­
ровать за постоянное амортизированное время. Обзор алгоритмов генерирования, ранжи­
рования и остовных деревьев представлено в работе [RusOЗ] .  

Родственные задачи. Дерево Штейнера (см .  раздел 1 6. 10), задача коммивояжера (см . 
раздел 1 6. 4). 

1 5.4. Поиск кратчайшего пути 
Вход. Граф G со взвешенными ребрами и две вершины, s и t. 

Задача. Найти кратчайший путь от вершины s к вершине t (рис. 1 5 .4). 

Обсуждение. Задача поиска кратчайшего пути в графе имеет несколько применений,  
иногда довольно неожиданных: 

+ Сегментация изображения - разбиение оцифрованного изображения на области, 
содержащие отдельные объекты. Задача состоит в том, чтобы провести линии ,  раз­
граничивающие эти области . При одном из возможных решений  такие линии со­
единяют точки х и у отрезками, не проходящими через пикселы объекта, насколько 
это возможно. Сетку пикселов можно смоделировать в виде графа, стоимость ребер 
которого отражает 1:1зменение цвета между соседними пикселами .  Кратчайший путь 
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Алгоритм мя вычисления евклидова минимального остовного дерева был разработан
Шамосом (Shamos). он обсуждается в учебниках по вычислительной геометрии, таких как
[dBvKOSOO] и [PS85J .

+ Транспортировка WIU связь .  Задача состоит в том, чтобы найти наилучший мар­
шрут, например, для отправки грузовика с товаром из Чикаго в Феникс или мар­
шрут для направления сетевых пакетов к месту назначения.  
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Рис. 1 5.4. Поиск кратчайшего nyrи 

от точки х к точке у в таком взвешенном графе определяет наилучшую линию раз­
дела. 

+ Различение омофонов. Омофонами называются слова, которые произносятся одина­
ково, но пишутся по-разному и имеют разные значения. Различение омофонов 
представляет собой одну из основных задач в области распознавания речи .  

Ключом к решению этой задачи является внедрение грамматических ограничиваю­
щих условий в процесс интерпретации слов в предложении .  Для этого каждая по­
следовательность фонем (опознанных звуков) сопоставляется со словами, которые, 
вероятно, им соответствуют. Потом создается граф, в котором вершины представ­
ляют эти возможные трактовки слова, а смежные трактовки соединяются ребрами .  
Если для каждого ребра установить вес, пропорциональный вероятности перехода, 
то кратчайший путь будет определять наилучшую трактовку предложения. Подроб­
ное описание подобного приложения изложено в разделе 6. 4. 

+ Визуальное представление графа. На рисунке "центр" графа должен находиться в 
центре страницы.  Хорошим определением центра графа будет вершина с мини­
мальным расстоянием до всех других вершин графа. Чтобы найти эту центральную 
вершину, нужно знать расстояние (т. е. кратчайший путь) между всеми парами вер­
шин .  

Основным алгоритмом поиска кратчайшего пути является алгоритм Дейкстры, кото­
рый эффективно вычисляет кратчайший путь от данной начальной вершины х ко всем 
п - 1 другим вершинам . При каждой итерации алгоритм находит новую вершину v, для 
которой известен кратчайший путь из вершины х. Мы сопровождаем набор вершин S, к 
которым в настоящее время имеется кратчайший путь из вершины v, и с каждой итера­
цией этот набор увеличивается на одну вершину. При каждой итерации алгоритм нахо­
дит ребро (и, v), где и, и' Е S и v, v' Е V - S, такие, что : 

где dist - расстояние, weight - вес, min dist - минимальное расстояние. 

ВЫХОДВХОД

dist(x, u) + weight(u, v) = min
(u′,v′)∈E

dist(x, u′) + weight(u′, v′)



Это ребро (и, v) добавляется к дереву кратчайшего nути с корнем в вершине х, которое 
описывает все кратчайшие nути из этой вершины.  

В разделе 6. 3. 1 nриводится реализация алгоритма Дейкстры с временем исnолнения 
� 

О(п-). Как nоказано ниже, можно nолучить лучшее время исnолнения, исnользуя более 
сложные структуры данных. Если нам достаточно найти кратчайший  nуть от х к у, 
то выполнение алгоритма следует nрервать, как только вершина у окажется в мно­
жестве S. 

Алгоритм Дейкстры nрименяется для nоиска кратчайшего nути из одной начальной 
точки на графах с положительным весом ребер. Но существуют ситуации,  когда нужно 
восnользоваться другим алгоритмом. 

+ Является ли граф взвешенным? Если граф невзвешенный,  то nростой обход в ши­
рину, начиная с вершины-источника, nредоставит кратчайший  nуть ко всем другим 
вершинам за линейное время. Более сложны й  алгоритм требуется только тогда, 
когда ребра имеют разный вес. Обход в ширину проще и быстрее, чем алгоритм 
Дейк<:тры. 

+ Есть ли в графе ребра с отрицательным весом? Алгоритм Дейкстры nредnолагает, 
что все ребра графа имеют положительный вес. Для графов, в которых есть ребра с 
отрицательным весом, требуется исnользовать более общий, но менее производи­
тельный алгоритм Беллмана-Форда (Bel lmaп-Ford algorithm). Графы, содержащие 
циклы с отрицательным весом, представляют еще большую проблему. Обратите 
внимание, что в таком графе кратчайший путь из х в у не определен, т. к. и меется 
возможность nойти из вершины х по циклу с отрицательным весом и кружить no 
нему, делая общую стоимость сколь угодно низкой .  

Заметим, что добавление фиксированного значения к весу каждого ребра с целью 
сделать веса всех ребер положительными не решает проблему. В таком случае алго­
ритм Дейкстры будет выбИрать nути с наимен ьшим количеством ребер, даже если 
эти пути не были кратчайшими взвешенными nутями в первоначальном графе. 

+ Как поступить, если входные данные представлены не графом, а набором геомет-
. рических объектов? Во многих приложениях требуется найти кратчайший nуть ме­

жду двумя точками nри наличии геометрических объектов, например, в комнате, 
обставленной мебелью. Самое nростое решение в таком случае заключается в nре­
образовании входного экземпляра задачи в граф расстояний  для nоследующей его 
обработки алгоритмом Дейкстры .  Вершины будут соответствовать узлам на грани­
цах преnятствий,  а ребра будут оnределены только между такими nарами вершин,  
что из  одной вершины видна другая . 

Существуют и более эффективные геометрические алгоритмы, вычисляющие крат­
чайший nуть неnосредственно по расnоложению nрепятствий .  Информацию о таких 
геометрических алгоритмах см. в разделе 1 7. 14 и в подразделе "Принечания". 

· 

+ Является ли граф бесконтурным орграфом? В бесконтурн ых орграфах кратчайший 
путь можно найти за  линейное время. Сначала выnолняем тоnологическую сорти­
ровку, уnорядочивая вершины таким образом, чтобы все они расnоложились слева 
наnраво, начиная с исходной вершины s. Очевидно, что расстояние от вершины  s до 
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т. к .  мы уже знаем кратчайший луть d(s, i) для всех вершин слева от вершины i. 
В самом деле, большинство задач динамического лрограммирования можно сфор­
мулировать в виде задачи поиска кратчайшего лути в бесконтурном орграфе. Обра­
тите внимание, что, заменив min на max, мы сможем применить тот же самый алго­
ритм для лоиска самого длинного пути в бесконтурном орграфе. Эту особенность 
можно использовать во многих приложениях, например, при составлении раслиса­
ний  (см. раздел 14. 9). 

+ 

самой себя, d(s, s), равно О. Остальн ые вершины обрабатываются слева налраво. 
Обратите внимание, что 

d(s, j) = min
(x,i)∈E

d(s, i) + w(i, j)
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Листинг 15.4. Алгоритм Флойда-Варшалла

Ключевым обстоятельством к лониманию алгоритма Флойда-Варшалла является то, 
что D;; обозначает "длину кратчайшего пути от вершины i к вершине j, который 

проходит через вершины 1 ,  "., k, как возможные промежуточные вершины. "  Обра­
тите внимание, что сложность по памяти составляет всего лишь О(п2), т. к. на этапе 
k нам требуется знать только расстояния d и d - 1 • 

+ Как найти кратчайший цикл в графе? Одним из применений алгоритма поиска 
кратчайшего пути между всеми парами вершин является поиск кратчайшего цикла 
графа, называющегося обхватом (girth) (рис. 1 5 .5) .  

Алгоритм Флойда можно использовать для вычисления расстояния d;;, где 1 :::; i :::; п, 
что я вляется кратчайшим путем из вершины i в вершину i, или, иными словами, са­
мым коротким циклом через вершину i. 

Возможно, это вам и требуется. Кратчайший цикл через вершину х вероятно может 
проходить от вершин ы  х к вершине у и обратно к вершине х, используя дважды од­
но и то же ребро. Цикл называется простым, если каждое его ребро и вершина по-

D0 = M
for k = 1 to n do

for i = 1 to n do
for j = 1 to n do

Dk
ij = min(Dk−1

ij ,Dk−1
ik + Dk−1

kj )
Return Dn

программировать. Он также работает с отрицательным весом ребер, но не с цикла­

Требуется ли найти кратчайший путь между всеми парами точек? Если требуется 
найти кратчайший  луть между всеми ларами вершин,  то одно из решений - вы­

ми .  Олисание алгоритма вместе с реализацией представлено в разделе 6. 3. 2, а в лис­
тинге 1 5 .4 лриводится его псевдокод. Переменная М обозначает матри цу расстоя­
ний ,  в которой Ми = оо, если ребро (i,j) не существует.

лолнить алгоритм Дейкстры п раз, ло одному разу для каждой начальной вершины.
Также можно использовать алгоритм Флойда-Варшалла, имеющий время исполне­
ния О(п3). Этот алгоритм работает быстрее, чем алгоритм Дейкстры, и его легче



Задача поиска самого длинного цикла графа включает задачу поиска гамильтонова 
цикла как частный случай (см. раздел 16. 5), так что она является N Р-полной.  

Рис. 1 5.5. Обхват, или кратчайший цикл, графа 

Матрицу кратчайшего пути для всех пар вершин можно использовать для вычисления 
нескольких полезных инвариантов, связанных с центром графа G. Эксцентриситетом 
вершины v графа называется кратчайший  путь к самой дальней вершине от v. На этом 
понятии основаны некоторые другие инварианты. Радиусом графа называется мини­
мальный из эксцентриситетов вершин графа, а вершина, на которой достигается этот 
минимум, - центральной вершиной. Диаметром называется наибольшее расстояние 
между вершинами графа. 

Реализации. Самые эффективные программы поиска кратчайшего пути написаны Эн­
дрю Голдбергом (Aпdrew Goldberg) и его соавторами .  Загрузить эти программы монно 
с веб-сайта http://www.avglab.com/andrew/soft.html. 

Все библиотеки графов на С++ и Java, упомянутые в разделе 12. 4, содержат, как мин � . ­
мум, реализацию алгоритма Дейкстры. Библиотека Boost Graph Library на языке С++ 
(см. [SLL02]) содержит обширную коллекцию алгоритмов поиска кратчайшего пути, 
включая алгоритмы Беллмана-Форда и Джонсона. Загрузить библиотеку можно на веб­
сайте http://www.boost.org/libs/graph/doc. Библиотека LEDA (см. раздел 19. 1 . 1 ) со­
держит хорошие реализации на языке С++ всех рассмотренных здесь алгоритмов по­
иска кратчайшего пути, включая алгоритмы Дейкстры, Беллмана-Форда и Флойда­
Варшалла. Библиотека JGraphT (http://jgrapht.sourceforge.net) содержит реализации 
на языке Java как алгоритма Дейкстры, так и алгоритма Беллмана-Форда. Библиотека 
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В частности, программа MLB на языке С++ предназначена для поиска кратчайшего
пути в графах с ребрами положительного веса, выраженного целыми числами .  Под­
робности об этом алгоритме и его реализации см. в [Go\0 1 ] . Время исполнения этого
алгоритма обычно только в 4-5 раз больше, чем время обхода в ширину, и он может
обрабатывать графы, содержащие миллионы вершин .  Также существуют высокопроиз­
водительные реализации на языке С как алгоритма Дейкстры,  так и алгоритма Беллма­
на-Форда (см .  [CGR99]).

сещаются только один раз. Очевидным подходом к поиску кратчайшего простого
цикла является вычисление кратчайших путей от вершины i ко всем другим верши­
нам с последующей проверкой наличия приемлемого ребра от каждой вершины до
вершины i.



алгоритмов для этой книги содержит реализации на языке С алгоритмов Дейкстры и 
Флойда-Варшалла. Подробности см. в разделе 19. 1 . 1  О. 
Соревнования DIMACS в октябре 2006 г. проводились по алгоритмам поиска кратчай­
шего пути . Во время соревновани й  обсуждались реализации эффективных алгоритмов 
для различных аспектов поиска кратчайшего пути . Соответствующие материалы мож­
но найти на веб-сайте http://dimacs.rutgers.edu/Challenges/. 

ПРИМЕЧАНИЯ 

Одним из удачных описаний алгоритмов Дейкстры (см. [Dij 59]), Беллмана-Форда (см. 
[Ве158] и [FF62]) и Флойда-Варшалла для поиска кратчайшего пути для всех пар вершин 
(см. [Flo62] ) является книга [CLRSO J ] .  Относительно свежий обзор алгоритмов поиска 
кратчайшего пути представлен в работе [ZwiO t] ,  а обзор геометрических алгоритмов 
кратчайшего пути - в книге [PN04] . 

Приблизительный кратчайший путь между двумя точками разветвленных дорожных сетей 
нетрудно найти с помощью таких служб, как Mapquest. Решение этой задачи несколько 
отличается от решения обсуждаемых здесь задач поиска кратчайшего пути. Во-первых, 
затраты на предварительную обработку можно амортизировать, распределив их среди 
многих запросов поиска пути от одной точки до другой. Во-вторых, высокоскоростные 
магистрали большой протяженности могут свести задачу поиска кратчайшего пути к по­
иску наилучших точек для въезда на магистраль и съезда с нее. И, наконец, для практиче­
ских целей достаточно получить приблизительные или эвристические результаты. 

В работах [GK W06] и [GK W07] описана реализация алгоритма А* ,  способного после двух 
часов предварительной обработки выполнять за одну миллисекунду запросы о кратчай­
шем пути между двумя точками дорожной сети национального масштаба. 

Во многих приложениях, кроме оптимального пути, требуется найти альтернативные ко­
роткие пути. Отсюда возникает задача поиска k кратчайших путей. Существуют варианты 
этой задачи, в зависимости от того, должен ли требуемый путь быть простым или он мо­
жет содержать циклы. П риведенная в работе [Ерр98] реализация генерирует представле­
ние этих путей за время О(т + nlogn + k). Из этого представления отдельные пути можно 
восстановить за время О(п). Новый алгоритм и экспериментальные результаты см. в рабо­
те [НМSОЗ] .  

Существуют быстрые алгоритмы для вычисления обхвата как общих, так и планарных 
графов (см. [ IR78] и [Dj iOO] соответственно). 

Родственные задачи. Потоки в сетях (см .  раздел 15. 9), планирование перемещений 
(см . раздел 1 7. 14). 
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Самый быстрый известный алгоритм - с временем исполнения О(т + nlogn) - для по­
иска кратчайшего пути из одной вершины в графах с ребрами с положительным весом яв­
ляется алгоритм Дейкстры, использующий пирамиды Фибоначчи. Экспериментальные
исследования алгоритмов поиска кратчайшего пути описаны в работах [DF79] и
[DGKK79] . Но эти эксперименты проводились до того, как были разработаны пирамиды
Фибоначчи. Сравнительно недавнее исследование можно найти в работе [CGR99] . На
практике производительность алгоритма Дейкстры можно повысить с помощью эвристи­
ческих методов. В работе [HSWW05] предоставляется экспериментальное исследование
взаимодействия четырех таких эвристических методов.

Алгоритм А *  выполняет поиск кратчайшего пути, выбирая первый оптимальный вариант,
и сопровождает его анализом нижнего предела, чтобы установить, действительно ли най­
денный путь является кратчайшим путем графа.



Вход. Ориентированный граф G = ( V, Е). 

Задача. Для получения транзитивного замыкания создать граф G'  = ( V, Е'), у которого 
(i,j) е Е' тогда и только тогда, когда в графе G существует ориентированный  путь от i 
до j. Для получения транзитивной редукции создать небольшой граф G '  = ( V, Е'), ко­
торый содержит ориентированный  путь от i до j тогда и только тогда, когда ориентиро­
ванный путь от i доj существует в графе G (рис. 1 5 .6). 

Рис. 1 5.6. Транзитивное замыкание 

Обсуждение. Транзитивное замыкание можно рассматривать как создание структуры 
данных, позволяющей эффективно решать задачу достижимости (т. е . ,  можно ли  по­
пасть в пункт х из пункта у?). После создания транзитивного замыкания на любой во­
прос относительно достижимости можно найти ответ за постоян ное время, просто воз­
вращая значение соответствующего элемента матрицы.  

Транзитивное замыкание лежит в основе распространения изменений атрибутов гра­
фа G. Рассмотрим, например, граф, моделирующий электронную таблицу, у которого 
вершины представляют ячейки таблицы, а ребро (i, j) соединяет соответствующие 
ячейки, если результат ячейки j зависит от ячейки i. Когда изменяется значен ие данной 
ячейки, то также требуется обновить значения всех зависящих от нее (т. е. достижимых 
из нее) ячеек. Идентификация этих ячеек осуществляется с помощью транзитивного 
замыкания графа G. Аналогичным образом, многие задачи баз данных сводятся к по­
строению транзитивных замыканий .  

Для построения транзитивного замыкания применяются три основных ал горитма: 

+ 
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1 5.5.  Транзитивное замыкание
и транзитивная редукция

1         2         3        4        5        6 1           2          3          4          5          6

ВХОД ВЫХОД

самый простой алгоритм выполняет обход графа в ширину или глубину из одной из
вершин и запоминает все посещенные вершины .  Время работы алгоритма, выпол­
няющего п таких обходов, равно O(п(п + т)) и ухудшается до кубического для
плотных графов. Этот алгоритм легко поддается реализации, имеет хорошую про­
изводительность на разреженных графах и, скорее всего, подходит для вашего при­
ложения;



+ алгоритм Варшалла создает транзитивные замыкания за время О(п\ исnользуя 
nростой, изящный ал горитм, идентичный алгоритму Флойда для nоиска кратчайше­
го nути между всеми nарами,  рассматриваемый  в разделе 15. 4. Если нас интересует 
только само транзитивное замыкание, но не длина nолучившихся nутей, то можно 
уменьшить объем требуемой nамяти, исnользуя только один бит для каждого эле-
мента матрицы. Таким образом, D;� = 1 тогда и только тогда, когда вершина j дос-

тижима из вершины i nри nосещении в качестве nромежуточных только вершин 
1 ,  . . .  , k; 

+ вычислить транзитивное замыкание можно также с nомощью nеремножения мат­
риц. Пусть М - матрица смежности графа G. Ненулевые значения матрицы 
М = МхМ идентифицируют все nути длиной 2 графа G. Обратите внимание, что 

M2[i, j] = Lx M[i, x}M[x, j] , nоэтому nуть (i, x,j) содержится в M[i,j] . Таким обра-

зом, объединение u;' М' выдает транзитивное замыкание Т. Кроме этого, это объ­
единение можно вычислить всего лишь за O(lgn) матричных оnераций, используя 
быстрый алгоритм возведения в стеnень, рассмотренный в разделе 13. 9. 

Для многих графов время исполнения этих трех процедур можно значительно улуч­
шить. Всnомн ите, что комnонентой сильной связности является набор вершин, в кото­
ром любая вершина достижима из любой другой вершины.  Например, любой цикл оn­
ределяет сильно связны й  подграф. Из всех вершин в любой· компоненте сильной связ­
ности должно быть достижи мо одно и то же подмножество графа G. Таким образом, 
мы можем выполн ить сведение нашей задачи, создав транзитивное замыкание на графе 
комnонент сильной связности, который должен иметь значительно меньшее количест­
во ребер и вершин,  чем граф G. Комnоненты сильной связности графа G можно найти 
за линейное время (см. раздел 1 5. 1) .  

Транзитивная редукция (также называемая мин�шш1ьным эквивалентным ориентиро­
ванным графом) является оnерацией, обратной оnерации транзитивного замыкания, а 
именно уменьшен ием количества ребер nри сохранении nервоначальных свойств дос­
тижимости . Транзитивное замыкание графа G идентично транзитивному замыканию 
транзитивной редукции этого графа. Основным применением транзитивной редукции 
является минимизация nространства, удаляя из графа G nовторяющиеся ребра, которые 
не влияют на достижимость. Необходимость в транзитивной редукции также возникает 
nри рисовании граф{>В, когда требуется убрать как можно больше ненужных ребер, 
чтобы не загромождать рисунок. 

+ Простой линейный. алгоритм для вычисления транзитивной редукции оnределяет 
ком поненты сильной связности графа G, заменяет каждую из них ориентированным 
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Хотя граф G может иметь только одно транзитивное замыкан ие, он может иметь не­
сколько разных транзитивных редукций, в число которых входит он сам. Мы ищем
наименьшую из этих редукций, но у такой задачи существуют разные формулировки .

Предnоложительно, дJJЯ больших значений п можно nолучить лучшую nроизводи­
тельность, используя ал горитм Штрассена для быстрого перемножения матриц, но 
лично я бы не стал тратить на это свое время. Так как сложность задачи nостроения 
транзитивного замыкания такая же, как и у задачи nеремножения матриц, надежда 
на nолучение значительно более быстрого алгоритма невелика. 



циклом, а потом добавляет эти ребра к ребрам, связывающим разные компоненты. 
Хотя эта редукция, вероятно, не является оптимальной, на типичных графах она 
будет довольно блИзка к таковой .  

Одним из  возможных недостатков этого эвристического алгоритма состоит в том, 
что он может вставить в транзитивную редукцию графа G ребра, которых нет в ис­
ходном графе. Впрочем, это может и не представлять проблему в вашем конкрет­
ном приложении .  

+ Если все ребра нашей транзитивной редукции должны существовать в графе G,  то 
найти редукцию минимального размера не удастся. Попробуем разобраться, почему 
это так. Рассмотрим ориентированный  граф, состоящий из одной компоненты силь­
ной связности, чтобы из любой вершины можно было попасть в .nюбую другую 
вершину. Для такого графа наименьшей возможной транзитивной редукцией будет 
просто ориентированный цикл из п ребер. Это будет возможным тогда и только 
тогда, когда граф G является гамильтоновым графом, что доказывает, что задача 
поиска наименьшего подмножества ребер является NР-полной.  

Эвристическим подходом к поиску такой транзитивной редукции будет последова­
тельный перебор каждого ребра и его удаление, если это удаление не меняет дан­
ную транзитивную редукцию. Эффективная реализация этого процесса позволит 
минимизировать время, затрачи ваемое на проверку достижимости . Обратите вни­
мание, что ориентированное ребро (i, j) можно удалить в любом случае, когда от 
вершины i к вершинеj имеется другой путь, минующий данное ребро. 

+ Редукцию минимального размера, в которой допустим ы  ребра между произвольны­
ми парами вершин,  можно найти за время О(п\ Но для бол ьшинства приложений,  
скорее всего, будет достаточно описанного выше простого, но действенного алго­
ритма, который,  к тому же, легко программировать и который я вляется более 
эффективным. 

Реализации. Реализация алгоритма построения транзитивного замы кания, содержа­
щаяся в библиотеке Boost Graph L ibrary, создана на основе алгоритмов, предложенных 
в [Nuu95] .  Библиотека LEDA (см. раздел 1 9. 1 . 1 ) содержит реализации на языке С++ 
алгоритмов для вычисления как транзитивного замыкания, так и транзитивной редук­
ции. Подробности о библиотеке LEDA см.  в [MN99] . 

Создается впечатление, что ни одна из обычных библиотек Java не содержит реализа­
ции алгоритмов для поиска транзитивного замыкания или транзитивной редукции. Но 
пакет Graphl ib содержит библиотеку Java Transitivity, которая имеет реализации обоих 
этих алгоритмов. Подробности можно найти на веб-сайте http://www-verimag.imag.fr/ 
'""'Cotton/. 
Библиотека Comblпatorica (см. [РSОЗ]) содержит реализации (на языке пакета 
Mathematica) алгоритмов поиска транзитивного замыкания и транзитивной редукции .  
Подробности см. в разделе 1 9. 1 . 9. 

ПРИМЕЧАНИЯ 

Транзитивное замыкание и транзитивная редукция обсуждаются в работе [vL90a] . Экви­
валентность перемножения матриц и вычисления транзитивного замыкания была доказана 
Фишером (Fischer) и Мейером (Meyer) в работе [FM7 1 ], а описания алгоритмов можно 
найти в книге [AHU74] . 
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В nоследнее врем.я наблюдался повышенный интерес исследователей к транзитивному за­
мыканию, нашедший свое отражение в работе (Nuu95] .  Пеннер (Penner) и ,  Прасанна 
(Prasanna) (см. [РРО6]) улучшили производительность алгоритма Варшалла (см. [War62] ) 
приблизительно вдвое nосредством реализации, чувствительной к кэшированию. 

Важным асnектом оnтим изации заnросов к базам данным является оценка размера тран­
зитивного замыкания. Алгоритм решения этой задачи за линейное время nредставлен 
в работе [Coh94] . 

Родственные задачи. Компоненты связности (см .  раздел 15. 1 ), поиск кратчайшего 
пути (см. раздел 15. 4). 

1 5.6. Паросочетание 

Вход. Граф (возможно, взвешенный) G == ( V, Е). 

Задача. Найти наибольшее подмножество ребер Е' множества Е, для которого каждая 
вершина м ножества V инцидентна, самое большее, одному ребру из подмножества Е' 
(рис. 1 5 . 7). 

Рис. 1 5.7. Поиск nаросочетаний 

Обсуждение. Допустим, что мы руководим группой рабочих, и каждый из них умеет 
выполнять некоторое подмножество операций, необходимых для выполнения работы. 
Для решения этой задачи мы создадим граф, в котором вершины представляют. как ра­
бочих, так и операции, и соединяем ребрами рабочих с операциями, которые они могут 
выполнять. Чтобы не перегружать рабочих, мы должны поручить каждому рабочему 
одну операцию. Нашей целью является наибольший набор ребер, при котором не по­
вторяются ни рабочие, ни операции, т. е .  паросочетание. 

Паросочетание - это мощный  алгоритмический инструмент, и даже удивительно, что 
оптимальные паросочетания могут быть найдены достаточно эффективным образом .  
Необходимость в применении паросочетаний  на практике возникают часто. 
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ВЫХОДВХОД

Доказательство эквивалентности транзитивного замыкания и транзитивной редукции, а
также алгоритм вычисления транзитивной редукции за время О(п\ были nредставлены
в работе [AGU72] . Результаты экспериментальных исследований алгоритмов вычисления
транзитивного замыкания можно найти в [Nuu95], [РРО6] и [SD75] .



Эта основная структура паросочетаний  может быть улучшена нескольким и  способами,  
и при этом останется все той же задачей о назначениях. Вы должны ответить на сле­
дующие вопросы.  

+ Можно ли некоторым рабочим назначать не одно, а несколько заданий? Естест­
венные обобщения задачи о назначениях включают поручение некоторым конкрет­
ным рабочим нескольких заданий  или (что эквивалентно) назначение нескольких 
рабочих на одно задание. В данном случае целью является не столько паросочета­
ние, сколько постановка " галочек" в сводной таблице работ. Такие требования мож­
но моделировать созданием стольких копий  рабочего, сколько заданий  м ы  хотим 
ему поручить. Как раз этот подход применялся в предыдущем примере с переста­
новками символов строки. 

+ Является ли граф взвешенным? Многие приложения паросочетаний основаны на 
невзвешенных графах. Предположим, мы хотим максимизировать общее количест­
во выполняемых работ, равнозначных друг другу. В этом случае мы ищем паросо­
четание максимшzьной мощности, в идеале совершенное паросочетание, в котором 
каждая вершина паросочетания сопоставляется с другой .  

Но для других приложений нам нужно дополнить каждое ребро весом, например, 
отражающим способность рабочего к выполнению данного задания .  Теперь задача 
превращается в задачу создания паросочетания с максимальным весом, т. е. набора 
независимых ребер с максимальным общим весом. 

Эффективные алгоритмы для построения паросочетаний  работают, создавая в графах 
увеличивающие пути. Для частичного паросочетания М в  графе G увеличивающим пу­
тем является путь Р из ребер, которые то входят в паросочетание М, то выходят из не­
го. Имея такой увеличивающий путь, мы можем расширить паросочетание на одно 
ребро, заменив четные ребра пути Р из М нечетными ребрами этого пути. Согласно 
теореме Берга, паросочетание является максимальным тогда и только тогда, когда оно 
не содержит ни одного увеличивающего пути . Поэтому мы можем создавать паросоче­
тания максимальной мощности, выполняя поиск увеличивающих путей, прекращая 
поиск, когда больше нет таких путей .  
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Является ли граф двудольным? В большинстве задач о назначениях используются
двудольные графы, как, например, в классической задаче о назначении заданий ра-
бочим. Это благоприятное обстоятельство, т. к. для поиска паросочетаний  в дву-
дольных графах существуют более быстрые и простые алгоритмы.

+ 

Переженить группу мужчин и женщин таким образом,  чтобы каждая пара была счаст­
ливой, - еще один пример практического применения задачи паросочетания.  В соот­
ветствующем графе каждая подходящая пара соединяется ребром .  В синтетической
биологии (см .  [МРС+Об]) требуется перемешать символы в строке S таким образом,
чтобы максимизировать количество перемещенных символов. Например, символы
строки аааЬс можно перемешать так, что получится строка Ьсааа, в которой только
один символ занимает свою исходную позицию.  Это вариант задач и паросочетания,
в котором вместо мужчин  фигурируют символы строки, а вместо женщин - позиции
в строке (от 1 до ISJ).  Ребра соединяют символы с позициями в строке, в которых пер­
воначально находились другие символы .



Задача поиска паросочетания в общих графах более сложная, т. к. в них возможны уве­
личивающие пути, являющиеся циклами нечетной длины (т. е. с одной и той же на­
чальной и конечной вершиной). Такие циклы невозможны в двудольных графах, кото­
рые не содержат их по определению. 

Стандартные алгоритмы вычисления паросочетания в двудольном графе основаны на 
потоках в сети . В них применяется простое преобразование двудольного графа в экви­
валентны й  потоковы й  граф. Реализация такого подхода приведена в разделе 6. 5. 

Однако необходимо иметь в виду, что для решения задач паросочетания во взвешен­
ных графах требуются другие подходы, наиболее известным из которых является вен-
герский алгоритм . 

' 

Реализации. Эндрю Голдберг (Andrew Goldberg) в соавторстве с другими исследова­
телями разработал высокопроизводительные коды для вычисления паросочетаний как 
во взвешенных, так и в невзвешенных двудольных графах. В частности, Голдберг и 
Кеннеди написали на языке С программу CSA для вычисления паросочетаний во взве­
шенных двудольных графах, основанную на потоках в сети, масштабирующих стои­
мость (см .  [GK95]). Более быстрая программа B IM для вычисления паросочетаний в 
невзвешенных двудольных графах, основанная на методах с использованием увеличи­
вающих путей, представлена в работе [CGM+98] . Обе программы можно загрузить для 
некоммерческого использования с веб-сайта http://www.avglab.com/andrew/soft.html. 

+ решатель на языке FORTRAN 77 для вычисления паросочетаний максимальной 
мощности, разработанный Мэттингли (Mattingly) и Ричи (Ritchey); 

+ решатель на языке С, разработанный Эдвардом Ротбергом (Edward Rothberg), для 
вычисления паросочетаний максимал ьной мощности , реализующий алгоритм Габо­
ва (Gabow's algorithm) с временем исполнения О(п\ 

+ решатель, разработанный Эдвардом Ротбергом, для вычисления паросочетаний 
с максимальным весом .  Это более медленный ,  но более общий решатель, чем вы­
шеупомянутый решатель этого же автора. 

Обширная библиотека классов С++ GOBLIN (http://www.math.uni-augsburg.de/ 
-fremuth/goЫin.html) предназначена для решения всех стандартных задач оптимиза­
ции графов, включая вычисление паросочетаний во взвешенных двудольных графах. 
Библиотека LEDA (см.  раздел 19. 1 . 1 ) содержит эффективные реализации на языке С++ 
для вычисления паросочетаний  как максимальной мощности , так и максимального ве­
са, как на двудольных, так и на общих графах. 

Эффективную программу Blossom IV {см. [CR99]) на языке С для вычисления совер­
шенных паросочетаний  минимального веса можно загрузить с веб-сайта http:// 
www2.isye.gatech.edu/-wcook/software.html. Реализацию для вычисления паросочета­
ний  максимальной мощности в общих графах за время О(тпа(т, п)) можно загрузить 
с веб-сайта http://www.cs.arizona.edu/-kece/Research/software.html. 
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Первое соревнование по реализации алгоритмов DIMACS (см .  [JM93]) было посвяще­
но, в основном, потокам в сетях и паросочетаниям.  На этом соревновании было выяв­
лено несколько удач ных генераторов экземпляров задач, а также ряд реализаций алго­
ритмов для вычисления паросочетаний  максимальной мощности и паросочетаний
с максимальным весом.  Эти программ ы  можно загрузить по адресу ftp://
dimacs.rutgers.edu/puЫnetflow/matching/. В их число входят следующие программы:



База графов Stanford GraphBase (см . раздел 19. 1 . 8) содержит реализацию венгерского 
алгоритма для вычисления паросочетаний  в двудольных графах. В целях визуализации 
взвешенных двудольных графов Дональд Кнут использует оцифрованную версию кар­
тины Мона Лиза и осуществляет в ней поиск пикселов максимальной яркости в от­
дельных строчках и столбцах. Паросочетание также используется для построения ори­
гинальных портретов в стиле "домино" .  

ПРИМЕЧАНИЯ 

Алгоритм Эдмондса (Edmonds) (см. [Edm65]) для вычисления паросочетаний максималь­
ной мощности представляет большой исторический интерес, поскольку он вызывает во­
просы о том� какие задачи можно решить за полиномиальное время.  Описания алгоритма 
Эдмондса можно найти в [Law76] ,  [PS98] и [Tar83] .  Реализация алгоритма Эдмондса, 
принадлежащая Габову (см . [GаЬ76]), выполняется за время О(п\ Время исполнения са-

мого лучшего известного алгоритма вычисления общих паросочетаний равно O(Fnm) 
(см. [MV80] ). 

Рассмотрим задачу паросочетания мужчин и женщин. Предположим, входной экземпляр 
содержит ребра (В1 , G 1 ) и (В2, G2), причем в действительности мужчина В1 и женщина G2 
предпочитают друг друга своим текущим партнерам . В реальной жизни эти двое, скорее 
всего, сойдутся, расторгнув свои браки. Паросочетание, не имеющее таких пар, называет­
ся устойчивым (staЬle). Всестороннее изучение устойчивых паросочетаний содержится в 
книге [0 189] . Интересно, что независимо от многообразия взаимных предпочтений муж­
чин и женщин, всегда существует хотя бы одно устойчивое паросочетание. Более того, 
такое паросочетание можно найти за время О(п2) (см. статью [GS62] ) .  

Родственные задачи. Эйлеров цикл (см .  раздел 15. 7), потоки в сети (см. раздел 15. 09). 

1 5.7.  Задача поиска эйлерова цикла 
и задача китайского почтальона 
Вход. Граф G = ( V, Е). 

Задача. Найти самый короткий маршрут, который проходит по каждому ребру графа 
G, по крайней мере, один раз (рис. 1 5 . 8). 
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Книга Ловаша (Lovasz) и Пламмера (P lummer) [LP86] является исключительно полным
справочником по теории паросочетаний и алгоритмам их вычисления. Среди обзорных
статей по алгоритмам вычисления паросочетаний особого внимания заслуживает работа
[Gal86] . Хорошие описания алгоритмов, использующих потоки в сети для вычисления па­
росочетаний в двудольных графах, содержатся в работах [CLRSO 1 ], [Eve79a] и [Man89], а
венгерского алгоритма - в работах [Law76] и [PS98]. Самый лучший алгоритм для вы­
числения максимальных паросочетаний в двудольных графах, разработанный Хопкроф­
том (Hopcroft) и Карпом (Karp) (см. [НК73]),  последовательно находит кратчайшие уве­
личивающие пути (вместо использования сетевого потока) и исполняется за время

O(Fnm) . Время исполнения венгерского алгоритма равно О(п(т + nlogn)).

В двудольных графах размер максимального паросочетания равен размеру минимального
вершинного покрытия . Это означает, что на двудольных графах задачу о минимальном
вершинном покрытии и задачу о максимальном независимом множестве можно решить за
полиномиальное время.



Рис. 1 5.8. Эйлеров цикл 

Обсуждение. Допустим, что вам предоставили карту города и дали задание разрабо­
тать маршрут для мусоровозов, или для снегоуборочных машин,  или почтальонов. 
В каждом случае необходимо целиком пройти каждую улицу, по крайней мере, один 
раз. Для эффективного выполнения задания нам нужно минимизировать время прохо­
ждения маршрута или (что равносильно) общее расстояние или количество ребер гра­
фа, по которым осуществляется обход. 

Рассмотрим другой пример: проверка системы меню телефонного автоматизированно­
го справочника. Каждая опция "Нажмите такую-то кнопку для получения такой-то ин­
формации " рассматривается как ребро между двумя вершинами графа. Тестировщик 
меню ищет самый эффективный способ обхода этого графа, стараясь пройти по каж­
дому ребру, по крайней мере, оди н  раз. 

Такие задачи являются вариантами задачи поиска эйлерова цикла, которую лучше все­
го сравн ить с головоломкой, где нужно нарисовать геометрическую фигуру, не отрывая 
карандаш от бумаги и не проводя его по уже нарисованным линиям.  В них нужно най­
ти путь или цикл в графе, который проходит по каждому ребру ровно один раз. 

Перечислим признаки наличия в графе эйлерова цикла или пути (цепи). 

+ Неориентированный граф содержит эйлеров цикл тогда и только тогда, когда граф 
связный и все его вершины и меют четную степень. 

+ Неориентированный граф содержит эйлеров путь тогда и только тогда, когда граф 
связный и все (кроме двух) вершины имеют четную степень. Эти две вершины бу­
дут начальной и конечной точками любого пути . 

+ Ориентированный граф содержит эйлеров цикл тогда и только тогда, когда граф 
сильно связный  и все вершины  имеют одинаковые степень захода и степень исхода. 

+ Ориентированный граф содержит эйлеров путь от вершины х к вершине у тогда и 
только тогда, когда граф связны й  и все другие вершины и меют одинаковые степень 
захода и степень исхода, причем вершина х имеет степень захода на единицу мень­
ше, чем степень исхода, а вершина у имеет степень захода на единицу больше, чем 
степень исхода. 

Эти свойства эйлеровых графов позволяют с легкостью проверить наличие цикла: сна­
чала проверяем граф на связность, выполнив  обход в глубину или ширину, а потом 
подсчитываем количество вершин с нечетной степенью. Я вный поиск цикла также за-
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нимает л инейное время и выполняется следующим способом .  Посредством обхода в 
глубину находим в графе произвольный цикл.  Удаляем этот цикл из графа и повторяем 
процедуру до тех пор, пока все м ножество ребер не будет разбито на циклы,  не и мею­
щие общих ребер. Так как удаление цикла уменьшает степень каждой вершины на чет­
ное число, то оставшийся граф продолжает удовлетворять все тем же эйлеровы м  сте­
пенным условиям.  Эти циклы  будут иметь общие вершины (т. к. граф является связ­
н ым) и поэтому их можно объединить в виде "восьмерок" по общим вершинам .  
Объединяя таким образом все извлеченные циклы, мы создаем один цикл, содержащий 
все ребра. 

Эйлеров цикл, если такой существует в графе, решает задачу построения маршрута 
снегоуборочной машины, т. к. длина любого пути, проходящего по каждому ребру 
только один раз, должна быть минимальной.  Но на практике дорожные сети редко 
удовлетворяют эйлеровым степенным условиям.  Тогда нам приходится решать более 
общую задачу --..,. задачу китайского почтальона, в которой требуется найти минималь­
ный цикл, проходящий через каждое ребро, по крайней мере, один раз. Этот мини­
мальный цикл никогда не пройдет более двух раз ни по какому ребру, так что удовле:­
творительный маршрут можно найти для любой дорожной сети . 

Оптимальный маршрут китайского почтальона можно создать, добавив  соответствую­
щие ребра в граф G, чтобы сделать его эйлеровым. В частности, м ы  находим в графе G 
кратчайший путь между каждой парой вершин с нечетной степенью. Добавив Путь ме­
жду двумя вершинами с нечетной степенью, м ы  превращаем их в вершины с четной 
степенью, что приближает граф G к тому, чтобы он стал эйлеровым." Задача поиска 
наилучшего множества кратчайших путей для добавления к графу G сводится к поиску 
совершенного паросочетания с минимальным весом в специальном графе G'. 

Реализации. Реализацию алгоритма поиска эйлерова цикла содержат многие библио­
теки графов, но реализации решений задачи китайского почтальона встречаются мен� 
часто. Мы рекомендуем реализацию на языке Java для решения задачи китайского поч­
тальона, разработанную Тимблби (ThimЬ\eby); см. [ThiOЗ] .  Программу можно загрузить 
с веб-сайта http://www.cs.swan.ac.uk/--csbarold/cpp/index.html. 

Библиотека GOBLIN содержит обширную коллекцию процедур на языке С++ для всех 
стандартных задач оптимизации на графах, включая процедуру решения задачи китай­
ского почтальона как на ориентированных, так и на неориентированных графах. З_агру­
зить библиотеку можно с веб-сайта http://www.matb.uni-augsburg.de/-fremuth/ 
goЫin.html. Библиотека LEDA (см . раздел 19. 1 . 1 )  предоставляет все инструменты для 
эффективной реализации решателей для задач поиска эйлерова цикла, паросочетаний, 
и кратчайших путей в, двудольных и общих графах. 
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Для неориентированн ых графов вершины графа G' соответствуют вершинам нечетнqй
степени графа G, где вес ребра (i,j) определяется как длина кратчайшего пути от вер­
шины i к вершине j в графе G. Для ориентированных графов верwины графа G' соо�;­
ветствуют вершинам графа G, несбалансированным по степени, при этом все ребра в
графе G'  направлен ы  из вершин с нехваткой степени исхода в вершины с нехваткой
степени захода. Таким образом, для ориентированного графа G будет достаточно ис­
пользовать алгоритмы для вычисления паросочетания в двудольных графах. Когда
граф становится эйлеровым, то искомый цикл можно получить за линейное время, щс­
пользуя только что описанную процедуру.



Библиотека Comblnatorica (см .  [РSОЗ]) содержит реализации  (на языке пакета 
Mathematica) для решения задач поиска эйлеровых циклов и последовательностей де 
Брейна (de Bruijn sequences). Подробности см.  в разделе 19. 1 . 9. 

ПРИМЕЧАНИЯ 

История теории графов начинается в 1 736  г., когда Леонард Эйлер взялся за решение за­
дачи о семи мостах Кенигсберга. Город Кенигсберг (в настоящее время Калининград) 
расположен на берегах реки. Во времена Эйлера оба берега и два острова соединялись 
семью мостами. Эту планировку можно смоделировать в виде мультиграфа с четырьмя 
вершинами и семью ребрами. Эйлер захотел узнать, возможно ли пройти по всем мостам 
ровно по одному разу и возвратиться в исходную точку (и впоследствии такой маршрут 
получил название эйлерова цикла). Он доказал, что искомый маршрут невозможен, т. к. 
все четыре вершины имели нечетную степень. Мосты были разрушены во время Второй 
мировой войны. История возникновения задачи рассказана в книге [BL W76] . 

Описания алгоритмов с линейным временем исполнения для создания эйлеровых циклов 
(см. [ЕЬе88])  можно найти в. работах [Eve79a] и [Man89) .  Простым и элегантным методом 
создания эйлеровых циклов является алгоритм Флери (Fleury); см. [Luc9 1 ] .  Начинаем об­
ход с любой вершины и удаляем пройденные ребра. Единственным критерием выбора 
следующего ребра является отказ от прохода по мосту (т. е. ребру, удаление которого 
разъединит граф) до тех пор, пока не останется других вариантов. 

Метод поиска эйлерова пути играет важную роль в параллельных алгоритмах на графах. 
Многие параллельные алгоритмы начинаются с построения остовного дерева, для которо­
го потом устанавливается корень по методу поиска эйлерова пути. Описания параллель­
ных алгоритмов см. в таких учебниках, как [J92) , а последние результаты практического 
применения - в работе [СВО4] . Для подсчета эйлеровых циклов в графах существуют 
эффективные алгоритмы (см. [НР73 ] ). 

Задача поиска кратчайшего маршрута, проходящего через все ребра графа, была впервые 
представлена китайским ученым Кваном (Kwan) (см. [Kwa62] ), что и определило ее на­
звание - задача китайского почтальона. Решение задачи китайского почтальона посред­
ством алгоритма поиска паросочетаний в двудольных графах было разработано Эдмонд­
сом (Edmonds) и Джонсоном (Johnson); см. [EJ73] .  Этот алгоритм работает как с ориенти­
рованными, так и с неориентированными графами, но для смешанных графов задача 
является NР-полной (см. [Рар76а] ). Смешанные графы содержат как ориентированные, 
так и неориентированные ребра. Описание алгоритма решения задачи китайского поч­
тальона приводится в [Law76] . 

Последовательность де Брейна (de Bru ijn )  S протяженностью п на алфавите I: из а. симво­
лов представляет собой циклическую строку длиной а.", содержащую все строки длиной п, 

как подстроки последовательности S, каждую ровно один раз. Например, для п = 3 и 

L = {О, 1 }  циклическая строка 000 1 . 1 1 0 1  содержит по порядку подстроки ООО, 00 1 ,  0 1 1 ,  
1 1 1 , 1 1  О, 1 О 1 ,  О 1 О, 1 00. Последовательности де Брей на можно рассматривать как "руко­
водство для вскрытия сейфа", которое предоставляет самый короткий набор поворотов 
ручки кодового замка, причем а. дает количество позиций, достаточное для перебора всех 
комбинаций длины п. 

Эти последовательности можно генерировать, создав ориентированный граф, все верши­
ны которого представляют строки а."- 1 длиной п - 1 ,  и в котором ребро (и, v) существует 
тогда и только тогда, когда и =  s 1 s2 • • •  s11_ 1 и v = s2 • • •  s11_ 1 s". Любой эйлеров цикл на таком гра­
фе описывает последовательность де Брейна. Описания последовательностей де Брейна и 
способы их построения приведены в [Eve79a] и [РSОЗ] .  
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Родственные задачи. Паросочетание (см . раздел 15. 6), гамильтонов цикл (см .  раз­
дел 16. 5) .  

1 5.8 .  Реберная и вершинная связность 
Вход. Граф G и, возможно, пара вершин s и t. 

Задача. Найти наименьшее подмножество вершин (или ребер), удаление которых 
разъединит граф G или, как вариант, отделит вершину s от вершины t (рис. 1 5 .9). 

Рис. 15.9. Выяснение числа реберной связности 

Обсуждение. Вопрос о связности графов часто возн икает в задачах, имеющих отноше­
ние к надежности сетей. Например, в контексте телефонных сетей число вершинной 
связности - это наименьшее количество коммутационн ых станций, которые нужно 
вывести из строя, чтобы разорвать сеть, т. е. сделать невозможной связь между любой 
парой исправных коммутационных станций.  А число реберной связности в этом слу­
чае - наименьшее количество линий связи, которые нужно разорвать, чтобы достичь 
этой же цели. 

Итак, числом реберной (вершинной) связности графа G называется наименьшее коли­
чество ребер (вершин), удаление которых нарушает связность графа. Между этими 
двумя величинами существует тесная связь. Число вершинной связности всегда мень­
ше или равно числу реберной связности, т. к. удаление одной вершины из каждого 
ребра разреза нарушает связность графа. Но возможно существование и меньшего 
подмножества вершин .  Верхним пределом, как для реберной, так и для вершинной 
связности, является минимальная степень вершины, т. к. удален ие всех смежных с ней 
вершин (или ребер, связывающих ее с соседними  верши нами) разбивает граф на две 
части, одна из которых состоит из единственной вершины.  

Представляет интерес поиск ответов на следующие вопросы. 

+ Является ли граф связным? Самой простой задачей является проверка связности 
графа. Все компоненты связности можно найти за линейное время посредством 
простого обхода в глубину или ширину (см. раздел 15. 1) .  Для ориентированн ых 
графов следует выясн ить, является ли  граф сильно связным, т. е. в нем существует 
ориентированн1>1 й  путь между любой парой вершин . В слабо связном графе возмож­
но существован ие путей к узлам, из которых нет возврата. 
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Содержит ли граф "слабое звено"? Граф G называется двусвязным, если для нару­
шения его связности требуется удалить две вершины .  Вершина, удаление которой 
приводит к потере связности графа, называется шарниром. Мост представляет со­
бой аналогичное понятие для ребер. 

Самый простой алгоритм идентификации  шарниров (или мостов) - удалять по од­
·ной верши не (или ребру) и после каждого удаления проверять оставшийся граф на 
связность с помощью обхода в глубину или ширину. Для обеих задач существуют 
более сложные алгоритмы на основе обхода в глубину. Реализацию см. в разде­
ле 5. 9.2. 

+ Как разделить граф на равные части? Нередко требуется найти небольшой разрез, 
который разделяет граф на приблизительно равные части. Например, мы хотим раз­
делить ком пьютерную программу на две части, которые проще сопровождать. Для 
этого м ы  можем создать граф, вершины которого будут соответствовать процеду­
рам программы.  Соединим  ребрами взаимодействующие вершины (процедуры, од­
на из которых вызывает другую). Далее нам нужно разделить все процедуры на на­
боры приблизительно одинакового размера так, чтобы минимизировать количество 
пар взаи модействующих процедур, расположенн ых по разные стороны от линии 
раздела . 

Эта задача называется задачей разбиения графа, которая рассматривается в разде­
ле 16. 6. Хотя эта задача является NР-полной, для ее решения существуют приемле­
мые эвристические методы .  

+ Можно ли разбивать граф произвольным образом, или  требуется разбить кон­
кретную пару вершин? Существует две разновидности общей задачи связности. 
В одной требуется найти наименьший разрез для всего графа, а в другой - наи­
меньший· разрез, чтобы отделить вершину s от вершины t. Любой алгоритм поиска 
связности между вершинами s и t можно использовать с любой из п(п - 1)/2 пар 
вершин,  что даст нам алгоритм для проверки общей связности . Не так очевиден тот 
факт, что для проверки реберной связности будет достаточно п - 1 проходов, одна­
ко, мы знаем, что после удаления разреза вершина v1 и хотя бы одна из остальных 
п - 1 вершин будут нах:одиться в разных ком понентах. 

Компоненты связности можно найти с помощью методов, применяемых для решения 
задач о потоках в сети. В задаче о потоках в сети (см .  раздел 15. 9) взвешенный граф 
рассматривается как сеть труб, в которой каждое ребро/труба имеет максимальную 
пропускную способность. Целью задачи является максимизировать поток между двумя 
данными вершинами графа. Максимальный  поток между вершинами v; и v1 в графе G 
в точности равен весу наименьшего набора ребер, которые нужно удалить для разъе­
динения этих вершин.  Таким образом, число реберной связности можно найти, мини­
м изировав поток между вершиной v;  и каждой вершиной из остальных п - 1 вершин 
невзвешенного графа G. Почему? Потому что после удаления минимального реберного 
разреза вершина v; будет отделена от какой-либо другой вершины.  

Вершинная связность описывается теоремой Менгера (Menger's theorem), в которой 
утверждается, что граф является k-связны м  тогда и только тогда, . когда каждую пару 
вершин связывают, по меньшей мере, k путей, не имеющих общих вершин .  Здесь тоже 
можно использовать задачу о потоках в сети, т. к. поток объемом k между парой вер-

+
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Реализации. Коллекция MINCUTLIВ содержит коды нескольких высокопроизводи­
тельных алгоритмов поиска разреза, включая алгоритмы, использующие метод потоков 
в сети и метод сжатия .  Эти реализации был и разработаны Чекури (Chekuri) и его кол­
легами в ходе многочисленных экспериментов (см. [CGK+97]). Для некоммерческого 
использования программы можно загрузить с веб-сайта http://www.avglab.com/ 
andrew/soft.html. Здесь же можно загрузить и полную версию самой работы 
[CGK +97], описывающей эти ал горитмы и необходимые для их быстрого исполнения 
эвристические методы. 

Большинство библиотек структур данн ых для представления графов, рассматриваемых 
в разделе 15. 1 ,  содержат процедуры проверки на связность и двусвязность. Библиотека 
процедур на языке С++ Boost Graph Library (см. [SLL02]) содержит процедуры провер­
ки реберной связности . Загрузить библиотеку можно с веб-сайта http ://www.boost.org/ 
libs/graph/doc. 

Библиотека GOBLIN (http://www.math.uni-augsburg.de/�fremuth/goЫin.html) содер­
жит обширную коллекцию процедур для всех стандартных задач оптимизации на гра­
фах, включая процедуры выяснения реберной и вершинной связности . 

Библиотека LEDA на языке С++ (см. раздел 19. 1 . 1 ) предоставляет широкую поддержку 
для выяснения низкоуровневой связности (как двусвязных, так и трехсвязных компо­
нент), реберной связности и минимального ра:зреза. 

Библиотека Comblnatorica (см . [РSОЗ])  предоставляет реализаци и (на языке пакета 
Mathematica) процедур выяснения реберной и верши нной связности, а также компо­
нент связности , двусвязности и сильной связности с мостами и шарнирами.  Подробно­
сти см. в разделе 19. 1 . 9. 

ПРИМЕЧАНИЯ 

Хорошие описания использования потоков в сети дпя выяснения реберной и вершинной 
связности можно найти в [Eve79a] и [РSОЗ] .  Правильность этих алгоритмов основана на 
теореме Менгера (см .  [Men27]), утверждающей, что связность определяется количеством 
путей, не имеющих общих ребер, и путей, не имеющих общих вершин и связывающих 
пару вершин. Теорема о минимальном потоке и максимальном разрезе была доказана 
Фордом (Ford) и Фалкерсоном (Fulkerson); см. [FF62] .  

Самые быстрые алгоритмы поиска минимального разреза и реберной связности основаны 
на методе сжатия графа, а не на методе потоков в сети. Сжатие ребра (х, у) в графе G со­
единяет две инцидентные ему вершины в одну, удаляя петли, но оставляя мультиребра. 
Любая последовательность таких сжатий может увеличить (но не уменьшить) минималь­
ный разрез в графе G, и не меняет разрез, если не затрагивается ребро разреза. Каргер 
(Karger) предоставил изящный рандомизированный алгоритм поиска минимального раз­
реза, основанный на наблюдении, что вероятность изменения минимального разреза в те-
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шин свидетельствует о наличии k путей, не имеющих общих ребер. Чтобы применить
теорему Менгера, создаем такой граф G', в котором любой набор путей, не имеющих
общих ребер, соответствует путям,  не имеющим общих вершин,  в графе G. Для этого
каждая вершина V; графа G заменяется такими двумя вершинами v;, 1 и v;. 2. что ребро
(v;, 1 ,  v;,2) Е G' для всех v; Е G, а каждое ребро (v;, х) е G заменяется ребрами (v;,1, Xk), где
j -:1= k е {О, 1 } в графе G'. Таким образом, каждому из путей, не и меющих общих вер­
шин, в графе G соответствуют два пути, не имеющих общих ребер, в графе G'.



чение любой случайной последовательности удалений является ничтожно малой. Самая 
быстрая версия алгоритма Каргера имеет время исполнения (mlg3n) (см. [KarOO]). Отлич­
ный обзор рандомизированных алгоритмов, включая алгоритм Каргера, представлен в 
книге [MR95] .  

Детерминистический алгоритм, использующий метод сжатия для поиска минимального 
разреза за время О(п(т + nlogn)), можно найти в работе [NI92] . В каждой итерации этот 
алгоритм находит и сжимает ребро, которое доказуемо- не входит в минимальный разрез. 
Результаты экспериментальных сравнений алгоритмов поиска минимальных разрезов 
представлены в работах [CGK+97] и [NOI94] .  

Методы поиска минимального разреза нашли применение в области распознавания обра­
зов, в частности, для сегментации изображений. В своей работе [ВКО4] Бойков и Колмо­
горов приводят экспериментальную оценку алгоритмов поиска минимального разреза 
в контексте такого применения. 

Матулой (Matula) был разработан алгоритм, не использующий методы потоков в сети, для 
проверки графа на реберную k-связность за время O(kn\ Для определенных небольших 
значений k существуют более быстрые алгоритмы выяснения k-связности. Все трехсвяз­
ные компоненты графа можно сгенерировать за линейное время (см. [НТ73а] ), в то время 
как 4-связность можно проверить за время О(п\ 

Родственные задачи. Компоненты связности (см . раздел 15. 1 ), потоки в сети (см .  раз­
дел 15. 9), разбиение графов (см .  раздел 16. 6). 

1 5.9 .  Потоки в сети 
Вход. Ориентированный граф G, каждое ребро которого е = (i,j) имеет пропускную 
способность с", и две вершины  - исток s и сток t. 

Задача. Найти максимальный поток, который можно направить из вершины s в вер­
шину t, соблюдая огран ичивающие условия пропускной способности каждого ребра 
(рис. 1 5 . 1 О). 

Рис. 1 5. 1 0. Потоки в сети 

Обсуждение. Область применения задачи о потоках в сети гораздо шире, чем проклад­
ка водопровода. Задача о потоках возникает при поиске наиболее экономически 
эффекти вного способа транспортировки продукции между множеством предприятий и 
множеством магазинов или при распределении ресурсов в сетях связи. 
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Реальная мощь задачи о потоках в сети проявляется в том, что большое количество
возникающих на практике задач линейного программирования можно смоделировать в
виде задач о потоках в сети и соответствующие алгоритмы позволяют решить эти зада­
чи намного быстрее, чем применение методов линейного программирования общего
назначения. Несколько рассмотренных в этой книге задач на графах можно решить,
используя методы потоков в сети, включая задачи поиска паросочетаний в двудольных
графах, кратчайшего пути и компонент связности.

Вы должны развить в себе умение распознавать возможность моделирования стоящей
перед вами задачи в виде задачи о потоках в сети. Такое умение требует практического
опыта и теоретических знаний .  Я рекомендую сначала создать для вашей задачи мо­
дель из области линейного программирования, а потом сравнить ее с моделями для
двух основных классов задач о потоках в сети .

+ Максимальный поток. Здесь м ы  хотим найти максимальный объем потока из вер­
шины s в вершине t, соблюдая ограничивающие условия пропускной способности
ребер графа G. Пусть переменная xiJ обозначает объем потока, проходящего из вер­
шины i через ориентированное ребро (i,j). Так как объем потока, проходящего
через это ребро, ограничен его пропускной способностью ciJ, то О ::::;  xiJ ::::;  ciJ для
1 ::::; i,j ::::;  п.

Кроме того, про каждую вершину, не я вляющуюся ни истоком, ни стоком, можно
сказать, что в нее входит поток такого же объема, какой выходит из нее, поэтому

Нам нужно найти такой набор значений,  который максимизирует поток, идущий 

в вершину t, а именно I:1 xi1 .  

+ Поток минимальной стоимости. Здесь каждое ребро (i,j) имеет дополнительный 
параметр, а Именно стоимость diJ перемещения единицы потока от вершины  i 
к вершинеj. Также установлен целевой объем потока/, который мы хотим направить 
от вершины s к вершине t с минимальной общей стоимостью. Следовательно, нам 
требуется найти такой набор значений, который минимизирует следующуЮ формулу: 

соблюдая ограничивающие условия реберной и вершинной пропускной способно­
сти для максимального потока, а также дополнительное ограничивающее условие, 

что I:1 x,I = ! . 
При этом учитываются следующие особенности : 

+ наличие нескольких истоков u!Шtи стоков. Это обстоятельство не является пробле­
мой, т. к. мы можем модифицировать сеть таким образом, чтобы создать вершину­
суперисток, которая питает все истоки, и вершину-суперсток, которая поглощает 
все стоки; 

n∑

j=1

xij −
n∑

j=1

xji = 0 for 1 ≤ i ≤ n

n∑

j=1

dij · xij
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+ 

+ перемещение по сети  разнотипных продуктов. В телекоммуникационной сети каж­
дое сообщение снабжается информацией о его источни ке и месте назначения. Каж­
дый узел-адресат должен получать только те сообщения, которые предназначены 
ему, а не общий объем сообщений от всех отправителей. Эту ситуацию можно смо­
делировать в виде задачи о многопродуктовом потоке, где разные запросы опреде­
ляют разн ые продукты, и нам требуется удовлетворить все запросы, не превысив 

. пропускную способность ребра. 

Если допускаются фрагментированн ые потоки, задачу о многопродуктовом потоке 
можно будет решить методами линейного программирования. К сожалению, задача 
о нефрагментированном многопродуктовом потоке является NР-полной даже для 
двух продуктов. 

Алгоритмы решения задач о потоках в сети могут быть сложными и требовать значи­
тельных усилий для повышения их производительности . Поэтому мы  настоятельно 
рекомендуем использовать уже имеющиеся реализации алгоритмов, вместо того, что­
бы пытаться разработать свою собственную. Есть прекрасные программы, которые 
оп исаны в подразделах "Реализации" и "Примечания". Существует два основных клас­
са алгоритмов вычисления потоков в сети: 

+ методы увеличивающих путей. Эти алгоритмы последовательно находят путь от 
истока к стоку с положительной пропускной способностью и добавляют его к об­
щему потоку. Можно доказать, что. поток в сети является оптимальным тогда и 
только тогда, когда в ней нет увеличивающего пути . Так как каждое добавление пу­
ти увеличивает поток, то в итоге должен быть найден глобальный максимум. Раз­
ница между алгоритмами этого типа заключается в том, как они выбирают увеличи­
вающий путь. Если не проявлять аккуратность, то каждый новый увеличивающий 
путь будет увеличивать общий поток лишь ненамного, вследствие чего поиск мак­
симального потока может занять много времени; 

+ методы проталкивания предпотока. Эти алгоритмы проталкивают потоки от одной 
вершины к другой, первоначально игнорируя ограничивающее условие, что для 
каждой вершины исходящий поток должен быть равным входящему. Алгоритмы 
проталкивания предпотока работают быстрее, чем методы увеличивающих путей, 
поскольку возможно одновременное увеличение нескольких путей. Эти алгоритмы 
очень популярны, и они реализованы в программах, упоминаемых в следующем 
подразделе.  

Реализации. Высокопроизводительные программ ы  для вычисления максимальных 
потоков и потоков минимальной стоимости были разработаны Эндрю Голдбергом 

пропускная способность каждого ориентированного ребра равна либо 0, либо 1.
Для таких сетей существуют более быстрые алгоритмы. Подробности см. в
подразделе "Примечания";

+ 

одинаковая стоимость всех ребер. В таком случае используйте более простые и
быстрые алгоритмы для решения задачи о максимальном потоке, а не задачи о по­
токе минимальной стоимости. Задача о максимальном потоке без стоимости ребер
возникает во многих приложениях, включая поиск компонент реберной и вершин­
ной связности и паросочетани й  в двудольных графах;
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(Andrew Goldberg) и его коллегами .  Для вычисления максимальных потоков сущест­
вуют программы НIP.R и PRF (см. [CG94]). причем в большинстве случаев рекоменду­
ется использовать программу H IPR.  Для вычисления потоков минимальной стоимости 
лучшей является программа CS (см . Gol97]). Все эти программ ы  написаны на языке С 
и доступны (для некоммерческого использования) на сайте http://www.avglab.com/ 
andrew/soft.html. 

Библиотека GOBLIN (http://www.math.uni-augsburg.de/-fremuth/goЫin.html) содер­
жит обширную коллекцию процедур на языке С++ для всех стандартных задач опти­
мизации на графах, включая несколько процедур поиска максимального потока и по­
тока минимальной стоимости . То же самое относится и к библиотеке LEDA, если тре­
буется решение. имеющее коммерческую ценность. Подробности см .  в разделе 19. 1 . 1 .  
Н а  первом соревновании  DIMACS п о  реал изациям алгоритмов для задач о потоках в 
сети и о паросочетаниях (см .  [JM93]) было собрано несколько реализаций и генерато­
ров, которые можно загрузить из каталога ftp://dimacs.rutgers.edu/puЬ/netflow/ 
maxflow. В число этих программ входят написанные на языке С реализация решения 
задачи о потоках в сети методом проталкивания предпотока и реализация одиннадцати 
вариантов решения задачи о потоках в сети, включая старые алгоритмы Диница (Dinic) 
и Карзанова (Karzanov). 

ПРИМЕЧАНИЯ 

Лучшей книгой, посвященной задачам о потоках в сети и их применению, являетси 
[АМО93] .  Хорошие описания алгоритмов д11Я вычисления потоков в сети можно найти в 
[CCPS98], [CLRSO I ]  и [PS98] . Обсуждение сложности задач о многопродуктовом потоке 
(см. [Ita78]) можно найти в книге [Eve79a] . 

Максимальный поток и реберная связность графов взаимообусловлены. Фундаментальная 
теорема о минимальном потоке и максимальном разрезе была доказана Фордом (Ford) и 
Фалкерсоном (Fulkerson); см. [FF62] . Более простые и эффективные алгоритмы вычисле­
ния минимального разреза графов обсуждаются в разделе 15. 8. 

Принято считать, что вычисление потока в сети должно занимать время О(пт); причем 
наблюдается постоянное снижение временной сложности этого вычисления. Историю ал­
горитмов д11Я решения данной задачи см. в книге [АМ093] .  Время исполнения самого бы­
строго алгоритма вычисления потока в сети равно О(пт lg(n2/m)) (см. [GT88]) .  Экспери­
ментальные исследования алгоритмов вычисления потоков минимальной стоимости мож­
но найти в [GKK74] и [Go\97] . 

Потоки информации в сети можно моделировать в виде многопродуктовых потоков, при­
нимая во внимание то обстоятельство, что создание дубликатов информации и манипули­
ровании ими может устранить надобность в отдельных путях от истоков к стокам, когда 
одну и ту же информацию нужно доставить в несколько стоков. Эти идеи используются в 
области сетевого кодирования (см. [YLCZ05] )  д11Я достижения теоретических пределов 
прохождения информационных потоков, установленных теоремой о минимальном пот.оке 
и максимальном разрезе. 
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Линейное программирование (см .  раздел 13. 6), паросочетание Родственные задачи.
(см . раздел 15.6), связность (см . раздел 15.8) .  



1 5. 1 0. Рисование графов 
Вход. Граф G. 

Задача. Начертить граф G таки м  образом, чтобы точно отобразить его структуру 
(рис. 1 5 . 1 1  ) .  

Рис. 1 5. 1 1 . Пример графа 

Обсуждение. Задача рисования графов постоянно возникает в приложениях, но по сво­
ей природе она не имеет четкого определения.  Что такое хорошо нарисованный граф? 
Нам требуется найти алгоритм, которЬ1й  визуально представляет структуру графа 
самым понятным для человека образом. В то же самое время мы хотим, чтобы нарисо­
ванный  граф удовлетворял определенным эстетическим критериям. 

К сожалению, это расплывчатые критерии,  по которым невозможно разработать опти­
мизирующий алгоритм. Более того, очень легко создать сильно отличающиеся друг от 
друга представления одного и того же графа, каждое из которых будет подходящим 
для определенного контекста. Например, на рис. 1 6. 1  О показаны три разных начерта­
ния  графа Петерсена (Peterseп graph). Какое из них является "правильным"? 

Однако существуют и более четкие критерии,  позволяющие частично оценить качество 
рисунка графа: 

+ пересечения. Рисунок должен содержать как можно меньше пересечений ребер, 
чтобы не отвлекать внимание; 

+ тющадь. Рисунок должен занимать как можно меньшую площадь, и в то же самое 
время никакие две вершины не должны быть расположены слишком близко друг 
к другу; 

+ длина ребер. Рисунок не должен содержать длинные ребра, т. к. они перекрывают 
другие элементы рисунка; 

ВЫХОДВХОД
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угловое разрешение. Рисунок не должен содержать очень острые углы  между реб­
рами, инцидентными одной вершине, т; к. это может вызвать частичное или полное 
наложение линий друг на друга; 

+ 

К сожалению, эти критерии противоречат друг другу, и задача выбора наилучшего ри­
сунка графа из непустого подмножества таких рисунков, вероятно, будет NР-полной.

Здесь необходимо сделать два замечания .  Для графов, не имеющих естественной сим­
метрии или структуры, существоваяие по-настоящему хорошего рисунка, скорее всего,
просто невозможно. Это особенно относится к графам, имеющим более 1 0- 1 5 вершин.
Рисунок большого, плотного графа сможет отобразить не к�дый монитор. Полный
граф из  1 00 вершин содержит приблизительно 5 ООО ребер. На мониторе с разрешени­
ем 1 ОООх 1 ООО пикселов получается по 200 пикселов на ребро. Что можно увидеть в
таком случае?

Учитывая все сказанное, следует признать, что алгоритмы рисования графов могут
быть довольно эффективными.  Кроме того, экспериментирование с ними может доста­
вить массу удовольствия. Чтобы выбрать подходящий алгоритм для рисования вашего
графа, попытайтесь найти ответ на следующие вопросы.

+ Должны ли все ребра быть прямыми, Wlи допускаются дуги? Алгоритмы, рисую­
щие прямые линии,  сравнительно просты, но имеют свои ограничения.  Для визуа­
лизации сложных графов, например, электрических схем, лучше всего подходят
прямоугольные ломаные (такие, что все отрезки расположены или горизонтально,
или вертикально, т. е. наклонные линии  не разрешаются). При этом каждое ребро
графа представлено последовательностью вертикальных и горизонтальных отрез­
ков, соединенных вершинами или точками изгибов.

+ Возможен ли естественный, специфический для прWlожения рисунок? Если ваш
граф представляет дорожную сеть, то вы вряд ли найдете лучший способ нарисо­
вать его иначе, чем поместив все вершины в те же позиции, что и города на карте.
Этот принцип действителен для многих других приложений .

+ Является ли граф планарным графом Wlи деревом? В таком случае воспользуйтесь
одним из алгоритмов, описанных в разделах 15. 1 1  и 15. 12, для рисования планар­
ных графов или деревьев.

+ Является ли граф ориентированным? Ориентация ребра оказывает знач ительное
влия.ние на характеристики рисунка. При рисовании ориентированн ых бесконтур­
ных графов важно, чтобы все ребра были направлены в соответствии с некоторым
логическим принципом, например, слева направо или сверху вниз.

+ Насколько быстрым должен быть ваш ш�горитм? Если алгоритм предназначается
для интерактивного обновления и вывода графов на экран , то он должен работать
очень быстро. В таком случае, ваш выбор ограничен ин крементальными алгорит­
мами, которые изменяют положение вершин только в непосредственной близости
от редактируемой вершины.  Если же вы рисуете красивое изображение для дли-

+ 

пропорционш�ьность сторон. Соотношение высоты к ширине рисунка должно, по 
возможности, совпадать с соответствующей характеристикой целевого носителя 
(как правило, это соотношение сторон экрана компьютерного монитора, рав­
ное 4/3).
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тельного изучения, то вы можете потратить дополнительное время на его оптими­
зацию. 

+ 

Я рекомендую сначала создать черновой рисунок графа: расположить вершины по кру­
гу на одинаковом расстоянии  друг от друга и соединить их прямыми ребрами. Такие 
рисунки легко поддаются программированию и быстро выполняются.  Их значительное 
преимущество заключается в rом, что никакие два ребра не накладываются друг на 
друга, т. к. в таких рисунках нет трех вершин, расположенных в одну линию. Этих не­
желательных эффектов трудно избежать, когда в рисунке разрешается иметь внутрен­
н ие вершины.  Приятным сюрпризом, связанным с круговыми рисунками графов, мо­
жет оказаться иногда проявляющаяся симметрия, обусловленная тем, что вершины вы­
водятся в том порядке, в котором · он и  определяются в графе. Рисунок можно 
значительно улучшить, минимИзировав длину ребер или количество их пересечений за 
счет перестановки вершин методом имитации отжига. 

Хороший универсальный  эвристический ал горитм моделирует граф в виде системы 
пружин,  а при расстановке вершин применяет принцип минимизации потенциальной 
энергии .  Пусть смежные вершины притяги вают друг друга с усилием, пропорциональ­
ным логарифму расстояния между ними,  в то время как несмежные вершины отталки­
вают друг друга с усилием, пропорциональным расстоянию между ними .  Эти условия 
заставляют ребра укорачиваться и в то же самое время вынуждают вершины удаляться 
друг от друга. Поведение такой системы можно аппроксимировать, определив силу, 
действующую на каждую вершину в определенный момент времени, а лотом перемес­
тив каждую вершину на небольшое расстояние в соответствующем направлении. По­
сле нескольких таких итераций система должна стабилизироваться на приемлемом ри­
сунке графа. Рисунок 1 5 . 1 1 демонстрирует эффективность встраивания пружин в кон­
кретный  небольшой граф. 

Если вам нужен алгоритм, рисующий граф ломаными линиями, я рекомендую изучить 
системы, представленные далее, и системы, описанные в книге [JМОЗ], чтобы решить, 
может ли какой-либо из них подойти для решения вашей задачи.  Чтобы разработать 
свой собственный алгоритм рисования графов, вам придется выполнить значительный 
объем работы. 

Задача рисования графов имеет свои "подводные камни" ,  связанные с расстановкой 
меток у ребер и вершин.  Метки нужно помещать близко к ребрам и вершинам, чтобы 
однозначно идентифицировать их, но, в то же время, они не должны накладываться ни 
на элементы графа, ни друг на друга. Можно доказать, что оптимизация размещения 
меток является N Р-лолной задачей, но она может быть эффективно решена эвристиче­
скими методами, используемыми для решения задачи разложения по контейнерам (см. 
раздел 1 7. 9). 

Реализации. Одной из популярных и хорошо поддерживаемых программ для рисова­
ния графов является программа GraphViz, разработанная Стивеном Нортом (Stephen 
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И.меет ли граф оси симметрии? Граф-результат на рис. 1 5 . 1 1 выглядит привлека­
тельно, потому что исходный граф имеет горизонтальную ось симметрии. Оси сим­
метрии в графе можно определить, найдя его автоморфиЗА-tы (изоморфизмы с са­
 мим собой). Все автоморфизмы графа можно без труда найтИ с помощью программ
поиска изоморфизмов (см. раздел 1 6. 9).



North) из компании Bell Laboratories. Подробности см.  на сайте http://www. 
graphviz.org. Программа отображает ребра в виде сплайнов и может создавать рисунки 
довольно больших и сложных графов. Собственно говоря, возможностей этой про­
граммы было достаточно для удовлетворения всех моих профессиональных требова­
ний по рисованию графов на протяжении  нескольких лет. 

Все библиотеки структур данных для представления графов, упомянутые в разде­
ле 12. 4, содержат средства визуализации графов. Библиотека Boost Graph Library пре­
доставляет интерфейс к программе GraphViz. Особенно подходящими для интерактив­
ных приложений являются библиотеки графов на языке Java, в особенности библиоте­
ка JGraphT (http://jgrapht. sourceforge.net). . 

Для задачи рисования графов существуют очень хорошие коммерческие программы,  
включая программное обеспечение компании Тот Sawyer Software (www. 
tomsawyer.com), семейство продуктов yFi les (www.yworks.com) и пакет i LOG JViews 
(http://www-Ol.ibm.com/software/integration/visualization/jviews/enterprise/). Пакет 
Pajek (см . [NMBOS]) специально предназначен для рисования социальных сетей.  Загру­
зить пакет можно с веб-сайта http://vlado.fmf.uni-lj.si/puЫnetworks/pajek. Все эти па­
кеты предоставляют бесплатные пробные версии или версии для некоммерческого ис­
пользования. 

Библиотека ComЬinatorica (см .  [РSОЗ]) содержит несколько реализаций (на языке паке­
та Mathematica) алгоритмов рисования графов, включая круговые, пружин н ые и упоря­
доченные укладки .  Для дополнительной информации по ComЬinatorica, см. раз­
дел 19. 1 . 9. 

ПРИМЕЧАНИЯ 

Существует многочисленное сообщество исследователей в области рисования графов, ко­
торое стимулирует проведение ежегодной конференции, посвященной этой теме. Прото­
колы конференции публикуются издательством Springer-Verlag в серии Lecture Notes in  
Computer Science. Ознакомившись с этими протоколами, вы получите хорошее представ­
ление о последних достижениях в области рисования алгоритмов и о направлениях, в ко­
торых ведутся разработки. Книга [Tam08], является, пожалуй, наиболее полным обзором 
этой области. 

Отличными книгами по алгоритмам рисования графов являются [ВЕТГ99] и [KWO I ] . 
Материал книги [JМОЗ] организован по системам, а не по алгоритмам, однако содержит 
технические подробности о методах рисования, применяемых в каждой системе. Эври­
стические алгоритмы для маркировки графов описываются в работах [ВDУОб] и [WW95] .  

Задача равномерного размещения п точек вдоль окружности является тривиальной. Но за­
дача размещения точек на поверхности сферы намного труднее. Для облегчения решения 
этой задачи были разработаны обширные таблицы для п � 1 30 (см. [HSS07]). 

Родственные задачи. Рисование деревьев (см . раздел 15. 1 1 ), проверка на планарность 
(см . раздел 15. 12). 

1 5. 1 1 .  Рисование деревьев 
Вход. Дерево Т, являющееся графом, не содержащим циклов. 

Задача. Создать рисунок дерева Т (рис. 1 5 . 1 2). 
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вход 

Рис. 15. 12. Пример дерева 

выход 

Обсуждение. В о  многих приложениях требуется создавать рисунки деревьев. Диа­
грамм ы  деревьев часто применяются для отображения иерархической струк�:уры ката­
логов файловой системы и их обхода. Поиск в Google по фразе "tree drawing software" 
("программ ы  рисования деревьев") возвращает около 88 тысяч результатов, включая 
специализированные приложения для визуализации генеалогических деревьев, синтак­
сических деревьев (дерево грамматического разбора предложения), а также эволюци­
онные филогенетические деревья. 

+ Корневые деревья определяют иерархически упорядоченную структуру, исходящую 
из одного узла, называемого корнем . Любой рисунок такого дерева должен отра­
жать иерархию его элементов, а также любые специфичные для приложения огра­
ничивающие условия на порядок, в котором должны отображаться дочерние узлы. 
Наnример, генеалогические деревья имеют корень, а дочерние узлы в них обычно 
отображаются слева направо, по очередности рождения. 

+ Свободные деревья не содержат никакой информации о структуре, кроме топологии 
соединений .  Например, минимальное остовное дерево графа не имеет корня, поэто­
му иерархическое отображение этого дерева не имеет смысла. Рисунки таких де­
ревьев могут обладать свойствами рисунка полного дерева, например, дорожной 
карты, на которой расстояние между населенными пунктами определяет минималь­
ное остовное дерево. 

Деревья являются планарными графами, поэтому их можно и нужно рисовать, без пе­
ресечения ребер. Для этой цели годится любой алгоритм рисования на плоскости из 
раздела 15. 12, но для создания рисунков деревьев на плоскости можно использовать 
намного более простые ал горитмы. В частности, эвристические алгоритмы, основан-
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Каждое приложение предъявляет свои требования к внешнему виду дерева. Однако
основным вопросом в области рисования деревьев является выяснение, какое дерево
нужно нарисовать - свободное или корневое.



ные на "встраивании"  пружин (см . раздел 15. 1 О), хорошо подходят для рисования сво­
бодных деревьев, хотя в некоторых приложениях они могут оказаться слишком мед­
ленными.  

В большинстве естественных алгоритмов рисования деревьев предполагается, что они 
работают с корневыми деревьями .  Но их можно с таким же успехом применять и для 
рисования свободных деревьев, выбрав одну из вершин в качестве корневой.  Этот 
псевдокорень  можно выбрать прои�вольно или, что даже лучше, использовать для него 
центршzьную вершину дерева. Центральная вершина минимизирует максимальное рас­
стояние до других вершин.  У деревьев центром всегда является или одна, или две 
смежных вершины.  Этот центр дерева можно найти за линейное время, последователь­
но удаляя все листья, пока не останется только центральный узел . 

При рисовании корневых деревьев вы имеете выбор между упорядоченной и радиаль­
ной укладками. 

+ Упорядоченная укладка. Корень помещается вверху по центру страницы, после чего 
страница разбивается сверху вниз на полосы, количество которых равно степени 
корня .  Удаление корня создает несколько поддеревьев, количество которых равно 
степени корня и каждое из которых расположено в своей собственной полосе. Каж­
дое поддерево рисуется рекурсивно, причем его новый корень (вершина, смежная 
со старым корнем) помещается в центре его полосы на фиксированном расстоянии 
от верха страницы, а старый корень соединяется линией с новым .  На рис. 1 5 . 1 2  изо­
бражена упорядоченная укладка сбалансированного двоичного дерева. 

Такие упорядоченные укладки особен но эффективны для корневых деревьев, пред­
ставляющих какую-либо иерархическую структуру, будь то генеалогическое дерево, 
структура данн ых или служебная лестница. Расстояние по вертикали показывает 
удаленность каждого узла от корня. К сожалению, такое последовательное деление 
на полосы, в конце концов, приводит к появлению очень узких полосок, вследствие 
чего большинство вершин оказывается в небольшой части стран ицы. Старайтесь 
отрегулировать ширину каждой полосы так, чтобы отразить общее количество уз­
лов, которые она будет содержать. И не бойтесь занять соседнюю область на полосе 
после завершения построения более коротких поддеревьев. 

+ Радишzьная укладка. Свободные деревья лучше рисовать, используя радиал ьную 
укладку, в которой корень или центр дерева · помещается в центре страни цы.  Про­
странство вокруг этой центральной вершины разделяется на секторы для каждого 
поддерева. Хотя при этом также может возникнуть проблема "скученности",  ради­
альные укладки используют место на странице эффективнее, чем упорядоченные, и 
являются более естественными для свободных деревьев. Ранг вершин в терминах 
расстояния от центра иллюстрируется концентрическими кругами вершин .  

Реализации. Одной из наиболее популярных программ для рисования графов является 
программа GraphViz, разработанная и Стивеном Нортом (Stephen North) из ком пании  
Bell Laboratories. Подробности см .  н·а сайте http://www.graphviz.org. Программа пред­
ставляет ребра в виде сплайнов и может создавать рисунки довольно больших и слож­
ных графов. В течение многих лет эта программа удовлетворяет все мои профессио­
нальные потребности в рисовании графов. 
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Для рисования графов и деревьев существуют очень хорошие коммерческие про­
граммы,  включая программное обеспечение компании Тот Sawyer Software 
(www.tomsawyer.com), семейство продуктов yFi les (www.yworks.com) и пакет iLOG 
JViews (http://www-Ol. ibm.com/software/integration/visualization/jviews/enterprise/). 
Все эти пакеты предоставляют бесплатные пробные версии или версии для некоммер­
чес.кого использования.  

Библиотека Comblпatorica (см . [РSОЗ])  содержит несколько реализаций (на языке паке­
та Mathematica) ал горитмов рисования деревьев, включая упорядоченные и радиальные 
укладки. Дополнительную информацию по Comblпatorica cм. в разделе 1 9. 1 . 9. 

ПРИМЕЧАНИЯ 

Все книги и обзоры по рисованию графов содержат описания алгоритмов, специально 
предназначенных для рисования деревьев. Книга [Tam08] является, пожалуй, наиболее 
полным обзором положения дел в этой области. Отличными книгами по алгоритмам ри­
сования графов являются [ВЕТТ99] и [KWO I ] .  Материал книги [JМОЗ] организован по 
системам, а не по алгоритмам, однако содержит технические подробности о методах ри­
сования, применяемых в каждой системе. 

Исследования эвристических алгоритмов для укладки деревьев предпринимались многи­
ми учеными (см. например, работы [RT8 I ,  Мое90] ), а работа [ВJL06] отражает последние 
достижения в этой области. При некоторых ограничениях, носящих эстетический харак­
тер, задача рисования графов является NР-полной (см. [SR83]) .  

Некоторые алгоритмы укладки деревьев получаются из приложений, не связанных с рисо­
ванием графов. Метод Емде Боаса организации двоичного дерева обеспечивает более вы­
сокую производительность при работе с внешними устройствами хранения данных, чем 
обычный двоичный поиск, правда, за счет более сложной реализации. Информацию по 
этой и другим нечувствительным к кэшированию структурам можно найти в [ABF05] .  

Родственные задачи. Рисование графов (см .  раздел 15. 1  О), рисование на плоскости 
(см .  раздел 1 5. 12). 

1 5. 1 2 .  Планарность 
Вход. Граф G. 

Задача. В ыяснить, является ли граф G планарным, т. е. возможно ли нарисовать его на 
плоскости так, чтобы никакие два ребра не пересекались. Если возможно, создать та­
кой рисунок (рис. 1 5 . 1 3 ). 

Обсуждение. Рисование на плоскости (или укладка) графа дает ясное представление о 
его структуре, поскольку не содержит ни  одного пересечения ребер, которое можно 
было бы принять за вершину. Графы, моделирующие дорожные сети, компоновку пе­
чатных плат и т. п . ,  являются планарными по своей сути, т. к. они полностью опреде­
ляются плоскостными  структурами.  

Планарные графы обладают разнообразными свойствами, которые можно использо­
вать, чтобы получить более быстрые алгоритмы для решения многих задач. Самый 
важный факт, который вы должны знать, заключается в том, что все планарные графы 
являются разреженными. Для любого нетривиального планарного графа G = ( V, Е) 
справедлива формула Эйлера IEI ::; З I V\ - 6. Это означает, что у каждого планарного 
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графа количество ребер линейно зависит от количества вершин, а также, что каждый 
планарный граф имеет вершину со степенью ::;s . Любой подграф планарного графа яв­
ляется планарным, поэтому должна существовать последовательность вершин низкой 
степени, которые можно удалить из графа G, сводя его к пустому графу. 

Рис. 15.13.  Рисунок графа на плоскости 

Чтобы вы получили более полное представление о тонкостях рисования графов на 
плоскости, я рекомендую вам создать укладку для графа К5 - е, показанного на 
рис. 1 5 . 1 3 , а потом попытаться создать такую укладку, в которой все ребра прямые. 
Затем добавьте к графу недостающее ребро и попробуйте проделать то же самое для 
графа Кs . 

Исследование планарности значительно способствовало развитию теории графов. Од­
нако следует признать, что на практике необходимость в проверке графов на планар­
ность возникает сравнительно редко. Большинство систем рисования графов не стре­
мится специально создавать планарные укладки .  На сайте этой книги, Algorithm 
Repository (http://www.cs.sunysb.edu/-algorith), тема выяснения планарности является 
самой малопосещаемой (см. [Ski99]). Несмотря на это, вам полезно уметь обращаться 
с планарными графами.  

Необходимо понимать разницу между задачей проверки графа на планарность (т. е. 
выЯснением, возможен ли рисунок графа на плоскости) и задачей создания планарной 
укладки (т. е. собственно созданием рисунка), хотя и то и другое можно выполнить за 
линейное время.  Многие эффективные алгоритмы для работы с планарными графами 
не используют рисование, а применяют описанную ранее последовательность удаления 
вершин с низкими степенями. 

Алгоритмы проверки на планарность начинают работу с размещения на плоскости 
произвольного цикла из графа, после чего изучают дополнительные пути в графе, со­
единяющие вершины с этим циклом.  При пересечении двух таких путей один из них 
нужно рисовать вне цикла, а другой в цикле. При попарном пересечении трех путей 
конфликт нельзя разрешить, и, следовательно, граф не может быть планарным.  Алго­
ритмы с линейным временем исполнения,  выполняющие проверку на планарность, 

535

1 3

2

5 4 1 5

2

4

3

ВЫХОДВХОД

Глава 15. Задачи на графах с полиноминальным временем исполнения



основан ы на обходе в глубину, но они достаточно сложны, так что вам лучше поискать 
существующую реализацию, а не пытаться создать собственную. 

Алгоритмы выявления пересекающихся путей можно использовать для создания пла­
нарной укладки, добавляя пути в рисунок по одному. К сожалению, так как эти алго­
ритмы работают инкрементально, ничто не может помешать им поместить слишком 
мftого вершин и ребер в сравнительно небольшую область рисунка. Размещение чрез­
мерного количества элементов графа в ограниченной области является большой про­
блемой, т. к. затрудняет восприятие полученных рисунков графов. Поэтому были раз­
работаны более эффективные алгоритмы, создающие решеточные укладки, в которых 
вершины расположен ы  в решетке размером (2п - 4)х(п - 2). В результате никакие об­
ласти рисунка не "захламлены",  и ни одно из ребер не является слишком длинным.  Тем 
не менее, полученные рисунки обычно выглядят не так естественно, как хотелось бы. 

Для непланарных графов часто требуется найти рисунок с минимальным количеством 
пересечений ребер. К сожалению, задача вычисления количества пересечений ребер 
графа является NР-полной.  Однако существуют эвристические ал горитмы, которые 
выделяют большой планарный подграф из графа G, выполняют укладку этого подгра­
фа, а потом вставляют по одному остальные ребра таким образом, чтобы минимизиро­
вать количество пересечений .  Этот способ не очень подходит для плотных графов, 
в которых невозможно избежать большого количества пересечений, но он хорошо ра­
ботает с почти планарными графами, такими как многослойные печатные платы, или 
сети дорог с эстакадами .  Большие планарные подграфы могут быть найдены за счет 
модифицирования алгоритмов проверки на планарность таким образом, чтобы все об­
наруженн ые проблемные ребра удалялись. 

Среда JGraphEd (http://www.jharris.ca/JGraphEd) для рисования графов, написанная 
на языке Java, содержит несколько реализаций- алгоритмов проверки на планарность и 
создания планарных укладок, включая как реализацию алгоритма Бута-Люкера (Booth­
Lueker) на основе РQ-деревьев, так и реализацию современных алгоритмов создания 
решеточной укладки. 

Алгоритм GRASP (Greedy Randomized Adaptive Search, "жадный"  рандомизированный 
адаптивный поиск) для поиска наибольшего планарного подграфа реализован Рибейро 
(Ribeiro) и Ресенде (Resende) (см . [RR99]) языке FORTRAN и числится в коллекции 
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Реализации. Библиотека LEDA (см .  раздел 19. 1 . 1 ) содержит реализации алгоритмов с
линейным временем исполнения как для проверки на планарность, так и для создания
решеточных укладок. Программа проверки планарности этих реализаций возвращает
препятствующий подграф Куратовского (см. подраздел "Примечания '') для любого
предположительно непланарного графа, предоставляя убедительное доказательство его
непланарности .

PIGALE (bttp://pigale.sourceforge.net) - это среда, включающая в себя библиотеку
алгоритмов для работы с графами и редактор графов. Она написана на языке С++ и
ориентирована, в основном, на планарные графы. Она содержит разнообразные алго­
ритмы для создания рисунков графов на плоскости, а также эффективные алгоритмы
для проверки на планарность и построения препятствующего подграфа (Кз,з или К5),
если такой существует.



алгоритмов АСМ под номером 797 (см .  раздел 19. 1 . 6) .  Эту реализацию можно загру­
зить с веб-сайта http://www.research.att.com/-mgcr/src. 

ПРИМЕЧАНИЯ 

Первый алгоритм с линейным временем исполнения для рисования графов был разрабо­
тан Хопкрофтом (Hopcroft) и Тарьяном (Tarjan); см. [НТ74] . Альтернативный алгоритм 
проверки на планарность на основе РQ-деревьев был разработан Бутом (Booth) и Люке­
ром (Lueker); см. [BL76] . Упрощенные алгоритмы проверки на планарность описываются 
в работах [ВСРВО4], [ММ96] и [SH99] . Эффективные алгоритмы создания решеточных 
укладок размером 2пхп были впервые представлены в [dFPP90] . Книга [NR04] содержит 
хороший обзор алгоритмов рисования планарных графов. 

Внешнепланарным называется граф, который можно нарисовать так, чтобы все его вер­
шины принадлежали внешней грани рисунка. Для таких графов характерно отсутствие 
подграфа, гомеоморфного графу К2,з . Распознать их и выполнить их укладку можно за ли­
нейное время. 

Родственные задачи. Разбиение графов (см. раздел 16. 6), рисование деревьев 
(см. раздел 15. 1 1 ). 

Куратовский в своей работе [КцгЗО] впервые охарактеризовал планарные графы, а именно 
показал, что они не содержат подграфа, гомеоморфного графу Кз.з или К5• Таким образом, 
если вы все еще пытаетесь выполнить планарную укладку графа К5, можете прекратить 
это занятие. Теорема Фари ( [F48] ) утверждает, что любой планарный граф можно нарисо­
вать так, что все ребра будут прямыми. 
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По поводу алгоритмов для работы с графами существует достаточно цинич ное мнение, 
что любая задача, возникающая на практике, слишком сложна. Действительно, ни для 
одной задачи, представленной в этой главе, не предложено алгоритма с полиномиаль­
ным временем исполнения. Все эти задачи являются NР-полными,  за исключением за­
дачи об изоморфизме графов, для которой вопрос сложности остается открытым. 

Теория NР-полноты гласит, что если для какой-то одной N Р-nолной задачи существует 
алгоритм с полиномиальным временем исполнения, то такой алгоритм должен сущест­
вовать для всех N Р-полных задач. "Перевернув" это утверждение, мы получим, что 
сведение задачи к заведомо N Р-полной является достаточным доказательством отсут­
ствия эффективного алгоритма решения исходной задачи.  

Тем не менее, не стоит терять надежду на решение вашей задачи, даже если она рас­
сматривается в этой главе. Для каждой задачи мы предлагаем наиболее эффективный 
подход к ее решению, будь то комбинаторный поиск, эвристический метод, аппрокси­
мирующий ал горитм или алгоритмы для ограниченных экземпляров. Для сложных за­
дач требуется иная методика, чем для задач, решаемых за полиномиальное время, но 
при правильном подходе с ними можно успешно справиться. 

Следующие книги будут весьма полезны вам при решении N Р-полных задач : 

+ 

+ [ACG+OS] - эта исключительно полезная книга посвящена аппроксимирующим 
алгоритмам. Ее справочн ый раздел находится по адресу www.nada.kth.se/ 
-viggo/proЫemlist. Именно с него вы должны начинать поиски хорошего эвристи­
ческого алгоритма для решения любой задачи ;  

+ [Vaz04] - подробное изложение теории аппроксимирующих алгоритмов, написан­
ное авторитетным исследователем этой области; 

+ [Нос96] - первый обзор аппроксимирующих алгоритмов для решения NР-полных 
задач . Стремительное развитие данной области привело к тому, что эта хорошая 
книга немного устарела; 

+ [Gon07] - этот справочник по аппроксимирующим и метаэвристическим алгорит­
мам содержит свежие обзоры разных методов решения сложных задач , как при­
кладных, так и теоретических. 

Сложные задачи на графах
ГЛАВА 16

[GJ79] - классический справочник  по теории NР-полноты. Он содержит краткий
каталог свыше 400 NР-полных задач с соответствующими ссылками и коммента­
риями .  Обращайтесь к этому каталогу, как только у вас возникнет сомнение в суще­
ствовании эффективного алгоритма для решения вашей задачи .  К этой книге из мо­
ей библиотеки я обращаюсь чаще, чем к остальным;



1 6 . 1 . Задача о кл и ке 
Вход. Граф G = ( V, Е). 
Задача. Найти наибольшее подмножество вершин S Е V, такое что для всех (х, у) Е S 
справедливо (х, у) Е Е (рис. 1 6. 1 ) . 

Рис. 1 6. 1 .  Клика 

Так как любые две соединенные ребром вершины представляют клику, трудность 'за­
ключается не в выявлении хоть какой-нибудь клики, а в поиске большой клики.  А это 
уже сложно, поскольку задача поиска максимальной клики является NР-полной.  Си-

б ф 1 ;2-с туацию усугу ляет тот акт, что даже аппроксимация клики с точностью до п явля-
ется сложной задачей. Теоретически, задача поиска клики является самой сложной в 
этой книге. Итак, на что мы можем надеяться? 
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вом в налоговой сфере. В Налоговую службу поступает большое количество ложных
деклараций, составленных в расчете на незаконное получение компенсации .  Однако
создание большого количества действительно разных деклараций требует больших
усилий.  Программа Налоговой службы создает графы, в которых вершины представ­
ляют поданные налоговые декларации, и соединяет ребрами заявки, которые выглядят
подозрительно похожими.  Любая большая клика в графе помогает выявить мошенни­
чество.

Обсуждение. Почти каждый из нас может вспомн ить, что в его школе существовала 
"клика" - группа друзей, которые постоянно держались вместе и оказывали влияние 
на всю социальную жизнь школы.  Рассмотрим граф, представляющий школьный соци­
ум. Вершины этого графа соответствуют учен икам, а ребра соединяют друзей .  Тогда
школьная клика будет представлена кликой из теории графов, т. е. полным подграфом
в графе дружеских отношений .

Задача выявления " кластеров", или родственных объектов, часто сводится к поиску
больших клик графа. И нтересным примером использован ия клик является программа,
разработанная Налоговой службой США для борьбы с орган изованным мошенничест­
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Попытайтесь найти ответы на следующие вопросы. 

+ Не лучu1е ли искать большой плотный подграф? Настаивать на выявлениии клик 
при поиске кластеров рискованно, т .  к .  нехватка одного ребра может исключить 
вершину из рассмотрения.  Поэтому имеет смысл искать большие плотные подгра­
фы, т. е. подмножества вершин,  соединенных большим количеством ребер. По оп­
ределению, клики я вляются наиболее плотными возможными подграфами.  

Наибольшее множество вершин, у которых порожденный подграф имеет мини­
мальную вершинную степен ь �k, можно найти с помощью простого алгоритма с 
линейным временем исполнения.  Начнем с удаления всех вершин со степенью 
меньшей, чем k. Это может понизить степень других вершин до значения, меньшего 
k, если они были смежными для удаленных вершин с низкой степенью. Повторяя 
этот процесс до тех пор, пока степень всех оставшихся вершин не будет превышать 
k, мы получим наибольший подграф с высокой степенью. Можно создать реализа­
цию этого ал горитма со временем исполнен ия О(п + т), используя списки смежно­
сти и очередь с приоритетами, рассматриваемую в разделе 12.2. Продолжая удалять 
вершины с самой низкой степенью, мы,  в конечном счете, получим клику или набор 
клик, но они могут состоять всего лишь из двух вершин .  

+ Как поступать с планарным графом? Планарные графы не могут содержать клики, 
1-fмеющие больше четырех вершин,  в противном случае они не могут быть планар­
ными .  Так как каждое ребро определяет клику из двух вершин, то единственными 
представляющими интерес кликами в планарном графе я вляются клики из трех и 
четырех вершин .  Эффективные алгоритмы поиска таких небольших клик рассмат­
ривают вершины в порядке возрастания их степени .  Любой планарный граф должен 
содержать вершину со степенью, не превышающей 5 (см. раздел 15. 12), поэтому 
чтобы найти клику, содержащую эту вершину, нужно выполнить полную проверку 
лишь области постоянного размера. Эта вершина удаляется, после чего остается 
мен ьший планарный граф, содержащий  другую вершину низкой степени.  Этот про­
цесс проверки и удаления продолжается до тех пор, пока граф не станет пустым. 

Если вам действительно нужно найти самую большую клику графа, то единственным 
реальным решен ием будет исчерпывающий перебор с возвратом.  Поиск выполняется 
во всех k-подмножествах вершин,  и подмножество удаляется, как только в нем обна-

Будет ли достаточно .wакси.малыюй клики? Максимальной называется клика. кото­
рую нельзя увел ичить добавлением вершины.  Отсюда не следует, что максимал ьная
клика обязательно должна быть сравнима по величине с наибольшей возможной
кликой, но это вполне вероятно. Чтобы найти максимальную (и не исключено, что
большую) клику, отсортируем вершины по степени в порядке убывания, занесем
первую вершину в клику, а потом проверим каждую из оставшихся вершин на
смежность со всеми вершинами, добавленными в кл ику на данном этапе. Если про­
веряемая вершина удовлетворит этому условию, добавим ее в клику, а если нет, то
перейдем к следующей вершине. При использовании битового вектора для пометки
вершин,  находящихся в клике, этот алгоритм может исполняться за время О(п + т).
Альтернативный  подход заключается во внесении элемента случайности в упорядо­
чение вершин и принятии самой большой из максимальных клик, найденных после
некоторого количества попыток.

+ 



Эвристические алгоритмы поиска больших клик на основе рандомизированных мето­
дов, таких как метод имитации отжига, должны работать достаточно хорошо. 

Реализации. Набор процедур Cliquer на языке С, разработанный  Патриком Остергар­
дом (Patric Ostergard), предназначен для поиска клик в произвольно взвешенных гра­
фах. Процедуры основаны на алгоритме метода ветвей и границ (branch-and-bound 
algorithm). Загрузить код можно с веб-страни цы http://users.tkk.fi/-pat/cliquer.html. 

Второе соревнован ие по реализациям DIMACS было посвящено поиску клик и не­
зависимых множеств. Наборы данных и код можно загрузить по адресу 
ftp://dimacs.rutgers.edu. Исходные коды находятся в каталоге puЬ/chal lenge/ 
graph/solvers, а тестовые данн ые - в каталоге puЬ/dsj .  Решатель dfшax.c реализует про­
стой алгоритм метода ветвей и границ, похожий на алгоритм, описанный ·в работе 
[СР90] . А решатель dmcl ique.c использует "полужадный" подход для поиска больших 
независимых множеств, описанный в работе [JAM S9 1 ] . 

В книге [KS99] рассматриваются программы на языке С на основе метода ветвей и 
границ для поиска максимальной клики,  используя разные нижние границы.  Загрузить 
программы можно с веб-страницы http://www.math.mtu.edu/-kreher/cages/Src.html. 

Библиотека GOBLIN (http://www.math.uni-augsburg.de/-fremuth/goЫin.html) содер­
жит реализации алгоритмов метода ветвей и границ  для поиска бол ьших клик .  Утвер­
ждается, что эти реализации могут обрабатывать большие графы, содержащие 1 50-
200 вершин.  

ПРИМЕЧАНИЯ 

Доказательство NР-полноты задачи о клике было предложено Карпом (Karp); см. [Kar72] .  
Выполнив необходимое сведение (см. раздел 9. 3. 3), о н  установил, что задачи о клике, 
вершинном покрытии и независимом множестве тесно связаны, поэтому эвристические 
алгоритмы, которые решают одну из этих задач, также должны дать удовлетворительные 
решения для двух других. 

В задаче о подграфе с наибольшей плотностью требуется найти такое подмножество вер­
шин, чтобы порождаемый ими подграф имел максимально возможную среднюю степень 
вершин. Клика из k вершин, очевидно, является самым плотным подграфом этого разме­
ра, но неполные подграфы большего размера моrут иметь более высокую степень вершин. 
Эта задача является NР-полной, но простые эвристические методы на основе последова­
тельного удаления вершин с самой низкой степенью выдают удовлетворительные прибли-
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руживается вершина, не смежная со всеми остальными вершинами .  Очевидной верх­
ней границей размера максимальной клики графа G является наибольшая степень вер­
шины. увеличенная на 1 .  Более точную верхнюю границу можно получ ить, отсортиро­
вав вершины в порядке убывания их степени .  Пусть j будет наибол ьшим индексом,
таким, что степень j-й вершины равна, по крайней мере, j - 1 .  Самая большая клика
графа содержит не больше, чем j верши н, т. к. клика размером j не может содержать
вершину со степенью меньшей, чем (j - 1 ). Чтобы ускорить поиск, из графа G следует
удалить все такие вершины.

Самый полный обзор задачи поиска максимальных клик приводится в [ВВРР99] . Особый
интерес представляет работа общества исследования операций по алгоритмам метода вет­
вей и границ для эффективного поиска клик. Более свежие результаты можно найти
в [JSO I ] .



В работе [Has82] было доказано, что клику нельзя аппроксимировать с точностью до п 1 12-', 
за исключением того случая, когда Р = NP (и с точностью до п 1 _,: при более слабых пред­
положениях). 

Родственные задачи. Независимое множество (см. раздел 16. 2), вершинное покрытие 
(см . раздел 16. 3). 

Вход. Граф G = ( V, Е). 

Задача. Найти такое наибольшее подмножество S множества вершин V, в котором для 
каждого ребра (х, у) Е Е верно, что либо х � Е, либо у � Е (рис. 1 6 .2). 

Рис. 1 6.2. Независимое множество 

Обсуждение. Необходимость в поиске большого независимого множества вершин 
возникает в задаче выбора места для точек обслуживания. Важно не поместить два 
сервис-центра некоего предприятия слишком близко друг к другу, чтобы избежать 
конкуренции между ними .  Для решения этой задачи мы можем создать граф, в котором 
вершины представляют возможные расположения точек обслуживания, а потом соеди­
нить ребрами пары точек, · расположенных так близко, что они мешают друг другу. 
Максимальное независимое множество определяет наибольшее количество сервис­
центров, которые мы можем расположить без внутренней конкуренции. 

В независимых множествах (которые также называются устойчивыми мно:жествами) 
отсутствуют конфликты между элементами,  вследствие чего к ним часто прибегают в 
задачах теории  кодирования и календарного планирования. Для использования незави­
симого множества в теории кодирования определяем граф, вершины которого пред­
ставляют набор возможных кодовых слов, и соединяем ребрами любые две вершины, 
кодовые слова которых похожи друг на друга настолько, что их можно перепутать при 
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ВЫХОДВХОД

1 6 .2 .  Независимое множество

зительные решения (см. [А/ТГОО]). Интересное применение задачи о самом плотном под­
графе, а именно обнаружение ссылочного спама в Интернете, описывается в работе
[GKT05].



Задача о независимом множестве тесно связана с двумя другими  NР-полными зада­
чами :  

+ с задачей о клике. Дополнив независимое множество, м ы  получим кли ку. Дополне­
нием графа G = ( V, Е) является такой граф G' = ( V, Е), для которого (i,j) Е Е' тогда 
и только, когда (i,j) (2: Е'. Иными словами, мы убираем имеющиеся ребра и ставим 
ребра туда, где их не было. Максимальное независимое множество графа G пред­
ставляет собой максимальную клику графа G', следовательно, эти две задачи алго­
ритмически идентичны.  Таким образом, алгоритмы и реализации из раздела 16. 1  
можно использовать и для решения задачи о независимом множестве; 

+ с задачей вершинной раскраски. Задача вершинной раскраски графа G = ( V, Е) за­
ключается в разбиении множества вершин V на подмножества таким образом, что­
бы смежные вершины были разных цветов. Каждый цвет определяет независимое 
множество. Многие применения задачи о независимом множестве в задачах кален­
дарного планирования в действительности являются зада•�ами раскраски, поскольку 
все работы, в конце концов, должны быть завершены. 

Самый простой эвристический алгоритм поиска независимого множества можно опи­
сать так. Находим вершину с самой низкой степенью, добавляем ее в независимое 
множество, а потом удаляем эту и все смежные с ней вершины.  Повторяя этот процесс, 
пока граф не окажется пустым, мы получ им максимальное независимое множ:ество, 
т. е. множество, которое нельзя увеличить простым добавлением вершин .  Применение 
рандомизации или исчерпывающего перебора может дать независим ые множества чуть 
большего размера. 

Задача о независимом множестве в определенной степени является двойственной зада­
че паросочетания в графах. В первой задаче требуется найти большой набор вершин,  
не имеющих общих ребер, а во второй - большой набор ребер без общих вершин .  Это 
наводит на мыс.Ль попробовать переформулировать NР-полную задачу о независимом 
множестве как задачу паросочетания, которая поддается эффективному решению. 

Реализации. Любую программу для вычисления максимальной клики в графе можно 
применить для поиска максимальных независимых множеств, просто дополнив  граф. 
Поэтому все реализации, упомянутые в разделе 16. 1 , подходят и для решения задачи 
о независимом множестве. 
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шумовых помехах. Максимальное независимое множество этого графа определит код
самой большой емкости для данного канала связи .

Один из эвристических подходов к поиску большого независимого множества со­
стоит в применен11и любого алгоритма вершинной раскраски и использовании са­
мого большого цветового класса. Отсюда следует, что все графы с небольшим ко­
личеством цветов (например, планарные или двудольные графы) имеют большие
независимые множества.

Максимальное независимое множество для дерева можно найти за линейное время
следующим способом :  удаляются листья, удаленные листья добавляются к независи­
мому множеству, удаляются все смежные узлы, а затем процедура повторяется для по­
лученных деревьев до тех пор, пока дерево не станет пустым .



Библиотека GOBLIN (http://www.math.un i-augsburg.de/-fremuth/goЫin.html) содер­
жит реализацию ал горитма метода ветвей и границ  для поиска независимых множеств, 
которые в инструкции к программе называются устойчивыми множествами .  

Алгоритм 787 на языке FORTRAN из коллекции алгоритмов АСМ, реализованный 
Ресенде (Reseпde), представляет собой эвристическую процедуру GRASP для поиска 
независимого множества (см .  [RFS98]). Эту реализацию можно загрузить с веб-сайта 
http://www.research.att.com/-mgcr/src. 

ПРИМЕЧАНИЯ 

Родственные задачи. Задача о клике (см .  раздел 16. 1 ), вершинная раскраска (см . раз­
дел 16. 7), вершинное покрытие (см .  раздел 16. 3). 

1 6.З .  Вершинное покрытие 
Вход. Граф G = ( V, Е). 

Задача. Найти наименьшее подмножество 8 с V, для которого каждое ребро (х, у) Е Е 
содержит, по крайней мере, одну вершину из этого множества (рис. 1 6.3) .  

Рис. 16.3. Вершинное покрытие 

544 Часть II. Каталог алгоритмических задач

Доказательство NР-полноты задачи о независимом множестве было предоставлено Кар­
пом ( Karp); см. [Kar72] . Эта задача остается NР-полной для планарных кубических графов
(см. [GJ79]) .  Для задачи о независимом множестве на двудольных графах существует эф­
фективное решение (см. [Law76] ). Сама задача не является тривиальной, поскольку б6ль­
шая "часть" двудольного графа не обязательно представляет собой максимальное незави­
симое множество.

ВЫХОДВХОД

Обсуждение. Задача о вершинном покрытии является частным случаем более общей
задачи о покрытии множества, которая имеет на входе произвольную коллекцию под­
множеств 8 =  (81 , • • • , 811) универсального множества И = { ! , . . . ,  т }  и заключается в по­
иске наименьшего набора подмножеств из 8, объединение которых будет равно И. За­
дача о вершинном покрытии возникает во многих приложениях, связанных с покупкой
товаров, которые продаются в комплектах. Задача о покрытии множества обсуждается
в разделе 18. 1 .



Преобразуем задачу о вершинном покрытии в задачу о покрытии м ножества. Пусть 
универсальное множество И представляет множество Е ребер графа G, а множество 
S; - набор ребер, инцидентных вершине i. Набор верши н  определяет вершинное по­
крытие графа G тогда и только тоrда, когда соответствующие подмножества опреде­
ляют покрытие множества в данном экземпляре; Но так как каждое ребро может нахо­
диться только в двух разных подмножествах, то экземпляры задачи о вершинном по­
крытии проще, чем общая задача покрытия множества. Задача о вершинном покрытии 
является сравнительно простой среди NР-полных задач и поддается решению более 
эффективно, чем общая задача о покрытии м ножества. 

максимального паросочетания и, следовательно, кошичество пар вершин в вершинном
покрытии.  Кроме того, некоторые из вершин из паросочетания М в действительности
могут оказаться ненужными, поскольку все инцидентные им ребра будут "охвачены"
другими выбранными вершинами .  Такие вершины можно идентифицировать и уда­
лить, выполнив  второй проход по полученному покрытию.
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Задачи о вершинном покрытии и независимом множестве тесно связаны друг с другом .
Так как каждое ребро в множестве Е по определению является инцидентным какой­
либо вершине в любом покрытии S, то невозможно существование ребра, обе вершины
которого находились бы в множестве ( V-S). Таким образом, множество ( V-S) должно
быть независимым.  Так как минимизация множества S равносильна максимизации
множества (V-S), то эти две задачи эквивалентны.  Это означает, что любая программа
для решения задачи о независимом множестве может быть использована и для реше­
ния задачи о вершинном покрытии.  Наличие двух способов подхода к решению задачи
очень удобно, т. к. в некоторых контекстах один из них может оказаться проще.

удаляет все смежные ребра, а потом повторяет процесс до тех пор, пока граф не станет
пустым. На правильно построенных структурах данных этот алгоритм может быть вы­
полнен за линейное время, и в большинстве случаев он выдает "довольно хорошее"
покрытие. Но для некоторых входных экземпляров это покрытие может быть в lgn раз
хуже, чем оптимальное.

Самый простой эвристический алгоритм для решения задачи о верши нном покрытии
начинает работу с выбора вершины наивысшей степени, добавляет ее к покрытию,

К счастью, всегда можно найти вершинное покрытие, размер которого, самое большее,
в два раза больше оптимального. Для этого находим максимальное паросочетание гра­
фа М, т. е. множество ребер, в котором ни одна пара ребер не имеет общей вершины и
которое нельзя расширить, добавив к нему дополнительные ребра. Такое максимальное
паросочетание можно создать инкрементальным образом :  выбираем в графе произ­
вольное ребро, удаляем все ребра, имеющие общую вершину с этим ребром, и повто­
ряем процесс до тех пор, пока в графе не останется больше ребер. Взяв обе вершины
каждого ребра в максимальном паросочетан ии,  мы получим вершинное покрытие. По­
чему? Поскольку любое вершинное покрытие должно содержать хотя бы одну из двух
вершин каждого ребра паросочетания только для того, чтобы покрыть ребра макси­
мального паросочетания М, зто покрытие больше минимального максимум в два раза.

Этот эвристический алгоритм можно настроить так, что он будет работать быстрее,
если не в теории, то на практике. Мы можем выбирать ребра паросочетания, чтобы в
конечном счете удалить как можно больше других ребер, тем самым уменьшив размер



В задаче о вершинном покрытии требуется охватить все ребра, используя как можно 
меньшее количество вершин .  Есть две другие задачи, в которых ставятся аналогичные 
цели :  

+ задача о доминирующем множестве. В этой задаче требуется найти такое наи­
мен ьшее множество вершин D, для которого каждая вершина в подмножестве 
(V-D) соединена ребром, по крайней мере, с одной вершиной в доминирующем 
м ножестве D. Каждое вершинное покрытие нетривиального связного графа также 
является и доминирующим множеством ,  но доминирующие множества могут быть 
намного меньшими,  чем верши нные покрытия.  Любая отдельная вершина пред­
ставляет минимальное доминирующее множество полного графа К," в то время как 
для вершинного покрытия требуется п - 1 вершина. Задача о доминирующем мно­
жестве обычно возникает в коммуникационных сетях, т. к. оно соответствует мно­
жеству узлов, которых достаточно для связи со всеми другими узлами. 

Задачи о доминирующем множестве можно с легкостью представить в виде экземп­
ляров задачи о покрытии множества (см . раздел 18. 1) .  Каждая вершина v; определя­
ет подмножество вершин,  в которое входит она сама и все смежные с нею вершины. 
"Жадный"  эвристический алгоритм находит аппроксимацию оптимального домини­
рующего м ножества для этого экземпляра за время O( lgn); 

+ задача о реберном покрытии. В этой задаче требуется найти наименьшее множест­
во ребер такое, что каждая вершина графа инцидентна одному из ребер этого мно­
жества. Задачу эту можно эффективно решить, найдя паросочетание максимальной 
мощности (см . раздел 15. 6), а потом выбрав произвольные ребра, чтобы учесть и 
вершины,  не вошедшие в паросочетание. 

Реализации. Любую программу поиска максимальной клики графа можно использо­
вать для решения задачи о вершинном покрытии .  Для этого нужно дополнить входной 
граф и выбрать верши ны, которые не принадлежат клике. Поэтому мы отсылаем чита­
теля к программам поиска кли ки, упомянутым в разделе 16. 1 .  

Очень эффективным инструментом поиска вершинного покрытия является программа 
COVER (см . [RHG07]) на основе стохастического алгоритма локального поиска. Про­
грамму COVER можно загрузить с веб-сайта http://www.nicta.eom.au/people/richters/. 

Библиотека графов JGraphT на языке Java (http://jgrapht.sourceforge.net) содержит 
реализации "жадного" и 2-аппроксимирующего эвристических ал горитмов для поиска 
вершинного покрытия.  

ПРИМЕЧАНИЯ 

Впервые NР-полнота задачи о вершинном покрытии была доказана Карпом (Karp); 
см. [Kar72] . Несколько эвристических методов, включая рандомизированное округление, 
составляют основу для 2-аппроксимирующих алгоритмов поиска вершинного покрытия. 
Хорошие описания этих 2-аппроксимирующих алгоритмов содержатся в работах 

. [CLRS0 1 ] , [Нос96] , [Pas97] и [Vaz04] . Пример "жадного" алгоритма, который может ра­
ботать хуже оптимального в lgn раз, был впервые приведен в [Joh74] и изложен в книге 
[PS98]. Экспериментальные исследования эвристических методов для поиска вершинного 
покрытия описаны в [GMPV06] , [GW97] и [RHG07]. 
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Одна из важных нерешенных задач аnnроксимирующих алгоритмов касается существова­
ния апnроксимирующего решения для задачи о вершинном покрытии, имеющего коэф­
фициент лучший, чем 2. Хастад (Hastad) в своей работе [Has97] доказал, что для этой за­
дачи не существует аnnроксимирующего алгоритма, выдающего решение, имеющее ко­
эффициент лучший, чем 1 ,  1 666. 
Основным справочником по доминирующим множествам является монография [HH S98) . 
Эвристические методы решения задачи о связном доминирующем множестве рассматри­
ваются в работе [GK98). Невозможно nолучить аппроксимирующее решение задачи о до­
минирующем множестве, имеющее коэффициент лучший, чем ll( lgn) (см. [АСG+ОЗ]) .  

Родственные задачи. Независимое множество (см .  раздел 16.2), вершинное покрытие 
(см. раздел 16. 3). 

1 6.4. Задача коммивояжера 
Вход. Взвешенный  граф G. 

Задача. Найти цикл минимальной стоимости, проходящий через каждую вершину 
графа G ровно один раз (рис. 1 6.4) . 

Рис. 16.4. Маршрут коммивояжера 

Обсуждение. Задача коммивояжера - наиболее известная изо всех NР-полных задач . 
В качестве причин такой известности можно назвать прикладную ценность задачи и 
легкость ее популярного изложения. Представьте себе коммивояжера, планирующего 
поездку на автомобиле в несколько населенных пунктов. Он стремится разработать 
наиболее короткий маршрут, позволяющий 'посетить эти населенные пункты и возвра­
титься в исходную точку, т. е. минимизировать общую протяженность поездки? 

Задача коммивояжера возникает во многих транспортных приложениях. Другим важ­
ным применением этой задачи является оптимизация перемещения инструментов на 
производстве. Рассмотрим, например, робот-манипулятор для пайки соединений  на 
печатных платах. Наиболее эффекти вным маршрутом для такого манипулятора буДет 
самый короткий маршрут, посещающий каждую точку пайки .  

При решении задачи коммивояжера возникает несколько вопросов. 

+ Является ли граф взвешенным? Если граф маршрута является неnзвешенным,  или 
вес каждого ребра имеет одно из двух возможных значений, то задача сводится 

ВЫХОДВХОД
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к поиску гамильтонова цикла. Задача поиска гамильтонова цикла обсуждается 
в разделе 16. 5. 

+ Удовлетворяет ли вход аксиоме треугольника? Наше интуитивное понятие о рас­
стоянии основано на аксиоме треугольника. Эта аксиома утверждает, что 
d(i,j) ::; d(i, k) + d(k,j) для всех вершин i,j, k � V. Геометрические расстояния удов­
летворяют аксиоме треугольника, т. к. кратчайший путь между двумя точками про­
ходит по прямой линии между ними .  Однако цены на коммерческие авиарейсы не 
удовлетворяют этой

' 
аксиоме, что и является причиной трудностей с выбором само­

го дешевого авиарейса между двумя точками .  Эвристические методы решения зада­
чи коммивояжера работают намного луч ше с графами разумной степени сложности, 
удовлетворяющими аксиоме треугольника. 

+ Входные данные представляют собой набор из п точек Wlи взвешенный граф? 
С геометрическими экземплярами часто легче работать, чем с графами .  Так как па­
ра точек определяет полный граф, то поиск подходящего маршрута не вызывает 
проблем .  Вычисляя расстояния между точ ками лишь по мере надобности, можно 
сэкономить память, избавив себя от необходимости хранить матрицу расстояний 
размером п х п. Геометрические экземпляры по своей сути удовлетворяют аксиоме 
треугольника, поэтому на них можно достичь производительности , гарантирован­
ной некоторыми эвристическими методами .  Кроме прочего, можно воспользоваться 
такими геометрическими структурами данных, как kd-деревья, чтобы быстро найти 
непосещенные точки, расположен н ые близко друг к другу. 

+ Разрешено ли многократное посещение одной и той же вершины? Для многих при­
ложений запрет на повторное посещение одной и той же вершины не имеет значе­
ния . Например, при авиаперелетах самы й  дешевый маршрут облета всех пунктов 
может проходить через один  центральный аэропорт несколько раз. Обратите вни­
мание, что этот вопрос не возникает, когда входной экземпляр удовлетворяет ак­
сиоме треугольника. 

Задача коммивояжера, в которой допускается многократное посещение вершин, 
легко решается с помощью любой программ ы, предназначенной для решения об­
щей версии этой задачи, на вход которой подается обновленная матрица стоимостей 
D, у которой ячейка D(i,j) �одержит кратчайшее расстояние от точки i к точке j. Эту 
матрицу можно создать, решив  задачу поиска кратчайшего пути между всеми пара­
ми  точек (см .  раздел 15. 4), и она удовлетворяет аксиоме треугольника. 

+ Метрика расстояний симметрична? Метрика расстояний асимметрична, когда су­
ществуют такие точки (х, у), для которых d(x, у) # d(y, х). На практике асимметрич­
ную задачу коммивояжера решить намного труднее, чем симметричную. Старайтесь 
избегать таких необыч н ых метрик расстояний .  И мейте i:i виду, что существует спо­
соб преобразования асимметричных экземпляров задачи коммивояжера в симмет­
ричные, содержащие вдвое больше вершин (см . [GP07]). Вы можете воспользовать­
ся им  при решении вашей задачи, т. к. программы решения симметричных экземп­
ляров работают намного лучше. 

+ Насколько важно найти оптимальный маршрут? В большинстве. случаев доста­
точно решения, полученного эвристическим методом .  Когда на первый план выхо­
дит оптимальность, можно применить любой из двух подходов. Методы секущих 
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плоскостей моделируют задачу в виде задачи целочисленного программирования, а 
потом решают ее соответствующими методами с ослабленными ограничивающими 
условиями .  Если .полученное оптимальное решение не является целочисленн ым, то 
добавляются допоЛнительные ограничивающие условия, чтобы обеспечить цело­
численность решения.  Алгоритмы метода ветвей и границ выполняют комбина­
торный поиск, тщательно соблюдая при этом верхнюю и нижнюю грани цы стоимо­
сти маршрута. При умелом обращении такие алгоритмы могут решать задачи с ты­
сячами вершин .  Непрофессионалу для этого придется использовать самую лучшую 
существующую программу. 

Почти любая версия задачи коммивояжера является NР-полной, поэтому правильным 
подходом к ее решению будет использование эвристического метода. Эти методы 
обычно выдают решение, отличающее от оптимального на несколько процентов, и это­
го обычно достаточно для практических целей.  К сожалению, для задачи комми вояже­
ра было предложено несколько десятков решений,  и выбрать наиболее подходящее не 
так-то просто. Результаты экспериментов, излагаемые в литературе, несколько проти­
воречивы .  Но я рекомендую вам выбрать один из следующих эвристических подходов :  

+ использование минимальных остовных деревьев. Этот эвристический метод начина-
ет с построения минимального остовного дерева, а потом выполняет обход в глуби­
ну полученного дерева. При этом каждое из п - 1 ребер проходится ровно два раза: 
один раз при открытии вершин во время движения вниз и второй раз на обратном 
пути вверх. После этого определяется маршрут за счет упорядочивания вершин по 
времени их открытия .  Если граф удовлетворяет аксиоме треугольника, то получи в­
шийся маршрут будет, самое большее, вдвое длиннее оптимального. Но на практике 
результат обычно еще лучше и превышает оптимальный на 1 5-20%. Кроме этого, 
время исполнения этого алгоритма ограничено временем исполнения для построе­
ния минимального остовного дерева, что в случае точек на плоскости равно О(пlgп) 
(см .  раздел 15. 3); 

+ методы инкремеюпальной вставки. Эвристические алгоритмы этого класса начи­
нают работу с одной вершины,  а потом вставляют новые точки в этот частичный  
маршрут по одной, пока маршрут не  будет завершен . Из  ·алгоритмов этого класса 
лучше всего, по-видимому, работает версия, основанная на вставке са.мо.й дальней 
точкц: изо всех оставшихся точек в частичный маршрут Т добавляется такая точ­
ка v, для которой :  

Условие "min" гарантирует, что мы вставляем вершину в позицию, которая добав­
ляет к маршруту наименьшее расстояние, а "max" - что самая "худшая" из таких 
вершин выбирается первой .  Этот подход работает потому, что сначала создается 
черновой маршрут и лишь потом уточняются его детали .  Полученные таким обра­
зом маршруты обычно лишь на 5-, 1 0% длиннее оптимальных; 

+ использование k-оптимальных маршрутов. Значительно более мощными являются 
эвристические методы Кернигана-Лина (Kernighan-Lin heuristics). В этих методах 
сначала выбирается произвольный маршрут, в который потом вносятся локальные 
изменения с целью его улучшения .  В частности, из маршрута удаляются подмноже-
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ства, состоящие из k ребер, а оставшиеся после этого k цепочек снова соединяются, 
в расчете на получение более короткого маршрута. Маршрут называется k-опти­
мальным,  когда из него больше нельзя удалить подмножество из k ребер и по­
другому соедин ить оставшиеся цепочки .  Один из эффективных способов улучше­
ния результатов любого другого эвристического алгоритма задачи коммивояжера ­
выполнить над ним  2-оптимальное улучшение маршрута. В результате многочис­
ленных экспериментов было установлено, что 3-оптимальные маршруты обычно 
отличаются от оптимальных лишь на несколько процентов. А для k > 3 время вы­
ч исления возрастает значительно быстрее, чем качество решения. Метод имитации 
отжига предоставляет альтернативный механизм обращения ребер для оптимизации 
решений ,  получен ных эвристическими методами .  

Реализации. Разработанная Эпплгейтом (Applegate), Биксби (Bixby), Чваталом 
(Chvatal) и Куком (Cook) (см . [АВССО7]) программа Concorde на языке ANSI  С предна­
значена для решения симметричных задач коммивояжера и подобных задач оптимиза­
ции сетей.  Эта программа установила несколько мировых рекордов и получила опти­
мальные решения для 1 06 из 1 1  О экземпляров из библиотеки экземпляров задачи ком­
м ивояжера (TSPLIВ, http://comopt.ifi.uni-heidelberg.de/software!ГSPLIВ95/), самый 
большой из которых содержит 1 5  1 1 2  узлов. Программу Concorde можно загрузить для 
академических исследований  с веб-сайта http://www.tsp.gatech.edu/concorde. Это, 
бесспорно, самая лучшая реализация решения задачи коммивояжера. На веб-сайте раз­
работчи ков (http ://www.tsp.gatech.edu) можно найти очень интересный материал по 
истории и практическим приложениям задачи коммивояжера. 

Работа [LP07) Лоди (Lodi) и Пуннена (Punnen) является отличным обзором сущест­
вующего программного обеспечения для решения задачи коммивояжера. Текущие 
ссылки на все упоминаемые в этом обзоре программы поддерживаются на веб-сайте 
http://www.or.deis.unibo.it/research_pages/tspsoft.html. 

Библиотека TSPLIВ содержит коллекцию стандартных сложных экземпляров задачи 
коммивояжера, которые возникают на практике. Лучшую версию библиотеки TSPLIВ 
можно загрузить с веб-сайта http://comopt.ifi.uni-heidelberg.de/software!ГSPLIВ95/, 
хотя библиотека NetLib также содержит эти экземпляры. 

Алгоритм 608 на языке FORTRAN (см .  [Wes83]) из коллекции алгоритмов АСМ реали­
зует эвристический метод для решения квадратичной задачи о назначениях, которая 
является более общей задачей, включающей в себя задачу коммивояжера, как частный 
случай . Алгоритм 750 на языке FORTRAN (см. [CDT95]) из этой же коллекции выдает 
точное решение для асимметричных экземпляров задачи коммивояжера. Подробности 
см.  в разделе 19. 1 .5. 
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Программа tsp_solve на языке С++, разработанная Чадом Гурвицем (Chad Hurwitz) и 
Робертом Крейгом (Robert Craig), предоставляет как эвристические, так и оптимальные 
решения. Программа может обрабатывать экземпляры, содержащие до 1 00 узлов. За­
грузить ее можно по адресу http://www.cs.sunysb.edu/-algorith или запросить у Чада 
Гурвица по адресу churritz@cts.com. Библиотека GOBLIN (http ://www.math.uni­
augsburg.de/-fremuth/goЫin.html) содержит реализации алгоритмов метода ветвей и 
границ для решения как симметричных, так и асимметричных версий задачи комми­
вояжера, а также реализации различных эвристических алгоритмов. 

грузить ее можно по адресу http://www.cs.sunysb.edu/-algorith или запросить у Чада 
Гурвица по адресу churritz@cts.com. Библиотека GOBLIN (http ://www.math.uni­
augsburg.de/-fremuth/goЫin.html) содержит реализации алгоритмов метода ветвей и 
границ для решения как симметричных, так и асимметричных версий задачи комми­
вояжера, а также реализации различных эвристических алгоритмов. 



ПРИМЕЧАНИЯ 

В книге [АВССО7] Эпплгейта (Applegate), Биксби (Bixby), Чватала (Chvatal) и Кука (Cook) 
задокументированы методы, использованные авторами в их программах, решающих зада­
чи коммивояжера за рекордное время, а также изложены теоретичес.кие основы задачи и 
ее история. Самым лучшим справочником по многочисленным версиям задачи комми­
вояжера является книга Гутина (Gutin) и Пуннена (Punnen) [GP07] , заменившая старый и 
всеми любимый справочник [LLKS85] .  

Экспериментальные результаты применения эвристических методов для решения боль­
ших экземпляров задачи коммивояжера можно . найти в [Ben92a] , [GBDS80] и [Rei94] . Эти 
методы обычно позволяют получить решение, отличающееся от оптимального лишь на 
несколько процентов. 

Эвристический алгоритм Кристофидеса (Christofides) (см. [Chr76]) представляет собой 
усовершенствованный вариант эвристического метода для построения минимального ос­
товного дерева. На евклидовых графах он гарантирует маршрут, превышающий опти­
мальный не более чем в полтора раза. Время исполнения этого алгоритма равно О(п\ а 
узким местом является поиск совершенного паросочетания с . минимальным весом (см. 
раздел 15. 6). Эвристический алгоритм построения минимального остов но го дерева быЛ 
впервые изложен в работе [RSL77] . 

Аппроксимирующие методы для евклидовой задачи коммивояжера были разработаны 
Аророй (Arora) и Митчеллом (Mitchell) (см. [Aro98] и [Mit99] ) .  Они выдают приблизи­
тельный результат . за полиномиальное время с точностью до 1 + е от оптимального для 
любого е > О. Эти методы представляют большой теоретический интерес, хотя их практи­
ческая ценность пока неизвестна. 

История поиска оптимальных решений задачи коммивояжера свидетельствует о постоян­
ном прогрессе в этой области. В 1 954 г. Данциг (Dantzig}, Фалкерсон (Fulkerson) и Джон­
сон (Johnson) решили экземпляр задачи коммивояжера для 42 городов Соединенных Шта­
тов (см . [DFJ54]) .  В 1 980 г. Падберг (Padberg) и Хонг (Hong) нашли решение экземпляра, 
состоящего из 3 1 8  вершин (см. [РН80]) .  А недавно Эпплгейт и др. (см. [АВСС07]) решили 
экземпляр задачи, размер которого в двадцать раз больше. Конечно, нельзя сбрасывать со 
счетов развитие аппаратного обеспечения, но значительная часть успехов объясняется по­
явлением более удачных алгоритмов. Такой темп роста производительности свидетельст­
вует о том, что при острой необходимости получение точных решений для NР-полных за­
дач вполне возможно. К счастью или к сожалению, необходимость в них редко бывает 
острой. 

Для больших экземпляров размер - не единственный критерий успешности решения. 
Можно с легкостью создать громадный граф, состоящий из одного дешевого цикла, для 
которого получить оптимальное решение не составит труда. Для множества точек, обра­
зующих выпуклый многоугольник на плоскости, минимальный маршрут коммивояжера 
определяется их выпуклой оболочкой (см. раздел 1 7. 2), которую можно вычислить за 
время O(nlgn). Известны также другие простые частные случаи этой задачи. 

Родственные задачи. Гамильтонов цикл (см . раздел 1 6.5), минимальное остовное де­
рево (см.  раздел 15.3), выпуклая оболочка (см. раздел 1 7.2). 

1 6.5. Гамильтонов цикл 
Вход. Граф G = ( V, Е). 

Задача. Най1ти маршрут, состоящий из ребер графа, такой что каждая вершина посеща­
ется ровно один раз (рис. 1 6 .5) .  
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Рис. 1 6.5. Гамильтонов цикл 

Обсуждение. Задача поиска гамильтонова цикла или пути в графе G является частным 
случаем задачи коммивояжера для графа G' с тем условием, что длина каждого ребра 
графа G равна 1 в графе G '. Расстоянию между вершинами, не соединенными ребрами, 
присваивается большее значение, например, 2 .  Такой взвешенный  граф содержит мар­
шрут коммивояжера стоимостью п в графе G' тогда и только тогда, когда граф 'G явля­
ется гамильтоновым. 

С задачей поиска гамильтонова пути тесно связана задача поиска самого длинного пу­
ти или цикла в графах, необходимость в котором часто возникает в задачах распозна­
вания образов. В таких приложениях вершины графа соответствуют допустимым сим­
водам, а ребра соединяют пары символов, которые могут быть соседними.  Самый 
длинный  путь в этом графе будет наилучшим кандидатом для правильной интерпре­
тации.  

Обе задачи (поиска самого длинного пути и цикла) являются NР-полными, даже на не­
взвешенных графах. Тем не менее, существует несколько подходов к их решению, и 
для выбора наилучшего вы должны найти ответы на следующие вопросы. 

+ Назначаются ли крупные штрафы за посещение вершин более одного раза? Если 
мы переформулируем задачу поиска гамильтонова цикла вместо того, чтобы пы­
таться минимизировать общее количество вершин, посещенных при полном мар­
шруте, то получим задачу оптимизации, что позволит использовать для ее решения 
эвристические и аппроксимирующие алгоритмы .  Построив остовное дерево графа и 
выполнив  по нему обход в глубину, как показано в разделе 16. 4, мы получим мар­
шрут, содержащий,  самое большее, 2п вершин .  Использование рандомизации или 
метода имитации  отжига может зна� ительно уменьшить этот число. 

+ Является ли бесконтурным орграфом граф, в котором осуществляется поиск са­
мого длинного пути? Задачу поиска самого длинного пути в бесконтурном орграфе 
можно решить за линейное время с помощью методов динамического программи-
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рования. К счастью, для этого можно использовать алгоритм поиска •кратчайшего 
пути в бесконтурном орграфе (представленный  в разделе 15. 4), просто заменив тiп 
на тах. Бесконтурн ые орграфы являются наиболее интересными экземплярами за­
дачи поиска самого длинного пути, для которых существуют эффективные ал го­
ритмы.  

+ Является ли <>раф плотным? Достаточно плотные графы всегда содержат гамильто­
новы циклы.  Более того, циклы на таких графах можно строить достаточно 
эффективно. В частности, любой граф, все вершины которого имеют степень, 
большую или равную п/2, должен быть гамильтоновым .  Существуют и другие усло­
вия достаточности для наличия гамильтоновых циклов; подробности см. в подраз­
деле "Примечания ". 

+ Нужно ли посетить все вершины ШIИ требуется пройти по всем ребрам? Убеди­
тесь в том,  что перед вами действительно стоит задача посещения вершин,  а не ре­
бер. При должной изобретательности и ногда удается переформулировать задачу 
поиска гамильтонова цикла в терминах задачи поиска эйлерова цикла, в которой 
требуется пройти по каждому ребру графа. Пожалуй,  самым известным таким эк­
земпляром является задача создания последовательностей де Брейна, рассматри­
ваемая в разделе 15. 7. Польза от такой переформулировки состоит в том,  что для 
решения задач и поиска эйлерова цикла и многих родственных ей задач существуют 
быстрые алгоритмы, ' в  то время как задача поиска гамильтонова цикла является NР­
полной.  

Если вам действительно нужно знать, является ли ваш граф гамильтоновым, то единст­
венным решением этой задачи является поиск с возвратом и разрежением поискового 
пространства. Обязательно проверьте граф на двусвязность (см . раздел 15. 8). Если граф 
не двусвязный,  то это означает, что в нем есть шарнир, удаление которого разъединит 
граф, и поэтому граф не может быть гамильтоновым.  

Реализации. Описанная ранее конструкция (в которой вес ребер равен 1 ,  а расстояние 
между несмежными вершинами равно 2) сводит задачу поиска гамильтонова цикла к 
симметричной задаче коммивояжера, удовлетворяющей аксиоме треугольника. Поэто­
му для решения задачи поиска гамильтонова цикла можно использовать программы 
дла решения задачи коммивояжера, рассмотренные в разделе 16. 4. Лучшей из них яв­
ляется программа Concorde, написанная на языке ANSI  С и предназначенная для реше­
ния с�iмметрических задач коммивояжера и подобн ых задач оптимизации сетей .  Про­
грамму Concorde можно загрузить для академических исследований  с веб-сайта 
http://www.tsp.gatech.edu/concorde. Это, бесспорно, самая лучшая реализация реше­
ния задачи коммивояжера. 

Эффективная программа для решения задач поиска гамильтонова цикла была разрабо­
тана на основе диссертации Вандергринда (Vandegriend); см.  [Van98]. Код программ ы  
и текст работы можно загрузить с веб-сайта http://webdocs.cs.ualberta.ca/-joe/ 
Theses/vandegriend.html. 

Лоди (Lodi) и Пуннен (Punnen) нап исали прекрасный обзор существующего программ­
ного обеспечения для решения задачи коммивояжера, включая частн ый случай гамиль­
тонова цикла (см .  [LP07]). Действующие ссылки на все упоми наемые в этом обзоре 
программы поддерживаются на веб-сайте http://www.or.deis.unibo.it/research_ 
pages/tspsoft.h tml. 
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Программа для ранжирования футбольных команд (речь идет об американском футбо­
ле - прим. перев. ) из базы графов Standford GraphBase (см. раздел 1 9. 1 . 8) использует 
многоуровневый "жадный"  алгоритм для решения асимметричной задачи поиска само­
го длинного пути . Целью задачи является получение цепочки результатов футбольных 
матчей, чтобы установить превосходство одной футбольной команды над другой . Ведь 
если команда университета Вирджинии победила команду университета Иллинойса с 
разры вом в 30 очков, а команда университета Иллинойса победила команду универси­
тета Стоуни Брук с разрывом в 1 4  очков, тогда, по идее, можно считать, что если бы 
команда университета Вирджинии играла с командой университета Стоуни Брук, то 
она победила бы ее с разрывом в 44 очка, не так ли? Мы хотим найти самый длинный 
простой путь в графе, где вес ребра (х, у) обозначает превосходство в счете выиграв­
шей команды х над проигравшей у. 

Эффективная программа перечисления всех гамильтоновых циклов графа методом по­
иска с возвратом предсtавлена в книге [NW78] . Подробности см.  в разделе 1 9. 1 . 1  О. Ал­
горитм 595 (см. [Mar83]) на языке FORTRAN из коллекции алгоритмов АСМ пред­
ставляет собой аналогичную программу, которую можно использовать для получения 
точного или приблизительного решения, управляя количеством возвратов. Подроб­
ности см.  в разделе 19. 1 . 5. 

ПРИМЕЧАНИЯ 

Родственные задачи. Эйлеров цикл (см . раздел 15. 7), задача коммивояжера (см . раз­

дел 16. 4). 

1 6 .6 .  Разбиение графов 
Вход. Граф G = ( V, Е) (взвешенный) и целые числа k и т. 

Задача. Разбить множество вершин графа на т приблизительно равных подмножеств 
таким  образом, чтобы общая стоимость ребер во всех подм ножествах не превышала k 
(рис. 1 6 .6). 

Обсуждение. Задача разбиения графа возникает во многих алгоритмах типа "разделяй 
и властвуй", эффективность которых основана на разбиении задачи на несколько 
меньших подзадач, с последующей "сборкой " решения из решений этих подзадач. 
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По-видимому, задача поиска гамильтонова циК.ла впервые возникла в проµессе изучения 
Эйлером задачи о ходе шахматного коня, ·хотя они были популяризированы в 1 839 r. в го­
ловоломке "Вокруг света", изобретенной Гамильтоном . Обширный справочный материал 
по задаче коммивояжера, включающий в себя обсуждение задачи поиска гамильтонова 
цикла, представлен в [АВССО7], [GP07] и [LLKS85] .  

В большинстве учебников по теории графов обсуждаются условия достаточности для на­
личия гамильтоновых циклов. Моим любимым является учебник [WesOO] . 

В последнее время большое внимание привлекают к себе методы оптимизации лабора-
. торных биологических процессов.  При первом применении этих методов "биовычисле­

ний" Аделман (Adleman) (см. [Adl94]) решил задачу поиска гамильтонова пути на экземп­
ляре с семью вершинами. К сожалению, этот подход требует экспоненциального количе­
ства молекул, и, зная число Авогадро, можно утверждать, что такие эксперименты 
невозможны для графов с количеством вершин свыше п ::::: 70. 



Рис. 1 6.6. Разбиение графа 

Стремление к минимизации количества ребер, удаленных при разбиении графа, обыч­
но упрощает задачу слияния решений подзадач в одно общее решение. 

Задача разбиения графов также возникает, когда нужно собрать вершины в кластеры 
логических компонентов. Если ребра соединяют сходные объекты, то оставшиеся по­
сле разбиения кластеры должны отражать логически связанн ые группы.  Большие гра­
фы часто разбиваются на части приемлемого размера, чтобы облегчить обработку дан­
ных или чтобы получить менее загроможденный рисунок. 

Наконец, разбиение графов является важны м  шагом во м ногих параллельных алгорит­
мах. В качестве примера можно назвать метод конечн ых элементов, который  использу­
ется для расчета физических явлени\{ (таких как механическое напряжение или тепло­
передача) в геометрических моделях. Параллелизация этих вычислений требует раз­
биения моделей на равные части с небольшой общей гран ицей . Это задача разбиения 
графа, т .  к. топология геометрической модели обычно представляется с помощью 
графа. 

В зависимости от требуемой целевой функции, могут возникать разные виды задачи 
разбиения графа. А именно: 

+ минимальный разрез. Наименьшее множество ребер, удаление которых разделит 
граф на части, можно эффективно найти, используя метод потока в сети или рандо­
мизированные алгоритмы. Дополнительную информацию по алгоритмам связности 
см. в разделе 15.8. Но наименьший разрез может отделить только одну вершину, 
вследствие чего получившееся разбиение может оказаться очень несбалансирован­
ным; 

+ разбиение графа. При более практичном критерии  разбиения мы ищем разрез · не­
больш<?ГО размера, который делит граф на приблизительно равные части.  К сожале­
нию, эта задача является NР-полной.  Однако на практике она хорошо поддается 
решению эвристическими методами, рассматриваемыми далее. 

Некоторые специализированные графы обязательно имеют небольшие множества 
вершин-разделителей, которые разбивают граф на сбалансированные части. Л юбое 
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дерево всегда имеет одну вершину, удаление которой разбивает дерево на части так, 
что ни  одна из них не содержит больше, чем п/2 первоначал ьных п вершин.  Эти 
компоненты не обязательно должны быть связными;  рассмотрим, хотя бы, разде­
ляющуiо вершину звездообразного дерева. Эту разделяющую вершину можно найти 
за линейное время посредством поиска в глубину. Каждый планарный граф имеет 

множество из О(/;;) вершин, удаление которых не оставляет компонент, содержа­

щих более 2п/3 вершин .  Наличие разделителей обеспечи вает удобный способ раз­
ложения геометрических моделей, которые, как правило, часто представляются 
планарными графами;

+ 

Рис. 1 6.7. Максимальный разрез графа 

Основной подход к решению задач разбиения графа и поиска максимального разреза 
состоит в создании  первоначального разбиения множества вершин (либо произволь­
ным образом, либо в соответствии с некоторой стратегией, специфичной для приложе­
ния) с последующим перебором всех вершин  и принятием решения по поводу каждой 
из них, не увеличится ли размер разреза, если ее переместить в другую часть графа. 
Решение о перемещении вершины v можно принять за время, пропорциональное ее 
степени, выяснив, какая часть разбиения содержит больше ее соседей .  Конечно, наибо­
лее подходящая часть для расположения вершины v может измениться после переме­
щения ее соседей, поэтому, скорее всего, понадобится несколько итераций,  прежде чем 
процесс достигнет локального оптимума. Но даже в этом случае локал ьный оптимум 
может быть сколь угодно далек от глобального максимального разреза. 

Существует м ного вариантов этой базовой процедуры, отличающихся от описанного 
порядком рассмотрения вершин или тем,  что в перемещении участвуют целые класте-
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максимальный разрез. ,для графов, представляющих электронные схемы, макси­
мальный разрез графа (рис. 1 6 .7) соответствует максимальному потоку данных, ко­
торы й  может протекать в схеме. Таким образом, канал связи с самой высокой про­
пускной способностью должен покрывать разбиение множества вершин, опреде­
ляемое максимальным разрезом. Задача поиска максимального разреза графа
является NР-полной (см. [Kar72]), но на практике хорошо поддается решению эври­
стическими методами, аналогичными методам разбиения графа.



ры вершин .  Почти наверняка даст хороший результат использование какого-либо вида 
рандомизации, особенно метода имитации отжига. Если вершины нужно разбить на 
более чем две части, то процедуру разбиения следует применять рекурсивно. 

Реализации. Программа Chaco широко применяется для разбиен ия графов в приложе­
ниях параллельных вычислений .  В ней используется несколько разных алгоритмов 
разбиен ия, включая метод Кернигана-Лина и спектральный метод. Программу Chaco 
можно загрузить с веб-сайта http ://www.cs.sandia.gov/-bahendr/chaco.html. 

Хорошей репутацией пользуется пакет MEТIS, который можно загрузить с веб-сайта 
http://glaros.dtc.umn.edu/gkhome/views/metis. Эта программа успешно применялась 
для разбиения графов, и меющих более миллиона вершин .  Одна из доступных версий 
программы предназначена для выполнения на многопроцессорных комп ьютерах, а 
вторая для разбиения гиперграфов. Также заслуживают вниман ия программы Scotch 
(http://www.labri.fr/perso/pelegrin/scotch) и JOSTLE (http://staffweb.cms.gre.ac.uk/ 
-wc06/jostle/). 

ПРИМЕЧАНИЯ 

Основные эвристические методы мя локального улучшения разбиения графа были nред­
ставлены в [KL70] и [FM82] . Сnектральные методы разбиения графов рассмотрены в 
[Chu97] и [PSL90] . Эмnирические результаты no эвристическим методам мя разбИения 
графов изложены в [BG95] и [LR93] .  

Теорема о nланарном разделителе и эффективный алгоритм nоиска такого разделителя 
были nредставлены Лиnтоном и Тарьяном (см . [LT79] и [LT80]). Оnыт реализации алго­
ритмов nоиска разделителей nланарных графов изложен в работах [ADGM04] и [HPS+05] . 

Можно ожидать, что любое случайное разбиение множества вершин nриведет к удалению 
nоловины ребер графа, т. к. вероятность того, что две вершины, имеющие общее ребро, 
окажутся в разных частях разбиения, равна 1 /2 .  Гоманс (Goemans) и Вильямсон 
(Wil l iamson) в [GW95] nредставили аnnроксимирующий алгоритм, основанный на методе 
nолуоnределенного nрограммирования, выдающий решение задачи максимального разре­
за с точностью до 0,878. Более точный анализ этого алгоритма был выnолнен Карловым 
(Karloff), см. [Kar96] . 

Родственные задачи. Реберная и вершинная связности (см .  раздел 15. 8), поток в сети 
(см . раздел 15. 9). 

1 6.7.  Вершинная раскраска 
Вход. Граф G = ( V, Е). 
Задача. Раскрасить множество вершин V, используя для этого минимальное количест­
во цветов, таким образом, чтобы вершины i и j были разного цвета для всех ребер 
(i,j) Е Е (рис. 1 6 .8). 
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В спектральных методах разбиения используются сложные приемы линейной алгебры.
В частности, для разбиения матрицы на две части методом спектральной бисекции ис­
пользуется второй снизу собственный  вектор матрицы Лапласа для графа. Спектраль­
ные методы обычно позволяют эффективно находить общую область для разбиения, но
результаты можно улучшить, обработав полученный результат методом локал ьной оп­
тимизации .



Рис. 1 6.8. Вершинная раскраска 

Обсуждение. Задача вершинной раскраски возникает во многих приложениях кален­
дарного планирования и кластеризации .  Классическим приложением раскраски графа 
является распределение регистров при оптимизации программы в процессе компили­
рования.  Для каждой переменной в данном фрагменте программы существуют интер­
валы времени ,  в течение которых ее значение не должно меняться, в частности, между 
ее ИtJициализацией и следующим обращением к ней . Следовательно, нельзя помещать 
в один  и тот же регистр две переменные с пересекающимися интервалами времени.  
Для оптимального распределения регистров создаем граф, в котором вершины соот­
ветствуют переменным, и соединяем ребрами каждые две вершины, у которых пере­
менные имеют пересекающиеся интервалы времени.  Поскольку никакие две перемен­
н ые с вершинами одного цвета не конфликтуют между собой,  им можно выделить 
один и тот же регистр. 

Никаких конфликтов не будет, если каждая вершина окрашена в свой цвет. Так как 
количество регистров процессора ограничено, то мы  стремимся выполнить раскраску, 
используя как можно меньшее количество цветов. Минимальное количество цветов, 
достаточное для раскраски вершин графа, называется его хроматическим числом. 

На практике встречается несколько частных случаев задачи раскраски, представляю­
щих и нтерес. Для их распознавания постарайтесь найти ответы на следующие вопросы. 

+ Можно ли раскрасить граф, используя только два цвета? Важным частным случа-
ем является проверка графа на двудольность, означающую, что его можно раскра­
сить, используя только два разных цвета. Двудольные графы естественно возникают 
в таких приложениях, как назначение заданий  работникам. Быстрые и простые ал­
горитмы существуют для задач паросочетания (см. раздел 15. 6), если на них нало­
жено такое ограничение, как двудольность графа. 

Проверка графа на двудольность не составля
'
ет труда. Окрашиваем первую вершину 

в синий  цвет, а потом выполняем обход графа в глубину. При открытии каждой но­
вой, еще не окрашенной вершины, окрашиваем ее в цвет, противоположный цвету 
смежной с ней вершины, т. к. окраска в тот же самый цвет вызвала бы конфликт. 
Граф не может быть двудольным, если он содержит ребро (х, у), обе вершины кото­
рого окрашены в один цвет. В противном случае конечная раскраска будет двуцвет-
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+ Является ли граф wюнарным? Все ли вершины графа имеют низкую степень? Зна­
менитая теорема о четырех красках утверждает, что вершинную раскраску любого 
планарного графа можно выполнить, используя, самое большее, четыре разных цве­
та. Для четырехцветной раскраски планарных графов существуют эффективные ал­
горитмы, но выяснение, можно ли данный планарный граф раскрасить тремя цвета­
ми, является NР-полной задачей . 

+ Можно ли привести задачу к задаче реберной раскраски? Некоторые задачи вер­
шинной раскраски можно сформулировать в виде задачи реберной раскраски, в ко­
торой требуется раскрасить ребра графа таким образом, чтобы ни одна пара ребер 
с общей вершиной не была окрашена одинаковым цветом. Практическая выгода от 
такой переформулировки состоит в том,  что для решения задачи реберной раскрас­
ки существует эффективный  алгоритм, который  возвращает почти оптимальную 
раскраску. Алгоритмы реберной раскраски рассматриваются в разделе 16.8. 

Задача вычисления хроматического числа графа является N Р-полной,  поэтому, если 
требуется точное решение, нужно будет использовать метод перебора с возвратом, ко­
торый может оказаться неожиданно эффективным при раскраске некоторых графов. 
Но задача поиска приблизительного решения, достаточно близкого к оптимальному, 
остается сложной, поэтому не следует ожидать никаких гарантий .  

Для шестицветной раскраски планарного графа существует очен ь простой алго­
ритм. Любой планарный  граф содержит вершину, степень которой не больше пяти.
Удаляем эту вершину и раскрашиваем граф рекурсивно. Удаленная вершина имеет
не более пяти соседей,  следовательно, ее всегда можно раскрасить одним из шести
цветов, отличающимся от цвета соседних вершин .  Метод работает, т. к. после уда­
ления вершины из планарного графа получается планарный граф, и у него тоже
должна быть вершина низкой степени, которую можно будет удалить. Эту же идею
можно использовать для раскраски любого графа максимальной степени Л, задейст­
вовав не больше Л + 1 цветов, за время О(пЛ).

Полученные инкрементальными методами результаты можно улучшить, испол ьзуя об­
мен цветов. Для этого в раскрашенном графе меняем местами два цвета, т. е. , напри­
мер, красные вершины раскрашиваем синим цветом, а синие - красным, сохраняя при

Наилучшими эвристическими алгоритмами для вершинной раскраски являются ин­
крементальные. Так же, как и в ранее упомянутом алгоритме для планарных графов, 
раскраска вершин выполняется последовательно, при этом цвета для раскраски теку-
щей вершины выбираются в зависимости от уже использованных цветов для раскраски 
смежных вершин.  Эти алгоритмы различаются способами выбора следующей  вершины 
и выбора цвета для ее  раскраски. Практика подсказывает, что вершины следует встав­
лять в порядке невозрастания их степеней. Дело в том, что для вершин с высокой сте­
пенью существует больше ограничений по выбору цвета, и вставлять их надо как мож­
но раньше, чтобы не потребовался допол нительный цвет. Эвристический алгоритм 
Брелаза (Brelaz) (см . [Bre79]) динамически выбирает неокрашен ную вершину, у кото­
рой смежные вершиньr окрашены в наибольшее количество разных цветов, и окраши­
вает ее неиспользованным цветом с наименьшим номером.  

ной, и раскрашиван ие займет время О(п + т). Реализацию этого алгоритма см.  в
разделе 5. 7.2.



этом правильную вершинную раскраску. Теперь возьмем раскрашенный должным об­
разом граф и удалим из него все вершины,  кроме красных и синих. Мы можем пере­
красить одну или несколько из получившихся компонент связности, сохраняя при этом 
правильную раскраску. После такого перекраши вания может оказаться, что какая-либо 
вершина, ранее смежная как с красными,  так и с синими вершинами, является смежной 
только с синими вершинами, что позволит окрасить ее красным цветом. 

Обмен цветов позволяет получить более качествен ную раскраску за счет увеличения 
времени обработки и сложности реализации.  Алгоритмы, основанные на методе ими­
тации отжига и использующие обмен цветов для перехода из одного состояния в дру­
гое, будут, скорее всего, еще более эффективными.  

Реализации. Для раскраски графов есть два полезных интернет-ресурса. Страница 
раскраски графов (http ://web.cs.ualberta.ca/-joe/Coloring) предоставляет обширную 
библиографию и программное обеспечение для генерирования и решения сложных 
экземпляров задачи раскраски графов. Страница Майкла Трика (Michael Trick) 
http://mat.gsia.cmu.edu/COLOR/color.html содержит хороший  обзор приложений для 
раскраски графов, аннотированную библиографию, а также коллекцию из более чем 
70 экземпляров задачи раскраски графов, возникающих в таких приложениях, как рас­
пределение регистров и проверка печатных плат. Оба веб-сайта также содержат реали­
зацию на языке С алгоритма раскрашивания DSA TUR. 

На втором соревновании по реализации алгоритмов DIMACS в октябре 1 993 г. 
(см .  [JT96]) оценивались программы решения тесно связанных задач поиска клик и 
раскраски вершин графов. Программы и данные можно загрузить по адресу 
ftp://dimacs.rutgers.edu. Исходные коды находятся в каталоге puЬ/chal leпge/graph, а 
тестовые данные - в каталоге puЬ/djs, включая простой "полуисчерпывающий жад­
ный"  подход, используемый в алгоритме раскраски графов XRLF (см . [JAMS9 1 ]). 

В книге [SDK83] представлены реализации на языке Pascal алгоритмов раскраски гра­
фов, основан ных на методе перебора с возвратом, а также нескольких эвристических 
методов, включая метод ин крементального упорядочения по принципу "наибольшего 
в начало" и "наименьшего в конец" и метод обмена цветов. Подробности см. в раз-
деле 19. 1 . 1 0. 

В книге [NW78] приводятся эффективные реализации на языке FORTRAN алгоритмов 
вычисления хроматических многочленов и раскраски графов, основанных на методе 
перебора с возвратом .  Подробности см.  в разделе 19. 1 . 1  О. 

Библиотека Comblnatorica .содержит реализации (на языке пакета Matl1ematica) алго­
ритмов для проверки двудольности графов, раскраски с помощью эвристических мето-
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Библиотека Boost Graph L ibrary (см .  [SLL02]; http://www.boost.org/libs/graph/doc) со­
держит реализацию на языке С++ "жадного" инкрементального эвристического алго­
ритма для раскраски вершин графов. Б иблиотека GOBLIN (http ://www.math.uni­
augsburg.de/-fremuth/goЫin.html) содержит реализацию алгоритма метода ветвей и 
границ  для вершинной раскраски . 

Программа GraphCol (http://code.google.com/p/graphcol/), написан ная на языке С, реа­
лизует алгоритм раскраски графов, основанный на методах поиска с запретами и ими­
тации отжига.



дав, вычисления хроматических многочленов и вершинной раскраски методом перебо­
ра с возвратом. Подробности см.  в разделе 19. 1 . 9. 

ПРИМЕЧАНИЯ 

В своей работе [Wil84] Вильф (Wi lf)  доказал, что алгоритм для проверки произвольного 
графа на то, что его хроматическое число равно k, работающий методом перебора с воз­
вратом, выполняется за постоянное время,  зависящее от k, но не зависящее от п. Впрочем, 
это не представляет большого интереса, поскольку в действительности очень мало графов 
являются k-раскрашиваемыми. Известно несколько эффективных (но, тем не менее, 
имеющих экспоненциальное время исполнения) алгоритмов для вершинной раскраски. 
Обзор таких алгоритмов представлен в [WоеОЗ] .  

мирующего решения с полиномиальным коэффициентом была доказана в работе [BGS95] .
Но с другой стороны, существуют эвристические методы, гарантирующие нетривиальные
результаты в зависимости от значений различных параметров. Одним из таких методов
является алгоритм Вигдерсона (Wigderson )  (см. [Wig83]) ,  предоставляющий аппроксими­
рующее решение, имеющее коэффициент n1- 1 1<x iи J - l l , где x(G) является хроматическим
числом графа С.

Родственные задачи. Независимое множество (см. раздел 16. 2), реберная раскраска 
(см . раздел 16.8) . 

1 6 .8.  Реберная раскраска 
Вход. Граф G = ( V, Е). 

Задача. Найти наименьший набор цветов, требуемый для раскраски ребер графа G та­
ким образом, чтобы ни одна пара ребер, имеющих общую вершину, не была окрашена 
одним цветом (рис. 1 6.9). 

Обсуждение. Задача реберной раскраски графов возникает в приложениях календарно­
го планирования, об�1чно, когда требуется минимизировать количество взаимно не 

Теорема Брука утверждает, что для хроматического числа справедливо х( С) ::::: Л( С) + 1 ,  
где Л(G) - максимальная степень вершин графа С. Равенство имеет место только для 
циклов нечетной длины (с хроматическим числом 3) и полных графов. 

Самой знаменитой задачей в истории теории графов является задача четырехцветной рас­
краски. Она была впервые поставлена в 1 852 г. и окончательно решена в 1 976 г. А ппелем 
(Appel) и Хакеном (Haken), причем для доказательства правильности решения был ис­
пользован компьютер. Любой планарный граф можно раскрасить пятью цветами, приме­
няя один из вариантов эвристического метода обмена цветов. Несмотря на существование 
решения задачи четырехцветной раскраски, задача проверки достаточности трех цветов 
для раскраски конкретного планарного графа является NР-полной. История задачи четы­
рехцветной раскраски и доказательство изложены в книге [SK86] . Эффективный алгоритм 
для четырехцветной раскраски графа представлен в работе [RSST96] . 
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Оrличным источником информации по эвристическим методам, включающим результаты
экспериментов, является уже не новая книга [SDK83] .  Классические эвристические мето­
ды для вершинной раскраски приводятся в работах [Bre79] , [ММ172] и [Tur88] ; последние
результаты можно найти в [GH06] и [HDDOЗ] .

Работа [РаsОЗ] содержит информацию о доказуемо хороших аппроксимирующих алго­
ритмах вершинной раскраски. С одной стороны, сложность задачи получения аппрокси­



конфликтующих маршрутов, необходимых для выполнения данного набора заданий.  
Рассмотрим для примера ситуацию, когда необходимо составить расписание несколь­
ких деловых встреч продолжительностью в один час, в каждой из которых участвуют 
два сотрудника. Чтобы избежать конфликтов, все встречи можно было бы запланиро­
вать на разное время, но разумнее назначить неконфликтующие встречи на одно и то 
же время. Для решения этой задачи создадим граф, в котором вершины представляют 
людей, а ребра соединяют тех, которые должны встретиться. Реберная раскраска этого 
графа определяет искомое расписание. Разн ые цвета представляют разные временные 
периоды, при этом все встречи одного цвета происходят одновременно. 

Рис. 16.9. Реберная раскраска 

Национальная футбольная лига решает такую задачу реберной раскраски каждый 
сезон, чтобы составить расписание игр входящих в нее команд. Противники каждой 
команды определяются по результатам игр предыдущего сезона. Составление расписа­
ния игр является задачей реберной раскраски, усложненной дополнительными ограни­
чивающим и  условиями,  такими как необходимость в ответных матчах и традиционное 
требован ие встречи сильных соперников в понедельник вечером. 

Минимальное количество цветов, требуемое для реберной раскраски графа, называется 
реберно-хроматическим числом (edge-chromatic number) или хроматическим индексом 
(chromatic index). Обратите внимание, что ребра цикла четной длины можно раскрасить 
двумя цветами,  в то время как реберно-хроматическое число циклов нечетной длины 
равно трем .  

С задачей реберной раскраски связана интересная теорема. Согласно теореме Визинга, 
для любого графа с максимальной степенью вершин Л можно выполнить реберную 
раскраску, используя, самое большее, Л + 1 цвет. Чтобы понять это утверждение, обра­
тите внимание на то, что любая реберная раскраска должна содержать, как минимум, 
Л цветов, т. к. все ребра, ин цидентные одной и той же вершине, должны быть раскра­
шен ы разными цветами .  

Доказательство теоремы Визин га является конструктивным, т .  е .  его можно предста­
вить в виде алгоритма поиска реберной раскраски из Л + 1 цветов с временем исnолне-
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ния О(птЛ). Так как задача выяснения, можно ли использовать для раскраски на один 
цвет меньше, является N Р-полной, то ее рещение вряд ли стоит требуемых усилий .  

Любую задачу реберной раскраски графа G можно преобразовать в задачу вершинной 
раскраски реберного графа L(G), имеющего вершину графа L(G) для каждог9 ребра в 
графе G, и ребро графа L(G) тогда и только тогда, когда два ребра графа G инцидентн ы 
одной и той же вершине. Реберный граф можно создать за линейное время и можно 
раскрасить, используя любую программу вершинной раскраски. 

Реализации. Реализация на языке С++ теоремы Визинга была осуществлена Яном 
Донгом (Уап Doпg) в качестве курсового проекта, когда он учился у меня в универси­
тете Стоуни Брук. Загрузить эту программу можно с веб-страницы http://www. 
cs.sunysb.edu/-algorith. 

Библиотека GOBLIN (http://www.math.uni-augsburg.de/-fremuth/goЫin.html) содер­
жит алгоритм метода ветвей и границ для реберной раскраски. 

Список программ для вершинной раскраски, которые можно применить к реберному 
графу, построенному на основе вашего целевого графа, вы найдете в разделе 16. 7. Биб­
лиотека Comblnatorica (см . [РSОЗ]) содержит реализации (на языке пакета Mathematica) 
алгоритмов реберной раскраски, работающих по тому же принципу, т. е. преобразую­
щих целевой граф в реберны й  и применяющих к нему процедуры вершинной раскрас­
ки. Дополнительную информацию по ComЬiпatorica см.  в разделе 19. 1 . 9. 

ПРИМЕЧАНИЯ 

Обзоры теоретических исследований задачи реберной раскраски представлены в [FW77] и 
[GT94] . Доказательство, что реберную раскраску любого графа можно выполнить, ис­
пользуя для этого, самое большее, Л + 1 цвет, бьuю независимо представлено Визингом 
(Vizing) (см. [Viz64]) и Гуптой (Gupta) (см. [Gup66] ). Простое конструктивное доказатель­
ство этого результата приводят Мисра (Misra) и Гриз (Gries) в своей работе [MG92] . Не­
смотря на свою специфичность, задача вычисления реберно-хроматического числа явля­
ется NР-полной (см . [Но18 1 ] ) .  Реберную раскраску двудольных графов можно выполнить 
за полиномиальное время (см. [Sch98]) .  

Представляя реберные графы в своей работе [Whi32] ,  Уитни (Whitney) показал, что за ис­
ключением графов К3 и К1 • 3, любые два связных графа, реберные графы которых изо­
морфны, являются изоморфными. Интересным упражнением будет поиск доказательства 
того, что реберный граф эйлерова графа является как эйлеровым, так и гамильтоновым, 
в то время как реберный граф гамильтонова графа всегда будет только rамильтоновым. 

Родственные задачи. Вершинная раскраска (см. раздел 16. 7), календарное планирова­
ние (см .  раздел 14. 9). 

1 6.9.  Изоморфизм графов 
Вход. Графы G и Н. 

Задача. Найти отображение f (или все возможные отображения) множества вершин 
графа G в множество вершин графа Н такое, что граф G и граф Н идентичны,  т. е .  (х, у) 
является ребром графа G тогда и только тогда, когда (j(x), j(y)) является ребром гра­
фа Н (рис. 1 6. 1  О). 
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Рис. 1 6. 1 0. Изоморфизм графов 

Обсуждение. Задача выявления изоморфизма графов заключается в проверке графов 
на идентичность. Допустим, что требуется выполнить определенные операции над 
каждым графом из некоторой коллекции.  Если мы сможем выяснить, что какие-то гра­
фы идентичны друг другу, мы будем игнорировать копии,  чтобы не делать двойную ра­
боту. 

Некоторые задачи распознавания образов можно с легкостью сформулировать в виде 
задачи выявления изоморфизма графов или подграфов. Например, структура химиче­
ских соединений естественным образом описывается помеченными графами, в кото­
рых каждая вершина представляет отдельны й  атом. Поиск в базе данных всех молекул, 
содержащих определен ную фун кциональную группу, является задачей выявления изо­
морфизма подграфов. 

+ Содержится ли граф G в графе Н? Вместо проверки на идентичность мы нередко 
должны выяснить, является ли данный  граф G подграфом графа Н. Такие задачи, 
как задача о клике, независимом множестве и гамильтоновом цикле, являются важ­
ными частными  случая ми задачи выявлен ия изоморфизма подграфов. 
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Уточним,  что мы понимаем под идентичностью графов. Два помеченных графа
G = ( Vк, Ек) и Н = ( VJ" Eh) являются идентичными,  если (х, у) Е Ек тогда и только тогда,
когда (х, у) Е Eh. Выявление изоморфизма заключается в поиске отображения вершин
графа G на множество вершин графа Н, при котором графы идентичны .  Это отображе­
ние и называется изоморфизмом.

Другим важным применением изоморфизма графов является выявление симметрии.
Отображение графа на самого себя называется автоморфизмом, а коллекция автомор­
физмов (группа автоморфизмов) содержит много информации о симметричности гра­
фа. Например, пол ный  граф К" содержит п ! автоморфизмов (годится любое отображе­
ние), в то время как произвольный граф, скорее всего, будет иметь малое количество
автоморфизмов, возможно, только один,  поскольку граф G идентичен себе самому. На
практике возникает несколько видов задачи изоморфизма графов. Чтобы их распо­
знать, постарайтесь ответить на следующие вопросы.

ВХОД



Глава 16. Сложные задачи на графах 565

Выражение " граф G содержится в графе Н' имеет два разных значения в теории 
графов. В задаче выявления изоморфизма подграфа требуется выяснить, содержит 
ли граф Н подмножество ребер и вершин,  которое является изоморфным графу G. 
А в задаче выявления изоморфизма порожден ного подграфа требуется выясн ить, 
содержит ли граф Н подмножество ребер и вершин,  после удаления которого оста­
нется подграф, изоморфный графу G. В задаче выявления изоморфизма порожден­
ного подграфа требуется, чтобы все ребра графа G присутствовали в графе Н, и что­
бы в графе Н не было никаких "не-ребер" графа G. Клика является экземпляром 
обоих вариантов задачи выявления изоморфизма подграфов, в то время как гамиль­
тонов цикл является примером лишь простого изоморфизма подграфов. 

Следует учитывать это различие при работе над вашим приложением. Задачи выяв­
ления изоморфизма подграфов обычно сложнее, чем задачи выявления изоморфиз­
ма графов, а задачи выявления изоморфизма порожден ных подграфов еще сложнее. 
Единственным разумным подходом к решению таких задач является метод перебо­
ра с возвратом. 

+ 

Эффективные алгоритмы выявления изоморфизма деревьев начинают работу с ли­
стьев обоих деревьев и продвигаются к центру. Каждой вершине дерева присваива­
ется метка, представляющая набор вершин во втором дереве, который,  возможно,
изоморфен поддереву с корнем в этой вершине, с учетом ограничений,  накладывае­
мых метками и степенями вершин.  Например, первоначально все листья дерева Т1
потенциально эквивалентны всем листьям дерева Т2• Теперь, продвигаясь внутрь,
мы можем разбить смежные с листьями вершины дерева Т1 на классы, в зависимо­
сти от количества смежных с ними листьев и других узлов. Отслеживая метки под­
деревьев, мы можем убедиться, что и меем одинаковое распределение помеченных
поддеревьев для Т1 и Т2• Любое несовпадение означает, что T1-:FT2, в то время как по
завершении процесса все вершины оказываются разбиты на классы эквивалентно-
сти, определяющие все изоморфизмы.

+ Являются ли деревьями графы, которые проверяются на изоморфизм? Для про­
верки на изоморфизм некоторых частных случаев графов, таких как деревья и пла­
нарные графы, существуют более быстрые алгоритмы.  Возможно, самым важн ым 
случаем задачи выявления изоморфизма· является выявление изоморфизма деревьев. 
Эта задача возникает при сопоставлении  языковых структур и синтаксическом ана­
лизе. Для описания структуры текста часто используется дерево синтаксического 
разбора. Два таких дерева будут изоморфными,  если представляемые ими тексты 
имеют одинаковую структуру. 

Помечены графы Wlи нет? Во многих приложен иях вершин ы  и/или ребра графов
помечаются каким-либо атрибутом, который нужно учитывать при выявлении изо­
морфизма. Например, при сравнении двудольн ых графов, содержащих вершины
двух типов, скажем, "рабочий"  и "задание", любой изоморфизм, уравн ивающий за­
дание с рабоч им, будет л ишен смысла.

Метки и связанные с ними ограничивающие условия можно включить в любой ал­
горитм метода перебора с возвратом.  Кроме этого, такие огран ичивающие условия
значительно ускоряют поиск, создавая намного больше возможностей для разреже­
ния пространства поиска при каждом случае несовпадения меток двух вершин .



+ степень вершины. Самый простой способ разбиения множества вершин на части
основан на их степени, т. е. на количестве ребер, инцидентных каждой вершине.
Две вершины с разными степенями не могут быть одинаковыми.  Такое простое раз­
биение может быть очень полезным, но не в случае с регулярными графами (т. е.
графами, у которых все вершины имеют одинаковую степень);

+ матрица кратчайших путей. Для . каждой вершины v матрица кратчайших путей
между всеми парами (см. раздел 15. 4) определяет мультимножество из п - 1 рас­
стояний,  представляющих расстояния между вершиной v и каждой из остальных
вершин.  Л юбые две одинаковые вершины должны определять одинаковые муль­
тимножества расстояний ,  поэтому м ы  можем разбить вершины на классы эквива­
лентности, определяющие одинаковые мультимножества расстояний ;

+ количество путей длиной k.  Возведение в k-ю степень матрицы смежности графа G
дает матрицу, в которой ячейка Gk[i,j] содержит количество путей от вершины i
к вершинеj. Для каждой вершины и для каждого значения k эта матрица определяет
количество путей, которое можно использовать для разбиения вершин на классы.
как и расстояния в предыдущем случае. Можно перепробовать все 1 � k � п илИ да-
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+ Сколько UJWeemcя графов? Во многих приложениях обработки данных требуется
выполнить поиск всех экземпляров графа с определенной структурой в большой ба­
зе данн ых. Уже упоминавшаяся задача отображения химических структур относит­
ся к этому типу задач. Такие базы дан ных обычно содержат большое количество
сравнительно небольших графов. В связи с этим возн икает необходимость индекси­
рован ия базы данных графов по небольшим подструктурам (от пяти до десяти вер­
шин  каждая) и выполнения дорогостоящих проверок графов на изоморфность толь­
ко с теми,  которые содержат такие же подструктуры, что и граф запроса.

Для решения задачи выявления изоморфизма графов не предложено ни одного алго­
ритма с полиномиал ьным временем исполнения и в то же время не выяснено, является
ли эта задача NР-полной.  Вместе с задачей разложения на множители целых чисел (см .
раздел 13. 8), это одна из нескольких важн ых алгоритмических задач , вычислительная
сложность которых до сих пор неизвестна, даже приблизительно. Принято считать, что
если P:;tNP, то задача выявления изоморфизма занимает промежуточное положение
между Р- и NР-полной.

Но настоящим ключом к эффективной проверке на изоморфизм будет предварительное
разбиение множества вершин на " классы эквивалентности" таким образом, чтобы было
невозможно перепутать две вершины из разных классов. Все вершины в каждом классе
эквивалентности должны иметь одинаковое значение какого-либо инварианта, не зави­
сящего от меток. Возможно испол ьзование одного из следующих инвариантов:

Но хотя не известно алгоритмов для решения наихудших случаев задачи за полиноми­
альное время, задача выявления изоморфизма на практике обычно не очень сложна.
Основной алгоритм выполняет перебор с возвратом всех п! возможных замен меток
вершин графа h на метки вершин графа g, а потом проверяет графы на идентичность.
Конеч но же, пространство поиска можно разредить, убрав все перестановки с одинако­
вым префиксом при первом же несовпадении ребер, обе вершины которых имеют этот
префикс.



Используя эти инварианты, часто удается разбить граф на много небольших классов
эквивалентности . После такого разбиения верш ин не составит труда довести работу до
конца, используя метод перебора с возвратом.  Каждой вершине в качестве метки при­
сваивается имя ее класса эквивалентности, и задача решается как задача паросочетан ия
в помеченном графе. В ыявить изоморфизм в высокосимметричных графах сложнее,
чем в случайных, по прич ине снижения эффективности таких эвристических методов
разбиения вершин на множество классов эквивалентности .

Реализации. Наиболее известной программой для проверки графов на изоморфизм
является программа nauty, представляющая собой набор очень эффективных процедур
на языке С для поиска группы автоморфизма графа с вершинной раскраской .  Про­
грамма также может выдавать канонически помеченный  граф, изоморфный данному,
чтобы содействовать проверке на изоморфизм. На основе nauty была разработана пер­
вая программа для генерирования всех ! ! -вершинных графов, не имеющих изоморф­
ных графов, которая также может тестировать большинство графов с меньше чем
1 00 вершинами быстрее, чем за одну секунду. Программа nauty перенесена на разные
операционные системы и компиляторы языка С. Загрузить ее можно с веб-сайта
http://cs.anu.edu.au/-Ьdm/nauty/. Теоретические основы программ ы  nauty изложены
в работе [МсК8 1 ] .

Библиотека средств для сравнения графов VFLib содержит реализации нескольких раз­
ных алгоритмов для проверки на изоморфизм как графов, так и подграфов. Библиотека
была очень тщательно протестирована (см. [FSVO I ]). Загрузить ее можно с веб-сайта
http://amalfi.dis.unina.it/graph.

Пакет программного обеспечения GraphGrep (см. [GS02]) предназначен для поиска за­
прашиваемого графа в большой базе данных графов. Загрузить пакет можно с веб­
сайта http ://www.cs.nyu.edu/shasha/papers/graphgrep.

В книге [KS99] , в дополнение к более общим операциям теории графов, представлены
программы для выявления изоморфизма графов. Эти программы, написанн ые на язы­
ке С, можно загрузить с веб-сайта http://www.math.mtu.edu/-kreher/cages/Src.html.

ПРИМЕЧАНИЯ

Выявление изоморфизма графов - важная задача теории сложности. Среди монографий,
посвященных выявлению изоморфизма, можно выделить работу [Hof82] и книгу [KST,93] .
Книга [Val02] посвящена, преимущественно, алгоритмам выявления изоморфизма деревь­
ев и подграфов. Подход к проверке на изоморфизм, применяемый в книге [KS99], основан
на теории групп. Обзор систем и алгоритмов анализа данных, представленных в виде гра­
фов, приводится в книге [СНО6] . Результаты сравнения производительности разных алго­
ритмов выявления изоморфизма графов и подграфов содержатся в работе [FSVO I ] .

Существуют алгоритмы с полиномиальным временем исполнения для выявления поли­
морфизма планарных графов (см. [H W74] ) и для графов, у которых максимальная степень

же лежащие за пределами этого диапазона, и использовать любое отклонение как
критерий для разбиения.

Реализации алгоритмов на языке С++ для проверки изоморфизма графов и подграфов
как для деревьев, так и для графов из книги [Val02] предоставляются для общего поль­
зования. Эти реализации основаны на кодах библиотеки LEDA (см .  раздел 19. 1 . 1 ); за­
грузить их можно с веб-сайта http://www.lsi.upc.edu/-valiente/algorithm.
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Родственные задачи. Задача кратчайшего пути (см . раздел 15. 4), поиск подстрок 
(см . раздел 18. 3). 

1 6 . 1  О. Дерево Штейнера 
Вход. Граф G = ( V, Е),  подмножество вершин Т е  V. 

Задача. Найти наименьшее дерево, соединяющее все вершины Т (рис. 1 6. 1 1 ) . 

Рис. 16. 1 1 .  Дерево Штейнера 

Задача построения дерева Штейнера отличается от задачи построения минимального 
остовного дерева (см .  раздел 15. 3) тем, что в ней разрешается создавать или выбирать 
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ВЫХОДВХОД

Задача называется изоморфно-полной, если она доказуемо такая же сложная, как и задача
изоморфизма. Задача проверки на изоморфизм двудольных графов является изоморфно­
полной, т. к. любой граф можно преобразовать в двудольный, заменив каждое из его ре­
бер двумя ребрами, соединенными с новой вершиной. Очевидно, что исходные графы яв­
ляются изоморфными тогда и только тогда, когда изоморфны графы, полученные в ре­
зультате такого преобразования .

вершин ограничена константой (см. [Luk80] ). Эвристический метод на основе кратчай­
шего пути между всеми парами был представлен в работе [SD76], хотя существуют не­
изоморфные графы, имеющие точно такое же множество расстояний (см. [ВН90]). Алго­
ритм с линейным временем исполнения для выявления изоморфизмов в помеченных и не­
помеченных деревьях представлен в книге [AH U74] :

Обсуждение. Задача построения деревьев Штейнера часто возникает при разработке
коммуникационн ых сетей, т. к. минимальное дерево Штейнера описывает, как соеди­
нить данное множество станций, испол ьзуя кабель наименьшей протяженности . Ана­
логичные задачи возникают при разработке водопроводных или вентиляционных и
отопительных сетей и при разработке сверхбольших интегральных микросхем (СБИС).
В области разработки СБИС типичной задачей построения дерева Штейнера является
соединение набора площадок, например, с проводом заземления, при соблюдении
ограничивающих условий, таких как стоимость материала, время распространения
сигнала или емкостное сопротивление.



+ Сколько точек требуется . соединить? Дерево Штейнера для двух вершин - это 
просто кратчайший путь между ними (см .  раздел 15. 4). А дерево Штейнера для всех 
вершин, когда S = V, просто определяет минимальное остовное дерево графа. Не­
смотря на наличие таких простых частных случаев, общая задача построения дерева 
Штейнера является NР-полной и в широком диапазоне ограничивающих условий .  

+ Являются ли входные данные набором точек или графом расстояний? Геометриче­
ские версии задачи построения дерева Штейнера принимают в качестве входа набор 
точек, как правило, расположенных на плоскости, и заключаются в поиске наи­
меньшего дерева, соединяющего эти точки. Однако возникает затруднение сле­
дующего вида. Набор допустимых промежуточных точек не задается как часть вхо­
да, а должен быть получен из исходного набора точек. Эти промежуточн ые точки 
должны удовлетворять определенным геометрическим условиям,  благодаря кото­
рым набор точек-кандидатов становится конечным .  Например, в минимальном де­
реве Штейнера степень каждой точки Штейнера равна 3, а угол между любыми 
двумя ребрами такой точки должен быть ровно 1 20°. 

+ 
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+ Как восстановить точки Штейнера, о которых не было известно вначале? В при­
ложениях из области классификации и эволюции возникает очень специфичный тип
дерева Штейнера. Филогенетическое дерево иллюстрирует относительную схожесть
разных объектов или биологических видов. Каждый объект обычно представляется
листом дерева, а промежуточн ые вершины соответствуют точкам разветвления ме­
жду классами объектов. Например, в эволюционном дереве видов животного мира
листья могут представлять человека, собаку, змею, а внутренние узлы соответству­
ют таксонам (животные, млекопитающие, пресмыкающиеся) . Дерево с корнем

Тем не  менее, задача построения дерева Штейнера остается сложной.  Поэтому,
прежде чем пытаться разрабатывать свою собственную реализацию, попробуйте
применить уже существующие, описанн ые далее в подразделе "Реализации".

Действительно ли нужно оптимальное дерево? В некоторых приложениях задачи
построения дерева Штейнера (например, при проектировании печатных плат или

Можно ли воспользоваться какими-нибудь ограничениями, наложенными на ребра?
Многие задачи монтажа электропроводки соответствуют геометрическим версиям
задачи, в которых все ребра должны располагаться либо горизонтально, либо вер­
тикально. Задача такого типа называется линейной задачей Штейнера. В задаче по­
строения линейного дерева Штейнера на углы между ребрами и степени вершин на­
кладываются иные ограничения, чем в задаче построения евклидова дерева. В част­
ности, все углы должны быть кратны 90°, а максимальная степень любой вершины
не должна превышать 4 .

+ 

коммуникационных сетей) большой объем вычислений  для построения оптималь­
ного дерева Штейнера вполне оправдан . В таких случаях применяются исчерпы­
вающие методы поиска, такие как перебор с возвратом или метод ветвей и границ.
Существует много возможностей для прореживания пространства поиска с исполь­
зованием различных геометрических ограничивающих условий .

промежуточные соединительные узлы, чтобы уменьшить стоимость дерева. Прежде
чем приступать к построению дерева Штейнера, ответьте на несколько вопросов.



животные, в котором человек и собака находятся в таксоне млекопитающие, озна­
чает, что человек имеет более близкое родство с собаками, чем со змеями .  

Было разработано много разных алгоритмов для создания филогенетических де­
ревьев, которые отличаются друг от друга моделируемыми данными и критериями 
оптимизации .  Разные комбинации реконструирующего алгоритма и метрики выда­
ют разные ответы, поэтому определение "правильного" метода в каждом конкрет­
ном случае весьма субъективно. Разумным решением будет применение одного из 
упомянутых далее стандартных пакетов реализаций и сравнительный анализ ре­
зультатов обработки данн ых всеми входящими в него реализациями.  

К счастью, существует эффективный эвристический алгоритм для построения деревьев 
Штейнера, хорошо работающий на всех версиях задачи.  Создаем граф, моделирующий 
вход задачи, и устанавливаем вес ребра (i,j) равным расстоянию от точки i до точки j. 
Находим минимальное остовное дерево для этого графа. Оно гарантированно является 
хорошей аппроксимацией как для евклидовых деревьев, так и для линейных деревьев 
Штейнера. 

внутрен ней, и общая длина его ребер равна .J3 .  Это соотношение .J3 / 2 � 0, 866 все­
гда достижимо, и на практике минимальное остовное дерево обычно имеет размер, на 
несколько процентов отличающийся от размера оптимального дерева Штейнера. От­
ношение размера линей ного дерева Штейнера к размеру минимального остовного де­
рева всегда равно 2/3 :::: 0,667. 

Альтернативный эвристический алгоритм для графов основан на методе кратчайших 
путей.  Начинаем с дерева, состоящего из кратчайшего пути между двумя конечными 
узлами .  Для каждого оставшегося конечного узла t выбираем кратчайший путь к вер­
шине v внутри дерева и добавляем этот путь к дереву. Качество и временная сложность 
этого эвристического алгоритма зависят от порядка вставки конечных узлов и от спо­
соба вычислен ия кратчайших путей, но вероятность получит1;> простое и эффективное 
решение достаточно высока. 
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Самым худшим случаем для получения приблизительного минимального остовного
дерева для евклидова дерева Штейнера является входной экземпляр из трех точек, об­
разующих равносторонний треугольник.  В этом случае минимальное остовное дерево
содержит две стороны треугольни ка (с общей длиной ребер равной 2), в то время как
минимальное дерево Штейнера соединяет все три точки с использованием еще одной,

Заметим, что нас интересует только поддерево, соединяющее листья. Если к входу за­
дачи добавить вершины, не являющиеся конечными,  то, возможно, потребуется откор­
ректировать минимальное остовное дерево. В таком случае нужно будет оставить
только те ребра, которые лежат на (уникальном) пути между какой-либо парой конеч­
ных узлов. Полный набор таких ребер можно найти за время О(п), выполнив обход
в ширину всего дерева, начиная с любого листа.

Такое минимальное остовное дерево всегда можно улучшить, вставив в него точку 
Штейнера в любом месте, где угол между инцидентными какой-либо вершине ребрами 
минимального остовного дерева меньше 1 20°. Вставив эту точку и откорректировав 
ребра, можно приблизить решение к оптимальному еще на несколько процентов. По­
добная оптимизация возможна и для линейн ых остовных деревьев. 



Пакет FLUTE предназначен для быстрого построения линей н ых деревьев Штейнера. 
Программа предоставляет управляемый пользователем параметр для контроля соотно­
шения между качеством решения и временем исполнения.  

Библиотека GOBLIN (http ://www.math.uni-augsburg.de/-fremuth/goЫin.html) содер­
жит реализации как эвристических, так и поисковых алгоритмов для построения де­
ревьев Штейнера в графах. 

ПРИМЕЧАНИЯ 

В числе последних монографий, посвященных деревьям Штейнера, можно назвать 
[HRW92] и [PS02] . Книга [DSROO] содержит коллекцию сравнительно свежих обзоров по 
всем аспектам построения деревьев Штейнера. Более старый обзор задачи можно найти в 
[Kuh75] .  Результаты исследований эвристических методов работы с деревьями Штейнера 
изложены в [SFG82] и [Vos92] . 

задача построения евклидовых деревьев Штейнера была впервые поставлена Ферма, ко­
торый изучал вопрос поиска на плоскости точки р такой, что сумма расстояний до трех 
данных точек минимальна. Эта задача была решена Торричелли до 1 640 г. По-видимому, 
над общей задачей для п точек работал также Штейнер, и поэтому ему по ошибке припи­
сывается авторство решения данной задачи. Подробное и интересное изложение истории 
задачи представлено в работе [HRW92] . 

Гилберт (Gi lbert) и Поллак (Pol lak) (см. [GP68] ) были первыми; кто выдвинул предполо­
жение, что отношение размера минимального дерева Штейнера к размеру минимального 

остовного дерева всегда � J3 1 2 ""  0, 866 . После двадцати лет активных исследований. от­
ношение Гильберта-Поллака было, наконец, доказано Ду (Du) и Хвангом (Hwang); см. 
[DH92] . Евклидово минимальное остовное дерево для п точек можно создать за время 
O(nlgn) (см. [PS85]) .  

Аппроксимирующая схема с полиномиальным временем исполнения для деревьев Штей­
нера в k-мерном евклидовом пространстве была представлена в работе [Aro98] . А в работе 
[RZ05] приведен метод получения аппроксимирующего решения задачи построения де­
ревьев Штейнера для графов, имеющего коэффициент 1 ,5 5 .  

Доказательство сложности задачи построения дерева Штейнера для графов (см. [Kar72] ) 
содержится в [Eve79a] . Описания точных алгоритмов построения деревьев Штейнера для 
графов можно найти в [Law76]. Сложность задачи построения дерева Штейнера для 
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Реализации. Варм (Warme), Винтер (Winter) и Закариасен (Zachariasen) разработали
пакет GeoSt�iner, содержащий программы построения как евклидова, так и линейного
дерева Штейнера на плоскости (см . [WWZOO]). Пакет можно также использовать для
решения родственной задачи построения минимального остовного дерева в гипергра­
фах. Утверждается, что с его помощью были получены оптимальные решения для эк­
земпляров, состоящих из 1 О ООО точек. Это, пожалуй, самый лучший пакет для реше­
ния геометрических экземпляров задачи построения дерева Штейнера. Загрузить пакет
можно с веб-сайта http://www.diku.dk/hjemmesider/ansatte/martinz/geosteiner/.

Пакеты PHYLIP (http://evolution.genetics.washington.edu/phylip.html) и PAUP (http://
paup.csit.fsu.edu/) широко применяются для построения филогенетических деревьев.
Оба пакета содержат реализации свыше 20 алгоритмов для создания филогенетических
деревьев. Хотя многие из них предназначены для работы с моделями молекулярных
последовательностей, некоторые методы принимают в качестве входа произвольные
матрицы расстояний .
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евклидовых и манхэттеновских метрик была доказана в работах [GGJ77] и [GJ77] . Неиз­
вестно, является ли задача построения евклидова дерева Штейнера NР-полной, в силу 
проблем с представлением расстояний. 

Можно провести аналогию между минимальными деревьями Штейнера и структурами 
с минимальной энергией в некоторых физических системах. Предположение, что такие 
системы ( например, мыльные пленки на проволочных рамках) "решают" задачу построе­
ния дерева Штейнера, обсуждается в [Mie58] . 

Родственные задачи. Минимальное остовное дерево (см .  раздел 15. 3), поиск кратчай­
шего пути (см . раздел 15. 4). 

1 6. 1 1 .  Разры вающее множество ребер 
или вершин  
Вход. Ориентированный граф G = ( V, Е). 

Задача. Найти наименьший набор ребер Е'  или вершин V', удаление которого сделает 
граф ациклическим (рис. 1 6. 1 2). 

Рис. 1 6. 1 2. Разрывающее множество ребер 

Обсуждение. Необходимость в поиске разрывающего м ножества возникает из-за того, 
что многие задачи легче поддаются решению на бесконтурных орграфах, чем на ори­
ентированн ых графах общего вида. Рассмотрим, например, задачу планирования рас­
писания работ с ограничивающими условиями очередности, т. е. задача А должна вы­
полняться перед задачей В. Когда все ограничивающие условия не противоречат друг 
другу, то получается бесконтурный орграф, и для соблюдения условий вершины можно 
упорядочить посредством топологической сортировки (см . раздел 15.2). Но как соста­
вить расписание, когда существуют циклические ограничивающие условия, например, 
задание А нужно выполнить перед заданием В, которое нужно выполнить перед зада­
нием С, которое нужно выполнить перед заданием А ?  

Найдя разрывающее м ножество, м ы  определяем наименьшее количество ограничи­
вающих условий,  которые нужно отбросить, чтобы получить допустимое расписание. 

ВЫХОДВХОД



Аналогичным образом устраняется состояние гонок в электронных схемах. Задача раз­
рывающего множества также называется задачей поиска макси.�1ш�ьного ациклического 
подграфа. 

Еще одно приложение связано с определением рейтинга спортсменов. Допустим, нам 
требуется определить рейтинг  участников шахматных или теннисных соревнований .  
Для этого мы можем создать ориентированный граф, в котором ребро идет от  вершины 
х к вершине у,  если игрок х победил игрока у.  По идее, игрок более высокого класса 
должен победить игрока низшего класса, хотя противоположны й  (неожиданный)  ре­
зультат наблюдается довольно часто. Естественным определением рейтинга будет то­
пологическое упорядочение, полученное после удаления из графа минимального раз­
рывающего множества ребер, представляющих неожиданные результаты матча. 

Решая задачу разрывающего множества, ответьте на следующие вопросы. 

+ 

+ 

+ Как найти хорошее подходящее множество вершин? Только что описанная эври­
стическая процедура возвращает упорядоченный набор вершин с некоторым коли­
чеством обратных ребер. Нам нужно найти небольшое множество вершин,  покры­
вающее эти обратные ребра. То есть мы имеем задачу о верши нном покрытии,  эв­
ристические методы решения которой рассматриваются в разделе 1 6. 3. 

+ Как поступить, когда нужно разорвать все циклы в неориентированном графе? 
Задача поиска разрывающих множеств в неориентированных графах существенно 
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Нужно ли отбросить какие-либо ограничивающие условия? Если граф уже является
бесконтурным орграфом, что можно выяснить с помощью топологической сорти­
ровки, то никакие изменения не требуются. Один из способов поиска разрывающего
множества состоит в модифицировании  алгоритма топологической сортировки та­
ким образом,  чтобы при обнаружении конфликта удалялось проблемное ребро или
вершина. Но это разрывающее множество может оказаться намного больше требуе­
мого, т. к. на ориентированных графах задачи поиска разрывающего м ножества ре­
бер и разрывающего множества вершин я вляются NР-полными .

Как найти подходящее разрывающее множество ребер? Эффективный эвристиче­
ский алгоритм с линейным временем исполнения создает вершинное упорядочение, 
а потом удаляет каждую дугу, идущую в неправильном направлении .  При любом 
упорядочении вершин направление, по крайней мере, половины дуг должно быть 
одинаковым (слева направо или справа налево), поэтому в качестве разрывающего 
множества следует взять то, которое меньше. 

Как правильно выбрать начальную вершину? Вполне естественно отсортировать
вершины по их реберной разбалансированности, т. е. по разности между степенью
захода и степенью исхода. При другом подходе в качестве начальной берется слу­
чайная вершина v. Любая вершина х, определяемая входящим ребром (х, v), будет
помещена слева от вершины v. Аналогичным образом, любая вершина х, опреде­
ляемая исходящим ребром (v, х), будет помещена справа от вершины v. Теперь
можно рекурсивно выполнить эту процедуру на левом и правом подмножествах,
чтобы завершить упорядочение вершин .

В задаче разрывающего множества ребер (или дуг) м ы  отбрасы ваем отдельные огра­
ничивающие условия очередности. А в задаче разрывающего множества вершин мы
отбрасываем целые задания вместе со  связанными с ними  ограничениями .



Библиотека GOBL\N (http ://www.math.uni-augsburg.de/-fremuth/goЫin.html) содер­
жит реализацию аппроксимирующего алгоритм поиска минимального разрывающего 
м ножества дуг. 

Программа econ_order из базы графов Standford GraphBase (см . раздел 19. 1 . 8) выполня­
ет перестановку рядов и столбцов матрицы таким образом, чтобы минимизировать 
суммы чисел под главной диагональю. Использование матрицы смежности в кач�стве 
входа и удаление всех ребер под главной диагональю позволяет получить ацикличе­
ский граф. 

ПРИМЕЧАНИЯ 

Обзор решений задачи разрывающего множества nредставлен в [FPR99] . Обсуждение до­
казательства сложности задачи nоиска минимального разрывающего множества 
(см. [Kar72])  можно найти в [AHU74] и [Eve79a] .  Как задача разрывающего множества 
вершин, так и задача разрывающего множества ребер остается сложной даже в том слу­
чае, когда стеnень захода и исхода всех вершин не больше двух (см. [GJ79] ). 

В работе [BBF99] nредставлен аnnроксимирующий алгоритм, выдающий решение для за­
дачи разрывающего множества вершин, имеющее коэффициент 2. Разрывающее множе­
ство ребер в ориентированных графах можно аnnроксимировать с коэффициентом 
O( lognloglogn) (см. [ENSS98]). В работе [CFROб] рассматривается эвристическая npo-

Задача поиска разрывающего множества вершин для неориентированных графов 
является NР-полной .  Эвристическая процедура для ее решения использует обход в 
глубину для поиска самого короткого цикла графа. Все вершины найденного цикла 
удаляются из графа, и в оставшемся графе вновь выполняется поиск цикла мини­
мальной дли н ы, который снова удаляется. Эта процедура поиска и удаления циклов 
повторяется до тех пор, пока граф не станет ациклическим.  Оптимальное разры­
вающее множество вершин  должно содержать хотя бы одну вершину, принадлежа­
щую каждому из этих циклов (у которых нет общих вершин), и поэтому качество 
полученного приблизительного решения определяется средней длиной удаленных 
циклов. 

И ногда имеет смысл улучшить эвристические решения, используя рандомизацию или 
метод имитации отжига. Для перехода из одного состояния в другое можно изменять 
порядок вершин, обменивая пары вершин местами или вставляя/удаляя вершины мно­
жества, являющегося кандидатом на роль разрывающего. 

Реализации. Алгоритм 8 1 5  из коллекции алгоритмов АСМ (см . раздел 19. 1 . 6)  пред­
ставляет собой эвристическую процедуру GRASP для поиска разрывающего множест­
ва как вершин,  так и ребер (см .  [FPRO I ]). Эти коды на языке FORTRAN можно также 
загрузить с веб-сайта http://www.research.att.com/~mgcr/src.

отличается от задачи их поиска в орграфах. Деревья являются ациклическими не­
ориентированными. графами, и каждое дерево из п вершин содержит ровно n - 1
ребро. Таким образом, мощность наименьшего разрывающего множества ребер лю­
бого неориентированного графа G будет IEI - (n - с), где с - количество компонент
связности графа G. Обратные ребра, обнаруженные при обходе в глубину графа G,
можно рассматривать как минимальное разрывающее множество ребер.
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цедура оnределения рейтинга участников соревнований. Эксnерименты с эвристическими 
методами оnисаны в журнале [Кое05] .  

Родственные задачи. Уменьшение шири н ы  ленты матрицы (см .  раздел 13. 2), тополо­
гическая сортировка (см .  раздел 15. 2), календарное планирование (см .  раздел 14. 9). 
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Интересное nрименение задачи разрывающего множества дуг в экономике nредставлено в
книге [Knu94] . Для каждой nары А, В секторов экономики дается информация об объеме
nотока финансов из сектора А в сектор В. Требуется уnорядочить секторы таким образом,
чтобы выяснить, какие из них являются nреимущественно nоставщиками для других сек­
торов, а какие nоставляют товар, в основном, nотребителям.



+ [dBvKOSOO] - самое лучшее введение в общую теорию вычислительной геометрии 
и ее основные алгоритмы;  

+ [O'RO 1 ] - прекрасное практическое введение в вычислительную геометрию. В нем 
особое внимание уделяется тщательной и правильной реализации алгоритмов. Код 
на языках С и Java можно загрузить с веб-страницы http://maven.smith.edu/ 
-orourke/books/compgeom.html; 

Симпозиум ассоциации АСМ по вычислительной геометрии (АСМ Symposium оп 
Computational Geometry) проводится ежегодно в последних числах мая или в первых 
числах июня. Хотя на нем представляются, в основном, теоретические результаты, на­
учное сообщество прилагает усилия по расширению присутствия прикладных и экспе­
риментальных работ, используя для этого видеообзоры и стендовые доклады. 

Существует постоянно расширяющаяся база реализаций алгоритмов вычислительной 
геометрии.  Как правило, в каталоге указываются конкретные реализации,  но вам сле­
дует обратить особое внимание на обширную библиотеку CGAL (Computational 
Geometry A lgor�thms Library, библиотека ал горитмов вычислительной геометрии). 
Она содержит реализации большого количества ал горитмов на языке С++, разработан­
ные как часть крупного общеевропейского проекта. Каждому, кто серьезно интере­
суется вычислительной геометрией, следует ознакомиться с этой библиотекой 
(http ://www.cga l.org). 

[G004] - недавно изданный сборник статей содержит подробный обзор положения
дел во всех областях дискретной и вычислительной геометрии.

+ 

Вычислительная геометрия
ГЛАВА 17

[PS85] - несмотря на солидный возраст, эта книга остается хорошим введением
в вычислительную геометрию. В ней подробно описаны алгоритмы построения вы­
пуклой оболочки, построения диаграмм Вороного и выявления пересечений ;

+ 

пьютеров в различных научных отраслях. Все эти факторы стимулируют развитие
вычислительной геометрии.  В течение последних двадцати лет это развитие происхо­
дило бурными темпами,  в результате чего на свет появилось множество полезных ал­
горитмов, программ, исследовательских работ и учебников. Среди книг по вычисли­
тельной геометрии можно выделить следующие:

Вычислительная геометрия - это область дискретной математики, в которой изучают­
ся алгоритмы решения геометрических задач . Ее возникновение совпало с возникнове­
нием таких прикладных областей, как компьютерная графика и системы автоматизиро­
ванного проектирования и производства, а также с более широким применением ком­
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17. 1 . Элементарные задачи
вычислительной геометрии

Рис. 1 7. 1 .  Пересечение прямых 

Обсуждение. Элементарные задачи вычислительной геометрии имеют свои "подвод­
ные камни" даже в таких простых случаях, как поиск точки пересечения двух прямых. 
Эта задача сложнее, чем кажется на первый взгляд. Например, какой результат нужно 
возвратить, если прямые параллельны? Как поступить, если прямые совпадают, и пере­
сечением является не точка, а вся прямая?  Если одна из прямых расположена горизон­
тально, в процессе решения уравнений придется выполнить деление на нуль. Если 
прямые почти параллельны, точка пересечения находится так далеко от начала коор­
динат, что при вычислении ее местоположения возникнет арифметическое переполне­
ние. Ситуация значительно усложняется при поиске пересечения двух отрезков, по­
скольку тогда возникает много частных случаев, которые нужно отслеживать. 

Если nы новичок в области реализации алгоритмов вычислительной геометрии, я ре­
комендую вам изучить книгу [O'RO l ], в которой содержатся практические советы и 
законченные реализации основных алгоритмов вычислительной геометрии и структур 
данных. 

Мы имеем дело с двумя разными понятиями:  геометрической вырожденностью и чис­
ленной устойчивостью. Под вырожденностью (degeпeracy) понимаются частные слу­
чаи, требующие специальных подходов, например, такие, в которых две прямые имеют 
несколько точек пересечения. Существует три основных подхода к решению проблемы 
вырожденности : 

ВХОД ВЫХОД

Задача. Выяснить, находится ли точка р на отрезке /, а если не находится, то по какую 
сторону от него она расположена. , Выяснить, пересекаются ли отрезки /1 и /2 (рис. 1 7 . 1  ). 

Вход. Точка р и отрезок l или два отрезка, /1 и /2 .

+ игнорировать ее. Выдвигаем рабочую гипотезу, что наша программа будет работать
правильно только в тех случаях, когда никакие три точки не коллинеарны, никакие
три прямые не пересекаются в одной точке, пересечение отрезков не происходит в
их конечных точках и т. д. Это, пожа11уй, самый распространенный подход, который
я могу рекомендовать для краткосрочных проектов, если допустим ы  частые отказы
программы.  Недостаток такого подхода обусловлен тем фактом,  что самые инте-



ресные данные снимаются с линий решетки и поэтому неизбежно являются сильно 
вырожденными;  

+ 

обрабатывать вырожденность. Программу можно сделать более устойчивой, до­
бавив в нее специальный код для обработки каждого частного случая. Такой подход 
может быть оправдан, если его осуществить в начале разработки программы, но не­
допустимо добавлять "заплатки"  при каждом сбое программы. Если вы решительно 
настроены на применение этого подхода, будьте готовы вложить в его реализацию 
значительные усилия. 

Разработка устойчивого программного обеспечения для решения задач вычислитель­
ной геометрии связана со значительными трудностями .  На практике самым лучшим
подходом будет создание приложений на основе небольшого набора алгоритмов вы-
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подделать невырожденность. Случайным образом внесите беспорядок в данныа,
чтобы сделать их невырожденными.  Перемещая каждую точку на небольшое рас­
стояние в случайном направлении, можно исключить вырожденность данных, не
создавая при этом слишком много новых проблем. Это первое, что вы должны по­
пробовать, когда решите, что частота отказов вашей программы превышает допус­
тимый  уровень. Недостаток этого подхода состоит в том, что случайные изменения
могут исказить входные данные неприемлемым для вашего приложения образом.
Существуют с пособы внесения "символических" возмущений в данные для непро­
тиворечивого исключения вырожденности, но корректное применение этих спосо­
бов требует серьезных исследований ;

В геометрических выч ислениях часто применяются арифметические операции с пла­
вающей точкой, из-за чего могут возникнуть такие проблемы, как переполнение и по­
теря точности. Существуют три основных подхода к обеспечению численной устойчи­
вости:

+ 

+ 

+ 

+ 

использование целочисленных арифметических операций. Принудительное разме­
щение всех представляющих интерес точек на целочисленной решетке позволит 
выполнять точ ные проверки двух чисел на равенство или двух отрезков на пересе­
чение. Нужно отдавать себе отчет в том, что точка пересечения двух прямых не все­
гда будет находиться строго на решетке. Тем не менее, это самый простой и лучший 
способ при условии, что он дает приемлемые результаты; 

использование действительных чисел двойной точности. При операциях над чис­
лами двойной точности с плавающей точкой вам может повезти настолько, что вы 
избежите численных ошибок. Однако лучше всего для представления данных ис­
пользовать действительные числа одинарной точности, а двойную точ ность приме­
нять для промежуточных вычислений;  

использование арифметических операций произвольной точ11ости. Алгоритм, ис­
пользующий такой подход, несомненно даст правильные результаты, но будет рабо­
тать очень медленно. Однако он завоевывает все большую популярность в научном 
сообществе. Тщательный анализ может свести к минимуму необходимость в ариф­
метических операциях с высокой точностью и, следовательно, потерю производи­
тельности. Тем не менее вы должны понимать, что операции с высокой точностью 
выполняются на несколько порядков медленнее, чем стандартные арифметические 
операции с плавающей точкой . 



+ вычисление площади треугольника. Хотя хорошо известно, что площадь A(t) тре­
угольника t = (а, Ь, с) равна половине произведения его основания на высоту, вы­
числе1-1ие длины основания и высоты требует кропотливых вычислений  с примене­
нием тригонометрических функциi1 .  Лучше вычислить двойную площадь, используя 
следующую формулу: 

Эта формула обобщает задачу вычисления d!-кратного объема многогранника 
в d-мерном пространстве. Таким образом, в трехмерном пространстве шестикрат­
ный (3 ! = 6) объем четырехгранника t = (а, Ь, с, d) будет равен : 

Обратите внимание, что эти значения могут быть отрицательными,  поэтому в даль­
нейших вычислениях следует использовать их модули. Определители обсуждаются 
в разделе 13. 4. 

Концептуально самым простым способом вычисления площади многоугольника 
(или многогранника) будет выполнение его триангуляции с последующим суммиро­
ванием площадеi1 всех полученных треугольников. Реализацию изящного алгорит­
ма, в котором не используется триангуляция, см.  в [O'RO I ]  и [SROЗ] ;  

+ выяснение местоположения точки. Как расположена точка с относительно прямой 
l? Чтобы дать корректны й  ответ на этот вопрос, следует представить прямую l в ви­
де направленной линии, проходящей через точку а раньше, чем через точку Ь, и вы­
яснить, слева или  справа от этой линии  находится точка с. 

Решить эту задачу можно, используя знак определителя, соответствующего площа­
ди треугольника, вычисленной способом, приведенным выше. Если площадь тре-

угольника t(a, Ь, с) > О, значит, точка с находится слева от аЬ . Если площадь тре­

угольника t(a, Ь, с) = О, значит, точка с расположена на аЬ . Наконец, если площадь 

треугольника t(a, Ь, с) < О, значит, точка с находится справа от аЬ . 
Этот подход легко обобщается для трех измерений, где знак вычисленного опреде­
лителя, соответствующего площади, показывает местоположение точки  d над ори­
ентированной плоскостью (а, Ь, с), под плоскостью или на ней;  

+ проверка пересечения прямой и отрезка. Предшествующий способ выяснения рас­
положения точки  можно использовать и для проверки пересечения  прямой с отрез� 
ком. Такое пересечение имеет место тогда и только тогда, когда одна конечная точ­
ка отрезка находится слева от прямой, а вторая - справа. Проверка пересечения 
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числительной геометрии,  выполняющих большой объем вычислений  низкого уровня.
В число таких алгоритмов входят следующие:

2 · A(t) =

∣∣∣∣
∣∣

ax ay 1
bx by 1
cx cy 1

∣∣∣∣
∣∣
= axby − aybx + aycx − axcy + bxcy − cxby

6 · A(t) =

∣∣∣
∣∣∣∣∣

ax ay az 1
bx by bz 1
cx cy cz 1
dx dy dz 1

∣∣∣
∣∣∣∣∣



выяснение, находится ли точка внутри круга. Необходимость в проверке, находит-
ся ли точка d внутри круга, определяемого точками а, Ь и с, возникает во всех алго-
ритмах триангуляции Делоне. Соответствующий алгоритм может быть использован
в качестве надежного способа сравнения расстояний. Предполагая, что обозначение
точек а, b, и c идет против часовой стрелки, вычислим определитель incircle:

Значение определителя incircle будет нулевым, если все четыре точки лежат на кру­
ге, положительным, если точка d лежит внутри круга, и отрицательным, если точка 
d находится вне круга. 

Прежде чем п ытаться создать свою собственную реализацию, ознакомьтесь с уже су­
ществующими,  вкл ючая указанные в разделе "Решzизации". 

В книге [O'R0 1 ]  представлены реализации на языке С большинства алгоритмов, обсу­
ждаемых в этом разделе. Подробности см.  в разделе 19. 1 . 1О. Хотя эти реализации были
созданы, в основном, для ознакомительнЫХ целей, а не для коммерческого примене­
ния, они надежны и годятся для небольших приложений .

Устойчивую реализацию основных ал горитмов вычислительной геометрии на язы­
ке С++, представленную в работе [She97], можно загрузить по адресу http:// 
www.cs.cmu.edu/-quake/robust.html. 

ПРИМЕЧАНИЯ 

Книга [O'RO I ] - Прекрасное практическое введение в вычислительную геометрию. В ней 
особое внимание уделяется тщательной и правильной реализации алгоритмов. Библиотека 
LEDA (см. [MN99]) является еще одним отличным образцом для подражания для тех, кто 
собирается разрабатывать собственные реализации. 
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incircle(a, b, c, d) =

∣∣∣∣
∣∣∣∣

ax ay a2
x + a2

y 1
bx by b2

x + b2
y 1

cx cy c2
x + c2

y 1
dx dy d2

x + d2
y 1

∣∣∣∣
∣∣∣∣

+ 

отрезков является сходной, но более сложной задачей. Ответ на вопрос, пересека­
ются ли два отрезка, если они имеют общую концевую точку, зависит от конкретно­
го приложения.  Это типичная ситуация, в которой возникают проблемы с вырож­
денностью; 

Реализации. Библиотеки CGAL (www.cgal.org) и LEDA (см. раздел 19. 1 . 1 ) содержат 
реализации алгоритмов вычислительной геометрии, написанные на языке С++. С биб­
лиотекой LEDA легче работать, но библиотека CGAL полнее и,  к тому же, бесплатна. 
Если вы разрабатываете серьезное геометрическое приложение, вам непременно сле­
дует ознакомиться с возможностям и  этих библиотек, прежде чем создавать свою соб­
ственную реализацию. 

Библиотека Core (http://cs.nyu.edu/exact/) содержит АРl-интерфейс, в котором исполь­
зуется подход EGC (Exact Geometric Computation, точные геометрические вычисления) 
к созданию ч исленно устойчивых ал горитмов. Эту библиотеку можно использовать 
с небольшими изменениями в любой программе на языке С/С++, с легкостью поддер­
живая три уровня точности: машинную точ ность, произвольную точность и гарантиро­
ванную точность. 
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Родственные задачи. Выявление пересечений (см . раздел 1 7. 8), конфигураци и прямых
(см.  раздел 1 7. 15).

1 7 . 2 . Выпуклая оболочка
Вход. Множество S из п точек в d-мерном пространстве.

Задача. Найти наименьший выпуклый  многоугольник  (или многогран ник), содержа­
щий все точки множества S (рис. 1 7 .2) .

Рис. 1 7.2. Выпуклая оболочка 

Обсуждение. Задача построен ия выпуклой оболочки набора точек является самой важ­
ной элементарной задачей вычислительной геометрии, точно так же, как задача сорти­
ровки является самой важной задачей комбинаторных алгоритмов. Важность этой· за­
дачи обусловлена тем, что создание выпуклой оболочки позволяет получить приблизи­
тельное представление о форме или размере набора данных. 

Построение выпуклой оболочки является первым шагом предварительной обработки в 
большинстве алгоритмов вычислительной геометрии.  Рассмотрим, например, задачу 
поиска диаметра набQра точек, иначе говоря, поиска пары точек с наибольшим рас-

ВХОД ВЫХОД

В работе [Уар04] дан замечательный обзор методов построения устойчивых реализаций.
Когда писались эти строки, на ее основе готовилась книга (см. [МУО7] ) .  В работе

+[КМР О4] дано графическое представление проблем, возникающих при использовании
арифметических операций над действительными числами в алгоритмах вычислительной
геометрии, таких как поиск выпуклой оболочки. Управляемое внесение возмущений в
данные (см . [MOS06]) является новым подходом к обеспечению устойчивых вычислений,
пользующимся значительным вниманием. В работах [She97] и [FvW93] представлены ре­
зультаты подробных исследований стоимости арифметических операций произвольной
точности для геометрических вычислений. Если использовать эти операции с должной
осторожностью, можно обеспечить приемлемую эффективность вычислений при их пол­
ной устойчивости.



стоянием между ними .  Диаметр равен расстоянию между двумя точками, расположен­
ными на выпуклой оболочке. Алгоритм вычисления диаметра (имеющий время испол_, 
нения O(nlgn)) начинает работу с создания выпуклой оболочки, после чего для каждой 
вершины оболочки он находит на оболочке вершину, наиболее удаленную от данной. 
Так называемый "метод штангенциркуля"  можно использовать для быстрого переме­
ще1шя от одного кон ца диаметра оболочки к другому, двигаясь вдоль оболочки по ча­
совой стрелке. 

Существует почти такое же количество алгоритмов для построения выпуклой оболоч­
ки, как и алгоритмов сортировки.  При выборе наиболее подходящего из них ответьте 
на следующие вопросы. 

+ 

Существуют простые алгоритмы для построения выпуклой оболочки с временем 
исполнения O(nlogn) для двумерных и трехмерных случаев. С увеличением размер­
ности задача становится более сложной . Для создания выпуклых оболочек в много­
мерных пространствах используется базовый алгоритм, называющийся алгоритмом 
заворачивания подарка (gift-wrapping algorithm). Обратите внимание, что трехмер­
ный  выпуклый многогранник состоит из двумерных граней, соединенных одномер­
ными ребрами. Каждое ребро соединяет ровно две грани .  Заворачивание подарка 
начинается с определения начальной грани, связанной с самой нижней вершиной, 
после чего от этой грани выполняется поиск в ширину, чтобы найти следующие 
грани .  Каждо6 ребро е, принадлежащее грани, должно быть общим с какой-то дру­
гой гранью. Перебрав все п точек, м ы  можем выяснить, какая точка определяет дру­
гую грань ребра е. Образно говоря, мы  "оборачиваем"  точки по одной грани за раз, 
сгибая оберточную бумагу по ребрам, пока она не закроет первую точку. 

Для обеспечения эффективности алгоритма необходимо, чтобы каждое ребро ис­
следовалось только один раз. Время исполнения корректно реализованного алго­
ритма для d измерений равно O(nФd-l + Фd_2lgФd_2), где Фd-l - количество граней, а 
Фd_2 - количество ребер в выпуклой оболочке. Но если выпуклая оболочка очень 

сложна, то время исполнения может ухудшиться до O(nl d!2 j+r ) .  Я рекомендую ис­

пользовать готовые реализации, а не п ытаться разработать свою собственную. 

+ Данные представлены в виде вершин Шlи в виде полупространств? Задача поиска 
пересечения набора п полупространств в d-мерном пространстве (каждое из кото­
рых содержит начало координат) двойственна задаче поиска выпуклых оболочек из 
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С каким количеством измерений вы имеете дело? С выпуклыми оболочками в двух­
и даже трехмерном пространстве работать довольно легко. Но некоторые предпо­
ложен ия, справедливые для небольшого количества измерен ий, становятся недейст­
вительными при увел ичении количества измерений .  Например, в двумерном про­
странстве любой многоугольник с п вершинами имеет ровно п ребер. Но с увеличе­
нием количества измерен ий  всего лишь до трех, зависимость между количеством
вершин и граней становятся более сложной. Например, куб имеет восемь вершин и
шесть граней, а восьмигранник - шесть вершин и восемь граней. Поэтому при вы­
боре структур данных, представляющих оболочки, принци п иально важно, требуется
ли нам всего л ишь найти точки оболочки или м ы  должны построить многогранник.
Следует иметь в виду такие особенности многомерных пространств, если при реше­
нии  своей задачи вы будете вынуждены работать с ними .



+ Сколько точек может содержать оболочка? Если набор точек сгенерирован псев­
дослучайным образом, большинство точек будет, скорее всего, находиться внутри 
оболочки.  Практическую эффективность программ построения выпуклых оболочек 
на плоскости можно повысить, используя то обстоятельство, что самая левая, самая 
правая, самая верхняя и самая нижняя точки должны находиться на выпуклой обо­
лочке. Таким образом, мы имеем набор из трех или четырех разных точек, опреде­
ляющих треугольник или четырехугольник. Любая точка внутри этой области не 
может находиться на выпуклой оболочке и, следовательно, ее можно отбросить 
путем линейного перебора точек. В идеале, после этого останется небольшое коли­
чество точек, которые можно просмотреть с помощью алгоритма построения·  вы­
пуклой оболочки. 
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n точек в d-мерном пространстве.  Таким образом, для решения обеих задач до-
статочно одного алгоритма. Требуемое преобразование рассматривается в разде-
ле 17.15. Когда внутренняя точка не задана, задача поиска пересечения полуплос-
костей перестает быть двойственной задаче поиска выпуклой оболочки, посколь-
ку соответствующий экземпляр не всегда возможен (пересечение полуплоскостей
может оказаться пустым).

Базовую процедуру алгоритма Грэхема можно использовать для создания простого (не
имеющего самопересечений) многоугольника, проходящего через все заданные точки.
Для этого сортируем точки вокруг вершины v,  но вместо проверки углов соединяем
точки в том порядке, в каком они отсортированы. В результате получим многоуголь­
ник без самопересечений, но, нередко, с большим количеством некрасивых выступаю­
щих частей.

Как выяснить форму данного набора точек? Хотя выпуклая оболочка дает прибли­
зительное представление о форме, многие подробности теряются. Например, вы­
пуклая оболочка для набора точек в форме буквы G (см. рис. 1 7.2) неотличима от 
выпуклой оболочки для буквы О. Более общими  структурами, которые можно па­
раметризировать, чтобы сохранить "невыпуклость" множества точек, являются шzь­
фа-очертания (alpha shapes). Ссылки на справочный материал и реализации соот­
ветствующих алгоритмов приводятся далее. 

Этот прием можно применять в м ногомерных пространствах, но с увеличен ием ко­
личества ий  его ктивность снижается. измерен эффе

+ 

Основным алгоритмом построен ия выпуклой оболочки на плоскости является скани­
рование по Грэхему. Алгоритм Грэхема начинает работу с точки р, заведомо находя­
щейся на выпуклой оболочке (например, с точки, имеющей самое меньшее значение
координаты х), и сортирует остальные точки в порядке возрастания полярного угла,
измеряемого против часовой стрелки, относител ьно этой точки. Начиная с выпуклой
оболочки, состоящей из точки р и точки v, имеющей наименьший полярный угол, ал­
горитм выполняет перебор всех точек вокруг точки v против часовой стрелки с добав­
лением новых точек в оболочку. Если угол между очередной точкой и последним реб­
ром оболочки меньше, чем 1 80°, то эта точка добавляется в оболочку. А если этот угол
больше 1 80°, то цепочка вершин,  начинающаяся с последнего ребра оболочки, подле­
жит удалению для сохранения выпуклости . Общее время исполнения алгоритма равно
O(nlgn), т. к. узким местом является сортировка точек вокруг v.



Алгоритм заворачивания подарка значительно упрощается в двумерном пространстве, 
когда каждая "грань" становится ребром, а каждое "ребро" - вершиной многоуголь­
ника, и "поиск в ш ирину" выполняется вдоль оболочки, по или против часовой стрел­
ки. Время исполнения алгоритма заворачИвания подарка для двух измерений  равно 
O(nh), где h - количество вершин в выпуклой оболочке. Я рекомендую использовать 
алг.оритм Грэхема за исключением случаев, когда вы точно знаете заранее, что обо­
лочка не содержит слишком м ного вершин.  

Реализации. Библиотека CGAL (www.cgal.org) включает в себя реализации на языке 
С++ разнообразных алгоритмов построения выпуклой оболочки для произвольного 
количества измерений .  Альтернативные реализацни на языке С++ алгоритмов по­
строения выпукл ых оболочек содержатся в библиотеке LEDA (см. раздел 19. 1 . 1 ). 

Популярной реализацией алгоритма построения выпуклых оболочек в просТранствах 
с небольшим количеством измерений является программа Qhul l  (см . [ВDН97]), оптими­
зированная для работы в диапазоне от двух до восьми измерений.  Программа написана 
на языке С и может также создавать триангуляции Делоне, диаграммы Вороного, а 
также пересечения полупространств. Программа Qlшll  широко используется в научных 
приложениях и доступна на веб-сайте http://www.qhull.org/. 

В книге [O'R0 1 ]  дана устойчивая реализация алгоритма Грэхема для двух измерений и 
реализация с временем исполнения О(п2) и нкрементального алгоритма построения вы­
пуклых оболочек в :грех измерениях. Программы написаны на языках С и Java. Под­
робности см. в разделе 19. 1 . 1 0. 

Замечательные программ ы  для построения альфа-очертаний,  основанные на работе 
[ЕМ94], доступны на веб-сайте http://blogeometry.duke.edu/software/alphashapes/. 
Реализацию Hul l  для построения выпуклых оболочек в многомерных пространствах 
также можно использовать для построения альфа-очертаний .  Программа доступна на 
веб-сайте http://www.netlib.org/voronoi/hull.html. 

Для перечисления верши н  пересекающихся полупространств с большим количеством 
измерений требуются другие реализации .  Программа lhs (http ://cgm.cs.mcgill.ca/ 
-avis/C/lrs.html) является арифметически устойчивой реализацией на языке ANSI С 
алгоритма поиска в обратном направлении Ависа-Фукуды для решения задач перечис­
ления вершин  и построения выпуклых оболочек. Так как обход многогранников вы­
полняется неявным образом и они явно не сохраняются в памяти, то иногда можно ре­
шить даже задачи с очень большим размером вывода. 

ПРИМЕЧАНИЯ 

Роль плоских выпуклых оболочек в вычислительной геометрии сравнима с ролью сорти­
ровки в комбинаторике. Подобно сортировке, задача построения выпуклой оболочки яв­
ляется фундаментальной, и разнообразные подходы ведут к созданию интересных или оп­
тимальных алгоритмов. Алгоритмы Quickhu l l  и mergehul l  являются примерами алгорит­
мов построения выпуклой оболочки, на создание которых разработчиков вдохновили 
алгоритмы сортировки (см. [PS85]). Простая конструкция из точек на параболе, рассмот­
ренная в разделе 9.2. 4, сводит задачу построения выпуклой оболочки к задаче сортировки, 
так что теоретическая нижняя граница сортировки позволяет сделать вывод, что для по­
строения плоской выпуклой оболочки требуется время Q(nlgn). Более сильная нижняя 
граница установлена в работе [Уао8 1 ] .  
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Подробное обсуждение алгоритмов Грэхема (см. [Gra72] ) и Джарвиса (см. [Jar73]) содер" 
жится в книгах [dBvKOSOO] , [CLRSO l ] ,  [O'RO l ]  и [PS85] .  Алгоритм д11я построения пло­
ской выпуклой оболочки (см. [KS86] ) выдает оптимальное решение за время O(nlgh), где 
h - количество вершин оболочки, которое обеспечивает наилучшую производительность 
как алгоритма Грэхема, так и алгоритма заворачивания подарка и является (теоретически) 
оптимальным вариантом. Вычисление планарных выпуклых оболочек можно эффективно 
выполнять "на месте", т. е. без выделения дополнительной памяти (см. [B IK+04]). В работе 
[Sei04] представлен самый свежий обзор алгоритмов построения выпуклой оболочки и их 
вариантов, в особенности д11я многомерных пространств. 

Альфа-очертания, обсуждаемые в работе [EKS83] ,  дают хорошее представление о форме 
набора точек. Обобщение оболочек этого типа д11я трехмерного пространства и соответ­
ствующая реализация приведены в работе [ЕМ94] . 

Алгоритмы, предназначенные д11я работы с выпуклыми оболочками, используют специ­
альные структуры данных, которые позволяют выполнять вставку и удаление произволь­
ных точек и при этом непрерывно отображают текущую выпуклую оболочку. Первая из 
таких динамических структур данных (см. [OvL8 1 ] )  поддерживала вставки и удаление за 
время O( lg2n). Позже стоимость этих операций была понижена до почти логарифмическо­
го амортизированного времени (см. [ChaO l ] ) . 

Родственные задачи. Сортировка (см .  раздел 14. 1 ), диаграммы Вороного (см .  раз­
дел 1 7. 4). 

1 7.3.  Триангуляция 
Вход: Набор точек или многогранник.  

Задача. Разбить внутреннюю часть набора точек или многогранника на треугольни ки 
(рис. 1 7.3) .  

Рис. 1 7.3. Триангуляция 
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ВХОД ВЫХОД

Алгоритмы поиска в обратном направлении д11я построения выпуклых оболочек эффек­
тивно работают и в многомерных пространствах (см. [A F96] ). При удачном построении
отображения в пространство с большим количеством измерений (см. [ES86] ) задачу соз­
дания диаграммы Вороного в d-мерном пространстве можно свести к задаче создания вы­
пуклой оболочки в (d + 1 )-мерном пространстве. Подробности см. в разделе 1 7. 4.



Особенно интересным применением триангуляции является интерполирование по­
верхности или интерполирование функций.  Допустим, что имеются значения высоты
горы в некотором множестве точек. Как установить приблизительную высоту горы в
заданной точке q? Мы можем проецировать точки, в которых замерена высота, на
плоскость, а потом выполнить триангуляцию. Плоскость будет разбита на треугольни­
ки, позволяющие приблизительно вычисл ить высоту точки q путем интерполирования
высот вершин треугольника, содержащего эту точку. Кроме того, триангуляция и соот­
ветствующие значения высот определяют поверхность горы, пригодную для создания
компьютерного изображения.

+ Триангулируется набор точек wiи многоугольник? Обычно приходится триангули­
ровать набор точек, как в рассмотренной ранее задаче интерполирования поверхно­
сти . Для решения этой задачи нужно сначала создать выпуклую оболочку для дан­
ного набора точек, а потом разбить внутренюю область полученной оболочки на 
треугольники .  

Самый простой ал горитм обработки набора точек, имеющий время' исполнения 
O(nlgn), сначала сортирует точки по х-координате. Потом отсортированные точки 
выбираются слева направо, согласно ал горитму построения выпуклой оболочки, 
описанному в разделе 4. 1 .  При этом выполняется триангуляция путем добавления 
ребра к каждой новой отрезанной от оболочки точке. 

+ Имеет ли значение внешний вид треугольников триангуляции? Обычно вход можно 
разбить на треугольники многими  разными способами .  Рассмотрим набор из п то­
чек в выпуклой оболочке на плоскости. Самый простой способ выполнить триангу­
ляцию этих точек - добавить к выпуклой оболоч ке диагонали, идущие от первой 
точки до всех остальных. Но в таком случае обычно появляются "узкие" треуголь­
ники . 

Во многих приложениях необходимо избегать "узких" треугольников или, что тоже 
самое, минимизировать количество очень острых углов триангуляции .  Триангуля­
ция набора точек методом Делоне минимизирует максимальный угол по всем воз­
можным вариантам триангуляции .  Правда, это не совсем то, что нам требуется, но, 
в принципе, весьма близко. Вообще, триангуляция методом Делоне имеет достаточ­
но много других интересных свойств (включая то, что она является двойственной 
задаче построения диаграмм Вороного), чтобы я рекомендовал предпочитать ее 
другим методам триангуляции .  Кроме того, используя описанные далее реализации, 
такую триангуляцию можно выполнить за время O(nlgn). 
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Обсуждение. Обычно первым шагом в обработке сложных геометрических объектов
является разбиение их на простые геометрические фигуры. Это обстоятельство делает
триангуляцию фундаментальной задачей вычислительной геометрии.  Самым простым
двумерным геометрическим объектом является треугольник, а самым простым трех­
мерным - четырехгранник. В число классических применений триангуляции входят
анализ методом конечных элементов и ком пьютерная графика.

Триангуляция на плоскости выполняется путем соединения точек непересекающимисЯ 

отрезками до тех пор, пока добавление новых отрезков не становится невозможным. 
Вы  должны ответить на следующие вопросы.  



Как можно улучшить результат триангуляции? Каждое внутреннее ребро любой 
триангуляции принадлежит двум треугольникам. Четыре вершины, определяющие 
эти два треугольника, образуют выпуклый или невыпуклый четырехугольник. Дос­
тоинство выпуклого варианта заключается в том ,  что при замене внутреннего ребра 
на ребро, связывающее две другие вершины, получается другая триангуляция. 

Иначе говоря, мы  имеем локальную операцию замены ребер, посредством которой 
можно модифицировать и ,  не исключено, улучшать данную триангуляцию. В самом 
деле, триангуляцию Делоне можно получить 11з любой триангуляции, удаляя "узкие" 
треугольники до тех пор, пока не будут исчерпан ы все возможности для локальных 
улучшений .  

+ Какова размерность задачи? Трехмерн ые задачи обычно гораздо сложнее, чем 
двумерные. Обобщение процедуры триангуляции до трех измерений заключается в 
разбиении пространства на четырехвершинные четырехгранники путем добавления 
непересекающихся граней . Трудность заключается в том, что некоторые много­
гранники нельзя разбить на четырехгранники,  не добавляя дополн ительные верши­
ны. Кроме этого, задача выяснения, существует ли такое разбиение на четырехгран­
ники, является NР-полной, поэтому вы можете смело добавлять новые вершины, 
чтобы упростить задачу. 

+ Каковы ограничивающие условия на входные данные? При триангуляции много­
угольника или многогранника имеется естественное ограничение, запрещающее до­
бавлять ребра, пересекающие какие-либо внешние грани .  Вообще говоря, может 
существовать набор препятствий, которые нельзя пересекать добавляемыми ребра­
ми.  Самой лучшей триангуляцией при таких условиях будет, скорее всего, так назы­
ваемая триангуляция Делоне с ограничениями. 

+ Можно ли добавлять дополнительные точки ШIИ перемещать существующие? Ко­
гда внешний вид треугольн иков· не имеет значения, может оказаться выгодным до­
бавление небольшого количества промежуточных точек в набор данных с целью 
облегчить создание триангуляции, удовлетворяющей заданному условию, напри­
мер, требованию отсутствия очень острых углов. Как упоминалось ранее, триангу­
ляцию некоторых многогранников невозможно выполнить без добавления допол­
нительных точек в исходные данные. 

Чтобы выполнить триангуляцию выпуклого многоугольника за линейное время, просто 
выберем случайную начальную вершину v и соединим ее ребрами со всеми остальны­
ми вершинами многоугольника. Так как многоугольник выпуклый,  то мы  можем быть 
уверены в том, что добавляемые ребра не будут пересекать стороны многоугольника и 
что все они будут находиться внутри многоугольника. Самый простой алгоритм для 
выполнения общей триангуляции многоугольника проверяет каждое из О(п2) возмож­
ных ребер на пересечение с граничными или ранее вставленными ребрами и вставляет 
его только в случае отсутствия такого пересечения. Существуют пригодные для прак­
тического применения алгоритмы с временем исполнения O(nlgn) и представляющие 
теоретический интерес алгоритмы с линейным временем исполнения.  Подробности см .  
в подразделах "Решzизации" и "Примечания". 

Реализации. Пакет Triangle, разработанный Джонатаном Шевчуком (Jonathan Shew­
chuk), содержит набор процедур на языке С для генерирования триангуляций Делоне, 

+ 
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триангуляций Делоне с ограничениями (т. е. триангуляций, в которых некоторые ребра
вставляются в принудительном порядке), а также триангуляций Делоне, обеспечиваю­
щих качественный результат (т. е. таких, в которых очень острые углы исключаются с
помощью вставки промежуточных точек). Этот высокопроизводительный и устойчи­
вый пакет широко используется для анализа методом конечных элементов. Если бы
мн� требовалась реализация алгоритма двумерной триангуляции, то я начал бы с про­
грамм из пакета Triangle. Загрузить пакет можно с веб-страницы http://www.
cs.cmu.edu/-quake/triangle.html.

Программа Sweep2, написанная на языке С, прекрасно подходит для создания двумер­
ных диаграмм Вороного и триангуляций Делоне. С ней особенно удобно работать, ко­
гда вам требуется лишь триангуляция Делоне точек на плоскости . Программа основана
на алгоритме заметающей прямой (sweepl ine alogirthm) для создания диаграмм Вороно­
го (см. [For87]) .

Создание сеток для методов конечных элементов является обширной областью для
исследований .  Веб-страница Стива Оуэна (Steve Owen) Meshing Research Corner,
(http ://www.andrew.cmu.edu/user/sowen/mesh.html) содержит исчерпывающий обзор
литературы в этой области, а также ссылки на многочисленные реализации .  Особенно
рекомендую программу QMG, доступную по адресу http://www.cs.cornell.edu/
Info/People/vavasis/qmg-home.html.

Как библиотека CGAL (www.cgal.org), так и библиотека LEDA (см. раздел 19. 1 . 1 ) со­
держат реализации на языке С++ самых разных алгоритмов триангуляции в двух- и
трехмерных пространствах, включая триангуляции Делоне с ограничениями.

В многомерных пространствах триангуляции Делоне представляют собой частный
случай выпуклых оболочек. Популярной реализацией алгоритма построения выпуклых
оболочек в пространствах с небольшим  количеством измерений является программа
Qhul l  (см. [BDH97]), оптимизированная для работы в диапазоне от двух до восьми из­
мерений .  Программа написана на языке С и может также создавать триангуляции
Делоне, диаграммы Вороного, а также пересечения полупространств. Программа Qhull
широко используется в научных приложениях и доступна на веб-сайте
http://www.qhull.org/. В качестве альтернативы доступна программа Hul l ,  предназна­
ченная для построения выпуклых оболочек в многомерных пространствах
(h ttp ://www.netlib.org/vo ronoi/h ull.h tml).

ПРИМЕЧАНИЯ

После длительных исследований Шазель (Chazelle) создал линейный алгоритм триангуля­
ции простого многоугольника (см. [Cha9 \ ]) ,  Но реализация этого алгоритма является ис­
ключительно трудной задачей, так что он больше подходит в качестве доказательства су­
ществования триангуляционного разбиения. Первый алгоритм триангуляции многоуголь­
ников с временем исполнения O(nlgn) был представлен в работе [GJPT78] . После
создания этого алгоритма (но раньше появления алгоритма Шазеля) Тарьян и ван Вик
разработали еще один алгоритм с таким же временем исполнения (см. [TW88]). Обзор по­
следних результатов в области триангуляции наборов точек и многоугольников представ­
лен в [Ber04a] .

Для исследователей, .интересующихся генерированием сеток и решеток, проводится еже­
годная конференция lnternational Mesh ing RoundtaЫe. Отличными обзорами методов
генерирования сеток являются работы [Ber02] и [Ede06] .
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Алгоритмы с линейным временем исполнения для триангуляции монотонных много­
угольников давно известны (см. [GJPT78]) и составляют базу для алгоритмов триангуля­
ции простых многоугольников. Монотонным называется многоугольник, для которого 
существует такое направление, что любая прямая, идущм в этом нщ1равлении, пересекает 
многоугольник, самое большее, в двух точках. 

Активно исследуемый класс оптимальных триангуляций включает в себя решения, стре­
мящиеся минимизировать суммарную длину использованных ребер. В работе [MR06] бы­
ло доказано, что такая задача является N Р-полной. После этого внимание исследователей 
переключилось на доказуемо хорошие аппроксимирующие алгоритмы. Триангуляцию 
с минимальным весом выпуклого многоугольника можно выполнить за время О(п\ ис­
пользуя динамическое программирование (см. раздел 8. 6. 1 ) .  

Родственные задачи. Диаграммы Вороного (см . раздел 1 7. 4), разбиен ие многоуголь­
ников (см. раздел 1 7. 1 1) .  

1 7 .4. Диаграммы Вороного 
Вход. Множество S точек Р1 , . . .  , Рп· 

Рис. 17 .4. Диаграмма Вороного 

Обсуждение. Диаграмма Вороного представляет области влиян ия вокруг точек из  дан­
ного набора. Если эти точки соответствуют расположению ресторанов быстрого п ита­
ния, то диаграмма Вороного разбивает пространство на ячейки, окружающие каждый 
ресторан . Для человека, живущего в кон кретной ячейке, соответствующий ресторан 
является ближайшим местом, где можно заказать горячий бутерброд. 

Глава 17. Вычислительная геометрия 589

Задача. Разбить пространство на области вокруг каждой точки таким образом, чтобы 
все точки в области вокруг точки р; были ближе к этой точ ке, чем к любой другой точ­
ке множества S (рис. 1 7 .4 ) .

ВХОД ВЫХОД



Диаграммы Вороного имеют множество различных применений :  

+ 

+ наибольиtий пустой круг. Допустим, что требуется найти большой неосвоенный зе­
мел ьный участок, чтобы построить фабрику. Условие, определяющее выбор места 
для ресторана быстрого питания, применимо и при указании месторасположения 
нежелательных объектов. Иначе говоря, они должны располагаться как можно 
дальше от любого интересующего нас места. Вершина Вороного определяет центр 
наибольшего пустого круга вокруг точек; 

+ 

+ улучшение триангуляции. Выпол няя триангуляцию набора точек, мы обычно хотим 
получить треугольники без очень острых углов и стараемся избегать "узких" тре­
угольников. Триангуляция Делоне максимизирует минимальный угол по всем воз­
можным триангуляциям .  Кроме того; она легко формулируется, как двойственная 
задача для диаграммы Вороного. Подробности см. в разделе 1 7. 3. 

Каждое ребро диаграммы Вороного является отрезком серединного перпендикуляра 
двух точек в множестве S, т. к. это линия, которая делит плоскость посередине между 
двумя точ ками .  Самы м  простым методом создания диаграмм Вороного является ран­
домизированное инкрементал ьное построен ие. Чтобы добавить новую точку в диа­
грамму, м ы  находим содержащую ее ячейку и добавляем серединные перпендикуляры, 
которые отделяют эту точку от других, определяющих области, подвергающиеся влия­
нию. Если точки вставляются в произвольном порядке, то каждая такая вставка по­
влияет, скорее всего, лишь на небольшое количество областей. 

Однако самым лучшим методом является алгоритм Форчуна, основанный на методе 
заметающей прямой.  Его главное достоинство состоит в том,  что для него существуют 
устойчивые реализации .  Алгоритм отображает набор точек на плоскости на набор ко­
нусов в трехмерном пространстве таким образом, что диаграмма Вороного определяет­
ся отображением конусов обратно на плоскость. Преимущества алгоритма Форчуна: 
оптимальное время исполнения О(п\оgп), легкость реализации и отсутствие необхо­
димости сохранять всю диаграмму, если м ы  можем использовать ее в процессе заме­
тания. 

Между выпуклыми оболочками в (d + 1 )-мерном пространстве и триангуляциями Де­
лоне (или, что эквивалентно, диаграммами Вороного) в d-мерном пространстве суще-
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разработка маршрута. Если объекты � ножества S являются препятствиями, кото­
рых следует избегать, то ребра диаграммы Вороного определяют возможные мар­
шруты с максимальным расстоян ием до препятствий. Таким образом, самый "безо­
пасный"  путь среди препятствий будет проходить по ребрам диаграммы Вороного;

+ 

размещение точек обслуживания. Предположим, что владелец сети ресторанов бы­
строго питания хочет открыть еще один ресторан. Чтобы свести к минимуму конку­
ренцию с уже и меющимися в этой местности ресторанами ,  следует разместить но­
вый ресторан как можно дальше от ближайшего ресторана. Искомое место всегда
будет находиться в вершине диаграмм ы  Вороного, и его можно найти за линейное
время, выполнив  поиск по всем вершинам;

поиск бли:жайшей точки. Поиск ближайшего соседа точки q из  фиксированного
множества S точек сводится к задаче поиска ячейки в диаграмме Вороного, которая
содержит данную точку. Подробности см.  в разделе 1 7.5;



xd, L;�1 x; ), создав выпуклую оболочку этого (d + 1 )-мерного набора точек, а потом

отобразив его обратно в d-мерное пространство, мы  получим триангуляцию Делоне.
Дополнительная информация содержится в подразделе "Примечания ", однако изло­
женный способ создания диаграмм Вороного в многомерных пространствах является
самым лучшим.  Программы построения выпукл ых оболочек в многомерном п ростран­
стве рассматриваются в разделе 1 7.2.

На практике возникает несколько важных вариантов стандартной диаграммы Воро­
ного:

+ диаграммы k-го порядка и диаграммы для самых дш�ьнuх точек. Идею разбиения
пространства на зон ы с каким-то общим свойством можно распространить за пре­
делы диаграмм Вороного для ближайших точек. Все точки в одной ячейке диа­
граммы Вороного k-го порядка имеют один и тот же набор ближайших точек из
множества S. В диаграммах для самых дальних точек все точки внутри определен­
ной области имеют одну и ту же самую дальнюю точку из множества S. Расположе­
ние точек (см. раздел 1 7. 7) на этих структурах позволяет быстро находить требуе­
мые точки.

Как библиотека CGAL (www.cgal.org), так и библиотека LEDA (см .  раздел 19. 1 . 1 ) со­
держат реализации на языке С++ самых разных алгоритмов для создан ия диаграмм 
Вороного и триангуляций Делоне в двух- и трехмерных пространствах. 

Диаграммы Вороного в пространствах с большим количеством измерений и диаграм­
мы Вороного для самых дальних точек можно создавать как частный случай выпуклых 
оболочек в многомерном пространстве. Популярной реализацией алгоритма построе­
ния выпуклых оболочек в пространствах с небольшим количеством измерений являет­
ся программа Qhull (см . [ВDН97]), оптимизированная для работы в диапазоне от двух 
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ствует интересная связь. Отобразив каждую точку из Ed (х 1 , х2, • • • , xd) на точки (х1 , хъ . . . ,

диаграммы мощности. Эти структуры разбивают пространство на зоны влияния
вокруг точек, которые могут иметь разную мощность. Рассмотрим, например, сеть
радиостанций, работающих на одной частоте. Зона влияния каждой станции зависит
как от мощности ее передатчика, так и от расположения и мощности соседних стан­
ций;

+ 

Реализации. Для создания двумерных диаграмм Вороного и триангуляций Делоне
широко используется написанная на языке С программа Sweep2 . С ней очень просто
работать, если вам требуется только диаграмма Вороного. Программа основана на ал­
горитме заметающей прямой для создания диаграмм Вороного (см. [For87]) . Загрузить
ее можно с веб-страницы http://www.netlib.org/voronoi.

неевклидовы метрики расстояний. Вспомним,  что диаграммы Вороного разбивают
пространство на зоны влияния вокруг каждой заданной точки. До сих пор мы пред­
полагали, что влияние измеряется евклидовым расстоянием, но в некоторых прило­
жениях это не так. Например, если люди добираются до ресторана на машине, то
требуемое время зависит не от расстояния, а от того, как проложен ы дороги. Суще­
ствуют эффективные алгоритмы для создания диаграмм Вороного при разных мет­
риках, а также при наличии объектов неправильной формы;

+ 



ПРИМЕЧА НИЯ 

Современное название диаграммы Вороного получили по имени математика Г. Вороного, 
который сообщил о них в своем докладе в 1 908 г. Однако Дирихле изучал этот вопрос в 
1 850 г., вследствие чего эти диаграммы иногда называют разбиениями Дирихле. Наиболее 
полное обсуждение диаграмм Вороного и их приложений содержится в книге [OBSCOO] . 
Отличные обзоры диаграмм Вороного и их вариантов, таких как диаграммы мощности, 
даются в работах [Aur9 1 ]  и [For04] . Первый алгоритм создания диаграмм Вороного за 
время O(nlgn) основан на методе "разделяй и властвуй" .  Он приведен в работе [SH75] . 
Подробное изложение алгоритма Форчуна (см. [For87]) для создания диаграмм Вороного 
за время O(nlgn), а также обсуждение связи между триангуляциями Делоне и (d + 1 )­
мерными выпуклыми оболочками (см. [ES86]) можно найти в [dBvKOSOO] и [O'RO l ] .  

Для создания диаграммы Вороного k-го порядка пространство разбивается н а  области та­
ким образом, что каждая точка данной области находится ближе всего к одному и тому же 
набору из k точек. П редставленный в работе [ES86] алгоритм позволяет создавать диа­
граммы Вороного k-го порядка за время О(п\ Выясняя местоположение точек в этой 
структуре, можно найти k ближайших соседей заданной точки за время O(k + lgn). Обсуж­
дение диаграмм Вороного k-го порядка содержится в книгах [O'RO 1 ]  и [PS85] .  

Задачу наименьшей охватывающей окружности МОЖНО решить за время O(nlgn), исполь­
зуя диаграммы Вороного (п - 1 )-го порядка. Более того, существует алгоритм с линейным 
временем исполнения, использующий методы линейного программирования в простран­
ствах с небольшим количеством измерений. Линейный алгоритм создания диаграммы Во­
роного для выпуклого многоугольника приводится в работе [AGSS89] . 

Родственные задачи. Поиск ближайшего соседа (см .  раздел 1 7. 5), выяснение место­
положения точки (см .  раздел 1 7. 7), поиск области (см . раздел 1 7. 6). 

1 7.5.  Поиск ближайшей точки 
Входа. Множество S из п точек в d-мерном пространстве; точка q. 
Задача. Найти точку в S, ближайшую к точке q (рис. 1 7 .5) .  

Обсуждение. Во многих геометрических приложениях возникает необходимость бы­
стро найти точку, ближайшую к заданной точке. Классическим примером такой ситуа­
ции является разработка диспетчерской системы пожаротушения. Получив вызов, дис­
петчер должен найти ближайшую к пожару станцию, чтобы минимизировать время 
прибытия пожарной команды. Аналогичная ситуация возникает в любом приложении, 
где требуется сопоставление клиентов с поставщиками услуг. 

Задача поиска ближайшего соседа также имеет важность в области классификации.  
Допустим, что у нас имеется база данных избирателей, в которой указаны возраст, 
рост, вес, образование, уровень дохода и т. п. Про каждого избирателя также известно, 
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до восьми измерений.  Программа написана на языке С и может создавать триангуля­
ции Делоне, диаграмм ы  Вороного, а также пересечения полупространств. Программа
Qhu\I ш ироко используется в научных приложениях и доступна на веб-сайте
http://www.qhull.org/. Альтернативным вариантом является программа Hul l  для
создания выпукл ых оболочек высокой размерности (http://www.netlib.org/voronoi/
hull.shar).



какой из двух политических партий - демократической или республиканской - он 
симпатизирует. Нам требуется создать классификатор, позволяющий прогнозировать. 
как данный избиратель будет голосовать. Каждый избиратель в базе данных представ­
лен точкой, помеченной названием партии, в d-мерном пространстве. Простой класси­
фикатор можно создать, присваивая новой точке ту же метку, что и у ее ближайшего 
соседа. 

ВХОД

Рис. 1 7.5. Поиск ближайшей точки 

Такие классификаторы, основанные на методе поиска ближайшего соседа, применяют­
ся достаточно широко. При сжатии изображений методом векторного квантования 
изображение разбивается на участки размером 8х8 пикселов. Метод использует зара­
нее составленную библиотеку из нескольких тысяч элементов размером 8х8  пикселов 
и заменяет каждый участок изображения наиболее похожим элементом из библиотеки.  
Такой элемент представляется точкой в 64-мерном пространстве, ближайшей к точке, 
которая представляет рассматриваемый участок изображения.  Сжатие, сопровождае­
мое некоторой потерей качества изображения, достигается заменой 64 пикселов на 
идентификатор самого похожего библиотечного элемента. Решая задачу поиска бли­
жайшего соседа, ответьте на следующие вопросы. 

+ Каков размер пространства поиска? Если набор данн ых состоит из небольшого 
количества точек (скажем, п � 1 00) или если планируется небольшое количество за­
просов, то самый простой подход будет самым лучшим.  Сравниваем точку q с каж­
дой из п точек набора данных. Более сложные методы стоит рассматривать только в 
том случае, когда требуется бьiстрое выполнение запросов для большого количества 
точек. 

+ Какова размерность пространства? По мере возрастания количества измерений  
поиск ближайшего соседа становится все труднее. Представленная в разделе 12. 6 
структура данных kd-деревьев очень хорошо подходит для работы в пространствах 
с небольшим количеством измерений, даже с плоскостями .  Тем не менее при коли­
честве измерений, превышающем 20, поиск в kd-деревьях вырождается практически 
до линейного поиска. Поиск в многомерных пространствах становится трудным по 

q q

ВЫХОД
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той причине, что с увеличением размерности шар радиусом r, представляющий все 
точки на расстоянии S.r от центра, имеет все меньший объем по сравнению с объе­
мом куба. Таким образом, любая структура данн ых, основанная на разбиении мно­
жества точек на подмножества внутри охватывающих сфер, будет становиться все 
менее эффекти вной по мере увеличения количества измерений .  

+ Действителыю ли нужен ближайший сосед? Поиск точного ближайшего соседа в 
многомерном пространстве представляет трудную задачу, для которой, скорее все­
го, нет решения лучше, чем линейный поиск (т. е. поиск методом исчерпывающего 
перебора). Но для решения этой задачи существуют эвристические алгоритмы, ко­
торые могут довольно быстро найти точку, расположенную достаточно близко от 
заданной точки.  

Один  из подходов заключается в понижении размерности (dimension reduction). 
Существуют способы отображения любого набора из п точек в d-мерном простран­
стве на · пространство, имеющее d' = 0(\gп/в2) измерений,  таким образом, что рас­
стояние до ближайшего соседа в пространстве с меньшим количеством измерений 
превышает расстояние до действительно ближайшего соседа примерно в ( 1  + в) раз. 
Отображение точек на произвольную гиперплоскость, имеющую d' измерений, 
в пространстве J!1, скорее всего, принесет желаемые результаты. 

Альтернативным подходом является внесение элемента случайности при поиске в 
структуре данных. Структура данн ых kd-деревьев позволяет выполнять эффектив­
ный  поиск ячейки, содержащей точку q, т. е. ячейки, граничные точки которой яв­
ляются хорошими кандидатами на роль близких соседей .  Теперь допустим, что мы 
ищем точку q ', которая является результатом небольшого случайного перемещения 
точки q. Мы попадем в другую ячейку поблизости, одна из граничных точек коrо­
рой может оказаться еще более близким соседом точки q. Многократное повторение 
подобных рандомизированных запросов позволит нам эффективно потратить на 
улучшение результата столько времени, сколько мы можем себе позволить. 

+ Набор данных является статическим Wlи динамическим? Будут ли в вашем прило­
жении  выполняться операции вставки или удаления точек данных? Если вставка и 
удаление выполняются нечасто, то после каждой такой операции имеет смысл зано­
во строить структуру данных. В противном случае следует использовать версию 
kd-дерева, поддержи вающую операции вставки и удаления.  

Граф ближайшего соседа для множества S из п точек связывает каждую вершину со 
своим ближайшим  соседом.  Такой граф является подграфом триангуляции Делоне, и 
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Диаграммы Вороного в двумерном пространстве (см .  раздел 1 7. 4) предоставляют
эффективную структуру данных для поиска ближайшего соседа. Диаграмма Воро­
ного на плоскости разбивает эту плоскость на ячейки таким образом, что каждая
ячейка, содержащая точку р, содержит все множество точек, расположенных ближе
к точке р, чем к любой другой точке множества S. Задача поиска ближайшего сосе­
да точки q сводится к задаче поиска ячейки диаграммы Вороного, содержащей точ­
ку q, и указания точки данных, связанной с этой ячейкой.  Хотя диаграммы Вороно­
го можно создавать в многомерных пространствах, с увеличением количества изме­
рений  их размер быстро возрастает до такой степени, что они становятся
непригодными для использования.



поэтому его можно вычислить за время O(n\ogn). Это довольно хороший результат, 
т. к. только поиск ближа,йшей пары точек м ножества S занимает время 0(n\ogn). 

Задача поиска пары ближайших точек сводится к сортировке - в  одномерном простран­
стве. В отсортированном наборе чисел пара ближайших точек соответствует двум чис­
лам, расположенным рядом друг с другом, поэтому нам нужно только найти мини­
мальное расстояние между п - 1 смежными точками.  Предельный случай возникает, 
когда расстояние между ближайшими точ ками равно нулю, откуда следует, что эле­
менты не являются уникальными.  

Реализации. Библиотека ANN на языке С++ содержит реализации алгоритмов для 
точного и аппроксимирующего поиска ближайшего соседа в пространствах произволь­
ной размерности . Эти реализации дают хорошие результаты для поиска среди сотен 
тысяч точек в пространствах, имеющих до 20 измерений .  Библиотека поддерживает 
все LР-нормы, включая евклидово и манхэттенское расстояния.  Загрузить библиотеку 
можно по адресу http ://www.cs.umd.edu/-mount/ANN/. Если бы мне пришлось решать 
задачу поиска ближайшего соседа, я начал бы с этой библиотеки. 

Апплеты Java из коллекции Spatial I ndex Demos (http://donar.umiacs.umd.edu/ 
quadtree/) иллюстрируют различные варианты kd-деревьев. Алгоритмы, реализуемые в 
апплетах, рассматриваются в книге [Sam06] . Программа KDTREE 2 содержит реализа­
ции kd-деревьев на С++ и FORTRAN 95 для эффективного поиска ближайшего соседа 
в многомерных пространствах. Подробности см.  по адресу http://arxiv.org/abs/ 
physics/0408067. 

Программа Ranger (см .  [MS93]) представляет собой инструмент для визуализации и 
экспериментов с поиском ближайшего соседа и поиском в ортогональных областях 
в наборах данных с большим количеством измерений с использованием м ногомерных 
деревьев поиска. Программа поддерживает четыре разных типа структур данных: 
примитивные kd-деревья, медианные kd-деревья, неортогональные kd-деревья и 
VР-деревья . Программу можно загрузить из хранилища алгоритмов по адресу 
http://www.cs.sunysb.edu/-algorith. 

Специализированная программа NearptЗ предназначена для поиска ближайшего соседа 
в очень больших наборах точек в трехмерном пространстве. Код можно загрузить с 
веб-страницы http://wrfranklin.org/Research/nearpt3. 

В разделе 1 7. 4  представлена информация о полной коллекции реализаций алгоритмов 
построения диаграмм Вороного. В частности, библиотеки CGAL (www.cgal.org) и 
LEDA (см. раздел 19. 1 . 1 ) содержат реализации на языке С++ алгоритмов построения 
диаграмм Вороного, а также алгоритмов выяснения местоположения точек на плоско­
сти для их эффективного использования при поиске ближайшего соседа. 

ПРИМЕЧАНИЯ 

В работе [Ind04] представлен отличный обзор алгоритмов, основанных на методе слу.чай­
ных отображений для аппроксимирующего поиска ближайшего соседа . в многомерных 
пространствах. Как теоретические, так и экспериментальные результаты (см. [ IM04] и 
[BMOI] соответственно) указывают на то, что этот метод обладает довольно высокой точ­
ностью. 

Несколько иную теоретическую основу имеет программа ANN для аппроксимирующего 
поиска ближайшего соседа (см. [АМ93, АМN+98]). На основе набора данных создается 
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структура разреженного взвешенного графа, после чего поиск ближайшего соседа осуще­
ствляется выполнением "жадного" обхода от произвольной точки до точки запроса. Бли­
жайшая точка, найденная в результате нескольких таких попыток, объявляется ближай­
шим соседом.  Подобные структуры данных оказываются полезными и при решении дру­
гих задач в многомерных пространствах. Предметом пятых соревнований DIMACS был 
поиск ближайшего соседа (см. [GJM02] ). 

Самым лучШим справочником по kd-деревьям и другим пространственным структурам 
данных является книга [Sam06] . В ней подробно рассмотрены все основные (и многие 
второстепенные) варианты этих структур. Книга [Sam05] представляет собой краткий об­
зор той же темы. Метод случайных смещений точки запроса был представлен в работе 

. [Рап06] . 

Хорошие описания задачи поиска пары ближайших точек на плоскости (см. [BS76] ) мож­
но найти в книгах [CLRSO I ]  и [Мап89]. Вместо простого выбора точек из триангуляции 
Делоне в этих алгоритмах применяется метод "разделяй и властвуй". 

Родственные задачи. Кd-деревья (см .  раздел 12. 6), диаграммы Вороного (см .  раз­
дел 1 7. 4), поиск в области (см . раздел 1 7. 6). 

ВХОД

Рис. 1 7.6. Поиск в области 

Обсуждение. Задачи поиска в области возникают в приложениях баз данных и геогра­
фических информационных систем. Любой объект базы данн ых, имеющий d числовых 
полей (и описывающий, например, человека с его ростом, весом, уровнем дохода 
и т. д.), можно представить в виде точки в d-мерном пространстве. Область запроса 
описывает область в пространстве, а наша задача состоит в поиске всех точек или вы­
яснении количества точек в этой области . Например, запрос на поиск всех людей с го-
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Вход. Множество S из п точек в пространстве Ed и область Q.

1 7  . 6 . Поиск в области 

Задача. Выяснить, какие точки м ножества S находятся в области Q (рис. 1 7.6) . 

ВЫХОД



Уровень трудности поис.ка в области зависит от нескольких факторов. 

+ Велико ли количество выполняемых запросов? Самый простой подход - проверка 
К\РК.дОЙ из п точек на попадание в многоугольник Q. Этот метод прекрасно работает 
при небольшом количестве запросов. Алгоритмы для проверки вхождения точки 
в данный многоугольник рассматриваются в разделе 1 7. 7. 

+ 

При поиске в невыпуклом многоугольнике полезно разбить его на выпуклые облас­
ти или, что еще лучше, треугольники и выполнить поиск в каждой из этих областей.  
Этот метод хорошо работает, потому что проверка точки на вхождение в выпуклый 
многоугольник является достаточно простой задачей. Алгоритмы разбиения невы­
пуклого многоугольника на несколько выпуклых многоугольников рассматривают­
ся в разделе 1 7. 1 1 .  

+ Какова размерность пространства? Общий подход к поиску в области состоит в 
создании kd-дерева для входного набора точек (см .  раздел 12. 6). Затем выполняется 
обход в глубину этого kd-дерева, причем каждый узел дерева разворачивается толь­
ко тогда, когда соответствующий прямоугольник пересекает область запроса. 
В случае очень больших или смещенных областей запроса может потребоваться об­
ход всего дерева, но, вообще говоря, kd-деревья дают эффективное решение. Для 
двумерного пространства известны алгоритмы с более высокой производительно­
стью в наихудшем случае, но на плоскости производительность kd-деревьев являет­
ся вполне приемлемой. А в многомерных пространствах поиска они являются един­
ственным возможным решением задачи .  

+ Возможны ли  операции вставки и удш�ения? Красивый и практичный подход к ре­
шению задачи поиска в области и ряда других геометрических задач поиска осно­
ван на триангуляциях Делоне. В триангуляции Делоне ребра соединяют каждую 
точку р с близлежащими точками .  Для поиска в области мы сначала выясняем ме­
стоположение точки на плоскости (см . раздел 1 7. 7), чтобы быстро найти треуголь­
ник в интересующей нас области. Потом мы выполняем поиск в глубину вокруг ка­
кой-либо вершины этого треугольника, разрежая пространство поиска в каждом 
случае, когда посещаем точку, расположенную слишком далеко, чтобы иметь неот­
крытых соседей, представляющих для нас интерес. Эта процедура должна быть эф­
фективной, т. к. общее количество посещенных точек приблизительно пропорцио­
нально количеству точек в области запроса. 

Одним из достоинств этого подхода является легкость, с которой можно откоррек­
тировать триангуляцию Делоне после вставки или удаления точки, используя для 
этого операции замены ребер. Подробности см. в разделе 1 7.3 .  

+ Можно ли ограничиться подсчетом количества точек в области или требуется 
идентифицировать их? Для многих приложений  достаточно только подсчитать ко-
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Какова форма многоугольника? Легче всего выполнять поиск в прямоугольниках,
параллельных осям координат, т. к. проверка точки на вхождение в такую область
сводится к проверке попадания каждой координаты в требуемый диапазон.  Пример
поиска в ортогональной области показан на рис. 1 7 .6 .

довым доходом от О до 1 О ООО долларов, ростом между 1 85 и 2 1 5  см и весом от 25 до
60 кг определяет область, содержащую тощих людей с тощим кошельком.



личество искомых точек в области, а не возвращать сами точки .  Например, из базы 
дан ных, упомянутой в начале раздела, мы можем узнать, каких людей больше, ху­
дых и бедных или толстых и богатых. Часто возникает необходимость найти самую 
плотную или самую разреженную область в пространстве поиска, и эту задачу мож­
но решить с помощью подсчета точек в ней. 

Хорошая структура данных для эффективного поиска ответов на составные запросы 
поиска в области основана на упорядочении набора точек по признаку доминирова­
ния .  Говорят, что точка х доминирует над точ кой у, если точка у располагается сни­
зу и слева от точки х. Пусть DOM(p) является функцией, которая подсчитывает 
количество точек во множестве S, над которыми доминирует точка р. Количест­
во точек т в ортогональном прямоугольнике, определяемом координатами 
Xmin � х � Xmax и Ymin � у �  Ушах. вычисляется по такой формуле : 

т = DОМ(Хтах, Ушах) - DОМ(Хтах, Ушiп) - DOM(Xтin• Ушах) + DОМ(Хтiп, Ушiп) 

Четвертый член вносит поправку на точки нижнего левого угла, которые были вы­
чтены дважды.  

Чтобы эффекти вно отвечать на произвольные запросы по выяснению доминирова­
ния, разделяем пространство на п2 прямоугольников, проводя горизонтальную и 
вертикальную прямые через каждую из п точек. В любом прямоугольнике набор 
доминируемых точек одинаков для каждой точки, поэтому их можно вычислить за­
ранее для нижнего левого угла каждого прямоугольника, сохранить и возвращать 
в ответ на запрос для любой точки в данном прямоугольнике. Таким образом, поиск 
в области сводится к двоичному поиску и выполняется за время O(lgn). К сожале­
нию, эта структура данн ых имеет квадратичную сложность по памяти . Но эту идею 
можно использовать с kd-деревьями, чтобы создать структуру, расходующую па­
мять более эффективно. 

Реализации. Библиотеки CGAL (www.cgal.org) и LEDA (см. раздел 19. 1 . 1 ) использу­
ют динамическую структуру данн ых на основе триангуляции Делоне для поддержки 
круглых, треугольных и ортогональных областей поиска. Обе библиотеки также со­
держат реализации древовидных структур, которые поддерживают поиск в ортого­
нальных областях за время O(k + lg2n), где п - сложность разбиения, k - количество 
точек в прямоугольной области. 

Библиотека ANN на языке С++ содержит реализации алгоритмов для точного и ап­
проксимирующего поиска ближайшего соседа в пространствах произвольной размер­
ности.  Эти реализации дают хорошие результаты для поиска среди сотен тысяч точек в 
пространствах, имеющих до 20 измерений.  Библиотека позволяет выполнять запросы 
поиска ближай шего соседа постоянного радиуса по всем LР-нормам расстояний, кото­
рые можно использовать для аппроксимации запросов поиска круглых и прямоуголь­
ных областей в нормах L 1 и L2 соответственно. Библиотеку ANN можно загрузить по 
адресу http://www.cs.umd.edu/-mount/ANN/. 

Программа Ranger (см .  [MS93])  представляет собой инструмент для визуализации и 
экспериментов с поиском ближайшего соседа и поиском в ортогональных областях в 
наборах данных с большим количеством измерений с использованием многомерных 
деревьев поиска. Программа поддерживает четыре разных типа структур данных: 
примитивные kd-деревья, медианн ые kd-деревья, неортогональные kd-деревья и 
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VР-деревья. Для каждой из этих структур данных программа поддерживает запросы в 
пространствах, имеющих до 25 измерений,  в любой метрике Мин ковского. Программу 
можно загрузить из хранилища алгоритмов по адресу http://www.cs.sunysb.edu/ 
-algorith. 

ПРИМЕЧАНИЯ 

Задача значительно усложняется при поиске в неортогональных областях, т. е. в областях, 
не являющихся прямоугольниками со сторонами, параллельными осям координат. Поиск 
пересечений полуплоскостей имеет сложность по времени O( lgn), а по памяти - линей­
ную (см. [CGL85]) .  В случае поиска в простых областях (таких как треугольник) нижние 
границы препятствуют созданию структур, эффективных для наихудших случаев. Обсуж­
дение этой темы и обзор посвященных ей работ представлены в [Aga04] . 

Родственные задачи. Кd-деревья (см .  раздел 12. 6), выяснение местоположения точки 
(см. раздел 1 7. 7). 

Вход. Плоскость, разбитая на многоугольники, и точка q. 
Задача. Выяснить, какая область плоскости содержит точку q (рис. 1 7 .7). 

Рис. 1 7.7. Выясвение местоположения точки 

Обсуждение. Вь1яснение местоположения точки на плоскости является фундаменталь­
ной подзадачей вычислительной геометрии,  обычно возникающей, как составная часть 
решения больших геометрических задач. В типичной полицейской диспетчерской 
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q ?

ВХОД ВЫХОД

Хорошие описания структур данных с временем исполнения O( lgn + k) в наихудшем слу­
чае для поиска в ортогональных областях (см. [Wi l85] ) представлены в книгах
[dBvKOSOO] и [PS85]. Там же можно найти описания kd-деревьев, применяемых при по­
иске точек в прямоугольниках на плоскости. Производительность программ, использую­
щих эти деревья, может быть очень низкой. Так, в работе [LW77] описывается двумерный
экземпляр запроса, для которого потребовалось время o.Jn , чтобы выяснить, что прямо­
угольник пустой.

1 7 .7 . Местоположение точки



службе город разбивается на несколько участков (районов). Имея карту участков и 
точку запроса (место преступления), диспетчер должен найти участок, содержащий 
данную точ ку. Это и есть задача выяснен ия местоположения точ ки на плоскости . Воз­
можн ы следующие варианты задачи :  

+ 

+ 

+ 

+ Насколько регулярны размер и форма областей разбиения? Если все треугольники 
имеют приблизительно одинаковый размер и форму, можно использовать самый 
простой способ выяснения местоположения точки, при котором на область разбие­
ния накладывается решетка размером kxk из горизонтальных и вертикальных пря­
мых, идущих через одинаковые интервалы.  Для каждой из k2 прямоугольных ячеек 
поддержи вается сп исок всех областей разбиения, которые хотя бы частично покры­
ваются данной ячейкой.  Для выяснения местоположения точ ки в таком сеточном 
файле выпол няется двоичный поиск или поиск в хэш-таблице, чтобы найти ячейку, 
содержащую точку q, а потом выполняется поиск в каждой области, покрываемой 
ячейкой, чтобы выяснить, какая из них содержит данную точку. 
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Находится ли  данная точка внутри многоугольника Р?  В самом простом варианте
задачи выяснен ия местоположения точки на плоскости участвуют только две облас­
ти, внутри и вне многоугольника Р, и требуется выяснить, в какой из них находится
данная точ ка. Для невыпукл ых многоугольников, имеющих много узких выступов,
поиск ответа может оказаться очень трудным .  Процедура получения решения со­
стоит в следующем. Из точки проводим отрезок, заканчивающийся далеко за преде­
лами многоугольни ка, и подсчитываем количество ребер многоугольника, пересе­
каемых этим отрезком . Точка будет находиться внутри многоугольника тогда и
только тогда, когда это число нечетное. Когда отрезок проходит через вершину, а не
ребро, ответ очевиден из контекста, т. к .  мы подсчитываем количество пересечений
границы многоугольника. Проверка всех п сторон многоугольника на пересечение с
отрезком занимает время О(п). Для выпуклых многоугольников существуют более
быстрые алгоритмы на основе двоичного поиска со временем исполнения O(lgп).

Какова сложность областей разбиения? Если области, на которые разбита плос­
кость, являются произвольными многоугольниками, требуются довольно сложные
проверки на вхождение точ ки в область. Выполнив  предварительную триангуляцию
всех многоугольников разбиения, мы сведем проверку на вхождение точки в об­
ласть к проверке на вхождение точки в треугольник. Эти проверки можно сделать
очень быстрыми и простыми за счет небольших затрат на сохранение имени много­
угольника для каждого треугольника. Дополнительная выгода от такой триангуля­
ции заключается в том,  что чем меньше размер областей разбиения, тем выше про­
изводительность решеточных или древовидных суперструктур. Но при триангуля­
ции следует соблюдать определенную осторожность, чтобы избежать получения
треугольников с очень острыми углами (см .  раздел 1 7.3).

Сколько потребуется запросов? В ыяснение местоположения точки внутри много­
угольника всегда можно производить отдельно для каждой области в данном раз­
биении .  Однако выполнение большого количества таких запросов на одном и том 
же разбиении неэкономично.  Намного лучшим решением будет создание поверх 
этого разбиения решеточной или древовидной структуры данных, позволяющей бы­
стро попасть в нужную область. Такие структуры подробно рассматриваются далее 
в этом разделе. 



Производительность таких сеточных файлов может быть очень хорошей, при усло­
вии, что каждая треугольная область перекрывает лишь небольшое количество пря­
моугольников (тем самым минимизируя потребности в памяти), а каждый прямо­
угольник  перекрывает лишь небольшое количество треугольни ков (тем самым 
минимизируя время поиска). Производительность этого метода зависит от регуляр­
ности областей разбиения. Определенной гибкости можно добиться, располагая 
горизонтальные линии решетки не на одинаковых расстояниях друг от друга, а в за­
висимости от расположения областей разбиения. Рассматриваемый далее метод по­
лос является развитием этой идеи и гарантирует эффективную временную слож­
ность за счет квадратичной сложности по памяти. 

Кd-деревья (см . раздел 12. 6) иерархически разби вают пространство на прямоуголь­
ные блоки. В каждом узле дерева текущий прямоугольни к  разби вается на неболь­
шое количество (обычно 2, 4 или 2'1 для d измерений) меньших прямоугольни ков. 
Прямоугольник, принадлежащий листу, помечается списком областей, содержа­
щихся в нем хотя бы частично. Процесс выяснения местоположения точ ки начина­
ется с корня дерева и движется вниз по дереву, пока не будет найден прямоуголь­
ник, который содержит точку q. Когда поиск доходит до листа, проверяется каждая 
содержащаяся в нем подходящая область, чтобы выяснить, какая из них включает в 
себя точку q. Так же, как и в случае с сеточными файлами, мы  надеемся, что каж­
дый лист будет содержать небольшое количество областей, и что каждая область не 
пересекает слишком много листовых прямоугольников. 

Близко ли целевая ячейка? Простым методом выяснения местоположения точки, 
который хорошо работает в пространствах, имеющих гораздо больше двух измере­
ний, является обход. Начинаем поиск с произвольной точки р в произвольной ячей­
ке, расположенной (предположительно) недалеко от точ ки q. Строим луч от р к q и 
находим сторону (грань) ячейки, пересекаемую этим лучом.  В триангуляционных 
разбиениях такие запросы выполняются за постоянное время. 

Переходя к следующей ячейке сквозь эту грань, мы еще на шаг приблизимся к цели.  
Для достаточно регулярных d-мерных разбиений ожидаемая длина пути будет 
О(п

1t'), но линейной в наихудшем случае. 
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Какова размерность пространства? Для трех и более измерений наиболее подхо­
дящим методом выяснения местоположения точки почти наверняка будет испол ь­
зование kd-дерева. Эти деревья могут оказаться лучшим решением, когда плоскость
разбита на области , слишком нерегулярные, чтобы можно было применить сеточ­
ные файлы.

+ 

+ 

Самым простым алгоритмом, гарантирующим время поиска О(\gп) в наихудшем слу­
чае, является метод полос, в котором через каждую вершину проводятся горизонталь­
ные прямые, создающие п + 1 полос между ними .  Поскольку полосы определяю.тся 
горизонтальными прямыми,  полосу, содержащую конкретную точку, можно найти, 
выполнив двоичный поиск по у-координате точ ки q. Поскольку никакая полоса не со­
держит вершин, то область в полосе, содержащую точку q, можно найти с помощью 
двоичного поиска по ребрам, пересекающим эту полосу. Некоторая трудность заклю­
чается в том, что для каждой полосы необходимо сопровождать двоичное дерево поис­
ка, что в наихудшем случае дает сложность по памяти, равную О(п2). Метод, расхо-



дующий память более эффекти вно, основан на создании иерархической триангуляци­
онной структуры на областях разбиения. Он тоже обеспечивает сложность по времени, 
равную O(lgn), и рассматривается в подразделе "Примечания". 

Эффективные методы вычислительной геометрии для наихудших случаев либо требу­
ют большого объема памяти, либо очень сложны для реализации. Но для большинства 
прйложений рекомендуется использовать kd-деревья. 

Реализации. Как библиотека CGAL (www.cgal.org), так и библиотека LEDA (см. раз­
дел 19. 1 . 1 ) содержат реализации на языке С++ самых разных алгоритмов разбиения 
плоскости . В библиотеке CGAL отдается предпочтение стратегии "переход и обход" 
(j ump-aпd-walk), хотя также представлена реализация алгоритма поиска с логарифми­
ческой сложностью для наихудшего случая . Библиотека LEDA содержит программы 
выяснения местоположения точки с использованием частично устойчивых (partially 
persistent) деревьев поиска с ожидаемым временем исполнения O(lgn). 

Библиотека ANN на языке С++ содержит реализации алгоритмов для точного и ап­
проксимирующего поиска ближайшего соседа в пространствах произвольной размер­
ности . Программы из этой библиотеки можно использовать для быстрого поиска точки 
на границе ближайшей ячейки, с которой следует начинать обход. Загрузить библиоте­
ку можно по адресу http://www.cs.umd.edu/-mount/ANN/. 

Пакет Arrange на языке С предназначен для размещения многоугольников на плоско­
сти или на сфере. Многоугольни ки могут быть вырожденными, и в таком случае работа 
сводится к размещению отрезков. В пакете испол ьзуется рандомизированный инкре­
ментал ьный алгоритм и поддержи вается эффективное выяснение местоположения 
точки в разбиен ии .  Пакет Arrange был разработан Майклом Голдвассером (Michael 
Goldwasser) и доступен на веб-сайте http://euler.slu.edu/-goldwasser/puЫications. , 

В книгах [O'RO I ]  и [SROЗ] представлены процедуры проверки расположения точки 
в простом многоугольнике. 

ПРИМЕЧАНИЯ 

Отличный обзор последних достижений в области решения задачи выяснения местополо­
жения точки, как теоретических, так и практических, представлен в [Sno04] . Очень под­
робные описания детерминистических структур данных, используемых при выяснении 
местоположения точки на плоскости, содержатся в книгах [dBvKOSOO] и [PS85]. 

В работе [TVO l ]  задача выяснения местоположения точки на плоскости используется в 
качестве учебного примера разработки алгоритмов вычислительной геометрии на языке 
Java. Экспериментальное исследование алгоритмов выяснения местоположения точки на 
плоскости изложено в работе [ЕКА84] . Лучшим был признан метод группирования, ана­
логичный методу сеточного файла. 

Элегантный метод улучшения треугольников (см. [Кir83) )  заключается в создании иерар­
хической структуры трианrуляционных разбиений поверх имеющегося разбиения таким 
образом, что каждый треугольник на данном уровне пересекает постоянное количество 
треугольников следующего уровня. Так как размер каждой трианrуляции составляет оп­
ределенную долю от размера следующей трианrуляции, то общая сложность по памяти 
вычисляется суммированием геометрической прогрессии и, следовательно, является ли­
нейной. Кроме этого, высота иерархической структуры равна O(lgn), что обеспечивает 
быстрое время исполнения запросов. Альтернативный алгоритм с такими же временными 
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Родственные задачи. Кd-деревья (см. раздел 12. 6), диаграммы Вороного (см. раз­

дел 1 7. 4), поиск ближайшего соседа (см . раздел 1 7. 5). 

Вход. Множество S отрезков (прямых) /1 , • • •  , ln или пара многоугольников (многогран­
ников) Р1 и Р2 • 

Задача. Выяснить, какие отрезки пересекаются. Найти пересечение объектов Р1 и Р2 
(рис. 1 7.8). 

ВХОД выход 

Рис. 1 7.8. Выявление пересечений 

Обсуждение. Выявление пересечения является фундаментальной задачей вычисли­
тельной геометрии, имеющей много применений.  Например, предположим, что мы 
моделируем здание в виртуальной реальности компьютерной игры. Иллюзия реально­
сти исчезнет, как только виртуальный персонаж пройдет сквозь стену. Чтобы обесhе­
чить соблюдение физических ограничений, мы должны немедленно обнаружи вать 
пересечение многогранных моделей и информировать о нем игрока или ограничи вать 
его действия. 

Еще одним применением выявления пересечений  является контроль проектирован ия 
СБИС. Небольшой дефект конструкции, такой как Пересечение двух дорожек, может 
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пределами изложен в работе [EGS86] . Описанный ранее метод полос был разработан 
Добкином (Dobkin) и Липтоном (Lipton) (см. [DL76] ) и представлен в книге [PS85].  Опи­
сания алгоритмов, проверяющих вхождение точки в простой многоугольник, содержатся 
в работах [Hai94] , [O'RO 1 ], [PS85] и [SROЗ] .  

В последнее время наблюдается интерес к динамическим структурам данных, которые 
поддерживают быстрое инкрементальное обновление разбиения плоскости (после вставки 
и удаления ребер и вершин), а также быстрое выяснение местоположения точки. Изучение 
этой области можно начать с [СТ92], а обновленный справочный материал можно найти в 
[Sno04] . 

1 7.8.  Выявление пересечений



вызвать короткое замыкание микросхемы, но такие ошибки можно с легкостью вы­
явить до сдачи проекта в производство, используя программы для выявления пересе­
чения отрезков. 

Нужно выявить пересечение прямых Wlи отрезков? Разница состоит в том, что лю­
бые две непараллельные прямые пересекаются в одной и только одной точке. Все 
точки пересечения прямых можно вычислить за время О(п\ сравнив каждую пару 
прямых. Как показано в разделе 1 7. 1 5, создание конфигурации прямых предостав­
ляет больше информации, чем просто поиск точек пересечения. 

Каково ожидаемое количество точек пересечения? При контроле проектирования 
СБИС мы ожидаем, что набор отрезков будет иметь небольшое количество точек 
пересечен ия, если, вообще, они найдутся. В этом случае нам "!-Jужен алгоритм, чув­
ствительный к выводу, т. е. имеющий время исполнения, пропорциональное коли­
честву точек пересечения.  

Видна ли точка х из точки у? В некоторых случаях требуется узнать, можно ли в 
запол ненном препятствиями пространстве видеть точку у из точки х. Эту задачу 
можно сформулировать в виде задачи выявления пересечения отрезков :  пересекает 
л и  отрезок между точками х и у какое-либо препятствие? Задачи выяснения види­
мости возникают при планировании  перемещений роботов (см . раздел 1 7. 14) и при 
исключении скрытых поверхностей в компьютерной графике. 
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+ 

+ 
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Нужно вычислить местоположение пересечения Wlи достаточно лишь выявить 
сам факт его существования? Задача выявления пересечения решается значитель­
но легче, чем вычисление его местоположения, и во многих случаях этого доста­
точно. Для приложений виртуальной реальности важным может быть только сам 
факт столкновения со стеной, а не координаты точки, в которой это произойдет. 

Поиск всех точек пересечения п отрезков является значительно более трудной зада­
чей. Даже проверка двух отрезков на пересечение оказывается не такой уж простой 
операцией (см. раздел 1 7. 1 ) .  Конечно, можно было бы явно проверить каждую пару 
отрезков и таким образом найти все пересечения за время О(п\ но для случаев с 
небольшим количеством точек пересечен ия существуют более быстрые алгоритмы .  

Такие чувствительные к выводу алгоритмы для выявления пересечений отрезков 
уже существуют. Время исполнения самого быстрого из них равно O(пlgn + k), где 
k - количество пересечений .  Эти алгоритмы основаны на методе заметающей пря­
мой. 

Являются ли пересекающиеся объекты выпуклыми? Существуют очень хорошие 
алгоритмы для выявления пересечения многоугольников. В этой ситуации большую 
важность приобретает вопрос о выпуклости многоугольников. Пересечение выпук­
лого п-угольника с выпуклым т-угольником можно выявить за время О(п + т) 
с помощью алгоритма, основанного на методе заметающей прямой, описанного да­
лее. Это возможно благодаря тому, что результат пересечения двух выпуклых мно­
гоугольников - выпуклый многоугольник, содержащий, самое большее, п + т 
вершин .  

Вы должны ответить на следующие вопросы, возникающие в задаче выявления пере­
сечен ий .  



Однако пересечение двух невыпуклых м ногоугольников лишено этих достоинств. 
Рассмотрим пересечение двух "расчесок", показанное на рис. 1 7 .8 .  Как видно из ри­
сунка, пересечение невыпуклых многоугольников может быть фрагментированным .  

Задача поиска пересечения многогранников сложнее задачи поиска пересечения 
многоугольников, т.  к. многогранники могут пересекаться даже тогда, когда их реб­
ра не пересекаются. В качестве примера такой ситуации рассмотрим иголку, прон­
зающую внутреннюю область грани .  Тем не менее, при поиске rrересечения как 
многоугольников, так и многогранников возникают оди наковые вопросы. 

+ Выполняется ли многократный поиск пере
.
сечений с одними и теми же основными 

объектами? В примере с прохождением сквозь стену в виртуальном здании непод­
вижные объекты не изменяются от эпизода к эпизоду. Движется только виртуаль­
ный персонаж, а пересечения происходят редко. 

В таких случаях типичным подходом будет аппроксимация объектов более просты­
ми охватывающими объектами, например, параллелепи педами .  Пересечение двух 
таких охватывающих объектов означает, что содержащиеся в них объекты могут 
пересекаться, и для выяснения этого вопроса требуется дополн ительная обработка. 
Но проверка на пересечение простых параллелепипедов происходит намного эф­
фективнее, чем более сложных объектов, поэтому в случае небольшого количества 
пересечений этот метод выгоден.  Возможны различные варианты этой схемы, но 
основная идея позволяет заметно повысить производительность в сложной обста­
новке. 

Для эффективного поиска пересечений нескольких отрезков или пересечений и объ­
единений двух многоугольников можно использовать алгоритмы, основанные на мето­
де заметающей прямой. Эти алгоритмы отслеживают важные события в процессе пе­
ремещения верти кальной прямой слева направо по набору входных дан ных. В самом 
левом положении прямая не пересекает никаких объектов, но в процессе ее движения 
вправо происходит следующая последовательность событий :  

+ вставка. Найден левый конец отрезка, и этот отрезок может пересекать какой-либо 
другой отрезок прямой; 

+ удШ1енuе. Найден правый конец отрезка. Это означает, что заметающая прямая пол­
ностью прошла данный отрезок, и его можно исключить из дальнейшего рассмот­
рения; 

+ пересечение. Если для активных отрезков, пересекаемых заметающей прямой, под­
держивается упорядочивание по расположению (сверху вниз), то следующее пере­
сечение должно произойти между парой соседних отрезков. После такого пересече­
ния относительный порядок этих двух отрезков меняется на обратный .  

Для слежения за  процессом требуются две структуры данных. Под будущие события 
отводится очередь событий или очередь с приоритетами, упорядоченная по х-'ко­
ординате всех возможных будущих событий :  вставок, удалений и пересечений .  Базо­
вые реал изации очередей с приоритетами рассматриваются в разделе 12.2. Настоящее 
представлено горизонтом - упорядоченным списком отрезков, пересекающих теку­
щую позицию заметающей прямой. Для сопровождения горизонта можно испол ьзовать 
любую словарную структуру данных, напри мер, сбалансирован ное дерево. 
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Чтобы адаптировать этот подход для поиска пересечения или объединения много­
угольников, изменяется обработка трех основных типов событий : Этот алгоритм мож­
но значительно упростить для выявления пересечения пар выпуклых многоугольников, 
т. к., во-первых, заметающая прямая пересекает, самое большее, четыре ребра много­
угольни ков, что делает горизонт ненужным, и, во-вторых, не требуется сортировать 
очередь событий, т. к. мы  можем начать обработку с самой левой вершины каждого 
многоугол ьника и двигаться направо в соответствии с естественным порядком вершин 
многоугольника. 

Реализации. Как библиотека LEDA (см. раздел 19. 1 . 1 ), так и библиотека CGAL 
(www.cgal.org) содержит реализацию на языке С++ самых разных алгоритмов для вы­
явления пересечений отрезков и многоугольников. В частности, обе библиотеки пре­
доставляют реализацию алгоритма Бентли-Оттманна (Bentley-bttmann), основанного на 
методе заметающей прямой (см . [8079]), для поиска всех k точек пересечения между п 
отрезками прямых на плоскости за время О((п + k)lgn). 

Устойчивая программа на языке С для поиска пересечения двух выпуклых много­
угольников представлена в книге [O'RO I ] . Подробности см. в разделе 19. 1 . 10. 

Группа GAMMA из университета Северной Каролины разработала несколько эффек­
тивных библиотек для обнаружения столкновений, из которых самой последней явля­
ется библиотека SWIFT++ (см. [ELO l ]) .  Эта библиотека поддерживает выявление пере­
сечений, вычисление приблизительных и точных расстояний между объектами, а также 
выявление контакта между парой объектов в сценах, состоящих из жестких много­
гранных моделей.  Подробная информация обо всех этих библиотеках, включая условия 
загрузки и использования, доступна на веб-сайте http://www.cs.unc.edu/-geom/collide/. 

Поиск взаимного пересечения набора полупространств является частным случаем по­
иска пересечения выпукл ых оболочек. Лучшей программой для работы с выпукль1ми 
оболочками в многомерных пространствах является Qhu l l  (см. [BDH97]). 

Эта программа широко испол ьзуется в научных приложениях и доступна на веб-сайте 
http://www.qhull.org/: 

ПРИМЕЧАНИЯ 

Отличный обзор алгоритмов поиска пересечений таких геометрических объектов, как от­
резки, многоугольники и многогранники представлен в работе [Mou04] . Книги 
[dBvKOSOO], [CLRSO I ]  и [PS85] содержат главы, в которых обсуждается задача поиска 
пересечений геометрических объектов. Хорошее обсуждение частного случая поиска пе­
ресечений и объединений прямоугольников, ориентированных вдоль осей координат (за­
дача, которая часто возникает при разработке СБИС), представлено в книге [PS85] . 

Алгоритм поиска пересечения отрезков с временем исполнения O(nlgn + k) приведен в ра­
боте [СЕ92] . Всесторонний обзор более простых, рандомизированных алгоритмов с таки­
ми же временными границами представлен в работе [Mul94] . 

Алгоритмы и программное обеспечение для обнаружения столкновений обсуждаются 
в работе [LM04] . 

Родственные задачи. Конфигурация прямых (см. раздел 1 7. 15), Планирование пере­
мещений (см . раздел 1 7. 14). 

606 Часть II. Каталог алгоритмических задач



1 7.9.  Разложение по контейнерам 
Вход. Набор из  п объектов размером d1 , " . ,  dn. Набор из  т контейнеров емкостью 
С 1 , . " , Сп. 

Задача. Уложить все объекты в контейнеры, испол ьзуя как можно меньшее количество 
контейнеров (рис. 1 7 .9). 
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ВХОД

Рис. 1 7.9. Разложение по контейнерам 

Обсуждение. Задача разложения по контей нерам возникает в разных приложениях 
упаковl\И и производства. Для примера рассмотрим раскрой ку лиетового железа лад 
детали или раскройку ткани для шитья одежды. Для минимизации отходов мы хотим 
разместить детали или выкрой ки так, чтобы использовать как можно меньшее количе­
ство листов железа или рулонов материи .  Задача выяснения,  какую деталь разместить 
на каком листе и в каком месте, является вариантом задачи разложения по контейне­
рам, называющейся задачей раскроя (cutting stock proЬ\em), После изготовления дета­
лей возникает другая задача упаковки - как погрузить ящики с деталями на грузови­
ки, чтобы минимизировать необходимое количество грузови ков. 

+ формы и размера объектов. Характер задачи разложения по контейнерам в боль­
шой степени зависит от формы пакуемых объектов. Собрать пазл (картин ку-
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ВЫХОД

Даже самые простые на первый взгляд задачи разложения по конпейнерам являются
NР-полными (см . обсуждение задачи разбиения множества целых чисел в разде­
ле 13. 1 О). Поэтому нам приходится использовать эвристические подходы, а не алго­
ритмы, выдающие оптимальное решение в наихудшем случае. К счастью, для боль­
шинства задач разложения по контейнерам обычно хорошо подходят сравнительно
простые эвристические методы. Более того, многие приложения имеют специфические
ограничивающие условия, которые не позволяют использовать сложные алгоритмы
решения задачи разложения по контейнерам. Выбор эвристического метода для реше­
ния конкретной задачи будет зависеть от следующих факторов:



головоломку) гораздо сложнее, чем уложить квадратики на прямоугольном поле. 
В задаче одномерной задаче разложения по контейнерам размер каждого объекта 
указ ывается в виде целого числа. Эта задача эквивалентна задаче упаковки ящиков 
оди наковой ширины в контейнер такой же ширины и является частным случаем за­
дачи о рюкзаке (см . раздел 13. 10) . 

Когда все объекты имеют одинаковый размер и форму, последовательное заполне­
ние каждого ряда дает приемлемую, но не обязательно оптимальную упаковку. По­
пробуйте заполнить квадрат размером З хЗ прямоугольниками размером 2х 1 .  Укла­
дывая прямоугольники,  ориентированные только в одном направлении,  можно раз­
местить только три из них, а если их  ориентировать в двух направлениях, то 
поместится четыре · прямоугольни ка; 

ограничения на ориентацию и размещение объектов. На практи ке у многих упако­
вочных коробок обозначен верх (что предписывает определенную ориентацию ко­
робки) или присутствует надпись " не складывать в штабель" (означающая, что ко­
робк{l может находиться только на самом верху штабеля). Такие условия ограничи­
вают нашу свободу действий при упаковке и увеличи вают количество грузовиков, 
необходимых для транспортировки товаров. Больши нство транспортных компаний 
решают эту задачу, не обращая внимания на подобные маркировки.  Несомненно, 
любая задача становится намного легче, если не беспокоиться о последствиях; 

статичность WIИ дина;wичность задачи. Известен ли  нам весь набор объектов для 
упаковки в начале работы (статическая задача) или же мы получаем их по одному и 
должны укладывать их по мере поступления (динамическая задача)? Упаковку 
можно выполнить гораздо лучше, если есть возможность планирования.  Например, 
имеет смысл расположить объекты в таком порядке, который позволит осуществить 
более эффективную упаковку (т. е. отсортировать их по убыванию размера). 

А налитические и экспериментальные результаты показывают, что самым лучшим эв­
ристическим методом разложения по контей нерам является "первый подходящий кон­
тей нер в порядке убывания размера объектов".  Сортируем объекты по убыванию раз­
мера. В кладываем объекты по одному в контей нер, в котором имеется достаточно мес­
та для очередного объекта. Если в контейнере больше нет места, то переходим к
следующему контейнеру. В случае одномерного разложения по контейнерам при таком
подходе потраченное кол ичество контейнеров никогда не превысит действительно не­
обходимое больше чем на 22%, причем обычно этот показатель намного лучше. Такой
метод интуитивно привлекателен, т. к. м ы  укладываем большие объекты в первую оче­
редь и надеемся, что удастся уложить меньшие объекты в оставшееся место.
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выбираем первый или самый левый контейнер, в который может поместиться объ­
ект;

выбираем контейнер с наибольшим свободным объемом; 

выбираем контейнер с наименьшим свободным объемом, достаточным для разме-
щения объекта; 

выбираем случайный  контей нер. 

+ 

+ 
+ 

+ 

+ 

+ 

В стандартных эвристических методах статического разложения по контейнерам объ­
екты упорядочи ваются по размеру или форме, а потом укладываются в контейнеры. 
Ти пичные правила выбора контейнера: 



Укладывать ящи ки легче, чем объекты произвольной геометрической формы.  Это на­
столько легче, что общее правило укладки произвольных объектов состоит в предвари­
тельной упаковке в инди видуальные ящики, после которой уже выполняется укладка
ящиков в целевые контейнеры. Найти охватывающий прямоугольник  для объекта­
многоугольника не составляет труда: просто находим верхнюю, нижнюю, левую и пра­
вую касательные, идущие в заданном направлении .  Выяснить ориентацию и миними­
зировать площадь (объем) такого прямоугольника (ящика) намного труднее, но все­
таки возможно как на плоскости, так и в трехмерном пространстве (см . [O'R85]) .

В случае невыпуклых объектов большой объем полезного пространства может ока­
заться неиспользованным из-за наличия пустот, получившихся после помещения дета­
ли  в ящик. Одно из решений этой проблемы - найти наибольutий пустой прямоуголь­
ник внутри каждого размещенного объекта и, если этот прямоугольник  достато'IНО ве­
лик, поместить в него другие объекты .

Реализации. Коллекцию реализаций алгоритмов на языке FORTRAN для разных вер­
сий задачи о рюкзаке можно загрузить с веб-сайта http://www.or.deis.unibo.it/kp.html.
Там же доступна электронная версия книги [МТ90а] .

Хорошо организованную коллекцию реализаций алгоритмов на языке С для решения
разных видов задачи о рюкзаке и родственных ей задач, таких как разложение по кон­
тейнерам и загрузка контей нера, можно найти на веб-сайте http://www.diku.dk/
-pisinger/codes.html.

Первым шагом упаковки объектов произвольной формы в контейнер является их раз­
мещение по и ндивидуальным прямоугольным контейнерам минимального объема.
Этот алгоритм имеет почти ли нейное время исполнения (см.  [BHO I ]) .

ПРНМЕЧАННЯ

Существуют эффективные алгоритмы поиска наибольшего пустого прямоугольника в
многоугольнике (см. [DMR97]) и наборе точек (см. [CDL86]).

Упаковка шаров является важным и хорошо изученным частным случаем разложения по
контейнерам. Общеизвестна "гипотеза Кеплера", касающаяся поиска наиболее плотной
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Чтобы удовлетворить специфическим ограничивающим условиям, можно разнообра­
зить порядок размещения объектов. Например, ящики с маркировкой "не складывать в
штабель" следует размещать в последнюю очередь (возможно, предварительно искус­
ственно понизив высоту контейнеров, чтобы оставить достаточно свободного места), а
ящики с маркировкой верха - в первую очередь (чтобы иметь больше свободы при
укладывании  ящиков сверху).

Этот алгоритм легко реализуется и имеет время исполнения О(пlgп + Ьп), где
Ь � min(п, т) - количество фактически использованн ых контейнеров. Просто для
каждого объекта выпол няем перебор контейнеров за линейное время .  Возможен более
быстрый алгоритм с временем испол нения О(пlgп), испол ьзующий двоичное дерево
для отслежи вания свободного места, оставшегося в каждом контейнере.

Обзоры литературы, посвященной задаче разложения по контейнерам и задаче раскроя,
представлены в работах [CFC94] , [CGJ96] и [LMM02]. Самым свежим справочником по
различным вариантам задачи о рюкзаке является книга [КРРО4] . Экспериментальные ре­
зультаты эвристических алгоритмов решения задачи разложения по контейнерам изложе­
ны в работах [BJLM83] и ]МТ87] .



упаковки единичных трехмерных шаров. Справедливость этой гипотезы была доказана в 
1 998 г. Хэйлзом (Hales) и Фергюсоном (Ferguson). Доказательство представлено в работе 
[SzpOЗ] .  Самым лучшим справочником по задаче упаковки шаров и родственным ей зада­
чам является книга [CS93] .  

М иленкович (Mi lenkovic) много работал над двумерной задачей разложения по  контейне­
рам мя швейной промышленности, т. е. над минимизацией количества материала, необ­
ходимого мя изготовления предметов одежды. Отчеты об этой работе содержатся в кни­
гах [DM97] и [Mi l97]. 

1 7 . 1 0 . Преобразование к срединной оси 
Вход. Многоугольник ил и  многогранник  Р. 

Задача. Найти набор точек внутри объекта Р, имеющих более чем одну ближайшую 
точку на грани це Р (рис. 1 7 . 1  О). 

Рис. 1 7. 1 0. Преобразование к срединной оси 

Обсуждение. Преобразование к среди нной оси применимо для "утончения" много­
угольни ков или,  другим и  словами ,  поиска скелета. Нашей целью является простое, 
устойчивое представление формы многоугольни ка. На рис. 1 7. 1 0  "тонкие" версии  букв 
А и В отражают их форму и будут устойчивы к изменению толщины линии  или добав­
лению декоративных элементов, таких как засечки .  Скелет также представляет собой 
центральное множество данной фигуры, и это свойство может быть использовано в 
других приложениях, таких как восстановление формы и планирование перемещений .  

Результатом преобразования к срединной оси многоугольника является дерево, что 
позволяет использовать динамическое программирование для вычисления "расстояния 
редактирования" между скелетом известной модели и скелетом неизвестного объекта. 
Когда два скелета достаточно близки друг к другу, неизвестный объект классифициру­
ется как экземпляр модели .  Этот метод при меняется в области компьютерного зрения и 
оптического распознавания текста. Скелетом многоугольника с отверстиями (как буква 
А или В) является не дерево, а вложенный  планарный граф, но с ним тоже легко ра­
ботать. 

ВЫХОД ВЫХОД

Родственные задачи. Задача о рюкзаке (см .  раздел 13. 1О), задача упаковки множества
(см . раздел 18.2) .
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Существует два разных подхода к выполнению преобразовани й  к срединной оси ,  в за­
висимости от того, имеем ли  м ы  на входе произвольные геометрические точки или 
растровые изображения :  

+ гео.wетрuческuе данные. Вспомним,  что диаграмма Вороного для множества точек 
S (см .  раздел 1 7. 4) разбивает плоскость на области вокруг каждой точ ки S; Е S таким 
образом, что все точки в области вокруг точки s ;  находятся ближе к ней ,  чем к лю­
бой другой точке из м ножества S. Аналогичным образом,  диаграмма Вороного для 
множества L отрезков разбивает плоскость на области вокруг каждого отрезка /, Е L 
таким образом, что все точки внутри области вокруг точки /; находятся ближе к не­
му, чем к любому другому отрезку из множества L.  

Любой многоугольник  определяется набором отрезков таких, что отрезок l; имеет 
общую верши ну с отрезком l; + 1 •  Преобразование к срединной оси м ногоугольни ка 
Р сводится к получению той части диаграммы Вороного для отрезков, которая на­
ходится внутри этого многоугольника. Таким образом, для утончения многоуголь­
ника подойдет любая программа создания диаграмм Вороного для отрезков. 

+ изображения. Оцифрованные изображения можно рассматри вать как множества 
точек, расположенных на узлах целочисленной решетки.  Таким образом, м ы  можем 
извлечь из изображения многоугольник, представляющий объект, и обработать его 
с помощью ранее описанных алгоритмов вычислительной геометрии .  Но внутрен­
ние вершины скелета, скорее всего, не будут располагаться на узлах решетки. При­
менение алгоритмов вычислительной геометрии к задачам обработки изображени й  
часто приводит к неудаче, потому что изображения состоят из отдельных п и кселов 
и не являются непрерывными .  

Алгоритмы, которые ман ипулируют непосредственно пикселами ,  обычно легко
поддаются реализации,  по той причине, что в них не используются сложные струк­
туры данных. Но при подходах, основанных на обработке пикселов, результаты по-
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Прямолинейным скелетом называется структура, родственная срединной оси мно­
гоугольника, за исключением того, что биссектрисы равноудалены не от его ребер,
а от вспомогательных линий  этих ребер. Для выпуклых многоугольников прямоли­
нейный скелет, срединная ось и диаграмма Вороного иденти чны, но в скелете об­
щего вида биссектрисы могут не проходить по центру многоугольника. Прямоли­
нейный скелет похож на результат преобразования к срединной оси ,  но его легче
искать с помощью компьютера. В частности , все ребра прямолинейного скелета яв­
ляются многоугольными;

В простейшем подходе к созданию скелета пи ксельного объекта применяется метод
"brush fire" (лесной пожар). Представьте себе огонь, охвативший  все ребра м ного­
угольника и продвигающийся с постоянной скоростью внутрь многоугольника.
Скелет образуется точками, в которых сталки ваются две или более стены огня.  Та­
кой алгоритм обходит все граничные пикселы объекта, идентифицирует верши н ы,
принадлежащие скелету, удаляет остальную часть границы и повторяет процесс.
Алгоритм прекращает работу, когда все пикселы являются крайними ,  и возвращает
объект толщиной всего в один или два пиксела. При правильной реализации вр6мя
исполнения этого алгоритма будет л и нейным по отношению к количеству пикселов
в изображении .



лучаются не вполне корректными.  Например, скелет многоугольника не всегда бу­
дет деревом и не обязательно будет связным, а точ ки скелета могут оказаться "не 
совсем" равноудаленными от двух граничных ребер. Когда вы пытаетесь применять 
методы непрерывной геометрии в дискретном мире, у вас нет возможности решить 
задачу до конца, и с эти м нужно смириться . 

Программа VRONI (см .  [HelOI]) является эффективным средством создания диаграмм 
Вороного на плоскости для отрезков, точек и дуг. Программа может с легкостью вы­
полнять преобразования к среди нной оси многоугольников, т. к. она поддерживает 
создание диаграмм Вороного для произвольных отрезков. Программа была протести­
рована на огромном количестве искусствен но созданных и реальных наборов данных, 
причем некоторые из них содержали свыше миллиона вершин .  Дополнительную ин­
формацию можно найти на веб-сайте разработчика http://www.cosy.sbg.ac.at/ 
-held/projects/vroni/vroni.html. Другие программы создания диаграмм Вороного рас­
сматри ваются в разделе 1 7. 4. 

ПРИМЕЧАНИЯ 

Всесторонние обзоры методов утончения в обработке изображений содержатся в работах 
[LLS92] и [Ogn93] .  Преобразование к срединной оси было впервые использовано для изу­
чения схожести фигур в биологии (см. [Blu67]). Применение преобразований к срединной 
оси в области распознавания образов рассматривается в работе [DHSOO]. Преобразование 
к срединной оси является фундаментальной операцией для алгоритма Powercrust, который 
воссоздает поверхность по точкам выборки (см. [ACKO l a] и [ACKO l b]). Обсуждение пре­
образований к срединной оси можно найти в книгах [dBvKOSOO], [O'RO I и [Pav82] . 

Срединную ось произ,вольного п-угольника можно вычислить за время O(nlgn) 
(см. [Lee82]), хотя для выпуклых многоугольников существуют алгоритмы с линейным 
временем исполнения (см. [AGSS89]) .  Алгоритм, выполняющий преобразование к сре­
динной оси с временем исполнения O(nlgn), представлен в работе [Kir79] . 

Прямолинейные скелеты обсуждаются в работе [AAAG95], а алгоритм с временем испол­
нения меньше квадратичного - в работе [ЕЕ99] . Интересное применение прямолинейных 
скелетов для создания крыш виртуальных зданий описано в работе [LDOЗ] . 

Программы для  реконструкции или и нтерпол ирования облаков точек часто основаны
на преобразованиях к срединной оси .  Программное обеспечение Cocone выполняет
приблизительные преобразования к срединной оси многогранной поверхности, интер­
полируя точки в Е1• Дополнительную информацию можно найти на веб-сайте разра­
ботчиков http://www.cse.oh io-state.edu/-tamaldey/cocone.html. Теоретические основы
программы Cocone излагаются в работе [Dey06] . Программа Powercrust (см. [АСКО ! а]
и [ACKO I Ь]) выполняет дискретное прибл иженное преобразование к среди нной оси,
после чего реконструирует исходную поверхность на основе результатов этого преоб­
разования .  При достаточной плотности точек выборки алгоритм гарантированно вы­
полняет геометрически и топологически правильную аппроксимацию поверхности.

Реализации. Библиотека CGAL (www.cgal.org) содержит пакет процедур для вычис­
ления прямолинейного скелета многоугольни ка Р. Библиотека также содержит про­
цедуры создания смещенных контуров, определяющих области внутри многоугольни­
ка Р, точки которых находятся, по меньшей мере, на расстоянии d от границ много­
угольника.
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Родственные задачи. Диаграмм ы  Вороного (см .  раздел 1 7. 4), сумма Минковского 
(см . раздел 1 7. 1 6). 

1 7. 1 1 .  Разбиение м ногоугольника на части 
Вход. Многоугольник или многогранник  Р. 

Задача. Разбить объект Р на небольшое количество простых (обычно выпуклых) час-
тей (рис. 1 7. 1 1  ). 

Рис. 1 7. 1 1 .  Разбиение многоугольников на части 

Обсуждение. Разбиение многоугольников на части является важным шагом предвари­
тельной обработки во м ногих алгоритмах вычислительной геометри и, т. к. на выпук­
лых объектах геометрические задачи решаются легче, чем на невыпуклых. Работать 
с небольшим количеством выпукл ых фрагментов проще, чем с одним  невыпуклым 
многоугольником. 

В зависимости от конкретного приложения могут возни кать разные варианты задачи 
разбиения многоугольника. Чтобы распознать их, ответьте на следующие вопросы. 

+ Нужно ли, чтобы все фрагменты разбиения были треугольника.ми? Триангуляция 
является самой главной из задач разбиения многоугольников, поскольку в ней об­
ластями разбиения являются треугольники. Треугольни к  имеет всего лишь три сто­
роны и является выпукл ым, что делает его простейшим возможным м ногоугольни­
ком.  

Любое триангуляционное разбиение п-верши нного многоугольника содержит ровно 
п - 2 треугольника. Поэтому триангуляция не подходит для тех случаев, когда т-ре­
буется разбиение на небольшое количество выпукл ых частей.  Критерием "хорошей " 
триангуляции является не количество треугольников, а их внешний  вид. Триангуля-
ция обсуждается в разделе 1 7. 3. 

+ Требуется покрытие Wlи разбиение многоугольника? Под разбиением многоуголь­
ника подразумевается разделение его внутренней области на части , не перекры-
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+ Можно ли добавлять дополнительные вершины? Можем ли мы добавлять в много­
угольник верши н ы  Штейнера (разделяя ребра или вставляя внутренние точки) или 
нам разрешено только соединять ребрами две существующие вершины? В первом 
случае мы получим  разбиение с меньшим количеством областей, но будем вынуж­
дены использовать более сложные алгоритмы обработки и, возможно, получим ме­
нее аккуратные результаты. 

Если минимизация кол ичества областей разбиения не является вашей целью, то я ре­
комендую испол ьзовать этот эвристический подход. Экспериментируя с разными вари­
антами триангуляции и разным  порядком удаления диагоналей, вы, возможно, сумеете 
получить более качественные разбиения. 

С помощью динамического программирования можно выяснить, чему равно мини­
мальное количество диагоналей, использованных в декомпозиции .  Самая простая реа­
лизация, которая отслеживает количество областей для всех О(п2) частей м ногоуголь­
ника, разделенных ребром, имеет время исполнения О(п4). Более быстрые алгоритмы 
используют более сложные структуры данных и имеют время исполнения 
О(п + r2min(r2, п)), где r - количество вершин с внутренним углом, превышающим 
1 80°. Существует алгоритм с временем исполнения О(п ), который еще больше умень­
шает количество областей разбиения, добавляя внутренние вершины. Но этот алгоритм 
сложен. и его трудно реализовать, 

В другом варианте задачи многоугольник разби вается на монотонные области . Вер­
шины у-монотонного м ногоугольника можно разделить на две цепочки таким образом, 
что любая горизонтальная л иния будет пересекать любую из этих цепочек не более 
одного раза. 

Реализации. Многие программы триангуляции начинают работу с трапецевидного или 
монотонного разбиения м ногоугольника. Кроме этого, триангуляция является . про-

вающие друг друга. А покрытие означает, что части м ногоугольника могут пере­
крываться. Оба способа могут оказаться полезными в разных ситуациях. Так, при
декомпози ции сложного м ногоугольника во время подготовки к поиску в области
(см. раздел 1 7. 6), нам требуется разбиение, чтобы каждая искомая точка находилась
ровно в одной области разбиения. А при декомпозиции многоугол ьника с целью его
закрашивания будет достаточно покрытия, поскольку двойная заливка области цве­
том не влечет за собой никаких проблем. Мы будем рассматривать разбиение, т. к.
его проще выпол нить, и оно приемлемо для любого приложения, где требуется по­
крытие. Единственный недостаток этого подхода состоит в том, что разбиения мо­
гут потребовать больше памяти, чем покрытия .

Существует простой и эффективный эвристический алгоритм Хертеля-Мельхорна для 
разбиения м ногоугольников на выпуклые области с помощью диагоналей. Алгоритм 
сначала выполняет произвольную триангуляцию м ногоугольника, а потом убирает все 
диагонали, после удаления которых остаются только выпуклые области. Удаление диа­
гонали  создает невыпуклую область только тогда, когда в результате получается внут­
ренний угол, превышающий 1 80°. В ыяснить, появится ли такой угол, можно за посто­
янное время, рассмотрев диагонали и стороны многоугольника, окружающие удаляе­
мую диагональ. Полученное количество выпукл ых областей никогда не превысит 
минимально возможное их количество более, чем в четыре раза. 



стейшим способом разбиения м ногоугольника на выпуклые области . В поисках от­
правной точки в выборе подходящего кода обратитесь к реализациям,  упомянутым 
в разделе 1 7. З. 
Библиотека CGAL (www.cgal.org) содержит набор процедур для разбиения м ного­
угольников, включающий в себя реализации эвристического алгоритма Хертеля­
Мельхорна для разбиения м ногоугольника на выпуклые области , алгоритма динамиче­
ского программирования с временем исполнения О(п4) для поиска оптимального раз­
биения на выпуклые области и эвристического алгоритма на основе метода заметаю­
щей прямой с временем испол нения O(nlogn) для разбиения на монотонные м ного­
угольники .  

Для решения задач триангуляции особенно хорошо подходит пакет GEOMPACK 
(http://members.shaw.ca/bjoe/), состоящий из набора процедур на языке FORTRAN 77.  
Пакет позволяет выполнять триангуляцию Делоне и разбиение м ногоугольников и 
многогранников на выпуклые области, а также триангуляцию Делоне в пространстве 
произвольной размерности . 

ПРИМЕЧАНИЯ 

Сравнительно недавние обзоры содержатся в работах [KeiOO) и [OS04) . В книге [KS85) 
дается отличный обзор существующего материала по разбиению и покрытию много­
угольников. Описание эвристического алгоритма Хертеля-Мельхорна (см. [НМ83) )  можно 
найти в книге [O'RO I ] . Алгоритм динамического программирования мя минимального 
разбиения на выпуклые области с временем исполнения О(п + r2min(1.2, п)) был преможен 
в работе [KS02) . Алгоритм с временем исполнения O(r3 + п) мя минимизации количества 
выпуклых областей разбиения посредством вставки точек Штейнера представлен в книге 
[CD85) .  В статье [LАОб} содержится эффективный эвристический алгоритм с временем 
исполнения O(nr) мя разложения многоугольников с внутренними пустотами на "почти 
выпуклые" многоугольники, а впоследствии этот алгоритм был обобщен мя работы с 
многогранниками.  

С задачей покрытия многоугольника связана интересная задача о картинной галерее, в ко­
торой требуется разместить в данном многоугольнике минимальное количество охранни­
ков таким образом, чтобы каждая внутренняя точка этого многоугольника просматрива­
лась, по крайней мере, одним охранником.  Это соответствует покрытию данного много­
угольника минимальным количеством звездообразных многоугольников. Прекрасной 
книгой, в которой представлена задача о картинной галерее и ее многие варианты, являет­
ся [O'R87) . К сожалению, эта книга больше не издавалась. 

Родственные задачи. Триангуляция (см. раздел 1 7. 3), покрытие м ножества (см . раз­
дел 18. 1) .  

1 7. 1 2.  Упрощение многоугольников 
Вход. Многоугольник  или многогранн и к  р, имеющий п верши н. 

Задача. Найти многоугольник или многогранник  р', имеющий только п ' вершин,  наи­
более близкий по форме к исходному объекту р (рис. 1 7 . 1 2) .  

Обсуждение. Задача упрощения многоугоJ1ьников имеет, 13 основном, два приложения.  
Первое касается удаления шума из фигуры, получен ной, например, сканированием 
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изображения объекта. Упрощение ее позволит удалить шум и восстановить первона­
чальный объект. А второе относится к сжатию данных, когда требуется избавиться от 
незначительных деталей большого и сложного объекта, по возможности сохранив его 
первоначальный  вид. Это может быть особенно полезным в области компьютерной 
графи ки, поскольку меньшая модель отображается на мониторе значительно быстрее. 

Рис. 1 7. 1 2. Упрощение многоугольников 

ВХОД

При решении задачи упрощения м ногоугольников возникает несколько вопросов.  

+ Нужна ли выпуклая оболочка? Самым простым решением будет выпуклая оболочка 
вершин  объекта (см . раздел 1 7. 2). Выпуклая оболочка многоугольника удаляет все 
его неровности и хорошо подходит для такой задачи, как упрощение перемещений 
робота. Однако использование выпуклой оболочки в системе оптического распо­
знавания текста недопустимо, т. к. вогнутости символов являются их важнейшим 
свойством.  Например, выпуклая оболочка буквы "Х" идентична выпуклой оболочке 
буквы "Н ", т. к. обе оболочки - просто прямоугольники .  Другая проблема заклю­
чается в том,  что выпуклая оболочка выпуклого м ногоугольника никак его не уп­
рощает. 

+ Можно ли вставлять точки Wlи разрешается только удалять их? Типичной целью 
упрощения объекта является по возможности точное его представление с использо­
ванием заданного количества вершин .  При самом простом подходе выполняются 
локальные модифи кации  границы для уменьшения количества вершин.  Например, 
если три последовательные вершины образуют небольшой треугольник, то цен­
тральную вершину можно удалить и заменить два ребра одним,  не внося при этом 
значительных искажений в многоугольник. 

Однако подход, при котором верши н ы  только удаляются, быстро изменит форму 
м ногоугольни ка до неузнаваемости . Более устойчивые эвристические методы пере­
мещают верши ны, чтобы закрыть промежутки, возникающие после удаления вер­
шин .  Такой подход типа "разделить и объедин ить" и ногда позволяет добиться 
желаемого, хотя ничего не гарантирует. Получение хороших результатов гораздо 
вероятнее при использовани и  алгоритма Дугласа-Пекера, оп исанного далее. 

+ Может ли получившийся многоугольник иметь самопересечения? Серьезным не­
достатком и нкрементальных процедур является то, что они не обеспечивают полу­
чение простых м ногоу�ольников, т. е. м ногоугольников, не содержащих самопере­
сечений .  Вследствие этого, "упрощенные" м ногоугольники могут иметь серьезные 

ВЫХОД
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дефекты, которые вызовут проблемы на последующих этапах обработки . Если важ­
но получить простой многоугольник, то все его отрезки нужно проверить на попар­
ное пересечение (см . раздел 1 7.8).

Подход к упрощению м ногоугольников, который гарантирует простую аппроксима­
цию, основан на поиске путей, состоящих из минимального количества отрезков.
Реберной длиной пути между точками s и t называется количество отрезков в этом
пути . Реберная длина прямого пути равна единице, а'в общем случае она на единицу
превь.1шает количество поворотов в пути . В помещении с препятствиями реберная
длина пути между точками s и t определяется минимальной реберной дли ной по
всем путям между этими точками .

Подход к упрощен ию многоугольника, основанный на вычислении реберной длины,
заключается в "утолщении "  границы многоугольника на некоторую приемлемую
величину в, в результате чего многоугольник оказывается в своеобразном канале.
Замкнутый путь с минимальной реберной длиной в этом канале представляет про­
стейший многоугольник, границы которого не отличаются от границ  исходного
больше, чем на в. Легко вычисляемая аппроксимация реберной длины  сводит задачу
к поиску в ширину. В канале размещается дискретный набор возможных точек по­
ворота, после чего пары точек, находящихся в прямой видимости, соединяются реб­
рами.

+ Требуется очистить изображение от шума (а не упростить многоугольник)? При
общепринятом подходе к очистке изображения от шума выполняется преобразова­
ние Фурье на этом изображении ,  из него отфильтровываются высокочастотные
элементы, а потом выполняется обратное преобразование, восстанавливающее изо­
бражение. Подробную и нформацию о быстром преобразовании  Фурье см. в раз­
деле 13. 1 1 .

В трехмерном пространстве задача упрощения становится намного труднее. Более то­
го, задача поиска минимальной поверхности , разделяющей два многогранника, являет­
ся NР-полной. В качестве эвристического алгоритма упрощения многогранников мож­
но использовать какой-либо многомерный аналог рассматриваемых здесь плоскостных
алгоритмов. Дополнительную информацию см. в подразделе "Примечания ".

Реализации. Алгоритм Дугласа-Пекера достаточно прост. Реализация этого алгоритма
на языке С, показывающая хорошую производительность в наихудшем случае, пред­
ставлена в работе [HS94] . Программа доступна по адресу http://www.cs.unc.edu/
-snoeyink/papers/DP!limp.arch .

Вместо того, чтобы пытаться упростить сложный многоугольни к, алгоритм Дугласа­
Пекера для упрощения м ногоугольников находит прим итивную аппроксимацию, а по­
том стремится улучшить ее. Для начала выбираем две вершины v 1 и v2 многоугольн ика
Р, а вырожденный м ногоугольник  v1 , v2 и v1 рассматриваем в качестве простой аппрок­
симации Р'. Проходим через все вершины  м ногоугольн ика Р и выбираем самую даль­
нюю от соответствующего ребра многоугольника Р'. Вставка этой вершины добавляет
треугольни к  к многоугольни ку Р', минимизируя максимальное отклонение от много­
угольника Р. Таким образом точки можно вставлять до тех пор, пока не будет получен
удовлетворительный результат. Процедура вставки k точек занимает время O(kn), где
IP I = п.
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Еще один  подход к упрощению многоугольников основан на обработке результата
преобразования к срединной оси многоугол ьника. Преобразование к срединной оси
(см . раздел 1 7. 10) создает скелет многоугольника, который можно упростить. После
этого выпол няется обратное преобразование, дающее в результате более простой мно­
гоугольник. Программное обеспечение Cocone может создавать аппроксимирующие
преобразования к срединной оси многогранной поверхности, и нтерполируя точки в Е3•
Допол нительную информацию можно найти на веб-сайте разработчиков
http://www.cse.ohio-state.edu/-tamaldey/cocone.html. Теоретические основы програм­
мы Cocone излагаются в работе [Dey06] . Программа Powercrust (см. [ACKO l a] и
[АСКО 1 Ь ]) выполняет дискретное приближенное преобразование к срединной оси, по­
сле чего реконструирует исходную поверхность на основе результатов этого преобра­
зования .  При достаточной плотности точек выборки алгоритм гарантированно выпол­
няет геометрически и топологически правильную аппроксимацию поверхности .

Библиотека CGAL (www.cgal.org) содержит процедуры для упрощения многоугольни­
ков и многогранн и ков и поиска наименьшей охватывающей окружности или сферы.

ПРИМЕЧАНИЯ

Алгоритм Дугласа-Пекера (см. [DP73]) составляет основу большинства схем упрощения
очертаний.  Быстрые реализации этого алгоритма представлены в работах [HS94] и
[HS98]. Подход к упрощению многоугольников, основанный на вычислении реберной
длины, представлен в работе [GHMS93]. Задача упрощения очертаний становится значи­
тельно сложнее в трех измерениях.

Даже задача построения выпуклого многоугольника с минимальным количеством вершин,
находящегося между двумя вложенными выпуклыми многоугольниками, является
NР-сложной (см. [DJ92]), хотя существуют аппроксимирующие алгоритмы для ее реше­
ния (см. [MS95b]) .

Обзор алгоритмов для упрощения очертаний представлен 1! работе [HG97] .  Использова­
ние преобразований к срединной оси (см. раздел 1 7. 10) для упрощения очертаний рас­
сматривается в работе [ТНОЗ] .

Проверку многоугольника на простоту можно выполнить за линейное время, по крайней
мере теоретически, благодаря существованию линейного алгоритма триангуляции Шазе­
ля; см. [Cha9 I ] .

Родственные задачи. Преобразование Фурье (см. раздел 13. J J ), выпуклая оболочка
(см . раздел 1 7. 2).
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Для автоматического генерирования иерархических структур, определяющих уровень
детализации многоугольн ых моделей, применяется метод упрощающих оболочек.
Пользователь указывает максимальное отклонение поверхности упрощенной модели
от поверхности исходной модели, после чего генерируется новая, упрощенная модель.
Реализаци ю  такого подхода можно загрузить с веб-страни цы http://www.cs.unc.edu/
-geom/envelope.html. Дан ная процедура сохраняет отверстия и не допускает самопере­
сечений .

Алгоритм QSl im на основе квадратичного упрощения может довольно быстро созда­
вать высококачественные аппроксимации триангулированных поверхностей. Реализа­
ция алгоритма доступна по адресу http://graphics.cs.uiuc.edu/-garland/software.html.



1 7. 1 3 . Выявление сходства фигур 
Вход. Две фигуры, Р1 и Р2. 

Задача. Выявить степень сходства этих фигур (рис. 1 7 . 1 3) .  

Рис. 1 7. 13. Выявление сходства фиrур 

Обсуждение. Задача выявления сходства фигур относится к области распознавания 
образов. Рассмотрим, например, систему оптического распознавания текста. Дана биб­
лиотека моделей фигур, представляющих буквы, и неизвестные фигуры, полученн ые в 
результате сканирования текста. Нам нужно идентифицировать неизвестные фигуры, 
сопоставив их с наиболее похожими моделями .  

Задача выявления сходства является плохо определенной по самой сути, т .  к. смысл 
слова "сходство" зависит от конкретного приложения.  Вследствие этого не существует 
единого алгоритмического подхода для решения всех задач выявления сходства фигур. 
Какой бы метод вы ни  выбрали, вам придется потратить много времени на его на­
стройку, чтобы добиться максимальной производительности. 

Возможны следующие подходы к решен ию этой задачи :  

+ использование расстояния Хемминга. Допустим, что сравниваемые м ногоугольники 
наложены друг друга. Расстояние Хемминга определяется площадью симметриче­
ской разности между этими  двумя многоугольниками,  иными словами,  площадью 
области, внутри одного из этих многоугольников, но не внутри обоих. Когда много­
угольники идентичны и должным образом выровнены, расстояние Хемм'инга равно 
нулю. Если многоугольники отличаются только небольшим шумом вдоль границы, 
то расстояние Хемминга будет невелико. 

Вычисление площади области симметрической разности сводится к задачам поиска 
пересечения и объединения двух многоугольников (см .  раздел 1 7. 8), с последую­
щим вычислением площадей (см .  раздел 1 7. 1) .  Трудным моментом при вычисле�;ши 
расстояния Хемминга является правильное выравнивание многоугольни ков. Задача 
выравнивания упрощается в таких приложениях, как оптическое распознавание тек­
ста, поскольку символы текста естественно выровнены в строках на странице. Су­
ществуют эффективные алгоритмы оптимизации наложения выпуклых м ногоуголь­
ников без использования вращения. Простые, но эффективные эвристические мето­
ды для решения этой задачи основаны на определении контрольных ориентиров для 
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каждого многоугольника (таких как центр тяжести, ограничивающий прямоуголь­
ник  или экстремальные вершины) с последующим сопоставлением подмножеств
этих ориентиров при выравнивании  м ногоугольников.

Расстояние Хемминга легко вычисляется на растровых изображениях, поскольку
после выравнивания изображений остается лишь сложить расстояния между соот­
r�етствующими п и кселами .  Хотя расстояние Хемминга имеет концептуалъный
смысл и легко поддается реализации,  оно отражает форму фигур весьма приблизи­
тельно и ,  скорее всего, окажется неэффективным в большинстве приложений ;

+ использование хаусдорфова расстояния. Альтернативной метрикой расстояний яв­
ляется хаусдорфово расстояние, равное расстоянию между точкой на многоуголь­
нике Р1 , максимально удаленной от многоугольника Р2, и многоугольни ком Р2. Эта
метрика несимметрична. Например, длинный и тонки й  выступ многоугольника Р1
может значительно увеличить хаусдорфово расстояние от Р1 до Р2, даже если каж­
дая точка Р2 находится поблизости от какой-либо точки Р1 • Небольшое утолщение
всей границы одной из моделей (что может случиться при наличии  шума на грани­
це) может значительно увеличить расстояние Хемминга, но при этом мало повлияет
на хаус.дорфово расстояние.

Какая же из этих двух метрик лучше? Все зависит от характера вашего приложения.
Кроме прочего, правильное выравнивание многоугольников может быть сопряжено
с трудностями и отни мает много времени;

+ сравнение скелетов. При более эффективном подходе к выявлению сходства фигур
применяется утончение (см. раздел 1 7. 10), позволяющее получить древоподобный
скелет каждого объекта, отражающий многие характеристики исходной фигуры.
После этого задача сводится к сравнению двух скелетов с использованием таких их
свойств, как топология дерева и длина и наклон ребер. Это сравнение можно смоде­
лировать в виде выяснения изоморфизма подграфов (см. раздел 16. 9), при котором
ребра считаются совпадающими при достаточной схожести их длины и наклона;

Кроме того, нужно иметь в виду следующее. Если вы не знаете, как классифици­
рующие функции " черного ящика" принимают решения, то вы не сумеете распо-
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метод опорных векторов. Наконец, можно воспользоваться каким-либо обучаю­
щим методом, например, нейронной сетью или более мощным методом опорных
векторов. Применение этих методов является разумным подходом к решению задач
распознавания,  когда имеется большой объем данных, но нет ясной идеи, что делать
с этими данными .  В первую очередь нам нужно определить набор таких характери­
стик фигуры, которые было бы легко найти с помощью компьютера. Например, это
может быть площадь, коли чество сторон или количество отверстий .  Исходя из этих
характеристик программа-"черный ящик" (т. е. алгоритм обучения методом опор­
н ых векторов) обрабатывает обучающие данные и создает классифицирующую
функцию. Эта функция принимает в качестве входа значения заданных характери­
сти к и возвращает меру фигуры, т. е. степень ее близости к определенной фигуре.

+ 

Каково качество получаемых классифицирующих функций? Все зависит от особен­
ностей вашего приложения. Подобно любому специализированному методу, метод
опорных векторов требует серьезной настройки, если вам требуется полностью ис­
пользовать его потенциал.



знать неверное решение, если они его выдадут. В связи с этим будет и нтересным 
пример системы, созданной для армии  и предназначенной для разли чения танков и 
автомобилей . Система прекрасно работала на тестовых изображениях, но не вы­
держала полевых испытаний .  Наконец, кто-то сообразил, что фотографии  автомо­
билей снимались в солнеч ный день, а танков - в облачный,  и система различала 
два типа объектов исключительно по присутствию облаков на заднем плане !  

Реализации. Реализация на языке С алгоритма для сравнения изображений с исполь­
зованием хаусдорфова расстояния доступна по адресу http://www.cs.cornell.edu/ 
vision/hausdorff/hausmatch.html. Альтернативная метрика сходства многоугольни ков 
основана на угле проворота (см.  [АСН+9 1 ]) .  Программа на языке С, использующая эту 
метрику, доступна по адресу http://www.cs.sunysb.edu/-algorith . 

Существует также несколько отличных реализаций ал горитмов, основанных на методе 
опорных векторов, такие как библиотека Kerпel-Machine (http://www.terborg.net/ 
research/kml/), программа SVM1ight (http://svmlight.joachims.org/) и широко исполь­
зуемая и хорошо поддерживаемая библиотека LIВSVM (http://www.csie.ntu.edu.tw/ 
-cjlin/libsvm/). 

ПРИМЕЧАНИЯ 

Среди книr общей тематики по алгоритмам классификации образов можно назвать 
[DHSOO] и [JD88] .  Было преможено большое количество разнообразных подходов к ре­
шению задачи выявления сходства фигур. См.,  например, [AMWW88] ,  [АСН+9 1 ], [Ata84], 
[АЕ83], [ВМ89] и [OW85].  Хороший обзор содержится в работе [AGOO]. 

Оптимальное выравнивание при сдвиге (но не при вращении) сравниваемых многоуголь­
ников из п и  т вершин можно вычислить за время О((п + m)log(n + т)) (см. [dB DK+98]) .  
Аппроксимация оптимального наложения при сдвиге и вращении была представлена в ра­
боте [АСР+О7]. 

Алгоритм с линейным временем исполнения мя вычисления хаусдорфова расстояния 
между двумя выпуклыми многоугольниками был представлен в работе [Ata83] ,  а алгорит­
мы дЛЯ общего случая - в работе [НК90] . 

Родственные задачи. Изоморфизм графов (см .  раздел 16. 9), преобразование к средин­
ной оси (см . раздел 1 7. 10). 

1 7. 1 4. Планирование перемещений 

Обсуждение. Сложность задачи планирования перемещени й  знакома каждому, .кто 
пытался внести мебель в небольшую квартиру. Эта задача также возникает в области 
молекулярного докинга. Многие лекарства являются небольшими молекулами, дейст­
вие которых основано на связывании  с некоторой целевой молекулой. Поиск доступ­
ных участков связывания при разработке новых лекарств является экземпляром задачи 
планирования перемещений .  Классическим приложением задачи планирован ия пере· 
мещений является разработка маршрутов роботов. 
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Задача. Найти самый короткий маршрут от точки s до точки t, не пересекающий ника­
ких препятствий (рис. 1 7 . 1 4) .

Вход. Робот многоугольной формы, начинающий движение в точ ке s в комнате, со­
держащей многоугольные препятствия, и конечная точка t.



Рис. 1 7. 14. Планирование перемещений 

Наконец, планирование перемещени й  применяется в комп ьютерной анимации .  Для 
данного набора объектов и их местоположения в сценах s 1  и s2 алгоритм планирования 
перемещений может создать короткую последовательность промежуточных перемеще­
ний ,  чтобы преобразовать сцену s 1  в сцену s2 •  Эти перемещения можно использовать 
для того, чтобы заполнить промежуточные сцены между сценами s 1  и s2, что значи­
тельно облегчит работу аниматора. 

Сложность задач планирования перемещени й  зависит от многих факторов. 

• Является ли робот точкой? Задача планирования перемещения точечного робота 
сводится к поиску кратчайшего пути от точки s к точке t без столкновени й  с препят­
ствиями .  Проще всего реализуется подход, который заключается в создании графа 
видимости многоугольных препятствий и точек s и t. У этого графа видимости име­
ется вершина для каждой вершины препятствия, а две вершины препятствия соеди­
няются ребром тогда и только тогда, когда между ними нет ребра препятствия, ме­
шающего им "видеть" друг друга. 

+ Какие действия может выполнять робот? Задача планирования перемещений 
становится значительно труднее, когда робот - не точка, а многоугольник. Тогда 
ширина всех используемых для его перемещения коридоров должна быть достаточ­
ной, чтоб робот мог пройти по ним .  

Алгоритмическая сложность зависит от числа степеней подвижности (degrees of 
freedom) робота. В частности, может ли робот, кроме перемещения, совершать по­
вороты? Есть ли  у робота конечности, способные сгибаться или вращаться незави­
симо от него, как, например, рука? Каждая степень подвижности соответствует из-
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Граф видимости можно создать, перебирая все кандидаты на ребро между <2 ) пар

вершин и проверяя, пересекаются ли они с каждым из п ребер препятствий.  Впро­
чем, существуют и более быстрые алгоритмы. Каждому ребру графа видимости
присваивается вес, равный его длине. Тогда кратчайший путь от точки s к точке t
можно найти, используя алгоритм Дейкстры для поиска кратчайшего пути (см . раз­
дел 15. 4). Время исполнения этого алгоритма будет ограничено временем, требуе­
мым для создания графа видимости .



мерению пространства поиска возможн ых конфигураций .  Дополнительная степен ь 
подвижности означает большую вероятность существования короткого маршрута, 
но при этом задача поиска этого маршрута также становится труднее. 

+ 

+ Известны ли препятствия заранее? До сих пор мы предполагали, что для планиро­
вания перемещени й  робота мы имеем карту с расположением всех препятствий .  Но 
это невозможно в приложениях с движущимися препятствиями .  Для решения задач 
планирования перемещений без карты существует два подхода. При первом подхо­
де мы исследуем окружение, создаем карту и на ее основе разрабатываем маршрут 
от начальной точки к целевой . Другой, более простой подход напоминает переме­
щение в тумане с помощью компаса. Идем в направлении цели до тех пор, пока наш 
путь не будет перекрыт препятствием. Потом движемся вокруг препятствия, пока 
опять не появится возможность продолжить движение в прежнем направлении .  
К сожалению, этот подход неприменим в достаточно сложной обстановке. 

Набор разрешенных точек конфигурационного пространства создается случайной вы­
боркой. Для каждой пары точек р1 и р2 выясняем, существует ли  между ними прямой 
путь, не пересекающий препятствий .  Таким образом строится граф, вершины которого 
представляют допустимые точки конфигурационного пространства, а ребра - свобод­
ные от препятствий пути между этими  точками.  Задача планирования перемещения 

Можно ли упростить форму робота? Алгоритмы планирования перемещений
обыЧНО сложны и трудоемки. Вам будет полезно все, что позволит упростить зада­
чу. В частности, рассмотрите возможность помещения робота в охватывающую ок­
ружность. Если существует маршрут для этой окружности, то он будет также и
маршрутом для находящегося внутри него робота. Кроме этого, любая ориентация
окружности эквивалентна любой другой ее ориентации ,  поэтому повороты не будут
играть никакой роли при поиске пути. Тогда все движения будут ограничен ы  про­
стым перемещением.

+ 

Ограничены ли движения одним лишь перемещением? Когда повороты робота не
разрешаются, можно воспользоваться методом раситрения препятствий, чтобы
свести задачу планирования перемещения робота-многоугольника к ранее решен­
ной задаче планирования перемещения робота-точки.  Для этого выбираем на роботе
базисную точку и заменяем каждое препятствие его суммой Минковского с много­
угольником робота. В результате получаем препятствие большего размера, вклю­
чающее в себя след, оставляемый роботом, когда он движется вокруг препятствия,
прикасаясь к нему. Поиск маршрута среди таких увеличенных препятстви й  от ис­
ходной базисной точки до цели определяет допустимый маршрут робота­
многоугольника в исходном окружении .

Наиболее практичным подходом к решению общей задачи планирования перемещения
будет произвольная выборка данных конфигурационного пространства робота. Кон­
фигурационное пространство определяет набор допустимых положений робота с ис­
пользованием одного измерения для каждой степени подвижности . Плоский робот,
обладающий возможностью перемещения и поворота, имеет три степени подвижности ,
а именно х- и у-координату базисной точки  на роботе и угол 0 поворота относительно
этой точки. Некоторые точки в этом пространстве соответствуют разрешенным пози­
циям, а другие - препятствиям.
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теперь сводится к поиску прямого пути между начальной/конечной точкой маршрута и 
какой-либо вершиной графа и последующему поиску кратчайшего пути между этими 
двумя вершинами .  

Существует много способов улучшения этого базового метода, например, путем добав­
ления дополнительных вершин в области, представляющих особый и нтерес. Создание 
таоой дорожной карты позволяет точно решать задачи ,  которые в противном случае 
выглядят очень запутанными .  

Реализации. Пакет Motion Planning Ki t  содержит библиотеку процедур на  языке С++ и 
набор средств для разработки планировщиков перемещений для одного и нескольких 
роботов. В состав набора входит SBL - быстрый вероятностный пщшировщи к мар­
шрутов на дорожной карте. Набор можно найти по адресу http://robotics.stanford.edu/ 
-mitul/mpk/. 

Группа GAMMA из университета Северной Каролины разработала несколько эффек­
тивных библиотек для обнаружения столкновений (строго говоря, это не то же самое, 
что планирование перемещений), из которых самой последней является библиотека 
SWifT++ (см .  [ELO I ]) .  Эта библиотека поддерживает выявление пересечений,  вычис­
ление приблизительных и точных расстояний  между объектами,  а также обнаружение 
контакта между парой объектов в сценах, составленных из негибких многогранных 
моделей. Подробную информацию об этих библиотеках, включая условия загрузки и 
использования , можно найти на веб-сайте http://www.cs.unc.edu/-geom/collide/. 

Библиотека вычислительной геометрии CGAL (www.cgal.org) содержит большое ко­
личество реализаций алгоритмов, касающихся задачи планирования перемещений, 
включая процедуры создания графов видимости и вычисления сумм Минковского. 
В книге [O'RO I ]  предоставлена реализация алгоритма для планирования перемещений 
на плоскости двухшарнирного робота-манипулятора. Подробности см. в разделе 19. 1. 10. 

ПРИМЕЧАНИЯ 

В книге [Lat9 I ]  обсуждаются практические подходы к планированию перемещений, 
включая описанный выше метод случайной выборки. Две другие заслуживающие внима­
ния книги по предмету планирования перемещений можно загрузить бесплатно, 
[LaVOб] - по адресу http://planning.cs.uiuc.edu, а [Lau98] - по адресу http://homepages. 

laas.fr/jpl/Ьook.html. 

Задача планирования перемещений изначально изучалась Шварцем (Schwartz) и Шариром 
(Sharir). Разработанное ими решение создает полное пространство позиций робота, не пе­
ресекающихся с препятствиями, после чего находит кратчайший путь в соответствующей 
компоненте связности. Эти описания свободного от препятствий пространства очень 
сложны. Доклады, посвященные задаче планирования перемещений, приводятся в книге 
[HSS87],  а в книге [Sha04] дается обзор последних результатов. 

Самый лучший результат для подхода, основанного на использовании свободного от пре­
пятствий пространства, был приведен в [Can87], где показано, что любую задачу с d сте­
пенями подвижности можно решить за время O(ndlgn), хотя для частных случаев общей 
задачи планирования перемещений существуют более быстрые алгоритмы. Подход к за­
даче планирования перемещений, основанный на методе расширения препятствий, был 
представлен в работе [LPW79]. Обсуждение эвристического метода "с компасом в тума­
не" содержится в работе [LS87]. 
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Граф видимости п отрезков с Е парами видимых вершин можно создать за  время 
O(nlgn + Е) (см. [GM9 1 )  и [PV96)), что является оптимальным результатом. Алгоритм с 
временем исполнения O(nlgn) для поиска кратчайшего пути для робота-точки среди пре­
пятствий-многоугольников приводится в работе [HS99) . А в работе [Che85) приводится 
алгоритм с временем исполнения O(n21gn) для поиска кратчайшего пути среди препятст­
вий-многоугольников для робота-окружности. 

Родственные задачи. Задача поиска кратчайшего пути (см . раздел 15. 4), сумма Мин­
ковского (см . раздел 1 7. 16). 

1 7. 1 5.  Конфигурации прямых 
Вход. Набор прямых z, , . . .  , ln. 
Задача. Найти разбиение плоскости, определяемое набором прямых / 1 , • • •  , ln 
(рис. 1 7 . 1 5). 

Рис. 1 7. 1 5. Разбиение плоскости 

Обсуждение. Явное создание областей, формируемых пересечениями набора п пря­
мых, является одной из фундаментальных задач вычислительной геометрии .  Многие 
задачи сводятся к создан ию и анализу конфигурации некоторого набора прямых. Мож­
но привести два примера подобн ых задач : 

+ проверка на вырожденность. Для данного набора из п прямых на плоскости выяс­
нить, проходят ли какие-либо три из них через одну и ту же точ ку. Проверка всех 
таких триад методом исчерпывающего перебора займет время О(п\ В качестве 
альтернативы мы можем создать конфигурацию прямых, а потом рассмотреть каж-
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Временная сложность алгоритмов, основанных на методе свободного от препятствий про­
странства, зависит от комбинаторной сложности расположения поверхностей, опреде­
ляющих свободное пространство. Алгоритмы для поддержания таких компоновок пред­
ставлены в разделе 1 7. 15. В анализе таких компоновок часто возникают последовательно­
сти Дэвенпорта-Шинцеля. Всестороннее рассмотрение последовательностей Дэвенпорта­
Шинцеля и их значимость для задачи планирования перемещений приводится в книге
[SA95) .
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дую вершину и явно подсчитать ее степень, причем все это делается за квадратич­
ное время;  

+ удовлетворение максимШlьному количеству линейных ограничений. Допустим, что 
нам дан набор линейных огран ичений,  каждое в виде у =::; а;Х + Ь;. Нам нужно найти 
точку на плоскости, которая удовлетворяет самому большому количеству таких ог­
раничений .  Для решения этой задачи сначала создаем конфигурацию прямых. Все 
точки в любой области (или ячейке), образуемой пересекающимися линиями, удов­
летворяют одному и тому же набору ограни чений,  поэтому, чтобы найти глобаль­
ный  максимум, нам нужно проверить только одну точку в каждой ячейке. 

При разработке ал горитмов бывает полезно формулировать геометрические задачи в 
терм инах свойств конфигурации.  К сожалению, следует признать, что на практике 
конфигурации  не пользуются такой популярностью, как можно было бы предполагать. 
Основной причиной является то обстоятельство, что для правильного применения 
конфигураци й требуется определенный  уровень знаний .  Библиотека вычислительной 
геометрии  CGAL предоставляет общую и достаточно устойчивую реализацию, оправ­
дывающую усилия по использованию конфигураций.  Столкнувшись с задачей конфи­
гурации прямых, постарайтесь ответить на следующие вопросы. 

+ Какой метод лучше всего подходит для созданWl 1.-онфигураций прямых? Для этой 
цели  используются и нкрементальные ал горитмь1. Нач инаем с конфигурации из од­
ной или двух линий,  в которую добавляем по одной новые прямые, получая конфи­
гурации  все большего размера. Чтобы добавить в конфигурацию новую прямую, 
начинаем с самой левой ячейки, содержащей эту прямую, и идем по конфигурации 
вправо, перемещаясь от текущей ячейки к смежной ячейке и разбивая на две части 
те ячейки,  которые содержат новую прямую. 

+ Каким будет размер создаваемой конфигурации? Согласно теореме о зоне, k-я до­
бавленная прямая пересекает k ячеек конфигурации,  причем O(k) ребер образуют 
границы этих ячеек. Это означает, что м ы  можем перебрать все ребра каждой ячей­
ки, обнаруживаемой в процессе добавления прямых, и быть уверенным, что общий  
объем работы, выполненный при  добавлен и и  прямой в конфигурацию, будет ли­
нейным .  Поэтому общее время добавления всех п прямых для создания полной 
конфигурации будет О(п2). 

+ Какова цель создания конфигурации? Часто требуется найти ячейку данной конфи­
гурации,  содержащую заданную точку. Это задача выяснения местоположения точ­
ки (см . раздел 1 7. 7). А для данной конфигурации прямых или отрезков часто требу­
ется вычислить все точ ки пересечения этих прямых. Задача выявления пересечений 
обсуждается в разделе 1 7. 8. 

+ Входные данные - это набор точек, а не прямых? Хотя прямые и точки являются 
разн ыми геометрическими объектами, они могут заменить друг друга. Используя 
преобразования двойственности, можно преобразовать прямую L в точку р и на­
оборот: 

L: у =  2аХ" - Ь � р: (а, Ь) 

Важность двойственности состоит в том,  что мы теперь можем применять конфигу­
рации прямых в задачах на точках, нередко получая неожиданные результаты. 
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Рассмотрим пример. Имеется множество п точек и требуется узнать, не располага­
ются ли  какие�либо три из этих точек на одной и той же прямой. Эта задача похожа 
на задачу проверки на вырожденность, рассматриваемую ранее. В действительно­
сти,  это та :же самая задача, но точки и прямые в ней поменялись ролями .  Мы мо­
жем выполнить преобразование двойственности точек в прямые, как описано выше, 
а потом выполнить поиск вершины, через которую проходят три прямых. Преобра­
зование двойственности этой вершины определяет прямую, на которой располага­
ются три исходные вершины.  

Часто требуется перебрать все многоугольники существующей конфигурации ровно 
один раз. Такие алгоритмы называются алгоритмами заметающей прямой и рассмат­
риваются в разделе 1 7.8. Базовая процедура таких алгоритмов состоит в упорядочи ва­
нии  точек пересечения по х-координате и выполнении обхода слева направо с сохране­
нием информации,  обнаруженной в процессе этого обхода. 

Реализации. Библиотека CGAL (www.cgal.org) содержит пакет общих процедур для 
работы с конфигурациями кри вых (не только прямых) на плоскости . Эта библ иотека 
должна быть отправной точкой для любого проекта, в котором используются конфигу­
рации. 

Устойчивый код на языке С++ для создания и топологического заметания конфигура­
ций можно найти на веб-сайте http://www.cs.tufts.edu/research/geometry/other/sweep. 
В библиотеке CGAL предоставлено расширение топологического заметан ия для рабо­
ты с комплексом видимости набора попарно непересекающихся выпуклых плоских 
множеств. 

Пакет Arrange на языке С предназначен для размещения м ногоугольни ков на плоско­
сти или на сфере. Многоугольники могут быть вырожденными,  и в таком случае работа 
сводится к размещению отрезков. В пакете используется рандомизированный  инкре­
ментальный алгоритм и поддерживается эффективное выяснение местоположения 
точки в разбиении .  Пакет Arrange был разработан Майклом Голдвассером (Mic\1ael 
Goldwasser) и доступен на веб-сайте http://euler.slu.edu/-goldwasser/puЫications. 

ПРИМЕЧАНИЯ 

Подробное изложение комбинаторной теории конфигураций и соответствующие алгорит­
мы представлены в книге [Ede87] . Эта книга - основной справочник для каждого, кто 
серьезно интересуется данной темой. Свежие обзоры комбинаторньrх и алгоритмических 
результатов приводятся в работах [ASOO] и [На\04]. Обсуждение принципов создания 
конфигураций можно найти в книгах [dBvKOSOO] и [O'RO I ] . Вопросы реализации про­
цедур библиотеки CGAL рассматриваются в работах [ННОО] и [FWH04] . 

Конфигурации естественным образом обобщаются для случая многомерных пространств. 
В трех измерениях разбиение пространства определяется плоскостями,  а в многомерных 
пространствах - гиперплоскостями. Теорема о зоне у�:верждает, чrо- сложность любой 
конфигурации из п d-мерных гиперплоскостей равна O(nd), а любая одиночная гиперпло­
скость пересекает ячейки со сложностью O(nd 1 ) . Это дает основание для алгоритма ин­
крементального создания конфигураций. Обход вдоль границы ячейки с целью поиска 
следующей ячейки, пересекаемой гиперплоскостью, занимает время, пропорциональное 
количеству ячеек, создаваемых добавлением гиперплоскости. 

Глава 17. Вычислительная геометрия 627



Теорема о зоне имеет несколько запутанную историю. Первоначальные доказательства 
оказались ошибочными для случая многомерных пространств. Обсуждение теоремы и 
верное доказательство приведены в работе [ESS93]. Теория последовательностей Дэвен­
порта-Шинцеля тесно связана с изучением конфигураций (см. [SA95]). 

Простой алгоритм заметания конфигурации прямых сортирует п2 точек пересечения по 
х-координате и поэтому занимает время O(n2lgn). Использование топологического замета­
ния (см. [EG89] и [EG9 1 ] ) избавляет от необходимости в сортировке, вследствие чего об­
ход конфигурации выполняется за линейное время. Этот алгоритм легко поддается реали­
зации и его можно использовать, чтобы ускорить работу многих алгоритмов, в основе ко­
торых лежит метод заметающей прямой. Устойчивая реализация и экспериментальные 
результаты представлены в работе [RSS02]. 

Родственные задачи. В ыявление пересечений (см . раздел 1 7. 8), выяснение местопо­
ложения точки (см . раздел 1 7. 7). 

1 7 . 1 6 . Сум ма Минковского 
Вход. Наборы точек или  многоугольники А и В, содержащие п и т вершин соответст­
венно. 

Задачи. Найти сумму Минковского: А +  В =  {х + yl х Е А, у Е В} (рис. 1 7 . 1 6). 

Рис. 1 7. 1 6. Сумма Минковского 

Обсуждение. Вычисление суммы Мин ковского - полезная геометрическая операция, 
с помощью которой можно увеличивать объекты, чтобы они удовлетворяли опреде­
лен н ым требованиям.  Например, в известном подходе к планированию перемещений 
роботов многоугольной формы в комнате с препятствиями многоугольной формы (см. 
раздел 1 7. 1 4) размер каждого из препятствий увеличивается на величину суммы Мин­
ковского препятствия и робота. Таким образом, задача сводится к более простому слу­
чаю планирования перемещения робота-точки.  Другим применением суммы Минков­
ского является задача упрощения формы многоугольников (см. раздел 1 7. 12). Здесь мы 
делаем грани цу объекта толще, чтобы создать вокруг него канал, а потом выясняем 
упрощенную форму объекта, для чего находим путь внутри этого канала, состоящий из 
минимального количества отрезков. Наконец, сумма Минковского для объекта, имею­
щего очень неровную границу, и небольшого круга поможет сгладить его границу, 
устранив  небольшие впадины и выступы. 
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А + В =  {х + YI х Е А,  у Е В} ,

где х + у - сумма соответствующих векторов. В терминах операции переноса сумма
Мин ковского - это объединение всех переносов многоугольника А на расстояние, оп­
ределяемое точкой внутри м ногоугольника В. При вычислен ии  суммы Мин ковского
возни кают следующие вопросы.

+ Входные объекты представляют собой растровые изображения Или многоугольни­
ки? Если А и В являются растровыми изображениями, то определение суммы Мин­
ковского подсказывает простой алгоритм для ее  вычисления .  Инициализируем дос­
таточно большую матри цу пикселов, вычислив  сумму Мин ковского огран ичи ваю­
щих прямоугольников для многоугольников А и В. Для каждой пары точек из А и В
складываем их координаты и уменьшаем яркость соответствующего пи ксела. Эти
алгоритмы становятся более сложными,  если требуется явное представление суммы
Минковского в виде многоугольника.

+ Требуется ли увеличить раз.мер объекта на заданное значение? При типичной опе­
рации увеличения объекта размер модели М увеличи вается на определенное значе­
ние допуска t, называемое смещением ( offsetting). Как показано на рис. 1 7 . 1 6, ре­
зультат достигается путем вычисления суммы Минковского для модели М и круга
радиусом t. Базовые алгоритмы продолжают работать, хотя полученный объект не
является многоугольником. Теперь его граница состоит из дуг и отрезков.

Вычислить сумму Минковского для двух выпукл ых многоугольников легче, чем .для
общего случая, т. к. эта сумма всегда будет выпуклой .  Когда многоугольни ки выпук­
лые, проще перемещать многоугольник  А вдоль грани цы многоугольника В и вычис­
лять сумму для каждого ребра. Подход, в котором каждый многоугольник  разбивается
на небольшое количество выпуклых фрагментов (см .  раздел 1 7. 1 1 ), а потом вычисляет­
ся сумма Минковского для каждой пары фрагментов, обычно намного эффективнее,
чем обработка двух многоугольников, полностью подвергнутых триангуляции .

Являются ли входные объекты выпуклыми? Сложность вычисления суммы Мин­
ковского во многом зависит от формы многоугольников. Если оба многоугольника
выпуклые, то сумму Минковского можно вычислить за время О(п + т), проведя
оди н  многоугольник  по контурам другого. Если оди н  из многоугольников не явля­
ется выпуклым, то размер результирующего объекта может достичь значения
0(пт). Если же невыпуклыми являются оба многоугольника, то размер результата
может достичь  значения 0(п

2 
т'2 ). Суммы Минковского для невыпуклых много-

угольников часто имеют эстетически непривлекательный вид, поскольку отверстия
в них возникают или исчезают сам ым неожиданным образом.

+ 

Далее приводится определение сумм ы  М инковского (при этом предполагается, что
многоугольники А и В находятся в некоторой системе координат):

Простейший подход к вычислению сумм Минковского основан на триангуляции и
объеди нении .  Сначала выпол няем триангуляцию каждого многоугольни ка, а затем вы­
числяем сумму Минковского для каждого треугольника из А с каждым треугольником
из В. Сумма двух треугольников легко вычисляется и является частным случаем суммы
выпуклых многоугольников, рассматриваемым далее. Объединением этих О(пт) вы­
пуклых многоугольников будет сумма А + В. Алгоритмы поиска объединения много­
угольников основаны на методе заметающей прямой (см. раздел 1 7. 8).
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Реализации. Пакет библиотеки CGAL предоставляет эффективные процедуры вычис­
ления суммы Минковского для двух произвольных многоугольников, а также вычис­
ления точн ых и приблизительных смещений .  

ПРИМЕЧАНИЯ 

Практическая эффективность вычисления суммы Минковского в общем случае зависит от 
того, каким образом многоугольники разбиты на выпуклые фрагменты. Разбиение много­
угольников на минимальное количество выпуклых фрагментов не обязательно будет оп­
тимальным решением. Всестороннее обсуждение методов разбиения многоугольников 
для вычисления суммы Минковского представлено в работе [AFH02] . 

Комбинаторная сложность суммы Минковского для двух выпуклых многогранников в 
трех измерениях полностью определена в работе [FHW07] . Реализация алгоритма вычис­
ления суммы Минковского для таких многогранников описана в работе [FНОб] . 

В работе [KS90] представлен эффективный алгоритм, основанный на вычислении сумм 
М инковского для планирования перемещений роботов многоугольной формы. 

Родственные задачи. Преобразования к срединной оси (см . раздел 1 7. 1 0), планирова­
ние перемещени й (см . раздел 1 7. 14), упрощение многоугольников (см . раздел 1 7. 12). · 
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Обсуждение алгоритмов вычисления суммы Минковского можно найти в книгах
[dBvKOSOO] и [O'RO l ] .  Самые быстрые алгоритмы вычисления суммы Минковского
представлены в работах [KOS9 1 ]  и [Sha87].

Реализация алгоритма вычисления суммы М и нковского для двух выпуклых много­
гранников в трех измерениях описана в работе [FНОб] и доступна по адресу
http://www.cs.tau.ac.iV-efif/CD/.



Как множества, так и строки являются коллекциями объектов, и разница между ними  
состоит в том, имеет л и  значение порядок элементов коллекции .  Множества - это 
коллекции символов, порядок которых не имеет значения, в то время как строки опре­
деля.ются как последовательность символов. 

Тот факт, что элементы в строках упорядочены, позволяет решать задачи со строками 
намного эффективнее, чем задачи с множествами, благодаря возможности использо­
вать такие методы, как динамическое программирование, и такие развитые структуры 
данных, как суффиксные деревья .  Причиной повышения и нтереса, проявляемого к ал­
горитмам обработки строк, и важности этих алгоритмов являются такие приложения,  
как биоинформатика, поиск в Интернете и другие приложения обработки текста. Среди 
последних книг по алгоритмам для обработки строк можно назвать следующие: 

• [Gus97]) - пожалуй, самое лучшее введение в обработку строк. Эта книга содержит 
подробное обсуждение суффи ксных деревьев, а также современные формулировки 
классических алгоритмом для точного сравнения строк; 

+ [CHL07] - подробное описание алгоритмов обработки строк, автор которого явля­
ется признанным лидером в данной области . Перевод с французского на англий­
ский;  

+ [NR07] - краткое, но имеющее практическую цен ность обсуждение алгоритмов 
поиска по образцу, ориентированное на конкретные реализаци и .  Особое вни мание 
уделяется подходам, в которых применяется параллелизм на уровне битов; 

• [СRОЗ] - обзор некоторых специальных тем,  имеющих отношение к алгоритмам 
обработки строк, с акцентом на теорию. 

Ежегодная конференция СРМ (Comblnatorial Pattern Match ing, комбинаторное сравне­
ние строк) является основным форумом, посвященным практическим и теоретическим 
аспектам алгоритмов обработки строк. 

1 8 . 1 . Поиск покрытия множества 
Вход. Коллекция подмножеств S = {S1 , " . , S111) универсального м ножества И = { 1 ,  " . ,  п } .  

Задача. Найти наименьшую коллекцию Т подмножеств множества S, объединение ко­
торых равно универсальному множеству, т. е. J;�i т; = И (рис. 1 8 . 1  ). 

Обсуждение. Задача о покрытии множества возникает, когда мы стремимся экономно 
приобрести товары, разложенные по наборам. Мы хотим получить, как минимум, по 
одному товару каждого вида, покупая при этом как можно меньшее количество набо-

ГЛАВА 18

Множества и строки



ров. Задача поиска хоть какого-нибудь покрытия множества не представляет сложно­
сти , т. к. можно куп ить все предлагаемые наборы товаров. Но поиск наименьшего по­
крытия множества позволяет нам минимизировать наши расходы. Задача о покрытии 
множества позволила упростить формул ировку задачи оптимизации выбора лотерей­
ных билетов, обсуждавшейся в разделе 1 . 6. В той задаче нам требовалось купить наи­
меньшее коли чество лотерейных билетов, покрывающее все комбинации данного на­
бора. 

Рис. 1 8. 1 .  Покрытие множества 

+ Разрешено ли повторное включение элементов в покрытие? Если любой элемент 
может входить только в одно подмножество, то задача о покрытии множества пре­
вращается в задачу укладки множества, которая рассматривается в разделе 18.2. 
Если есть возможность включать оди н  элемент в несколько подмножеств, то сле­
дует воспол ьзоваться ею, т. к. в результате обычно удается получить меньшее по­
крытие. 

+ В задаче рассматривается множество ребер WIИ множество вершин графа? Зада­
ча о покрытии множества и меет общий характер и включает в себя несколько по­
лезн ых задач на графах в качестве частных случаев. Допустим, что нужно найти 
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Другим и нтересным применением задачи о покрытии множества является задача оп­
тимизации булевой логи ки. Рассмотрим, например, булеву фун кцию с k переменными,
возвращающую О или 1 для каждого из возможных 2k входн ых векторов. Нам нужно
найти простейшую логическую схему, которая реализует эту функцию. Один  из подхо­
дов - определить на этих переменных и их дополнениях булеву формулу в дизъюнк­
тивной нормальной форме (ДНФ), например: Х1Х2 + Х1Х2 . Для каждого ВХОДНОГО векто­

ра мы могли  бы построить оди н  член И, а потом выпол нить операцию ИЛИ над всеми
этим и  членами И, однако мы существенно сэкономим,  если вынесем за скобки общие
подмножества переменных. И мея набор выпол нимых членов И,  каждый из которых
покрывает какое-либо подмножество нужных нам векторов, мы хотим объединить
операцией ИЛИ наименьшее количество членов, которые реализует данную функцию.
Это как раз и есть задача о покрытии м ножества. Существует несколько разновидно­
стей задачи о покрытии множества, и для их распознавания нужно ответить на сле­
дующие вопросы.



наименьшее множество ребер графа, которое затронет каждую верши ну, по мень­
шей мере, один  раз. Решением данной задачи будет максимал ьное паросочетание в 
графе (см .  раздел 15. 6), к которому добавлены любые ребра, позволяющие охватить 
все вершины, не вошедшие в паросочетание. А теперь допустим, что нужно найти 
наименьшее множество вершин графа, которое задействует каждое ребро, по край­
ней мере, один раз. Эта задача является задачей о вершинном покрытии ,  эвристиче­
ские методы для решения которой рассматриваются в разделе 16.3 .  

Здесь полезно продемонстрировать, как смоделировать вершинное покрытие в виде 
экземпляра покрытия множества. Пусть уни версальное множество И соответствует 
множеству ребер {е 1 , • • •  , е111 } . Создаем п подмножеств, где подмножество S, состоит 
из ребер, инцидентных вершине v;. Хотя задача о вершинном покрытии является 
лишь замаскированным экземпляром задачи о покрытии множества, имеет смысл 
воспользоваться более эффективными эвристическими  методами решения частной 
задачи о вершинном покрыти и .  

+ Каждое подмножество содержит только два элемента? Если в любом подмно­
жестве содержится, самое большее, два элемента, считайте, что вам повезло. Для 
этого частного случая можно получить оптимальное решение, т. к. он сводится 
к поиску максимального паросочетания графа. К сожалению, как только количество 
элементов во всех подмножествах возрастает до трех, задача становится NР-пол ной.  

+ Нужно найти множества, содержащие элементы, Wiи элементы, содержащиеся 
во ,�тожествах? В задаче о минимальном множестве представителей (h itti пg set) 
нужно найти множество элементов, которые совместно представляют каждое под­
множество из данной коллекции .  Пример минимального множества представителей 
показан на рис. 1 8 .2 .  Оптимальное решение экземпляра задачи о минимальном 
множестве представителей получается при выборе элементов 1 и 3 или элементов 2 
и 3 (а). Эту задачу можно преобразовать в экземпляр двойственной задачи о покры­
тии множества, оптимальным решением которой будет выбор подмножеств 1 и 3 
или подмножеств 2 и 4 (б). 

б а 

Рис. 18.2. Пример минимального множества представителей 
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Входной экземпляр задачи о минимал ьном множестве представителей идентичен
входному экземпляру задачи о покрытии множества, но здесь требуется найти такое
минимальное подмножество элементов Т с И, чтобы каждое подмножество S; со-
держало, по крайней мере, оди н  элемент подмножества Т. Таким образом, S; п Т 7:- О 
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для всех 1 :::;  i :::; т. Допустим, что мы хотим создать небольшой парламент, в кото­
рый входил бы, по меньшей мере, один  представител ь от каждой этнической груп­
пы. Если этническая группа определяется как подмножество всего населения, то
решение задачи о минимальном множестве представителей будет решением задачи
создания пол иткорректного парламента.

Самым естественн ым и эффективным подходом к решению задачи о покрытии множе­
ства будет использование "жадного""  эвристического алгоритма. Для начала выбираем 
самое мощное подмножество для покрытия, после чего удаляем все его элементы из 
универсального множества. Добавляем подмножество, содержащее наибольшее коли­
чество неохваченных элементов, и повторяем это действие, пока все элементы не будут 
покрыты. Количество подмножеств покрытия множества, выдаваемых таким эвристи­
ческим алгоритмом, ни когда не превысит оптимальное более, чем в lnn раз, причем на 
практи ке этот коэффициент намного меньше. 

Простейшая реализация "жадного" эвристического алгоритма просматривает на каж­
дом шаге весь входной экземпляр из т подмножеств. Впрочем, испол ьзуя такие струк­
туры данных, как связные списки и очереди с приоритетами ограниченной высоты (см. 
раздел 12. 2), можно реализовать "жадный" эвристический алгоритм с временем испол-
нения O(S), где S = u��1 1 S; 1 - размер входного экземпляра. 

Метод имитации отжи га, скорее всего, даст лучшие результаты, чем эти простые эври­
стические подходы. Чтобы гарантировать оптимальное решение, можно использовать 
поиск с возвратом, но выгода от этого не оправдает дополнительные расходы. 

Еще один ,  более мощный подход, основан на переформулировке задачи о покрытии 
множества в терми нах целочисленного программирования. Пусть целая переменная s;, 

при ни мающая два значения, О и 1 ,  обозначает, выбрано ли подмножество S; для данно­
го покрытия. Для каждого элемента х из универсального множества добавляется огра-

Задача о минимальном множестве представителей двойственна задаче о покрытии
множества. Заменим каждый элемент множества И множеством имен подмножеств,
содержащих его. Теперь множества S и И поменялись ролями, т. к. мы ищем мно­
жество подмножеств множества И, чтобы покрыть все элементы в множестве S. Мы
получили задачу о покрытии множества, поэтому можем испол ьзовать любую про­
грамму для ее решения, чтобы решить задачу о минимальном множестве представи­
телей. Пример изображен на рис. 1 8 .2.

Задача о покрытии множества должна быть, по меньшей мере, так же сложна, как и
задача о верши н ном покрытии,  поэтому она тоже является NР-полной. На самом деле,
она еще сложнее. Решение, выдаваемое аппроксимирующими алгоритмами для задачи
о вершинном покрыти и, хуже оптимального не более чем в два раза, а для задачи о по­
крытии множества самое лучшее решение хуже оптимального в 8(\gn) раз.

Полезно проверить существование элементов, содержащихся лишь в небольшом коли­
честве подмножеств, в идеале, только в одном. При наличии  таких элементов следует
выбрать наибольшие содержащие их подмножества в самом начале работы алгоритма.
В конечном счете нам все равно придется их выбрать, но они содержат другие элемен­
ты, покрытие которых потребует дополнительных затрат, если выбрать эти подмноже­
ства не с самого начала.



ничение L s; ;;:::  1 , гарантирующее, что он будет покрыт хотя бы одним выбранным
хе.-..,� 

подмножеством. Минимальное покрытие множества удовлетворяет всем ограничи­
вающим условиям и одновременно минимизирует L/; . Эту задачу целочисленного 

программирования можно с легкостью обобщить до задачи о взвешенном покрытии 
множества (если допустить разную стоимость разных подмножеств). Ослабив  эту зада­
чу до задачи линейного программ ирования (т. е., позволив каждой переменнqй s; нахо­
диться в диапазоне О S. s; S. 1 , не ограничивая ее только двумя значениями О или 1 ), 
можно получить эффекти вный эвристический алгоритм, основанный на методах ок­
ругления. 

Реализации. Как "жадный"  эвристический подход, так и подход с испол ьзованием це­
лочисленного линейного программирования является достаточно простым в своей об­
ласти, что его нужно реализовать с чистого листа. 

Реализация на языке Pascal алгоритма исчерпывающего перебора для решения задачи 
укладки множества, а также для задачи о покрытии множества, дается в кни ге 
[SDK83] .  Подробности см.  в разделе 19. 1 . 10. 

Пакет SYMPHONY содержит процедуру для решения задачи разбиения множества 
методами смешанного линейного программирования. Загрузить ее можно с веб-сайта 
http://branchandcut.org/SPP. 

ПРИМЕЧАНИЯ 

В работе [ВР76] представлен классический обзор методов решения задачи о покрытии 
множества, а более свежий обзор аппроксимирующих методов с анализом их сложности 
дан в работе [Pas97] . Результаты исследований эвристических методов целочисленного 
программирования и точные алгоритмы решения задачи о покрытии множества изложены 
в работах [CFT99] и [CFTOO] . Отличное обсуждение алгоритмов и правил сведения мя 
задачи о покрытии множества представлено в книге [SDK83].  

Родственные задачи. Паросочетание (см. раздел 15. 6), вершинное покрытие (см. раз­
дел 16. 3), укладка множества (см. раздел 18. 2). 

1 8 .2.  Задача укладки множества 

Глава 18. Множества и строки 635

Среди хороших работ, посвященных "жадным" эвристическим алгоритмам решения зада­
чи о покрытии множества, можно назвать книги [CLRSO l ]  и [Нос96]. Пример, демонст­
рирующий, что решение задачи о покрытии множества, выдаваемое "жадным" эвристиче­
ским алгоритмом, может быть в lgn хуже оптимального, представлен в работах [Joh74] и
[PS98] . Но такой результат не является следствием дефекта в алгоритме. Доказана слож­
ность получения приблизительного решения задачи о покрытии множества с коэффици­
ентом, лучшим, чем (1 - о( 1 )) lnn, (см. [Fei98]) .

Задача. Выбрать коллекцию (в идеале, небольшую) взаимно непересекающихся под­
множеств из множества S, объединением которых будет универсальное множество
(рис. 1 8 .3) .

Вход. Множество подмножеств S = {S1 , • • •  , S111 }  универсального множества И =  { 1 , . . .  , п} . 



Рис. 1 8.3. Пример укладки множества 

Обсуждение. Задачи укладки множества возникают в приложе1шях, имеющих строгие 
ограничивающие условия на разрешенное разбиение. Главной особенностью задач ук­
ладки множества является условие, согласно которому ни один  элемент не может быть 
покрыт больше, чем одним  выбранным подмножеством . 

Эта задача в определенной степени аналогична задаче поиска независимого множества 
в графах (см .  раздел 1 6. 2), где требуется найти наибольшее подмножество вершин  гра­
фа G, такое что каждое ребро ин цидентно не более чем одной из выбранных вершин. 
Смоделируем задачу поиска подмножества вершин в виде задачи укладки множества. 
Пусть универсальное множество состоит изо всех ребер графа G, а подмножество S, 
состоит изо всех ребер, и нцидентных вершине v;. Дополнительно определим  одноэле­
ментное множество для каждого ребра. Любая укладка множества определяет множе­
ство вершин,  не имеющих общих ребер, другими словами, независимое мн9жество. 
Одноэлементные множества используются для покрытия ребер, не охваченных вы-
бранными вершинами .  

Еще одним  применением укладки множества будет комплектование экипажей самоле­
тов. На каждый самолет авиакомпании  нужно назначить экипаж, состоящий из двух 
пилотов и штурмана. К составу экипажа предъявляются определенные требования, та­
кие как умение управлять самолетом данного типа, психологическая совместимость, а 
также рабочее расписание. Для всех возможных комбинаций экипажей и самолетов, 
каждая из которых представлена подмножеством элементов, нужно найти такой вари­
ант, при котором каждый самолет и каждый член экипажа присутствуют только в од­
ной комбинации .  При данных ограничивающих условиях на подмножества нам нужно 
найти безупречную укладку. 

Задача укладки множества включает в себя несколько типов NР-полных задач на мно­
жествах. Для их распознавания нужно ответить на следующие вопросы. 

+ Обязательно ли, чтобы каждый элемент входWl только в одно выбранное под­
множество? В задаче о точном покрытии требуется найти коллекцию подмно­
жеств, в которой JQ1Ждь1й элемент покрыт ровно один  раз. Рассмотренная выше за­
дача комплектования экипажей самолетов близка к задаче точного покрытия, т. к. 
в ней должны быть задействованы каждый самолет и каждый экипаж. 

636 Часть II. Каталог алгоритмических задач

ВХОД ВЫХОД



К сожалению, задача поиска точного покрытия ставит нас в ситуацию, аналогичную 
поиску гамильтонова цикла в графах. Если действительно нужно покрыть все эле­
менты только по одному разу, а эта задача является NР-полной,  то единственным 
способом ее  решения является поиск с экспонен циальным временем исполнения .  
Стоимость такого подхода окажется очень высокой, если только вам не повезет, и 
вы не натолкнетесь на решение в начале поиска. 

+ 

+ Какова плата за двойное покрытие элементов? В задаче о покрытии множества 
(см. раздел 18. 1 ) включение одного элемента в несколько выбран ных подмножеств 
не влечет за собой никаких отрицательных последствий .  Однако в задаче точ ного 
покрытия такие многократные вхождения запрещены.  Во многих приложениях за­
преты не такие строгие. В одном из подходов к решению таких задач можно увели­
чить стоимость выбора подмножеств, содержащих элементы, входящие в уже вы­
бранные подмножества. 

Еще один, более мощный подход, основан на переформулировке задачи о покрытии 
множества в терминах целочисленного программирования, подобно тому, как мы де­
лали это в задаче о покрытии множества. Пусть целая переменная s;, при н имающая два 
значения, О и 1 ,  обозначает, выбрано ли подмножество S; для данного покрытия .  Для 
каждого элемента х из универсального множества добавляется ограничение L s; = 1 ,  

xeS; 

Реализации. Поскольку задача о покрытии множества более популярна и легче реша­
ется. чем задача укладки множества, для ее решения проще найти подходящую реали­
зацию. Рассматриваемые в разделе 18. 1  реализации без труда поддаются модификации,
что позволяет соблюдать конкретные ограничивающие условия задачи упаковки мно­
жества.
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Есть ли у каждого элемента свое одноэлементное множество? Ситуация намного
улучшается, если нам достаточно частич ного решения, например, такого, при кото­
ром каждый элемент универсального множества И определяется как одноэлемент­
ное подмножество множества S. Тогда мы можем расширить л юбую укладку мно­
жества до точного покрытия, покрыв не попавшие в укладку элементы И одноэле­
ментными множествами .  После этого наша задача сводится к поиску укладки
множества минимальной мощности, решение которой можно получить с помощью
эвристических методов.

нимизация или максимизация I; s; при соблюдении  этих ограничивающих условий

позволяет нам регулировать количество подмножеств в покрытии .

гарантирующее, что он будет покрыт только одним  выбранным подмножеством .  Ми­

Самым лучшим подходом к решению задачи укладки множества является использова­
ние "жадных" эвристических алгоритмов, подобн ых тем, что применяются для реше­
ния задачи о покрытии множества (см . раздел 18. 1) .  Если нам требуется найти укладку,
содержащую наибольшее (наименьшее) количество подмножеств, тогда мы выбираем
наименьшее (наибольшее) подмножество, удаляем все конфликтующие с ним подмно­
жества из множества S и повторяем процесс. Как обычно, если мы допол ним  этот под­
ход каким-либо методом исчерпывающего поиска или рандомизации (например, мето­
дом имитации отжига), мы, вероятно, получим более удач ные укладки за счет увеличе­
ния времени работы.



Реализация на языке Pasca\ алгоритма исчерп ывающего перебора для решения задачи 
упаковки множества, а также для задачи о покрытии множества дается в книге 
[SDK83] .  Информацию по загрузке этих программ можно найти в разделе 19. 1 . 10. 

ПРИМЕЧАНИЯ 

Ослабленные ограничивающие условия для задач целочисленного программирования, со­
ответствующих задаче укладки множества, представлены в работе [BWOO] . Отличное об­
суждение алгоритмов и правил сведения для задачи о покрытии множества представлено 
в книге [SDK83] .  В ней же вы найдете описанное ранее приложение комплектования эки­
пажей самолетов. 

Родственные задачи. Независимое множество (см . раздел 16. 2), вершинное покрытие 
(см . раздел 16. 3) .  

1 8 .3 .  Сравнение строк 
Вход. Текстовая строка t из п символов, строка-образец р  длиной в т  символов. 

Задача. Найти в текстовой строке t первое (или  все) вхождение строки-образца р 
(рис. 1 8 .4). 

ВХОД

Рис. 1 8.4. Поиск в строке по образцу 
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Пакет SYMPHONY содержит процедуру для решения задачи разбиения множества
методами смешанного линейного программирования.  Загрузить ее можно с веб-сайта
http://branchandcut.org/SPP.

love ?

" You will always have my love,
my love,    for the love I love is 
lovely as love itself." itself."lovely as loveis 

loveI love , for the lovemy

 ,love" You will always have my 

ВЫХОД

Среди обзорных статей, посвященных задаче укладки множества, можно назвать такие,
как [ВР76] и [Pas97] . Стратегии предложения цены в аукционах, в которых товары пред­
лагаются в наборах партий, обычно сводятся к решению задач укладки множества, как
описывается в работе [dVVOЗ] .

Обсуждение. Задача сравнения строк возникает почти во всех приложениях обработки
текста. Любой текстовый редактор и меет механизм поиска произвольной строки в те­
кущем документе. Языки программирования Рег\ и Python обладают ш ирокими воз­
можностями поиска подстрок благодаря наличию встроенных примитивов сравнения
строк, и это позволяет п исать на них программы, способные фильтровать и модифици­
ровать текст. Наконец, программы проверки правописания ищут в своем словаре каж­
дое слово проверяемого текста и помечают слова, отсутствующие в словаре .



При выборе правильного алгоритма сравнения строк для конкретного приложения воз­
никает несколько вопросов. 

При очень коротких образцах (т S 5) нет смысла пытаться улучшить этот простой
алгоритм в надежде на повышение производительности . Кроме этого, для типичных
строк ожидаемое время исполнения будет намного лучше, чем О(тп), т. к. м ы  про­
двигаем образец дальше, как только обнаруживаем его несовпадение с подстрокой
текста. Более того, этот простой алгоритм обычно исполняется за л иней ное время.
Впрочем, наихудший случай впол не вероятен, - возьмем, например, образец р = а111

и текст t = (а111- 1 Ь)"1111 •
+ 

+ Велика ли вероятность найти совпадение с образцом? Алгоритм Байера-Мура 
сравнивает образец с текстом справа налево, что позволяет избежать просмотра 
больших фрагментов текста при отсутствии совпадения .  Допустим, что для образца 
поиска используется строка abracadabra, а в оди ннадцатой пози ции в тексте нахо­
дится буква х. Этот образец не может совпасть с первыми один надцатью символами 
текста, поэтому следующей точкой проверки в тексте является двадцать второй 
символ. Если нам повезет, то проверить придется всего лишь п/т символов. В слу­
чае несовпадения алгоритм Байера-Мура использует два набора табли ц  переходов: 
оди н  построен на основе текущих совпадений,  а второй - на символе, вызвавшем 
несовпадение. 

Хотя этот алгоритм сложнее, чем алгоритм Кнута-Морриса-Пратта, он оправдывает 
себя на практике для строк-образцов дли ной свыше пяти символов, при условии от­
сутствия частых вхождений образца в текст поиска. Время исполнения алгоритма 
в наихудшем случае равно О(п + rm), где r - количество вхождений  образца р 
в текст t. 

+ Будет ли выполняться повторный поиск в одном и том же тексте? Допусч1м, что 
вы создаете программу для многократных запросов на поиск в некоторой текстовой 
базе. Так как текст поиска не изменяется, имеет смысл создать структуру данных, 
позволяющую ускорить выполнение запррсов. Подходящими структурами данных 
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Какова длина образцов для поиска? При недлинных образцах и нечастых запросах
на поиск достаточно использовать простой алгоритм поиска со временем исполне­
ния О(тп). Для каждой возможной начальной позиции 1 S i S п - т + 1 в строке по­
иска выполняется проверка подстроки дли ной т символов на идентичность со стро­
кой-образцом. Реализация этого алгоритма на языке С приводится в разделе 2. 5. 3.

Как поступать с длинными текстами и образцами? В действительности, поиск
строк может осуществляться за линейное время в наихудшем случае. Обратите
внимание, что при обнаружении несовпадающих символов нет необходимости во­
зобновлять поиск с начала, т. к. префикс образца и текст одинаковы вплоть до точки
несовпадения.  Имея длинное частичное совпадение, заканчивающееся в позиции i,
мы переходим на первый символ в образце или тексте, который может предоставить
новую информацию о тексте в позиции i + 1 .  Алгоритм Кнута-Морриса-Пратта вы­
полняет предварительную обработку образца для эффективного создания такой таб­
лицы переходов. Подробности довольно сложны, но имеющийся алгоритм позволя­
ет создавать короткие, простые программы.

+ 



для этой цели будут суффи ксные деревья и суффиксные массивы, рассматриваемые 
в разделе 12. 3. 

+ Планируется ли поиск одного и того же образца в разных текстах? Допустим, что 
вы создаете программу, чтобы отфильтровывать нецензурные выражения из текста. 
В этом случае набор образцов остается постоянным, а текст поиска может меняться . 
В таких приложениях может потребоваться найти все вхождения в текст любого из 
k разных образцов, при этом значение k может быть довольно большим .  

Линейное время для поиска каждого образца означает алгоритм с общим временем 
исполнения О(k(т + п)). Для больших значений k существует лучшее решение, соз­
дающее один конечный автомат, который распознает эти образцы и возвращается в 
соответствующее начальное состояние при любом несовпадении  символов. Алго­
ритм Ахо-Корасика создает такой автомат за линейное время. Оптимизируя автома­
ты распознавания образов (см. раздел 18. 7), можно достич ь  экономии  памяти . Этот 
подход был использован в первоначальной версии программы fgrep. 

+ Как поступить, если текст WIИ образец содержит орфографические ошибки? Рас­
сматриваемые здесь алгоритмы пригодн ы  только для точного сравнения строк. Если 
необходим допуск на орфографические ошибки, то задача превращается в задачу 
нечеткого сравнения строк (см. раздел 18. 4). 

Свободно доступн ы  несколько версий программы сравнения регулярных выражений
grep. Вариант GNU программы grep можно найти по адресу http://directory.fsf.org/
project/grep/; эта версия заменяет такие предыдущие версии программы, как egrep и
fgrep. Версия GNU grep использует гибрид быстрого детерминистического алгоритма
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Когда вместо регулярных выражений для указания образцов используются контек­
стно-свободные грамматики, задача превращается в задачу синтаксического разбора
(см . раздел 8. 6).

И ногда несколько образцов можно указать не в виде списка строк, а сжато, в форме
регулярного выражения .  Например, регулярное выражение а(а + Ь + с) *а соответст­
вует любой строке алфавита (а, Ь, с), которая начинается и заканчи вается на букву
а. Самый лучший  способ проверки, описывается ли  входная строка данным регу­
лярным выражением R, заключается в создани и  конечного автомата, эквивалентно­
го R, с последующей эмуляцией этого автомата на данной строке. Подробности соз­
дания автомата на основе регулярных выражений приводятся в разделе 18. 7.

Пакет для распознавания образов SPARE Parts, нап исанный на языке С++ (см.
[WC04a]), предоставляет пригодные для коммерческого использования реализации
всех основных вариантов классических алгоритмов сравнения строк (алгоритмы Кну­
та-Морриса-Пратта и Бойера-Мура), как для одного образца, так и для нескольких (ал­
горитмы Ахо-Корасика и Комменца-Вальтера) . Загрузить пакет можно с веб-сайта
http://www.fastar.org/.

Реализации. Программы на языке С коллекции  strmat реализуют алгоритмы для точ­
ного сравнения образцов, включая реализацию несколь'Ких вариантов ал горитмов Кну­
та-Морриса-Пратта и Бойера-Мура. Самым лучшим справочным материалом по этим 
алгоритмам является книга [Gus97] .  Загрузить пакет можно с веб-сайта http:// 
www.cs.ucdavis.edu/-gusfield/strmat.html. 



В алгоритме Карпа-Рабина (см .  [KR87])  для сравнения строк испол ьзуется хэш-фун кция, 

что позволяет получ ить линей ное ожидаемое время исполнения.  Н о  время  исполнения 

это го ал горитма в наихудшем случае остается квадратич н ы м ,  а его производител ьность на 

практике оказы вается нескол ько хуже, чем у оп исан ных ранее методо в сравнения сим во­

лов. Этот ал горитм обсуждается в разделе 3. 7. 2. 

1 8 .4. Нечеткое сравнение строк 
Вход. Текстовая строка t и строка-образец р. 

Задача. Найти самый дешевый способ преобразования строки t в строку р, в котором 
испол ьзуются вставки, удаления и замены символов (рис. 1 8 .5) .  
Обсуждение. Задача нечеткого сравнения строк является одной из фундаментал ьных 
задач, т. к. мы живем в мире, где нет четких границ. Программы проверки правоп иса­
ния должны находить наиболее подходящее слово для любой строки символов, отсут­
ствующей в словаре (т. е. базе данных образцов). Предоставляя поддержку эффектив­
ного поиска сходных последовательностей в больших базах данных последовательно­
стей ДНК, компьютерная программа BLAST коренным образом изменила направление 
исследований в молекулярной биологии .  Допустим, что вы исследовали некоторый ген 
человека, и оказалось, что он аналогичен гену, вырабатывающему гемоглобин  в орга­
низме крысы. Скорее всего, исследуемый ген также отвечает за выработку гемоглоби­
на, а разница между этими двумя генами является результатом эволюционных му­
таций.  

Глава 18. Множества и строки 641

отложенных  состояний с алгоритмом Бойера-Мура для поиска строк фиксированной
длины.

Библиотека Boost содержит реализации на языке С++ алгоритмов обработки  строк,
включая поиск.

Примечания

Родственные задачи. Суффиксные деревья (см . раздел 12. 3), нечеткое сравнение
строк (см . раздел 18.4).

Все книги по алгоритмам обработки строк, включая такие как [CHL07], [NR07] и [Gus97] ,
содержат исчерпывающее обсуждение точного сравнения строк. Хорошие описания алго-
ритмов Бойера-Мура (см. [ВМ77]) и Кнута-Морриса-Пратта (см. [КМР77] ) представлены
в книгах [BvG99], [CLRS01] и [Маn89]. В истории создания алгоритмов сравнения строк
были и неудачи, — некоторые из опубликованных работ содержал и ошибки. Подробности
см. в книге [Gus97].

В книге [Aho90] дается хороший обзор алгоритмов поиска образцов в строках, в частно-
сти, алгоритмов поиска с помощью регулярных выражений. Алгоритм Ахо-Корасика опи-
сывается в работе [АС75].

Эксперименты по сравнению алгоритмов обработки строк представлены в книгах [DB86],
[Hor80], [Lec95] и [dVS82]. Качество работы каждого конкретного алгоритм а зависит от
свойств строк и размера алфавита. Для работы с дли н н ы м и  образцами и большими тек-
стами я рекомендую использовать самые лучшие реализации алгоритма Бойера-Мура, ко-
торые вы сможете найти.
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Рис. 1 8.5. Нечеткое сравнение строк 

Мне однажды пришлось столкнуться с задачей нечеткого сравнения строк при оценке 
качества работы системы опти <1еского распознавания текста. В ней нужно было срав­
нить ответы, выдаваемые системой для тестового документа, с правильными результа­
тами .  Чтобы улучшить систему. нам требовалось идентифицировать ошибочно распо­
знаваемые буквы и "мусор", т. е. несуществующие буквы. Было принято решение вы­
полнить нечеткое сравнение ответов и тестовых документов. В таком случае вставки и 
удаления соответствовали бы "мусору", а замены указывали бы на ошибки в системе 
распознаван ия. А налогичный принцип используется в программах сравнения файлов, 
которые выявляют строки, отличающиеся в двух разных версиях файла. 

Когда ошибки недопустим ы, задача сводится к точному сравнению строк, которая рас­
сматривается в разделе 18. 3 . Здесь же мы будем рассматривать только строки с ошиб­
ками .  

Динамическое программирование предоставляет нам базовый подход к нечеткому 
сравнен ию строк. Пусть D[i,j] обозначает стоимость редактирования первых i симво­
лов строки образца р в первые j символов текста t. Отсюда следует существование ре­
куррентного соотношения, т. к. мы  должны были что-то сделать с к9нцевыми симво­
лами р; и t1. У нас имелись следующие возможности : зафиксировать совпадение или 
заменить один  символ другим, удалить р; или, наконец, вставить символ, совпадающий 
с l_j. Таким образом, значение D[i,j] является минимальным из следующих трех значе­
ний стои мости : 

+ если р; = t1, то D[i - l ,j - 1 ] , иначе D[i - l ,j - 1 ]  + стоимость замены; 

+ D[i - l ,j] + стоимость удаления р;; 

+ D[i,j - 1 ]  + стоимость удаления l_j. 
Общая реализация этого алгоритма на языке С и более подробное обсуждение приво­
дятся в разделе 8.2. Прежде чем использовать это рекуррентное соотношение, ответьте 
на несколько вопросов. 

+ Образец должен совпасть со всем текстом или только с подстрокой? Разница 
между алгоритмами сравнения строк и алгоритмами сравнения лодстрок определя­
ется граничными условиями этого рекуррентного соотношения.  Допустим, что мы 
хотим сравнить весь образец со всем текстом. Тогда стои мость D[i, О] должна рав-
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Теперь допустим, что образец может встретиться в любом месте текста. Коррект­
ным значением стоимости D[O,j] будет О, т. к. в этом случае не должно быть штра­
фа за то, что выравнивание начинается в j-й позиции текста. Стоимость D[i, О] по­
прежнему остается равной i, т. к. единственным способом получения совпадения 
первых i символов образца с пустой строкой является удаление всех этих символов. 

Стоимость самого лучшего совпадения образца с подстрокой будет miп�=I D [т, k] . 

• Как определить стоимость операций замены, вставки и удШ1ения? Базовый алго­
ритм можно с легкостью модифицировать, установи в разную стоимость вставки, 
удаления и замены символов. Кон кретное значение стоимости каждой операции за­
висит от того, что вы намереваетесь делать с выровненными текстами .  

Самым распространенным вариантом является назначение оди наковой стоимости 
для операций вставки, удаления и замены .  Более высокая стоимость замены, чем 
суммарная стоимость вставки и удаления гарантирует, что замена никогда не будет 
выяолнена, т. к. редактирование вне строки обойдется дешевле. Если выполняются 
только операции вставки и удаления, то задача сводится к задаче поиска макси­
мальной общей подстроки, рассматриваемой в разделе 18. 8. Часто бывает полезно 
слегка изменить стоимость расстояний редактирования и исследовать полученн ые 
результаты, повторяя процесс до тех пор, пока не будут определены наилучш ие па­
раметры для данной задачи .  

• Как узнать, какие операции фактически привели к выравниванию строк? Ранее бы­
ло сказано, что рекуррентное соотношение дает только стоимость оптимального 
выравни вания образца с текстом, но не последовательность операций редактирова­
ния, при водящую к этому выравни ванию.  Получить список операций можно, двига­
ясь в обратном направлении  от матрицы полной стоимости D. Чтобы добраться до 
ячейки D[т, п], мы должны были выйти из ячейки D[т - \ , п] (удаление образ­
ца/вставка текста), D[т, п - 1 ]  (удаление текста/вставка образца) или D[т - \ , п - 1 ]  
(замена/совпадение). Опцию, которая была выбрана фактически, можно выяснить 
по этим значениям стоимости и по символам р111 и t11• Продолжая двигаться в обрат­
ном направлении  к предыдущей ячей ке, можно восстановить все операции редакти­
рования.  Реализация этого алгоритма на языке С приводится в разделе 8.2. 

• 

Можно также использовать фильтрацию - быстрое удаление тех участков строки, 
в которых образец наверняка отсутствует. Разби ваем образец длиной т символов на 
d + 1 частей. Если существует соответствие, имеющее максимум d отличий, то хотя 
бы одна из этих частей имеет точное совпадение в оптимальном выравни вании .  Та-
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няться стоимости удаления первых i символов образца, поэтому D[i, О] = i. Подоб­
ным образом, D[O,j] = j.

Как поступить, если обе строки очень похожи друг на друга? Алгоритм динамиче­
ского программирования позволяет найти кратчайший путь в решетке размером
т х п, где стоимость каждого ребра зависит от представляемой им операции .  Чтобы
найти выравни вание, включающее в себя комбинацию из не более чем d вставок,
удалений и замен, нужно только обойти полосу из О(dп) ячеек на расстоянии  d
в каждую сторону от главной диагонали .  Если в этой полосе нет выравнивания низ­
кой стоимости, его нет и во всей матрице стоимости .



ким образом, мы можем идентифицировать все возможные точки  приблизительных
совпадений , выполняя точный поиск по нескольки м фрагментам образца, а затем
более внимательно рассмотреть только потенциальные кандидаты.

Насколько длинной является строка-образец? Недавно появился новый подход к
сравнению строк, в котором используется то обстоятельство, что современные ком­
h ьютеры могут выполнять операции на словах длиной в 64 бита. В таком машинном
слове можно разместить восемь 8-битовых символов ASC I I , что стимулирует разра­
ботку ал горитмов с параллелизмом на уровне битов, в которых за одну операцию
выпол няется несколько сравнений .

Такой алгоритм с параллел измом на уровне битов, обобщенный до нечеткого срав­
нения, испол ьзуется в рассматриваемой далее программе agrep.  Подобные алгорит­
мы  легко поддаются реализации,  а работают они во много раз быстрее алгоритмов
динамического программирования .

Как минимизировать требования к паwяти? Квадратичный объем памяти , требуе­
мый для хранения таблицы ди намического программирования, представляет про­
блему, более серьезную, чем время исполнения соответствующих алгоритмов.
К счастью, для вычисления D[т, п] требуется только O(min(m, п)) памяти . Для вы­
числения окончател ьного значения нужно сопровождать тол ько две активные стро­
ки (или столбца) матрицы. Вся матрица понадобится только в том случае, когда по­
требуется воссоздать последовательность операций, в результате которых было по­
лучено данное выравни вание.

Для эффекти вного вычисления за ли нейное время оптимального выравнивания
можно испол ьзовать рекурсивный алгоритм Хиршберга. За один  проход описанного
выше алгоритма с линейной сложностью по памяти для вычисления D[т, п] мы вы­
ясняем, какая ячейка среднего элемента D[т/2, х] была испол ьзована для оптимиза­
ции D[ т, п ] .  Это сводит нашу задачу к задаче поиска наилучших путей от D[ \ ,  1 ]  до
D[x/2, х] и от D[т/2, х] до D[т/2, п], причем оба пути могут быть найдены рекурсив­
но. Каждый раз мы  исклю,�аем из рассмотрения полови ну элементов матрицы, по­
этому общее время остается равным О(тп). Этот алгоритм с линейной сложностью
по памяти обладает хорошей производительностью на дл инных строках, но про­
граммировать его затруднител ьно.

Следует ли по-разному оценивать многократные повторы операций вставки и уда­
ления? Во многих приложениях сравнения строк оказывается предпочтение вырав­
ниваниям, в которых операции вставки и/или удаления сгруппирован ы в небольшое
количество последовательностей.  Удаление слова из текста, по идее, должно стоить
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Основная идея далеко не три виальна. Для каждой буквы о. алфавита создаем бито­
вую маску Д,, в которой i-й бит B"[i] равен 1 тогда и только тогда, когда i-м си м во­
лом образца является а. Допустим теперь, что имеется такой битовый вектор совпа­
ден ия М; для j-й пози ции в текстовой строке, что Ц[i] = 1 тогда и только тогда, ко­
гда первые i битов образца точно совпадают с символами текста, начиная
с (j - i + 1 )-го и заканчивая j-м .  Мы можем найти все биты М; + 1 посредством лишь
двух операций,  а именно, сдвинув вектор М; на один бит вправо, а потом выполнив
для него побитовую операцию И с маской В", где а - символ в (j + 1 )-й позиции
текста.

+ 

+ 

+ 



меньше, чем удаление соответствующего количества одиночных символов, т. к. при 
этом выполняется одна (хотя и сложная) операция редактирования .  

Применение штрафов за  появление разрывов при сравнении  строк позволяет кор­
ректно учитывать такие операции .  Обычно для каждой операци и вставки/удаления t 
последовател�ных символов устанавливается стоимость А + Bt, где А - стоимость 
создания разрыва, а В - стои мость удаления одного символа. Если значен ие А ве­
лико по сравнению со значен ием В, то при выравнивании  появится стимул выпол­
нять относительно небольшое количество последовательных операций удален ия.  

Сравнение строк при таких аффинных штрафах за разрывы можно выполнять за 
квадрати чное время, как и обычное выч исление расстояния редактирования .  Мы 
будем использовать различные рекуррентные соотношения Е и F для операций 
вставки и удаления, чтобы вычислить стоимость пребывания в режиме разрыва, 
предполагая, что цена за создание разрыва уже заплачена: 

V(i,j) = max(E(i,j) , F(i, j), G(i, j)) 

G(i,j) = V(i - l ,j - 1 )  + matcl1(i,j) 

E(i,j) = max(E(i,j - 1 ), V(i,j - 1 ) - А)  - В 

F(i,j) = max(F(i - l , j), V(i - l , j) - А)  - В 

При постоянном времени обращения к каждой ячейке время исполнения этого ал­
горитма равно О(тп) . 

+ Считаются ли похожи:wи строки с одинаковым произношением? Для некоторых 
приложений  лучше подходят другие модели нечеткого сравнения строк. Особый 
интерес представляет схема хэширования Souпdex, в которой одинаково звучащим 
словам присваивается одинаковый индекс. Эта схема может быть полезной при 
проверке, не являются ли  два по-разному написанных слова в действительности од­
ним и тем же словом. Например, мою фамилию часто пишут как "Skiпa" , "Skiппia", 
Schieпa", а иногда и "Skieпa" . Всем этим по-разному написанным словам присваива­
ется одинаковый индекс Souпdex - S25.  

Алгоритм Souпdex отбрасывает гласные, непроизносимые и повторяющиеся буквы, 
а потом назначает оставшимся буквам числа в соответствии со следующими клас­
сами :  BFPV - 1 ,  CGJ КQSXZ - 2, DT - 3,  L - 4, MN - 5, R - 6. Код слова со­
стоит из первой буквы, за которой следуют максимум три цифры. Хотя такой под­
ход кажется не очень естественным, на практике он работает довольно хорошо. 
А практика уже довольно продолжительная - Souпdex используется с 1 920-х годов. 

Реализации. Для нечеткого сравнения строк существует несколько отличных про­
граммных средств. Программа agrep (см. [WM92a, WM92b]) поддерживает поиск в 
тексте с орфографическими ошибками .  Последнюю версию этой программы можно 
загрузить с веб-страницы http://www.tgries.de/agrep. Программа пrgrep (см. [NavQ I Ь]) 
сочетает параллелизм на уровне битов с фильтрацией и имеет постоянное время ис­
полнения, хотя не всегда работает быстрее, чем agrep. Загрузить программу можно 
с веб-сайта http://www.dcc.uchile.cl/-gnavarro/software/. 
Библиотека TRE поиска совпадений  с регулярными выражениями предна:щачена для 
поиска точных и приблизительных совпадений  и обладает более широкими возможно-
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стями,  чем программа agrep. Временная сложность программы в худшем случае равна 
О(пт2), где т - длина списка испол ьзуемых регулярных выражений .  Загрузить про­
грамму можно с веб-сайта http://www.dcc.uchile.cl/-gnavarro/software/. 

В Wikipedia можно найти программы для вычисления расстояния редактирования, 
в частности, расстояния Левенштей на, написанные на разных языках (включая Ada, 
С++, Emacs Lisp, lo, JavaScript, Java, РНР, Python, Ruby, VB и С#). Дополнительную ин­
формацию можно найти на веб-сайте http://en.wikibooks.org/wiki/Algorithm_ 
Implementation/Strings/Levenshtein_distance. 

ПРИМЕЧАНИЯ 

В последнее время наблюдаются определенные успехи в области нечеткого сравнения 
строк, особенно в алгоритмах, применяющих параллелизм на уровне битов. Алгоритм�м 
обработки строк посвящены книги [CHL07] и [Gus97], а самым лучшим справочником по 
методам сравнения строк является [NR07] . 

Считается, что базовый алгоритм динамического программирования для получения вы­
равниваний впервые был описан в работе [WF74] , хотя, по-видимому, он был известен и 
раньше. Широта диапазона применения нечеткого сравнения строк была продемонстри­
рована в книге [SK99], которая по сей день является полезным историческим справочни­
ком в данной области. Обзоры решений задачи нечеткого сравнения строк представлены в 
работах [H D80] и [NavO J a] .  Расстояние редактирования между двумя строками иногда на­
зывают расстоянием Левенштейна. Алгоритм Хиршберга с линейной сложностью по па­
мяти (см. [H ir75])  рассматривается в книгах [СRОЗ] и [Gus97] . 

В работе [МР80] представлен алгоритм для вычисления расстояния редактирования меж­
ду строками длиной в т  и п символов за время O(mn/log(min {m, п} )) для алфавитов посто­
янного размера. В алгоритме использованы идеи из алгоритма четырех русских для ум­
ножения булевых матриц (см. [ADKF70] ) .  

Формулировка задачи нечеткого сравнения строк в терминах поиска кратчайшего пути 
позволяет создать множество алгоритмов, дающих хорошие результаты дпя небольших 
расстояний редактирования, включая алгоритмы с временем исполнения O(nlgn + J) (см. 
[Муе86] )  и O(dn) (см. [LV88]) 

Максимальную возрастающую последовательность можно вычислить за время O(nlgn) 
(см. [HS77] ), как описано в [Man89] .  

В числе алгоритмов нечеткого сравнения строк, применяющих параллелизм на уровне би­
тов, можно назвать алгоритм Майерса (Myers) (см. [Муе99Ь] ) с временем исполнения 
О(тп/1 11), где 1 11 - количество бит компьютерного слова. Результаты экспериментальных 
исследований алгоритмов с параллелизмом на уровне битов представлены в работах 
[FN04] , [HFN05] и [NR,00] . 

Система Soundex была изобретена и запатентована Оделл (М .  К. Odel l )  и Расселлом (R. С. 
Russel l ) .  Описание этой системы можно найти в работах [BR95] и [Knu98] . Недавняя раз­
работка Metaphone (см. [BR95] и [Par90]) представляет собой попытку создания системы, 
превосходящей Soundex. Применение таких систем фонетического хэширования для уни­
фикации названий задач рассматривается в работе [LMS06] . 

Родственные задачи. Поиск строк (см. раздел 18. 3), поиск максимальной общей под­
строки (см . раздел 18. 8). 
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Вход. Текстовая строка S. 

Рис. 18.6. Сжатие текста 

Обсуждение. Хотя емкость внешних устройств хранения данных удваивается каждый 
год, ее все время не хватает. Сн ижение цен на устройства хранения ничуть не умень­
шило интерес к сжатию данных, вероятно, потому что данных, подлежащих сжатию, 
становится все больше. Сжатие данн ых является алгоритмической задачей, в которой 
требуется найти экономичную кодировку для файла указанного типа. Развитие компь­
ютерных сетей поставило новую цель перед задачей сжатия данных - повышение эф­
фективной пропускной способности сети посредством уменьшен ия количества переда­
ваемых битов. 

Создается впечатление, что разработчикам нравится изобретать специальные методы 
сжатия данных для каждого кон кретного приложения.  Иногда производительность 
этих специализированных методов даже превосходит производительность методов 
общеrо назначения. При выборе правильного алгоритма сжатия возникает несколько 
вопросов. 

+ 
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people shall not perish from the earth.
freedom and that government of the people by the people for the
died in vain that this nation under God shall have a new birth of 
of devotion that we here highly resolve that these dead shall not have
devotion to that cause for which they here gave the last full measure
remaining before us that from these honored dead we take increased
advanced. It is rather for us to be here dedicated to the great task
what they did here. It is for us the living here have thus far so nobly
note nor long remember what we say here but it can never forget
it for above our poor power to add or detract. The world will little
The brave men living and dead who struggled here have consecrated
fitting and we can not consecrate we can not hallow this groud. 
who here gave their lives that the nation might live. It is altogether
dedicate a portion of that field as a final resting place for those
met on a great battlefield of that war. We have come to 

nation so conceived and so dedicated can long endure. We are 
engaged in a great civil war testing whether that nation or any 
to the proposition that all men are created equal. Now we are
this continent a new nation conceived in Liberty and dedicated
Fourscore and seven years ago our father brought forth on Fourscore and seven years ago our father brought forth on 
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fitting and we can not consecrate we can not hallow this groud. 

The brave men living and dead who struggled here have consecrated

it for above our poor power to add or detract. The world will little

note nor long remember what we say here but it can never forget

what they did here. It is for us the living here have thus far so nobly

advanced. It is rather for us to be here dedicated to the great task

remaining before us that from these honored dead we take increased
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of devotion that we here highly resolve that these dead shall not have

died in vain that this nation under God shall have a new birth of 

freedom and that government of the people by the people for the

people shall not perish from the earth.

ВЫХОДВХОД

Задача. Преобразовать строку S в более короткую строку S'. из которой можно пра­
вильно воссоздать исходную строку S (рис. 1 8 .6).

Требуется ли точное восстановление исходных данных после сжатия? Основной
вопрос, возникающий при сжатии данных, заключается в том ,  выполнять сжатие
с потерями или без потерь. Приложения для хранения документов обычно требуют
обратимого сжатия (без потерь), т. к. пользователи не хотят, чтобы их данные под-

18.5. Сжатие текста



вергались изменениям.  При сжатии изображений или видеофайлов точность данных 
не настолько важна, т. к. небольшие погрешности незаметны для зрителя.  Примене­
ние сжатия с потерями  позволяет получ ить знач ительно более высокую степень 
сжатия, вследствие чего этот тип сжатия применяется в большинстве приложений 
для сжатия аудио- и видеоданных и изображений .  

+ Мож110 ли упростить даттые перед сжатием? Самым эффективным способом 
увел ичения свободного дискового пространства является удаление ненужных фай­
лов. Аналогичным образом любая предварительная обработка, умен ьшающая объем 
информаци и в файле, приводит к более эффективному сжатию. Постарайтесь выяс­
нить, можно ли удалить из файла избыточные пробельные символы, преобразовать 
все буквы текста в заглавные или снять форматирование. 

Особый интерес представляет упрощен ие данн ых с помощью преобразова11ия Бар­
роуза-Уwtера. По ходу этого преобразования выполняется сортировка всех п цикли­
ческих сдвигов п-символьной входной строки, а затем возвращается последний 
с·имвол каждого сдвига. Например, строка АВАВ имеет циклические сдвиги АВАВ, 
ВАВА, АВАВ и ВАВА . После сортировки получаем строки АВАВ. АВАВ, ВАВА и 
ВАВА . Считывая последний символ каждой из этих строк, получаем результат пре­
образован ия - ВВАА . 

При условии ,  что последний символ входной строки уникален (например, представ­
ляет собой символ конца строки), это преобразование является полностью обрати­
мым .  Строка, предварительно обработанная с помощью преобразования Барроуза­
Уилера, сжимается на 1 0- 1 5% лучше, чем первоначал ьный текст, т. к. повторяю­
щиеся слова превращаются в блоки повторяющихся символов. Кроме этого, это 
преобразование можно осуществить за линейное время. 

+ Что делать, если шzгоритм сжатия запатентован? Некоторые алгоритмы сжатия 
данных были запатентован ы. Одним из самых известных примеров я вляется рас­
сматриваемая далее версия LZW алгоритма Лемпеля-Зива. К счастью, в настоящее 
время срок действия этого патента ииек, чего нел ьзя сказать об ал горитме сжатия 
JPEG, который все еще является предметом судебных разбирательств. Обычно у 
любого ал горитма сжатия имеются версии ,  которыми можно пользоваться без огра­
ничений ,  причем работают они так же хорошо, как и запатентованный вариант. 

+ Как сжимать изображения? Самым простым обратимым алгоритмом сжатия изо­
бражений является кодирование длин серий. При таком способе сжатия последова­
тельности одинаковых пикселов (серии) заменяются одним экземпляром пиксела 
и числом,  указывающим длину последовательности. Этот метод хорошо работает 
с двоичными представлениями изображений,  имеющими большие области одина­
ковых п икселов, например, с отсканированным текстом .  Но на изображениях, 
имеющих м ного градаций цвета и/или содержащих шум, производительность пада­
ет. Сильное влияние на качество сжатия оказывают два фактора: выбор размера по­
ля,  содержащего длину последовательности , и выбор порядка обхода при преобра­
зовани и  двумерного изображения в поток пи кселов. 

Для профессиональных приложений сжатия аудиоданных, видеоданных и изобра­
жений  я рекомендую использовать оди н  из популярных методов сжатия с потерями 
и не п ытаться реализовать свой собственный .  Стандартн ым высокопроизводитель-
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ным методом сжатия изображений является J PEG, а MPEG предназначен для сжа­
тия видеоданных. 

Должно ли сжатие выполняться в решzыюм времени? Быстрое восстановление 
данных нередко оказывается важнее, чем их быстрое сжатие. Например, видеодан­
ные на YouTube сжимаются только оди н  раз, но восстанавли ваются при каждом его 
воспроизведении .  Впрочем, существует и противоположный пример. Операцион­
ной системе для увеличения эффективной ем кости диска посредством сжатия 
файлов требуется симметричный алгоритм, обладающий также быстрым временем 
сжатия. 

Код Хаффматю. Алгоритм Хаффмана заменяет каждый символ алфавита кодовой 
строкой битов переменной длины .  Испол ьзование восьми бит для кодирования 
каждой буквы неэкономично, т .  к. некоторые символы (например, буква "е") встре­
чаются намного чаще, чем другие (например, буква "q") .  При кодировании  методом 
Хаффмана букве "е" присваивается короткий  код, а букве "q "  - более дли н н ый,  та-
ким образом сжимая текст. 

Несмотря на свою популярность, алгоритм Хаффмана имеет три недостатка. Во­
первых, для того чтобы закодировать документ, по нему необходимо выполнить два 
прохода - первый,  чтобы создать табли цу кодирования, а второй, чтобы выполнить 
само кодирование документа. Во-вторых, таблицу кодирования нужно я вно сохра­
нять вместе с закодированным документом, чтобы можно было декодировать его, и 
это приводит к неэкономному расходу памяти при кодировании  коротких докумен­
тов. Наконец, алгоритм Хаффмана эффективен при неравномерном распределении  
символов, в то время как адаптивные ал горитмы способны распознавать повторяю­
щиеся последовательности, например, 0101010101 . 

Алгоритмы Лемпеля-Зива. Алгоритмы Лемпеля-Зива (включая популярный  вариант 
LZW) сжимают текст, создавая таблицу кодирования по ходу чтения документа. Эта 
таблица корректируется на каждой пози ци и в тексте. Благодаря использованию хо-
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Код Хаффмана можно создать, используя "жадный "  алгоритм . Сначала сортируем
символы в порядке возрастания частоты их вхождения в текст. Два самых редких
символа х и у объединяются в один новый символ ху с частотой вхождения, равной
сумме частот вхождения двух его родительских символов. Таким образом мы полу­
чаем меньший  набор символов. Эта операция повторяется п - 1 раз, пока все симво­
лы не будут слиты попарно. Посредством таких операций объединения строится
корневое двоичное дерево, в котором исходные символы алфавита представлены
листьями.  Биты слова двоичного кода для каждого символа определяются выбором
правого или левого пути в проходе от корня к листу. При написании  программы
упорядочиван ия символов по  частоте использования можно применять очереди
с приоритетами,  что позволит выполнять эту операцию за время O(nlgп).

+ 

• 

Существуют десятки алгоритмов для сжатия текста, но их можно разбить на две груп­
пы в соответствии  с применяемым подходом .  Статические алгорuтпwы, такие как ме­
тод Хаффмана, создают одну кодовую таблицу, исследуя полностью весь документ. 
Адаптивные алгоритмы, такие как алгоритм Лемпеля-Зива, динамически создают ко­
довую таблицу, которая адаптируется под локальное распределение символов доку­
мента. В большинстве случаев следует предпочитать адаптивный  алгоритм . 

+ 



рошо продуманного протокола, программы кодирования и декодирования работают 
с одной и той же таблицей, что позволяет избежать потери информации .  

Реализации. Самой популярной программой сжатия текста, вероятно, является про­
грамма gzip, которая реал изует публично доступный вариант алгоритма Лемпеля-Зива. 
Эта программа распространяется с лицензией GNU;  загрузить ее можно с веб-сайта 
http://www.gzip.org. 

Всегда приходится искать разумный компромисс между коэффициентом сжатия и вре­
менем работы алгоритма. Альтернативой программе gzip является программа сжатия 
bzip2, в которой используется преобразован ие Барроуз-Уилера. Она обеспечивает луч­
ший  коэффициент сжатия, чем программа gzip, но за счет увеличения времени испол­
нен ия.  Создатели некоторых алгоритмов впадают в крайность, жертвуя скоростью ради 
повышенной компактности . Тип ичные представители таких алгоритмов собраны на 
веб-сайте http://www.cs.fit.edu/-mmahoney/compression. 

Авторитетное сравнение программ сжатия, включающее в себя ссылки на все доступное 
программное обеспечение, представлено на веб-сайте http://www.maximumcompression.com/. 

ПРИМЕЧАНИЯ 

Существует большое количество книг, посвященных сжатию данных. Из недавно вышед­
ших можно назвать книги [Say05]  и [Sal06] . Также можно порекомендовать уже не новую 
книгу [BCW90] . Обзор алгоритмов сжатия текстов приведен в работе [CL98] .  

Хорошее описание алгоритма Хаффмана (см. [Huf52] ) можно найти в книгах [AHU83], 
[CLRS] и [Man89] . Алгоритм Лем пеля-Зива и его варианты описаны в работах [Wel84] 
и [ZL78] .  Преобразование Барроуз-Уилера было представлено в работе [BW94] . 

Главным форумом по обмену информацией в области сжатия данных является ежегодная 
тематическая конференция института I EEE. Подробности см.  на веб-сайте http:// 
www.cs.brandeis.edu/-dcc. Сжатие данных является хорошо развитой технической обла­
стью, и в последнее время усилия разработчиков сосредот�•1ены на весьма незначитель­
ных улучшениях алгоритмов, особенно в случае сжатия текстовых данных. Однако радует 
то обстоятельство, что ежегодная конференция IEEE проводится на горнолыжном курор­
те мирового класса в штате Юта. 
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Замечательным свойством алгоритма Лемпеля-Зива я вляется его устойчивость при
обработке данных разных типов. Разработать для конкретного приложения специа­
лизированный алгоритм, превосходящий алгоритм Лемпеля-Зива, довольно трудно.
Я рекомендую не предпринимать таких попыток. Если имеется возможность устра­
нить специфическую для приложения избыточность на стадии предварительной об­
работки, воспользуйтесь ею. Но не тратьте понапрасну время, пытаясь создать соб­
ственный алгоритм сжатия. Вряд ли  вам удастся получить значительно лучшие ре­
зул ьтаты, чем выдает программа gzip или другая распространенная утилита.

Алгоритмы Лемпеля-Зива создают кодовые таблицы часто встречающихся под­
строк, размер которых может быть очень бол ьшим.  Таким образом алгоритмы этого
ти па могут испол ьзовать часто встречающиеся слоги, слова и фразы, чтобы выпол­
нить кодирование наилучшим образом.  Алгоритм приспосабливается к локальным
изменениям в распределении элементов текста, что является важным, т. к. многие
документы обладают значительной пространственной локальностью.



1 8 .6 .  Криптография 

Задача. С помощью ключа k зашифровать сообщение Т (расшифровать текст Е), полу­
чив  в результате зашифрованный текст Е (открытое сообщение Т) (рис. 1 8 . 7). 

Рис. 1 8.7. Пример шифрования текста 

Идеи и приложения шифрования выходят за рам ки общеизвестных понятий "шифро­
вания" и "аутентификации" .  Сейчас эта область включает такие важные математиче­
ские конструкции ,  как криптографические хэши, цифровые подп иси, а также базовые 
протоколы. предоставляющие гарантии безопасности . 

блочные шифры. В шифрах этого типа биты текста многократно перемешиваются 
в соответствии с заданным ключом. Классическим примером такого шифра являет-
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Родственные задачи. Поиск минимальной общей надстроки (см . раздел 18. 9), крипто­
графия (см. раздел 18.6).

Вход. Открытое сообщение Т или зашифрованный текст Е и ключ k.

The magic words are
Squeamish Ossifrage.

I5&AE<&UA9VEC’=0

<F1s"F%R92!3<75E96UI<V

V@*3W-S:69R86=E+@K_

ВХОД ВЫХОД

Обсуждение. Поскольку широкое распространение компьютерных сетей предоставля­
ет все больше возможностей несанкционированного доступа к конфиденциальной ин­
формации ,  криптография играет важную роль в сохранении  целостности такой инфор­
мации .  Криптография повышает безопасность обмена сообщениями.  позволяя обраба­
тывать их таким образом, что их будет невозможно прочесть, если они попадут в
чужие руки.  Хотя этой дисциплине, по крайней мере, две тысячи лет, ее ал горитмиче­
ские и математические основы лишь недавно сформировались настолько, что появи­
лась возможность рассуждать о доказуемо безопасных системах шифрования.

шифр Цезаря. В самых старых шифрах каждый символ алфавита заменялся другим 
символом этого же алфавита. В наиболее слабых ш ифрах выпол няется ци кл ический 
сдвиг  алфавита на заданное количество символов (часто 1 3 ), вследствие чего они 
имеют только 26 возможных ключей (речь идет об ан гли йском алфавите - прим. 
перев). Лучше использовать произвольную перестановку букв, что дает 26 ! возмож­
ных ключей . Но даже и в этом случае такие системы ш ифрования можно с лег­
костью взломать, подсчитав частоту появления каждого символа в тексте и при·ме­
нив  знание частотного распределения букв в текстах данного алфавита. Хотя суще­
ствуют варианты этого шифра, более устойчивые к взлому, ни оди н  из н их не будет 
таким надежным, как шифр A ES или RSA; 

+ 
Существует три класса систем шифрования :  

+ 



ся ш ифр Data Encryption Standard (DES). Хотя он был одобрен в 1 976 г. в качестве 
Федерального стандарта США для обработки информации ,  в настоящее время 
56-битовый ключ этого шифра считается сли ш ком коротким для приложений, тре­
бующих значительного уровня безопасности . В частности , компьютер, созданный 
специально для взлома этого шифра, продемонстрировал, что этот шифр можно 
.взломать быстрее, чем за один день. С 1 9  мая 2005 г. шифр DES официально пере­
стал быть Федеральны м  стандартом США и был заменен более сильным шифром 
Advanced Encryption Standшd (AES). 

Но простой вариант шифра DES под названием "тройной DES" позволяет осущест­
влять ш ифрование с помощью ключа длиной в 1 1 2 битов за счет троекратного при­
менения ш ифра DES с двумя 56-битовыми ключами .  Для этого текст сначала за­
шифровывается ключом keyl , потом расшифровывается ключом key2, а затем опять 
зашифровывается ключом keyl . Использование трех раундов шифрования вместо 
двух имеет целью обратную совместимость со старым шифром DES, у которого 
keyl = key2. Национальный институт стандартов и технологий США (N IST) недавно 
одобрил применение трой ного DES для шифрования важной правительственной 
информации вплоть до 2030 г. ;  

+ ишфрование с оmhрытым ключом. Если вы боитесь, что ваши недоброжелатели 
читают ваши сообщения, вы также должны держать в секрете ключ, необходимый 
для их расшифровки .  Однако в системах с открытым ключом для шифрования и 
дешифрования сообщений используются разные ключи .  Так как ключ шифрования 
бесполезен для расшифровки, он может быть открытым, без риска для безопасно­
сти . Решение о распределении  ключей лежит в основе упеха шифрования с откры­
тым ключом. 

Классическим примером системы шифрования с открытым ключом является систе­
ма RSA, названная так в честь ее изобретателей - Ривеста (Rivest), Шамира 
(Shamir) и Адлемана (Adleman). Безопасность системы RSA основана на вычисли­
тельной сложности задач разложения на множители и проверки ч исел на простоту 
(см . раздел 13 .8) .  Процесс шифрован ия протекает быстро, т. к. для создания ключа 
используется проверка на простоту, а сложность расшифровки вытекает из сложно­
сти разложения на м ножители .  Однако система шифрования RSA работает медлен­
но по сравнению с други ми  системами .  В частности, она примерно в 1 00- 1 ООО раз 
медленнее, чем шифр DES.  

Важнейшим фактором, влияющим на выбор системы шифрования , я вляется требуемый 
уровень безопасности . От кого вы п ытаетесь защитить ваши сообщения - от своей 
бабушки,  квартирных воров, организованной преступности или спецслужб? Если вы 
можете использовать современную реализацию шифра A ES или RSA, вы будете чувст­
вовать себя в безопасности , по крайней мере, в ближайшее время .  Однако постоянно 
растущая мощность компьютеров способна на удивление быстро расшатать криптоси­
стему. Вспомните, что ш ифр DES продержался в качестве надежной системы менее 
тридцати лет. Обязательно используйте ключи максимальной дли н ы  и следите за ново­
стями в области ш ифрования ,  если вы плани руете долгосрочное хранение конфиден­
циальной информации .  

Что касается меня л ично, признаюсь, что я использую DES для шифрования задач вы­
пускного экзамена в конце каждого семестра. Этого шифра оказалось более чем доста-
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При одинаковой длине ключа большинство симметричных систем шифрован ия труд­
нее поддается взлому, чем системы с открытым ключом. Это означает, что для симмет­
ричного шифрования можно использовать намного более короткие ключи,  чем для 
шифрования с открытым ключом. Институт N IST и лаборатория RSA предоставляют 
списки рекомендуемых размеров ключей для безопасного шифрования, и на момент 
написания этой книги они рекомендуют 80-битовые симметричные ключи,  как эквива­
лентные 1 024-битовым асимметричным.  Эта разница объясняет, почему ал горитмы 
шифрования симметричным ключом работают на несколько порядков быстрее ал го­
ритмов шифрования с открытым ключом.  

Простые шифры, вроде шифра Цезаря, легко программируются . По этой причине их 
можно использовать в приложениях, требующих минимального уровня безопасности, 
например, для того, чтобы скрыть ответы на загадки .  Поскольку эти шифры легко под­
даются взлому, их никогда не следует использовать в приложениях, требующих серь­
езного уровня безопасности . 

.А еще никогда не следует пытаться разработать собственную систему шифрования .  
Безопасность шифров DES и RSA общепризнанна, т .  к .  они выдержали многолетнее 
испытание массовым использованием. За это время было предложено много других 
систем шифрования ,  которые оказались уязвимыми к взлому. Разработкой алгоритмов 
шифрования должны зани маться только профессионалы.  Если же вам поручили соз­
дать систему безопасности , начните с изучения какой-либо признанной программы, 
например PGP, чтобы разобраться , как в ней решаются вопросы выбора и распростра­
нения ключей.  Стой кость любой системы безопасности определяется ее самым слабым 
звеном. 

На практи ке часто возни кают следующие вопросы, связанные с шифрованием. 

+ Как проверить, что да11ные не бьU1и повреждены случайно? Часто требуется удо­
стовериться в том, что при передаче данных они не подверглись случай ным иска­
жениям,  и полученные данные идентичны отправленным.  Одно из решений  этой за­
дачи - передать полученные данные обратно отправителю для подтверждения 
идентичности двух текстов. Но этот метод не срабатывает, если при обратной пере­
даче происходит в точности проти воположная ошибка. К тому же, при такой схеме 
пропускная способность канала уменьшается вдвое, что представляет серьезное не­
удобство. 

Более эффективным методом будет использование контрольной суммы, т. е. хэши­
рование длинного текста с помощью простой математической фун кции  в небольшое 
число и передача этой контрольной суммы вместе с текстом. Прини мающая сторона 
вычисляет контрольную сумму принятого текста и сравни вает ее с первоначальной . 
В самой простой схеме с контрольной суммой вычисляется сумма байтов текста по 
модулю некоторой �онстанты, например, 28 = 256.  К сожалению, такая схема не вы-
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точно, когда один решительно настроенный студент прони к  в мой офис в поисках за­
дач . Результат был бы иным, если бы взломщи ком оказался агент спецслужб. При этом
важно понимать, что самые серьезные бреши в безопасности обусловлены человече­
ским фактором, а не качеством алгоритма. Использовать достаточно длинный ,  трудный
для отгадывания пароль и не записывать его на бумажке гораздо важнее, чем излишне
усердствовать в выборе алгоритма шифрования .



являет ошибку, при которой несколько символов меняются местами, поскольку 
сложение коммутативно. 

Как проверить, что данные не были повреждены преднамеренно? Метод контроля 
с помощью ци кл ического избыточного кода хорошо распознает случай ные искаже­
н ия, но не годится для выя вления преднамеренных. Для таких целей лучше подхо­
дят криптографические фун кции хэширования, такие как MDS или SHA-256, кото­
рые легко вычисляются для любого документа, но я вляются труднообратимыми. 
Это означает, что по данному хэш-значению х трудно создать такой документ d, для 
которого H(d) = х. Это свойство хэш-функций делает их полезными для испол ьзова­
ния в качестве цифровых подписей и в других приложениях. 

Как доказать, что файл не бьи1 изменен? Если я вышлю вам контракт в электрон­
ной форме, н ичто не помешает вам отредактировать файл и утверждать, что ваша 
версия отражает нашу договоренность. Мне нужен способ доказать, что модифици­
рованная версия документа является подделкой . Цифровая подпись представляет 
собой криптографический способ подтверждения подлинности документа. 

Я могу вычислить контрольную сумму для данного файла и зашифровать ее с по­
мощью закрытого ключа. Вместе с файлом контракта я высылаю его зашифрован­
ную контрольную сум му. Вы можете отредактировать файл, но, чтобы обмануть 
суд, вам надо будет отредактировать и зашифрованную контрольную сумму так, 
чтобы после ее расшифровки получилась исходная . При использовании  достаточно 
хорошей фун кции вычисления контрольной суммы создание другого файла с такой 
же контрольной суммой будет невыполнимой задачей. Для полной безопасности 
мне понадобятся услуги пользующейся всеобщим доверием третьей стороны, кото­
рая удостоверит подлинность цифровой подписи и свяжет закрытый ключ со мной. 
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Более надежный  способ вычисления контрольной суммы вкл ючает в себя использо­
вание циклического избыточного кода. Он применяется в большинстве систем связи
и в компьютерах для проверки целостности обмена данных с диском. Для получе­
 ния этой контрольной суммы вычисляется остаток от деления двух многочленов,
причем делитель является фун кцией входного текста. Разработка этих многочленов
я вляется сложной математической задачей, но такая контрольная сумма обеспечи­
вает обнаружение всех достаточно вероятных ошибок. Подробности эффекти вной
реализации весьма сложны, поэтому рекомендуется начинать с уже существующих
реализаций .

+ 

+ 

Как ограничить доступ к материалам, защищенным авторским правом? Важным
новым применением шифрования является управление авторскими правами на
цифровые аудио- и видеоматериалы. Принципиальным вопросом здесь является
скорость декодирования, т. к. она должна соответствовать скорости пересылки дан­
н ых в реальном времени .  Такие потоковые шифры обычно включают в себя гене­
рирование потока псевдослучайных битов с использованием, например, генератора
кода на регистре сдвига. Операция исключающего ИЛИ над этими битами и пото­
ком данных дает зашифрованную последовательность. Для восстановления исход­
ных данных опять выполняется операция исключающего ИЛИ над зашифрованным
потоком данных с тем же самым потоком псевдослучайных битов, который исполь­
зовался для шифрования .

+ 



Реализации. Кри птографическая библиотека Nettle содержит, среди прочего, фун кции 
хэширования MDS и SHA-256, а также блочные шифры DES, AES и некоторые другие. 
В библиотеку включена и реализация системы RSA . Загрузить библиотеку Nettle мож­
но по адресу http://www.lysator.liu.se/-nisse/nettle/. 

Подробный обзор алгоритмов шифрования, включающий оценку их устойчи вости к 
взлому, доступен на веб-страни це http://www.cryptolounge.Org/wiki/Category: 
Algorithm. На странице http://csrc.nist.gov/groups/ST/toolkit и нститут N IST представ­
ляет коллекцию стандартов и руководств по разработке алгоритмов шифрования .  

Большая библиотека Crypto++ классов языка С++ схем шифрования содержит все рас­
смотренные в этом разделе системы шифрования. Загрузить библиотеку можно с веб­
сайта http://www.cryptopp.com. 

Многие популярные утилиты с открытым кодом используют профессиональные схемы 
шифрования и служат хорошими моделями текущей практики в этой области . Про­
грамму GnuPG, версию с открытым кодом программы PGP, можно загрузить по адресу 
http://www.gnupg.org/. Программу OpenSSL для аутентифи кации доступа к компью­
терным системам можно загрузить по адресу http://www.openssl.org/. 

Библиотека Boost CRC Library содержит несколько реализаций ал горитмов вычисления 
контрольной суммы с помощью циклического избыточного кода. Загрузить библиотеку 
можно с веб-сайта http://www.boost.org/libs/crc/. 

ПРИМЕЧАНИЯ 

В книге [MOV96] приведено описание технических деталей .  всех аспектов криптогра­
фии. Электронную версию книги можно найти на веб-сайте http://www.cacr.math. 

uwaterloo.ca/hac/. В книге [Sch96] содержится всестороннее обсуждение разн ых алгорит­
мов шифрования, но, пожалуй, книга [FSOЗ] является лучшим введением в эту область. 
В книге [Kah67] увлекательно изложена история криптографии, начиная с древних времен 
до 1 967 г. 

Обсуждение алгоритма RSA (см. [RSA78] ) приводится, в частности, в книге [CLRSO l ] . 
Обширная информация представлена на домашней странице RSA по адресу 
http://www.rsa.com/rsalabs/. 

Главным источником информации о современном состоянии криптографии является 
Агентство национальной безопасности США (National Security Agency, NSA) .  История 
шифра DES хорошо представлена в книге [Sch96]. Особенно спорным было решение NSA 
ограничить длину ключа 56-ю битами. 

Хэш-функция MD5 (см.  [Riv92] ) используется в программе PGP для вычисления цифро­
вых подписей. Ее описание можно найти, например, в [Sch96] и [Sta06] .  Недавно были 
выявлены серьезные проблемы с безопасностью этой функции (см.  [WY05] ). Семейство 

хэш-функций SHA (в частности, функции SHA-256 и SHA-5 1 2 ) производит впечатление 
более надежного. 

Родственные задачи. Разложение на множители и проверка чисел на простоту (см .  
раздел 13. 8), сжатие текста (см. раздел 18. 5). 
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Было доказано, что высокоскоростные системы потокового шифрования сравни­
тельно легко поддаются взлому. Современное решение этой проблемы включает
принятие специальных законов и уголовное преследование за их нарушение.



Задача. Создать наименьший детерминированный  конечный автомат М', поведение
которого идентично поведению автомата М (рис. 1 8. 8).

Рис. 1 8.8. Пример минимизации конечного автомата 

Обсуждение. Задача создания и минимизации конечных автоматов часто возникает 
при разработке программного и аппаратного обеспечения. Конечные автоматы широко 
испол ьзуются в приложениях, связанн ых с распознаванием образов. Современные язы­
ки программирования,  такие как Java и Python, содержат встроенные средства под­
держки регулярных выражений ,  являющихся самым естественным способом определе­
н ия автоматов. Конечные автоматы часто применяются в системах управления и ком­
пиляторах для кодирования текущего состояния и связанных с ним действий или 
переходов. Минимизация размера автоматов понижает как затраты по хранению дан­
ных, так и стоимость исполнения при испол ьзовании таких автоматов. 

Конечн ые автоматы определяются посредством ориентированных графов.  Каждая 
вершина представляет состояние, а каждое помеченное символом алфавита ребро оп­
ределяет переход из одного состояния в другое при получении данного символа. Пока­
занные на рис. 1 8 . 8  автоматы анализируют последовательность бросков монеты. За­
крашенн ые вершины обозначают состояние, при котором "орел" выпал четное количе­
ство раз. Такие автоматы можно представить, испол ьзуя граф (см. раздел 12. 4) или 
матрицу переходов размером п х /1:/, где 1: - размер алфавита. 

Конечные автоматы часто испол ьзуются для поиска образцов, представленных в виде 
регулярных выражений,  которые являются результатом выполнения операций И, ИЛИ 
или повтора над регулярными выражениями мен ьшего размера. Например, регулярное 
выражение а(а + Ь + с) *а соответствует любой строке алфавита (а, Ь, с), которая начи­
нается и заканчивается на букву а. Самый лучший способ проверки, описывается ли 
входная строка данным регулярным выражением R, заключается в создании конечного 
автомата, эквивалентного R, с последующей эмуляцией этого автомата на данной 
строке. Ал ьтернативн ые подходы к решению задачи поиска строк рассматриваются 
в разделе 18. 3. 
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1 8 . 7 .  Миним изация конечного автомата 
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+ минимизация детерминированных конечных автоматов. У сложных конечных ав­
томатов матрицы переходов имеют недопустимо большой размер, что вызывает не­
обходимость в более "плотных" структурах. Самым простым подходом к решению 
данной проблемы является устранение повторяющихся состояний авто.мата. Как по­
казано на рис. 1 8 .8,  автоматы самого разного размера могут выполнять одну и ту же 
функцию. 

Этот алгоритм перебирает все классы, проверяя необходимость нового разбиения,  
и ,  если такая необходимость имеется, повторяет процесс с начала. Время исполне­
ния этого алгоритма равно О(п2), т. к. нужно будет выпол нить, самое большее, п - 1 
проходов. Полученные после последнего прохода классы эквивалентности соответ­
ствуют состояниям в минимальном конечном автомате. В действительности , суще­
ствует более эффекти вный алгоритм с временем исполнения O(nlogn); 

+ 

Однако любой недетерминированный конечный автомат можно механически пре­
образовать в эквивалентный детерминированный конечный автомат, который потом 
удастся минимизировать, как описано выше. Это преобразование может вызвать 
экспоненциальный рост количества состояний, но не исключено, что оно умень­
шится во время минимизации детерминированного конечного автомата. Такой экс­
поненциальный "взрыв" делает большинство задач минимизации недетерминиро­
ванных конечных автоматов РSРАСЕ-полными, а это даже хуже, чем NР-полнота. 

Доказательства эквивалентности недетерминированных конечных автоматов, де­
терминированных конечных автоматов и регулярных выражений достаточно эле­
ментарны и рассматриваются в университетских курсах теории автоматов. Впрочем, 
при кодировании  возникают неожиданные проблемы;  

+ создание автоматов на основе регулярных выражений. Для преобразования регу­
лярного выражения в эквивалентный  конечный автомат существуют два подхода, 
разница между которыми состоит в том, создается детерми нированный или неде­
терминирован ный автомат. Недетерминированные конечные автоматы легче созда­
вать, но их сложнее эмулировать. 

Здесь м ы  рассмотрим три задачи, связанные с конечными автоматами :
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преобразование недетерминированных автоматов в детерминированные. С детер­
минированными конечными автоматами очень легко работать, т. к .  в любой данный
момент автомат находится в одном-единственном состоянии .  Недетерминирован­
ные конечные автоматы могут находиться в нескольких состояниях одновременно,
поэтому их текущее "состояние" представляет подмножество всех возможных со­
стояний автомата.

Алгоритмы минимизации количества состояний  детерминированных конечн ых ав­
томатов можно найти в любом учебнике по теории автоматов. Основной подход к
решению этой задачи - приблизительное разбиение состояний  на классы эквива­
лентности с последующим уточнением этого разбиения.  Сначала состояния разде­
ляются на три класса: допускающие, отвергающие и все остальные. Теперь перехо­
ды из каждого узла ведут к данному классу по данному символу. Каждый раз, когда
два состояния s и t из одного и того же класса С переходят в состояния из разн ых
классов, класс С нужно разбить на два подкласса, один из которых содержит со­
стояние s, а другой - состояние t.



Для создания недетерминированных конечных автоматов используются е-переходы, 
которые являются дополнител ьными переходами, не требующими  входного симво-­
ла. Попав в некоторое состояние с помощью е-перехода, мы должны предполагать, 
что автомат может быть в любом состоянии .  Использование е-переходов позволяет 
с легкостью создать автомат на основе обхода в глубину дерева синтаксического 
разбора регулярного выражения. Данный автомат будет иметь О(т) состояний,  где 
т - длина регулярного выражения.  Кроме этого, эмуляция автомата на строке дли­
ной п символов зани мает время О(тп), т. к. каждую пару "состояние/префикс" нуж­
но рассмотреть только оди н  раз. 

Создание детерминированного конечного автомата начинается с построения дерева 
синтаксического разбора регулярного выражения с соблюдением того условия, что 
каждый лист должен представлять символ алфавита в образце. Распознав префикс 
текста, мы оказываемся в некотором подмножестве возможных пози ций,  которое 
будет соответствовать состоянию конечного автомата. АлгорИтм Бржозовского 
(Brzozowski) создает этот автомат по одному состоянию за раз по мере надобности . 
Но даже в этом случае для некоторых регулярных выражений длиной в т сим­
волов потребуется 0(2111) состояний  в · любом реализующем их детерминирован­
ном конечном автомате. В качестве примера можно при вести выражение 
(а + Ь)*а(а + Ь)(а + Ь) . . .  (а + Ь). Нет никакой возможности избежать этого экспонен­
циального " взрыва" сложности по памяти . К счастью, эмуляция входной строки за­
нимает линейное время на любом детерминирован ном конечном автомате, незави­
симо от размера автомата. 

Реализации. Пакет Grai l+ на языке С++ предназначен для символьных вычислений 
над конечными автоматами и регулярными выражениями .  Пакет позволяет выполнять 
преобразования между разными представлениями автомата и минимизировать автома­
ты. Пакет может обрабатывать автоматы большого размера, определенные на больших 
алфавитах. Код и документацию можно найти на веб-сайте http://www.csd.uwo.ca/ 
Research/grail/, где также предоставлены ссылки на многие другие пакеты. Использо­
вание пакета Grai l в коммерческих целях требует предварительного разрешения, но для 
образовательных целей пакет предоставляется бесплатно, как для студентов, так и для 
преподавателей.  

Пакет JFKAP содержит графические инструменты для изучения основных понятий 
теории автоматов. В пакет включены функции для выполнения преобразований  между 
детерминированными конечными автоматами, недетерминированными конечными 
автоматами и регулярными выражениями, а также фун кци и для минимизации автома­
тов. Поддержи ваются автоматы более высокого уровня, в том числе контекстно­
свободные языки и машины Тьюринга. Пакет JFLAP можно загрузить с веб-сайта 
http://www.jflap.org. Там же доступна кни га [RF06]. 

Пакет FIRE Engine предоставляет коммерческие реализации алгоритмов работы с ко­
нечными  автоматами и регулярными выражениями.  Пакет также содержит реализации 
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Библиотека FSM ком пан ии  АТ&Т представляет собой программный пакет под UNIX,
предназначенный для создания, комбинирования, оптимизирования и исследования
взвешенн ых конечных автоматов, как распознавателей, так и преобразователей. Биб­
лиотека поддерживает автоматы с более чем десятью м иллионам и состояний  и перехо­
дов. Подробности см.  на веб-сайте http://www.research.att.com/-fsmtools/fsm.



нескольких алгоритмов минимизации конечн ых автоматов, включая алгоритм 
Хопкрофта с временем исполнения O(nlgn). Подцерживаются как детерминирован­
ные, так и недетерминированные автоматы. Пакет можно загрузить с веб-сайта 
http://www.fastar.org/, а улучшенную версию - с веб-сайта http://www.eti.pg.gda.pl/ 
-jandac/minim.html. 

ПРИМЕЧАНИЯ 

Основным форумом специалистов в этой области является конференция CIAA 
(Conference on lmplementation and Appl ication of Automata, конференция по реализации и 
применению автоматов). На веб-сайте http://tln.li.univ-tours.fr/ciaa/ доступны ссылки на 
материалы предыдущих конференций и соответствующее программное обеспечение. 

Оптимальный алгоритм с временем исполнения O(nlgn) для минимизации количества со­
стояний детерминированного коне•1ного автомата был представлен в работе [Нор7 1 ] .  Ме­
тод производных для создания конечного автомата из регулярного выражения был пред­
ставлен в работе [Brz64] и изложен более подробно в работе [BS86]. Среди описаний ал­
горитма Бржозовского можно назвать книгу [Соп7 1 ] . Среди последних работ по 
инкрементальному созданию и оптимизации автоматов можно назвать статью [WatOЗ] .  
Задача преобразования детерминированного конечного автомата в минимальный неде­
терминированный конечный автомат (см. [JR93]), а также задача проверки на эквивалент­
ность двух недетерминированных конечных автоматов (см. [SM73] )  являются РSРАСЕ­
полными. 

Родственные задачи. Задача выполнимости (см. раздел 14. 10), поиск строк (см. раз­
дел 18. 3). 

1 8.8 .  Максимальная общая подстрока 
Вход. Множество S строк S1 , • • •  , Sn. 

Задача. Найти такую максимал ьную строку S', все символы которой входят в виде 
подстроки в каждую строку S;, где 1 ::: i ::: п (рис. 1 8. 9). 

Обсуждение. Задача поиска максимальной общей подстроки или подпоследовательно­
сти возникает при сравнении  текстов. Особенно важны м  приложением является выяс­
нение степени сходства биологических последовательностей. Гены  белков эволюцио­
нируют со временем, но их важнейшие участки изменяться не должны.  Максимальная 
общая подпоследовательность вариаций одного гена в разных биологических видах 
позволяет получить представление о генном материале, не подвергшемся изменениям.  

Задача поиска максимальной общей подстроки является частным  случаем задачи вы­
числения расстояния редактирования (см . раздел 18. 4), в котором замены символов 
недопустимы, а разрешаются только вставка и удаление. При этих условиях расстоя ние 
редактирования между строками Р и Т равно п + т-21/сs(Р, 1)1. т.  к. мы можем удалять 
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В работе [Aho90] предоставлен хороший обзор алгоритмов поиска по образцу, в том чис­
ле и для случая, когда образцы представлены регулярными выражениями. Метод поиска
образцов в виде регулярных выражений, использующий €-переходы, был представлен в
работе [Tho68] . Описание методов поиска по образцу с помощью конечных автоматов
можно найти в книге [AH U74] . Обсуждение конечных автоматов и теории вычислений
представлено в книгах [НМUОб] и [Sip05].



При решени и  данной задачи возникают следующие вопросы. 

+ 

Максимальную общую подстроку для множества строк можно найти за линейное 
время, используя суффиксные деревья (см. раздел 12.3). Решение заключается в 
том, чтобы создать суффиксное дерево, содержащее все строки, пометить каждый 
лист входной строкой, которую он представляет, а потом выполнить обход в глуби­
ну и найти самый  дальни й  узел с потомками из каждой входной строки .  

+ Требуется ли найти общую подпоследовательность разбросанных символов? Далее 
в этом разделе м ы  будем рассматривать только задачу поиска общих подпоследова­
тельностей разбросанных символов. Алгоритм поиска таких подпоследовательно­
стей является частным  случаем алгоритма динамического программирования для 
вычисления расстояния редактирования .  Реализация этого алгоритма на языке С 
приводится в листинге 8 . 1 4 . 

Пусть М[i,j] - количество символов самой длинной общей подстроки строк S[ J ], 
. . .  , S(i] и 11 1 ], ""  J1i] . Когда S(i] =1= J1i], совпадение последней пары символов невоз­
можно н и  при каких обстоятельствах, поэтому М[i,j] = шах(М[i,j - ! ], М[i - l ,j]). 
Но если S(i] = J1i], мы можем выбрать этот символ -для нашей подстроки, поэтому 
М[i,j] = шах(М[i - 1 ,j - 1 ]  + 1 ,  М[i - l ,j] , М[i,j - 1 ]) .  

Данное рекуррентное соотношение вычисляет длину максимальной общей подпос­
ледовательности за время О(пт). Саму общую подстроку можно воссоздать, двига­
ясь в обратном направлении  от М[п, т] и выясняя, какие символы совпали .  

+ Как поступать, если количество наборов совпадающих символов сравнительно не­
велико? Для строк, содержащих не слишком много экземпляров одного и того же 
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C   A   A   G   G   T   T   A   T   A   T   A

G   C   A   A   T   T   C   T   A   T   A   A

C   A   A   T   T   G   A   T   A   T   A   A

G   C   A   A   T    C  A   T   A   T   A   T

G   C   A   A   G   T   C   T   A   A   T   A

C   A   A   G   G   T   T   A   T   A   T   A

G   C   A   A   T   T   C   T   A   T   A   A

C   A   A   T   T   G   A   T   A   T   A   A

G   C   A   A   T    C  A   T   A   T   A   T

G   C   A   A   G   T   C   T   A   A   T   A

из Р символы, отсутствующие в lcs(P, Т), и вставлять символы строки Т, чтобы преоб­
разовать строку Р в строку Т.

Рис. 18.9. Поиск максимальной общей nодстроки 

ВХОД ВЫХОД

Требуется ли найти общую подстроку? При проверке текстов на уникальность нам
нужно найти самую дли нную общую фразу в двух и более документах. Так как фра­
зы являются строками символов, ищется максимальная подстрока, общая для всех
текстов.
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Полный набор из r таких точек можно вычислить за время О(п + т + r), используя 
метод раскладывания по корзи нам. Для каждого символа алфавита с и каждой стро­
ки (S или 7) создается корзина, после чего номера позиций каждого символа строки 
распределяются по соответствующим корзинам .  Потом из каждой пары s Е Sc и 
t Е Те в корзинах Se и Те создается точка (s, t). 

Общая подпоследовательность описывает монотонно неубывающий путь по этим 
точкам, т. е. путь, идущий только вверх и вправо. Самый длинный такой путь мож­
но найти за время О((п + r) lgп). Точки сортируются в порядке возрастания 
х-координаты; конфликты с оди наковым значением этой координаты разрешаются в 
пользу точки с большим значением у-коорди наты. В этом порядке мы вставляем 
точки по одной и отслеживаем минимальную конеч ную у-координату любого пути, 
проходящего ровно через k точек, для каждого k, где 1 � k � п. Новая точка (рх, ру) 
изменяет только один  из этих путей, либо определяя новую максимальную подпос­
ледовательность, либо уменьшая значение у-координаты кратчайшего пути, конеч­
ная точка которого находится выше точки Ру· 

+ Как поступать, если строки являются перестановкатwи? Перестановки - это 
строки, в которых си мволы не повторяются . Две перестановки задают п пар совпа­
дающих символов, и в этом случае приведенный ранее алгоритм исполняется за 
время О(пlgп). Важным частным случаем является поиск максимальной возрас­
тающей подпоследовательности числовой последовательности . Отсортировав 
последовательность, а потом заменив  каждое число его номером, мы получим пере­
становку р. Максимальная общая подпоследовательность перестановки р и после­
довательности { 1 ,  2, 3, " " п} дает нам максимальную возрастающую подпоследова­
тельность. 

+ 

Для решения задачи  выравнивания нескольких последовательностей было предло­
жено большое количество эвристических методов. Часто эти алгоритмы начинают 

работу с вычисления попарного выравнивания для каждой из (� ) пар строк. В од­

ном из подходов две наиболее похожие последоват�льности объединяются в одну и 
заменяются ею, и этот процесс повторяется до тех пор, пока все последовательности 
не будут слиты в одну. Проблема в том, что для двух строк часто существует много 
разных выравниваний оптимальной стоимости . В ыбор самого подходящего из них 

символа, существует более быстрый алгоритм. Пусть r - количество пар таких по­
зиций (i, j), для которых S; = Тj. Таким образом, 1· может достичь  значения тп, если
обе строки состоят полностью из одного и того же символа, но r = п, если обе стро­
ки являются перестановками множества { \ , "" п } .  Этот метод рассматривает пары 1·,
как определяющие точки на плоскости .

Как поступать, если задано несколько строк? Базовый алгоритм динамического
программирования можно обобщить для работы с k строками .  Время исполнения в
этом случае будет равно 0(2kпk), где п - дли на максимальной строки . Алгоритм
имеет сложность, экспоненциально зависящую от количества строк k, и поэтому он
годится только для небольшого количества строк. Кроме того, данная задача явля­
ется NР-полной, поэтому не следует надеяться на появление более быстрого точно-
го алгоритма в ближайшее время. 



зависит от оставшихся последовательностей, подлежащих слиянию, а они алгорит­
му неизвестны. 

Реализации. Для выравнивания нескольких последовательностей ДНК существует 
много программ.  В частности, популярным  инструментом выравнивания протеиновых 
последовательностей является программа C lusta\W (см. [THG94]). Программу можно 
загрузить с веб-сайта http://www.ebl.ac.ukffools/clustalw/. Еще одним заслуживающим 
вни мания программным средством выравнивания нескольких биологических последо­
вательностей является пакет MSA, который можно загрузить с веб-страницы 
http://www.ncbl.nlm.nih.gov/CBBresearch/Schaffer/msa.html. 

Любую из программ динамического программирования для нечеткого сравнения строк, 
рассмотренных в разделе 18. 4, можно испол ьзовать для поиска максимальной общей 
подстроки . Специализированн ые реализации на языках Perl , Java и С доступны на веб­
странице http://blx.ucsd.edu/Ьioalgorithms/downloads/code/. 

Библиотека Comblnatorica (см . [РSОЗ]) содержит реализацию (на языке пакета 
Mathetnatica) алгоритма создания максимальной возрастающей подпоследовательности 
перестановки, что является частным случаем максимальной общей подпоследователь­
ности . Этот алгоритм основан не на динамическом программировании ,  а на использо­
вании таблиц  Я н га. Подробности см.  в разделе 19. 1 . 9. 

ПРИМЕЧАНИЯ 

Обзоры алгоритмов поиска максимальных общих подпоследовательностей можно найти 
в [BHROO] и [GBY9 1 ] .  Алгоритм для последовательностей, имеющих мало или вовсе не 
имеющих совпадений,  был представлен в работе [HS77] . Его описание приводится в кни­
гах [Aho90] и [Man89] . В последнее время наблюдается неожиданное повышение интере­
са к этой задаче, в частности к разработке эффективных алгоритмов поиска максимальной 
общей подпоследовательности, применяющих nараллелизм на уровне битов (см. [CIPRO J ] ). 
В работе [МР80] представлен быстрый алгоритм поиска максимальной общей последова­
тельности для алфавитов фиксированного размера. Алгоритм основан на методе четырех 
русских и имеет время исполнения, равное O(mn/log(min {m, п} )). 

Создадим две случайные строки длиной п на алфавите из а символов. Какова ожидаемая 
длина максимальной общей подстроки? Эта задача является предметом активных иссле­

дований, прекрасный обзор которых представлен в работе [Dan94] . 

Выравнивание нескольких биологических последовательностей представляет собой от­
дельную область, хорошим введением в которую послужат книги [Gus97] и [DEKM98]. 
Свежий обзор состояния дел вы найдете в работе [Not02] . Сложность задачи выравнива­
ния нескольких последовательностей следует из сложности задачи поиска минимальной 
общей подстроки для больших наборов строк (см . [Mai78]). 

Среди приложений задачи поиска максимальной общей подстроки мы упомянули воз­
можность ее применения для выявления плагиата. И нтересные рассуждения о том, как 
реализовать детектор плагиата для компьютерных программ, представлены в работе 
[SWAOЗ] .  

Родственные задачи. Нечеткое сравнение строк (см . раздел 18. 4), поиск минимальной 
общей надстроки (см . раздел 18. 9). 
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1 8.9.  Поиск минимальной общей надстроки 
Вход. Множество строк S = {S1 , " "  Sт} .  

Задача. Найти минимальную строку S, содержащую в виде подстроки каждую строку 
S; (рис. 1 8 . 1  О). 

Рис. 18. 1 0. Поиск минимальной общей надстроки 

Обсуждение. Задача поиска минимальной общей надстроки возникает в разных при­
ложениях. Однажды заядлый игрок казино спросил у меня, как восстановить последо­
вательность символов на диске и грового автомата. При очередном раунде игры каж­
дый диск и грового автомата после вращен ия останавливается в случайной позиции,  
показывая выпавший  символ, а также непосредственно предшествующий и следующий 
ему символы. При наблюдении за достщ·очно большим количеством раундов игры 
можно выяснить порядок символов каждого диска и грового автомата, решив  задачу 
поиска минимальной общей (циклической) надстроки для трехсимвольных подстрок, 
полученных в результате наблюдения.  

Другое применение задачи поиска минимальной общей надстроки - сжатие матрицы. 
Предположим, имеется разреженная матрица М размером п х т, т. е. значение боль­
шинства ее элементов равно нулю. Каждую строку матрицы можно разбить на mlk под­
строки из k элементов, а потом создать минимальную общую надстроку S' из этих под­
строк. Теперь матрицу можно представить этой надстрокой совместно с масси вом ука­
зателей размером п х m/k, обозначающих начало каждой из этих последовател ьностей 
в надстроке. Доступ к любому элементу по-прежнему занимает постоянное время, но 
если ISJ « тп, то экономия памяти будет значительной.  

Возможно, самым популярным приложением задачи поиска минимальной общей над­
строки является сборка ДНК. Роботы без труда собирают последовательности из 
500 базовых пар ДНК, но наибольший интерес вызывает секвенирование длинных мо­
лекул . В процессе сборки последовательностей методом "дробовика" создается множе­
ство копий  целевой молекулы, которые разбиваются на случайные фрагменты. Затем 
выполняется секвенирование этих фрагментов, и их минимальная надстрока считается 
корректной последовательностью. 

Найти надстроку набора строк нетрудно, т. к. мы можем просто кон катенировать ис­
ходные строки . Проблема в том, чтобы найти кратчайшую надстроку. Задача поиска 
минимальной общей НflдСТроки является NР-полной для строк всех классов. 
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Задачу поиска минимальной общей надстроки можно с легкостью свести к задаче ком­
мивояжера (см. раздел 16. 4). Для этого создаем граф перекрытий G, в котором вершина 
v; представляет строку S;. Присваи ваем ребру (v;, v1) вес, равный длине строки S;, 
уменьшенной на длину перекрытия строк � и S,. Например, w(v,, vj) = 1 для S; = аЬс и 
S1 = bcd. Путь с минимальным весом, проходящий через все верши н ы, определяет ми­
н имальную общую надстроку. Веса ребер несимметричны, - обратите внимание, что 
w(v1, v,) = 3 на рис. 1 8 . 1  О. К сожалению, несимметричные задачи коммивояжера намно­
го сложнее симметричных. 

Стандартным решением является аппроксимирование минимальной общей надстроки с 
помощью "жадного" ал горитма. Находим пару строк с максимальным перекрытием. 
Заменяем эти строки их объединением и повторяем процесс до тех пор, пока не оста­
нется только одна строка. Для этого эвристического алгоритма можно создать реализа­
цию с линейным временем исполнения .  По-видимому, самым дорогим этапом является 
создание графа перекрыти й .  Поиск максимального перекрытия двух строк длиной / 2 2 методом исчерпывающего перебора занимает время О(/ ) для каждой из О(п ) пар 
строк. Но для решения этой задачи существуют более быстрые методы, основанные на 
использовани и  суффиксных деревьев (см . раздел 12. 3). Создаем дерево, содержащее 
все суффиксы всех строк множества S. Строка S, перекрывает строку S1 тогда и только 
тогда, когда суффикс строки S, совпадает с префиксом строки �. а это событие отобра­
жается вершиной суффиксного дерева. Обход таких верши н  в порядке увеличения рас­
стояния от корня определяет соответствующий порядок слияния строк. 

Какова эффекти вность этого "жадного" эвристического алгоритма? Очевидно, сущест­
вуют случаи, заставляющие его создать надстроку, вдвое превышающую оптимальную. 
Например, оптимальный порядок слияния строк с(аЬ/, (Ьа/ и (ab)kc - слева направо. 
Но наш "жадный"  алгоритм начинает со слияния первой и третьей строки, не оставляJI 
для средней строки возможности перекрытия .  Надстрока, возвращаемая "жадным" ал� 
горитмом, н икогда не будет превышать оптимальную более, чем в 3 ,5 раза, а на прак­
тике результат обычно даже лучше. 

Задача создания надстрок значительно усложняется, когда некоторые исходные строки, 
согласно условию, не могут быть подстроками конечной надстроки.  Задача выявления 
таких подстрок является NР-полной, если только не разрешено добавить в алфавит до­
полнительн ы й  символ, чтобы использовать его как разделитель. 

Реализации. Для сборки последовател ьностей ДНК существует несколько высокопро­
изводител ьных программ .  Такие программы исправляют ошибки секвенирования, так 
что конечный результат не обязательно будет надстрокой входных строк. Как мини� 
мум, эти программ ы  могут послужить в качестве моделей, когда вам требуется найти 
недлинную корректную надстроку. 

Самыми последними разработками в этой серии являются программы САР3 (см. 
[НМ99]) и РСАР (см.  [HWA +03]), которые можно загрузить с веб-сайта 
http://seq.cs. iastate.edu/. Эти программы при менялись в проектах сборки генов млеко­
п итающих, когда одновременно был и  задействованы сотни миллионов участков ДНК. 

Программа Celera, которая использовалась для первоначального секвенирования гено� 
ма человека, теперь доступна для общего пол ьзования.  Ее можно загрузить с веб­
стран и цы h ttp://sourceforge.net/pro jects/wgs-assem Ыеr/. 
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ПРИМЕЧАНИЯ 

Описание задачи поиска минимальной общей подстроки и ее применения в сборке после­
довательностей ДН К методом "дробовика" представлено в книге [МКТО7] и в работе 
[Муе99а] .  В статье [КМ95] приводится алгоритм решения более общего случая задачи 
поиска минимальной общей надстроки, когда предполагается, что исходные строки со­
держат ошибки. Эта статья рекомендуется для чтения всем, интересующимся сборкой 
фрагментов ДНК. 

В работе [BJL 
+94] были представлены первые аппроксимирующие алгоритмы поиска ми­

нимальной общей надстроки, в которых применяется разновидность "жадного" эвристи­
ческого метода и которые выдают решения, имеющие постоянный коэффициент. В ре­

зультате более поздних исследований (см. [Swe99] ) удалось уменьшить этот коэффициент 
до 2,5, что является шагом вперед на пути к ожидаемому коэффициенту 2. В настоящее 
время самое лучшее приблизительное решение, выдаваемое стандартным "жадным" эври­
стическим алгоритмом, имеет коэффициент 3,5 (см. [KS05a]) .  Эффективные реализации 
такого алгоритма описаны в работе [Gus94].  

Отчет об экспериментах с эвристическими методами поиска минимальных общих над­
строк представлен в статье [RBT04] . На основе этих экспериментов можно предположить, 
что для входных экземпляров разумного размера "жадные" эвристические методы обычно 

выдают решения, имеющие коэффициент лучший, чем 1 ,4%. Результаты экспериментов 
с использованием подходов, основанных на генетических алгоритмах, представлены 

в статье [ZS04] . В работе [YZ99] содержатся аналитические результаты, демонстрирую­
щие очень небольшое сокращение минимальной общей надстроки случайных последова­
тельностей, обусловленное тем, что ожидаемая длина перекрытия двух произвольных 

строк невелика. 

Родственные задачи. Суффиксные деревья (см . раздел 12. 3), сжатие текста (см. раз­
дел 18. 5). 

Глава 18. Множества и строки 665



Эта глава содержит краткое описание ресурсов, с которыми должен быть знаком каж­
дый разработчик  алгоритмов. Хотя часть этой информации была представлена в других 
местах каталога задач, здесь собраны наиболее важные ссылки. 

1 9 . 1 . Программные системы 
В этом разделе дается описание нескольких наиболее полных пакетов с реализациями 
комбинаторных ал горитмов, любой из которых можно загрузить из Интернета. Хотя 
эти программы упоминаются в соответствующих разделах каталога задач, они заслу­
живают особого внимания.  

Хороший разработчик  алгоритмов не изобретает колесо, а хороший программист не 
создает код, который уже был создан другими.  Лучше всего на эту тему выразился Пи­
кассо: "Хорошие художники заимствуют. Великие художники крадут" . 

Здесь необходимо сказать несколько слов по поводу воровства. Многие из программ­
ных продуктов, описываемых в этой книге, доступны только для исследовательских 
или образовательных целей. Для использования их в коммерческих целях необходимо 
заключить лиценционное соглашение с авторами.  Я настоятельно рекомендую вам со­
блюдать это правило. Лицензионные условия большинства академических организаций 
обычно вполне скромны.  Факт использования кода в коммерческих разработках часто 
бывает важнее для автора, чем финансовая сторона. Автор получает стимул для сопро­
вождения кода и выпуска следующих версий .  Поступайте честно и приобретайте необ­
ходимые лицензи и .  Условия лицензии и контактные данные обычно указаны в доку­
ментаци и на программное обеспечение или доступн ы  на веб-сайте разработчика. 

Хотя многие из описанн ых здесь программ можно получить из нашего хранилища ал­
горитмов (http://www.cs.sunysb.edu/--algorith), мы настоятельно рекомендуем загру­
жать эти программы с сайтов их разработчиков. Во-первых, существует очень большая 
вероятность, что версия на сайте разработчика является самой свежей. Во-вторых, на 
сайте разработчика часто можно найти вспомогательные файлы и документацию, ко­
торые не были скопированы в наше хранилище, но могут оказаться полезными.  Нако­
нец, многие разработчики следят за колич·еством загрузок своих программ, поэтому вы 
лишите их мора.riьного поощрения, если будете загружать их программы с других сай­
тов. 

1 9. 1 . 1 .  Библ иотека LEDA 

Библиотека LEDA (Library of Efficient Data Types and A lgorithms, библиотека эффек­
тивных типов данн ых и алгоритмов) - это, пожалуй, самы й  лучший из доступных ре-
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сурсов с реализациями комбинаторных методов.  Библиотека была создана группой
разработчиков из института Макса Планка в г. Саарбрюкен, Германия, в составе Курта
Мельхорна (Kurt Mehlhorn), Штефана Наера (Stefaп Naher), Штефана Ш ирры (Stefan
Schirra), Кристиана Урига (Chri stian Uhrig) и Кристофа Бурникеля (Christoph B urn ikel).
Библиотека LEDA уни кальна благодаря высочайшей квалифи кации ее создателей и
большому количеству средств, вложенных в этот проект.

С 200 1 г. библиотеку можно получить исключительно через компанию Algorithmic 
Solutions Software GmbH (http://www.algorithmic-solutions.com/). Таким образом обес­
печивается профессиональная поддержка библиотеки и гарантируется регулярный вы­
пуск новых версий .  В феврале 2008 г. была выпущена бесплатная версия библиотеки, 
содержащая все основные структуры данных (включая словари,  очереди с приоритета­
ми,  графы и числовые типы). В бесплатной версии отсутствуют исходный код и неко­
торые особо сложные алгоритмы.  Но плата за лицензию на использование полной вер­
сии библиотеки невели ка, к тому же у пользователя имеется возможность бесплатно 
загрузить пробную версию полной библиотеки .  

1 9. 1 .2. Библиотека CGAL 

Библиотека CGAL (Computational Geometry Algorithms Library, библиотека алгоритмов 
вычислительной геометрии) включает в себя эффективные и надежные реализации ал­
горитмов вычислительной геометрии на языке С++. Библиотека весьма обширна и со­
держит широкий спектр реализаций алгоритмов создания триангуляционных разбие­
ний,  диаграмм Вороного, конфигураций прямых, альфа-очертани й, выпуклых оболо­
чек, а также операций с многоугольниками  и многогранниками .  Предлагаемые 
реализации предназначены для работы в двух- и трехмерном пространстве, а некото­
рые - и в пространствах с большим количеством измерений .  

Сайт библиотеки CGAL (www.cgal.org) - это первое место, где вы должны искать 
профессиональные программы для геометрических вычислений,  хотя поначалу 

'
вам 

придется потратить какое-то время на то, чтобы разобраться в структуре этой библ ио­
теки. Библиотека CGAL распространяется по схеме двойного лицензирования .  Ее 
можно бесплатно использовать вместе с программным обеспечением с открытым ис­
ходным кодом, но для использования в других ситуациях необходимо приобрести 
коммерческую лицензию. 
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Эта библиотека предлагает обширную коллекцию хорошо реализованн ых на языке
С++ структур данных и типов. Особенно полезным является тип graph, который под­
держивает все основные операции, хотя платой за такую универсальность являются
несколько больший объем кода и меньшая скорость работы, чем у специализирован­
ных реализаций .  В библиотеку входит набор программ для работы с графами,  наглядно
демонстрирующих, как можно аккуратно и кратко реализовать алгоритмы, испол ьзуя
типы из библиотеки LEDA .  В библиотеке имеются хорошие реализации самых важных
структур данных, в частности словарей и очередей с приоритетами .  Библиотека также
содержит алгоритмы и структуры данных для приложений вычислительной геометрии,
включая поддержку визуализации .  Дополнительную информацию о библиотеке см.
в книге [MN99] .



Библиотека Boost Graph Library, пожалуй, лучше всего подходит для читателей этой 
книги .  Руководство пользователя можно найти в [SLL02] и на странице 
http://www.boost.org/libs/graph/doc. Библиотека вk:лючает в себя реализации списков 
смежности, матриц  смежности и списков ребер, а также неплохую коллекцию базовых 
алгоритмов для работы с графами .  Интерфейс и компоненты библиотеки являются 
обобщенными в том смысле, в каком этот термин употребляется в стандартной биб­
лиотеке шаблонов STL языка С++. Другие интересные коллекции из библиотеки Boost 
содержат программ ы  обработки строк и пакеты для математических вычислений .  

1 9. 1 .4. Библиотека GOBLI N  

1 9. 1 .5.  Библиотека Netl ib  

Библиотека Netl ib  (www.netlib.org) - это хранилище математического программного 
обеспечения, содержащее большой объем кода, а также множество таблиц и статей.  
Здесь собраны ресурсы из самых разных источников, дополненные подробным индек­
сом и механизмом поиска. Важными достоинствами библиотеки Netl ib  являются ши­
рокий спектр ее ресурсов и легкость доступа к ним .  Если вам потребуется специализи­
рованная математическая программа, начните ее поиски с библиотеки Netl ib .  

Служба GAMS (Guide to Avai laЫe Mathematical Software, путеводитель по существую­
щему математическому программному обеспечению) индексирует библиотеку Netl ib  и 
другие хранили ща математического программного обеспечения.  Она поддерживается 
Национальным и нститутом стандартов и технологий США (N IST) и доступна по адре­
су http://gams.nist.gov. 

.

Библиотека Boost (www.boost.org) содержит популярную коллекцию прошедших экс­
пертную оценку бесплатн ых переносимых исходных кодов библиотек на языке С++.
Условия лицензии библиотеки предусматривают как коммерческое, так и некоммерче­
ское испол ьзование.

1 9. 1 3. Библ иотека Boost 
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Библиотека GOBLIN была разработана и поддержи вается Кристианом Фремут­
Пагером (Christian Fremuth-Paeger) из университета г. Аусберга. Библиотека доступна
на условиях общественной лицензии GNU ограниченного применения и находится на
веб-странице http://www.math.un i-augsburg.de/-fremuth/goЫin.html. Библиотека
имеет и нтерфейс на языке программирования сценариев Tc l/Tk. Предположительно,
библиотека GOBLIN не является такой устойчи вой, как библиотека Boost или LEDA,
но она содержит ряд алгоритмов, отсутствующих в этих двух библиотеках.

Библиотека GOBLIN (Graph Object Library for Network Programming ProЫems, библио­
тека объектов-графов для задач программирования сетей) содержит классы, написан­
ные на языке С++, и посвящена, в основном, задачам оптимизации графов. Она вклю­
чает в себя реализации нескольких разновидностей алгоритмов поиска кратчайшего
пути, минимальных остовных деревьев и компонент связности, а также большой набор
средств для решения задач о потоках в сети и паросочетаниях графов. Для решения
таких сложных задач, как поиск независимого множества и вершинная раскраска, пре­
доставляется модуль обобщенный,  использующий метод ветвей и границ.



1 9.1 .6. Коллекция алгоритмов ассоциаци и  АСМ 

Одним из первых механизмов распространения реализаци й  полезных алгоритмов была 
коллекция CALGO (Col lected Algorithms of the АСМ, сборник алгоритмов ассоциации 
АСМ). Впервые коллекция была представлена в журнале "Commuпicatioпs of the АСМ" 
в 1 960 г., и тогда в нее вошли такие знаменитые алгоритмы, как алгоритм Флойда для 
создания пирамиды с линейным временем исполнения.  В настоящее время коллекция 
сопровождается журналом "АСМ Traпsactions on Mathematical Software" .  Для каждого 
алгоритма и его реализации дается краткое описание в статье журнала, а реализация 
проверяется и добавляется в коллекцию. Программы доступны по адресу 
http://www.acm.org/calgo и на веб-сайте библиотеки Netl ib .  

На сегодняшний день в коллекции представлено свыше 850 алгоритмов. Большинство 
программ написано на языке FORTRAN и относится к математическим  вычислениям,  
хотя несколько интересных комбинаторных алгоритмов нашли в ней свое место. По­
скольку реализации прошли экспертную оценку, они считаются более надежными,  чем 
аналогичные программы из других источни ков. 

1 9.1 .7. Сайты SourceForge и CPAN 

Сайт SourceForge (http://sourceforge.net) является самым крупным ресурсом про­
граммного обеспечения с открытым исходным кодом, насчитывающим свыше 1 60 ты­
сяч зарегистрированных проектов. Большинство из этих проектов представляет инте­
рес лишь для узкого круга потребителей, но вы тоже сможете найти м ного полезного 
материала, в частности , библиотеки JUNG и JGraphT для работы с графами и средства 
оптимизации lpsolve и JGAP. 

Архив CPAN (Comprehensive Perl Archive Network, всеобъемлющая сеть архивов Perl) 
(h�tp://www.cpan.org) содержит громадную коллекцию модулей и сценариев, написан­
ных на языке Perl . Прежде чем п ытаться самостоятельно реализовать что-либо на этом 
языке, поищите существующую реализацию в этом архиве. 

1 9. 1 .8.  Система Stanford Graph Base 
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Система GraphBase содержит реализации многих важных комбинаторных алгоритмов,
включая алгоритмы поиска паросочетаний ,  вычисления минимальных остовных де­
ревьев и построения диаграмм Вороного, а также специализированн ые средства для
создания графов-расширителей и создания комбинаторных объектов. Наконец, система
содержит программы для решения многих развлекательных задач, включая создан ие
"лесенок слов" (цепочек, в которых каждое слово отличается от предыдущего на одну
букву) и определения доминирующих отношений  среди футбольных команд. Домаш-

Система Stanford .GraphBase и нтересна во м ногих отношениях. Прежде всего, она была 
создана в соответствии  с прин ципом "грамотного программирования", означающим, 
что ее можно читать. Если чьи-либо программы заслуживают, чтобы их читали,  так это 
программы Дональда Кнута. Его книга [Knu94] содержит полный исходный код систе­
мы Stanford GraphBase. В качестве среды программирования используется система 
CWEB, позволяющая эффективно сочетать описание программы с ее кодом .  



1 9. 1 .9 . Пакет Comblnatorica 

Пакет Combinatorica (см .  [РSОЗ]) содержит реализации свыше 450 аЛгоритмов по ком­
бинаторике и теории графов. Эти процедуры, написанные на языке пакета Mathematica, 
предназначены для работы в комплексе, что облегчает эксперименты с ними .  Пакет 
Comblnatorica широко используется как для исследовательских, так и для образова­
тельных целей.  

Хотя (с моей точки зрения) пакет Comblnatorica более полон и лучше интегрирован, 
чем другие библиотеки комбинаторных алгоритмов, он работает очень медленно. От­

ветственность за его достоинства и недостатки лежит на среде Mathematica, которая 
предоставляет полнофункциональный интерпретируемый язык программирования 
высокого уровня, обладающи й вследствие вышесказанного очень низкой эффектив­
ностью. Пакет Comblnatorica лучше всего подходит для решения небольших задач, а 
также может послужить источником кратких описаний  алгоритмов, пригодных для 
перевода на другие языки программирования (если вы сумеете разобраться в коде 
Mathematica). 

1 9. 1 . 1 О.  Программы из кни г 

Многие книги, посвященные алгоритмам, содержат работоспособные реализации 
алгоритмов, написан ные на распространенных языках программирования.  Хотя эти 
реализации предназначены, главным образом, для иллюстрации материала, их вполне 
можно использовать на практике. Поскольку они, как правило, аккуратно написаны и 
имеют небольшой размер, они могут послужить хорошей основой для простых прило­
жений .  

Далее приводятся описания наиболее интересных программ этого типа. Большинство 
из них доступны в хранилище алгоритмов по адресу http://www.cs.sunysb.edu/ 
-algorith . 
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Пакет ComЬinatorica и связанные с ним ресурсы доступны на веб-сайте http://
www.comblnatorica.com. Пакет также входит в состав стандартного дистрибутива
Mathematica и находится в папке Packages/DiscreteMath/Comblnatorica.m.

С системой GraphBase интересно экспериментировать, но она мало пригодна для соз­
дания приложений общего характера. Ее можно применять, самое большее, как генера­
тор экземпляров графов, которые могут послужить в качестве тестовых данных для
других програм м.  Система содержит графы, полученные путем обработки взаимоот­
ношений  персонажей известных романов, статей из словаря синонимов Роджета, визу­
альных характеристик "Моны Л изы",  графов-расширителей, а также модели экономики
США. Помимо прочего, в системе GraphBase используются аппаратно-независимые
генераторы случайных чисел, и поэтому построенные с ее помощью случайные графы
могут быть воссозданы на других ком пьютерах, что делает их прекрасным материалом
для экспериментал ьного сравнения алгоритмов.

няя страница системы находится в Интернете по адресу http://www-cs-faculty. 
stanford.edu/-knuth/sgb.html. 



Книга "Pгog ramming C hal lenges" 

Если вам нравятся программы на языке С,  приведенные в первой части этой книги, 
вас, вероятно, заинтересуют программы, которые я написал для своей книги [SROЗ] .  
Возможно, наибольшую пользу при несут дополнительные примеры алгоритмов дина­
мического программирования, процедуры вычислительной геометрии, такие как 
создание выпуклой оболочки, а также пакет Ьigпum для выполнения арифметических 
операций с большими целыми числами.  Эта библиотека алгоритмов доступна на 
сайтах: http://www.cs.sunysb.edu/-skiena/392/programs/ и http://www.programming­
challenges.com. 

Книга "Comblnatoria l Algorithms for Computers and Calculators" 

Реализации этих алгоритмов можно загрузить из нашего хранилища алгоритмов. Нам
удалось обнаружить их у Нила Слоуна (Nei l  S loane), который хранил эти реализации на
магнитной ленте, в то время как у самих авторов их не было! В книге [NW78] предло­
жена процедура проверки статистического распределения случайн ых объектов, созда­
ваемых генераторами, которая позволяет убедиться в равномерности этого распределе­
ния. Мы настоятельно рекомендуем выпол нять такое тестирование перед использова­
нием этих программ для контроля того, что данные не были потеряны в процессе
передачи.

Книга "Computational Geometry i n  С"
Эта книга (см. [O'RO I ]) я вляется , пожалуй, самым лучшим введением в вычислитель­
ную геометрию, благодаря присутствию в ней аккуратно написанн ых на языке С реа­
лизаций основных алгоритмов. Она содержит реализации всех алгоритмов для реше­
ния элементарных задачи вычислительной геометрии, построения выпуклых оболочек,
триангуляций и диаграмм Вороного, а также планирования перемещений .  Хотя эти
реализации, в основном, предназначены для иллюстрации материала, а не коммерче­
ского использования, они, скорее всего, достаточно надежны. Программ ы  можно за­
грузить с веб-сайта http://maven.smith.edu/""()rourke/code.html.

Книга "Algorithms in С++"
Эта книга (см. [Sed98] и [SS02]) издана в нескольких вариантах, ориентированных на
разные языки програr.�мирования, включая языки С, С++ и Java. От других книг ее от-
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Эта книга (см. [NW78]) посвящена алгоритмам создания элементарн ых комбинаторных
объектов, таких как перестановки, подмножества и разбиения. У этих алгоритмов, как
правило, очень короткие описания, но их трудно найти, и в них не всегда легко разо­
браться . Для всех алгоритмов имеются реализации на языке FORTRAN, сопровождае­
мые обсуждением теоретических основ. Эти программы обычно невелики, что позво­
ляет легко переписать их на каком-либо современ ном языке программирования. Имен­
но так я и поступил при разработке пакета Comblnatorica (см. раздел 19. 1 . 9) . В книге
приводятся алгоритмы как для случайного, так и для последовательного генерирования
объектов. Описания недавно появившихся алгоритмов решения некоторых задач (без
предоставления кода программ) можно найти в книге [Wil89) .



л ичает широкий диапазон рассматриваемых тем,  в том числе алгоритмов для работы 
с числовыми ,  строковыми и геометрическими  объектами .  

Участки текста, специфичные для конкретного языка программирования, содержат 
м ного небольших фрагментов кода, а не законченные программы или процедуры, и 
относиться к ним следует как к моделям, а не рабочим  реализациям.  Фрагменты кода 
на яЗыке С++ можно загрузить с веб-сайта http://www.cs.princeton.edu/-rs/. 

Книга " Discrete Optim ization Algorithms i n  Pascal" 

Эта книга (см. http://www.cs.princeton.edu/-rs/) содержит коллекцию из 28 программ 
для решения задач дискретной оптимизации .  Сюда входят программы для решения 
задач целочисленного и линей ного программирования, задач о рюкзаке, о покрытии 
множества, а также задач коммивояжера, вершинной раскраски, календарного плани­
рования и оптимизации сетей. Программы доступны по адресу http://www.cs.sunysb.edu/ 
-algorith. 

Этот пакет программ и нтересен тем, что содержащиеся в нем задачи и алгоритмы 
имеют непосредственное отношение к такой математической дисциплине, как иссле­
дование операций .  Алгоритмы подбирались с учетом их ценности для решения прак­
тических задач. 

1 9 .2 .  Источники данных 
При тестировании алгоритмов часто возни кает необходимость использовать в качестве 
входа нетривиал ьные данные, позволяющие проверить правильность работы алгоритма 
или сравнить скорость работы разных ал горитмов. Поиск хороших тестовых данных 
может оказаться трудной задачей.  Вот некоторые источники :  

+ библиотека TSPLIB. Эта широко известная библиотека содержит стандартную тес­
товую коллекцию сложных экземпляров задачи комми вояжера (см .  [Rei9 1 ]). 
Имеющиеся в ней экземпляры задачи представляют собой больш ие графы, полу­
ченные из реальных приложений, таких как проектирование печатных плат и сетей. 
Библиотека доступна по адресу http://www.iwr.uni-heidelberg.de/groups/comopt/ 
softwareffSPLIB95/. Относительно старые экземпляры задачи находятся также 
в библиотеке Netl ib ;  

+ Stariford GraphBase. Этот пакет программ, написанных Дональдом Кнутом (см.  раз­
дел 1 9. 1 . 8), содержит машинно-независимые генераторы разнообразных графов, 
включая графы, построенные на основе матриц расстояний  и произведений  искус­
ства и л итературы, а также графы, представляющие чисто теоретический интерес; 

+ материШlы соревнований DIМACS. Некоторые соревнования DIMACS были посвя­
щен ы  реализациям алгоритмов работы с графами и различными структурами дан­
ных, а также алгоритмов решения логических задач . Для этих соревнований  были 
разработаны генераторы входных экземпляров задач каждого типа, причем особое 
внимание уделялось созданию трудных или репрезентати вных тестовых данных. 
Материалы доступ ны по адресу http://dimacs.rutgers.edu/Challenges. 
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1 9 .3.  Библиографические ресурсы
Интернет предоставляет фантастические возможности людям, и нтересующимся алго­
ритмами, как, впрочем, и тем,  кого интересуют другие темы.  Перечислю ресурсы, ко­
торыми я пользуюсь чаще всего:

+ цифровая библиотека АСМ Эта коллекция библиографических ссылок содержит
ссылки на практически все когда-либо опубликованные техни ческие доклады
по теории вычислительных систем . Коллекция доступна по адресу http://
portal.acm.org;

+ Google Scholar. Этот бесплатный ресурс (http://scholar.google.com) ограничи вается
поиском среди научных работ, что позволяет получить более качественные резуль­
таты, чем при уни версальном поиске. Особенно полезной является возможность
выяснить, в каких работах упоми нается данная .  Таким образом вы можете обновить
свой старый справочный материал и увидеть, что нового произошло в той или иной
области, а также определить научную цен ность кон кретной статьи ;

+ Amazon.com. Этот обширный каталог кни г  (www.amazon.com) чрезвычайно полезен
при поиске литературы, посвященной разработке алгоритмов, особенно с тех пор,
как многие кни ги были оцифрованы и внесены в его и ндекс.

1 9 .4. Профессиональные
консалтинговые услуги

Для получения допол нительной и нформации относительно услуг, предоставляемых
компанией Algorist Technologies, звоните по телефону 2 1 2-222-989 1 и пишите по адре­
су электронной почты info@algorist.com.

Algorist Technologies
2 1 5  West 92nd St. Suite 1 F

New У ork, NY 1 0025
http ://www.algori st.coш
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Консалтинговая фирма Algorist Techпologies (http://www.algorist.com) предоставляет
своим клиентам краткосрочные экспертные услуги по разработке и реализации алго­
ритмов. Обычно консультант компании выезжает на объект клиента для и нтенсивного
обсуждения задачи с местным коллективом разработчиков в течение срока от одного
до трех дней . Компанией Algorist Technologies накоплен впечатляющи й список удач­
ных решений по повы шению производительности во многих компаниях в различ ных
сферах деятельности . Мы также предоставляем долгосрочные услуги на контрактной
основе.
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Путь 1 88,  227 

р 
Разбиение м ножества 220, 408 
Разложение на м ножители 440 
Размещение прямоугольников по 

корзинам 245 
Разрывающее м ножество 572 
Расстояние 
О хаусдорфово 620 
О Хемминга 6 1 9  
Реберная раскраска 56 1 
Реберное покрытие 546 
Рекуррентное соотношение 1 57 
Рекурсивный объект 39 
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Рисование 
О графа 528 
О дерева 532 

с 
Связность графа 52 1 
Селективная сборка 280 
Сжатие текста 647 
Сим плекс-метод 432 
Синтаксически й  разбор 3 1 8  
Система л инейных уравнений 4 1 7  
Словарь 9 1 ,  3 89 
Сложность алгоритма 50 
Случайные числа 436 
Сортировка 456 
О блочная 1 50 
О быстрая 1 43 
О вставками 2 1 ,  60, 1 37 
О методом выбора 59, 1 29 
О пирам идальная 1 29 
О слиянием 1 4 1  
О топологическая 202, 497 
Список 87 
О вставка элемента 88 
О поиск элемента 87 
О смежности 1 74, 2 1 3 , 402 
О удаление элемента 88 
Сравнение строк 6 1 , 300, 306, 638, 64 1 
Стек 90 
Строка 38 ,  63 1 
Структуры данных 84 
Судоку 259 
Сумма Минковского 628 
Суффиксное дерево 398 
Сходство фигур 6 1 9  

т 
Текст, сжатие 647 
Топологическая сортировка 1 7 1 ,  497 
Точка 38  
О местоположение 579, 599 
О ближайшая 592 
Транзитивное зам ыкание 233 ,  5 1 1 
Триангуляция 1 04, 32 1 ,  585 
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Указатель 86 
Уменьшение ширины ленты 420 
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Умножение матриц 63 , 422 
Уоринга проблема 70 
Упорядочивание последовательности 245 

ф 
Фибоначчи  294 
Фильтр Блума 408 
Флойда-Варшалла, алгоритм 232, 508 
Фурье 45 1 

х 
Хаусдорфово, расстояние 620 
Хаффмана, код 649 
Хемминга, расстояние 6 1 9  
Хиршберга, алгоритм 644 
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Целоч исленное программирование 354 
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О DES 65 1 
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О сдвиг Цезаря 65 1 
Штейнера, дерево 223, 568 
Штрих-код 328 
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Эйлеров цикл 5 1 7  
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