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О поекте

Ин те нет-Уни ‚е си тет Ин фо м‡ ци он ных Тех но ло „ий – это пе ‚ое

‚ Рос сии ‚ыс шее учеб ное з‡ ‚е ‰е ние, ко то ое пе ‰о ст‡‚ лfl ет ‚оз мож ность

по лу чить ‰о пол ни тель ное об ‡ зо ‚‡ ние ‚о Все ми ной се ти. Web-с‡йт уни -

‚е си те т‡ н‡ хо ‰ит сfl по ‡‰ е су www.intuit.ru.

Мы ‡ ‰ы, что ‚ы е ши ли ‡с ши ить с‚ои зн‡ ниfl ‚ об л‡ с ти ком пью -

те ных тех но ло „ий. Со ‚е мен ный ми – это ми ком пью те о‚ и ин фо -

м‡ ции. Ком пью те н‡fl ин ‰у с т иfl – с‡ мый бы с т о ‡ с ту щий сек то эко но -

ми ки, и ее ост бу ‰ет по ‰ол ж‡ть сfl еще ‰ол „о. Во ‚е ме н‡ же ст кой кон ку -

ен ции от уо‚ нfl ‡з ‚и тиfl ин фо м‡ ци он ных тех но ло „ий, ‰о сти же ний н‡ -

уч ной мыс ли и пе спек ти‚ ных ин же не ных е ше ний з‡ ‚и сит ус пех не

толь ко от ‰ель ных лю ‰ей и ком п‡ ний, но и це лых ст‡н. Вы ‚ы б‡ ли с‡ мое

по‰ хо ‰fl щее ‚е мfl ‰лfl изу че ниfl ком пью те ных ‰ис цип лин. По фес си о -

н‡ лы ‚ об л‡ с ти ин фо м‡ ци он ных тех но ло „ий сей ч‡с ‚ос те бо ‚‡ ны ‚ез ‰е:

‚ н‡ уке, эко но ми ке, об ‡ зо ‚‡ нии, ме ‰и ци не и ‰у „их об л‡ с тflх, ‚ „о су ‰‡ -

ст ‚ен ных и ч‡ ст ных ком п‡ ни flх, ‚ Рос сии и з‡ у бе жом. Ан‡ лиз ‰‡н ных,

по „но зы, о „‡ ни з‡ циfl с‚fl зи, со з‰‡ ние по „‡мм но „о обес пе че ниfl, по ст -

о е ние мо ‰е лей по цес со‚ – ‚от ‰‡ ле ко не пол ный спи сок об л‡ с тей пи -

ме не ниfl зн‡ ний ‰лfl ком пью те ных спе ци ‡ ли с то‚.

Обу че ние ‚ уни ‚е си те те ‚е ‰ет сfl по соб ст ‚ен ным учеб ным пл‡ н‡м,

‡з ‡ бо т‡н ным ‚е ‰у щи ми ос сий ски ми спе ци ‡ ли с т‡ ми н‡ ос но ‚е меж ‰у -

н‡ о‰ ных об ‡ зо ‚‡ тель ных ст‡н ‰‡ то‚ Computer Curricula 2001 Computer

Science. Изу ч‡ть учеб ные ку сы мож но с‡ мо сто fl тель но по учеб ни к‡м или

н‡ с‡й те Ин те нет-Уни ‚е си те т‡, з‡ ‰‡ ниfl ‚ы пол нfl ют сfl толь ко н‡ с‡й те.

Длfl обу че ниfl не об хо ‰и мо з‡ е „и с т и о ‚‡ть сfl н‡ с‡й те уни ‚е си те т‡.

У‰о с то ‚е е ние об окон ч‡ нии учеб но „о ку с‡ или спе ци ‡ль но с ти ‚ы ‰‡ ет -

сfl пи ус ло ‚ии ‚ы пол не ниfl ‚сех з‡ ‰‡ ний к лек ци flм и ус пеш ной с‰‡ чи

ито „о ‚о „о эк з‡ ме н‡.

Кни„‡, котоую ‚ы ‰ежите ‚ ук‡х, – очее‰н‡fl ‚ мно„отомной

сеии «Осно‚ы инфом‡ционных техноло„ий», ‚ыпуск‡емой Интенет-

Уни‚еситетом Инфом‡ционных Техноло„ий. В этой сеии бу‰ут

‚ыпущены учебники по ‚сем б‡зо‚ым обл‡стflм зн‡ний, с‚flз‡нным с

компьютеными ‰исциплин‡ми.

До б о по ж‡ ло ‚‡ть 

‚ Ин те нет-Уни ‚е си тет Ин фо м‡ ци он ных Тех но ло „ий!

Ан‡толий Шке‰

anatoli@shkred.ru



Об ‡‚ то е

Ге„ель Викто П‡‚ло‚ич – ‰окто технических н‡ук, по фес со, ‰е -

к‡н ф‡ куль те т‡ ‚ы чис ли тель ной м‡ те м‡ ти ки и ки бе не ти ки Ни же „о о‰ ско -

„о „о су ‰‡ ст ‚ен но „о уни ‚е си те т‡ им. Н.И. Ло б‡ че‚ ско „о. А‚ то но ‚о „о н‡ -

уч но „о н‡ п‡‚ ле ниfl ‚ об л‡ с ти м‡ те м‡ ти че с ких мо ‰е лей, ме то ‰о‚ и по -

„‡мм ных се‰ст‚ ин фо м‡ ци он но „о обес пе че ниfl по цес со‚ по ис к‡ ‡ ци -

о н‡ль ных ‚‡ и ‡н то‚. Име ет зн‡ чи тель ный опыт по фес си о н‡ль ной ‰е fl -

тель но с ти ‚ об л‡ с ти ‡з ‡ бот ки слож но „о по „‡мм но „о обес пе че ниfl ‰лfl

по‰ ‰еж ки по цес со‚ ‚ы бо ‡ е ше ний. Ак ти‚ но з‡ ни м‡ ет сfl учеб ной и н‡ -

уч ной ‡ бо той ‚ об л‡ с ти ‚ы со ко по из ‚о ‰и тель ных п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле -

ний. А‚ то бо лее 120 н‡ уч ных ‡ бот.
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В‚е ‰е ние

Пи ме не ние п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ли тель ных си с тем (ПВС) fl‚ лfl -

ет сfl ст‡ те „и че с ким н‡ п‡‚ ле ни ем ‡з ‚и тиfl ‚ы чис ли тель ной тех ни ки.

Это об сто fl тель ст ‚о ‚ы з‚‡ но не толь ко пин ци пи ‡ль ным о„ ‡ ни че ни ем

м‡к си м‡ль но ‚оз мож но „о бы с т о ‰ей ст ‚иfl обыч ных по сле ‰о ‚‡ тель ных

ЭВМ, но и п‡к ти че с ки по сто flн ным н‡личием ‚ы чис ли тель ных з‡ ‰‡ч,

‰лfl е ше ниfl ко то ых ‚оз мож но с тей су ще ст ‚у ю щих се‰ст‚ ‚ы чис ли -

тель ной тех ни ки ‚се „‰‡ ок‡ зы ‚‡ ет сfl не ‰о ст‡ точ но. Т‡к, по бле мы

«боль шо „о ‚ы зо ‚‡» [54] ‚оз мож но с тflм со ‚е мен ной н‡ уки и тех ни ки:

мо ‰е ли о ‚‡ ние кли м‡ т‡, „ен н‡fl ин же не иfl, по ек ти о ‚‡ ние ин те „ -

‡ль ных схем, ‡н‡ лиз з‡ „flз не ниfl ок у ж‡ ю щей се ‰ы, со з‰‡ ние ле к‡ -

ст ‚ен ных пе п‡ ‡ то‚ и ‰. — те бу ют ‰лfl с‚о е „о ‡н‡ ли з‡ ЭВМ с по из -

‚о ‰и тель но с тью бо лее 1000 мил ли ‡ ‰о‚ опе ‡ ций с пл‡ ‚‡ ю щей з‡ пfl той

‚ секун‰у (1 TFlops).

По бле м‡ со з‰‡ ниfl ‚ы со ко по из ‚о ‰и тель ных ‚ы чис ли тель ных си с -

тем от но сит сfl к чис лу н‡ и бо лее слож ных н‡ уч но-тех ни че с ких з‡ ‰‡ч со ‚е -

мен но с ти. Ее ‡з е ше ние ‚оз мож но толь ко пи ‚се ме ной кон цен т ‡ ции

уси лий мно „их т‡ л‡нт ли ‚ых уче ных и кон ст ук то о‚, пе‰ по л‡ „‡ ет ис -

поль зо ‚‡ ние ‚сех по сле‰ них ‰о сти же ний н‡ уки и тех ни ки и те бу ет зн‡ чи -

тель ных фи н‡н со ‚ых ин ‚е с ти ций. Тем не ме нее ‰о сти„ ну тые ‚ по сле‰ нее

‚е мfl ус пе хи ‚ этой об л‡ с ти ‚пе ч‡т лfl ют. Т‡к, ‚ ‡м к‡х пи нfl той ‚ США ‚

1995 „. по „‡м мы «Ус ко ен ной ст‡ те „и че с кой ком пью те ной ини ци ‡ ти -

‚ы» (Accelerated Strategic Computing Initiative – ASCI) [25] бы л‡ по ст‡‚ ле н‡

з‡ ‰‡ ч‡ у‚е ли че ниfl по из ‚о ‰и тель но с ти су пеЭВМ ‚ 3 ‡ з‡ к‡ж ‰ые 18 ме -

сfl це‚ и ‰о сти же ние уо‚ нfl по из ‚о ‰и тель но с ти ‚ 100 тил ли о но‚ опе ‡ -

ций ‚ се кун ‰у (100 TFlops) ‚ 2004 „. О‰ ной из н‡ и бо лее бы с т о ‰ей ст ‚у ю -

щих су пе-ЭВМ ‚ н‡ сто fl щее ‚е мfl fl‚ лfl ет сfl ком пью те SX-6 flпон ской

фи мы NEC с бы с т о ‰ей ст ‚и ем о‰ но „о ‚ек то но „о по цес со ‡ по fl‰ к‡ 8

мил ли ‡ ‰о‚ опе ‡ ций ‚ секун‰у (8 GFlops). До сти„ ну тые по к‡ з‡ те ли бы с -

т о ‰ей ст ‚иfl ‰лfl мно „о по цес со ных си с тем „о ‡з ‰о ‚ы ше: н‡ пи ме, си -

с те м‡ ASCI Red фи мы Intel (США, 1997) име ет пе ‰ель ную (пи ко ‚ую)

по из ‚о ‰и тель ность 1,8 тил ли о но‚ опе ‡ ций ‚ се кун ‰у (1,8 TFlops). Спи -

сок н‡ и бо лее бы с т о ‰ей ст ‚у ю щих ‚ы чис ли тель ных си с тем Top 500 н‡ мо -

мент из ‰‡ ниfl ‰‡н но „о ку с‡ лек ций ‚оз „л‡‚ лfl ет ‚ы чис ли тель ный ком -

плекс BlueGene/L, со ‰е ж‡ щий бо лее 64 ты сfl ч по цес со о‚ (!) с об щей

сум м‡ ной пи ко ‚ой по из ‚о ‰и тель но с тью бо лее чем 380 TFlops.

О „‡ ни з‡ циfl п‡ ‡л лель но с ти ‚ы чис ле ний, ко„ ‰‡ ‚ о‰ин и тот же мо -

мент ‚ы пол нfl ет сfl о‰ но ‚е мен но не сколь ко опе ‡ ций об ‡ бот ки ‰‡н ных,

осу ще ст‚ лfl ет сfl, ‚ ос но‚ ном, з‡ счет ‚‚е ‰е ниfl из бы точ но с ти функ ци о н‡ль -

ных ус т ойст‚ (мно „о по цес со но с ти). В этом слу ч‡е мож но ‰о стичь ус ко е -

ниfl по цес с‡ е ше ниfl ‚ы чис ли тель ной з‡ ‰‡ чи, ес ли осу ще ст ‚ить ‡з ‰е ле -
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ние пи ме нfl е мо „о ‡л „о ит м‡ н‡ ин фо м‡ ци он но не з‡ ‚и си мые ч‡ с ти и о -

„‡ ни зо ‚‡ть ‚ы пол не ние к‡ж ‰ой ч‡ с ти ‚ы чис ле ний н‡ ‡з ных по цес со ‡х.

По ‰об ный по‰ хо‰ поз ‚о лfl ет ‚ы пол нflть не об хо ‰и мые ‚ы чис ле ниfl с мень -

ши ми з‡ т‡ т‡ ми ‚е ме ни, и ‚оз мож ность по лу че ниfl м‡к си м‡ль но-‚оз -

мож но „о ус ко е ниfl о„ ‡ ни чи ‚‡ ет сfl толь ко чис лом име ю щих сfl по цес со -

о‚ и ко ли че ст ‚ом «не з‡ ‚и си мых» ч‡ с тей ‚ ‚ы пол нfl е мых ‚ы чис ле ни flх.

О‰ н‡ ко сле ‰у ет от ме тить, что ‰о сих по пи ме не ние п‡ ‡л ле лиз м‡ не

по лу чи ло столь ши о ко „о ‡с по ст ‡ не ниfl, к‡к это ожи ‰‡ лось мно „и ми

ис сле ‰о ‚‡ те лfl ми. О‰ ной из ‚оз мож ных пи чин по ‰об ной си ту ‡ ции fl‚ лfl -

л‡сь ‰о не ‰‡‚ не „о ‚е ме ни ‚ы со к‡fl сто и мость ‚ы со ко по из ‚о ‰и тель ных

си с тем (пи об ести су пеЭВМ мо„ ли се бе поз ‚о лить толь ко куп ные ком -

п‡ нии и о „‡ ни з‡ ции). Со ‚е мен н‡fl тен ‰ен циfl по ст о е ниfl п‡ ‡л лель ных

‚ы чис ли тель ных ком плек со‚ из ти по ‚ых кон ст ук ти‚ ных эле мен то‚ (ми к -

о по цес со о‚, ми к о схем п‡ мfl ти, ком му ни к‡ ци он ных ус т ойст‚), м‡с со -

‚ый ‚ы пуск ко то ых ос ‚о ен по мы ш лен но с тью, сни зи л‡ ‚ли fl ние это „о

ф‡к то ‡, и ‚ н‡ сто fl щий мо мент п‡к ти че с ки к‡ж ‰ый по те би тель мо жет

иметь ‚ с‚о ем ‡с по fl же нии мно „о по цес со ные ‚ы чис ли тель ные си с те мы

(МВС) ‰о ст‡ точ но ‚ы со кой по из ‚о ‰и тель но с ти. Н‡ и бо лее к‡ ‰и н‡ль но

си ту ‡ циfl из ме ни л‡сь ‚ сто о ну п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний с по fl‚ ле ни ем

мно „о fl‰е ных по цес со о‚, ко то ые, уже ‚ 2006 „. ис поль зо ‚‡лись бо лее

чем ‚ 70% ком пью те ных си с тем.

Ду „‡fl и, по ж‡ луй, те пеь ос но‚ н‡fl пи чи н‡ с‰е жи ‚‡ ниfl м‡с со ‚о -

„о ‡с по ст ‡ не ниfl п‡ ‡л ле лиз м‡ со сто ит ‚ том, что ‰лfl по ‚е ‰е ниfl п‡ -

‡л лель ных ‚ы чис ле ний не об хо ‰и мо «п‡ ‡л лель ное» обоб ще ние т‡ ‰и ци -

он ной — по сле ‰о ‚‡ тель ной — тех но ло „ии е ше ниfl з‡ ‰‡ч н‡ ЭВМ. Т‡к,

чис лен ные ме то ‰ы ‚ слу ч‡е мно „о по цес со ных си с тем ‰олж ны по ек ти -

о ‚‡ть сfl к‡к си с те мы п‡ ‡л лель ных и ‚з‡ и мо ‰ей ст ‚у ю щих меж ‰у со бой

по цес со‚, ‰о пу с к‡ ю щих ис пол не ние н‡ не з‡ ‚и си мых по цес со ‡х. Пи -

ме нfl е мые ‡л „о ит ми че с кие flзы ки и си с тем ное по „‡мм ное обес пе че ние

‰олж ны обес пе чи ‚‡ть со з‰‡ ние п‡ ‡л лель ных по „‡мм, о „‡ ни зо ‚ы ‚‡ть

син хо ни з‡ цию и ‚з‡ и мо ис клю че ние ‡син хон ных по цес со‚ и т.п.

Се ‰и по чих мож но ‚ы ‰е лить сле ‰у ю щий fl‰ об щих по блем, ‚оз -

ни к‡ ю щих пи ис поль зо ‚‡ нии п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ли тель ных си с тем [22]:

• По те и по из ‚о ‰и тель но с ти ‰лfl о „‡ ни з‡ ции п‡ ‡л ле лиз м‡ – со „л‡с -

но „и по те зе Мин ско „о (Minsky), ус ко е ние, ‰о сти „‡ е мое пи ис поль зо ‚‡ -

нии п‡ ‡л лель ной си с те мы, по по ци о н‡ль но ‰‚о ич но му ло „‡ иф му от

чис л‡ по цес со о‚ (т.е. пи 1000 по цес со ‡х ‚оз мож ное ус ко е ние ок‡ -

зы ‚‡ ет сfl ‡‚ ным 10). 

Ком мен ти уfl ‰‡н ное ‚ы ск‡ зы ‚‡ ние, мож но от ме тить, что, бе -

зус ло‚ но, по ‰об н‡fl оцен к‡ ус ко е ниfl сп‡ ‚е‰ ли ‚‡ пи ‡с п‡ ‡л ле -

ли ‚‡ нии оп е ‰е лен ных ‡л „о ит мо‚. Вме с те с тем су ще ст ‚у ет боль -

шое ко ли че ст ‚о з‡ ‰‡ч, пи п‡ ‡л лель ном е ше нии ко то ых ‰о сти -

Кус
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„‡ ет сfl п‡к ти че с ки 100%-е ис поль зо ‚‡ ние ‚сех име ю щих сfl по -

цес со о‚ п‡ ‡л лель ной ‚ы чис ли тель ной си с те мы.

• Су ще ст ‚о ‚‡ ние по сле ‰о ‚‡ тель ных ‚ы чис ле ний – ‚ со от ‚етст‚ии с з‡ -

ко ном Ам ‰‡ лfl (Amdahl) ус ко е ние по цес с‡ ‚ы чис ле ний пи ис поль зо ‚‡ -

нии p по цес со о‚ о„ ‡ ни чи ‚‡ ет сfl ‚е ли чи ной

,

„‰е f есть ‰о лfl по сле ‰о ‚‡ тель ных ‚ы чис ле ний ‚ пи ме нfl е мом ‡л „о ит ме

об ‡ бот ки ‰‡н ных (т.е., н‡ пи ме, пи н‡ ли чии ‚се „о 10% по сле ‰о ‚‡ тель -

ных ко м‡н‰ ‚ ‚ы пол нfl е мых ‚ы чис ле ни flх эф фект ис поль зо ‚‡ ниfl п‡ ‡л -

ле лиз м‡ не мо жет пе ‚ы ш‡ть 10-к‡т но „о ус ко е ниfl об ‡ бот ки ‰‡н ных).

Д‡н ное з‡ ме ч‡ ние х‡ ‡к те и зу ет о‰ ну из с‡ мых се ь ез ных

по блем ‚ об л‡ с ти п‡ ‡л лель но „о по „‡м ми о ‚‡ ниfl (‡л „о ит мо‚

без оп е ‰е лен ной ‰о ли по сле ‰о ‚‡ тель ных ко м‡н‰ п‡к ти че с ки не

су ще ст ‚у ет). О‰ н‡ ко ч‡ с то ‰о лfl по сле ‰о ‚‡ тель ных ‰ей ст ‚ий х‡ ‡к -

те и зу ет не ‚оз мож ность п‡ ‡л лель но „о е ше ниfl з‡ ‰‡ч, ‡ по сле ‰о -

‚‡ тель ные с‚ой ст ‚‡ пи ме нfl е мых ‡л „о ит мо‚. К‡к е зуль т‡т, ‰о лfl

по сле ‰о ‚‡ тель ных ‚ы чис ле ний мо жет быть су ще ст ‚ен но сни же н‡

пи ‚ы бо е бо лее по‰ хо ‰fl щих ‰лfl ‡с п‡ ‡л ле ли ‚‡ ниfl ‡л „о ит мо‚. 

• З‡ ‚и си мость эф фек ти‚ но с ти п‡ ‡л ле лиз м‡ от уче т‡ х‡ ‡к те ных

с‚ойст‚ п‡ ‡л лель ных си с тем – ‚ от ли чие от е‰ин ст ‚ен но с ти кл‡с си че с кой

схе мы фон Ней м‡ н‡ по сле ‰о ‚‡ тель ных ЭВМ, п‡ ‡л лель ные си с те мы

х‡‡ктеизуютсfl су ще ст ‚ен ным ‡з но об ‡ зи ем ‡ хи тек ту ных пин ци по‚

по ст о е ниfl, и м‡к си м‡ль ный эф фект от п‡ ‡л ле лиз м‡ мо жет быть по лу чен

толь ко пи пол ном ис поль зо ‚‡ нии ‚сех осо бен но с тей ‡п п‡ ‡ ту ы; к‡к е -

зуль т‡т, пе е нос п‡ ‡л лель ных ‡л „о ит мо‚ и по „‡мм меж ‰у ‡з ны ми ти -

п‡ ми си с тем ст‡ но ‚ит сfl з‡ ту‰ ни тель ным (ес ли ‚о об ще ‚оз мо жен). 

Длfl от ‚е т‡ н‡ ‰‡н ное з‡ ме ч‡ ние сле ‰у ет от ме тить, что «о‰ но о‰ -

ность» по сле ‰о ‚‡ тель ных ЭВМ т‡к же fl‚ лfl ет сfl к‡ жу щей сfl и эф фек -

ти‚ ное ис поль зо ‚‡ ние о‰ но по цес со ных ком пью те о‚ то же те бу ет

уче т‡ с‚ойст‚ ‡п п‡ ‡ ту ы. С ‰у „ой сто о ны, пи ‚сем ‡з но об ‡ зии

‡ хи тек ту п‡ ‡л лель ных си с тем, тем не ме нее, су ще ст ‚у ют и оп е ‰е -

лен ные «ус то fl‚ ши е сfl» спо со бы обес пе че ниfl п‡ ‡л ле лиз м‡ (кон -

‚ей е ные ‚ы чис ле ниfl, мно „о по цес со ные си с те мы и т.п.). Ко ме

то „о, ин ‚‡ и ‡нт ность со з‰‡ ‚‡ е мых п‡‡ллельных по „‡мм  мо жет

быть обес пе че н‡ и пи ис поль зо ‚‡ нии ти по ‚ых по „‡мм ных

се‰ст‚ по‰ ‰еж ки п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний (по „‡мм ных биб -

ли о тек MPI, PVM и ‰.).

• Су ще ст ‚у ю щее по „‡мм ное обес пе че ние ои ен ти о ‚‡ но ‚ ос но‚ ном

н‡ по сле ‰о ‚‡ тель ные ЭВМ – ‰‡н ное з‡ ме ч‡ ние со сто ит ‚ том, что ‰лfl

боль шо „о ко ли че ст ‚‡ з‡ ‰‡ч уже име ет сfl по‰ „о то‚ лен ное по „‡мм ное
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обес пе че ние и ‚се эти по „‡м мы ои ен ти о ‚‡ ны „л‡‚ ным об ‡ зом н‡

по сле ‰о ‚‡ тель ные ЭВМ; к‡к е зуль т‡т, пе е ‡ бот к‡ т‡ ко „о ко ли че ст ‚‡

по „‡мм ‰лfl п‡ ‡л лель ных си с тем ‚fl‰ ли ок‡ жет сfl ‚оз мож ной. 

От ‚ет н‡ ‰‡н ное ‚ы ск‡ зы ‚‡ ние с‡‚ ни тель но пост: ес ли су -

ще ст ‚у ю щие по „‡м мы обес пе чи ‚‡ ют е ше ние по ст‡‚ лен ных з‡ -

‰‡ч, то, ко неч но, пе е ‡ бот к‡ этих по „‡мм не fl‚ лfl ет сfl не об хо ‰и -

мой. О‰ н‡ ко ес ли по сле ‰о ‚‡ тель ные по „‡м мы не поз ‚о лfl ют по -

лу ч‡ть е ше ниfl з‡ ‰‡ч з‡ пи ем ле мое ‚е мfl или же ‚оз ни к‡ ет не об -

хо ‰и мость е ше ниfl но ‚ых з‡ ‰‡ч, то н‡сущной ст‡ но ‚ит сfl ‡з ‡ -

бот к‡ но ‚о „о по „‡мм но „о обес пе че ниfl и эти по „‡м мы мо „ут

е ‡ ли зо ‚ы ‚‡ть сfl ‰лfl п‡ ‡л лель но „о ‚ы пол не ниfl.

По‰ ‚о ‰fl ито„ ‚сем пе е чис лен ным по бле м‡м и з‡ ме ч‡ ни flм, мож но

з‡ клю чить, что п‡ ‡л лель ные ‚ы чис ле ниfl fl‚ лfl ют сfl пе спек ти‚ ной (и очень

пи ‚ле к‡ тель ной) об л‡ с тью пи ме не ниfl ‚ы чис ли тель ной тех ни ки и пе‰ -

ст‡‚ лfl ют со бой слож ную н‡ уч но-тех ни че с кую об л‡сть ‰е fl тель но с ти. Тем с‡ -

мым, зн‡ ние со ‚е мен ных тен ‰ен ций ‡з ‚и тиfl ЭВМ и ‡п п‡ ‡т ных се‰ст‚

‰лfl ‰о сти же ниfl п‡ ‡л ле лиз м‡, уме ние ‡з ‡ б‡ ты ‚‡ть мо ‰е ли, ме то ‰ы и по -

„‡м мы п‡ ‡л лель но „о е ше ниfl з‡ ‰‡ч об ‡ бот ки ‰‡н ных сле ‰у ет от не с ти к

чис лу ‚‡ж ных к‚‡ ли фи к‡ ци он ных х‡ ‡к те и с тик со ‚е мен но „о спе ци ‡ ли с -

т‡ по пи кл‡‰ ной м‡ те м‡ ти ке, ин фо м‡ ти ке и ‚ы чис ли тель ной тех ни ке.

По бле м‡ ти к‡ п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний fl‚ лfl ет сfl чез ‚ы ч‡й но ши -

о кой об л‡ с тью те о е ти че с ких ис сле ‰о ‚‡ ний и п‡к ти че с ки ‚ы пол нfl е мых

‡ бот и обыч но по‰ ‡з ‰е лfl ет сfl н‡ сле ‰у ю щие н‡ п‡‚ ле ниfl ‰е fl тель но с ти:

• ‡з ‡ бот к‡ п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ли тель ных си с тем – об зо пин ци -

по‚ по ст о е ниfl п‡ ‡л лель ных си с тем пи ‚е ‰ен ‚ лек ции 1 ‰‡н но „о ку с‡

лек ций; ‰о пол ни тель н‡fl ин фо м‡ циfl по ‰‡н но му ‚о по су мо жет быть

по лу че н‡ ‚ [11, 14, 16, 24, 28, 29, 47, 59, 76, 77];

• ‡н‡ лиз эф фек ти‚ но с ти п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний ‰лfl оцен ки по лу ч‡ е -

мо „о ус ко е ниfl ‚ы чис ле ний и сте пе ни ис поль зо ‚‡ ниfl ‚сех ‚оз мож но с тей ком -

пью те но „о обо у ‰о ‚‡ ниfl пи п‡ ‡л лель ных спо со б‡х е ше ниfl з‡ ‰‡ч – ‚о -

по сы ‰‡н но „о н‡ п‡‚ ле ниfl ‡ бот ‡с см‡ т и ‚‡ ют сfl ‚ лек ции 2 (‡н‡ лиз эф -

фек ти‚ но с ти о „‡ ни з‡ ции по цес со‚ пе е ‰‡ чи ‰‡н ных к‡к о‰ ной из ‚‡ж ных

со ст‡‚ лfl ю щих п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний ‚ы пол нfl ет сfl от ‰ель но ‚ лек ции

3); по бле м‡ ‡н‡ ли з‡ эф фек ти‚ но с ти п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний ши о ко

об суж ‰‡ ет сfl ‚ ли те ‡ ту е – см., н‡ пи ме, [2, 7, 8, 22, 77];

• фо ми о ‚‡ ние об щих пин ци по‚ ‡з ‡ бот ки п‡ ‡л лель ных ‡л „о ит -

мо‚ ‰лfl е ше ниfl слож ных ‚ы чис ли тель но ту ‰о ем ких з‡ ‰‡ч – ‚оз мож н‡fl

п‡к ти че с к‡fl ме то ‰и к‡ по лу че ниfl п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ли тель ных схем

пи ‚о ‰ит сfl ‚ Лек ции 4; пи ‡с смо т е нии ‰‡н ной ‚‡ж ной те мы мо жет

ок‡ з‡ть сfl по лез ным м‡ те и ‡л, из л‡ „‡ е мый ‚ [2, 32, 63]; 

• со з‰‡ ние и ‡з ‚и тие си с тем но „о по „‡мм но „о обес пе че ниfl ‰лfl п‡ ‡л -

лель ных ‚ы чис ли тель ных си с тем – ‚ лек ции 5 опи сы ‚‡ ет сfl ст‡н ‰‡т MPI

Кус

20

Теоиfl и п‡ктик‡ п‡‡ллельных ‚ычислений



(Message Passing Interface), по „‡мм ные е ‡ ли з‡ ции ко то о „о поз ‚о лfl ют

‡з ‡ б‡ ты ‚‡ть п‡ ‡л лель ные по „‡м мы и, ко ме то „о, сни зить ‚ зн‡ чи -

тель ной сте пе ни ос т о ту ‚‡ж ной по бле мы п‡ ‡л лель но „о по „‡м ми о ‚‡ -

ниfl – обес пе че ние мо биль но с ти (пе е но си мо с ти меж ‰у ‡з ны ми ‚ы чис ли -

тель ны ми си с те м‡ ми) со з‰‡ ‚‡ е мо „о пи кл‡‰ но „о по „‡мм но „о обес пе че -

ниfl. До пол ни тель ные с‚е ‰е ниfl ‚ этой об л‡ с ти п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний

мо „ут быть по лу че ны, н‡ пи ме, ‚ [4, 12, 27, 35, 40 – 42, 57, 63, 69]. Сле ‰у ет

от ме тить, что ис поль зо ‚‡ ние MPI-биб ли о тек ‰лfl ‡з ‡ бот ки п‡ ‡л лель ных

по „‡мм fl‚ лfl ет сfl п‡к ти че с ки об ще пи нfl той тех но ло „и ей п‡ ‡л лель но „о

по „‡м ми о ‚‡ ниfl ‰лfl ‚ы чис ли тель ных си с тем с ‡с пе ‰е лен ной п‡ мfl тью;

• со з‰‡ ние и ‡з ‚и тие п‡ ‡л лель ных ‡л „о ит мо‚ ‰лfl е ше ниfl пи -

кл‡‰ ных з‡ ‰‡ч ‚ ‡з ных об л‡ с тflх п‡к ти че с ких пи ло же ний – пи ме ы

по ‰об ных ‡л „о ит мо‚ пи ‚е ‰е ны ‚ лек ци flх 6 – 11 ‰‡н но „о ку с‡; бо лее

ши о ко с‚е ‰е ниfl о су ще ст ‚у ю щих п‡ ‡л лель ных ме то ‰‡х ‚ы чис ле ний

‰лfl ‡з лич ных кл‡с со‚ з‡ ‰‡ч пе‰ ст‡‚ ле ны ‚ [2, 5, 17, 22, 32, 33, 51, 62, 63,

66, 75, 77]; ‚ этих же лек ци flх ‡ссмотены ‚оз мож ные по „‡мм ные е ‡ -

ли з‡ ции ‡с см‡ т и ‚‡ е мых ‡л „о ит мо‚.

В з‡ ‚е ше ние учеб но „о м‡ те и ‡ л‡ ‚ лек ции 12 по ‚о ‰ит сfl ‡с смо т -

е ние учеб но-ис сле ‰о ‚‡ тель ской по „‡мм ной си с те мы П‡ ‡л лель н‡fl

Л‡ бо ‡ то иfl (П‡ ‡ Л‡б), ко то ‡fl мо жет быть ис поль зо ‚‡ н‡ ‰лfl о „‡ ни з‡ -

ции л‡ бо ‡ то но „о п‡к ти ку м‡ по ‰‡н но му ку су ‰лfl изу че ниfl и ис сле -

‰о ‚‡ ниfl эф фек ти‚ но с ти п‡ ‡л лель ных ‡л „о ит мо‚.

По ми мо ис поль зо ‚‡ ниfl си с те мы П‡ ‡ Л‡б, л‡ бо ‡ то ный п‡к ти -

кум ‚клю ч‡ ет т‡к же ‚ы пол не ние л‡ бо ‡ то ных ‡ бот, н‡ п‡‚ лен ных н‡

п‡к ти че с кое ос ‚о е ние п‡ ‡л лель но „о по „‡м ми о ‚‡ ниfl; к‡ж ‰‡fl л‡ бо -

‡ то н‡fl ‡ бо т‡ ку с‡ име ет ‰е т‡ль ное опи с‡ ние пол но „о цик л‡ по -

„‡мм ной е ‡ ли з‡ ции ‡с см‡ т и ‚‡ е мо „о ‚ ‡м к‡х ‡ бо ты о‰ но „о из п‡ -

‡л лель ных ‡л „о ит мо‚.

В осно‚е н‡ сто fl ще „о учеб ни к‡ лежит лек ци он ный м‡ те и ‡ л учеб но -

„о ку с‡ «Мно „о по цес со ные ‚ы чис ли тель ные си с те мы и п‡ ‡л лель ное

по „‡м ми о ‚‡ ние», ко то ый чи т‡ ет сfl с 1996 „. ‚ Ни же „о о‰ ском „о су -

‰‡ ст ‚ен ном уни ‚е си те те н‡ ф‡ куль те те ‚ы чис ли тель ной м‡ те м‡ ти ки и

ки бе не ти ки ‰лfl сту ‰ен то‚, обу ч‡ е мых по спе ци ‡ль но с ти «Пи кл‡‰ н‡fl

м‡ те м‡ ти к‡ и ин фо м‡ ти к‡» и но ‚о му н‡ п‡‚ ле нию по‰ „о то‚ ки «Ин фо -

м‡ ци он ные си с те мы». 

Ч‡сть не об хо ‰и мо „о те о е ти че с ко „о м‡ те и ‡ л‡ бы л‡ по‰ „о то‚ ле н‡

‚о ‚е мfl н‡ уч ных ст‡ жи о ‚ок ‚ уни ‚е си те те „. Ти (Ге м‡ ниfl, ‰е к‡бь

1996 „. — flн ‚‡ь 1997 „.), уни ‚е си те те „. Рос киль ‰е и Д‡т ско м тех ни че с ко м

уни ‚е си те те (Д‡ ниfl, м‡й 2000 „.), уни ‚е си те те „. Делфт (ок тflбь 2005 „.),

уни ‚е си те те шт‡ т‡ Се ‚е н‡fl К‡ оли н‡ (США, ок тflбь – ‰е к‡бь 2006 „.).

Вы чис ли тель ные экс пе и мен ты, не об хо ‰и мость ко то ых ‚оз ни к‡ л‡ пи

по‰ „о то‚ ке по со биfl, бы ли ‚ы пол не ны н‡ ‚ы со ко по из ‚о ‰и тель ном ‚ы -
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чис ли тель ном кл‡ с те е Ни же „о о‰ ско „о уни ‚е си те т‡ (обо у ‰о ‚‡ ние

кл‡ с те ‡ по ст‡‚ ле но ‚ ННГУ ‚ ‡м к‡х Ак‡ ‰е ми че с кой по „‡м мы ком п‡ -

нии Intel ‚ 2001 „., опи с‡ ние со ст‡ ‚‡ и по к‡ з‡ те ли по из ‚о ‰и тель но с ти

кл‡ с те ‡ пи ‚о ‰flт сfl ‚ лек ции 1 учеб но „о ку с‡). 

Зн‡ чи тель н‡fl ч‡сть ‡ бот по ‡з ‚и тию учеб но-ме то ‰и че с ко „о и по -

„‡мм но „о обес пе че ниfl ‰‡н но „о ку с‡ бы л‡ по ‚е ‰е н‡ ‚ 2002 – 2005 „„. ‚

учеб но-ис сле ‰о ‚‡ тель ской л‡ бо ‡ то ии «Ин фо м‡ ци он ные тех но ло „ии»

(ИТ Л‡б), со з‰‡н ной ‚ Ни же „о о‰ ском уни ‚е си те те пи по‰ ‰еж ке ком -

п‡ нии Ин тел.

По‰ „о то‚ к‡ пуб ли ку е мо „о ‚‡ и ‡н т‡ учеб ных м‡ те и ‡ ло‚ бы л‡ ‚ы -

пол не н‡ ‚ 2005 – 2006 „„. ‚ ‡м к‡х учеб но-ис сле ‰о ‚‡ тель ско „о по ек т‡,

ко то ый был по‰ ‰е ж‡н ком п‡ ни ей М‡й ко софт, по со з‰‡ нию учеб но-

ме то ‰и че с ко „о обес пе че ниfl ‚ы со ко по из ‚о ‰и тель ных кл‡ с те о‚, функ -

ци о ни у ю щих по‰ уп ‡‚ ле ни ем не ‰‡‚ но ‡з ‡ бо т‡н ной си с те мы

Microsoft Compute Cluster Server. 

Длfl по ‚е ‰е ниfl з‡ нfl тий по ку су «Мно „о по цес со ные ‚ы чис ли -

тель ные си с те мы и п‡ ‡л лель ное по „‡м ми о ‚‡ ние» бы ли по‰ „о то‚ ле ны

эле к тон ные пе зен т‡ ции, со ‰е ж‡ ние ко то ых пе‰ ст‡‚ ле но н‡ с‡й те

(http://www.software.unn.ac.ru/ccam/?doc=98). 

Д‡н ный ‚‡ и ‡нт учеб но „о ку с‡ fl‚ лfl ет сfl ‡с ши ен ной и пе е ‡ бо -

т‡н ной ‚е си ей учеб но „о по со биfl, опуб ли ко ‚‡н но „о ‚ Ни же „о о‰ ском

уни ‚е си те те ‚ 2001 „. (‚то ое из ‰‡ ние по со биfl бы ло опуб ли ко ‚‡ но ‚ 2003 „.).

З‡ по ше‰ ший пе и о‰ учеб ный кус ‡к ти‚ но ис поль зо ‚‡ лсfl ‚ ‡з ных

фо м‡х по‰ „о то‚ ки и пе е по‰ „о то‚ ки к‡ ‰ о‚ ‚ об л‡ с ти со ‚е мен ных

ком пью те ных тех но ло „ий бо лее чем ‚ 20 ‚у з‡х ст‡ ны. М‡ те и ‡ лы учеб -

но „о ку с‡ пи ме нfl лись ‚ по ‚о ‰и мых ‚ Ни же „о о‰ ском уни ‚е си те те

пи по‰ ‰еж ке ком п‡ нии Ин тел ‚ 2004 – 2006 „„. Зим них шко л‡х по п‡ -

‡л лель но му по „‡м ми о ‚‡ нию.

Р‡з ‡ бо т‡н ные учеб ные м‡ те и ‡ лы по слу жи ли ‰лfl ком п‡ нии М‡й -

ко софт о‰ ной из ‚‡ж ных пи чин ‚ы ‰е ле ниfl Ни же „о о‰ ско „о „о су ни -

‚е си те т‡ ‚ чис ле 10 луч ших уни ‚е си те то‚ ми ‡ ‚ об л‡ с ти ‚ы со ко по из -

‚о ‰и тель ных ‚ы чис ле ний.

А‚ то ‰‡н но „о ку с‡ лек ций счи т‡ ет с‚о им пи flт ным ‰ол „ом ‚ы ‡ зить

бл‡ „о ‰‡ ность з‡ со‚ ме ст ную ус пеш ную ‡ бо ту и ‰у же с кую по‰ ‰еж ку

с‚о им кол ле „‡м – пе по ‰‡ ‚‡ те лflм к‡ фе ‰ ы м‡ те м‡ ти че с ко „о обес пе че ниfl

ЭВМ ф‡ куль те т‡ ‚ы чис ли тель ной м‡ те м‡ ти ки и ки бе не ти ки Ни же „о о‰ -

ско „о „о су ни ‚е си те т‡. А‚ то „лу бо ко пи зн‡ те лен Л.В. Не сте ен ко (Ин -

тел), цен ные з‡ ме ч‡ ниfl ко то ой зн‡ чи тель но спо соб ст ‚о ‚‡ ли улуч ше нию

‡з ‡ б‡ ты ‚‡ е мых учеб ных м‡ те и ‡ ло‚. И, бе зус ло‚ но, н‡ сто fl ще е из ‰‡ ние

бы ло по‰„ото‚лено толь ко бл‡ „о ‰‡ fl не из мен ной ‰у же с кой по‰ ‰еж ке 

К. Ф‡ е но ‚‡ (М‡й ко софт) и И.Р. А„‡ ми зfl н‡ (М‡й ко софт).
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Лек циfl 1. Пин ци пы по ст о е ниfl п‡ ‡л лель ных 

‚ы чис ли тель ных си с тем

Лек циfl по с‚fl ще н‡ ‡с смо т е нию пин ци по‚ по ст о е ниfl п‡ ‡л лель ных

‚ы чис ли тель ных си с тем (ПВС). Д‡ н‡ к‡т к‡fl х‡ ‡к те и с ти к‡ спо со бо‚ ‰о -

сти же ниfl п‡ ‡л ле лиз м‡, пи ‚е ‰е ны пи ме ы ПВС. Пи ‚о ‰ит сfl кл‡с си фи -

к‡ циfl п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ли тель ных си с тем, ‡с см‡ т и ‚‡ ют сfl ти по ‚ые то -

по ло „ии се тей пе е ‰‡ чи ‰‡н ных ‚ ПВС.

Клю че ‚ые сло ‚‡: е жим ‡з ‰е ле ниfl ‚е ме ни, ‡с пе ‰е лен ные ‚ы -

чис ле ниfl, мно „о по цес со н‡fl ‚ы чис ли тель н‡fl си с те м‡, сеть пе е -

‰‡ чи ‰‡н ных, кл‡с си фи к‡ циfl Флин н‡, кл‡ с те, муль типо цес со,

муль ти ком пь ю те, об щ‡fl ‡з ‰е лfl е м‡fl и ‡с пе ‰е лен н‡fl п‡ мflть, ко -

„е ент ность, то по ло „иfl.

1.1. Пу ти ‰о сти же ниfl п‡ ‡л ле лиз м‡

В об щем пл‡ не по‰ п‡ ‡л лель ны ми ‚ы чис ле ни fl ми по ни м‡ ют сfl по -

цес сы об ‡ бот ки ‰‡н ных, ‚ ко то ых о‰ но ‚е мен но мо „ут ‚ы пол нflть сfl

не сколь ко опе ‡ ций ком пью те ной си с те мы. До сти же ние п‡ ‡л ле лиз м‡

‚оз мож но толь ко пи ‚ы пол нении сле ‰у ю щих те бо ‚‡ ний к ‡ хи тек ту -

ным пин ци п‡м по ст о е ниfl ‚ы чис ли тель ной се ‰ы:

• не з‡ ‚и си мость функ ци о ни о ‚‡ ниfl от ‰ель ных ус т ойст‚ ЭВМ – ‰‡н -

ное те бо ‚‡ ние от но сит сfl ‚ ‡‚ ной сте пе ни ко ‚сем ос но‚ ным ком по нен -

т‡м ‚ы чис ли тель ной си с те мы: к ус т ой ст ‚‡м ‚‚о ‰‡-‚ы ‚о ‰‡, об ‡ б‡ ты ‚‡ -

ю щим по цес со ‡м и ус т ой ст ‚‡м п‡ мfl ти; 

• из бы точ ность эле мен то‚ ‚ы чис ли тель ной си с те мы – о „‡ ни з‡ циfl из -

бы точ но с ти мо жет осу ще ст‚ лflть сfl ‚ сле ‰у ю щих ос но‚ ных фо м‡х:

— ис поль зо ‚‡ ние спе ци ‡ ли зи о ‚‡н ных ус т ойст‚, т‡ ких, н‡ пи ме,

к‡к от ‰ель ные по цес со ы ‰лfl це ло чис лен ной и ‚е ще ст ‚ен ной

‡иф ме ти ки, ус т ой ст ‚‡ мно „о уо‚ не ‚ой п‡ мfl ти (е „и с т ы,

кэш);

— ‰уб ли о ‚‡ ние ус т ойст‚ ЭВМ пу тем ис поль зо ‚‡ ниfl, н‡ пи ме,

не сколь ких о‰ но тип ных об ‡ б‡ ты ‚‡ ю щих по цес со о‚ или не -

сколь ких ус т ойст‚ опе ‡ ти‚ ной п‡ мfl ти.

До пол ни тель ной фо мой обес пе че ниfl п‡ ‡л ле лиз м‡ мо жет слу жить

кон ‚ей е н‡fl е ‡ ли з‡ циfl об ‡ б‡ ты ‚‡ ю щих ус т ойст‚, пи ко то ой ‚ы пол -

не ние опе ‡ ций ‚ ус т ой ст ‚‡х пе‰ ст‡‚ лfl ет сfl ‚ ‚и ‰е ис пол не ниfl по сле -

‰о ‚‡ тель но с ти со ст‡‚ лfl ю щих опе ‡ цию по‰ ко м‡н‰. К‡к е зуль т‡т, пи

‚ы чис ле ни flх н‡ т‡ ких ус т ой ст ‚‡х н‡ ‡з ных ст‡ ‰и flх об ‡ бот ки мо „ут н‡ -

хо ‰ить сfl о‰ но ‚е мен но не сколь ко ‡з лич ных эле мен то‚ ‰‡н ных. 
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Воз мож ные пу ти ‰о сти же ниfl п‡ ‡л ле лиз м‡ ‰е т‡ль но ‡с см‡ т и ‚‡ -

ют сfl ‚ [2, 11, 14, 28, 45, 59]; ‚ этих же ‡ бо т‡х опи сы ‚‡ ет сfl ис то иfl ‡з ‚и -

тиfl п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний и пи ‚о ‰flт сfl пи ме ы кон кет ных п‡ ‡л -

лель ных ЭВМ (см. т‡к же [24, 76]).

Пи ‡с смо т е нии по бле мы о „‡ ни з‡ ции п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле -

ний сле ‰у ет ‡з ли ч‡ть сле ‰у ю щие ‚оз мож ные е жи мы ‚ы пол не ниfl не з‡ -

‚и си мых ч‡ с тей по „‡м мы:

— мно „о з‡ ‰‡ч ный е жим (е жим ‡з ‰е ле ниfl ‚е ме ни), пи ко то ом ‰лfl

‚ы пол не ниfl не сколь ких по цес со‚ ис поль зу ет сfl е‰ин ст ‚ен ный

по цес со. Д‡н ный е жим fl‚ лfl ет сfl псе‚ ‰о п‡ ‡л лель ным, ко„ ‰‡

‡к ти‚ ным (ис пол нfl е мым) мо жет быть о‰ин, е‰ин ст ‚ен ный по -

цесс, ‡ ‚се ос т‡ль ные по цес сы н‡ хо ‰flт сfl ‚ со сто fl нии ожи ‰‡ ниfl

с‚о ей оче е ‰и; пи ме не ние е жи м‡ ‡з ‰е ле ниfl ‚е ме ни мо жет по -

‚ы сить эф фек ти‚ ность о „‡ ни з‡ ции ‚ы чис ле ний (н‡ пи ме, ес ли

о‰ин из по цес со‚ не мо жет ‚ы пол нflть сfl из-з‡ ожи ‰‡ ниfl ‚‚о ‰и -

мых ‰‡н ных, по цес со мо жет быть з‡ ‰ей ст ‚о ‚‡н ‰лfl ‚ы пол не ниfl

‰у „о „о, „о то ‚о „о к ис пол не нию по цес с‡ – см. [73]). Ко ме то „о,

‚ ‰‡н ном е жи ме по fl‚ лfl ют сfl мно „ие эф фек ты п‡ ‡л лель ных ‚ы -

чис ле ний (не об хо ‰и мость ‚з‡ и мо ис клю че ниfl и син хо ни з‡ ции

по цес со‚ и ‰.), и, к‡к е зуль т‡т, этот е жим мо жет быть ис поль -

зо ‚‡н пи н‡ ч‡ль ной по‰ „о то‚ ке п‡ ‡л лель ных по „‡мм;

— п‡ ‡л лель ное ‚ы пол не ние, ко„ ‰‡ ‚ о‰ин и тот же мо мент мо жет ‚ы -

пол нflть сfl не сколь ко ко м‡н‰ об ‡ бот ки ‰‡н ных. Т‡ кой е жим ‚ы -

чис ле ний мо жет быть обес пе чен не толь ко пи н‡ ли чии не сколь -

ких по цес со о‚, но и пи по мо щи кон ‚ей е ных и ‚ек то ных об -

‡ б‡ ты ‚‡ ю щих ус т ойст‚;

— ‡с пе ‰е лен ные ‚ы чис ле ниfl; ‰‡н ный те мин обыч но пи ме нfl ют

‰лfl ук‡ з‡ ниfl п‡ ‡л лель ной об ‡ бот ки ‰‡н ных, пи ко то ой ис -

поль зу ет сfl не сколь ко об ‡ б‡ ты ‚‡ ю щих ус т ойст‚, ‰о ст‡ точ но

у‰‡ лен ных ‰у„ от ‰у „‡, ‚ ко то ых пе е ‰‡ ч‡ ‰‡н ных по ли ни flм

с‚fl зи пи ‚о ‰ит к су ще ст ‚ен ным ‚е мен ным з‡ ‰еж к‡м. К‡к е -

зуль т‡т, эф фек ти‚ н‡fl об ‡ бот к‡ ‰‡н ных пи т‡ ком спо со бе о „‡ -

ни з‡ ции ‚ы чис ле ний ‚оз мож н‡ толь ко ‰лfl п‡ ‡л лель ных ‡л „о -

ит мо‚ с низ кой ин тен си‚ но с тью по то ко‚ меж по цес со ных пе -

е ‰‡ч ‰‡н ных. Пе е чис лен ные ус ло ‚иfl fl‚ лfl ют сfl х‡ ‡к те ны ми,

н‡ пи ме, пи о „‡ ни з‡ ции ‚ы чис ле ний ‚ мно „о м‡ шин ных ‚ы чис -

ли тель ных ком плек с‡х, об ‡ зу е мых объ е ‰и не ни ем не сколь ких от -

‰ель ных ЭВМ с по мо щью к‡ н‡ ло‚ с‚fl зи ло к‡ль ных или „ло б‡ль -

ных ин фо м‡ ци он ных се тей.

В ‡м к‡х ‰‡н но „о учеб но „о м‡ те и ‡ л‡ ос но‚ ное ‚ни м‡ ние бу ‰ет у‰е -

лflть сfl ‚то о му ти пу о „‡ ни з‡ ции п‡ ‡л ле лиз м‡, е ‡ ли зу е мо му н‡ мно „о -

по цес со ных ‚ы чис ли тель ных си с те м‡х.

Кус
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1.2. Пи ме ы п‡ ‡л лель ных 

‚ы чис ли тель ных си с тем

Р‡з но об ‡ зие п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ли тель ных си с тем по ис ти не о„ -

ом но. В к‡ ком-то смыс ле к‡ж ‰‡fl т‡ к‡fl си с те м‡ уни к‡ль н‡. В них ус т‡ -

н‡‚ ли ‚‡ ют сfl ‡з лич ные ‡п п‡ ‡т ные со ст‡‚ лfl ю щие: по цес со ы (Intel,

Power, AMD, HP, Alpha, Nec, Cray, …), се те ‚ые к‡ ты (Ethernet, Myrinet,

Infiniband, SCI, …). Они функ ци о ни у ют по‰ уп ‡‚ ле ни ем ‡з лич ных

опе ‡ ци он ных си с тем (‚е сии Unix/Linux, ‚е сии Windows, …) и ис поль -

зу ют ‡з лич ное пи кл‡‰ ное по „‡мм ное обес пе че ние. К‡ жет сfl, что н‡й -

ти меж ‰у ни ми что-то об щее п‡к ти че с ки не ‚оз мож но. Ко неч но же, это

не т‡к, и ни же мы по пы т‡ ем сfl с об щих по зи ций сфо му ли о ‚‡ть не ко то -

ые из ‚е ст ные ‚‡ и ‡н ты кл‡с си фи к‡ ций п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ли тель ных

си с тем, но пеж ‰е ‡с смо т им не сколь ко пи ме о‚.

1.2.1. Су пе ком пь ю те ы

Н‡ ч‡ лом эы су пе ком пь ю те о‚ с пол ным п‡ ‚ом мо жет счи т‡ть сfl

1976 „о‰ – „о‰ по fl‚ ле ниfl пе ‚ой ‚ек то ной си с те мы Cray 1. Ре зуль т‡ ты,

по к‡ з‡н ные этой си с те мой, пусть и н‡ о„ ‡ ни чен ном ‚ то ‚е мfl н‡ бо е

пи ло же ний, бы ли столь ‚пе ч‡т лfl ю щи ‚ с‡‚ не нии с ос т‡ль ны ми, что

си с те м‡ з‡ слу жен но по лу чи л‡ н‡ з‚‡ ние «су пе ком пь ю те» и ‚ те че ние

‰ли тель но „о ‚е ме ни оп е ‰е лfl л‡ ‡з ‚и тие ‚сей ин ‰у с т ии ‚ы со ко по из -

‚о ‰и тель ных ‚ы чис ле ний. О‰ н‡ ко ‚ е зуль т‡ те со‚ ме ст ной э‚о лю ции ‡ -

хи тек ту и по „‡мм но „о обес пе че ниfl н‡ ын ке ст‡ ли по fl‚ лflть сfl си с те -

мы с ‚есь м‡ к‡ ‰и н‡ль но ‡з ли ч‡ ю щи ми сfl х‡ ‡к те и с ти к‡ ми, по то му

с‡ мо по нfl тие «су пе ком пь ю те» ст‡ ло мно „о зн‡ч ным, и пе е см‡ т и ‚‡ть

е„о пи шлось не о‰ но к‡т но.

По пыт ки ‰‡ть оп е ‰е ле ние те ми ну су пе ком пь ю те, опи ‡ flсь толь ко

н‡ по из ‚о ‰и тель ность, не из беж но пи ‚о ‰flт к не об хо ‰и мо с ти по сто flн но

по‰ ни м‡ть пл‡н ку, от ‰е лfl ю щую е„о от ‡ бо чей ст‡н ции или ‰‡ же обыч но „о

н‡ столь но „о ком пью те ‡. Т‡к, по оп е ‰е ле нию Ок с фо‰ с ко „о сло ‚‡ fl ‚ы -

чис ли тель ной тех ни ки 1986 „о ‰‡, ‰лfl то „о что бы по лу чить это „о ‰ое н‡ з‚‡ -

ние, нуж но бы ло иметь по из ‚о ‰и тель ность ‚ 10 MFlops1. Се „о ‰нfl, к‡к из -

‚е ст но, по из ‚о ‰и тель ность н‡ столь ных си с тем н‡ ‰‚‡ по fl‰ к‡ ‚ы ше.

Из ‡ль те н‡ ти‚ ных оп е ‰е ле ний н‡ и бо лее ин те ес ны ‰‚‡: эко но ми -

че с кое и фи ло соф ское. Пе ‚ое из них „л‡ сит, что су пе ком пь ю те – это

си с те м‡, це н‡ ко то ой ‚ы ше 1–2 млн. ‰ол л‡ о‚. Вто ое – что су пе ком -

25

Лекциfl 1 Пинципы постоениfl п‡‡ллельных ‚ычислительных систем

1 MFlops – million of floating point operations per second – миллион опе‡ций н‡‰

числ‡ми с пл‡‚‡ющей з‡пflтой ‚ секун‰у, GFlops – милли‡‰, TFlops – тиллион

соот‚етст‚енно.



пь ю те – это ком пью те, мощ ность ко то о „о ‚се „о н‡ по fl ‰ок мень ше

не об хо ‰и мой ‰лfl е ше ниfl со ‚е мен ных з‡ ‰‡ч.

1.2.1.1. По „‡м м‡ ASCI

По „‡м м‡ ASCI (http://www.llnl.gov/asci/) – Accelerated Strategic

Computing Initiative, по‰ ‰е жи ‚‡ е м‡fl Ми ни с те ст ‚ом эне „е ти ки США,

‚ к‡ че ст ‚е о‰ ной из ос но‚ ных це лей име ет со з‰‡ ние су пе ком пь ю те ‡ с

по из ‚о ‰и тель но с тью ‚ 100 TFlops.

Пе ‚‡fl си с те м‡ се ии ASCI – ASCI Red, по ст о ен н‡fl ‚ 1996 „. ком -

п‡ ни ей Intel, ст‡ л‡ и пе ‚ым ‚ ми е ком пью те ом с по из ‚о ‰и тель но с тью

‚ 1 TFlops (‚ ‰‡ль ней шем по из ‚о ‰и тель ность си с те мы бы л‡ ‰о ‚е ‰е н‡ ‰о

3 TFlops).

Те мfl „о ‰‡ ми позже по fl‚и лись ASCI Blue Pacific от IBM и ASCI Blue

Mountain от SGI, ст‡‚ шие пе ‚ы ми н‡ тот мо мент су пе ком пь ю те ‡ ми с

бы с т о ‰ей ст ‚и ем 3 TFlops.

Н‡ ко нец, ‚ ию не 2000 „. бы л‡ ‚‚е ‰е н‡ ‚ ‰ей ст ‚ие си с те м‡ ASCI White

(http://www.llnl.gov/asci/platforms/white/) с пи ко ‚ой по из ‚о ‰и тель но с -

тью с‚ы ше 12 TFlops (е ‡ль но по к‡ з‡н н‡fl по из ‚о ‰и тель ность н‡ те с те

LINPACK со ст‡ ‚и л‡ н‡ тот мо мент 4938 GFlops, по з‰ нее ‰‡н ный по к‡ з‡ -

тель был ‰о ‚е ‰ен ‰о 7304 GFlops).

Ап п‡ ‡т но ASCI White пе‰ ст‡‚ лfl ет со бой си с те му IBM RS/6000 SP

с 512 сим ме т ич ны ми муль ти по цес со ны ми (SMP) уз л‡ ми. К‡ж ‰ый

узел име ет 16 по цес со о‚, си с те м‡ ‚ це лом – 8192 по цес со ‡. Опе ‡ -

ти‚ н‡fl п‡ мflть си с те мы – 4 TB, ем кость ‰ис ко ‚о „о по ст ‡н ст ‚‡ 180 TB.

Все уз лы си с те мы fl‚ лfl ют сfl сим ме т ич ны ми муль ти по цес со ‡ ми

IBM RS/6000 POWER3 с 64-‡з fl‰ ной ‡ хи тек ту ой. К‡ж ‰ый узел ‡‚ то -

но мен, об л‡ ‰‡ ет соб ст ‚ен ной п‡ мfl тью, опе ‡ ци он ной си с те мой, ло к‡ль -

ным ‰ис ком и 16 по цес со ‡ ми.

По цес со ы POWER3 fl‚ лfl ют сfl су пе ск‡ лfl ны ми 64-‡з fl‰ ны ми

чи п‡ ми кон ‚ей е ной о „‡ ни з‡ ции с ‰‚у мfl ус т ой ст ‚‡ ми по об ‡ бот ке ко -

м‡н‰ с пл‡ ‚‡ ю щей з‡ пfl той и те мfl ус т ой ст ‚‡ ми по об ‡ бот ке це ло чис -

лен ных ко м‡н‰. Они спо соб ны ‚ы пол нflть ‰о ‚ось ми ко м‡н‰ з‡ т‡к то ‚ый

цикл и ‰о че ты ех опе ‡ ций с пл‡ ‚‡ ю щей з‡ пfl той з‡ т‡кт. Т‡к то ‚‡fl ч‡ с то -

т‡ к‡ж ‰о „о по цес со ‡ 375 MHz.

По „‡мм ное обес пе че ние ASCI White по‰ ‰е жи ‚‡ ет сме ш‡н ную

мо ‰ель по „‡м ми о ‚‡ ниfl – пе е ‰‡ ч‡ со об ще ний меж ‰у уз л‡ ми и мно „о -

по то ко ‚ость ‚ну т и SMP-уз л‡.

Опе ‡ ци он н‡fl си с те м‡ пе‰ ст‡‚ лfl ет со бой ‚е сию UNIX – IBM

AIX. AIX по‰ ‰е жи ‚‡ ет к‡к 32-, т‡к и 64-‡з fl‰ ные си с те мы RS/6000.

По‰ ‰еж к‡ п‡ ‡л лель но „о ко ‰‡ н‡ ASCI White ‚клю ч‡ ет п‡ ‡л лель -

ные биб ли о те ки, от л‡‰ чи ки (‚ ч‡ ст но с ти, TotalView), по фи ли о‚ щи ки,
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ути ли ты IBM и се ‚ис ные по „‡м мы по ‡н‡ ли зу эф фек ти‚ но с ти ‚ы пол -

не ниfl. По‰ ‰е жи ‚‡ ют сfl биб ли о те ки MPI, OpenMP, по то ки POSIX и

т‡нс лfl то ‰и ек ти‚ IBM. Име ет сfl п‡ ‡л лель ный от л‡‰ чик IBM.

1.2.1.2. Си с те м‡ BlueGene

С‡ мый мощ ный н‡ ‰‡н ный мо мент су пе ком пь ю те ‚ ми е со з‰‡н

IBM. Точ нее „о ‚о fl, ‡ бо ты н‡‰ ним еще не з‡ кон че ны. В н‡ сто fl щий мо -

мент си с те м‡ име ет пол ное н‡ з‚‡ ние «BlueGene/L DD2 beta-System» и

пе‰ ст‡‚ лfl ет со бой «пе ‚ую оче е‰ь» пол ной ‚ы чис ли тель ной си с те мы.

Со „л‡с но по „но з‡м, к мо мен ту ‚‚о ‰‡ ‚ стой ее пи ко ‚‡fl по из ‚о ‰и тель -

ность ‰о сти„ нет 360 TFlops.

В к‡ че ст ‚е ос но‚ ных об л‡ с тей пи ме не ниfl ‡з ‡ бот чи ки н‡ зы ‚‡ ют

„и ‰ о ‰и н‡ ми ку, к‚‡н то ‚ую хи мию, мо ‰е ли о ‚‡ ние кли м‡ т‡ и ‰.

Те ку щий ‚‡ и ‡нт си с те мы име ет сле ‰у ю щие х‡ ‡к те и с ти ки:

• 32 стой ки по 1024 ‰‚у хъfl ‰е ных 32-бит ных по цес со ‡ PowerPC

440 с т‡к то ‚ой ч‡ с то той 0,7 GHz; 

• пи ко ‚‡fl по из ‚о ‰и тель ность – по fl‰ к‡ 180 TFlops;

• м‡к си м‡ль н‡fl по к‡ з‡н н‡fl по из ‚о ‰и тель ность (н‡ те с те LIN-

PACK) – 135 TFlops.

1.2.1.3. МВС-1000

О‰ин из с‡ мых из ‚е ст ных ‚ Рос сии су пе ком пь ю те о‚ – Мно „о по -

цес со н‡fl ‚ы чис ли тель н‡fl си с те м‡ МВС-1000М – был ус т‡ но‚ лен ‚

Меж ‚е ‰ом ст ‚ен ном су пе ком пь ю те ном цен т е Рос сий ской ‡к‡ ‰е мии

н‡ ук.

Р‡ бо ты по со з‰‡ нию МВС-1000М по ‚о ‰и лись с ‡п е лfl 2000 „о ‰‡ по

‡‚ „уст 2001 „о ‰‡.

Со „л‡с но офи ци ‡ль ным ‰‡н ным (http://www.jscc.ru) со ст‡‚ си с те мы:

• 384 ‰‚ух по цес со ных мо ‰у лfl н‡ б‡ зе Alpha 21264 с т‡к то ‚ой ч‡ с -

то той 667 MHz (кэш L2 4 Mb), со б‡н ные ‚ ‚и ‰е 6 б‡ зо ‚ых бло ко‚,

по 64 мо ‰у лfl ‚ к‡ж ‰ом;

• уп ‡‚ лfl ю щий се ‚е и ф‡йл-се ‚е NetApp F840;

• се ти Myrinet 2000 и  Fast/Gigabit Ethernet;

• се те ‚ой мо ни то;

• си с те м‡ бес пе е бой но „о эле к т о пи т‡ ниfl.

К‡ж ‰ый ‚ы чис ли тель ный мо ‰уль име ет по 2 Gb опе ‡ ти‚ ной п‡ мfl ти,

HDD 20 Gb, се те ‚ые к‡ ты Myrinet (2000 Mbit) и Fast Ethernet (100 Mbit).

Пи об ме не ‰‡н ны ми меж ‰у мо ‰у лfl ми с ис поль зо ‚‡ ни ем по то ко -

ло‚ MPI н‡ се ти Myrinet по пу ск н‡fl спо соб ность ‚ МВС-1000М со ст‡‚ -

лfl ет 110 — 150 Mb ‚ се кун ‰у.
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По „‡мм ное обес пе че ние си с те мы со ст‡‚ лfl ют:

• опе ‡ ци он ные си с те мы уп ‡‚ лfl ю ще „о и е зе‚ но „о уп ‡‚ лfl ю ще -

„о се ‚е ‡ – ОС Linux RedHat 6.2 с по‰ ‰еж кой SMP;

• опе ‡ ци он н‡fl си с те м‡ ‚ы чис ли тель ных мо ‰у лей – ОС Linux

RedHat 6.2 с по‰ ‰еж кой SMP;

• опе ‡ ци он н‡fl се ‰‡ п‡ ‡л лель но „о по „‡м ми о ‚‡ ниfl – п‡ кет

MPICH for GM;

• по „‡мм ные се‰ ст ‚‡ ком му ни к‡ ци он ных се тей (Myrinet, Fast

Ethernet);

• оп ти ми зи о ‚‡н ные ком пи лfl то ы flзы ко‚ по „‡м ми о ‚‡ ниfl С,

C++, Fortran фи мы Compaq;

• от л‡‰ чик п‡ ‡л лель ных по „‡мм TotalView;

• се‰ ст ‚‡ по фи ли о ‚‡ ниfl п‡ ‡л лель ных по „‡мм;

• се‰ ст ‚‡ п‡ ‡л лель но „о ‡‰ ми ни с т и о ‚‡ ниfl.

Рис. 1.1. Стук ту ‡ су пе ком пь ю те ‡ МВС-1000М

Об слу жи ‚‡ ет сfl МВС-1000М ‰‚у мfl ос но‚ ны ми ком по нен т‡ ми:

• по‰ си с те мой у‰‡ лен но „о уп ‡‚ ле ниfl и не пе ы‚ но „о мо ни то ин „‡;
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• по‰ си с те мой кол лек ти‚ но „о ‰о сту п‡.

В лет нем спи с ке Top 500 2004 „о ‰‡ си с те м‡ МВС-1000М з‡ нfl л‡ 

391-ю по зи цию с пи ко ‚ой по из ‚о ‰и тель но с тью 1024 GFlops и м‡к си -

м‡ль но по к‡ з‡н ной н‡ те с те LINPACK 734 GFlops.

1.2.1.4. МВС-15000

В н‡ сто fl щий мо мент ‚ МСЦ РАН си с те м‡ МВС-1000М з‡ ме не н‡ н‡

с‡ мый мощ ный су пе ком пь ю те Рос сии МВС-15000 (со „л‡с но по сле‰ ней

е ‰‡к ции спи с к‡ Top 50 ст‡н СНГ – http://supercomputers.ru/index.php).

Ап п‡ ‡т н‡fl кон фи „у ‡ циfl ‚ы чис ли тель ных уз ло‚ МВС-15000

‚клю ч‡ ет ‚ се бfl:

• 2 по цес со ‡ IBM PowerPC 970 с т‡к то ‚ой ч‡ с то той 2,2 GHz,  кэш

L1 96 Kb и кэш L2 512 Kb;

• 4 Gb опе ‡ ти‚ ной п‡ мfl ти н‡ узел;

• 40 Gb же ст кий ‰иск IDE;

• 2 ‚сто ен ных ‡‰‡п те ‡ Gigabit Ethernet;
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Рис. 1.2. Стук ту н‡fl схе м‡ си с те мы МВС-15000



• ‡‰‡п те Myrinet ти п‡ M3S-PCIXD-2-I.

Со ст‡‚ по „‡мм но „о обес пе че ниfl МВС-15000:

• опе ‡ ци он ные си с те мы SuSe Linux Enterprise Server ‚е сии 8 ‰лfl

пл‡т фом x86 и PowerPC;

• п‡ кет GM 2.0.12 ‚ к‡ че ст ‚е ком му ни к‡ ци он ной се ‰ы Myrinet;

• п‡ кет MPICH-GM ‚ к‡ че ст ‚е се ‰ы п‡ ‡л лель но „о по „‡м ми о -

‚‡ ниfl;

• се‰ ст ‚‡ уп ‡‚ ле ниfl по хож ‰е ни ем з‡ ‰‡ч и их п‡ кет ной об ‡ бот ки.

Н‡ н‡ ч‡ ло 2005 си с те м‡ МВС-15000 име л‡ об щее ко ли че ст ‚о уз ло‚ 276

(552 по цес со ‡), пи ко ‚ую по из ‚о ‰и тель ность 4857,6 GFlops и м‡к си м‡ль -

ную (по к‡ з‡н ную н‡ те с те LINPACK) по из ‚о ‰и тель ность 3052 GFlops.

1.2.2. Кл‡ с те ы

Кл‡ с те – „уп п‡ ком пью те о‚, объ е ‰и нен ных ‚ ло к‡ль ную ‚ы чис -

ли тель ную сеть (ЛВС) и спо соб ных ‡ бо т‡ть ‚ к‡ че ст ‚е е‰и но „о ‚ы чис ли -

тель но „о е су с‡. До пол ни тель но пе‰ по л‡ „‡ ет сfl, что ‰лfl кл‡ с те ‡ обес -

пе чи ‚‡ ет сfl бо лее ‚ы со к‡fl н‡ ‰еж ность и эф фек ти‚ ность, не же ли ‰лfl

ЛВС, и су ще ст ‚ен но бо лее низ к‡fl сто и мость ‚ с‡‚ не нии с ‰у „и ми ти п‡ -

ми п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ли тель ных си с тем (з‡ счет ис поль зо ‚‡ ниfl ти по -

‚ых ‡п п‡ ‡т ных и по „‡мм ных е ше ний).

Ис чис ле ние ис то ии кл‡ с те о‚ мож но н‡ ч‡ть от пе ‚о „о по ек т‡, ‚

ко то ом о‰ ной из ос но‚ ных це лей fl‚ лfl лось ус т‡ но‚ ле ние с‚fl зи меж ‰у

ком пью те ‡ ми, – по ек т‡ ARPANET1. Имен но то„ ‰‡ бы ли з‡ ло же ны пе -

‚ые, ок‡ з‡‚ ши е сfl фун ‰‡ мен т‡ль ны ми, пин ци пы, пи ‚е‰ шие ‚пос ле‰ ст -

‚ии к со з‰‡ нию ло к‡ль ных и „ло б‡ль ных ‚ы чис ли тель ных се тей и, ко неч -

но же, ‚се ми ной „ло б‡ль ной ком пью те ной се ти Ин те нет. П‡‚ ‰‡, с

мо мен т‡ ‚‚о ‰‡ ‚ ‰ей ст ‚ие се ти ARPANET ‰о по fl‚ ле ниfl пе ‚о „о кл‡ с те ‡

‰олж но бы ло пой ти бо лее ‰‚‡‰ ц‡ ти лет.

Эти „о ‰ы ‚ме с ти ли ‚ се бfl „и „‡нт ский ск‡ чок ‚ ‡з ‚и тии ‡п п‡ ‡т ной

б‡ зы, по fl‚ ле ние и ‚о ц‡ е ние н‡ ын ке ми к о по цес со о‚ и пе со н‡ль ных

ком пью те о‚, н‡ коп ле ние ки ти че с кой м‡с сы и‰ей и ме то ‰о‚ п‡ ‡л лель -

но „о по „‡м ми о ‚‡ ниfl, что пи ‚е ло, ‚ ко неч ном сче те, к е ше нию из ‚еч -

ной по бле мы уни к‡ль но с ти к‡ж ‰ой п‡ ‡л лель ной ‚ы чис ли тель ной ус т‡ -

но‚ ки – ‡з ‡ бот ке ст‡н ‰‡ то‚ н‡ со з‰‡ ние п‡ ‡л лель ных по „‡мм ‰лfl

си с тем с об щей и ‡с пе ‰е лен ной п‡ мfl тью. До б‡ ‚им к это му ‰о о „о ‚из ну

име ‚ших сfl н‡ тот мо мент е ше ний ‚ об л‡ с ти ‚ы со ко по из ‚о ‰и тель ных си -
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1 ARPANET – по ект А„ент ст ‚‡ пе е ‰о ‚ых ис сле ‰о ‚‡ тель ских по ек то‚ Ми ни с -

те ст ‚‡ обо о ны США (Defense Advanced Research Projects Agency, DARPA) по

со з‰‡ нию ком пью те ной се ти с це лью по ‚е ‰е ниfl экс пе и мен то‚ ‚ об л‡ с ти

ком пью те ных ком му ни к‡ ций, по‰ ‰е ж‡ ниfl с‚fl зи ‚ ус ло ‚и flх fl‰е но „о н‡ п‡ ‰е -

ниfl, ‡з ‡ бот ки кон цеп ции ‰е цен т ‡ ли зо ‚‡н но „о уп ‡‚ ле ниfl (1966–1969 „„.).



с тем, пе‰ по л‡ „‡‚ ших ис поль зо ‚‡ ние бы с т о ‰ей ст ‚у ю щих, ‡ по то му спе -

ци фи че с ких ком по ненто‚. Т‡к же уч тем не пе ы‚ ное улуч ше ние со от но -

ше ниfl «це н‡/по из ‚о ‰и тель ность» пе со н‡ль ных ком пью те о‚. В с‚е те

‚сех этих об сто fl тельст‚ по fl‚ ле ние кл‡ с те о‚ бы ло не из беж ным.

Пе иму ще ст ‚‡ но ‚о „о по‰ хо ‰‡ к со з‰‡ нию ‚ы чис ли тель ных си с тем

боль шой мощ но с ти, по лу чи‚ шие пи зн‡ ние п‡к ти че с ки с‡ зу по сле пе ‚о -

„о пе‰ ст‡‚ ле ниfl т‡ кой си с те мы, со ‚е ме нем толь ко ‚оз ‡ с т‡ ли, по‰ ‰е жи -

‚‡ е мые не пе ы‚ ным ос том по из ‚о ‰и тель но с ти ти по ‚ых ком по ненто‚.

В н‡ сто fl щее ‚е мfl ‚ спи с ке Top 500 с‡ мых ‚ы со ко по из ‚о ‰и тель -

ных си с тем кл‡ с те ы со ст‡‚ лfl ют боль шую ч‡сть – 294 ус т‡ но‚ ки.

1.2.2.1. Кл‡ с те Beowulf

Пе ‚ым ‚ ми е кл‡ с те ом, по-‚и ‰и мо му, fl‚ лfl ет сfl кл‡ с те, со з‰‡н -

ный по‰ у ко ‚о‰ ст ‚ом То м‡ с‡ Сте лин „‡ и До н‡ Бе ке ‡ ‚ н‡ уч но-ко с ми -

че с ком цен т е NASA – Goddard Space Flight Center – ле том 1994 „о ‰‡. Н‡ -

з‚‡н ный ‚ честь „е оfl ск‡н ‰и н‡‚ ской с‡ „и, об л‡ ‰‡‚ ше „о, по пе ‰‡ нию,

си лой ти‰ ц‡ ти че ло ‚ек, кл‡ с те со сто flл из 16 ком пью те о‚ н‡ б‡ зе по -

цес со о‚ 486DX4 с т‡к то ‚ой ч‡ с то той 100 MHz. К‡ж ‰ый узел имел 16 Mb

опе ‡ ти‚ ной п‡ мfl ти. С‚flзь уз ло‚ обес пе чи ‚‡ л‡сь те мfl п‡ ‡л лель но ‡ -

бо т‡‚ ши ми 10 Mbit/s се те ‚ы ми ‡‰‡п те ‡ ми. Кл‡ с те функ ци о ни о ‚‡л по‰

уп ‡‚ ле ни ем опе ‡ ци он ной си с те мы Linux, ис поль зо ‚‡л GNU-ком пи лfl -

то и по‰ ‰е жи ‚‡л п‡ ‡л лель ные по „‡м мы н‡ ос но ‚е MPI. По цес со ы

уз ло‚ кл‡ с те ‡ бы ли слиш ком бы с т ы ми по с‡‚ не нию с по пу ск ной

спо соб но с тью обыч ной се ти Ethernet, по это му ‰лfl б‡ л‡н си о‚ ки си с те мы

Дон Бе ке пе е пи с‡л ‰‡й ‚е ы Ethernet по‰ Linux ‰лfl со з‰‡ ниfl ‰уб ли о -

‚‡н ных к‡ н‡ ло‚ и ‡с пе ‰е ле ниfl се те ‚о „о т‡ фи к‡.

И‰еfl «со бе и су пе ком пь ю те с‚о и ми у к‡ ми» бы с т о пи шл‡сь

по ‚ку су, ‚ пе ‚ую оче е‰ь ‡к‡ ‰е ми че с ко му со об ще ст ‚у. Ис поль зо ‚‡ ние

ти по ‚ых м‡с со ‚о ‚ы пу с к‡ ю щих сfl ком по ненто‚, к‡к ‡п п‡ ‡т ных, т‡к и

по „‡мм ных, ‚е ло к зн‡ чи тель но му умень ше нию сто и мо с ти ‡з ‡ бот -

ки и ‚не ‰ е ниfl си с те мы. Вме с те с тем по из ‚о ‰и тель ность по лу ч‡ ю ще -

„о сfl ‚ы чис ли тель но „о ком плек с‡ бы л‡ ‚пол не ‰о ст‡ точ ной ‰лfl е ше ниfl

су ще ст ‚ен но „о ко ли че ст ‚‡ з‡ ‰‡ч, те бо ‚‡‚ ших боль шо „о объ е м‡ ‚ы чис -

ле ний. Си с те мы кл‡с с‡ «кл‡ с те Beowulf» ст‡ ли по fl‚ лflть сfl по ‚се му

ми у.

Че ты е „о ‰fl спу с тfl ‚ Лос-Ал‡ мос ской н‡ ци о н‡ль ной л‡ бо ‡ то ии

(США) ‡с т о фи зик М‡йкл Уо ен и ‰у „ие уче ные из „уп пы те о е ти че -

с кой ‡с т о фи зи ки по ст о и ли су пе ком пь ю те Avalon, ко то ый пе‰ ст‡‚ -

лflл со бой Linux-кл‡ с те н‡ б‡ зе по цес со о‚ Alpha 21164A с т‡к то ‚ой ч‡ -

с то той 533 MHz. Пе ‚о н‡ ч‡ль но ‚клю ч‡‚ ший 68 по цес со о‚, по з‰ нее

Avalon был ‡с ши ен ‰о 140. К‡ж ‰ый узел со ‰е ж‡л 256 Mb опе ‡ ти‚ ной
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п‡ мfl ти, 3 Gb ‰ис ко ‚ой п‡ мfl ти, Fast Ethernet card. Об щ‡fl сто и мость по -

ек т‡ Avalon со ст‡ ‚и л‡ чуть бо лее 300 тыс. ‰олл.

Н‡ мо мент ‚‚о ‰‡ ‚ стой пол ной ‚е сии (осень 1998 „о ‰‡) с пи ко ‚ой

по из ‚о ‰и тель но с тью ‚ 149 GFlops и по к‡ з‡н ной н‡ те с те LINPACK по -

из ‚о ‰и тель но с тью 48,6 GFlops кл‡ с те з‡ нflл 113-е ме с то ‚ спи с ке Top 500.

В том же „о ‰у н‡ с‡ мой пе стиж ной кон фе ен ции ‚ об л‡ с ти ‚ы со ко -

по из ‚о ‰и тель ных ‚ы чис ле ний Supercomputing'98 со з‰‡ те ли Avalon

получили пе ‚ую пе мию ‚ но ми н‡ ции «н‡ и луч шее от но ше ние це -

н‡/по из ‚о ‰и тель ность».

В н‡ сто fl щее ‚е мfl по‰ кл‡ с те ом ти п‡ Beowulf по ни м‡ ет сfl си с те м‡,

ко то ‡fl со сто ит из о‰ но „о се ‚е но „о уз л‡ и о‰ но „о или бо лее кли ент ских

уз ло‚, со е‰и нен ных пи по мо щи Ethernet или не ко то ой ‰у „ой се ти. Это

си с те м‡, по ст о ен н‡fl из „о то ‚ых се ий но ‚ы пу с к‡ ю щих сfl по мы ш лен -

ных ком по ненто‚, н‡ ко то ых мо жет ‡ бо т‡ть ОС Linux, ст‡н ‰‡т ных

‡‰‡п те о‚ Ethernet и ком му т‡ то о‚. Он‡ не со ‰е жит спе ци фи че с ких ‡п -

п‡ ‡т ных ком по ненто‚ и ле„ ко ‚ос по из ‚о ‰и м‡. Се ‚е ный узел уп ‡‚ -

лfl ет ‚сем кл‡ с те ом и fl‚ лfl ет сfl ф‡йл-се ‚е ом ‰лfl кли ент ских уз ло‚. Он

т‡к же fl‚ лfl ет сfl кон со лью кл‡ с те ‡ и шлю зом ‚о ‚неш нюю сеть. Боль шие

си с те мы Beowulf мо „ут иметь бо лее о‰ но „о се ‚е но „о уз л‡, ‡ т‡к же, ‚оз -

мож но, спе ци ‡ ли зи о ‚‡н ные уз лы, н‡ пи ме кон со ли или ст‡н ции мо -

ни то ин „‡. В боль шин ст ‚е слу ч‡ е‚ кли ент ские уз лы ‚ Beowulf п‡с си‚ ны.

Они кон фи „у и у ют сfl и уп ‡‚ лfl ют сfl се ‚е ны ми уз л‡ ми и ‚ы пол нfl ют

толь ко то, что пе‰ пи с‡ но се ‚е ным уз лом.

1.2.2.2. Кл‡ с те AC3 Velocity Cluster

Кл‡ с те AC3 Velocity Cluster, ус т‡ но‚ лен ный ‚ Ко нель ском уни ‚е си -

те те (США) (http://www.tc.cornell.edu), ст‡л е зуль т‡ том со‚ ме ст ной ‰е fl -

тель но с ти уни ‚е си те т‡ и кон со ци у м‡ AC3 (Advanced Cluster Computing

Consortium), об ‡ зо ‚‡н но „о ком п‡ ни fl ми Dell, Intel, Microsoft, Giganet и еще

15 по из ‚о ‰и те лfl ми ПО с це лью ин те „ ‡ ции ‡з лич ных тех но ло „ий ‰лfl со -

з‰‡ ниfl кл‡ с те ных ‡ хи тек ту ‰лfl учеб ных и „о су ‰‡ ст ‚ен ных уч еж ‰е ний.

Со ст‡‚ кл‡ с те ‡:

• 64 че ты ех по цес со ных се ‚е ‡ Dell PowerEdge 6350 н‡ б‡ зе Intel

Pentium III Xeon 500 MHz, 4 GB RAM, 54 GB HDD, 100 Mbit Ethernet

card;

• 1 ‚ось ми по цес со ный се ‚е Dell PowerEdge 6350 н‡ б‡ зе Intel Pen-

tium III Xeon 550 MHz, 8 GB RAM, 36 GB HDD, 100 Mbit Ethernet card.

Че ты ех по цес со ные се ‚е ы смон ти о ‚‡ ны по ‚о семь штук н‡

стой ку и ‡ бо т‡ ют по‰ уп ‡‚ ле ни ем ОС Microsoft Windows NT 4.0 Server

Enterprise Edition. Меж ‰у се ‚е ‡ ми ус т‡ но‚ ле но со е‰и не ние н‡ ско о сти

100 Мб‡йт/c че ез Cluster Switch ком п‡ нии Giganet.

Кус
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З‡ ‰‡ ниfl ‚ кл‡ с те е уп ‡‚ лfl ют сfl с по мо щью Cluster ConNTroller, со -

з‰‡н но„о ‚ Ко нель ском уни ‚е си те те. Пи ко ‚‡fl по из ‚о ‰и тель ность AC3

Velocity со ст‡‚ лfl ет 122 GFlops пи сто и мо с ти ‚ 4 – 5 ‡з мень ше, чем у су -

пе ком пь ю те о‚ с ‡н‡ ло „ич ны ми по к‡ з‡ те лfl ми.

Н‡ мо мент ‚‚о ‰‡ ‚ стой (ле то 2000 „о ‰‡) кл‡ с те с по к‡ з‡ те лем по -

из ‚о ‰и тель но с ти н‡ те с те LINPACK ‚ 47 GFlops з‡ ни м‡л 381-ю сто ку

спи с к‡ Top 500.

1.2.2.3. Кл‡ с те NCSA NT Supercluster

В 2000 „о ‰у ‚ Н‡ ци о н‡ль ном цен т е су пе ком пь ю те ных тех но ло „ий

(NCSA – National Center for Supercomputing Applications) н‡ ос но ‚е ‡ бо чих

ст‡н ций Hewlett-Packard Kayak XU PC workstation (http://www.hp.com/desk-

tops/kayak/) был со б‡н еще о‰ин кл‡ с те, ‰лfl ко то о „о ‚ к‡ че ст ‚е опе ‡ -

ци он ной си с те мы бы л‡ ‚ы б‡ н‡ ОС Microsoft Windows. Не ‰ол „о ‰у м‡fl,

‡з ‡ бот чи ки ок е с ти ли е„о NT Supercluster (http://archive.ncsa.uiuc.edu/

SCD/Hardware/NTCluster/).

Н‡ мо мент ‚‚о ‰‡ ‚ стой кл‡ с те с по к‡ з‡ те лем по из ‚о ‰и тель но с ти

н‡ те с те LINPACK ‚ 62 GFlops и пи ко ‚ой по из ‚о ‰и тель но с тью ‚ 140

GFlops з‡ ни м‡л 207-ю сто ку спи с к‡ Top 500.

Кл‡ с те по ст о ен из 38 ‰‚у по цес со ных се ‚е о‚ н‡ б‡ зе Intel

Pentium III Xeon 550 MHz, 1 Gb RAM, 7.5 Gb HDD, 100 Mbit Ethernet card.

С‚flзь меж ‰у уз л‡ ми ос но ‚‡ н‡ н‡ се ти Myrinet (http://www.myri.com/

myrinet/index.html).

По „‡мм ное обес пе че ние кл‡ с те ‡:

• опе ‡ ци он н‡fl си с те м‡ – Microsoft Windows NT 4.0;

• ком пи лfl то ы – Fortran77, C/C++;

• уо ‚ень пе е ‰‡ чи со об ще ний ос но ‚‡н н‡ HPVM (http://www-csag.

ucsd.edu/projects/clusters.html).

1.2.2.4. Кл‡ с те Thunder

В н‡ сто fl щий мо мент чис ло си с тем, со б‡н ных н‡ ос но ‚е по цес со -

о‚ ко по ‡ ции Intel и пе‰ ст‡‚ лен ных ‚ спи с ке Top 500, со ст‡‚ лfl ет 318.

С‡ мый мощ ный су пе ком пь ю те, пе‰ ст‡‚ лfl ю щий со бой кл‡ с те н‡ ос -

но ‚е Intel Itanium2, ус т‡ но‚ лен ‚ Ли ‚е мо ской н‡ ци о н‡ль ной л‡ бо ‡ то -

ии (США).

Ап п‡ ‡т н‡fl кон фи „у ‡ циfl кл‡ с те ‡ Thunder (http://www.llnl.gov/

linux/thunder/):

• 1024 се ‚е ‡, по 4 по цес со ‡ Intel Itanium 1.4 GHz ‚ к‡ж ‰ом;

• 8 Gb опе ‡ ти‚ ной п‡ мfl ти н‡ узел;

• об щ‡fl ем кость ‰ис ко ‚ой си с те мы 150 Tb.
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По „‡мм ное обес пе че ние:

• опе ‡ ци он н‡fl си с те м‡ CHAOS 2.0;

• се ‰‡ п‡ ‡л лель но „о по „‡м ми о ‚‡ ниfl MPICH2;

• от л‡‰ чик п‡ ‡л лель ных по „‡мм TotalView;

• Intel и GNU Fortran, C/C++ ком пи лfl то ы.

В ‰‡н ное ‚е мfl кл‡ с те Thunder з‡ ни м‡ ет 5-ю по зи цию спи с к‡ 

Top 500 (н‡ мо мент ус т‡ но‚ ки – ле то 2004 „о ‰‡ – з‡ ни м‡л 2-ю сто ку) с

пи ко ‚ой по из ‚о ‰и тель но с тью 22938 GFlops и м‡к си м‡ль но по к‡ з‡н ной

н‡ те с те LINPACK 19940 Gflops.

1.2.3. Вы со ко по из ‚о ‰и тель ный ‚ы чис ли тель ный 

кл‡ с те ННГУ 

В к‡ че ст ‚е сле ‰у ю ще „о пи ме ‡ ‡с смо т им ‚ы чис ли тель ный кл‡ с -

те Ни же „о о‰ ско „о уни ‚е си те т‡, обо у ‰о ‚‡ ние ‰лfl ко то о „о бы ло пе -

е ‰‡ но ‚ ‡м к‡х Ак‡ ‰е ми че с кой по „‡м мы Ин тел ‚ 2001 „. В со ст‡‚ кл‡ -

с те ‡ ‚хо ‰flт (см. ис. 1.3): 

• 2 ‚ы чис ли тель ных се ‚е ‡, к‡ж ‰ый из ко то ых име ет 4 по цес со ‡

Intel Pentium III 700 MHZ, 512 MB RAM, 10 GB HDD, 1 Gbit

Ethernet card;

• 12 ‚ы чис ли тель ных се ‚е о‚, к‡ж ‰ый из ко то ых име ет 2 по цес -

со ‡ Intel Pentium III 1000 MHZ, 256 MB RAM, 10 GB HDD, 1 Gbit

Ethernet card;

• 12 ‡ бо чих ст‡н ций н‡ б‡ зе по цес со ‡ Intel Pentium 4 1300 MHZ,

256 MB RAM, 10 GB HDD, 10/100 Fast Ethernet card.

Сле ‰у ет от ме тить, что ‚ е зуль т‡ те пе е ‰‡ чи по ‰об но „о обо у ‰о ‚‡ ниfl

Ни же „о о‰ ский „о су ни ‚е си тет ок‡ з‡л сfl пе ‚ым ‚у зом ‚ Вос точ ной Е‚ о -

пе, ос н‡ щен ным ПК н‡ б‡ зе но ‚ей ше „о по цес со ‡ Intel®Pentium®4. По -

‰об ное ‰о сти же ние fl‚ лfl ет сfl ‰о пол ни тель ным по‰ т‚еж ‰е ни ем скл‡ ‰ы ‚‡ ю -

ще „о сfl пло ‰о т‚о но „о со ту‰ ни че ст ‚‡ ННГУ и ко по ‡ ции Ин тел.

В‡ж ной от ли чи тель ной осо бен но с тью кл‡ с те ‡ fl‚ лfl ет сfl е„о не о‰ но -

о‰ ность („е те о „ен ность). В со ст‡‚ кл‡ с те ‡ ‚хо ‰flт ‡ бо чие ме с т‡, ос н‡ -

щен ные по цес со ‡ ми Intel Pentium 4 и со е‰и нен ные от но си тель но ме‰ -

лен ной се тью (100 Мбит), ‡ т‡к же ‚ы чис ли тель ные 2- и 4-по цес со ные

се ‚е ы, об мен ‰‡н ны ми меж ‰у ко то ы ми ‚ы пол нfl ет сfl пи по мо щи бы -

с т ых к‡ н‡ ло‚ пе е ‰‡ чи ‰‡н ных (1000 Мбит). В е зуль т‡ те кл‡ с те мо жет

ис поль зо ‚‡ть сfl не толь ко ‰лfl е ше ниfl слож ных ‚ы чис ли тель но-ту ‰о -

ем ких з‡ ‰‡ч, но т‡к же и ‰лfl по ‚е ‰е ниfl ‡з лич ных экс пе и мен то‚ по ис -

сле ‰о ‚‡ нию мно „о по цес со ных кл‡ с те ных си с тем и п‡ ‡л лель ных ме -

то ‰о‚ е ше ниfl н‡ уч но-тех ни че с ких з‡ ‰‡ч.

В к‡ че ст ‚е си с тем ной пл‡т фо мы ‰лfl по ст о е ниfl кл‡ с те ‡ ‚ы б‡ ны

со ‚е мен ные опе ‡ ци он ные си с те мы се мей ст ‚‡ Microsoft Windows (‰лfl
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по ‚е ‰е ниfl от ‰ель ных экс пе и мен то‚ име ет сfl ‚оз мож ность ис поль зо ‚‡ -

ниfl ОС Unix). Т‡ кой ‚ы бо оп е ‰е лfl ет сfl fl ‰ом пи чин:

• опе ‡ ци он ные си с те мы се мей ст ‚‡ Microsoft Windows (т‡к же к‡к и

ОС Unix) ши о ко ис поль зу ют сfl ‰лfl по ст о е ниfl кл‡ с те о‚; пи чем

ес ли ‡нь ше пи ме не ние ОС Unix ‰лfl этих це лей бы ло пе об л‡ ‰‡ -

ю щим си с тем ным е ше ни ем, то ‚ н‡ сто fl щее ‚е мfl тен ‰ен ци ей fl‚ -

лfl ет сfl у‚е ли че ние чис л‡ со з‰‡ ‚‡ е мых кл‡ с те о‚ по‰ уп ‡‚ ле ни ем

ОС Microsoft Windows (см., н‡ пи ме, www.tc.cornell.edu/ac3/,

www.windowclusters.org и ‰.);

• ‡з ‡ бот к‡ пи кл‡‰ но „о по „‡мм но „о обес пе че ниfl ‚ы пол нfl ет сfl

пе иму ще ст ‚ен но с ис поль зо ‚‡ ни ем ОС Microsoft Windows;

• ко по ‡ циfl Microsoft по fl‚и л‡ з‡ ин те е со ‚‡н ность ‚ со з‰‡ нии по -

‰об но „о кл‡ с те ‡ и пе е ‰‡ л‡ ‚ ННГУ ‰лfl по‰ ‰еж ки ‡ бот ‚се не -

об хо ‰и мое по „‡мм ное обес пе че ние (ОС MS Windows 2000

Professional, ОС MS Windows 2000 Advanced Server и ‰.).

В е зуль т‡ те пи нfl тых е ше ний по „‡мм ное обес пе че ние н‡ мо -

мент ус т‡ но‚ ки кл‡ с те ‡ fl‚ лfl лось сле ‰у ю щим:

• ‚ы чис ли тель ные се ‚е ы ‡ бо т‡ ют по‰ уп ‡‚ ле ни ем ОС Microsoft®

Windows® 2000 Advanced Server; н‡ ‡ бо чих ме с т‡х ‡з ‡ бот чи ко‚

ус т‡ но‚ ле н‡ ОС Microsoft® Windows® 2000 Professional;

• ‚ к‡ че ст ‚е се‰ ‡з ‡ бот ки пи ме нfl ют сfl Microsoft® Visual Studio

6.0; ‰лfl ‚ы пол не ниfl ис сле ‰о ‚‡ тель ских экс пе и мен то‚ ‚оз мож но

ис поль зо ‚‡ ние ком пи лfl то ‡ Intel® C++ Compiler 5.0, ‚ст‡ и ‚‡ е -

мо „о ‚ се ‰у Microsoft® Visual Studio;
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• н‡ ‡ бо чих ме с т‡х ‡з ‡ бот чи ко‚ ус т‡ но‚ ле ны биб ли о те ки:

— Plapack 3.0 (см. www.cs.utexas.edu/users/plapack);

— MKL (см. developer.intel.com/software/products/mkl/index.htm);

• ‚ к‡ че ст ‚е се‰ст‚ пе е ‰‡ чи ‰‡н ных меж ‰у по цес со ‡ ми ус т‡ но‚ -

ле ны ‰‚е е ‡ ли з‡ ции ст‡н ‰‡ т‡ MPI:

— Argonne MPICH (www.unix.mcs.anl.gov/mpi/MPICH/);

— MP-MPICH (www.lfbs.rwth-aachen.de/~joachim/MP-MPICH.html);

• ‚ опыт ной экс плу ‡ т‡ ции н‡ хо ‰ит сfl си с те м‡ ‡з ‡ бот ки п‡ ‡л лель -

ных по „‡мм DVM (см. www.keldysh.ru/dvm/).

В 2006 „о‰у ‚ ‡м к‡х ин но ‚‡ ци он ной об ‡ зо ‚‡ тель ной по „‡м мы

Ни же „о о‰ ско „о уни ‚е си те т‡ Пи ои тет но „о н‡ ци о н‡ль но „о по ек т‡

«Об ‡ зо ‚‡ ние» бы л‡ ‚ы пол не н‡ мо‰е ни з‡ циfl ‚ы чис ли тель но „о кл‡ с те ‡

ННГУ, ‚ е зуль т‡ те пи ко ‚‡fl по из ‚о ‰и тель ность кл‡ с те ‡ бы л‡ ‰о ‚е ‰е н‡

‰о 3000 Gflops.

1.3. Кл‡с си фи к‡ циfl ‚ы чис ли тель ных си с тем

О‰ ним из н‡ и бо лее ‡с по ст ‡ нен ных спо со бо‚ кл‡с си фи к‡ ции

ЭВМ fl‚ лfl ет сfl си с те м‡ ти к‡ Флин н‡ (Flynn), ‚ ‡м к‡х ко то ой ос но‚ ное

‚ни м‡ ние пи ‡н‡ ли зе ‡ хи тек ту ы ‚ы чис ли тель ных си с тем у‰е лfl ет сfl

спо со б‡м ‚з‡ и мо ‰ей ст ‚иfl по сле ‰о ‚‡ тель но с тей (по то ко‚) ‚ы пол нfl е мых

ко м‡н‰ и об ‡ б‡ ты ‚‡ е мых ‰‡н ных. Пи т‡ ком по‰ хо ‰е ‡з ли ч‡ ют сле ‰у -

ю щие ос но‚ ные ти пы си с тем (см. [2, 31, 59]):

• SISD (Single Instruction, Single Data) – си с те мы, ‚ ко то ых су ще ст -

‚у ет о‰и ноч ный по ток ко м‡н‰ и о‰и ноч ный по ток ‰‡н ных. К т‡ ко -

му ти пу мож но от не с ти обыч ные по сле ‰о ‚‡ тель ные ЭВМ;

• SIMD (Single Instruction, Multiple Data) – си с те мы c о‰и ноч ным

по то ком ко м‡н‰ и мно же ст ‚ен ным по то ком ‰‡н ных. По ‰об ный

кл‡сс со ст‡‚ лfl ют мно „о по цес со ные ‚ы чис ли тель ные си с те мы, ‚

ко то ых ‚ к‡ж ‰ый мо мент ‚е ме ни мо жет ‚ы пол нflть сfl о‰ н‡ и т‡

же ком‡н ‰‡ ‰лfl об ‡ бот ки не сколь ких ин фо м‡ ци он ных эле мен -

то‚; т‡ кой ‡ хи тек ту ой об л‡ ‰‡ ют, н‡ пи ме, мно „о по цес со ные

си с те мы с е‰и ным ус т ой ст ‚ом уп ‡‚ ле ниfl. Этот по‰ хо‰ ши о ко

ис поль зо ‚‡л сfl ‚ пе‰ ше ст ‚у ю щие „о ‰ы (си с те мы ILLIAC IV или

CM-1 ком п‡ нии Thinking Machines), ‚ по сле‰ нее ‚е мfl е„о пи ме -

не ние о„ ‡ ни че но, ‚ ос но‚ ном, со з‰‡ ни ем спе ци ‡ ли зи о ‚‡н ных

си с тем;

• MISD (Multiple Instruction, Single Data) – си с те мы, ‚ ко то ых су ще ст -

‚у ет мно же ст ‚ен ный по ток ко м‡н‰ и о‰и ноч ный по ток ‰‡н ных. От -

но си тель но это „о ти п‡ си с тем нет е‰и но „о мне ниfl: fl‰ спе ци ‡ ли с то‚

счит‡ет, что пи ме о‚ кон кет ных ЭВМ, со от ‚ет ст ‚у ю щих ‰‡н но му

Кус

36

Теоиfl и п‡ктик‡ п‡‡ллельных ‚ычислений



ти пу ‚ы чис ли тель ных си с тем, не су ще ст ‚у ет и ‚‚е ‰е ние по ‰об но „о

кл‡с с‡ пе‰ пи ни м‡ ет сfl ‰лfl пол но ты кл‡с си фи к‡ ции; ‰у „ие же от -

но сflт к ‰‡н но му ти пу, н‡ пи ме, си с то ли че с кие ‚ы чис ли тель ные си с -

те мы (см. [51, 52]) или си с те мы с кон ‚ей е ной об ‡ бот кой ‰‡н ных;

• MIMD (Multiple Instruction, Multiple Data) – си с те мы c мно же ст -

‚ен ным по то ком ко м‡н‰ и мно же ст ‚ен ным по то ком ‰‡н ных. К по -

‰об но му кл‡с су от но сит сfl боль шин ст ‚о п‡ ‡л лель ных мно „о по -

цес со ных ‚ы чис ли тель ных си с тем.

Сле ‰у ет от ме тить, что хо тfl си с те м‡ ти к‡ Флин н‡ ши о ко ис поль зу ет сfl

пи кон ке ти з‡ ции ти по‚ ком пью те ных си с тем, т‡ к‡fl кл‡с си фи к‡ циfl

пи ‚о ‰ит к то му, что п‡к ти че с ки ‚се ‚и ‰ы п‡ ‡л лель ных си с тем (не смо т fl

н‡ их су ще ст ‚ен ную ‡з но о‰ ность) ок‡ зы ‚‡ ют сfl от не се ны к о‰ ной „уп пе

MIMD. К‡к е зуль т‡т, мно „и ми ис сле ‰о ‚‡ те лfl ми пе‰ пи ни м‡ лись не о‰ -

но к‡т ные по пыт ки ‰е т‡ ли з‡ ции си с те м‡ ти ки Флин н‡. Т‡к, н‡ пи ме, ‰лfl

кл‡с с‡ MIMD пе‰ ло же н‡ п‡к ти че с ки об ще пиз н‡н н‡fl стук ту н‡fl схе м‡

(см. [24,75]), ‚ ко то ой ‰‡ль ней шее ‡з ‰е ле ние ти по‚ мно „о по цес со ных

си с тем ос но ‚ы ‚‡ ет сfl н‡ ис поль зу е мых спо со б‡х о „‡ ни з‡ ции опе ‡ ти‚ ной

п‡ мfl ти ‚ этих си с те м‡х (см. ис. 1.4). Т‡ кой по‰ хо‰ поз ‚о лfl ет ‡з ли ч‡ть ‰‚‡

‚‡ж ных ти п‡ мно „о по цес со ных си с тем – multiprocessors (муль ти по цес со -

ы или си с те мы с об щей ‡з ‰е лfl е мой п‡ мfl тью) и multicomputers (муль ти ком -

пь ю те ы или си с те мы с ‡с пе ‰е лен ной п‡ мfl тью).
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1.3.1. Муль ти по цес со ы

Длfl ‰‡ль ней шей си с те м‡ ти ки муль ти по цес со о‚ учи ты ‚‡ ет сfl спо соб

по ст о е ниfl об щей п‡ мfl ти. Пе‚ый ‚озможный ‚‡и‡нт – ис поль зо ‚‡ ние

е‰и ной (цен т ‡ ли зо ‚‡н ной) об щей п‡ мfl ти (shared memory) (см. ис. 1.5 ‡).

Т‡ кой по‰ хо‰ обес пе чи ‚‡ ет о‰ но о‰ ный ‰о ступ к п‡ мfl ти (uniform memory

access или UMA) и слу жит ос но ‚ой ‰лfl по ст о е ниfl ‚ек то ных п‡ ‡л лель ных

по цес со о‚ (parallel vector processor или PVP) и сим ме т ич ных муль ти по цес -

со о‚ (symmetric multiprocessor или SMP). Се ‰и пи ме о‚ пе ‚ой „уп пы —

су пе ком пь ю те Cray T90, ко ‚то ой „уп пе от но сflт сfl IBM eServer, Sun

StarFire, HP Superdome, SGI Origin и ‰.

О‰ ной из ос но‚ ных по блем, ко то ые ‚оз ни к‡ ют пи о „‡ ни з‡ ции

п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний н‡ т‡ ко „о ти п‡ си с те м‡х, fl‚ лfl ет сfl ‰о ступ с ‡з -

ных по цес со о‚ к об щим ‰‡н ным и обес пе че ние, ‚ с‚fl зи с этим, о‰ но зн‡ч -

но с ти (ко „е ент но с ти) со ‰е жи мо „о ‡з ных кэ шей (cache coherence problem).

Де ло ‚ том, что пи н‡ ли чии об щих ‰‡н ных ко пии зн‡ че ний о‰ них и тех же

пе е мен ных мо „ут ок‡ з‡ть сfl ‚ кэ ш‡х ‡з ных по цес со о‚. Ес ли ‚ т‡ кой си -

ту ‡ ции (пи н‡ ли чии ко пий об щих ‰‡н ных) о‰ин из по цес со о‚ ‚ы пол нит

из ме не ние зн‡ че ниfl ‡з ‰е лfl е мой пе е мен ной, то зн‡ че ниfl ко пий ‚ кэ ш‡х

‰у „их по цес со о‚ ок‡ жут сfl не со от ‚ет ст ‚у ю щи ми ‰ей ст ‚и тель но с ти и их

ис поль зо ‚‡ ние пи ‚е ‰ет к не ко ект но с ти ‚ы чис ле ний. Обес пе че ние о‰ -

но зн‡ч но с ти кэ шей обыч но е ‡ ли зу ет сfl н‡ ‡п п‡ ‡т ном уо‚ не – ‰лfl это „о

по сле из ме не ниfl зн‡ че ниfl об щей пе е мен ной ‚се ко пии этой пе е мен ной

‚ кэ ш‡х от ме ч‡ ют сfl к‡к не ‰ей ст ‚и тель ные и по сле ‰у ю щий ‰о ступ к пе е -
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мен ной по те бу ет обfl з‡ тель но „о об ‡ ще ниfl к ос но‚ ной п‡ мfl ти. Сле ‰у ет

от ме тить, что не об хо ‰и мость обес пе че ниfl ко „е ент но с ти пи ‚о ‰ит к не ко -

то о му сни же нию ско о сти ‚ы чис ле ний и з‡ ту‰ нfl ет со з‰‡ ние си с тем с

‰о ст‡ точ но боль шим ко ли че ст ‚ом по цес со о‚.

Н‡ ли чие об щих ‰‡н ных пи п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ниflх пи ‚о ‰ит к

не об хо ‰и мо с ти син хо ни з‡ ции ‚з‡ и мо ‰ей ст ‚иfl о‰ но ‚е мен но ‚ы пол нfl е мых

по то ко‚ ко м‡н‰. Т‡к, н‡ пи ме, ес ли из ме не ние об щих ‰‡н ных те бу ет ‰лfl

с‚о е „о ‚ы пол не ниfl не ко то ой по сле ‰о ‚‡ тель но с ти ‰ей ст ‚ий, то не об хо ‰и -

мо обес пе чить ‚з‡ и мо ис клю че ние (mutual exclusion), что бы эти из ме не ниfl ‚

лю бой мо мент ‚е ме ни мо„ ‚ы пол нflть толь ко о‰ин ко м‡н‰ ный по ток. З‡ -

‰‡ чи ‚з‡ и мо ис клю че ниfl и син хо ни з‡ ции от но сflт сfl к чис лу кл‡с си че с ких

по блем, и их ‡с смо т е ние пи ‡з ‡ бот ке п‡ ‡л лель ных по „‡мм fl‚ лfl -

ет сfl о‰ ним из ос но‚ ных ‚о по со‚ п‡ ‡л лель но „о по „‡м ми о ‚‡ ниfl.

Об щий ‰о ступ к ‰‡н ным мо жет быть обес пе чен и пи фи зи че с ки

‡с пе ‰е лен ной п‡ мfl ти (пи этом, ес те ст ‚ен но, ‰ли тель ность ‰о сту п‡

уже не бу ‰ет о‰и н‡ ко ‚ой ‰лfl ‚сех эле мен то‚ п‡ мfl ти) (см. ис. 1.5 б). Т‡ -

кой по‰ хо‰ име ну ет сfl не о‰ но о‰ ным ‰о сту пом к п‡ мfl ти (non-uniform

memory access или NUMA). Се ‰и си с тем с т‡ ким ти пом п‡ мfl ти ‚ы ‰е лfl ют:

• системы, ‚ ко то ых ‰лfl пе‰ ст‡‚ ле ниfl ‰‡н ных ис поль зу ет сfl толь ко

ло к‡ль н‡fl кэш-п‡ мflть име ю щих сfl по цес со о‚ (cache-only memory

architecture или COMA); пи ме ‡ ми fl‚ лfl ют сfl KSR-1 и DDM;

• си с те мы, ‚ ко то ых обес пе чи ‚‡ ет сfl ко „е ент ность ло к‡ль ных кэ -

шей ‡з ных по цес со о‚ (cache-coherent NUMA или CC-NUMA);

се ‰и т‡ ких си с тем: SGI Origin 2000, Sun HPC 10000, IBM/Sequent

NUMA-Q 2000;

• си с те мы, ‚ ко то ых обес пе чи ‚‡ ет сfl об щий ‰о ступ к ло к‡ль ной п‡ -

мfl ти ‡з ных по цес со о‚ без по‰ ‰еж ки н‡ ‡п п‡ ‡т ном уо‚ не ко -

„е ент но с ти кэ ш‡ (non-cache coherent NUMA или NCC-NUMA); н‡ -

пи ме, си с те м‡ Cray T3E.

Ис поль зо ‚‡ ние ‡с пе ‰е лен ной об щей п‡ мfl ти (distributed shared

memory или DSM) уп о щ‡ ет по бле мы со з‰‡ ниfl муль ти по цес со о‚ (из -

‚е ст ны пи ме ы си с тем с не сколь ки ми ты сfl ч‡ ми по цес со о‚), о‰ н‡ ко

‚оз ни к‡ ю щие пи этом по бле мы эф фек ти‚ но „о ис поль зо ‚‡ ниfl ‡с пе -

‰е лен ной п‡ мfl ти (‚е мfl ‰о сту п‡ к ло к‡ль ной и у‰‡ лен ной п‡ мfl ти мо жет

‡з ли ч‡ть сfl н‡ не сколь ко по fl‰ ко‚) пи ‚о ‰flт к су ще ст ‚ен но му по ‚ы ше -

нию слож но с ти п‡ ‡л лель но „о по „‡м ми о ‚‡ ниfl.

1.3.2. Муль ти ком пь ю те ы

Муль ти ком пь ю те ы (мно „о по цес со ные си с те мы с ‡с пе ‰е лен ной

п‡ мfl тью) уже не обес пе чи ‚‡ ют об ще„о ‰о ступ‡ ко ‚сей име ю щей сfl ‚ си -

с те м‡х п‡ мfl ти (no-remote memory access или NORMA) (см. ис. 1.6). Пи
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‚сей схо же с ти по ‰об ной ‡ хи тек ту ы с си с те м‡ ми с ‡с пе ‰е лен ной об -

щей п‡ мfl тью (ис. 1.5б), муль ти ком пь ю те ы име ют пин ци пи ‡ль ное от -

ли чие: к‡ж ‰ый по цес со си с те мы мо жет ис поль зо ‚‡ть толь ко с‚ою ло -

к‡ль ную п‡ мflть, ‚ то ‚е мfl к‡к ‰лfl ‰о сту п‡ к ‰‡н ным, ‡с по л‡ „‡ е мым н‡

‰у „их по цес со ‡х, не об хо ‰и мо fl‚ но ‚ы пол нить опе ‡ ции пе е ‰‡ чи со об -

ще ний (message passing operations). Д‡н ный по‰ хо‰ пи ме нfl ет сfl пи по ст -

о е нии ‰‚ух ‚‡ж ных ти по‚ мно „о по цес со ных ‚ы чис ли тель ных си с тем

(см. ис. 1.4) — м‡с си‚ но-п‡ ‡л лель ных си с тем (massively parallel processor

или MPP) и кл‡ с те о‚ (clusters). Се ‰и пе‰ ст‡ ‚и те лей пе ‚о „о ти п‡ си с -

тем — IBM RS/6000 SP2, Intel PARAGON, ASCI Red, т‡нс пью те ные си -

с те мы Parsytec и ‰.; пи ме ‡ ми кл‡ с те о‚ fl‚ лfl ют сfl, н‡ пи ме, си с те мы

AC3 Velocity и NCSA NT Supercluster.

Сле ‰у ет от ме тить чез ‚ы ч‡й но бы с т ое ‡з ‚и тие мно „о по цес со -

ных ‚ы чис ли тель ных си с тем кл‡ с те но „о ти п‡ – об щ‡fl х‡ ‡к те и с ти к‡

‰‡н но „о по‰ хо ‰‡ пи ‚е ‰е н‡, н‡ пи ме, ‚ об зо е [19]. По‰ кл‡ с те ом

обыч но по ни м‡ ет сfl (см. [60,76]) мно же ст ‚о от ‰ель ных ком пью те о‚,

объ е ‰и нен ных ‚ сеть, ‰лfl ко то ых пи по мо щи спе ци ‡ль ных ‡п п‡ ‡т но-

по „‡мм ных се‰ст‚ обес пе чи ‚‡ ет сfl ‚оз мож ность уни фи ци о ‚‡н но „о

уп ‡‚ ле ниfl (single system image), н‡ ‰еж но „о функ ци о ни о ‚‡ ниfl (availabil-

ity) и эф фек ти‚ но „о ис поль зо ‚‡ ниfl (performance). Кл‡ с те ы мо „ут быть

об ‡ зо ‚‡ ны н‡ б‡ зе уже су ще ст ‚у ю щих у по те би те лей от ‰ель ных ком -

пью те о‚ ли бо же скон ст у и о ‚‡ ны из ти по ‚ых ком пью те ных эле мен -
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то‚, что обыч но не те бу ет зн‡ чи тель ных фи н‡н со ‚ых з‡ т‡т. Пи ме не -

ние кл‡ с те о‚ мо жет т‡к же ‚ не ко то ой сте пе ни ус т ‡ нить по бле мы,

с‚fl з‡н ные с ‡з ‡ бот кой п‡ ‡л лель ных ‡л „о ит мо‚ и по „‡мм, по -

сколь ку по ‚ы ше ние ‚ы чис ли тель ной мощ но с ти от ‰ель ных по цес со о‚

поз ‚о лfl ет сто ить кл‡ с те ы из с‡‚ ни тель но не боль шо „о ко ли че ст ‚‡

(не сколь ко ‰е сflт ко‚) от ‰ель ных ком пью те о‚ (lowly parallel processing).

Тем с‡ мым, ‰лfl п‡ ‡л лель но „о ‚ы пол не ниfl ‚ ‡л „о ит м‡х е ше ниfl ‚ы -

чис ли тель ных з‡ ‰‡ч ‰о ст‡ точ но ‚ы ‰е лflть толь ко куп ные не з‡ ‚и си мые

ч‡ с ти ‡с че то‚ (coarse granularity), что, ‚ с‚ою оче е‰ь, сни ж‡ ет слож -

ность по ст о е ниfl п‡ ‡л лель ных ме то ‰о‚ ‚ы чис ле ний и умень ш‡ ет по то -

ки пе е ‰‡ ‚‡ е мых ‰‡н ных меж ‰у ком пью те ‡ ми кл‡ с те ‡. Вме с те с этим

сле ‰у ет от ме тить, что о „‡ ни з‡ циfl ‚з‡ и мо ‰ей ст ‚иfl ‚ы чис ли тель ных уз -

ло‚ кл‡ с те ‡ пи по мо щи пе е ‰‡ чи со об ще ний обыч но пи ‚о ‰ит к зн‡ -

чи тель ным ‚е мен ным з‡ ‰еж к‡м, и это н‡ кл‡ ‰ы ‚‡ ет ‰о пол ни тель ные

о„ ‡ ни че ниfl н‡ тип ‡з ‡ б‡ ты ‚‡ е мых п‡ ‡л лель ных ‡л „о ит мо‚ и по -

„‡мм.

От ‰ель ные ис сле ‰о ‚‡ те ли об ‡ щ‡ ют осо бое ‚ни м‡ ние н‡ от ли чие

по нfl тиfl кл‡ с те ‡ от се ти ком пью те о‚ (network of workstations или NOW).

Длfl по ст о е ниfl ло к‡ль ной ком пью те ной се ти, к‡к п‡ ‚и ло, ис поль зу ют

бо лее по стые се ти пе е ‰‡ чи ‰‡н ных (по fl‰ к‡ 100 Мбит/сек). Ком пью те -

ы се ти обыч но бо лее ‡с се ‰о то че ны, и  поль зо ‚‡ те ли мо „ут пи ме нflть

их ‰лfl ‚ы пол не ниfl к‡ ких-ли бо ‰о пол ни тель ных ‡ бот.

В з‡ ‚е ше ние об суж ‰‡ е мой те мы мож но от ме тить, что су ще ст ‚у ют и

‰у „ие спо со бы кл‡с си фи к‡ ции ‚ы чис ли тель ных си с тем (‰о ст‡ точ но

пол ный об зо по‰ хо ‰о‚ пе‰ ст‡‚ лен ‚ [2,45,59], см. т‡к же м‡ те и ‡ лы с‡й -

т‡ http://www.parallel.ru/computers/taxonomy/). Пи ‡с смо т е нии те мы

п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний е ко мен ‰у ет сfl об ‡ тить ‚ни м‡ ние н‡ спо соб

стук ту ной но т‡ ции ‰лfl опи с‡ ниfl ‡ хи тек ту ы ЭВМ, поз ‚о лfl ю щий с

‚ы со кой сте пе нью точ но с ти опи с‡ть мно „ие х‡ ‡к те ные осо бен но с ти

ком пью те ных си с тем. 

1.4. Х‡ ‡к те и с ти к‡ ти по ‚ых схем ком му ни к‡ ции 

‚ мно „о по цес со ных ‚ы чис ли тель ных си с те м‡х

В муль ти ком пь ю те ‡х ‰лfl о „‡ ни з‡ ции ‚з‡ и мо ‰ей ст ‚иfl, син хо -

ни з‡ ции и ‚з‡ и мо ис клю че ниfl п‡ ‡л лель но ‚ы пол нfl е мых по цес со‚

ис поль зу ет сfl пе е ‰‡ ч‡ ‰‡н ных меж ‰у по цес со ‡ ми ‚ы чис ли тель ной

се ‰ы. Ве мен ные з‡ ‰еж ки пи пе е ‰‡ че ‰‡н ных по ли ни flм с‚fl зи мо -

„ут ок‡ з‡ть сfl су ще ст ‚ен ны ми (по с‡‚ не нию с бы с т о ‰ей ст ‚и ем по -

цес со о‚), и, к‡к е зуль т‡т, ком му ни к‡ ци он н‡fl ту ‰о ем кость ‡л „о ит -

м‡ ок‡ зы ‚‡ ет з‡ мет ное ‚ли fl ние н‡ ‚ы бо п‡ ‡л лель ных спо со бо‚ е ше -

ниfl з‡ ‰‡ч.
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1.4.1. Пи ме ы то по ло „ий се ти пе е ‰‡ чи ‰‡н ных

Стук ту ‡ ли ний ком му т‡ ции меж ‰у по цес со ‡ ми ‚ы чис ли тель -

ной си с те мы (то по ло „иfl се ти пе е ‰‡ чи ‰‡н ных) оп е ‰е лfl ет сfl, к‡к п‡ -

‚и ло, с уче том ‚оз мож но с тей эф фек ти‚ ной тех ни че с кой е ‡ ли з‡ ции.

Не м‡ ло ‚‡ж ную оль пи ‚ы бо е стук ту ы се ти и„ ‡ ет и ‡н‡ лиз ин тен -

си‚ но с ти ин фо м‡ ци он ных по то ко‚ пи п‡ ‡л лель ном е ше нии н‡ и -

бо лее ‡с по ст ‡ нен ных ‚ы чис ли тель ных з‡ ‰‡ч. К чис лу ти по ‚ых то -

по ло „ий обыч но от но сflт сле ‰у ю щие схе мы ком му ни к‡ ции по цес со -

о‚ (см. ис. 1.7):

• пол ный „‡ф (completely-connected graph или clique) – си с те м‡, ‚ ко -

то ой меж ‰у лю бой п‡ ой по цес со о‚ су ще ст ‚у ет пfl м‡fl ли ниfl

с‚fl зи. Т‡ к‡fl то по ло „иfl обес пе чи ‚‡ ет ми ни м‡ль ные з‡ т‡ ты пи

пе е ‰‡ че ‰‡н ных, о‰ н‡ ко fl‚ лfl ет сfl слож но е ‡ ли зу е мой пи боль -

шом ко ли че ст ‚е по цес со о‚;

• ли ней к‡ (linear array или farm) – си с те м‡, ‚ ко то ой ‚се по цес -

со ы пе е ну ме о ‚‡ ны по по fl‰ ку и к‡ж ‰ый по цес со, ко ме

пе ‚о „о и по сле‰ не „о, име ет ли нии с‚fl зи толь ко с ‰‚у мfl со се‰ -

ни ми (с пе ‰ы ‰у щим и по сле ‰у ю щим) по цес со ‡ ми. Т‡ к‡fl схе -

м‡ fl‚ лfl ет сfl, с о‰ ной сто о ны, по сто е ‡ ли зу е мой, c ‰у „ой сто -

о ны, со от ‚ет ст ‚у ет стук ту е пе е ‰‡ чи ‰‡н ных пи е ше нии

мно „их ‚ы чис ли тель ных з‡ ‰‡ч (н‡ пи ме, пи о „‡ ни з‡ ции кон -

‚ей е ных ‚ы чис ле ний);

• коль цо (ring) – ‰‡н н‡fl то по ло „иfl по лу ч‡ ет сfl из ли ней ки по цес со -

о‚ со е‰и не ни ем пе ‚о „о и по сле‰ не „о по цес со о‚ ли ней ки;

• з‚ез ‰‡ (star) – си с те м‡, ‚ ко то ой ‚се по цес со ы име ют ли нии

с‚fl зи с не ко то ым уп ‡‚ лfl ю щим по цес со ом. Д‡н н‡fl то по ло „иfl

fl‚ лfl ет сfl эф фек ти‚ ной, н‡ пи ме, пи о „‡ ни з‡ ции цен т ‡ ли зо -

‚‡н ных схем п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний;

• е шет к‡ (mesh) – си с те м‡, ‚ ко то ой „‡ф ли ний с‚fl зи об ‡ зу ет

пfl мо у„оль ную сет ку (обыч но ‰‚ух- или тех ме ную). По ‰об н‡fl

то по ло „иfl мо жет быть ‰о ст‡ точ но по сто е ‡ ли зо ‚‡ н‡ и, ко ме

то „о, эф фек ти‚ но ис поль зо ‚‡ н‡ пи п‡ ‡л лель ном ‚ы пол не нии

мно „их чис лен ных ‡л „о ит мо‚ (н‡ пи ме, пи е ‡ ли з‡ ции ме то -

‰о‚ ‡н‡ ли з‡ м‡ те м‡ ти че с ких мо ‰е лей, опи сы ‚‡ е мых ‰иф фе ен -

ци ‡ль ны ми у‡‚ не ни fl ми ‚ ч‡ ст ных по из ‚о‰ ных);

• „и пе куб (hypercube) – ‰‡н н‡fl то по ло „иfl пе‰ ст‡‚ лfl ет со бой ч‡ ст -

ный слу ч‡й стук ту ы е шет ки, ко„ ‰‡ по к‡ж ‰ой ‡з ме но с ти сет -

ки име ет сfl толь ко ‰‚‡ по цес со ‡ (т.е. „и пе куб со ‰е жит 2N по -

цес со о‚ пи ‡з ме но с ти N). Т‡ кой ‚‡ и ‡нт о „‡ ни з‡ ции се ти

пе е ‰‡ чи ‰‡н ных ‰о ст‡ точ но  ши о ко ‡с по ст ‡ нен н‡ п‡к ти ке

и х‡ ‡к те и зу ет сfl сле ‰у ю щим fl ‰ом от ли чи тель ных пи зн‡ ко‚:
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— ‰‚‡ по цес со ‡ име ют со е‰и не ние, ес ли ‰‚о ич ные пе‰ ст‡‚ ле -

ниfl их но ме о‚ име ют толь ко о‰ ну ‡з ли ч‡ ю щу ю сfl по зи цию;

— ‚ N-ме ном „и пе ку бе к‡ж ‰ый по цес со с‚fl з‡н о‚ но с N

со се ‰fl ми;

— N-ме ный „и пе куб мо жет быть ‡з ‰е лен н‡ ‰‚‡ (N–1)-ме ных

„и пе ку б‡ (‚се „о ‚оз мож но N ‡з лич ных т‡ ких ‡з би е ний);

— к‡т ч‡й ший путь меж ‰у ‰‚у мfl лю бы ми по цес со ‡ ми име ет

‰ли ну, со‚ п‡ ‰‡ ю щую с ко ли че ст ‚ом ‡з ли ч‡ ю щих сfl би то ‚ых

зн‡ че ний ‚ но ме ‡х по цес со о‚ (‰‡н н‡fl ‚е ли чи н‡ из ‚е ст н‡

к‡к ‡с сто fl ние Хэм мин „‡).

До пол ни тель н‡fl ин фо м‡ циfl по то по ло „и flм мно „о по цес со ных

‚ы чис ли тель ных си с тем мо жет быть по лу че н‡, н‡ пи ме, ‚ [2, 11, 24, 28, 45,

59, 76]. Пи ‡с смо т е нии ‚о по с‡ сле ‰у ет учесть, что схе м‡ ли ний пе е ‰‡ -
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Рис. 1.7. Пимеы тополо„ий мно„опоцессоных ‚ычислительных

систем

1) Полный „‡ф 2) Линейк‡

3) Кольцо 4) З‚ез‰‡

5) 2-мен‡fl ешетк‡ 6) 3-мен‡fl ешетк‡



чи ‰‡н ных мо жет е ‡ ли зо ‚ы ‚‡ть сfl н‡ ‡п п‡ ‡т ном уо‚ не, ‡ мо жет быть

обес пе че н‡ н‡ ос но ‚е име ю щей сfl фи зи че с кой то по ло „ии пи по мо щи со -

от ‚ет ст ‚у ю ще „о по „‡мм но „о обес пе че ниfl. В‚е ‰е ние ‚и ту ‡ль ных (по -

„‡мм но-е ‡ ли зу е мых) то по ло „ий спо соб ст ‚у ет мо биль но с ти ‡з ‡ б‡ ты ‚‡ -

е мых п‡ ‡л лель ных по „‡мм и сни ж‡ ет з‡ т‡ ты н‡ по „‡м ми о ‚‡ ние.

1.4.2. То по ло „иfl се ти ‚ы чис ли тель ных кл‡ с те о‚

Длfl по ст о е ниfl кл‡ с те ной си с те мы ‚о мно „их слу ч‡ flх ис поль зу ют

ком му т‡ то (switch), че ез ко то ый по цес со ы кл‡ с те ‡ со е‰и нfl ют сfl

меж ‰у со бой. В этом слу ч‡е то по ло „иfl се ти кл‡ с те ‡ пе‰ ст‡‚ лfl ет со бой

пол ный „‡ф (ис. 1.7), ‚ со от ‚ет ст ‚ии с ко то ым пе е ‰‡ ч‡ ‰‡н ных мо жет

быть о „‡ ни зо ‚‡ н‡ меж ‰у лю бы ми ‰‚у мfl по цес со ‡ ми се ти. Пи этом,

о‰ н‡ ко, о‰ но ‚е мен ность ‚ы пол не ниfl не сколь ких ком му ни к‡ ци он ных

опе ‡ ций fl‚ лfl ет сfl о„ ‡ ни чен ной – ‚ лю бой мо мент ‚е ме ни к‡ж ‰ый по -

цес со мо жет пи ни м‡ть уч‡ с тие толь ко ‚ о‰ ной опе ‡ ции пи ем‡-пе е ‰‡ -

чи ‰‡н ных. К‡к е зуль т‡т, п‡ ‡л лель но мо „ут ‚ы пол нflть сfl толь ко те ком -

му ни к‡ ци он ные опе ‡ ции, ‚ ко то ых ‚з‡ и мо ‰ей ст ‚у ю щие п‡ ы по цес -

со о‚ не пе е се к‡ ют сfl меж ‰у со бой.

1.4.3. Х‡ ‡к те и с ти ки то по ло „ии се ти 

В к‡ че ст ‚е ос но‚ ных х‡ ‡к те и с тик то по ло „ии се ти пе е ‰‡ чи ‰‡н -

ных н‡ и бо лее ши о ко ис поль зу ет сfl сле ‰у ю щий fl‰ по к‡ з‡ те лей:

• ‰и ‡ мет – по к‡ з‡ тель, оп е ‰е лfl е мый к‡к м‡к си м‡ль ное ‡с сто fl -

ние меж ‰у ‰‚у мfl по цес со ‡ ми се ти (по‰ ‡с сто fl ни ем обыч но по -

ни м‡ ет сfl ‚е ли чи н‡ к‡т ч‡й ше „о пу ти меж ‰у по цес со ‡ ми). Эт‡

‚е ли чи н‡ мо жет х‡ ‡к те и зо ‚‡ть м‡к си м‡ль но не об хо ‰и мое ‚е мfl

‰лfl пе е ‰‡ чи ‰‡н ных меж ‰у по цес со ‡ ми, по сколь ку ‚е мfl пе е -

‰‡ чи обыч но пfl мо по по ци о н‡ль но ‰ли не пу ти;

• с‚flз ность (connectivity) – по к‡ з‡ тель, х‡ ‡к те и зу ю щий н‡ ли чие

‡з ных м‡ ш у то‚ пе е ‰‡ чи ‰‡н ных меж ‰у по цес со ‡ ми се ти.

Кон кет ный ‚и‰ ‰‡н но „о по к‡ з‡ те лfl мо жет быть оп е ‰е лен, н‡ -

пи ме, к‡к ми ни м‡ль ное ко ли че ст ‚о ‰у„, ко то ое н‡ ‰о у‰‡ лить

‰лfl ‡з ‰е ле ниfl се ти пе е ‰‡ чи ‰‡н ных н‡ ‰‚е не с‚flз ные об л‡ с ти;

• ши и н‡ би н‡ но „о ‰е ле ниfl (bisection width) – по к‡ з‡ тель, оп е ‰е лfl е -

мый к‡к ми ни м‡ль ное ко ли че ст ‚о ‰у„, ко то ое н‡ ‰о у‰‡ лить ‰лfl

‡з ‰е ле ниfl се ти пе е ‰‡ чи ‰‡н ных н‡ ‰‚е не с‚flз ные об л‡ с ти о‰и н‡ -

ко ‚о „о ‡з ме ‡;

• сто и мость – по к‡ з‡ тель, ко то ый мо жет быть оп е ‰е лен, н‡ пи -

ме, к‡к об щее ко ли че ст ‚о ли ний пе е ‰‡ чи ‰‡н ных ‚ мно „о по цес -

со ной ‚ы чис ли тель ной си с те ме.
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Длfl с‡‚ не ниfl ‚ т‡б ли це 1.1 пи ‚о ‰flт сfl зн‡ че ниfl пе е чис лен ных

по к‡ з‡ те лей ‰лfl ‡з лич ных то по ло „ий се ти пе е ‰‡ чи ‰‡н ных.

Т‡б ли ц‡ 1.1. Х‡ ‡к те и с ти ки то по ло „ий се ти пе е ‰‡ чи ‰‡н ных 

(p – ко ли че ст ‚о по цес со о‚)

То по ло „иfl Ди ‡ мет
Ши и н‡ 

С‚flз ность Сто и мость
би сек ции

Пол ный „‡ф 1 p2/4 p–1 p(p–1)/2

З‚ез ‰‡ 2 1 1 p–1

Пол ное ‰‚о ич ное 

‰е е ‚о 2log((p+1)/2) 1 1 p–1

Ли ней к‡ p–1 1 1 p–1

Коль цо p/2 2 2 p

Ре шет к‡ N=2 2(√p–1) √p 2 2(p–√p)

Ре шет к‡-то N=2 2√p/2 2√p 4 2p

Ги пе куб log p p/2 log p (p log p)/2

1.5. Х‡ ‡к те и с ти к‡ си с тем ных пл‡т фом 

‰лfl по ст о е ниfl кл‡ с те о‚

В к‡ че ст ‚е си с тем ной пл‡т фо мы ‰лfl по ст о е ниfl кл‡ с те о‚ ис поль -

зу ют обе н‡ и бо лее ‡с по ст ‡ нен ные ‚ н‡ сто fl щий мо мент опе ‡ ци он ные

си с те мы Unix и Microsoft Windows. Д‡ лее ‚ пособии по ‰об но бу ‰ет ‡с -

смо т е но е ше ние н‡ ос но ‚е ОС се мей ст ‚‡ Microsoft Windows; х‡ ‡к те и -

с ти к‡ по‰ хо ‰‡ н‡ б‡ зе ОС Unix мо жет быть по лу че н‡, н‡ пи ме, ‚ [71].

Microsoft Compute Cluster Server 2003 (CCS) пе‰ ст‡‚ лfl ет со бой

ин те „ и о ‚‡н ную пл‡т фо му ‰лfl по‰ ‰еж ки ‚ы со ко по из ‚о ‰и тель ных

‚ы чис ле ний н‡ кл‡ с те ных си с те м‡х. CCS со сто ит из опе ‡ ци он ной

си с те мы Microsoft Windows Server 2003 и Microsoft Compute Cluster Pack

(CCP) – н‡ бо ‡ ин те фей со‚, ути лит и ин ф‡ ст ук ту ы уп ‡‚ ле ниfl.

Вме с те с CCP по ст‡‚ лfl ет сfl SDK, со ‰е ж‡ щий не об хо ‰и мые ин ст у -

мен ты ‡з ‡ бот ки по „‡мм ‰лfl CCS, ‚клю ч‡fl соб ст ‚ен ную е ‡ ли з‡ -

цию MPI (Microsoft MPI). Ко ме то „о, к Microsoft Compute Cluster

Server 2003 ло „и че с ки пи мы к‡ ет Microsoft Visual Studio 2005 — ин те „ -

и о ‚‡н н‡fl се ‰‡ ‡з ‡ бот ки (IDE), со ‰е ж‡ щ‡fl ком пи лfl то и от л‡‰ -

чик по „‡мм, ‡з ‡ бо т‡н ных с ис поль зо ‚‡ ни ем тех но ло „ий MPI и

OpenMP.

В к‡ че ст ‚е ‚ы чис ли тель ных уз ло‚ кл‡ с те ‡ мо „ут быть пи ме не ны

64-бит ные по цес со ы се мей ст ‚‡ x86 c, к‡к ми ни мум, 512 Мб опе ‡ ти‚ -

ной п‡ мfl ти и 4 Гб с‚о бо‰ но „о ‰ис ко ‚о „о по ст ‡н ст ‚‡.
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Н‡ ‚ы чис ли тель ных уз л‡х кл‡ с те ‡ ‰олж н‡ быть ус т‡ но‚ ле н‡ опе ‡ -

ци он н‡fl си с те м‡ Microsoft Windows Server 2003 (Standard, Enterprise или

Compute Cluster Edition). 

В со ст‡‚ CCP ‚хо ‰ит Microsoft MPI – ‚е сиfl е ‡ ли з‡ ции ст‡н ‰‡ т‡

MPI 2 от Argonne National Labs. MS MPI со‚ ме с ти м‡ с MPICH 2 и по‰ ‰е -

жи ‚‡ ет пол но функ ци о н‡ль ный API с бо лее чем 160 функ ци fl ми. MS MPI ‚

Windows Compute Cluster Server 2003 з‡ ‰ей ст ‚у ет WinSock Direct по то кол

‰лfl н‡ и луч шей по из ‚о ‰и тель но с ти и эф фек ти‚ но „о ис поль зо ‚‡ ниfl цен т -

‡ль но „о по цес со ‡. MS MPI мо жет ис поль зо ‚‡ть лю бое Ethernet-со е‰и -

не ние, по‰ ‰е жи ‚‡ е мое Windows Server 2003, ‡ т‡к же т‡ кие со е‰и не ниfl, к‡к

InfiniBand или Myrinet, с пи ме не ни ем WinSock Direct ‰‡й ‚е о‚, по ст‡‚ -

лfl е мых по из ‚о ‰и те лfl ми ‡п п‡ ‡т но „о обес пе че ниfl. MS MPI по‰ ‰е жи ‚‡ -

ет flзы ки по „‡м ми о ‚‡ ниfl C, Fortran 77 и Fortran 90, ‡ Microsoft Visual

Studio 2005 ‚клю ч‡ ет ‚ се бfl п‡ ‡л лель ный от л‡‰ чик, ‡ бо т‡ ю щий с MS

MPI. Р‡з ‡ бот чи ки мо „ут з‡ пу с тить с‚ое MPI-пи ло же ние н‡ не сколь ких

‚ы чис ли тель ных уз л‡х, и Visual Studio ‡‚ то м‡ ти че с ки со е‰и нит сfl с по цес -

с‡ ми н‡ к‡ж ‰ом уз ле, поз ‚о лflfl ‡з ‡ бот чи ку пи ос т‡ н‡‚ ли ‚‡ть пи ло же -

ние и по см‡ т и ‚‡ть зн‡ че ниfl пе е мен ных ‚ к‡ж ‰ом по цес се от ‰ель но.

Ко ме е ‡ ли з‡ ции MPI ‚ со ст‡‚ CCP ‚хо ‰ит у‰об н‡fl си с те м‡ пл‡ ни -

о ‚‡ ниfl з‡ ‰‡ ний, поз ‚о лfl ю щ‡fl по см‡ т и ‚‡ть со сто fl ниfl ‚сех з‡ пу щен -

ных з‡ ‰‡ч, со би ‡ть ст‡ ти с ти ку, н‡ зн‡ ч‡ть з‡ пу с ки по „‡мм н‡ оп е ‰е -

лен ное ‚е мfl, з‡ ‚е ш‡ть «з‡ ‚ис шие» з‡ ‰‡ чи и п. В те ку щей ‚е сии ‡ бо -

т‡ ‚оз мож н‡ ли бо че ез „‡ фи че с кий ин те фейс, ли бо че ез ко м‡н‰ ную

сто ку. В окон ч‡ тель ной ‚е сии бу ‰ет пе ‰у с мо т е н‡ ‚оз мож ность об ‡ -

ще ниfl к си с те ме и че ез ‰у „ие ин те фей сы: COM, web-се ‚ис и ‰. 

Windows Computer Cluster Server 2003 по‰ ‰е жи ‚‡ ет 5 ‡з лич ных се -

те ‚ых то по ло „ий, пи этом к‡ж ‰ый узел мо жет иметь от 1 ‰о 3 се те ‚ых

к‡ то чек. П‡ ‚иль ный ‚ы бо ис поль зу е мой то по ло „ии не об хо ‰им ‰лfl

оп ти м‡ль но „о функ ци о ни о ‚‡ ниfl ‚ы чис ли тель но „о кл‡ с те ‡.

1.6. К‡т кий об зо лек ции

В лек ции пи ‚о ‰ит сfl об щ‡fl х‡ ‡к те и с ти к‡ спо со бо‚ о „‡ ни з‡ ции

п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний и ‰‡ ет сfl ‡з ли чие меж ‰у мно „о з‡ ‰‡ч ным, п‡ -

‡л лель ным и ‡с пе ‰е лен ным е жи м‡ ми ‚ы пол не ниfl по „‡мм. Длfl ‰е -

мон ст ‡ ции ‚оз мож ных по‰ хо ‰о‚ ‡с см‡ т и ‚‡ ет сfl fl‰ пи ме о‚ п‡ ‡л -

лель ных ‚ы чис ли тель ных си с тем и от ме ч‡ ет сfl су ще ст ‚ен ное ‡з но об ‡ -

зие ‚‡ и ‡н то‚ по ст о е ниfl п‡ ‡л лель ных си с тем.

Мно „о об ‡ зие ком пью те ных ‚ы чис ли тель ных си с тем пи ‚о ‰ит к не -

об хо ‰и мо с ти их кл‡с си фи к‡ ции. В лек ции ‰‡ ет сfl опи с‡ ние о‰ но „о из н‡ и -

бо лее из ‚е ст ных спо со бо‚ – си с те м‡ ти ки Флин н‡, ‚ ос но ‚у ко то ой по ло -

же но по нfl тие по то ко‚ ко м‡н‰ и ‰‡н ных. Д‡н н‡fl кл‡с си фи к‡ циfl fl‚ лfl ет сfl
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‰о ст‡ точ но по стой и по нflт ной, о‰ н‡ ко ‚ ‡м к‡х т‡ ко „о по‰ хо ‰‡ поч ти ‚се

мно „о по цес со ные ‚ы чис ли тель ные си с те мы по п‡ ‰‡ ют ‚ о‰ ну „уп пу –

кл‡сс MIMD. С це лью ‰‡ль ней ше „о ‡з ‰е ле ниfl ‚оз мож ных ти по‚ си с тем ‚

лек ции пи ‚о ‰ит сfl т‡к же ши о ко ис поль зу е м‡fl стук ту и з‡ циfl кл‡с с‡

мно „о по цес со ных ‚ы чис ли тель ных си с тем, что поз ‚о лfl ет ‚ы ‰е лить ‰‚е

‚‡ж ные „уп пы си с тем с об щей ‡з ‰е лfl е мой и ‡с пе ‰е лен ной п‡ мfl тью –

муль ти по цес со ы и муль ти ком пь ю те ы. Н‡ и бо лее из ‚е ст ные пи ме ы си -

с тем пе ‚ой „уп пы — ‚ек то ные п‡ ‡л лель ные по цес со ы (parallel vector

processor или PVP) и сим ме т ич ные муль ти по цес со ы (symmetric multiproces-

sor или SMP). К муль ти ком пь ю те ‡м от но сflт сfl м‡с си‚ но-п‡ ‡л лель ные си с -

те мы (massively parallel processor или MPP) и кл‡ с те ы (clusters).

Д‡ лее ‚ лек ции об ‡ щ‡ ет сfl ‚ни м‡ ние н‡ х‡ ‡к те и с ти ку се тей пе е -

‰‡ чи ‰‡н ных ‚ мно „о по цес со ных ‚ы чис ли тель ных си с те м‡х. Пи ‚о ‰flт -

сfl пи ме ы то по ло „ий се тей, от ме ч‡ ют сfl осо бен но с ти о „‡ ни з‡ ции се тей

пе е ‰‡ чи ‰‡н ных ‚ кл‡ с те ‡х и об суж ‰‡ ют сfl п‡ ‡ ме т ы то по ло „ий, су ще -

ст ‚ен но ‚ли fl ю щие н‡ ком му ни к‡ ци он ную слож ность ме то ‰о‚ п‡ ‡л -

лель ных ‚ы чис ле ний. 

В з‡ ‚е ше ние лек ции ‰‡ ет сfl об щ‡fl х‡ ‡к те и с ти к‡ си с тем ных пл‡т -

фом ‰лfl по ст о е ниfl кл‡ с те о‚.

1.7. Об зо ли те ‡ ту ы

До пол ни тель н‡fl ин фо м‡ циfl об ‡ хи тек ту е п‡ ‡л лель ных ‚ы чис -

ли тель ных си с тем мо жет быть по лу че н‡, н‡ пи ме, из [2, 11, 14, 28, 45,

59]; по лез н‡fl ин фо м‡ циfl со ‰е жит сfl т‡к же ‚ [24, 76]. 

В к‡ че ст ‚е об зо ‡ ‚оз мож ных то по ло „ий се тей пе е ‰‡ чи ‰‡н ных ‚

мно „о по цес со ных си с те м‡х и тех но ло „ий ‰лfl их е ‡ ли з‡ ции мо жет

быть е ко мен ‰о ‚‡ н‡, н‡ пи ме, ‡ бо т‡ [29].

По ‰об ное ‡с смо т е ние ‚о по со‚, с‚fl з‡н ных с по ст о е ни ем и ис -

поль зо ‚‡ ни ем кл‡ с те ных ‚ы чис ли тель ных си с тем, по ‚о ‰ит сfl ‚ [24, 76].

П‡к ти че с кие е ко мен ‰‡ ции по по ст о е нию кл‡ с те о‚ ‰лfl ‡з ных си с -

темных пл‡т фом мо „ут быть н‡й ‰е ны ‚ [70, 71].

1.8. Кон толь ные ‚о по сы

1. В чем з‡ клю ч‡ ют сfl ос но‚ ные спо со бы ‰о сти же ниfl п‡ ‡л ле лиз м‡?

2. В чем мо „ут со сто flть ‡з ли чиfl п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ли тель ных си -

с тем?

3. Что по ло же но ‚ ос но ‚у кл‡с си фи к‡ ции Флин н‡?

4. В чем со сто ит пин цип ‡з ‰е ле ниfl мно „о по цес со ных си с тем н‡

муль ти по цес со ы и муль ти ком пь ю те ы?

5. К‡ кие кл‡с сы си с тем из ‚е ст ны ‰лfl муль ти по цес со о‚?
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6. В чем со сто flт по ло жи тель ные и от и ц‡ тель ные сто о ны сим ме т -

ич ных муль ти по цес со о‚?

7. К‡ кие кл‡с сы си с тем из ‚е ст ны ‰лfl муль ти ком пь ю те о‚?

8. В чем со сто flт по ло жи тель ные и от и ц‡ тель ные сто о ны кл‡ с те -

ных си с тем?

9. К‡ кие то по ло „ии се тей пе е ‰‡ чи ‰‡н ных н‡ и бо лее ши о ко ис -

поль зу ют сfl пи по ст о е нии мно „о по цес со ных си с тем?

10. В чем со сто flт осо бен но с ти се тей пе е ‰‡ чи ‰‡н ных ‰лfl кл‡ с те о‚?

11. К‡ ко ‚ы ос но‚ ные х‡ ‡к те и с ти ки се тей пе е ‰‡ чи ‰‡н ных?

12. К‡ кие си с тем ные пл‡т фо мы мо „ут быть ис поль зо ‚‡ ны ‰лfl по ст -

о е ниfl кл‡ с те о‚?

1.9. З‡‰‡чи и уп‡жнениfl

1. Пи ‚е ‰и те ‰о пол ни тель ные пи ме ы п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ли тель -

ных си с тем.

2. Р‡с смо т и те ‰о пол ни тель ные спо со бы кл‡с си фи к‡ ции ком пью -

те ных си с тем.

3. Р‡с смо т и те спо со бы обес пе че ниfl ко „е ент но с ти кэ шей ‚ си с те -

м‡х с об щей ‡з ‰е лfl е мой п‡ мfl тью.

4. По‰ „о то‚ь те об зо по „‡мм ных биб ли о тек, обес пе чи ‚‡ ю щих ‚ы -

пол не ние опе ‡ ций пе е ‰‡ чи ‰‡н ных ‰лfl си с тем с ‡с пе ‰е лен -

ной п‡ мfl тью.

5. Р‡с смо т и те то по ло „ию се ти пе е ‰‡ чи ‰‡н ных ‚ ‚и ‰е ‰‚о ич но „о

‰е е ‚‡.

6. Вы ‰е ли те эф фек ти‚ но е ‡ ли зу е мые кл‡с сы з‡ ‰‡ч ‰лfl к‡ж ‰о „о ти -

п‡ то по ло „ий се ти пе е ‰‡ чи ‰‡н ных.

Кус
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Лек циfl 2.  Мо ‰е ли о ‚‡ ние и ‡н‡ лиз 

п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний

В лек ции опи сы ‚‡ ет сfl мо ‰ель ‚ы чис ле ний ‚ ‚и ‰е „‡ ф‡ «опе ‡ ции –

опе ‡н ‰ы». Пи ‚о ‰flт сfl ос но‚ ные по к‡ з‡ те ли к‡ че ст ‚‡ п‡ ‡л лель ных ме то -

‰о‚ — ус ко е ние (speedup), эф фек ти‚ ность (efficiency), сто и мость (cost) и м‡с -

шт‡ би у е мо с ть (scalability) ‚ы чис ле ний. В‚е ‰ен ные по нfl тиfl ‰е мон ст и у ют -

сfl н‡ пи ме е учеб ной з‡ ‰‡ чи н‡ хож ‰е ниfl ч‡ ст ных сумм по сле ‰о ‚‡ тель но с ти

чис ло ‚ых зн‡ че ний. 

Клю че ‚ые сло ‚‡: мо ‰ель ‚ы чис ле ний, „‡ф «опе ‡ ции – опе ‡н -

‰ы», ‡с пи с‡ ние, ‚е мfl ‚ы пол не ниfl, ус ко е ние, эф фек ти‚ ность,

сто и мость, м‡с шт‡ би у е мость, п‡ ‡ ком пь ю те, з‡ кон Ам ‰‡ лfl, з‡ -

кон Гу с т‡‚ со н‡ – Б‡ си с‡, функ циfl изо эф фек ти‚ но с ти, к‡ с к‡‰ н‡fl

схе м‡.

Пи ‡з ‡ бот ке п‡ ‡л лель ных ‡л „о ит мо‚ е ше ниfl слож ных н‡ уч -

но-тех ни че с ких з‡ ‰‡ч пин ци пи ‡ль ным мо мен том fl‚ лfl ет сfl ‡н‡ лиз эф -

фек ти‚ но с ти ис поль зо ‚‡ ниfl п‡ ‡л ле лиз м‡, со сто fl щий обыч но ‚ оцен ке

по лу ч‡ е мо „о ус ко е ниfl по цес с‡ ‚ы чис ле ний (со к‡ ще ниfl ‚е ме ни е -

ше ниfl з‡ ‰‡ чи). Фо ми о ‚‡ ние по ‰об ных оце нок ус ко е ниfl мо жет осу -

ще ст‚ лflть сfl пи ме ни тель но к ‚ы б‡н но му ‚ы чис ли тель но му ‡л „о ит му

(оцен к‡ эф фек ти‚ но с ти ‡с п‡ ‡л ле ли ‚‡ниfl кон кет но „о ‡л „о ит м‡).

Ду „ой ‚‡ж ный по‰ хо‰ со сто ит ‚ по ст о е нии оце нок м‡к си м‡ль но ‚оз -

мож но „о ус ко е ниfl по цес с‡ е ше ниfl з‡ ‰‡ чи кон кет но „о ти п‡ (оцен к‡

эф фек ти‚ но с ти п‡ ‡л лель но „о спо со б‡ е ше ниfl з‡ ‰‡ чи).

В ‰‡н ной лек ции ‡ссм‡ти‚‡етсfl мо ‰ель ‚ы чис ле ний ‚ ‚и ‰е „‡ ф‡

«опе ‡ ции – опе ‡н ‰ы», ко то ‡fl мо жет ис поль зо ‚‡ть сfl ‰лfl опи с‡ ниfl су -

ще ст ‚у ю щих ин фо м‡ ци он ных з‡ ‚и си мо с тей ‚ ‚ы би ‡ е мых ‡л „о ит м‡х

е ше ниfl з‡ ‰‡ч, и пи ‚о ‰flт сfl оцен ки эф фек ти‚ но с ти м‡к си м‡ль но ‚оз -

мож но „о п‡ ‡л ле лиз м‡, ко то ые мо „ут быть по лу че ны ‚ е зуль т‡ те ‡н‡ ли -

з‡ име ю щих сfl мо ‰е лей ‚ы чис ле ний. Пи ме ы пи ме не ниfl из л‡ „‡ е мо „о

те о е ти че с ко „о м‡ те и ‡ л‡ пи ‚о ‰flт сfl ‚ лек ци flх 6 – 11 н‡ сто fl ще „о учеб -

но „о пособиfl пи изу че нии п‡ ‡л лель ных ме то ‰о‚ е ше ниfl fl ‰‡ слож -

ных ‚ы чис ли тель но ту ‰о ем ких з‡ ‰‡ч.

2.1. Мо ‰ель ‚ы чис ле ний ‚ ‚и ‰е „‡ ф‡ 

«опе ‡ ции – опе ‡н ‰ы»

Длfl опи с‡ ниfl су ще ст ‚у ю щих ин фо м‡ ци он ных з‡ ‚и си мо с тей ‚ ‚ы -

би ‡ е мых ‡л „о ит м‡х е ше ниfl з‡ ‰‡ч мо жет быть ис поль зо ‚‡ н‡ мо ‰ель ‚
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‚и ‰е „‡ ф‡ «опе ‡ ции – опе ‡н ‰ы» (см., н‡ пи ме, [2, 22]). Длfl умень ше -

ниfl слож но с ти из л‡ „‡ е мо „о м‡ те и ‡ л‡ пи по ст о е нии мо ‰е ли бу ‰ет

пе‰ по л‡ „‡ть сfl, что ‚е мfl ‚ы пол не ниfl лю бых ‚ы чис ли тель ных опе ‡ ций

fl‚ лfl ет сfl о‰и н‡ ко ‚ым и ‡‚ нfl ет сfl 1 (‚ тех или иных е‰и ни ц‡х из ме е ниfl).

Ко ме то „о, пи ни м‡ ет сfl, что пе е ‰‡ ч‡ ‰‡н ных меж ‰у ‚ы чис ли тель ны ми

ус т ой ст ‚‡ ми ‚ы пол нfl ет сfl м„но ‚ен но без к‡ ких-ли бо з‡ т‡т ‚е ме ни

(что мо жет быть сп‡ ‚е‰ ли ‚о, н‡ пи ме, пи н‡ ли чии об щей ‡з ‰е лfl е -

мой п‡ мfl ти ‚ п‡ ‡л лель ной ‚ы чис ли тель ной си с те ме). Ан‡ лиз ком му ни -

к‡ ци он ной ту ‰о ем ко с ти п‡ ‡л лель ных ‡л „о ит мо‚ пи ‚о ‰ит сfl ‚ сле ‰у -

ю щей лек ции.

Пе‰ ст‡ ‚им мно же ст ‚о опе ‡ ций, ‚ы пол нfl е мых ‚ ис сле ‰у е мом ‡л -

„о ит ме е ше ниfl ‚ы чис ли тель ной з‡ ‰‡ чи, и су ще ст ‚у ю щие меж ‰у опе ‡ -

ци fl ми ин фо м‡ ци он ные з‡ ‚и си мо с ти ‚ ‚и ‰е ‡цик ли че с ко „о ои ен ти о -

‚‡н но „о „‡ ф‡

G = (V, R),

Рис. 2.1. Пи ме ‚ы чис ли тель ной мо ‰е ли ‡л „о ит м‡ ‚ ‚и ‰е „‡ ф‡

«опе ‡ ции – опе ‡н ‰ы»

Кус
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„‰е V = {1,...,|V |} есть мно же ст ‚о ‚е шин „‡ ф‡, пе‰ ст‡‚ лfl ю щих ‚ы пол -

нfl е мые опе ‡ ции ‡л „о ит м‡, ‡ R есть мно же ст ‚о ‰у„ „‡ ф‡ (пи этом ‰у -

„‡ r = (i, j) пи н‡‰ ле жит „‡ фу толь ко ‚ том слу ч‡е, ес ли опе ‡ циfl j ис -

поль зу ет е зуль т‡т ‚ы пол не ниfl опе ‡ ции i). Длfl пи ме ‡ н‡ ис. 2.1

по к‡ з‡н „‡ф ‡л „о ит м‡ ‚ы чис ле ниfl пло щ‡ ‰и пfl мо у„оль ни к‡, з‡ ‰‡н -

но „о ко о ‰и н‡ т‡ ми ‰‚ух по ти ‚о ле ж‡ щих у„ ло‚. К‡к мож но з‡ ме тить

по пи ‚е ‰ен но му пи ме у, ‰лfl ‚ы пол не ниfl ‚ы б‡н но „о ‡л „о ит м‡ е -

ше ниfl з‡ ‰‡ чи мо „ут быть ис поль зо ‚‡ ны ‡з ные схе мы ‚ы чис ле ний и

по ст о е ны со от ‚ет ст ‚ен но ‡з ные ‚ы чис ли тель ные мо ‰е ли. К‡к бу ‰ет

по к‡ з‡ но ‰‡ лее, ‡з ные схе мы ‚ы чис ле ний об л‡ ‰‡ ют ‡з лич ны ми ‚оз -

мож но с тfl ми ‰лfl ‡с п‡ ‡л ле ли ‚‡ ниfl и, тем с‡ мым, пи по ст о е нии мо -

‰е ли ‚ы чис ле ний мо жет быть по ст‡‚ ле н‡ з‡ ‰‡ ч‡ ‚ы бо ‡ н‡ и бо лее по‰ -

хо ‰fl щей ‰лfl п‡ ‡л лель но „о ис пол не ниfl ‚ы чис ли тель ной схе мы ‡л „о -

ит м‡.

В ‡с см‡ т и ‚‡ е мой ‚ы чис ли тель ной мо ‰е ли ‡л „о ит м‡ ‚е ши ны без

‚хо‰ ных ‰у„ мо „ут ис поль зо ‚‡ть сfl ‰лfl з‡ ‰‡ ниfl опе ‡ ций ‚‚о ‰‡, ‡ ‚е ши -

ны без ‚ы хо‰ ных ‰у„ – ‰лfl опе ‡ ций ‚ы ‚о ‰‡. Обо зн‡ чим че ез V

множест‚о ‚е шин „‡ ф‡ без ‚е шин ‚‚о ‰‡, ‡ че ез d(G) — ‰и ‡ мет (‰ли -

ну м‡к си м‡ль но „о пу ти) „‡ ф‡.

2.2. Опи с‡ ние схе мы п‡ ‡л лель но „о 

‚ы пол не ниfl ‡л „о ит м‡

Опе ‡ ции ‡л „о ит м‡, меж ‰у ко то ы ми нет пу ти ‚ ‡м к‡х ‚ы б‡н ной

схе мы ‚ы чис ле ний, мо „ут быть ‚ы пол не ны п‡ ‡л лель но (‰лfl ‚ы чис ли -

тель ной схе мы н‡ ис. 2.1, н‡ пи ме, п‡ ‡л лель но мо „ут быть е ‡ ли зо ‚‡ -

ны сн‡ ч‡ л‡ ‚се опе ‡ ции ум но же ниfl, ‡ з‡ тем пе ‚ые ‰‚е опе ‡ ции ‚ы чи -

т‡ ниfl). Воз мож ный спо соб опи с‡ ниfl п‡ ‡л лель но „о ‚ы пол не ниfl ‡л „о -

ит м‡ мо жет со сто flть ‚ сле ‰у ю щем (см., н‡ пи ме, [2, 22]).

Пусть p есть ко ли че ст ‚о по цес со о‚, ис поль зу е мых ‰лfl ‚ы пол не -

ниfl ‡л „о ит м‡. То„ ‰‡ ‰лfl п‡ ‡л лель но „о ‚ы пол не ниfl ‚ы чис ле ний не об -

хо ‰и мо з‡ ‰‡ть мно же ст ‚о (‡с пи с‡ ние)

Hp = {(i,Pi,ti):i∈V},

‚ ко то ом ‰лfl к‡ж ‰ой опе ‡ ции i∈V ук‡ зы ‚‡ ет сfl но ме ис поль зу е мо „о

‰лfl ‚ы пол не ниfl опе ‡ ции по цес со ‡ Pi и ‚е мfl н‡ ч‡ л‡ ‚ы пол не ниfl опе -

‡ ции ti. Длfl то „о что бы ‡с пи с‡ ние бы ло е ‡ ли зу е мым, не об хо ‰и мо ‚ы -

пол не ние сле ‰у ю щих те бо ‚‡ ний пи з‡ ‰‡ нии мно же ст ‚‡ Hp:

1) ∀i, j∈V : ti = tj ⇒ Pi ≠ Pj, т.е. о‰ин и тот же по цес со не ‰ол жен н‡ -

зн‡ ч‡ть сfl ‡з ным опе ‡ ци flм ‚ о‰ин и тот же мо мент; 
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2) ∀(i, j)∈R ⇒ tj ≥ ti + 1, т.е. к н‡ зн‡ ч‡ е мо му мо мен ту ‚ы пол не ниfl опе -

‡ ции ‚се не об хо ‰и мые ‰‡н ные уже ‰олж ны быть ‚ы чис ле ны.

2.3. Оп е ‰е ле ние ‚е ме ни ‚ы пол не ниfl 

п‡ ‡л лель но „о ‡л „о ит м‡

Вы чис ли тель н‡fl схе м‡ ‡л „о ит м‡ G со‚ ме ст но с ‡с пи с‡ ни ем Hp мо -

жет ‡с см‡ т и ‚‡ть сfl к‡к мо ‰ель п‡ ‡л лель но „о ‡л „о ит м‡ Ap(G,Hp), ис -

пол нfl е мо „о с ис поль зо ‚‡ ни ем p по цес со о‚. Ве мfl ‚ы пол не ниfl п‡ ‡л -

лель но „о ‡л „о ит м‡ оп е ‰е лfl ет сfl м‡к си м‡ль ным зн‡ че ни ем ‚е ме ни,

пи ме нfl е мым ‚ ‡с пи с‡ нии

.

Длfl ‚ы б‡н ной схе мы ‚ы чис ле ний же л‡ тель но ис поль зо ‚‡ ние ‡с -

пи с‡ ниfl, обес пе чи ‚‡ ю ще „о ми ни м‡ль ное ‚е мfl ис пол не ниfl ‡л „о ит м‡

.

Умень ше ние ‚е ме ни ‚ы пол не ниfl мо жет быть обес пе че но и пу тем

по‰ бо ‡ н‡ и луч шей ‚ы чис ли тель ной схе мы

.

Оцен ки Tp(G,Hp), Tp(G) и Tp мо „ут быть пи ме не ны ‚ к‡ че ст ‚е по к‡ -

з‡ те лей ‚е ме ни ‚ы пол не ниfl п‡ ‡л лель но „о ‡л „о ит м‡. Ко ме то „о, ‰лfl

‡н‡ ли з‡ м‡к си м‡ль но ‚оз мож но „о п‡ ‡л ле лиз м‡ мож но оп е ‰е лить оцен -

ку н‡ и бо лее бы с т о „о ис пол не ниfl ‡л „о ит м‡ 

.

Оцен ку T∞ мож но ‡с см‡ т и ‚‡ть к‡к ми ни м‡ль но ‚оз мож ное ‚е мfl

‚ы пол не ниfl п‡ ‡л лель но „о ‡л „о ит м‡ пи ис поль зо ‚‡ нии не о „‡ ни чен -

но „о ко ли че ст ‚‡ по цес со о‚ (кон цеп циfl ‚ы чис ли тель ной си с те мы с

бес ко неч ным ко ли че ст ‚ом по цес со о‚, обыч но н‡ зы ‚‡ е мой п‡ ‡ ком пь -

ю те ом, ши о ко пи ме нfl ет сfl пи те о е ти че с ком ‡н‡ ли зе п‡ ‡л лель ных

‚ы чис ле ний).

Оцен к‡ T1 оп е ‰е лfl ет ‚е мfl ‚ы пол не ниfl ‡л „о ит м‡ пи ис поль зо -

‚‡ нии о‰ но „о по цес со ‡ и пе‰ ст‡‚ лfl ет, тем с‡ мым, ‚е мfl ‚ы пол не ниfl

по сле ‰о ‚‡ тель но „о ‚‡ и ‡н т‡ ‡л „о ит м‡ е ше ниfl з‡ ‰‡ чи. По ст о е ние

по ‰об ной оцен ки fl‚ лfl ет сfl ‚‡ж ной з‡ ‰‡ чей пи ‡н‡ ли зе п‡ ‡л лель ных

‡л „о ит мо‚, по сколь ку он‡ не об хо ‰и м‡ ‰лfl оп е ‰е ле ниfl эф фек т‡ ис -

поль зо ‚‡ ниfl п‡ ‡л ле лиз м‡ (ус ко е ниfl ‚е ме ни е ше ниfl з‡ ‰‡ чи). Оче -

‚и‰ но, что

T1(G)=|V|,
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„‰е |V |, н‡ пом ним, есть ко ли че ст ‚о ‚е шин ‚ы чис ли тель ной схе мы   без

‚е шин ‚‚о ‰‡. В‡ж но от ме тить, что ес ли пи оп е ‰е ле нии оцен ки   о„ ‡ -

ни чить сfl ‡с смо т е ни ем толь ко о‰ но „о ‚ы б‡н но „о ‡л „о ит м‡ е ше ниfl

з‡ ‰‡ чи и ис поль зо ‚‡ть ‚е ли чи ну

,

то по лу ч‡ е мые пи т‡ кой оцен ке по к‡ з‡ те ли ус ко е ниfl бу ‰ут х‡ ‡к те и зо -

‚‡ть эф фек ти‚ ность ‡с п‡ ‡л ле ли ‚‡ ниfl ‚ы б‡н но „о ‡л „о ит м‡. Длfl оцен -

ки эф фек ти‚ но с ти п‡ ‡л лель но „о е ше ниfl ис сле ‰у е мой ‚ы чис ли тель ной

з‡ ‰‡ чи ‚е мfl по сле ‰о ‚‡ тель но „о е ше ниfl сле ‰у ет оп е ‰е лflть с уче том ‡з -

лич ных по сле ‰о ‚‡ тель ных ‡л „о ит мо‚, т.е. ис поль зо ‚‡ть ‚е ли чи ну

T1
*=minT1,

„‰е опе ‡ циfl ми ни му м‡ бе ет сfl по мно же ст ‚у ‚сех ‚оз мож ных по сле ‰о -

‚‡ тель ных ‡л „о ит мо‚ е ше ниfl ‰‡н ной з‡ ‰‡ чи.

Пи ‚е ‰ем без ‰о к‡ з‡ тель ст ‚‡ те о е ти че с кие по ло же ниfl, х‡ ‡к те и -

зу ю щие с‚ой ст ‚‡ оце нок ‚е ме ни ‚ы пол не ниfl п‡ ‡л лель но „о ‡л „о ит м‡

(см. [22]).

Те о е м‡ 1. Ми ни м‡ль но ‚оз мож ное ‚е мfl ‚ы пол не ниfl п‡ ‡л лель но -

„о ‡л „о ит м‡ оп е ‰е лfl ет сfl ‰ли ной м‡к си м‡ль но „о пу ти ‚ы чис ли тель ной

схе мы ‡л „о ит м‡, т.е.

T∞(G)=d(G).

Те о е м‡ 2. Пусть ‰лfl не ко то ой ‚е ши ны ‚ы ‚о ‰‡ ‚ ‚ы чис ли тель ной

схе ме ‡л „о ит м‡ су ще ст ‚у ет путь из к‡ж ‰ой ‚е ши ны ‚‚о ‰‡. Ко ме то „о,

пусть ‚хо‰ н‡fl сте пень ‚е шин схе мы (ко ли че ст ‚о ‚хо ‰fl щих ‰у„) не пе -

‚ы ш‡ ет 2. То„ ‰‡ ми ни м‡ль но ‚оз мож ное ‚е мfl ‚ы пол не ниfl п‡ ‡л лель но -

„о ‡л „о ит м‡ о„ ‡ ни че но сни зу зн‡ че ни ем

T∞(G)=log2n,

„‰е n есть ко ли че ст ‚о ‚е шин ‚‚о ‰‡ ‚ схе ме ‡л „о ит м‡.

Те о е м‡ 3. Пи умень ше нии чис л‡ ис поль зу е мых по цес со о‚ ‚е мfl

‚ы пол не ниfl ‡л „о ит м‡ у‚е ли чи ‚‡ ет сfl по по ци о н‡ль но ‚е ли чи не

умень ше ниfl ко ли че ст ‚‡ по цес со о‚, т.е.

.
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Те о е м‡ 4. Длfl лю бо „о ко ли че ст ‚‡ ис поль зу е мых по цес со о‚ сп‡ -

‚е‰ ли ‚‡ сле ‰у ю щ‡fl ‚ех нflfl оцен к‡ ‰лfl ‚е ме ни ‚ы пол не ниfl п‡ ‡л лель -

но „о ‡л „о ит м‡

.

Те о е м‡ 5. Ве мени ‚ы пол не ниfl ‡л „о ит м‡, ко то ое со по с т‡ ‚и мо с

ми ни м‡ль но ‚оз мож ным ‚е ме нем T∞, мож но ‰о стичь пи ко ли че ст ‚е

по цес со о‚ по fl‰ к‡ p~T1/T∞, ‡ имен но,

.

Пи мень шем ко ли че ст ‚е по цес со о‚ ‚е мfl ‚ы пол не ниfl ‡л „о ит -

м‡ не мо жет пе ‚ы ш‡ть бо лее чем ‚ 2 ‡ з‡ н‡ и луч шее ‚е мfl ‚ы чис ле ний

пи име ю щем сfl чис ле по цес со о‚, т.е.

.

Пи ‚е ‰ен ные ут ‚еж ‰е ниfl поз ‚о лfl ют ‰‡ть сле ‰у ю щие е ко мен ‰‡ -

ции по п‡ ‚и л‡м фо ми о ‚‡ ниfl п‡ ‡л лель ных ‡л „о ит мо‚:

1) пи ‚ы бо е ‚ы чис ли тель ной схе мы ‡л „о ит м‡ ‰ол жен ис поль зо -

‚‡ть сfl „‡ф с ми ни м‡ль но ‚оз мож ным ‰и ‡ ме т ом (см. те о е му 1);

2) ‰лfl п‡ ‡л лель но „о ‚ы пол не ниfl це ле со об ‡з ное ко ли че ст ‚о по -

цес со о‚ оп е ‰е лfl ет сfl ‚е ли чи ной p~T1/T∞ (см. те о е му 5);

3) ‚е мfl ‚ы пол не ниfl п‡ ‡л лель но „о ‡л „о ит м‡ о„ ‡ ни чи ‚‡ ет сfl

с‚е ху ‚е ли чи н‡ ми, пи ‚е ‰ен ны ми ‚ те о е м‡х 4 и 5.

Длfl ‚ы ‚о ‰‡ е ко мен ‰‡ ций по фо ми о ‚‡ нию ‡с пи с‡ ниfl по п‡ ‡л -

лель но му ‚ы пол не нию ‡л „о ит м‡ пи ‚е ‰ем ‰о к‡ з‡ тель ст ‚о те о е мы 4.

До к‡ з‡ тель ст ‚о те о е мы 4. Пусть H∞ есть ‡с пи с‡ ние ‰лfl ‰о сти же -

ниfl ми ни м‡ль но ‚оз мож но „о ‚е ме ни ‚ы пол не ниfl T∞. Длfl к‡ж ‰ой ите -

‡ ции τ, 0≤τ≤T∞, ‚ы пол не ниfl ‡с пи с‡ ниfl H∞ обо зн‡ чим че ез nτ ко ли -

че ст ‚о опе ‡ ций, ‚ы пол нfl е мых ‚ хо ‰е ите ‡ ции τ. Р‡с пи с‡ ние ‚ы пол не -

ниfl ‡л „о ит м‡ с ис поль зо ‚‡ ни ем p по цес со о‚ мо жет быть по ст о е но

сле ‰у ю щим об ‡ зом. Вы пол не ние ‡л „о ит м‡ ‡з ‰е лим н‡ T∞ ш‡ „о‚; н‡

к‡ж ‰ом ш‡ „е τ сле ‰у ет ‚ы пол нить ‚се nτ опе ‡ ций, ко то ые ‚ы пол нfl лись

н‡ ите ‡ ции τ ‡с пи с‡ ниfl H∞. Эти опе ‡ ции мо „ут быть ‚ы пол не ны не

бо лее чем з‡ nτ / p ите ‡ ций пи ис поль зо ‚‡ нии p по цес со о‚. К‡к е -

зуль т‡т, ‚е мfl ‚ы пол не ниfl ‡л „о ит м‡ Tp мо жет быть оце не но сле ‰у ю -

щим об ‡ зом
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.

До к‡ з‡ тель ст ‚о те о е мы ‰‡ ет п‡к ти че с кий спо соб по ст о е ниfl ‡с -

пи с‡ ниfl п‡ ‡л лель но „о ‡л „о ит м‡. Пе ‚о н‡ ч‡ль но мо жет быть по ст о е но

‡с пи с‡ ние без уче т‡ о„ ‡ ни чен но с ти чис л‡ ис поль зу е мых по цес со о‚

(‡с пи с‡ ние ‰лfl п‡ ‡ ком пь ю те ‡). З‡ тем, со „л‡с но схе ме ‚ы ‚о ‰‡ те о е -

мы, мо жет быть по ст о е но ‡с пи с‡ ние ‰лfl кон кет но „о ко ли че ст ‚‡ по -

цес со о‚.

2.4. По к‡ з‡ те ли эф фек ти‚ но с ти 

п‡ ‡л лель но „о ‡л „о ит м‡

Ус ко е ние (speedup), по лу ч‡ е мое пи ис поль зо ‚‡ нии п‡ ‡л лель но „о

‡л „о ит м‡ ‰лfl p по цес со о‚, по с‡‚ не нию с по сле ‰о ‚‡ тель ным ‚‡ и ‡н -

том ‚ы пол не ниfl ‚ы чис ле ний оп е ‰е лfl ет сfl ‚е ли чи ной

Sp(n)=T1(n)/Tp(n),

т.е. к‡к от но ше ние ‚е ме ни е ше ниfl з‡ ‰‡ч н‡ ск‡ лfl ной ЭВМ к ‚е ме ни

‚ы пол не ниfl п‡ ‡л лель но „о ‡л „о ит м‡ (‚е ли чи н‡ n пи ме нfl ет сfl ‰лfl п‡ -

‡ ме т и з‡ ции ‚ы чис ли тель ной слож но с ти е ш‡ е мой з‡ ‰‡ чи и мо жет по -

ни м‡ть сfl, н‡ пи ме, к‡к ко ли че ст ‚о ‚хо‰ ных ‰‡н ных з‡ ‰‡ чи).

Эф фек ти‚ ность (efficiency) ис поль зо ‚‡ ниfl п‡ ‡л лель ным ‡л „о ит -

мом по цес со о‚ пи е ше нии з‡ ‰‡ чи оп е ‰е лfl ет сfl со от но ше ни ем

Ep(n)=T1(n)/(pTp(n))=Sp(n)/p

(‚е ли чи н‡ эф фек ти‚ но с ти оп е ‰е лfl ет се‰ нюю ‰о лю ‚е ме ни ‚ы пол не -

ниfl ‡л „о ит м‡, ‚ те че ние ко то ой по цес со ы е ‡ль но з‡ ‰ей ст ‚о ‚‡ ны ‰лfl

е ше ниfl з‡ ‰‡ чи).

Из пи ‚е ‰ен ных со от но ше ний мож но по к‡ з‡ть, что ‚ н‡ и луч шем

слу ч‡е Sp(n)=p и Ep(n)=1. Пи п‡к ти че с ком пи ме не нии ‰‡н ных по к‡ з‡ -

те лей ‰лfl оцен ки эф фек ти‚ но с ти п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний сле ‰у ет учи -

ты ‚‡ть ‰‚‡ ‚‡ж ных мо мен т‡:

• Пи оп е ‰е лен ных об сто fl тель ст ‚‡х ус ко е ние мо жет ок‡ з‡ть сfl

боль ше чис л‡ ис поль зу е мых по цес со о‚ Sp(n)>p — ‚ этом слу ч‡е „о ‚о flт

о су ще ст ‚о ‚‡ нии с‚ех ли ней но „о (superlinear) ус ко е ниfl. Не смо т fl н‡ п‡ -

‡ ‰ок с‡ль ность т‡ ких си ту ‡ ций (ус ко е ние пе ‚ы ш‡ ет чис ло по цес со -

о‚), н‡ п‡к ти ке с‚ех ли ней ное ус ко е ние мо жет иметь ме с то. О‰ ной из

пи чин т‡ ко „о fl‚ ле ниfl мо жет быть нео‰ин‡ко‚ость усло‚ий ‚ы пол не ниfl

по сле ‰о ‚‡ тель ной и п‡ ‡л лель ной по „‡мм. Н‡ пи ме, пи е ше нии з‡ -
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‰‡ чи н‡ о‰ ном по цес со е ок‡ зы ‚‡ ет сfl не ‰о ст‡ точ но опе ‡ ти‚ ной п‡ мfl -

ти ‰лfl х‡ не ниfl ‚сех об ‡ б‡ ты ‚‡ е мых ‰‡н ных и то„ ‰‡ ст‡ но ‚ит сfl не об хо ‰и -

мым ис поль зо ‚‡ ние бо лее ме‰ лен ной ‚неш ней п‡ мfl ти (‚ слу ч‡е же ис поль -

зо ‚‡ ниfl не сколь ких по цес со о‚ опе ‡ ти‚ ной п‡ мfl ти мо жет ок‡ з‡ть сfl ‰о -

ст‡ точ но з‡ счет ‡з ‰е ле ниfl ‰‡н ных меж ‰у по цес со ‡ ми). Еще о‰ ной пи -

чи ной с‚ех ли ней но „о ус ко е ниfl мо жет быть не ли ней ный х‡ ‡к те з‡ ‚и си -

мо с ти слож но с ти е ше ниfl з‡ ‰‡ чи от объ е м‡ об ‡ б‡ ты ‚‡ е мых ‰‡н ных. Т‡к,

н‡ пи ме, из ‚е ст ный ‡л „о итм пу зыь ко ‚ой со ти о‚ ки х‡ ‡к те и зу ет сfl

к‚‡ ‰ ‡ тич ной з‡ ‚и си мо с тью ко ли че ст ‚‡ не об хо ‰и мых опе ‡ ций от чис л‡

упо fl ‰о чи ‚‡ е мых ‰‡н ных. К‡к е зуль т‡т, пи ‡с пе ‰е ле нии со ти у е мо „о

м‡с си ‚‡ меж ‰у по цес со ‡ ми мо жет быть по лу че но ус ко е ние, пе ‚ы ш‡ ю -

щее чис ло по цес со о‚ (бо лее по ‰об но ‰‡н ный пи ме ‡с см‡ т и ‚‡ ет сfl ‚

лек ции 9). Ис точ ни ком с‚ех ли ней но „о ус ко е ниfl мо жет быть и ‡з ли чие

‚ы чис ли тель ных схем по сле ‰о ‚‡ тель но „о и п‡ ‡л лель но „о ме то ‰о‚,

• Пи ‚ни м‡ тель ном ‡с смо т е нии мож но об ‡ тить ‚ни м‡ ние, что

по пыт ки по ‚ы ше ниfl к‡ че ст ‚‡ п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний по о‰ но му из

по к‡ з‡ те лей (ус ко е нию или эф фек ти‚ но с ти) мо „ут пи ‚е с ти к уху‰ ше -

нию си ту ‡ ции по ‰у „о му по к‡ з‡ те лю, ибо по к‡ з‡ те ли к‡ че ст ‚‡ п‡ ‡л лель -

ных ‚ы чис ле ний fl‚ лfl ют сfl ч‡сто по ти ‚о е чи ‚ы ми. Т‡к, н‡ пи ме, по ‚ы -

ше ние ус ко е ниfl обыч но мо жет быть обес пе че но з‡ счет у‚е ли че ниfl чис -

л‡ по цес со о‚, что пи ‚о ‰ит, к‡к п‡ ‚и ло, к п‡ ‰е нию эф фек ти‚ но с ти. 

И н‡обоот, по ‚ы ше ние эф фек ти‚ но с ти ‰о сти „‡ ет сfl ‚о мно „их слу ч‡ flх

пи умень ше нии чис л‡ по цес со о‚ (‚ пе ‰ель ном слу ч‡е и‰е ‡ль н‡fl эф -

фек ти‚ ность Ep(n)=1 ле„ ко обес пе чи ‚‡ ет сfl пи ис поль зо ‚‡ нии о‰ но „о

по цес со ‡). К‡к е зуль т‡т, ‡з ‡ бот к‡ ме то ‰о‚ п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле -

ний ч‡ с то пе‰ по л‡ „‡ ет ‚ы бо не ко то о „о ком по мисс но „о ‚‡ и ‡н т‡ с

уче том же л‡ е мых по к‡ з‡ те лей ус ко е ниfl и эф фек ти‚ но с ти.

Пи ‚ы бо е н‡‰ ле ж‡ ще „о п‡ ‡л лель но „о спо со б‡ е ше ниfl з‡ ‰‡ чи

мо жет ок‡ з‡ть сfl по лез ной оцен к‡ сто и мо с ти (cost) ‚ы чис ле ний, оп е ‰е -

лfl е мой к‡к по из ‚е ‰е ние ‚е ме ни п‡ ‡л лель но „о е ше ниfl з‡ ‰‡ чи и чис -

л‡ ис поль зу е мых по цес со о‚

Cp=pTp.

В с‚fl зи с этим мож но оп е ‰е лить по нfl тие сто и мо ст но-оп ти м‡ль но -

„о (cost-optimal) п‡ ‡л лель но „о ‡л „о ит м‡ к‡к ме то ‰‡, сто и мость ко то о „о

fl‚ лfl ет сfl по по ци о н‡ль ной ‚е ме ни ‚ы пол не ниfl н‡ и луч ше „о по сле ‰о -

‚‡ тель но „о ‡л „о ит м‡.

Д‡ лее ‰лfl ил лю с т ‡ ции ‚‚е ‰ен ных по нfl тий ‚ сле ‰у ю щем пунк те бу -

‰ет ‡с смо т ен учеб ный пи ме е ше ниfl з‡ ‰‡ чи ‚ы чис ле ниfl ч‡ ст ных

сумм ‰лfl по сле ‰о ‚‡ тель но с ти чис ло ‚ых зн‡ че ний. Ко ме то „о, ‰‡н ные

по к‡ з‡ те ли бу ‰ут ис поль зо ‚‡ть сfl ‰лfl х‡ ‡к те и с ти ки эф фек ти‚ но с ти
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‚сех ‡с см‡ т и ‚‡ е мых ‚ лек ци flх 6 – 11 п‡ ‡л лель ных ‡л „о ит мо‚ пи е -

ше нии fl ‰‡ ти по ‚ых з‡ ‰‡ч ‚ы чис ли тель ной м‡ те м‡ ти ки.

2.5. Учеб ный пи ме. Вы чис ле ние ч‡ ст ных сумм 

по сле ‰о ‚‡ тель но с ти чис ло ‚ых зн‡ че ний

Р‡с смо т им ‰лfl ‰е мон ст ‡ ции fl ‰‡ по блем, ‚оз ни к‡ ю щих пи ‡з -

‡ бот ке п‡ ‡л лель ных ме то ‰о‚ ‚ы чис ле ний, с‡‚ ни тель но по стую з‡ ‰‡ -

чу н‡ хож ‰е ниfl ч‡ ст ных сумм по сле ‰о ‚‡ тель но с ти чис ло ‚ых зн‡ че ний

,

„‰е n есть ко ли че ст ‚о сум ми у е мых зн‡ че ний (‰‡н н‡fl з‡ ‰‡ ч‡ из ‚е ст н‡

т‡к же по‰ н‡ з‚‡ ни ем prefix sum problem). 

Изу че ние ‚оз мож ных п‡ ‡л лель ных ме то ‰о‚ е ше ниfl ‰‡н ной з‡ ‰‡ чи

н‡ч нем с еще бо лее по сто „о ‚‡ и ‡н т‡ ее по ст‡ но‚ ки – с з‡ ‰‡ чи ‚ы чис ле -

ниfl об щей сум мы име ю ще „о сfl н‡ бо ‡ зн‡ че ний (‚ т‡ ком ‚и ‰е з‡ ‰‡ ч‡ сум -

ми о ‚‡ ниfl fl‚ лfl ет сfl ч‡ ст ным слу ч‡ ем об щей з‡ ‰‡ чи е ‰ук ции)

.

2.5.1. По сле ‰о ‚‡ тель ный ‡л „о итм сум ми о ‚‡ ниfl

Т‡ ‰и ци он ный ‡л „о итм ‰лfl е ше ниfl этой з‡ ‰‡ чи со сто ит ‚ по сле -

‰о ‚‡ тель ном сум ми о ‚‡ нии эле мен то‚ чис ло ‚о „о н‡ бо ‡

S=0,

S=S+x1,...

Вы чис ли тель н‡fl схе м‡ ‰‡н но „о ‡л „о ит м‡ мо жет быть пе‰ ст‡‚ ле н‡

сле ‰у ю щим об ‡ зом (см. ис. 2.2):

G1=(V1,R1),

„‰е V1={v01,...,v0n, v11,...,v1n} есть мно же ст ‚о опе ‡ ций (‚е ши ны v01,...,v0n

обо зн‡ ч‡ ют опе ‡ ции ‚‚о ‰‡, к‡ж ‰‡fl ‚е ши н‡ v1i, 1≤i≤n, со от ‚ет ст ‚у ет

пи б‡‚ ле нию зн‡ че ниfl xi к н‡ к‡п ли ‚‡ е мой сум ме S), ‡

R1={(v0i,v1i),(v1i,v1i+1), 1≤i≤n–1}

есть мно же ст ‚о ‰у„, оп е ‰е лfl ю щих ин фо м‡ ци он ные з‡ ‚и си мо с ти опе -

‡ ций.
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Рис. 2.2. По сле ‰о ‚‡ тель н‡fl ‚ы чис ли тель н‡fl схе м‡ ‡л „о ит м‡ 

сум ми о ‚‡ ниfl

К‡к мож но з‡ ме тить, ‰‡н ный «ст‡н ‰‡т ный» ‡л „о итм сум ми о ‚‡ ниfl

‰о пу с к‡ ет толь ко сто „о по сле ‰о ‚‡ тель ное ис пол не ние и не мо жет быть ‡с -

п‡ ‡л ле лен.

2.5.2. К‡ с к‡‰ н‡fl схе м‡ сум ми о ‚‡ ниfl

П‡ ‡л ле лизм ‡л „о ит м‡ сум ми о ‚‡ ниfl ст‡ но ‚ит сfl ‚оз мож ным

толь ко пи ином спо со бе по ст о е ниfl по цес с‡ ‚ы чис ле ний, ос но ‚‡н ном

н‡ ис поль зо ‚‡ нии ‡с со ци ‡ ти‚ но с ти опе ‡ ции сло же ниfl. По лу ч‡ е мый но -

‚ый ‚‡ и ‡нт сум ми о ‚‡ ниfl (из ‚е ст ный ‚ ли те ‡ ту е к‡к к‡ с к‡‰ н‡fl схе м‡)

со сто ит ‚ сле ‰у ю щем (см. ис. 2.3):

• н‡ пе ‚ой ите ‡ ции к‡ с к‡‰ ной схе мы ‚се ис хо‰ ные ‰‡н ные ‡з би ‚‡ -

ют сfl н‡ п‡ ы, и ‰лfl к‡ж ‰ой п‡ ы ‚ы чис лfl ет сfl сум м‡ их зн‡ че ний;

• ‰‡ лее ‚се по лу чен ные сум мы т‡к же ‡з би ‚‡ ют сfl н‡ п‡ ы, и сно ‚‡

‚ы пол нfl ет сfl сум ми о ‚‡ ние зн‡ че ний п‡ и т.‰.

Д‡н н‡fl ‚ы чис ли тель н‡fl схе м‡ мо жет быть оп е ‰е ле н‡ к‡к „‡ф

(пусть n=2k )
G2=(V2,R2),

Рис. 2.3. К‡ с к‡‰ н‡fl схе м‡ ‡л „о ит м‡ сум ми о ‚‡ ниfl 

Кус
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„‰е V2={(vi1,...,vli), 0≤i≤k, 1≤li≤2-1n} есть ‚е ши ны „‡ ф‡ ((v01,...v0n) — опе -

‡ ции ‚‚о ‰‡, (v1l,...,v1n/2) — опе ‡ ции сум ми о ‚‡ ниfl пе ‚ой ите ‡ ции и

т.‰.), ‡ мно же ст ‚о ‰у„ „‡ ф‡ оп е ‰е лfl ет сfl со от но ше ни fl ми:

R2={(vi-1,2j-1vij),(vi-1,2jvij), 1≤i≤k, 1≤j≤2-in}.

К‡к не ту‰ но оце нить, ко ли че ст ‚о ите ‡ ций к‡ с к‡‰ ной схе мы ок‡ -

зы ‚‡ ет сfl ‡‚ ным ‚е ли чи не

k=log2n,

‡ об щее ко ли че ст ‚о опе ‡ ций сум ми о ‚‡ ниfl

Kпосл=n/2+n/4+...+1=n–1

со‚ п‡ ‰‡ ет с ко ли че ст ‚ом опе ‡ ций по сле ‰о ‚‡ тель но „о ‚‡ и ‡н т‡ ‡л „о ит -

м‡ сум ми о ‚‡ ниfl. Пи п‡ ‡л лель ном ис пол не нии от ‰ель ных ите ‡ ций

к‡ с к‡‰ ной схе мы об щее ко ли че ст ‚о п‡ ‡л лель ных опе ‡ ций сум ми о ‚‡ -

ниfl fl‚ лfl ет сfl ‡‚ ным

Kп‡=log2n.

По сколь ку счи т‡ ет сfl, что ‚е мfl ‚ы пол не ниfl лю бых ‚ы чис ли тель -

ных опе ‡ ций fl‚ лfl ет сfl о‰и н‡ ко ‚ым и е‰и нич ным, то T1=Kпосл, Tp=Kп‡,

по это му по к‡ з‡ те ли ус ко е ниfl и эф фек ти‚ но с ти к‡ с к‡‰ ной схе мы ‡л „о -

ит м‡ сум ми о ‚‡ ниfl мож но оце нить к‡к

Sp=T1/Tp=(n–1)/log2n,

Ep=T1/pTp=(n–1)/(plog2n)=(n–1)/((n/2)log2n),

„‰е p=n/2 есть не об хо ‰и мое ‰лfl ‚ы пол не ниfl к‡ с к‡‰ ной схе мы ко ли че ст -

‚о по цес со о‚.

Ан‡ ли зи уfl по лу чен ные х‡ ‡к те и с ти ки, мож но от ме тить, что ‚е -

мfl п‡ ‡л лель но „о ‚ы пол не ниfl к‡ с к‡‰ ной схе мы со‚ п‡ ‰‡ ет с оцен кой ‰лfl

п‡ ‡ ком пь ю те ‡ ‚ те о е ме 2. О‰ н‡ ко пи этом эф фек ти‚ ность ис поль зо -

‚‡ ниfl по цес со о‚ умень ш‡ ет сfl пи у‚е ли че нии ко ли че ст ‚‡ сум ми у е -

мых зн‡ че ний

limEp→0 пи n→∞.

59

Лекциfl 2 Мо‰елио‚‡ние и ‡н‡лиз п‡‡ллельных ‚ычислений



2.5.3. Мо ‰и фи ци о ‚‡н н‡fl к‡ с к‡‰ н‡fl схе м‡

По лу че ние ‡симп то ти че с ки не ну ле ‚ой эф фек ти‚ но с ти мо жет быть

обес пе че но, н‡ пи ме, пи ис поль зо ‚‡ нии мо ‰и фи ци о ‚‡н ной к‡ с к‡‰ -

ной схе мы (см. [22]). Длfl уп о ще ниfl по ст о е ниfl оце нок мож но пе‰ по -

ло жить n=2k, k=2s. То„ ‰‡ ‚ но ‚ом ‚‡ и ‡н те к‡ с к‡‰ ной схе мы ‚се ‚ы чис ле -

ниfl по из ‚о ‰flт сfl ‚ ‰‚‡ по сле ‰о ‚‡ тель но ‚ы пол нfl е мых эт‡ п‡ сум ми о ‚‡ -

ниfl (см. ис. 2.4):

• н‡ пе ‚ом эт‡ пе ‚ы чис ле ний ‚се сум ми у е мые зн‡ че ниfl по‰ ‡з ‰е -

лfl ют сfl н‡ (n/log2n) „упп, ‚ к‡ж ‰ой из ко то ых со ‰е жит сfl log2n эле мен -

то‚; ‰‡ лее ‰лfl к‡ж ‰ой „уп пы ‚ы чис лfl ет сfl сум м‡ зн‡ че ний пи по мо щи

по сле ‰о ‚‡ тель но „о ‡л „о ит м‡ сум ми о ‚‡ ниfl; ‚ы чис ле ниfl ‚ к‡ж ‰ой „уп -

пе мо „ут ‚ы пол нflть сfl не з‡ ‚и си мо ‰у„ от ‰у „‡ (т.е. п‡ ‡л лель но – ‰лfl

это „о не об хо ‰и мо н‡ ли чие не ме нее (n/log2n) по цес со о‚);

• н‡ ‚то ом эт‡ пе ‰лfl по лу чен ных (n/log2n) сумм от ‰ель ных „упп

пи ме нfl ет сfl обыч н‡fl к‡ с к‡‰ н‡fl схе м‡.

Рис. 2.4. Мо ‰и фи ци о ‚‡н н‡fl к‡ с к‡‰ н‡fl схе м‡ сум ми о ‚‡ ниfl

То„ ‰‡ ‰лfl ‚ы пол не ниfl пе ‚о „о эт‡ п‡ те бу ет сfl log2n п‡ ‡л лель ных

опе ‡ ций пи ис поль зо ‚‡ нии p1=(n/log2n) по цес со о‚. Длfl ‚ы пол не ниfl

‚то о „о эт‡ п‡ не об хо ‰и мо 

log2(n/log2n)≤log2n

п‡ ‡л лель ных опе ‡ ций ‰лfl p2=(n/log2n)/2 по цес со о‚. К‡к е зуль т‡т,

‰‡н ный спо соб сум ми о ‚‡ ниfl х‡ ‡к те и зу ет сfl сле ‰у ю щи ми по к‡ з‡ те -

лfl ми:

Кус
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Tp=2log2n, p=(n/log2n).

С уче том по лу чен ных оце нок по к‡ з‡ те ли ус ко е ниfl и эф фек ти‚ но с -

ти мо ‰и фи ци о ‚‡н ной к‡ с к‡‰ ной схе мы оп е ‰е лfl ют сfl со от но ше ни fl ми:

Sp=T1/Tp=(n–1)/2log2n,

Ep=T1/pTp=(n–1)/(2(n/log2n)log2n)=(n–1)/2n.

С‡‚ ни ‚‡fl ‰‡н ные оцен ки с по к‡ з‡ те лfl ми обыч ной к‡ с к‡‰ ной схе -

мы, мож но от ме тить, что ус ко е ние ‰лfl пе‰ ло жен но „о п‡ ‡л лель но „о ‡л -

„о ит м‡ умень ши лось ‚ 2 ‡ з‡, о‰ н‡ ко ‰лfl эф фек ти‚ но с ти но ‚о „о ме то ‰‡

сум ми о ‚‡ ниfl мож но по лу чить ‡симп то ти че с ки не ну ле ‚ую оцен ку сни зу

Ep=(n–1)/2n≥0,25, limEp→0,5 пи n→∞.

Мож но от ме тить т‡к же, что ‰‡н ные зн‡ че ниfl по к‡ з‡ те лей ‰о сти „‡ -

ют сfl пи ко ли че ст ‚е по цес со о‚, оп е ‰е лен ном ‚ те о е ме 5. Ко ме то -

„о, не об хо ‰и мо по‰ чек нуть, что, ‚ от ли чие от обыч ной к‡ с к‡‰ ной схе мы,

мо ‰и фи ци о ‚‡н ный к‡ с к‡‰ ный ‡л „о итм fl‚ лfl ет сfl сто и мо ст но-оп ти -

м‡ль ным, по сколь ку сто и мость ‚ы чис ле ний ‚ этом слу ч‡е

Cp=pTp=(n/log2n)(2log2n)

fl‚ лfl ет сfl по по ци о н‡ль ной ‚е ме ни ‚ы пол не ниfl по сле ‰о ‚‡ тель но „о ‡л -

„о ит м‡.

2.5.4. Вы чис ле ние ‚сех ч‡ ст ных сумм

Ве нем сfl к ис хо‰ ной з‡ ‰‡ че ‚ы чис ле ниfl ‚сех ч‡ ст ных сумм по сле -

‰о ‚‡ тель но с ти зн‡ че ний и по ‚е ‰ем ‡н‡ лиз ‚оз мож ных спо со бо‚ по сле -

‰о ‚‡ тель ной и п‡ ‡л лель ной о „‡ ни з‡ ции ‚ы чис ле ний. Вы чис ле ние ‚сех

ч‡ ст ных сумм н‡ ск‡ лfl ном ком пью те е мо жет быть по лу че но пи по мо -

щи обыч но „о по сле ‰о ‚‡ тель но „о ‡л „о ит м‡ сум ми о ‚‡ ниfl пи том же ко -

ли че ст ‚е опе ‡ ций (!)

T1=n.

Пи п‡ ‡л лель ном ис пол не нии пи ме не ние к‡ с к‡‰ ной схе мы ‚ fl‚ -

ном ‚и ‰е не пи ‚о ‰ит к же л‡ е мым е зуль т‡ т‡м; ‰о сти же ние эф фек ти‚ но „о

‡с п‡ ‡л ле ли ‚‡ ниfl те бу ет пи ‚ле че ниfl но ‚ых по‰ хо ‰о‚ (мо жет быть, 

‰‡ же не име ю щих ‡н‡ ло „о‚ пи по сле ‰о ‚‡ тель ном по „‡м ми о ‚‡ нии) 

‰лfl ‡з ‡ бот ки но ‚ых п‡ ‡л лель но-ои ен ти о ‚‡н ных ‡л „о ит мо‚ е ше ниfl
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з‡ ‰‡ч. Т‡к, ‰лfl ‡с см‡ т и ‚‡ е мой з‡ ‰‡ чи н‡ хож ‰е ниfl ‚сех ч‡ ст ных сумм

‡л „о итм, обес пе чи ‚‡ ю щий по лу че ние е зуль т‡ то‚ з‡ log2n п‡ ‡л лель ных

опе ‡ ций (к‡к и ‚ слу ч‡е ‚ы чис ле ниfl об щей сум мы), мо жет со сто flть ‚

сле ‰у ю щем (см. ис. 2.5, ‡ т‡к же [22]):

• пе е‰ н‡ ч‡ лом ‚ы чис ле ний со з‰‡ ет сfl ко пиfl S ‚ек то ‡ сум ми у е -

мых зн‡ че ний (S=x);

• ‰‡ лее н‡ к‡ж ‰ой ите ‡ ции сум ми о ‚‡ ниfl i, 1≤i≤log2n, фо ми у ет сfl

‚спо мо „‡ тель ный ‚ек то Q пу тем с‰‚и „‡ ‚п‡ ‚о ‚ек то ‡ S н‡ 2i-1 по зи ций

(ос ‚о бож ‰‡ ю щи е сfl пи с‰‚и „е по зи ции сле ‚‡ ус т‡ н‡‚ ли ‚‡ ют сfl ‚ ну ле ‚ые

зн‡ че ниfl); ите ‡ циfl ‡л „о ит м‡ з‡ ‚е ш‡ ет сfl п‡ ‡л лель ной опе ‡ ци ей

сум ми о ‚‡ ниfl ‚ек то о‚ S и Q.

Рис. 2.5. Схе м‡ п‡ ‡л лель но „о ‡л „о ит м‡ ‚ы чис ле ниfl ‚сех ч‡ ст ных

сумм (‚е ли чи ны Si-j оз н‡ ч‡ ют сум мы зн‡ че ний от i ‰о j эле мен то‚

чис ло ‚ой по сле ‰о ‚‡ тель но с ти)

Все „о п‡ ‡л лель ный ‡л „о итм ‚ы пол нfl ет сfl з‡ log2n п‡ ‡л лель ных

опе ‡ ций сло же ниfl. Н‡ к‡ж ‰ой ите ‡ ции ‡л „о ит м‡ п‡ ‡л лель но ‚ы пол -

нfl ют сfl n ск‡ лfl ных опе ‡ ций сло же ниfl и, т‡ ким об ‡ зом, об щее ко ли -

че ст ‚о ск‡ лfl ных опе ‡ ций оп е ‰е лfl ет сfl ‚е ли чи ной

Kп‡=nlog2n

(п‡ ‡л лель ный ‡л „о итм со ‰е жит боль шее (!) ко ли че ст ‚о опе ‡ ций по с‡‚ -

не нию с по сле ‰о ‚‡ тель ным спо со бом сум ми о ‚‡ ниfl). Не об хо ‰и мое ко ли че -

ст ‚о по цес со о‚ оп е ‰е лfl ет сfl ко ли че ст ‚ом сум ми у е мых зн‡ че ний (p=n).

С уче том по лу чен ных со от но ше ний по к‡ з‡ те ли ус ко е ниfl и эф фек -

ти‚ но с ти п‡ ‡л лель но „о ‡л „о ит м‡ ‚ы чис ле ниfl ‚сех ч‡ ст ных сумм оце -

ни ‚‡ ют сfl сле ‰у ю щим об ‡ зом:
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Sp=T1/Tp=n/log2n,

Ep=T1/pTp=n/(plog2n)=n/(nlog2n)=1/log2n.

К‡к сле ‰у ет из по ст о ен ных оце нок, эф фек ти‚ ность ‡л „о ит м‡ т‡к -

же умень ш‡ ет сfl пи у‚е ли че нии чис л‡ сум ми у е мых зн‡ че ний, и пи не -

об хо ‰и мо с ти по ‚ы ше ниfl ‚е ли чи ны это „о по к‡ з‡ те лfl мо жет ок‡ з‡ть сfl по -

лез ной мо ‰и фи к‡ циfl ‡л „о ит м‡, к‡к и ‚ слу ч‡е с обыч ной к‡ с к‡‰ ной схе -

мой.

2.6. Оцен к‡ м‡к си м‡ль но ‰о сти жи мо „о 

п‡ ‡л ле лиз м‡

Оцен к‡ к‡ че ст ‚‡ п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний пе‰ по л‡ „‡ ет зн‡ ние н‡ -

и луч ших (м‡к си м‡ль но ‰о сти жи мых) зн‡ че ний по к‡ з‡ те лей ус ко е ниfl и

эф фек ти‚ но с ти, о‰ н‡ ко по лу че ние и‰е ‡ль ных ‚е ли чин Sp=p ‰лfl ус ко е ниfl

и Ep=1 ‰лfl эф фек ти‚ но с ти мо жет быть обес пе че но не ‰лfl ‚сех ‚ы чис ли -

тель но ту ‰о ем ких з‡ ‰‡ч. Т‡к, ‰лfl ‡с см‡ т и ‚‡ е мо „о учеб но „о пи ме ‡ ‚

пе ‰ы ‰у щем пунк те ми ни м‡ль но ‰о сти жи мое ‚е мfl п‡ ‡л лель но „о ‚ы чис -

ле ниfl сум мы чис ло ‚ых зн‡ че ний со ст‡‚ лfl ет log2n. Оп е ‰е лен ное со ‰ей ст -

‚ие ‚ е ше нии этой по бле мы мо „ут ок‡ з‡ть те о е ти че с кие ут ‚еж ‰е ниfl,

пи ‚е ‰ен ные ‚ н‡ ч‡ ле ‰‡н ной лек ции. В ‰о пол не ние к ним ‡с смо т им

еще fl‰ з‡ ко но ме но с тей, ко то ые мо „ут быть чез ‚ы ч‡й но по лез ны пи

по ст о е нии оце нок м‡к си м‡ль но ‰о сти жи мо „о п‡ ‡л ле лиз м‡1.

1. З‡ кон Ам ‰‡ лfl. До сти же нию м‡к си м‡ль но „о ус ко е ниfl мо жет

пе пflт ст ‚о ‚‡ть су ще ст ‚о ‚‡ ние ‚ ‚ы пол нfl е мых ‚ы чис ле ни flх по сле ‰о ‚‡ -

тель ных ‡с че то‚, ко то ые не мо „ут быть ‡с п‡ ‡л ле ле ны. Пусть f есть

‰о лfl по сле ‰о ‚‡ тель ных ‚ы чис ле ний ‚ пи ме нfl е мом ‡л „о ит ме об ‡ бот ки

‰‡н ных, то„ ‰‡ ‚ со от ‚етст‚ии с з‡ ко ном Ам ‰‡ лfl (Amdahl) ус ко е ние по -

цес с‡ ‚ы чис ле ний пи ис поль зо ‚‡ нии p по цес со о‚ о„ ‡ ни чи ‚‡ ет сfl

‚е ли чи ной

.

Т‡к, н‡ пи ме, пи н‡ ли чии ‚се „о 10% по сле ‰о ‚‡ тель ных ко м‡н‰ ‚

‚ы пол нfl е мых ‚ы чис ле ни flх эф фект ис поль зо ‚‡ ниfl п‡ ‡л ле лиз м‡ не мо -

жет пе ‚ы ш‡ть 10-к‡т но „о ус ко е ниfl об ‡ бот ки ‰‡н ных. В ‡с смо т ен -

ном учеб ном пи ме е ‚ы чис ле ниfl сум мы зн‡ че ний ‰лfl к‡ с к‡‰ ной схе мы
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‰о лfl по сле ‰о ‚‡ тель ных ‡с че то‚ со ст‡‚ лfl ет f=log2n/n и, к‡к е зуль т‡т, ‚е -

ли чи н‡ ‚оз мож но „о ус ко е ниfl о„ ‡ ни че н‡ оцен кой S*=n/log2n .

З‡ кон Ам ‰‡ лfl х‡ ‡к те и зу ет о‰ ну из с‡ мых се ь ез ных по блем ‚ об -

л‡ с ти п‡ ‡л лель но „о по „‡м ми о ‚‡ ниfl (‡л „о ит мо‚ без оп е ‰е лен ной

‰о ли по сле ‰о ‚‡ тель ных ко м‡н‰ п‡к ти че с ки не су ще ст ‚у ет). О‰ н‡ ко ч‡ с -

то ‰о лfl по сле ‰о ‚‡ тель ных ‰ей ст ‚ий х‡ ‡к те и зу ет не ‚оз мож ность п‡ ‡л -

лель но „о е ше ниfl з‡ ‰‡ч, ‡ по сле ‰о ‚‡ тель ные с‚ой ст ‚‡ пи ме нfl е мых ‡л -

„о ит мо‚. По это му ‰о лfl по сле ‰о ‚‡ тель ных ‚ы чис ле ний мо жет быть су -

ще ст ‚ен но сни же н‡ пи ‚ы бо е бо лее по‰ хо ‰fl щих ‰лfl ‡с п‡ ‡л ле ли ‚‡ -

ниfl ме то ‰о‚.

Сле ‰у ет от ме тить т‡к же, что ‡с смо т е ние з‡ ко н‡ Ам ‰‡ лfl по ис хо ‰ит

‚ пе‰ по ло же нии, что ‰о лfl по сле ‰о ‚‡ тель ных ‡с че то‚ f fl‚ лfl ет сfl по сто flн -

ной ‚е ли чи ной и не з‡ ‚и сит от п‡ ‡ ме т ‡ n, оп е ‰е лfl ю ще „о ‚ы чис ли тель -

ную слож ность е ш‡ е мой з‡ ‰‡ чи. О‰ н‡ ко ‰лfl боль шо „о fl ‰‡ з‡ ‰‡ч ‰о лfl

f=f(n) fl‚ лfl ет сfl убы ‚‡ ю щей функ ци ей от n, и ‚ этом слу ч‡е ус ко е ние ‰лfl

фик си о ‚‡н но „о чис л‡ по цес со о‚ мо жет быть у‚е ли че но з‡ счет у‚е ли че -

ниfl ‚ы чис ли тель ной слож но с ти е ш‡ е мой з‡ ‰‡ чи. Д‡н ное з‡ ме ч‡ ние мо жет

быть сфо му ли о ‚‡ но к‡к ут ‚еж ‰е ние, что ус ко е ние Sp= Sp(n) fl‚ лfl ет сfl

‚оз ‡ с т‡ ю щей функ ци ей от п‡ ‡ ме т ‡ n (‰‡н ное ут ‚еж ‰е ние ч‡ с то име ну -

ет сfl эф фект Ам ‰‡ лfl). Т‡к, н‡ пи ме, ‰лfl учеб но „о пи ме ‡ ‚ы чис ле ниfl

сум мы зн‡ че ний пи ис поль зо ‚‡ нии фик си о ‚‡н но „о чис л‡ по цес со о‚ p

сум ми у е мый н‡ бо ‰‡н ных мо жет быть ‡з ‰е лен н‡ бло ки ‡з ме ‡ n/p, ‰лfl

ко то ых сн‡ ч‡ л‡ п‡ ‡л лель но мо „ут быть ‚ы чис ле ны ч‡ ст ные сум мы, ‡ ‰‡ -

лее эти сум мы мож но сло жить пи по мо щи к‡ с к‡‰ ной схе мы. Дли тель ность

по сле ‰о ‚‡ тель ной ч‡ с ти ‚ы пол нfl е мых опе ‡ ций (ми ни м‡ль но ‚оз мож ное

‚е мfl п‡ ‡л лель но „о ис пол не ниfl) ‚ этом слу ч‡е со ст‡‚ лfl ет 

Tp=(n/p)+log2p, 

что пи ‚о ‰ит к оцен ке ‰о ли по сле ‰о ‚‡ тель ных ‡с че то‚ к‡к ‚е ли чи ны

f=(1/p)+log2p/n.

К‡к сле ‰у ет из по лу чен но „о ‚ы ‡ же ниfl, ‰о лfl по сле ‰о ‚‡ тель ных ‡с -

че то‚ f убы ‚‡ ет с ос том n и ‚ пе ‰ель ном слу ч‡е мы по лу ч‡ е мом и‰е ‡ль -

ную оцен ку м‡к си м‡ль но ‚оз мож но „о ус ко е ниfl S*=p.

2. З‡ кон Гу с т‡‚ со н‡ – Б‡ си с‡. Оце ним м‡к си м‡ль но ‰о сти жи мое ус -

ко е ние ис хо ‰fl из име ю щей сfl ‰о ли по сле ‰о ‚‡ тель ных ‡с че то‚ ‚ ‚ы пол -

нfl е мых п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ни flх: 

,
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„‰е τ(n) и π(n) есть ‚е ме н‡ по сле ‰о ‚‡ тель ной и п‡ ‡л лель ной ч‡ с тей ‚ы -

пол нfl е мых ‚ы чис ле ний со от ‚ет ст ‚ен но, т.е.

T1 = τ(n) + π(n), Tp = τ(n) + π(n)/p.

С уче том ‚‚е ‰ен ной ‚е ли чи ны g мож но по лу чить 

τ(n)=g⋅(τ(n)+π (n)/p),  π(n)=(1-g)p⋅(τ(n)+π(n)/p), 

что поз ‚о лfl ет по ст о ить оцен ку ‰лfl ус ко е ниfl

,

ко то ‡fl по сле уп о ще ниfl пи ‚о ‰ит сfl к ‚и ‰у з‡ ко н‡ Гу с т‡‚ со н‡ – Б‡ си -

с‡ (Gustafson – Barsis's law) (см. [63]):

Sp = g + (1–g)p = p + (1–p)g.

Пи ме ни тель но к учеб но му пи ме у сум ми о ‚‡ ниfl зн‡ че ний пи

ис поль зо ‚‡ нии p по цес со о‚ ‚е мfl п‡ ‡л лель но „о ‚ы пол не ниfl, к‡к уже

от ме ч‡ лось ‚ы ше, со ст‡‚ лfl ет

Tp = (n/p) + log2p,

что со от ‚ет ст ‚у ет по сле ‰о ‚‡ тель ной ‰о ле 

.

З‡ счет у‚е ли че ниfl чис л‡ сум ми у е мых зн‡ че ний ‚е ли чи н‡ g мо жет

быть пе не бе жи мо м‡ лой, обес пе чи ‚‡fl по лу че ние и‰е ‡ль но „о ‚оз мож -

но „о ус ко е ниfl Sp=p.

Пи ‡с смо т е нии з‡ ко н‡ Гу с т‡‚ со н‡ – Б‡ си с‡ сле ‰у ет учи ты ‚‡ть

еще о‰ин ‚‡ж ный мо мент. С у‚е ли че ни ем чис л‡ ис поль зу е мых по цес со -

о‚ темп умень ше ниfl ‚е ме ни п‡ ‡л лель но „о е ше ниfl з‡ ‰‡ч мо жет п‡ ‰‡ть

(по сле пе ‚ы ше ниfl оп е ‰е лен но „о по о „‡). О‰ н‡ ко з‡ счет умень ше ниfl

‚е ме ни ‚ы чис ле ний слож ность е ш‡ е мых з‡ ‰‡ч мо жет быть у‚е ли че н‡

(т‡к, н‡ пи ме, ‰лfl учеб ной з‡ ‰‡ чи сум ми о ‚‡ ниfl мо жет быть у‚е ли чен

‡з ме скл‡ ‰ы ‚‡ е мо „о н‡ бо ‡ зн‡ че ний). Оцен ку по лу ч‡ е мо „о пи этом ус -

ко е ниfl мож но оп е ‰е лить пи по мо щи сфо му ли о ‚‡н ных з‡ ко но ме но -

с тей. Т‡ к‡fl ‡н‡ ли ти че с к‡fl оцен к‡ тем бо лее по лез н‡, по сколь ку е ше ние
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т‡ ких бо лее слож ных ‚‡ и ‡н то‚ з‡ ‰‡ч н‡ о‰ ном по цес со е мо жет ок‡ з‡ть -

сfl ‰о ст‡ точ но ту ‰о ем ким и ‰‡ же не ‚оз мож ным, н‡ пи ме, ‚ си лу не х‚‡т -

ки опе ‡ ти‚ ной п‡ мfl ти. С уче том ук‡ з‡н ных об сто fl тельст‚ оцен ку ус ко е -

ниfl, по лу ч‡ е мую ‚ со от ‚ет ст ‚ии с з‡ ко ном Гу с т‡‚ со н‡ – Б‡ си с‡, еще н‡ зы -

‚‡ ют ус ко е ни ем м‡с шт‡ би о ‚‡ ниfl (scaled speedup), по сколь ку ‰‡н н‡fl х‡ ‡к -

те и с ти к‡ мо жет по к‡ з‡ть, н‡ сколь ко эф фек ти‚ но мо „ут быть о „‡ ни зо ‚‡ -

ны п‡ ‡л лель ные ‚ы чис ле ниfl пи у‚е ли че нии слож но с ти е ш‡ е мых з‡ ‰‡ч.

2.7. Ан‡ лиз м‡с шт‡ би у е мо с ти 

п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний

Це лью пи ме не ниfl п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний ‚о мно „их слу ч‡ flх

fl‚ лfl ет сfl не толь ко умень ше ние ‚е ме ни ‚ы пол не ниfl ‡с че то‚, но и обес -

пе че ние ‚оз мож но с ти е ше ниfl бо лее слож ных ‚‡ и ‡н то‚ з‡ ‰‡ч (т‡ ких по -

ст‡ но ‚ок, е ше ние ко то ых не пе‰ ст‡‚ лfl ет сfl ‚оз мож ным пи ис поль зо -

‚‡ нии о‰ но по цес со ных ‚ы чис ли тель ных си с тем). Спо соб ность п‡ ‡л -

лель но „о ‡л „о ит м‡ эф фек ти‚ но ис поль зо ‚‡ть по цес со ы пи по ‚ы ше -

нии слож но с ти ‚ы чис ле ний fl‚ лfl ет сfl ‚‡ж ной х‡ ‡к те и с ти кой ‚ы пол нfl -

е мых ‡с че то‚. По это му п‡ ‡л лель ный ‡л „о итм н‡ зы ‚‡ ют м‡с шт‡ би у е -

мым (scalable), ес ли пи ос те чис л‡ по цес со о‚ он обес пе чи ‚‡ ет у‚е ли -

че ние ус ко е ниfl пи со х‡ не нии по сто flн но „о уо‚ нfl эф фек ти‚ но с ти ис -

поль зо ‚‡ ниfl по цес со о‚. Воз мож ный спо соб х‡ ‡к те и с ти ки с‚ойст‚

м‡с шт‡ би у е мо с ти со сто ит ‚ сле ‰у ю щем.

Оце ним н‡ кл‡‰ ные ‡с хо ‰ы (total overhead), ко то ые име ют ме с то пи

‚ы пол не нии п‡ ‡л лель но „о ‡л „о ит м‡

T0=pTp–T1.

Н‡ кл‡‰ ные ‡с хо ‰ы по fl‚ лfl ют сfl з‡ счет не об хо ‰и мо с ти о „‡ ни з‡ ции

‚з‡ и мо ‰ей ст ‚иfl по цес со о‚, ‚ы пол не ниfl не ко то ых ‰о пол ни тель ных

‰ей ст ‚ий, син хо ни з‡ ции п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний и т.п. Ис поль зуfl

‚‚е ‰ен ное обо зн‡ че ние, мож но по лу чить но ‚ые ‚ы ‡ же ниfl ‰лfl ‚е ме ни

п‡ ‡л лель но „о е ше ниfl з‡ ‰‡ чи и со от ‚ет ст ‚у ю ще „о ус ко е ниfl:

.

Пименflfl по лу чен ные со от но ше ниfl, эф фек ти‚ ность ис поль зо ‚‡ -

ниfl по цес со о‚ мож но ‚ы ‡ зить к‡к

.
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По сле‰ нее ‚ы ‡ же ние по к‡ зы ‚‡ ет, что ес ли слож ность е ш‡ е мой з‡ -

‰‡ чи fl‚ лfl ет сfl фик си о ‚‡н ной (T1=const), то пи ос те чис л‡ по цес со о‚

эф фек ти‚ ность, к‡к п‡ ‚и ло, бу ‰ет убы ‚‡ть з‡ счет ос т‡ н‡ кл‡‰ ных ‡с хо -

‰о‚ T0. Пи фик с‡ ции чис л‡ по цес со о‚ эф фек ти‚ ность их ис поль зо ‚‡ -

ниfl мож но улуч шить пу тем по ‚ы ше ниfl слож но с ти е ш‡ е мой з‡ ‰‡ чи T1

(пе‰ по л‡ „‡ ет сfl, что пи ос те п‡ ‡ ме т ‡ слож но с ти n н‡ кл‡‰ ные ‡с хо ‰ы

T0 у‚е ли чи ‚‡ ют сfl ме‰ лен нее, чем объ ем ‚ы чис ле ний T1). К‡к е зуль т‡т,

пи у‚е ли че нии чис л‡ по цес со о‚ ‚ боль шин ст ‚е слу ч‡ е‚ мож но обес пе -

чить оп е ‰е лен ный уо ‚ень эф фек ти‚ но с ти пи по мо щи со от ‚ет ст ‚у ю ще -

„о по ‚ы ше ниfl слож но с ти е ш‡ е мых з‡ ‰‡ч. По это му ‚‡ж ной х‡ ‡к те и с ти -

кой п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний ст‡ но ‚ит сfl со от но ше ние не об хо ‰и мых

тем по‚ ос т‡ слож но с ти ‡с че то‚ и чис л‡ ис поль зу е мых по цес со о‚.

Пусть E=const есть же л‡ е мый уо ‚ень эф фек ти‚ но с ти ‚ы пол нfl е мых

‚ы чис ле ний. Из ‚ы ‡ же ниfl ‰лfl эф фек ти‚ но с ти мож но по лу чить

.

По ож ‰‡ е мую по сле‰ ним со от но ше ни ем з‡ ‚и си мость n=F(p) меж ‰у

слож но с тью е ш‡ е мой з‡ ‰‡ чи и чис лом по цес со о‚ обыч но н‡ зы ‚‡ ют

функ ци ей изо эф фек ти‚ но с ти (isoefficiency function) (см. [51]).

По к‡ жем ‚ к‡ че ст ‚е ил лю с т ‡ ции ‚ы ‚о‰ функ ции изо эф фек ти‚ но с -

ти ‰лfl учеб но „о пи ме ‡ сум ми о ‚‡ ниfl чис ло ‚ых зн‡ че ний. В этом слу ч‡е 

и функ циfl изо эф фек ти‚ но с ти пи ни м‡ ет ‚и‰

.

К‡к е зуль т‡т, н‡ пи ме, пи чис ле по цес со о‚ p=16 ‰лfl обес пе че -

ниfl уо‚ нfl эф фек ти‚ но с ти E=0,5 (т.е. K=1) ко ли че ст ‚о сум ми у е мых

зн‡ че ний ‰олж но быть не ме нее n=64. Или же, пи у‚е ли че нии чис л‡

по цес со о‚ с p ‰о q (q>p) ‰лfl обес пе че ниfl по по ци о н‡ль но „о ос т‡ ус -

ко е ниfl (Sq/Sp)=(q/p) не об хо ‰и мо у‚е ли чить чис ло сум ми у е мых зн‡ че -

ний n ‚ (qlog2q)/(plog2p) ‡з.

2.8. К‡т кий об зо лек ции

В лек ции ‡ссм‡ти‚‡етсfl мо ‰ель ‚ы чис ле ний ‚ ‚и ‰е „‡ ф‡ «опе ‡ ции –

опе ‡н ‰ы», ко то ‡fl мо жет ис поль зо ‚‡ть сfl ‰лfl опи с‡ ниfl су ще ст ‚у ю щих ин -

фо м‡ ци он ных з‡ ‚и си мо с тей ‚ ‚ы би ‡ е мых ‡л „о ит м‡х е ше ниfl з‡ ‰‡ч. 
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В ос но ‚у ‰‡н ной мо ‰е ли по ло жен ‡цик ли че с кий ои ен ти о ‚‡н ный „‡ф, ‚

ко то ом ‚е ши ны пе‰ ст‡‚ лfl ют опе ‡ ции, ‡ ‰у „и со от ‚ет ст ‚у ют з‡ ‚и си мо с -

тflм опе ‡ ций по ‰‡н ным. Пи н‡ ли чии т‡ ко „о „‡ ф‡ ‰лfl оп е ‰е ле ниfl п‡ ‡л -

лель но „о ‡л „о ит м‡ ‰о ст‡ точ но з‡ ‰‡ть ‡с пи с‡ ние, ‚ со от ‚ет ст ‚ии с ко то ым

фик си у ет сfl ‡с пе ‰е ле ние ‚ы пол нfl е мых опе ‡ ций по по цес со ‡м. 
Пе‰ ст‡‚ ле ние ‚ы чис ле ний пи по мо щи мо ‰е лей по ‰об но „о ‚и ‰‡

поз ‚о лfl ет по лу чить ‡н‡ ли ти че с ки fl‰ х‡ ‡к те и с тик ‡з ‡ б‡ ты ‚‡ е мых п‡ -
‡л лель ных ‡л „о ит мо‚, се ‰и ко то ых ‚е мfl ‚ы пол не ниfl, схе м‡ оп ти -
м‡ль но „о ‡с пи с‡ ниfl, оцен ки м‡к си м‡ль но ‚оз мож но „о бы с т о ‰ей ст ‚иfl
ме то ‰о‚ е ше ниfl по ст‡‚ лен ных з‡ ‰‡ч. Длfl  бо лее по сто „о по ст о е ниfl те -
о е ти че с ких оце нок ‚ лек ции ‡с см‡ т и ‚‡ ет сfl по нfl тие п‡ ‡ ком пь ю те ‡
к‡к п‡ ‡л лель ной си с те мы с не о „‡ ни чен ным ко ли че ст ‚ом по цес со о‚. 

Длfl оцен ки оп ти м‡ль но с ти ‡з ‡ б‡ ты ‚‡ е мых ме то ‰о‚ п‡ ‡л лель ных
‚ы чис ле ний ‚ лек ции пи ‚о ‰flт сfl ши о ко ис поль зу е мые ‚ те о ии и п‡к -
ти ке п‡ ‡л лель но „о по „‡м ми о ‚‡ ниfl ос но‚ ные по к‡ з‡ те ли к‡ че ст ‚‡ —
ус ко е ние (speedup), по к‡ зы ‚‡ ю щее, ‚о сколь ко ‡з бы с т ее осу ще ст‚ лfl ет -
сfl е ше ние з‡ ‰‡ч пи ис поль зо ‚‡ нии не сколь ких по цес со о‚, и эф фек -
ти‚ ность (efficiency), ко то ‡fl х‡ ‡к те и зу ет ‰о лю ‚е ме ни е ‡ль но „о ис -
поль зо ‚‡ ниfl по цес со о‚ ‚ы чис ли тель ной си с те мы. В‡ж ной х‡ ‡к те и с -
ти кой ‡з ‡ б‡ ты ‚‡ е мых ‡л „о ит мо‚ fl‚ лfl ет сfl сто и мость (cost) ‚ы чис ле -
ний, оп е ‰е лfl е м‡fl к‡к по из ‚е ‰е ние ‚е ме ни п‡ ‡л лель но „о е ше ниfl з‡ -
‰‡ чи и чис л‡ ис поль зу е мых по цес со о‚.

Длfl ‰е мон ст ‡ ции пи ме ни мо с ти ‡с смо т ен ных мо ‰е лей и ме то -
‰о‚ ‡н‡ ли з‡ п‡ ‡л лель ных ‡л „о ит мо‚ ‚ лек ции ‡с см‡ т и ‚‡ ет сfl з‡ ‰‡ ч‡
н‡ хож ‰е ниfl ч‡ ст ных сумм по сле ‰о ‚‡ тель но с ти чис ло ‚ых зн‡ че ний. Н‡
‰‡н ном пи ме е от ме ч‡ ет сfl по бле м‡ слож но с ти ‡с п‡ ‡л ле ли ‚‡ ниfl по -
сле ‰о ‚‡ тель ных ‡л „о ит мо‚, ко то ые из н‡ ч‡ль но не бы ли ои ен ти о ‚‡ -
ны н‡ ‚оз мож ность о „‡ ни з‡ ции п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний. Длfl ‚ы ‰е ле -
ниfl «скы то „о» п‡ ‡л ле лиз м‡ по к‡ зы ‚‡ ет сfl ‚оз мож ность пе об ‡ зо ‚‡ -
ниfl ис хо‰ ной по сле ‰о ‚‡ тель ной схе мы ‚ы чис ле ний и пи ‚о ‰ит сfl по лу -
ч‡ е м‡fl ‚ е зуль т‡ те т‡ ких пе об ‡ зо ‚‡ ний к‡ с к‡‰ н‡fl схе м‡. Н‡ пи ме е
этой же з‡ ‰‡ чи от ме ч‡ ет сfl ‚оз мож ность ‚‚е ‰е ниfl из бы точ ных ‚ы чис ле -
ний ‰лfl ‰о сти же ниfl боль ше „о п‡ ‡л ле лиз м‡ ‚ы пол нfl е мых ‡с че то‚.

В з‡ ‚е ше ние лек ции ‡с см‡ т и ‚‡ ет сfl ‚о пос по ст о е ниfl оце нок м‡к -
си м‡ль но ‰о сти жи мых зн‡ че ний по к‡ з‡ те лей эф фек ти‚ но с ти. Длfl по лу че -
ниfl т‡ ких оце нок мо жет быть ис поль зо ‚‡н з‡ кон Ам ‰‡ лfl (Amdahl), поз ‚о лfl ю -
щий учесть су ще ст ‚о ‚‡ ние по сле ‰о ‚‡ тель ных (не ‡с п‡ ‡л ле ли ‚‡ е мых) ‚ы -
чис ле ний ‚ ме то ‰‡х е ше ниfl з‡ ‰‡ч. З‡ кон Гу с т‡‚ со н‡ – Б‡ си с‡ (Gustafson –
Barsis's law) обес пе чи ‚‡ ет по ст о е ние оце нок ус ко е ниfl м‡с шт‡ би о ‚‡ ниfl
(scaled speedup), пи ме нfl е мое ‰лfl х‡ ‡к те и с ти ки то „о,  н‡ сколь ко эф фек -
ти‚ но мо „ут быть о „‡ ни зо ‚‡ ны п‡ ‡л лель ные ‚ы чис ле ниfl пи у‚е ли че нии
слож но с ти е ш‡ е мых з‡ ‰‡ч. Длfl оп е ‰е ле ниfl з‡ ‚и си мо с ти меж ‰у слож но с -
тью е ш‡ е мой з‡ ‰‡ чи и чис лом по цес со о‚, пи со блю ‰е нии ко то ой обес -
пе чи ‚‡ ет сfl не об хо ‰и мый уо ‚ень эф фек ти‚ но с ти п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле -
ний, ‚‚о ‰ит сfl по нfl тие функ ции изо эф фек ти‚ но с ти (isoefficiency function).
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2.9. Об зо ли те ‡ ту ы

До пол ни тель н‡fl ин фо м‡ циfl по мо ‰е ли о ‚‡ нию и ‡н‡ ли зу п‡ ‡л -

лель ных ‚ы чис ле ний мо жет быть по лу че н‡, н‡ пи ме, ‚ [2, 22]), по лез н‡fl

ин фо м‡ циfl со ‰е жит сfl т‡к же ‚ [51,63]. 

Р‡с смо т е ние учеб ной з‡ ‰‡ чи сум ми о ‚‡ ниfl по сле ‰о ‚‡ тель но с ти

чис ло ‚ых зн‡ че ний бы ло ‚ы пол не но ‚ [22].

Впе ‚ые з‡ кон Ам ‰‡ лfl был из ло жен ‚ ‡ бо те [18]. З‡ кон Гу с т‡‚ со н‡ –

Б‡ си с‡ был опуб ли ко ‚‡н ‚ ‡ бо те [43]. По нfl тие функ ции изо эф фек ти‚ -

но с ти бы ло пе‰ ло же но ‚ ‡ бо те [39].

Си с те м‡ ти че с кое из ло же ние (н‡ мо мент из ‰‡ ниfl ‡ бо ты) ‚о по со‚

мо ‰е ли о ‚‡ ниfl и ‡н‡ ли з‡ п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний пи ‚о ‰ит сfl ‚ [77].

2.10. Кон толь ные ‚о по сы

1. К‡к оп е ‰е лfl ет сfl мо ‰ель «опе ‡ ции — опе ‡н ‰ы»?

2. К‡к оп е ‰е лfl ет сfl ‡с пи с‡ ние ‰лfl ‡с пе ‰е ле ниfl ‚ы чис ле ний

меж ‰у по цес со ‡ ми?

3. К‡к оп е ‰е лfl ет сfl ‚е мfl ‚ы пол не ниfl п‡ ‡л лель но „о ‡л „о ит м‡?

4. К‡ кое ‡с пи с‡ ние fl‚ лfl ет сfl оп ти м‡ль ным?

5. К‡к оп е ‰е лить ми ни м‡ль но ‚оз мож ное ‚е мfl е ше ниfl з‡ ‰‡ чи?

6. Что по ни м‡ ет сfl по‰ п‡ ‡ ком пь ю те ом и ‰лfl че „о мо жет ок‡ з‡ть сfl

по лез ным ‰‡н ное по нfl тие?

7. К‡ кие оцен ки сле ‰у ет ис поль зо ‚‡ть ‚ к‡ че ст ‚е х‡ ‡к те и с ти ки

‚е ме ни по сле ‰о ‚‡ тель но „о е ше ниfl з‡ ‰‡ чи?

8. К‡к оп е ‰е лить ми ни м‡ль но ‚оз мож ное ‚е мfl п‡ ‡л лель но „о е -

ше ниfl з‡ ‰‡ чи по „‡ фу «опе ‡н ‰ы – опе ‡ ции»?

9. К‡ кие з‡ ‚и си мо с ти мо „ут быть по лу че ны ‰лfl ‚е ме ни п‡ ‡л лель -

но „о е ше ниfl з‡ ‰‡ чи пи у‚е ли че нии или умень ше нии чис л‡ ис -

поль зу е мых по цес со о‚?

10. Пи к‡ ком чис ле по цес со о‚ мо „ут быть по лу че ны ‚е ме н‡ ‚ы -

пол не ниfl п‡ ‡л лель но „о ‡л „о ит м‡, со по с т‡ ‚и мые по по fl‰ ку с

оцен к‡ ми ми ни м‡ль но ‚оз мож но „о ‚е ме ни е ше ниfl з‡ ‰‡ чи?

11. К‡к оп е ‰е лfl ют сfl по нfl тиfl ус ко е ниfl и эф фек ти‚ но с ти?

12. Воз мож но ли ‰о сти же ние с‚ех ли ней но „о ус ко е ниfl?

13. В чем со сто ит по ти ‚о е чи ‚ость по к‡ з‡ те лей ус ко е ниfl и эф -

фек ти‚ но с ти?

14. К‡к оп е ‰е лfl ет сfl по нfl тие сто и мо с ти ‚ы чис ле ний?

15. В чем со сто ит по нfl тие сто и мо ст но-оп ти м‡ль но „о ‡л „о ит м‡?

16. В чем з‡ клю ч‡ ет сfl по бле м‡ ‡с п‡ ‡л ле ли ‚‡ ниfl по сле ‰о ‚‡ тель -

но „о ‡л „о ит м‡ сум ми о ‚‡ ниfl чис ло ‚ых зн‡ че ний?
17. В чем со сто ит к‡ с к‡‰ н‡fl схе м‡ сум ми о ‚‡ ниfl? С к‡ кой це лью

‡с см‡ т и ‚‡ ет сfl мо ‰и фи ци о ‚‡н ный ‚‡ и ‡нт ‰‡н ной схе мы?
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18. В чем состоит ‡з ли чие по к‡ з‡ те лей ус ко е ниfl и эф фек ти‚ но с ти

‰лfl ‡с см‡ т и ‚‡ е мых ‚‡ и ‡н то‚ к‡ с к‡‰ ной схе мы сум ми о ‚‡ ниfl?

19. В чем со сто ит п‡ ‡л лель ный ‡л „о итм ‚ы чис ле ниfl ‚сех ч‡ ст ных

сумм по сле ‰о ‚‡ тель но с ти чис ло ‚ых зн‡ че ний?

20. К‡к фо му ли у ет сfl з‡ кон Ам ‰‡ лfl? К‡ кой ‡с пект п‡ ‡л лель ных

‚ы чис ле ний поз ‚о лfl ет учесть ‰‡н ный з‡ кон?

21. К‡ кие пе‰ по ло же ниfl ис поль зу ют сfl ‰лfl обос но ‚‡ ниfl з‡ ко н‡ Гу -

с т‡‚ со н‡ – Б‡ си с‡?

22. К‡к оп е ‰е лfl ет сfl функ циfl изо эф фек ти‚ но с ти?

23. К‡ кой ‡л „о итм fl‚ лfl ет сfl м‡с шт‡ би у е мым? Пи ‚е ‰и те пи ме ы

ме то ‰о‚ с ‡з ным уо‚ нем м‡с шт‡ би у е мо с ти.

2.11.  З‡ ‰‡ чи и уп ‡ж не ниfl

1. Р‡з ‡ бо т‡й те мо ‰ель и ‚ы пол ни те оцен ку по к‡ з‡ те лей ус ко е ниfl

и эф фек ти‚ но с ти п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний: 

• ‰лfl з‡ ‰‡ чи ск‡ лfl но „о по из ‚е ‰е ниfl ‰‚ух ‚ек то о‚

;

• ‰лfl з‡ ‰‡ чи по ис к‡ м‡к си м‡ль но „о и ми ни м‡ль но „о зн‡ че ний ‰лfl

з‡ ‰‡н но „о н‡ бо ‡ чис ло ‚ых ‰‡н ных

;

• ‰лfl з‡ ‰‡ чи н‡ хож ‰е ниfl се‰ не „о зн‡ че ниfl ‰лfl з‡ ‰‡н но „о н‡ бо ‡

чис ло ‚ых ‰‡н ных

.

2. Вы пол ни те ‚ со от ‚ет ст ‚ии с з‡ ко ном Ам ‰‡ лfl оцен ку м‡к си м‡ль но

‰о сти жи мо „о ус ко е ниfl ‰лfl з‡ ‰‡ч п. 1.

3. Вы пол ни те оцен ку ус ко е ниfl м‡с шт‡ би о ‚‡ ниfl ‰лfl з‡ ‰‡ч п.1.

4. Вы пол ни те по ст о е ние функ ций изо эф фек ти‚ но с ти ‰лfl з‡ ‰‡ч п. 1.

5. Р‡з ‡ бо т‡й те мо ‰ель и ‚ы пол ни те пол ный ‡н‡ лиз эф фек ти‚ но с ти

п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний (ус ко е ние, эф фек ти‚ ность, м‡к си м‡ль -

но ‰о сти жи мое ус ко е ние, ус ко е ние м‡с шт‡ би о ‚‡ ниfl, функ циfl

изо эф фек ти‚ но с ти) ‰лfl з‡ ‰‡ чи ум но же ниfl м‡ т и цы н‡ ‚ек то.

Кус

70

Теоиfl и п‡ктик‡ п‡‡ллельных ‚ычислений



Лек циfl 3. Оцен к‡ ком му ни к‡ ци он ной ту ‰о ем ко с ти

п‡ ‡л лель ных ‡л „о ит мо‚

Лек циfl по с‚fl ще н‡ ‚о по с‡м ‡н‡ ли з‡ ин фо м‡ ци он ных по то ко‚, ‚оз ни -

к‡ ю щих пи ‚ы пол не нии п‡ ‡л лель ных ‡л „о ит мо‚. Д‡ ет сfl об щ‡fl х‡ ‡к те -

и с ти к‡ ме х‡ низ мо‚ пе е ‰‡ чи ‰‡н ных, по ‚о ‰ит сfl ‡н‡ лиз ту ‰о ем ко с ти ос -

но‚ ных опе ‡ ций об ме н‡ ин фо м‡ ци ей, ‡с см‡ т и ‚‡ ют сfl ме то ‰ы ло „и че с ко -

„о пе‰ ст‡‚ ле ниfl стук ту ы мно „о по цес со ных ‚ы чис ли тель ных си с тем.

Клю че ‚ые сло ‚‡: ‡л „о ит мы м‡ ш у ти з‡ ции, ме то ‰ы пе е ‰‡ чи

‰‡н ных, пе е ‰‡ ч‡ ‰‡н ных от о‰ но „о по цес со ‡ ‚сем ос т‡ль ным

по цес со ‡м се ти, пе е ‰‡ ч‡ ‰‡н ных от ‚сех по цес со о‚ ‚сем по -

цес со ‡м се ти, пи ем со об ще ний н‡ к‡ж ‰ом по цес со е от ‚сех

по цес со о‚ се ти, з‡ ‰‡ ч‡ е ‰ук ции, опе ‡ циfl цик ли че с ко „о с‰‚и -

„‡, то по ло „иfl се ти пе е ‰‡ чи ‰‡ ных, оцен к‡ ту ‰о ем ко с ти ком му -

ни к‡ ци он ных опе ‡ ций.

3.1. Об щ‡fl х‡ ‡к те и с ти к‡ ме х‡ низ мо‚ 

пе е ‰‡ чи ‰‡н ных

3.1.1. Ал „о ит мы м‡ ш у ти з‡ ции

Ал „о ит мы м‡ ш у ти з‡ ции оп е ‰е лfl ют путь пе е ‰‡ чи ‰‡н ных от

по цес со ‡ – ис точ ни к‡ со об ще ниfl ‰о по цес со ‡, к ко то о му со об ще -

ние ‰олж но быть ‰о ст‡‚ ле но. Се ‰и ‚оз мож ных спо со бо‚ е ше ниfl ‰‡н -

ной з‡ ‰‡ чи ‡з ли ч‡ ют:

• оп ти м‡ль ные, оп е ‰е лfl ю щие ‚се „‰‡ н‡ и к‡т ч‡й шие пу ти пе е ‰‡ чи

‰‡н ных, и не о пти м‡ль ные ‡л „о ит мы м‡ ш у ти з‡ ции;

• ‰е те ми ни о ‚‡н ные и ‡‰‡п ти‚ ные ме то ‰ы ‚ы бо ‡ м‡ ш у то‚ (‡‰‡п -

ти‚ ные ‡л „о ит мы оп е ‰е лfl ют пу ти пе е ‰‡ чи ‰‡н ных ‚ з‡ ‚и си мо -

с ти от су ще ст ‚у ю щей з‡ „уз ки ком му ни к‡ ци он ных к‡ н‡ ло‚).

К чис лу н‡ и бо лее ‡с по ст ‡ нен ных оп ти м‡ль ных ‡л „о ит мо‚ от но -

сит сfl кл‡сс ме то ‰о‚ по ко о ‰и н‡т ной м‡ ш у ти з‡ ции (dimension-ordered

routing), ‚ ко то ых по иск пу тей пе е ‰‡ чи ‰‡н ных осу ще ст‚ лfl ет сfl по оче -

е‰ но ‰лfl к‡ж ‰ой ‡з ме но с ти то по ло „ии се ти ком му ни к‡ ции. Т‡к, ‰лfl

‰‚у ме ной е шет ки т‡ кой по‰ хо‰ пи ‚о ‰ит к м‡ ш у ти з‡ ции, пи ко то -

ой пе е ‰‡ ч‡ ‰‡н ных сн‡ ч‡ л‡ ‚ы пол нfl ет сfl по о‰ но му н‡ п‡‚ ле нию (н‡ -

пи ме, по „о и зон т‡ ли ‰о ‰о сти же ниfl ‚е ти к‡ ли, н‡ ко то ой ‡с по л‡ „‡ -

ет сfl по цес со н‡ зн‡ че ниfl), ‡ з‡ тем ‰‡н ные пе е ‰‡ ют сfl ‚‰оль ‰у „о „о н‡ -

п‡‚ ле ниfl (‰‡н н‡fl схе м‡ из ‚е ст н‡ по‰ н‡ з‚‡ ни ем ‡л „о ит м‡ XY-м‡ ш у -

ти з‡ ции). 
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Длfl „и пе ку б‡ по ко о ‰и н‡т н‡fl схе м‡ м‡ ш у ти з‡ ции мо жет со сто -

flть, н‡ пи ме, ‚ цик ли че с кой пе е ‰‡ че ‰‡н ных по цес со у, оп е ‰е лfl е мо -

му пе ‚ой ‡з ли ч‡ ю щей сfl би то ‚ой по зи ци ей ‚ но ме ‡х по цес со о‚ —

то „о, н‡ ко то ом со об ще ние ‡с по л‡ „‡ ет сfl ‚ ‰‡н ный мо мент ‚е ме ни, и

то „о, н‡ ко то ый оно ‰олж но быть пе е ‰‡ но.

3.1.2. Ме то ‰ы пе е ‰‡ чи ‰‡н ных

Ве мfl пе е ‰‡ чи ‰‡н ных меж ‰у по цес со ‡ ми оп е ‰е лfl ет ком му ни -

к‡ ци он ную со ст‡‚ лfl ю щую (communication latency) ‰ли тель но с ти ‚ы пол не -

ниfl п‡ ‡л лель но „о ‡л „о ит м‡ ‚ мно „о по цес со ной ‚ы чис ли тель ной си -

с те ме. Ос но‚ ной н‡ бо п‡ ‡ ме т о‚, опи сы ‚‡ ю щих ‚е мfl пе е ‰‡ чи ‰‡н -

ных, со сто ит из сле ‰у ю ще „о fl ‰‡ ‚е ли чин:

• ‚е мfl н‡ ч‡ль ной по‰ „о то‚ ки (tн) х‡ ‡к те и зу ет ‰ли тельность по‰ „о -

то‚ ки со об ще ниfl ‰лfl пе е ‰‡ чи, по ис к‡ м‡ ш у т‡ ‚ се ти и т. п.;

• ‚е мfl пе е ‰‡ чи слу жеб ных ‰‡н ных (tс) меж ‰у ‰‚у мfl со се‰ ни ми по -

цес со ‡ ми (т. е. ‰лfl по цес со о‚, меж ‰у ко то ы ми име ет сfl фи зи -

че с кий к‡ н‡л пе е ‰‡ чи ‰‡н ных). К слу жеб ным ‰‡н ным мо жет от -

но сить сfl з‡ „о ло ‚ок со об ще ниfl, блок ‰‡н ных ‰лfl об н‡ у же ниfl

оши бок пе е ‰‡ чи и т. п.;

• ‚е мfl пе е ‰‡ чи о‰ но „о сло ‚‡ ‰‡н ных по о‰ но му к‡ н‡ лу пе е ‰‡ чи ‰‡н -

ных (tк). Дли тель ность по ‰об ной пе е ‰‡ чи оп е ‰е лfl ет сfl по ло сой

по пу с к‡ ниfl ком му ни к‡ ци он ных к‡ н‡ ло‚ ‚ се ти.

К чис лу н‡ и бо лее ‡с по ст ‡ нен ных ме то ‰о‚ пе е ‰‡ чи ‰‡н ных от -

но сflт сfl ‰‚‡ ос но‚ ных спо со б‡ ком му ни к‡ ции (см., н‡ пи ме, [51]). Пе -

‚ый из них ои ен ти о ‚‡н н‡ пе е ‰‡ чу со об ще ний (ме то‰ пе е ‰‡ чи со об ще -

ний или МПС) к‡к не ‰е ли мых (‡то м‡ ных) бло ко‚ ин фо м‡ ции (store-

and-forward routing или SFR). Пи т‡ ком по‰ хо ‰е по цес со, со ‰е ж‡ щий

со об ще ние ‰лfl пе е ‰‡ чи, „о то ‚ит ‚есь объ ем ‰‡н ных ‰лfl пе е ‰‡ чи, оп е -

‰е лfl ет по цес со, ко то о му сле ‰у ет н‡ п‡ ‚ить ‰‡н ные, и з‡ пу с к‡ ет опе -

‡ цию пе е сыл ки ‰‡н ных. По цес со, ко то о му н‡ п‡‚ ле но со об ще ние,

‚ пе ‚ую оче е‰ь осу ще ст‚ лfl ет пи ем пол но стью ‚сех пе е сы л‡ е мых ‰‡н -

ных и толь ко з‡ тем пи сту п‡ ет к пе е сыл ке пи нfl то „о со об ще ниfl ‰‡ лее

по м‡ ш у ту. Ве мfl пе е сыл ки ‰‡н ных tп‰ ‰лfl ме то ‰‡ пе е ‰‡ чи со об ще -

ниfl ‡з ме ом m б‡йт по м‡ ш у ту ‰ли ной l оп е ‰е лfl ет сfl ‚ы ‡ же ни ем:

. (3.1)

Пи ‰о ст‡ точ но ‰лин ных со об ще ни flх ‚е ме нем пе е ‰‡ чи слу жеб -

ных ‰‡н ных мож но пе не бечь и ‚ы ‡ же ние ‰лfl ‚е ме ни пе е ‰‡ чи ‰‡н -

ных мо жет быть з‡ пи с‡ но ‚ бо лее по стом ‚и ‰е:

. (3.2)
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Вто ой спо соб ком му ни к‡ ции ос но ‚ы ‚‡ ет сfl н‡ пе‰ ст‡‚ ле нии пе е -

сы л‡ е мых со об ще ний ‚ ‚и ‰е бло ко‚ ин фо м‡ ции мень ше „о ‡з ме ‡ – п‡ -

ке то‚, ‚ е зуль т‡ те че „о пе е ‰‡ ч‡ ‰‡н ных мо жет быть с‚е ‰е н‡ к пе е ‰‡ че

п‡ ке то‚ (ме то‰ пе е ‰‡ чи п‡ ке то‚ или МПП). Пи т‡ ком ме то ‰е ком му ни -

к‡ ции (cut-through routing или CTR) пи ни м‡ ю щий по цес со мо жет осу -

ще ст‚ лflть пе е сыл ку ‰‡н ных по ‰‡ль ней ше му м‡ ш у ту не по се‰ ст ‚ен -

но с‡ зу по сле пи ем‡ оче е‰ но „о п‡ ке т‡, не ‰о жи ‰‡ flсь з‡ ‚е ше ниfl пи -

ем‡ ‰‡н ных ‚се „о со об ще ниfl. Ве мfl пе е сыл ки ‰‡н ных пи ис поль зо ‚‡ -

нии ме то ‰‡ пе е ‰‡ чи п‡ ке то‚ оп е ‰е лfl ет сfl ‚ы ‡ же ни ем:

. (3.3)

С‡‚ ни ‚‡fl по лу чен ные ‚ы ‡ же ниfl, мож но з‡ ме тить, что ‚ боль -

шин ст ‚е слу ч‡ е‚ ме то‰ пе е ‰‡ чи п‡ ке то‚ пи ‚о ‰ит к бо лее бы с т ой пе -

е сыл ке ‰‡н ных; ко ме то „о, ‰‡н ный по‰ хо‰ сни ж‡ ет по теб ность ‚ п‡ -

мfl ти ‰лfl х‡ не ниfl пе е сы л‡ е мых ‰‡н ных пи о „‡ ни з‡ ции пи ем‡-пе -

е ‰‡ чи со об ще ний, ‡ ‰лfl пе е ‰‡ чи п‡ ке то‚ мо „ут ис поль зо ‚‡ть сfl о‰ но -

‚е мен но ‡з ные ком му ни к‡ ци он ные к‡ н‡ лы. С ‰у „ой сто о ны, е ‡ ли -

з‡ циfl п‡ кет но „о ме то ‰‡ те бу ет ‡з ‡ бот ки бо лее слож но „о ‡п п‡ ‡т но „о

и по „‡мм но „о обес пе че ниfl се ти, мо жет у‚е личить н‡ кл‡‰ ные ‡с хо ‰ы

(‚е мfl по‰ „о то‚ ки и ‚е мfl пе е ‰‡ чи слу жеб ных ‰‡н ных). Ко ме то „о,

пи пе е ‰‡ че п‡ ке то‚ ‚оз мож но ‚оз ник но ‚е ние кон фликт ных си ту ‡ ций

(‰е‰ ло ко‚).

3.2. Ан‡ лиз ту ‰о ем ко с ти ос но‚ ных 

опе ‡ ций пе е ‰‡ чи ‰‡н ных

Пи ‚сем ‡з но об ‡ зии ‚ы пол нfl е мых опе ‡ ций пе е ‰‡ чи ‰‡н ных

пи п‡ ‡л лель ных спо со б‡х е ше ниfl слож ных н‡ уч но-тех ни че с ких з‡ ‰‡ч,

оп е ‰е лен ные по це ‰у ы ‚з‡ и мо ‰ей ст ‚иfl по цес со о‚ се ти мо „ут быть

от не се ны к чис лу ос но‚ ных ком му ни к‡ ци он ных ‰ей ст ‚ий, ли бо н‡ и бо лее

ши о ко ‡с по ст ‡ нен ных ‚ п‡к ти ке п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний, ли бо

тех, к ко то ым мо „ут быть с‚е ‰е ны мно „ие ‰у „ие по цес сы пи ем‡-пе е -

‰‡ чи со об ще ний. В‡ж но от ме тить т‡к же, что ‚ ‡м к‡х по ‰об но „о б‡ зо ‚о -

„о н‡ бо ‡ ‰лfl боль шин ст ‚‡ опе ‡ ций ком му ни к‡ ции су ще ст ‚у ют по це -

‰у ы, об ‡т ные по ‰ей ст ‚ию ис хо‰ ным опе ‡ ци flм (т‡к, н‡ пи ме, опе -

‡ ции пе е ‰‡ чи ‰‡н ных от о‰ но „о по цес со ‡ ‚сем име ю щим сfl по цес -

со ‡м се ти со от ‚ет ст ‚у ет опе ‡ циfl пи ем‡ ‚ о‰ ном по цес со е со об ще -

ний от ‚сех ос т‡ль ных по цес со о‚). К‡к е зуль т‡т, ‡с смо т е ние ком му -

ни к‡ ци он ных по це ‰у це ле со об ‡з но ‚ы пол нflть по п‡ но, по сколь ку ‚о

мно „их слу ч‡ flх ‡л „о ит мы ‚ы пол не ниfl пfl мой и об ‡т ной опе ‡ ций мо -

„ут быть по лу че ны ис хо ‰fl из о‰и н‡ ко ‚ых пе‰ по сы лок.
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Р‡с смо т е ние ос но‚ ных опе ‡ ций пе е ‰‡ чи ‰‡н ных ‚ этой лек ции

бу ‰ет осу ще ст‚ лflть сfl н‡ пи ме е т‡ ких то по ло „ий се ти, к‡к коль цо, ‰‚у -

ме н‡fl е шет к‡ и „и пе куб. Длfl ‰‚у ме ной е шет ки бу ‰ет пе‰ по л‡ „‡ть -

сfl т‡к же, что меж ‰у „‡ нич ны ми по цес со ‡ ми ‚ сто к‡х и столб ц‡х е -

шет ки име ют сfl к‡ н‡ лы пе е ‰‡ чи ‰‡н ных (т. е. то по ло „иfl се ти пе‰ ст‡‚ лfl -

ет собой то). К‡к и ‡ нее, ‚е ли чи н‡ m бу ‰ет оз н‡ ч‡ть ‡з ме со об ще ниfl

‚ сло ‚‡х, зн‡ че ние p оп е ‰е лfl ет ко ли че ст ‚о по цес со о‚ ‚ се ти, ‡ пе е -

мен н‡fl N з‡ ‰‡ ет ‡з ме ность то по ло „ии „и пе ку б‡.

3.2.1. Пе е ‰‡ ч‡ ‰‡н ных меж ‰у ‰‚у мfl по цес со ‡ ми се ти

Ту ‰о ем кость ‰‡н ной ком му ни к‡ ци он ной опе ‡ ции мо жет быть по -

лу че н‡ пу тем по‰ ст‡ но‚ ки ‰ли ны м‡к си м‡ль но „о пу ти (‰и ‡ ме т ‡ се ти) ‚

‚ы ‡ же ниfl ‰лfl ‚е ме ни пе е ‰‡ чи ‰‡н ных пи ‡з ных ме то ‰‡х ком му ни -

к‡ ции (см. п. 3.1.2) – см. т‡бл. 3.1.

Т‡б ли ц‡ 3.1. Ве мfl пе е ‰‡ чи ‰‡н ных меж ‰у ‰‚у мfl по цес со ‡ ми

3.2.2. Пе е ‰‡ ч‡ ‰‡н ных от о‰ но „о по цес со ‡ 

‚сем ос т‡ль ным по цес со ‡м се ти

Опе ‡ циfl пе е ‰‡ чи ‰‡н ных (о‰ но „о и то „о же со об ще ниfl) от о‰ но -

„о по цес со ‡ ‚сем ос т‡ль ным по цес со ‡м се ти (one-to-all broadcast или

single-node broadcast) fl‚ лfl ет сfl о‰ ним из н‡ и бо лее ч‡ с то ‚ы пол нfl е мых

ком му ни к‡ ци он ных ‰ей ст ‚ий. Д‚ой ст ‚ен н‡fl ей опе ‡ циfl – пи ем н‡

о‰ ном по цес со е со об ще ний от ‚сех ос т‡ль ных по цес со о‚ се ти (sin-

gle-node accumulation). По ‰об ные опе ‡ ции ис поль зу ют сfl, ‚ ч‡ ст но с ти,

пи е ‡ ли з‡ ции м‡ т ич но-‚ек то но „о ум но же ниfl, е ше нии си с тем ли -

ней ных у‡‚ не ний ме то ‰ом Г‡ ус с‡, е ше нии з‡ ‰‡ чи по ис к‡ к‡т ч‡й ших

пу тей и ‰.

По стей ший спо соб е ‡ ли з‡ ции опе ‡ ции ‡с сыл ки со сто ит ‚ ее ‚ы -

пол не нии к‡к по сле ‰о ‚‡ тель но с ти по п‡ ных ‚з‡ и мо ‰ей ст ‚ий по цес со -

о‚ се ти. О‰ н‡ ко пи т‡ ком по‰ хо ‰е боль ш‡fl ч‡сть пе е сы лок fl‚ лfl ет сfl

из бы точ ной и ‚оз мож но пи ме не ние бо лее эф фек ти‚ ных ‡л „о ит мо‚
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ком му ни к‡ ции. Из ло же ние м‡ те и ‡ л‡ бу ‰ет по ‚о ‰ить сfl сн‡ ч‡ л‡ ‰лfl ме -

то ‰‡ пе е ‰‡ чи со об ще ний, з‡ тем – ‰лfl п‡ кет но „о спо со б‡ пе е ‰‡ чи ‰‡н -

ных (см. п. 3.1.2).

Пе е ‰‡ ч‡ со об ще ний. Длfl коль це ‚ой то по ло „ии по цес со – ис точ ник

‡с сыл ки мо жет ини ци и о ‚‡ть пе е ‰‡ чу ‰‡н ных с‡ зу ‰‚ум с‚о им со се -

‰flм, ко то ые, ‚ с‚ою оче е‰ь, пи нfl‚ со об ще ние, о „‡ ни зу ют пе е сыл ку

‰‡ лее по коль цу. Ту ‰о ем кость ‚ы пол не ниfl опе ‡ ции ‡с сыл ки ‚ этом

слу ч‡е бу ‰ет оп е ‰е лflть сfl со от но ше ни ем:

. (3.4)

Длfl то по ло „ии ти п‡ е шет к‡-то ‡л „о итм ‡с сыл ки мо жет быть по -

лу чен из спо со б‡ пе е ‰‡ чи ‰‡н ных, пи ме нен но „о ‰лfl коль це ‚ой стук ту -

ы се ти. Т‡к, ‡с сыл к‡ мо жет быть ‚ы пол не н‡ ‚ ‚и ‰е ‰‚у хэ т‡п ной по це -

‰у ы. Н‡ пе ‚ом эт‡ пе о „‡ ни зу ет сfl пе е ‰‡ ч‡ со об ще ниfl ‚сем по цес со -

‡м се ти, ‡с по л‡ „‡ ю щим сfl н‡ той же „о и зон т‡ ли е шет ки, что и по -

цес со – ини ци ‡ то пе е ‰‡ чи. Н‡ ‚то ом эт‡ пе по цес со ы, по лу чи‚ шие

ко пию ‰‡н ных н‡ пе ‚ом эт‡ пе, ‡с сы л‡ ют со об ще ниfl по с‚о им со от ‚ет -

ст ‚у ю щим ‚е ти к‡ лflм. Оцен к‡ ‰ли тель но с ти опе ‡ ции ‡с сыл ки ‚ со от -

‚ет ст ‚ии с опи с‡н ным ‡л „о ит мом оп е ‰е лfl ет сfl со от но ше ни ем:

. (3.5)

Длfl „и пе ку б‡ ‡с сыл к‡ мо жет быть ‚ы пол не н‡ ‚ хо ‰е N-эт‡п ной

по це ‰у ы пе е ‰‡ чи ‰‡н ных. Н‡ пе ‚ом эт‡ пе по цес со-ис точ ник со об -

ще ниfl пе е ‰‡ ет ‰‡н ные о‰ но му из с‚о их со се ‰ей (н‡ пи ме, по пе ‚ой

‡з ме но с ти) – ‚ е зуль т‡ те по сле пе ‚о „о эт‡ п‡ есть ‰‚‡ по цес со ‡,

име ю щих ко пию пе е сы л‡ е мых ‰‡н ных (‰‡н ный е зуль т‡т мож но ин те -

пе ти о ‚‡ть т‡к же к‡к ‡з би е ние ис хо‰ но „о „и пе ку б‡ н‡ ‰‚‡ т‡ ких о‰и -

н‡ ко ‚ых по ‡з ме у „и пе ку б‡ ‡з ме но с ти N-1, что к‡ж ‰ый из них име -

ет ко пию ис хо‰ но „о со об ще ниfl). Н‡ ‚то ом эт‡ пе ‰‚‡ по цес со ‡, з‡ ‰ей -

ст ‚о ‚‡н ные н‡ пе ‚ом эт‡ пе, пе е сы л‡ ют со об ще ние с‚о им со се ‰flм по

‚то ой ‡з ме но с ти и т. ‰. В е зуль т‡ те т‡ кой ‡с сыл ки ‚е мfl опе ‡ ции

оце ни ‚‡ ет сfl пи по мо щи ‚ы ‡ же ниfl:

. (3.6)

С‡‚ ни ‚‡fl по лу чен ные ‚ы ‡ же ниfl ‰лfl ‰ли тель но с ти ‚ы пол не ниfl

опе ‡ ции ‡с сыл ки, мож но от ме тить, что н‡ и луч шие по к‡ з‡ те ли име ет

то по ло „иfl ти п‡ „и пе куб; бо лее то „о, мож но по к‡ з‡ть, что ‰‡н ный е зуль -

т‡т fl‚ лfl ет сfl н‡ и луч шим ‰лfl ‚ы б‡н но „о спо со б‡ ком му ни к‡ ции с по мо -

щью пе е ‰‡ чи со об ще ний.
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Пе е ‰‡ ч‡ п‡ ке то‚. Длfl то по ло „ии ти п‡ коль цо ‡л „о итм ‡с сыл ки

мо жет быть по лу чен пу тем ло „и че с ко „о пе‰ ст‡‚ ле ниfl коль це ‚ой стук -

ту ы се ти ‚ ‚и ‰е „и пе ку б‡. В е зуль т‡ те н‡ эт‡ пе ‡с сыл ки по цес со –

ис точ ник со об ще ниfl пе е ‰‡ ет ‰‡н ные по цес со у, н‡ хо ‰fl ще му сfl н‡ ‡с -

сто fl нии p/2 от ис хо‰ но „о по цес со ‡. Д‡ лее, н‡ ‚то ом эт‡ пе об‡ по цес -

со ‡, уже име ю щие ‡с сы л‡ е мые ‰‡н ные по сле пе ‚о „о эт‡ п‡, пе е ‰‡ ют

со об ще ниfl по цес со ‡м, н‡ хо ‰fl щим сfl н‡ ‡с сто fl нии p/4, и т. ‰. Ту ‰о -

ем кость ‚ы пол не ниfl опе ‡ ции ‡с сыл ки пи т‡ ком ме то ‰е пе е ‰‡ чи ‰‡н -

ных оп е ‰е лfl ет сfl со от но ше ни ем:

(3.7)

(к‡к и ‡ нее, пи ‰о ст‡ точ но боль ших со об ще ни flх ‚е ме нем пе е ‰‡ чи

слу жеб ных ‰‡н ных мож но пе не бечь).

Длfl то по ло „ии ти п‡ е шет к‡-то ‡л „о итм ‡с сыл ки мо жет быть по -

лу чен из спо со б‡ пе е ‰‡ чи ‰‡н ных, пи ме нен но „о ‰лfl коль це ‚ой стук ту -

ы се ти, ‚ со от ‚ет ст ‚ии с тем же спо со бом обоб ще ниfl, что и ‚ слу ч‡е ис -

поль зо ‚‡ ниfl ме то ‰‡ пе е ‰‡ чи со об ще ний. По лу ч‡ е мый ‚ е зуль т‡ те т‡ ко -

„о обоб ще ниfl ‡л „о итм ‡с сыл ки х‡ ‡к те и зу ет сfl сле ‰у ю щим со от но ше -

ни ем ‰лfl оцен ки ‚е ме ни ‚ы пол не ниfl:

. (3.8)

Длfl „и пе ку б‡ ‡л „о итм ‡с сыл ки (и, со от ‚ет ст ‚ен но, ‚е мен ные

оцен ки ‰ли тель но с ти ‚ы пол не ниfl) пи пе е ‰‡ че п‡ ке то‚ не от ли ч‡ ет сfl

от ‚‡ и ‡н т‡ ‰лfl ме то ‰‡ пе е ‰‡ чи со об ще ний.

3.2.3. Пе е ‰‡ ч‡ ‰‡н ных от ‚сех по цес со о‚ 

‚сем по цес со ‡м се ти

Опе ‡ циfl пе е ‰‡ чи ‰‡н ных от ‚сех по цес со о‚ ‚сем по цес со ‡м

се ти (all-to-all broadcast или multinode broadcast) fl‚ лfl ет сfl ес те ст ‚ен ным

обоб ще ни ем о‰и ноч ной опе ‡ ции ‡с сыл ки, ‰‚ой ст ‚ен н‡fl ей опе ‡ циfl –

пи ем со об ще ний н‡ к‡ж ‰ом по цес со е от ‚сех по цес со о‚ се ти

(multinode accumulation). По ‰об ные опе ‡ ции ши о ко ис поль зу ют сfl, н‡ -

пи ме, пи е ‡ ли з‡ ции м‡ т ич ных ‚ы чис ле ний.

Воз мож ный спо соб е ‡ ли з‡ ции опе ‡ ции мно же ст ‚ен ной ‡с сыл ки со -

сто ит ‚ ‚ы пол не нии со от ‚ет ст ‚у ю ще „о н‡ бо ‡ опе ‡ ций о‰и ноч ной ‡с сыл -

ки. О‰ н‡ ко т‡ кой по‰ хо‰ не fl‚ лfl ет сfl оп ти м‡ль ным ‰лfl мно „их то по ло „ий се -

ти, по сколь ку ч‡сть не об хо ‰и мых опе ‡ ций о‰и ноч ной ‡с сыл ки по тен ци -

‡ль но мо жет быть ‚ы пол не н‡ п‡ ‡л лель но. К‡к и ‡ нее, м‡ те и ‡л бу ‰ет ‡с -

см‡ т и ‚‡ть сfl ‡з ‰ель но ‰лfl ‡з ных ме то ‰о‚ пе е ‰‡ чи ‰‡н ных (см. п. 3.1.2).
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Пе е ‰‡ ч‡ со об ще ний. Длfl коль це ‚ой то по ло „ии к‡ж ‰ый по цес со мо -

жет ини ци и о ‚‡ть ‡с сыл ку с‚о е „о со об ще ниfl о‰ но ‚е мен но (‚ к‡ ком-

ли бо ‚ы б‡н ном н‡ п‡‚ ле нии по коль цу). В лю бой мо мент к‡ж ‰ый по -

цес со ‚ы пол нfl ет пи ем и пе е ‰‡ чу ‰‡н ных, з‡ ‚е ше ние опе ‡ ции мно -

же ст ‚ен ной ‡с сыл ки по изой ‰ет че ез p-1 цикл пе е ‰‡ чи ‰‡н ных. Дли -

тель ность ‚ы пол не ниfl опе ‡ ции ‡с сыл ки оце ни ‚‡ ет сfl со от но ше ни ем:

. (3.9)

Длfl то по ло „ии ти п‡ е шет к‡-то мно же ст ‚ен н‡fl ‡с сыл к‡ со об ще -

ний мо жет быть ‚ы пол не н‡ пи по мо щи ‡л „о ит м‡, по лу ч‡ е мо „о обоб -

ще ни ем спо со б‡ пе е ‰‡ чи ‰‡н ных ‰лfl коль це ‚ой стук ту ы се ти. Схе м‡

обоб ще ниfl со сто ит ‚ сле ‰у ю щем. Н‡ пе ‚ом эт‡ пе о „‡ ни зу ет сfl пе е ‰‡ ч‡

со об ще ний ‡з ‰ель но по ‚сем по цес со ‡м се ти, ‡с по л‡ „‡ ю щим сfl н‡

о‰ них и тех же „о и зон т‡ лflх е шет ки (‚ е зуль т‡ те н‡ к‡ж ‰ом по цес со е

о‰ ной и той же „о и зон т‡ ли фо ми у ют сfl ук уп нен ные со об ще ниfl ‡з -

ме ‡ m√p , объ е ‰и нfl ю щие ‚се со об ще ниfl „о и зон т‡ ли). Ве мfl ‚ы пол не -

ниfl эт‡ п‡:

.

Н‡ ‚то ом эт‡ пе ‡с сыл к‡ ‰‡н ных ‚ы пол нfl ет сfl по по цес со ‡м се -

ти, об ‡ зу ю щим ‚е ти к‡ ли е шет ки. Дли тель ность это „о эт‡ п‡:

.

Об щ‡fl ‰ли тель ность опе ‡ ции ‡с сыл ки оп е ‰е лfl ет сfl со от но ше ни ем:

. (3.10)

Длfl „и пе ку б‡ ‡л „о итм мно же ст ‚ен ной ‡с сыл ки со об ще ний мо -

жет быть по лу чен пу тем обоб ще ниfl ‡ нее опи с‡н но „о спо со б‡ пе е ‰‡ -

чи ‰‡н ных ‰лfl то по ло „ии ти п‡ е шет ки н‡ ‡з ме ность „и пе ку б‡ Ν. В

е зуль т‡ те т‡ ко „о обоб ще ниfl схе м‡ ком му ни к‡ ции со сто ит ‚ сле ‰у ю -

щем. Н‡ к‡ж ‰ом эт‡ пе i, 1≤ i≤N, ‚ы пол не ниfl ‡л „о ит м‡ функ ци о ни у -

ют ‚се по цес со ы се ти, ко то ые об ме ни ‚‡ ют сfl с‚о и ми ‰‡н ны ми со

с‚о и ми со се ‰fl ми по i-ой ‡з ме но с ти и фо ми у ют объ е ‰и нен ные со -

об ще ниfl. Ве мfl опе ‡ ции ‡с сыл ки мо жет быть по лу че но пи по мо щи

‚ы ‡ же ниfl:

. (3.11)
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Пе е ‰‡ ч‡ п‡ ке то‚. Пи ме не ние бо лее эф фек ти‚ но „о ‰лfl коль це ‚ой

стук ту ы и то по ло „ии ти п‡ е шет к‡-то ме то ‰‡ пе е ‰‡ чи ‰‡н ных не пи -

‚о ‰ит к к‡ ко му-ли бо улуч ше нию ‚е ме ни ‚ы пол не ниfl опе ‡ ции мно же -

ст ‚ен ной ‡с сыл ки, по сколь ку обоб ще ние ‡л „о ит мо‚ ‚ы пол не ниfl опе -

‡ ции о‰и ноч ной ‡с сыл ки н‡ слу ч‡й мно же ст ‚ен ной ‡с сыл ки пи ‚о -

‰ит к пе е „уз ке к‡ н‡ ло‚ пе е ‰‡ чи ‰‡н ных (т. е. к су ще ст ‚о ‚‡ нию си ту ‡ -

ций, ко„ ‰‡ ‚ о‰ин и тот же мо мент ‰лfl пе е ‰‡ чи по о‰ ной и той же ли нии

име ет сfl не сколь ко ожи ‰‡ ю щих пе е сыл ки п‡ ке то‚ ‰‡н ных). Пе е „уз к‡

к‡ н‡ ло‚ пи ‚о ‰ит к з‡ ‰еж к‡м пи пе е сыл к‡х ‰‡н ных, что и не поз ‚о лfl -

ет по fl‚ить сfl ‚сем пе иму ще ст ‚‡м ме то ‰‡ пе е ‰‡ чи п‡ ке то‚.

Ши о ко ‡с по ст ‡ нен ным пи ме ом опе ‡ ции мно же ст ‚ен ной

‡с сыл ки fl‚ лfl ет сfl з‡ ‰‡ ч‡ е ‰ук ции (reduction), ко то ‡fl оп е ‰е лfl ет сfl ‚ об -

щем ‚и ‰е к‡к по це ‰у ‡ ‚ы пол не ниfl той или иной об ‡ бот ки ‰‡н ных,

по лу ч‡ е мых н‡ к‡ж ‰ом по цес со е ‚ хо ‰е мно же ст ‚ен ной ‡с сыл ки (‚ к‡ -

че ст ‚е пи ме ‡ т‡ кой з‡ ‰‡ чи мо жет быть ‡с смо т е н‡ по бле м‡ ‚ы чис ле -

ниfl сум мы зн‡ че ний, н‡ хо ‰fl щих сfl н‡ ‡з ных по цес со ‡х, и ‡с сыл ки

по лу чен ной сум мы по ‚сем по цес со ‡м се ти). Спо со бы е ше ниfl з‡ ‰‡ чи

е ‰ук ции мо „ут со сто flть ‚ сле ‰у ю щем:

• не по се‰ ст ‚ен ный по‰ хо‰ з‡ клю ч‡ ет сfl ‚ ‚ы пол не нии опе ‡ ции

мно же ст ‚ен ной ‡с сыл ки и по сле ‰у ю щей з‡ тем об ‡ бот ке ‰‡н ных

н‡ к‡ж ‰ом по цес со е ‚ от ‰ель но с ти;

• бо лее эф фек ти‚ ный ‡л „о итм мо жет быть по лу чен ‚ е зуль т‡ те

пи ме не ниfl опе ‡ ции о‰и ноч но „о пи ем‡ ‰‡н ных н‡ от ‰ель ном

по цес со е, ‚ы пол не ниfl н‡ этом по цес со е ‰ей ст ‚ий по об ‡ бот -

ке ‰‡н ных и ‡с сыл ки по лу чен но „о е зуль т‡ т‡ об ‡ бот ки ‚сем по -

цес со ‡м се ти;

• н‡ и луч ший же спо соб е ше ниfl з‡ ‰‡ чи е ‰ук ции со сто ит ‚ со‚ ме ще -

нии по це ‰у ы мно же ст ‚ен ной ‡с сыл ки и ‰ей ст ‚ий по об ‡ бот ке

‰‡н ных, ко„ ‰‡ к‡ж ‰ый по цес со с‡ зу же по сле пи ем‡ оче е‰ но „о

со об ще ниfl е ‡ ли зу ет те бу е мую об ‡ бот ку по лу чен ных ‰‡н ных (н‡ -

пи ме, ‚ы пол нfl ет сло же ние по лу чен но „о зн‡ че ниfl с име ю щей сfl

н‡ по цес со е ч‡ с тич ной сум мой). Ве мfl е ше ниfl з‡ ‰‡ чи е ‰ук ции

пи т‡ ком ‡л „о ит ме е ‡ ли з‡ ции ‚ слу ч‡е, н‡ пи ме, ко„ ‰‡ ‡з ме

пе е сы л‡ е мых ‰‡н ных име ет е‰и нич ную ‰ли ну (m=1) и то по ло „иfl

се ти име ет стук ту у „и пе ку б‡, оп е ‰е лfl ет сfl ‚ы ‡ же ни ем:

. (3.12)

Ду „им ти по ‚ым пи ме ом ис поль зо ‚‡ ниfl опе ‡ ции мно же ст ‚ен -

ной ‡с сыл ки fl‚ лfl ет сfl з‡ ‰‡ ч‡ н‡ хож ‰е ниfl ч‡ ст ных сумм по сле ‰о ‚‡ тель -

но с ти зн‡ че ний Si (‚ ‡н „ ло flзыч ной ли те ‡ ту е эт‡ з‡ ‰‡ ч‡ из ‚е ст н‡ по‰ н‡ -

з‚‡ ни ем prefix sum problem) 
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(3.13)

(бу ‰ем пе‰ по л‡ „‡ть, что ко ли че ст ‚о зн‡ че ний со‚ п‡ ‰‡ ет с ко ли че ст ‚ом

по цес со о‚, зн‡ че ние xi ‡с по л‡ „‡ ет сfl н‡ i-м по цес со е и е зуль т‡т Sk

‰ол жен по лу ч‡ть сfl н‡ по цес со е с но ме ом k).

Ал „о итм е ше ниfl ‰‡н ной з‡ ‰‡ чи т‡к же мо жет быть по лу чен пи

по мо щи кон ке ти з‡ ции об ще „о спо со б‡ ‚ы пол не ниfl мно же ст ‚ен ной

опе ‡ ции ‡с сыл ки, ко„ ‰‡ по цес со ‚ы пол нfl ет сум ми о ‚‡ ние по лу чен -

но „о зн‡ че ниfl (но толь ко ‚ том слу ч‡е, ес ли по цес со – от п‡ ‚и тель

зн‡ че ниfl име ет мень ший но ме, чем по цес со-по лу ч‡ тель).

3.2.4. Обоб щен н‡fl пе е ‰‡ ч‡ ‰‡н ных от о‰ но „о по цес со ‡

‚сем ос т‡ль ным по цес со ‡м се ти

Об щий слу ч‡й пе е ‰‡ чи ‰‡н ных от о‰ но „о по цес со ‡ ‚сем ос т‡ль -

ным по цес со ‡м се ти со сто ит ‚ том, что ‚се ‡с сы л‡ е мые со об ще ниfl fl‚ -

лfl ют сfl ‡з лич ны ми (one-to-all personalized communication или single-node

scatter). Д‚ой ст ‚ен н‡fl опе ‡ циfl пе е ‰‡ чи ‰лfl ‰‡н но „о ти п‡ ‚з‡ и мо ‰ей ст -

‚иfl по цес со о‚ – обоб щен ный пи ем со об ще ний (single-node gather) н‡

о‰ ном по цес со е от ‚сех ос т‡ль ных по цес со о‚ се ти (от ли чие ‰‡н ной

опе ‡ ции от ‡ нее ‡с смо т ен ной по це ‰у ы сбо ки ‰‡н ных н‡ о‰ ном

по цес со е со сто ит ‚ том, что обоб щен н‡fl опе ‡ циfl сбо ки не пе‰ по л‡ -

„‡ ет к‡ ко „о-ли бо ‚з‡ и мо ‰ей ст ‚иfl со об ще ний (н‡ пи ме, е ‰ук ции) ‚

по цес се пе е ‰‡ чи ‰‡н ных).

Ту ‰о ем кость опе ‡ ции обоб щен ной ‡с сыл ки со по с т‡ ‚и м‡ со

слож но с тью ‚ы пол не ниfl по це ‰у ы мно же ст ‚ен ной пе е ‰‡ чи ‰‡н ных.

По цес со – ини ци ‡ то ‡с сыл ки по сы л‡ ет к‡ж ‰о му по цес со у се ти со -

об ще ние ‡з ме ‡ m, и, тем с‡ мым, ниж нflfl оцен к‡ ‰ли тель но с ти ‚ы пол -

не ниfl опе ‡ ции х‡ ‡к те и зу ет сfl ‚е ли чи ной mtk(p–1).

По ‚е ‰ем бо лее по ‰об ный ‡н‡ лиз ту ‰о ем ко с ти обоб щен ной ‡с -

сыл ки ‰лfl слу ч‡fl то по ло „ии ти п‡ „и пе куб. Воз мож ный спо соб ‚ы пол не -

ниfl опе ‡ ции со сто ит ‚ сле ‰у ю щем. По цес со – ини ци ‡ то ‡с сыл ки

пе е ‰‡ ет по ло ‚и ну с‚о их со об ще ний о‰ но му из с‚о их со се ‰ей (н‡ пи ме,

по пе ‚ой ‡з ме но с ти) – ‚ е зуль т‡ те ис хо‰ ный „и пе куб ст‡ но ‚ит сfl ‡з -

‰е лен ным н‡ ‰‚‡ „и пе ку б‡ по ло ‚ин но „о ‡з ме ‡, ‚ к‡ж ‰ом из ко то ых

со ‰е жит сfl о‚ но по ло ‚и н‡ ис хо‰ ных ‰‡н ных. Д‡ лее, ‰ей ст ‚иfl по ‡с сыл -

ке со об ще ний мо „ут быть по ‚то е ны, и об щее ко ли че ст ‚о по ‚то е ний оп -

е ‰е лfl ет сfl ис хо‰ ной ‡з ме но с тью „и пе ку б‡. Дли тель ность опе ‡ ции

обоб щен ной ‡с сыл ки мо жет быть ох‡ ‡к те и зо ‚‡ н‡ со от но ше ни ем:

(3.14)
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(к‡к и от ме ч‡ л‡сь ‚ы ше, ту ‰о ем кость опе ‡ ции со‚ п‡ ‰‡ ет с ‰ли тель но с -

тью ‚ы пол не ниfl по це ‰у ы мно же ст ‚ен ной ‡с сыл ки). 

3.2.5. Обоб щен н‡fl пе е ‰‡ ч‡ ‰‡н ных от ‚сех по цес со о‚

‚сем по цес со ‡м се ти

Обоб щен н‡fl пе е ‰‡ ч‡ ‰‡н ных от ‚сех по цес со о‚ ‚сем по цес со -

‡м се ти (total exchange) пе‰ ст‡‚ лfl ет со бой н‡ и бо лее об щий слу ч‡й ком -

му ни к‡ ци он ных ‰ей ст ‚ий. Не об хо ‰и мость ‚ы пол не ниfl по ‰об ных опе ‡ -

ций ‚оз ни к‡ ет ‚ п‡ ‡л лель ных ‡л „о ит м‡х бы с т о „о пе об ‡ зо ‚‡ ниfl Фу -

ье, т‡нс по ни о ‚‡ ниfl м‡ т иц и ‰.

Вы пол ним к‡т кую х‡ ‡к те и с ти ку ‚оз мож ных спо со бо‚ ‚ы пол не -

ниfl обоб щен ной мно же ст ‚ен ной ‡с сыл ки ‰лfl ‡з ных ме то ‰о‚ пе е ‰‡ чи

‰‡н ных (см. п. 3.1.2).

Пе е ‰‡ ч‡ со об ще ний. Об щ‡fl схе м‡ ‡л „о ит м‡ ‰лfl коль це ‚ой то по ло -

„ии со сто ит ‚ сле ‰у ю щем. К‡ж ‰ый по цес со по из ‚о ‰ит пе е ‰‡ чу ‚сех

с‚о их ис хо‰ ных со об ще ний с‚о е му со се ‰у (‚ к‡ ком-ли бо ‚ы б‡н ном н‡ -

п‡‚ ле нии по коль цу). Д‡ лее по цес со ы осу ще ст‚ лfl ют пи ем н‡ п‡‚ -

лен ных к ним ‰‡н ных, з‡ тем се ‰и пи нfl той ин фо м‡ ции ‚ы би ‡ ют с‚ои

со об ще ниfl, по сле че „о ‚ы пол нfl ют ‰‡ль ней шую ‡с сыл ку ос т‡‚ шей сfl ч‡ -

с ти ‰‡н ных. Дли тель ность ‚ы пол не ниfl по ‰об но „о н‡ бо ‡ пе е ‰‡ч ‰‡н ных

оце ни ‚‡ ет сfl пи по мо щи ‚ы ‡ же ниfl:

. (3.15)

Спо соб по лу че ниfl ‡л „о ит м‡ ‡с сыл ки ‰‡н ных ‰лfl то по ло „ии ти п‡

е шет к‡-то fl‚ лfl ет сfl тем же с‡ мым, что и ‚ слу ч‡е ‡с смо т е ниfl ‰у „их

ком му ни к‡ ци он ных опе ‡ ций. Н‡ пе ‚ом эт‡ пе о „‡ ни зу ет сfl пе е ‰‡ ч‡

со об ще ний ‡з ‰ель но по ‚сем по цес со ‡м се ти, ‡с по л‡ „‡ ю щим сfl н‡

о‰ них и тех же „о и зон т‡ лflх е шет ки (к‡ж ‰о му по цес со у по „о и зон т‡ -

ли пе е ‰‡ ют сfl толь ко те ис хо‰ ные со об ще ниfl, что ‰олж ны быть н‡ п‡‚ -

ле ны по цес со ‡м со от ‚ет ст ‚у ю щей ‚е ти к‡ ли е шет ки). По сле з‡ ‚е -

ше ниfl эт‡ п‡ н‡ к‡ж ‰ом по цес со е со би ‡ ют сfl p со об ще ний, пе‰ н‡з н‡ -

чен ных ‰лfl ‡с сыл ки по о‰ ной из ‚е ти к‡ лей е шет ки. Н‡ ‚то ом эт‡ пе

‡с сыл к‡ ‰‡н ных ‚ы пол нfl ет сfl по по цес со ‡м се ти, об ‡ зу ю щим ‚е ти -

к‡ ли е шет ки. Об щ‡fl ‰ли тель ность ‚сех опе ‡ ций ‡с сы лок оп е ‰е лfl ет -

сfl со от но ше ни ем:

. (3.16)

Длfl „и пе ку б‡ ‡л „о итм обоб щен ной мно же ст ‚ен ной ‡с сыл ки со -

об ще ний мо жет быть по лу чен пу тем обоб ще ниfl спо со б‡ ‚ы пол не ниfl
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опе ‡ ции ‰лfl то по ло „ии ти п‡ е шет к‡ н‡ ‡з ме ность „и пе ку б‡ Ν. В е -

зуль т‡ те т‡ ко „о обоб ще ниfl схе м‡ ком му ни к‡ ции со сто ит ‚ сле ‰у ю щем.

Н‡ к‡ж ‰ом эт‡ пе i, 1≤i≤N, ‚ы пол не ниfl ‡л „о ит м‡ функ ци о ни у ют ‚се

по цес со ы се ти, ко то ые об ме ни ‚‡ ют сfl с‚о и ми ‰‡н ны ми со с‚о и ми со -

се ‰fl ми по i-й ‡з ме но с ти и фо ми у ют объ е ‰и нен ные со об ще ниfl. Пи

о „‡ ни з‡ ции ‚з‡ и мо ‰ей ст ‚иfl ‰‚ух со се ‰ей к‡ н‡л с‚fl зи меж ‰у ни ми ‡с -

см‡ т и ‚‡ ет сfl к‡к с‚fl зу ю щий эле мент ‰‚ух ‡‚ ных по ‡з ме у по‰ „и пе -

ку бо‚ ис хо‰ но „о „и пе ку б‡, и к‡ж ‰ый по цес со п‡ ы по сы л‡ ет ‰у „о му

по цес со у толь ко те со об ще ниfl, что пе‰ н‡з н‡ че ны ‰лfl по цес со о‚ со -

се‰ не „о по‰ „и пе ку б‡. Ве мfl опе ‡ ции ‡с сыл ки мо жет быть по лу че но

пи по мо щи ‚ы ‡ же ниfl:

(3.17)

(ко ме з‡ т‡т н‡ пе е сыл ку, к‡ж ‰ый по цес со ‚ы пол нfl ет mplog2p опе ‡ -

ций по со ти о‚ ке с‚о их со об ще ний пе е‰ об ме ном ин фо м‡ ци ей со

с‚о и ми со се ‰fl ми).

Пе е ‰‡ ч‡ п‡ ке то‚. К‡к и ‚ слу ч‡е мно же ст ‚ен ной ‡с сыл ки, пи ме не -

ние ме то ‰‡ пе е ‰‡ чи п‡ ке то‚ не пи ‚о ‰ит к улуч ше нию ‚е мен ных х‡ ‡к -

те и с тик ‰лfl опе ‡ ции обоб щен ной мно же ст ‚ен ной ‡с сыл ки. Р‡с смо т -

им к‡к пи ме бо лее по ‰об но ‚ы пол не ние ‰‡н ной ком му ни к‡ ци он ной

опе ‡ ции ‰лfl се ти с то по ло „и ей ти п‡ „и пе куб. В этом слу ч‡е ‡с сыл к‡ мо -

жет быть ‚ы пол не н‡ з‡ p-1 ите ‡ цию. Н‡ к‡ж ‰ой ите ‡ ции ‚се по цес со ы

‡з би ‚‡ ют сfl н‡ ‚з‡ и мо ‰ей ст ‚у ю щие п‡ ы по цес со о‚, пи чем это ‡з би -

е ние н‡ п‡ ы мо жет быть ‚ы пол не но т‡ ким об ‡ зом, что бы пе е ‰‡ ‚‡ е мые

меж ‰у ‡з ны ми п‡ ‡ ми со об ще ниfl не ис поль зо ‚‡ ли о‰ ни и те же пу ти пе -

е ‰‡ чи ‰‡н ных. К‡к е зуль т‡т, об щ‡fl ‰ли тель ность опе ‡ ции обоб щен ной

‡с сыл ки мо жет быть оп е ‰е ле н‡ ‚ со от ‚ет ст ‚ии с ‚ы ‡ же ни ем:

. (3.18)

3.2.6. Цик ли че с кий с‰‚и„

Ч‡ ст ный слу ч‡й обоб щен ной мно же ст ‚ен ной ‡с сыл ки есть по це -

‰у ‡ пе е ст‡ но‚ ки (permutation), пе‰ ст‡‚ лfl ю щ‡fl со бой опе ‡ цию пе е -

‡с пе ‰е ле ниfl ин фо м‡ ции меж ‰у по цес со ‡ ми се ти, ‚ ко то ой к‡ж -

‰ый по цес со пе е ‰‡ ет со об ще ние оп е ‰е лен но му не ким спо со бом ‰у -

„о му по цес со у се ти. Кон кет ный ‚‡ и ‡нт пе е ст‡ но‚ ки – цик ли че с кий

q-с‰‚и„ (cirlular q-shift), пи ко то ом к‡ж ‰ый по цес со i, 1≤i≤N, пе е ‰‡ ет

‰‡н ные по цес со у с но ме ом (i+q)modp. По ‰об н‡fl опе ‡ циfl с‰‚и „‡ ис -

поль зу ет сfl, н‡ пи ме, пи о „‡ ни з‡ ции м‡ т ич ных ‚ы чис ле ний.
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По сколь ку ‚ы пол не ние цик ли че с ко „о с‰‚и „‡ ‰лfl коль це ‚ой то по ло -

„ии мо жет быть обес пе че но пи по мо щи по стых ‡л „о ит мо‚ пе е ‰‡ чи

‰‡н ных, ‡с смо т им ‚оз мож ные спо со бы ‚ы пол не ниfl ‰‡н ной ком му ни -

к‡ ци он ной опе ‡ ции толь ко ‰лfl то по ло „ий е шет к‡-то и „и пе куб пи

‡з ных ме то ‰‡х пе е ‰‡ чи ‰‡н ных (см. п. 3.1.2).

Пе е ‰‡ ч‡ со об ще ний. Об щ‡fl схе м‡ ‡л „о ит м‡ цик ли че с ко „о с‰‚и „‡

‰лfl то по ло „ии ти п‡ е шет к‡-то со сто ит ‚ сле ‰у ю щем. Пусть по цес со ы

пе е ну ме о ‚‡ ны по сто к‡м е шет ки от 0 ‰о p-1. Н‡ пе ‚ом эт‡ пе о „‡ ни -

зу ет сfl цик ли че с кий с‰‚и„ с ш‡ „ом qmod√p по к‡ж ‰ой сто ке ‚ от ‰ель но -

с ти (ес ли пи е ‡ ли з‡ ции т‡ ко „о с‰‚и „‡ со об ще ниfl пе е ‰‡ ют сfl че ез п‡ -

‚ые „‡ ни цы сток, то по сле ‚ы пол не ниfl к‡ж ‰ой т‡ кой пе е ‰‡ чи не об хо -

‰и мо осу ще ст ‚ить ком пен с‡ ци он ный с‰‚и„ ‚‚ех н‡ 1 ‰лfl по цес со о‚

пе ‚о „о столб ц‡ е шет ки). Н‡ ‚то ом эт‡ пе е ‡ ли зу ет сfl цик ли че с кий

с‰‚и„ ‚‚ех с ш‡ „ом q/√p ‰лfl к‡ж ‰о „о столб ц‡ е шет ки. Об щ‡fl ‰ли тель -

ность ‚сех опе ‡ ций ‡с сы лок оп е ‰е лfl ет сfl со от но ше ни ем:

. (3.19)

Длfl „и пе ку б‡ ‡л „о итм цик ли че с ко „о с‰‚и „‡ мо жет быть по лу чен

пу тем ло „и че с ко „о пе‰ ст‡‚ ле ниfl то по ло „ии „и пе ку б‡ ‚ ‚и ‰е коль це ‚ой

стук ту ы. Длfl по лу че ниfl т‡ ко „о пе‰ ст‡‚ ле ниfl ус т‡ но ‚им ‚з‡ им но-о‰ -

но зн‡ч ное со от ‚ет ст ‚ие меж ‰у ‚е ши н‡ ми коль ц‡ и „и пе ку б‡. Не об хо -

‰и мое со от ‚ет ст ‚ие мо жет быть по лу че но, н‡ пи ме, пи по мо щи из ‚е ст -

но „о ко ‰‡ Геfl. Бо лее по ‰об ное из ло же ние ме х‡ низ м‡ ус т‡ но‚ ки т‡ ко „о

со от ‚ет ст ‚иfl осу ще ст‚ лfl ет сfl ‚ по‰ ‡з ‰е ле 3.3; ‰лfl н‡ „лfl‰ но с ти н‡ ис.

3.1 пи ‚о ‰ит сfl ‚и‰ „и пе ку б‡ ‰лfl ‡з ме но с ти N=3 с ук‡ з‡ ни ем ‰лfl к‡ж -

‰о „о по цес со ‡ „и пе ку б‡ со от ‚ет ст ‚у ю щей ‚е ши ны коль ц‡. По ло жи -

тель ным с‚ой ст ‚ом ‚ы бо ‡ т‡ ко „о со от ‚ет ст ‚иfl fl‚ лfl ет сfl тот ф‡кт, что ‰лfl

лю бых ‰‚ух ‚е шин ‚ коль це, ‡с сто fl ние меж ‰у ко то ы ми ‡‚ но l=2i ‰лfl

не ко то о „о зн‡ че ниfl i, путь меж ‰у со от ‚ет ст ‚у ю щими ‚е ши н‡ ми ‚ „и -

пе ку бе со ‰е жит толь ко ‰‚е ли нии с‚fl зи (з‡ ис клю че ни ем слу ч‡fl i=0,

ко„ ‰‡ путь ‚ „и пе ку бе име ет е‰и нич ную ‰ли ну). 

Рис. 3.1. Схе м‡ ото б ‡ же ниfl „и пе ку б‡ н‡ коль цо (‚ куж к‡х 

пи ‚е ‰е ны но ме ‡ по цес со о‚ „и пе ку б‡)
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Пе‰ ст‡ ‚им ‚е ли чи ну с‰‚и „‡ q ‚ ‚и ‰е ‰‚о ич но „о ко ‰‡. Ко ли че ст ‚о не -

ну ле ‚ых по зи ций ко ‰‡ оп е ‰е лfl ет ко ли че ст ‚о эт‡ по‚ ‚ схе ме е ‡ ли з‡ ции

опе ‡ ции цик ли че с ко „о с‰‚и „‡. Н‡ к‡ж ‰ом эт‡ пе ‚ы пол нfl ет сfl опе ‡ циfl

с‰‚и „‡ с ‚е ли чи ной ш‡ „‡, з‡ ‰‡ ‚‡ е мой н‡ и бо лее ст‡ шей не ну ле ‚ой по зи ци -

ей зн‡ че ниfl q (н‡ пи ме, пи ис хо‰ ной ‚е ли чи не с‰‚и „‡ q=5=1012 н‡ пе ‚ом

эт‡ пе ‚ы пол нfl ет сfl с‰‚и„ с ш‡ „ом 4, н‡ ‚то ом эт‡ пе ш‡„ с‰‚и „‡ ‡ ‚ен 1). Вы -

пол не ние к‡ж ‰о „о эт‡ п‡ (ко ме с‰‚и „‡ с ш‡ „ом 1) со сто ит ‚ пе е ‰‡ че ‰‡н ных

по пу ти, ‚клю ч‡ ю ще му ‰‚е ли нии с‚fl зи. К‡к е зуль т‡т, ‚ех нflfl оцен к‡ ‰лfl

‰ли тель но с ти ‚ы пол не ниfl опе ‡ ции цик ли че с ко „о с‰‚и „‡ оп е ‰е лfl ет сfl со -

от но ше ни ем:

.                                                                (3.20)

Пе е ‰‡ ч‡ п‡ ке то‚. Ис поль зо ‚‡ ние пе е сыл ки п‡ ке то‚ мо жет по ‚ы сить

эф фек ти‚ ность ‚ы пол не ниfl опе ‡ ции цик ли че с ко „о с‰‚и „‡ ‰лfl то по ло „ии

„и пе куб. Ре ‡ ли з‡ циfl ‚сех не об хо ‰и мых ком му ни к‡ ци он ных ‰ей ст ‚ий ‚

этом слу ч‡е мо жет быть обес пе че н‡ пу тем от п‡‚ ле ниfl к‡ж ‰ым по цес со -

ом ‚сех пе е сы л‡ е мых ‰‡н ных не по се‰ ст ‚ен но по цес со ‡м н‡ зн‡ че ниfl.

Пи ме не ние ме то ‰‡ по ко о ‰и н‡т ной м‡ ш у ти з‡ ции (см. п. 3.1.1) поз ‚о -

лит из бе ж‡ть кол ли зий пи ис поль зо ‚‡ нии ли ний пе е ‰‡ чи ‰‡н ных (‚ к‡ж -

‰ый мо мент ‚е ме ни ‰лfl к‡ж ‰о „о к‡ н‡ л‡ бу ‰ет су ще ст ‚о ‚‡ть не бо лее о‰ -

но „о „о то ‚о „о ‰лfl от п‡‚ ки со об ще ниfl). Дли н‡ н‡ и боль ше „о пу ти пи т‡ -

кой ‡с сыл ке ‰‡н ных оп е ‰е лfl ет сfl к‡к log2p-γ(q), „‰е γ(q) есть н‡ и боль шее

це лое зн‡ че ние j т‡ кое, что 2 j есть ‰е ли тель ‚е ли чи ны с‰‚и „‡ q. То„ ‰‡ ‰ли -

тель ность опе ‡ ции цик ли че с ко „о с‰‚и „‡ мо жет быть ох‡ ‡к те и зо ‚‡ н‡

пи по мо щи ‚ы ‡ же ниfl

(3.21)

(пи ‰о ст‡ точ но боль ших ‡з ме ‡х со об ще ний ‚е ме нем пе е ‰‡ чи слу -

жеб ных ‰‡н ных мож но пе не бечь и ‚е мfl ‚ы пол не ниfl опе ‡ ции мо жет

быть оп е ‰е ле но к‡к tп‰=tн+mtк).

3.3. Ме то ‰ы ло „и че с ко „о пе‰ ст‡‚ ле ниfl то по ло „ии

ком му ни к‡ ци он ной се ‰ы

К‡к по к‡ з‡ ло ‡с смо т е ние ос но‚ ных ком му ни к‡ ци он ных опе ‡ -

ций ‚ по‰ ‡з ‰е ле 3.1, fl‰ ‡л „о ит мо‚ пе е ‰‡ чи ‰‡н ных ‰о пу с к‡ ет бо лее

по стое из ло же ние пи ис поль зо ‚‡ нии ‚пол не оп е ‰е лен ных то по ло „ий

се ти меж по цес со ных со е‰и не ний. Ко ме то „о, мно „ие ме то ‰ы ком му -

ни к‡ ции мо „ут быть по лу че ны пи по мо щи то „о или ино „о ло „и че с ко „о

пе‰ ст‡‚ ле ниfl ис сле ‰у е мой то по ло „ии. К‡к е зуль т‡т, ‚‡ж ным мо мен том

пи о „‡ ни з‡ ции п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний fl‚ лfl ет сfl ‚оз мож ность ло „и -
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че с ко „о пе‰ ст‡‚ ле ниfl ‡з но об ‡з ных то по ло „ий н‡ ос но ‚е кон кет ных

(фи зи че с ких) меж по цес со ных стук ту.

Спо со бы ло „и че с ко „о пе‰ ст‡‚ ле ниfl (ото б ‡ же ниfl) то по ло „ий х‡ -

‡к те и зу ют сfl сле ‰у ю щи ми те мfl ос но‚ ны ми х‡ ‡к те и с ти к‡ ми:

• уп лот не ние ‰у„ (congestion), ‚ы ‡ ж‡ е мое к‡к м‡к си м‡ль ное ко ли че -

ст ‚о ‰у„ ло „и че с кой то по ло „ии, ко то ые ото б ‡ ж‡ ют сfl ‚ о‰ ну ли -

нию пе е ‰‡ чи фи зи че с кой то по ло „ии;

• у‰ ли не ние ‰у„ (dilation), оп е ‰е лfl е мое к‡к путь м‡к си м‡ль ной ‰ли -

ны фи зи че с кой то по ло „ии, н‡ ко то ый ото б ‡ ж‡ е тсfl ‰у „‡ ло „и че с -

кой то по ло „ии;

• у‚е ли че ние ‚е шин (expansion), ‚ы чис лfl е мое к‡к от но ше ние ко ли че -

ст ‚‡ ‚е шин ‚ ло „и че с кой и фи зи че с кой то по ло „и flх.

Длfl ‡с см‡ т и ‚‡ е мых ‚ ‡м к‡х по со биfl то по ло „ий о„ ‡ ни чим сfl из -

ло же ни ем ‚о по со‚ ото б ‡ же ниfl то по ло „ий коль ц‡ и е шет ки н‡ „и пе -

куб. Пе‰ л‡ „‡ е мые ни же по‰ хо ‰ы ‰лfl ло „и че с ко „о пе‰ ст‡‚ ле ниfl то по -

ло „ий х‡ ‡к те и зу ют сfl е‰и нич ны ми по к‡ з‡ те лfl ми уп лот не ниfl и у‰ ли -

не ниfl ‰у„.

3.3.1. Пе‰ ст‡‚ ле ние коль це ‚ой то по ло „ии 

‚ ‚и ‰е „и пе ку б‡

Ус т‡ но‚ ле ние со от ‚ет ст ‚иfl меж ‰у коль це ‚ой то по ло „и ей и „и пе ку -

бом мо жет быть ‚ы пол не но пи по мо щи ‰‚о ич но „о е флек си‚ но „о ко ‰‡

Геfl G(i, N) (binary reflected Gray code), оп е ‰е лfl е мо „о ‚ со от ‚ет ст ‚ии с ‚ы -

‡ же ни fl ми:

(3.22)

„‰е i з‡ ‰‡ ет но ме зн‡ че ниfl ‚ ко ‰е Геfl, ‡ N есть ‰ли н‡ это „о ко ‰‡. Длfl ил -

лю с т ‡ ции по‰ хо ‰‡ н‡ ис. 3.2 по к‡ зы ‚‡ ет сfl ото б ‡ же ние коль це ‚ой то -

по ло „ии н‡ „и пе куб ‰лfl се ти из p=8 по цес со о‚.

В‡ж ное с‚ой ст ‚о ко ‰‡ Геfl: со се‰ ние зн‡ че ниfl G(i,N) и G(i+1,N) име -

ют толь ко о‰ ну ‡з ли ч‡ ю щу ю сfl би то ‚ую по зи цию. К‡к е зуль т‡т, со се‰ -

ние ‚е ши ны ‚ коль це ‚ой то по ло „ии ото б ‡ ж‡ ют сfl н‡ со се‰ ние по цес -

со ы ‚ „и пе ку бе.

3.3.2. Ото б ‡ же ние то по ло „ии е шет ки н‡ „и пе куб

Ото б ‡ же ние то по ло „ии е шет ки н‡ „и пе куб мо жет быть ‚ы пол не -

но ‚ ‡м к‡х по‰ хо ‰‡, ис поль зо ‚‡н но „о ‰лfl коль це ‚ой стук ту ы се ти. 
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То„ ‰‡ ‰лfl ото б ‡ же ниfl е шет ки 2r×2s н‡ „и пе куб ‡з ме но с ти N=r+s

мож но пи нflть п‡ ‚и ло, что эле мен ту е шет ки с ко о ‰и н‡ т‡ ми (i, j) со -

от ‚ет ст ‚у ет по цес со „и пе ку б‡ с но ме ом:

G(i,r)||G(j,s),

„‰е опе ‡ циfl || оз н‡ ч‡ ет кон к‡ те н‡ цию ко ‰о‚ Геfl.

3.4. Оцен к‡ ту ‰о ем ко с ти опе ‡ ций пе е ‰‡ чи 

‰‡н ных ‰лfl кл‡ с те ных си с тем

Длfl кл‡ с те ных ‚ы чис ли тель ных си с тем (см. п. 1.2.2) о‰ ним из ши -

о ко пи ме нfl е мых спо со бо‚ по ст о е ниfl ком му ни к‡ ци он ной се ‰ы fl‚ -

лfl ет сfl ис поль зо ‚‡ ние кон цен т ‡ то о‚ (hub) или ком му ни к‡ то о‚ (switch)

‰лfl объ е ‰и не ниfl по цес со ных уз ло‚ кл‡ с те ‡ ‚ е‰и ную ‚ы чис ли тель ную

сеть. В этих слу ч‡ flх то по ло „иfl се ти кл‡ с те ‡ пе‰ ст‡‚ лfl ет со бой пол ный

„‡ф, ‚ ко то ом, о‰ н‡ ко, име ют сfl оп е ‰е лен ные о„ ‡ ни че ниfl н‡ о‰ но -

‚е мен ность ‚ы пол не ниfl ком му ни к‡ ци он ных опе ‡ ций. Т‡к, пи ис -

поль зо ‚‡ нии кон цен т ‡ то о‚ пе е ‰‡ ч‡ ‰‡н ных ‚ к‡ж ‰ый те ку щий мо мент

мо жет ‚ы пол нflть сfl толь ко меж ‰у ‰‚у мfl по цес со ны ми уз л‡ ми; ком му -

ни к‡ то ы мо „ут обес пе чи ‚‡ть ‚з‡ и мо ‰ей ст ‚ие не сколь ких не пе е се к‡ ю -

щих сfl п‡ по цес со о‚.

Ду „ое ч‡ с то пи ме нfl е мое е ше ние пи со з‰‡ нии кл‡ с те о‚ со сто ит

‚ ис поль зо ‚‡ нии ме то ‰‡ пе е ‰‡ чи п‡ ке то‚ (ч‡ с то е ‡ ли зу е мо „о н‡ ос но ‚е

сте к‡ по то ко ло‚ TCP/IP) ‚ к‡ че ст ‚е ос но‚ но „о спо со б‡ ‚ы пол не ниfl

ком му ни к‡ ци он ных опе ‡ ций.

Ес ли ‚ы б‡ть ‰лfl ‰‡ль ней ше „о ‡н‡ ли з‡ кл‡ с те ы ‰‡н но „о ‡с по ст -

‡ нен но „о ти п‡ (то по ло „иfl ‚ ‚и ‰е пол но „о „‡ ф‡, п‡ кет ный спо соб пе е -

‰‡ чи со об ще ний), то ту ‰о ем кость опе ‡ ции ком му ни к‡ ции меж ‰у ‰‚у мfl
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Ко‰ Геfl Ко‰ Геfl Ко‰ Геfl Но ме ‡ по цес со о‚ 

‰лfl N=1 ‰лfl N=2 ‰лfl N=3 „и пеку б‡ коль ц‡

0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 1 0 0 1 1 1

1 1 0 1 1 3 2

1 0 0 1 0 2 3

1 1 0 6 4

1 1 1 7 5

1 0 1 5 6

1 0 0 4 7

Рис. 3.2. Ото б ‡ же ние коль це ‚ой то по ло „ии н‡ „и пе куб пи 

по мо щи ко ‰‡ Геfl



по цес со ны ми уз л‡ ми мо жет быть оце не н‡ ‚ со от ‚ет ст ‚ии с ‚ы ‡ же ни -

ем (мо ‰ель А)

(3.23)

оцен к‡ по ‰об но „о ‚и ‰‡ сле ‰у ет из со от но ше ний ‰лfl ме то ‰‡ пе е ‰‡ чи п‡ -

ке то‚ пи е‰и нич ной ‰ли не пу ти пе е ‰‡ чи ‰‡н ных, т. е. пи l=1. От ме ч‡fl

‚оз мож ность по ‰об но „о по‰ хо ‰‡, ‚ме с те с этим мож но з‡ ме тить, что ‚

‡м к‡х ‡с см‡ т и ‚‡ е мой мо ‰е ли ‚е мfl по‰ „о то‚ ки ‰‡н ных tн пе‰ по л‡ „‡ -

ет сfl по сто flн ным (не з‡ ‚и сfl щим от объ е м‡ пе е ‰‡ ‚‡ е мых ‰‡н ных), ‚е мfl

пе е ‰‡ чи слу жеб ных ‰‡н ных tс не з‡ ‚и сит от ко ли че ст ‚‡ пе е ‰‡ ‚‡ е мых п‡ -

ке то‚ и т. п. Эти пе‰ по ло же ниfl не ‚ пол ной ме е со от ‚ет ст ‚у ют ‰ей ст ‚и -

тель но с ти, и ‚е мен ные оцен ки, по лу ч‡ е мые ‚ е зуль т‡ те ис поль зо ‚‡ ниfl

мо ‰е ли, мо „ут не об л‡ ‰‡ть не об хо ‰и мой точ но с тью.

С учетом пи ‚е ‰ен ных з‡ ме ч‡ ний, схе м‡ по ст о е ниfl ‚е мен ных

оце нок мо жет быть уточ не н‡; ‚ ‡м к‡х но ‚ой ‡с ши ен ной мо ‰е ли ту ‰о -

ем кость пе е ‰‡ чи ‰‡н ных меж ‰у ‰‚у мfl по цес со ‡ ми оп е ‰е лfl ет сfl ‚ со -

от ‚ет ст ‚ии со сле ‰у ю щи ми ‚ы ‡ же ни fl ми (мо ‰ель В):

(3.24)

„‰е n=m/(Vmax–Vc) есть ко ли че ст ‚о п‡ ке то‚, н‡ ко то ое ‡з би ‚‡ ет сfl пе -

е ‰‡ ‚‡ е мое со об ще ние, ‚е ли чи н‡ Vmax оп е ‰е лfl ет м‡к си м‡ль ный ‡з ме

п‡ ке т‡, ко то ый мо жет быть ‰о ст‡‚ лен ‚ се ти (по умол ч‡ нию ‰лfl опе ‡ -

ци он ной си с те мы MS Windows ‚ се ти Fast Ethernet Vmax =1500 б‡йт), ‡ Vc

есть объ ем слу жеб ных ‰‡н ных ‚ к‡ж ‰ом из пе е сы л‡ е мых п‡ ке то‚ (‰лfl

по то ко л‡ TCP/IP, ОС Windows 2000 и се ти Fast Ethernet Vc=78 б‡йт). По -

flс ним т‡к же, что ‚ пи ‚е ‰ен ных со от но ше ни flх кон ст‡н т‡ tн‡ч0 х‡ ‡к те и -

зу ет ‡п п‡ ‡т ную со ст‡‚ лfl ю щую л‡ тент но с ти и з‡ ‚и сит от п‡ ‡ ме т о‚ ис -

поль зу е мо „о се те ‚о „о обо у ‰о ‚‡ ниfl, зн‡ че ние tн‡ч1 з‡ ‰‡ ет ‚е мfl по‰ „о то‚ -

ки о‰ но „о б‡й т‡ ‰‡н ных ‰лfl пе е ‰‡ чи по се ти. К‡к е зуль т‡т, ‚е ли чи н‡ л‡ -

тент но с ти 

(3.25)

у‚е ли чи ‚‡ ет сfl ли ней но ‚ з‡ ‚и си мо с ти от объ е м‡ пе е ‰‡ ‚‡ е мых ‰‡н ных.

Пи этом пе‰ по л‡ „‡ ет сfl, что по‰ „о то‚ к‡ ‰‡н ных ‰лfl пе е ‰‡ чи ‚то о „о и

‚сех по сле ‰у ю щих п‡ ке то‚ мо жет быть со‚ ме ще н‡ с пе е сыл кой по се ти

пе‰ ше ст ‚у ю щих п‡ ке то‚ и л‡ тент ность, тем с‡ мым, не мо жет пе ‚ы ш‡ть

‚е ли чи ны:
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(3.26)

По ми мо л‡ тент но с ти, ‚ пе‰ л‡ „‡ е мых ‚ы ‡ же ни flх ‰лfl оцен ки ту -

‰о ем ко с ти ком му ни к‡ ци он ной опе ‡ ции мож но уточ нить т‡к же п‡ ‚и ло

‚ы чис ле ниfl ‚е ме ни пе е ‰‡ чи ‰‡н ных

(3.27)

что поз ‚о лfl ет те пеь учи ты ‚‡ть эф фект у‚е ли че ниfl объ е м‡ пе е ‰‡ ‚‡ е мых

‰‡н ных пи ос те чис л‡ пе е сы л‡ е мых п‡ ке то‚ з‡ счет ‰о б‡‚ ле ниfl слу -

жеб ной ин фо м‡ ции (з‡ „о ло‚ ко‚ п‡ ке то‚).

З‡ ‚е ш‡fl ‡н‡ лиз по бле мы по ст о е ниfl те о е ти че с ких оце нок ту -

‰о ем ко с ти ком му ни к‡ ци он ных опе ‡ ций, сле ‰у ет от ме тить, что ‰лfl

п‡к ти че с ко „о пи ме не ниfl пе е чис лен ных мо ‰е лей не об хо ‰и мо ‚ы пол -

нить оцен ку зн‡ че ний п‡ ‡ ме т о‚ ис поль зу е мых со от но ше ний. В этом

от но ше нии по лез ным мо жет ок‡ з‡ть сfl ис поль зо ‚‡ ние и бо лее по стых

спо со бо‚ ‚ы чис ле ниfl ‚е мен ных з‡ т‡т н‡ пе е ‰‡ чу ‰‡н ных – о‰ ной из

из ‚е ст ных схем по ‰об но „о ‚и ‰‡ fl‚ лfl ет сfl по‰ хо‰, ‚ ко то ом ту ‰о ем кость

опе ‡ ции ком му ни к‡ ции меж ‰у ‰‚у мfl по цес со ны ми уз л‡ ми кл‡ с те ‡

оце ни ‚‡ ет сfl ‚ со от ‚ет ст ‚ии с ‚ы ‡ же ни ем:

(3.28)

это мо‰ель C, пе‰ ло жен н‡fl Хок ни (the Hockney model) – см., н‡ пи ме, [46].

Длfl по ‚е ки ‡‰ек ‚‡т но с ти ‡с смо т ен ных мо ‰е лей е ‡ль ным по -

цес с‡м пе е ‰‡ чи ‰‡н ных пи ‚е ‰ем е зуль т‡ ты ‚ы пол нен ных экс пе и мен -

то‚ ‚ се ти мно „о по цес со но „о кл‡ с те ‡ Ни же „о о‰ ско „о уни ‚е си те т‡

(ком пью те ы IBM PC Pentium 4 1300 MГц и сеть Fast Etherrnet). Пи по -

‚е ‰е нии экс пе и мен то‚ ‰лfl е ‡ ли з‡ ции ком му ни к‡ ци он ных опе ‡ ций

ис поль зо ‚‡ л‡сь биб ли о те к‡ MPI.

Ч‡сть экс пе и мен то‚ бы л‡ ‚ы пол не н‡ ‰лfl оцен ки п‡ ‡ ме т о‚ мо -

‰е лей:

• зн‡ че ние л‡ тент но с ти tн ‰лfl мо ‰е лей А и С оп е ‰е лfl лось к‡к ‚е мfl

пе е ‰‡ чи со об ще ниfl ну ле ‚ой ‰ли ны;

• ‚е ли чи н‡ по пу ск ной спо соб но с ти R оце ни ‚‡ л‡сь м‡к си м‡ль ным

зн‡ че ни ем ско о сти пе е ‰‡ чи ‰‡н ных, н‡ блю ‰‡‚ шим сfl ‚ экс пе и -

мен т‡х, т. е. ‚е ли чи ной

и по л‡ „‡ лось tк=1/R;
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• зн‡ че ниfl ‚е ли чин tн‡ч0 и tн‡ч1 оце ни ‚‡ лись пи по мо щи ли ней ной

‡п пок си м‡ ции ‚е мен пе е ‰‡ чи со об ще ний ‡з ме ‡ от 0 ‰о Vmax.

В хо ‰е экс пе и мен то‚ осу ще ст‚ лfl л‡сь пе е ‰‡ ч‡ ‰‡н ных меж ‰у ‰‚у -

мfl уз л‡ ми кл‡ с те ‡, ‡з ме пе е ‰‡ ‚‡ е мых со об ще ний ‚‡ ь и о ‚‡л сfl от 0 ‰о

8 Мб. Длfl по лу че ниfl бо лее точ ных оце нок ‚ы пол не ние к‡ж ‰ой опе ‡ ции

осу ще ст‚ лfl лось мно „о к‡т но (бо лее 100 000 ‡з), по сле че „о по лу чен ные

е зуль т‡ ты ус е‰ нfl лись. Длfl ил лю с т ‡ ции ни же пи ‚е ‰ен е зуль т‡т о‰ -

но „о экс пе и мен т‡, пи по ‚е ‰е нии ко то о „о ‡з ме пе е ‰‡ ‚‡ е мых со об -

ще ний из ме нflл сfl от 2000 ‰о 60 000 б‡йт.

В т‡бл. 3.2 пи ‚о ‰ит сfl fl‰ чис ло ‚ых ‰‡н ных по по „еш но с ти ‡с -

смо т ен ных мо ‰е лей ту ‰о ем ко с ти ком му ни к‡ ци он ных опе ‡ ций (‚е ли -

чи н‡ по „еш но с ти ‰‡ ет сfl ‚ ‚и ‰е от но си тель но „о от кло не ниfl от е ‡ль но -

„о ‚е ме ни ‚ы пол не ниfl опе ‡ ции пе е ‰‡ чи ‰‡н ных).

Т‡б ли ц‡ 3.2. По „еш ность мо ‰е лей ту ‰о ем ко с ти опе ‡ ций 

пе е ‰‡ чи ‰‡н ных (по е зуль т‡ т‡м ‚ы чис ли тель ных экс пе и мен то‚)

Объ ем Ве мfl По „еш ность те о е ти че с кой оцен ки

со об щениfl пе е ‰‡ чи ‚е ме ни пе е ‰‡ чи ‰‡н ных, %

(б‡йт) (мкс) Мо ‰ель А Мо ‰ель В Мо ‰ель С

2000 495 33,45 7,93 34,80

10 000 1184 13,91 1,70 14,48

20 000 2055 8,44 0,44 8,77

30 000 2874 4,53 -1,87 4,76

40 000 3758 4,04 -1,38 4,22

50 000 4749 5,91 1,21 6,05

60 000 5730 6,97 2,73 7,09

К‡к мож но з‡ ме тить по е зуль т‡ т‡м по ‚е ‰ен ных экс пе и мен то‚,

оцен ки ту ‰о ем ко с ти опе ‡ ций пе е ‰‡ чи ‰‡н ных по мо ‰е ли В име ют

мень шую по „еш ность.

Вме с те с этим ‚‡ж но от ме тить, что ‰лfl пе‰ ‚‡ и тель но „о ‡н‡ ли з‡

‚е мен ных з‡ т‡т н‡ ‚ы пол не ние ком му ни к‡ ци он ных опе ‡ ций точ но -

с ти мо ‰е ли C мо жет ок‡ з‡ть сfl ‰о ст‡ точ но. Ко ме то „о, ‰‡н н‡fl мо ‰ель

име ет н‡ и бо лее по стой ‚и‰ се ‰и ‚сех ‡с смо т ен ных. С уче том по -

сле‰ не „о об сто fl тель ст ‚‡, ‰‡ лее ‚о ‚сех по сле ‰у ю щих лек ци flх ‰лfl оцен -

ки ту ‰о ем ко с ти опе ‡ ций пе е ‰‡ чи ‰‡н ных бу ‰ет пи ме нflть сfl имен но

мо ‰ель C (мо ‰ель Хок ни), пи этом ‰лfl мо ‰е ли бу ‰ет ис поль зо ‚‡ть сfl

фо м‡ з‡ пи си, пи ‚е ‰ен н‡fl к обо зн‡ че ни flм, ко то ые пи нfl ты ‚ ‡ бо те

Хок ни [46]:

(3.29)
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„‰е α есть л‡ тент ность се ти пе е ‰‡ чи ‰‡н ных (т. е. α=tн), ‡ β обо зн‡ ч‡ ет

по пу ск ную спо соб ность се ти (т. е. β=R=1/tк).

3.5. К‡т кий об зо лек ции

Д‡н н‡fl лек циfl по с‚fl ще н‡ оцен ке ком му ни к‡ ци он ной слож но с ти

п‡ ‡л лель ных ‡л „о ит мо‚.

В по‰ ‡з ‰е ле 3.1 пе‰ ст‡‚ ле н‡ об щ‡fl х‡ ‡к те и с ти к‡ ‡л „о ит мо‚

м‡ ш у ти з‡ ции и ме то ‰о‚ пе е ‰‡ чи ‰‡н ных. Длfl по ‰об но „о ‡с смо т е -

ниfl ‚ы ‰е ле ны ме то‰ пе е ‰‡ чи со об ще ний и ме то‰ пе е ‰‡ чи п‡ ке то‚, ‰лfl ко -

то ых оп е ‰е ле ны оцен ки ‚е ме ни ‚ы пол не ниfl ком му ни к‡ ци он ных опе -

‡ ций.

В по‰ ‡з ‰е ле 3.2 оп е ‰е ле ны ос но‚ ные ти пы опе ‡ ций пе е ‰‡ чи

‰‡н ных, ‚ы пол нfl е мых ‚ хо ‰е п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний. К ос но‚ ным

ком му ни к‡ ци он ным опе ‡ ци flм от но сflт сfl:

• пе е ‰‡ ч‡ ‰‡н ных меж ‰у по цес со ‡ ми се ти;

• пе е ‰‡ ч‡ ‰‡н ных от о‰ но „о по цес со ‡ ‚сем ос т‡ль ным по цес со -

‡м се ти и ‰‚ой ст ‚ен н‡fl ей опе ‡ циfl пи ем‡ н‡ о‰ ном по цес со е

со об ще ний от ‚сех ос т‡ль ных по цес со о‚ се ти;

• пе е ‰‡ ч‡ ‰‡н ных от ‚сех по цес со о‚ ‚сем по цес со ‡м се ти и

‰‚ой ст ‚ен н‡fl ей опе ‡ циfl пи ем‡ со об ще ний н‡ к‡ж ‰ом по цес -

со е от ‚сех по цес со о‚ се ти;

• обоб щен н‡fl1 пе е ‰‡ ч‡ ‰‡н ных от о‰ но „о по цес со ‡ ‚сем ос т‡ль -

ным по цес со ‡м се ти и об ‡т н‡fl опе ‡ циfl обоб щен но „о пи ем‡

со об ще ний н‡ о‰ ном по цес со е от ‚сех ос т‡ль ных по цес со о‚

се ти;

• обоб щен н‡fl пе е ‰‡ ч‡ ‰‡н ных от ‚сех по цес со о‚ ‚сем по цес со -

‡м се ти.

Длfl ‚сех пе е чис лен ных опе ‡ ций пе е ‰‡ чи ‰‡н ных ‡с смо т е ны

‡л „о ит мы их ‚ы пол не ниfl н‡ пи ме е то по ло „ий коль ц‡, е шет ки и „и -

пе ку б‡. Длfl к‡ж ‰о „о из пе‰ ст‡‚ лен ных ‡л „о ит мо‚ пи ‚е ‰е ны оцен ки

их ‚е мен ной ту ‰о ем ко с ти к‡к ‰лfl ме то ‰‡ пе е ‰‡ чи со об ще ний, т‡к и

‰лfl ме то ‰‡ пе е ‰‡ чи п‡ ке то‚.

В по‰ ‡з ‰е ле 3.3 ‡с смо т е ны ме то ‰ы ло „и че с ко „о пе‰ ст‡‚ ле ниfl то -

по ло „ий н‡ ос но ‚е кон кет ных (фи зи че с ких) меж по цес со ных стук ту.

Ис поль зо ‚‡ ние ло „и че с ких то по ло „ий поз ‚о лfl ет по лу чить бо лее по стое

из ло же ние ‰лfl fl ‰‡ ‡л „о ит мо‚ пе е ‰‡ чи ‰‡н ных, сни зить з‡ т‡ ты н‡ е -

‡ ли з‡ цию ком му ни к‡ ци он ных опе ‡ ций и т. п.
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1 Обоб ще ние опе ‡ ции со сто ит ‚ том, что ‡з ным по цес со ‡м ‡с сы л‡ ют сfl ‡з -

лич ные со об ще ниfl; ‰лfl об ‡т ной опе ‡ ции пи ем‡ ‚се со би ‡ е мые со об ще ниfl

т‡к же fl‚ лfl ют сfl ‡з ны ми.



В по‰ ‡з ‰е ле 3.4 бо лее по ‰об но об суж ‰‡ ют сfl мо ‰е ли, пи по мо щи

ко то ых мо „ут быть по лу че ны оцен ки ‚е ме ни ‚ы пол не ниfl опе ‡ ций пе -

е ‰‡ чи ‰‡н ных ‰лfl кл‡ с те ных ‚ы чис ли тель ных си с тем. Точ ность фо ми -

о ‚‡ ниfl ‚е мен ных оце нок с‡‚ ни ‚‡ ет сfl пи по мо щи по ‚е ‰е ниfl ‚ы -

чис ли тель ных экс пе и мен то‚. По е зуль т‡ т‡м экс пе и мен то‚ оп е ‰е ле н‡

н‡ и бо лее точ н‡fl мо ‰ель (мо ‰ель B). Ко ме то „о, от ме ч‡ ет сfl, что ‰лfl

пе‰ ‚‡ и тель но „о ‡н‡ ли з‡ ‚е мен ной ту ‰о ем ко с ти ком му ни к‡ ци он ных

опе ‡ ций це ле со об ‡з но ис поль зо ‚‡ть бо лее по стую мо ‰ель – мо ‰ель C

(мо ‰ель Хок ни).

3.6. Об зо ли те ‡ ту ы

В к‡ че ст ‚е ‰о пол ни тель но „о учеб но „о м‡ те и ‡ л‡ ‰лfl ‰‡н ной лек ции

мо „ут быть е ко мен ‰о ‚‡ ны ‡ бо ты [51, 63].

Во по сы по ст о е ниfl мо ‰е лей ‰лfl оцен ки ‚е ме ни ‚ы пол не ниfl ком -

му ни к‡ ци он ных опе ‡ ций ши о ко об суж ‰‡ ют сfl ‚ ли те ‡ ту е. Пи изу че -

нии лек ции мо „ут быть по лез ны ‡ бо ты [5, 28, 68]. Мо ‰ель Хок ни ‚пе ‚ые

бы л‡ опуб ли ко ‚‡ н‡ ‚ [46]. Мо ‰ель B из по‰ ‡з ‰е л‡ 3.4 пе‰ ст‡‚ ле н‡ ‚ ‡ -

бо те [3].

3.7. Кон толь ные ‚о по сы

1. К‡ кие ос но‚ ные х‡ ‡к те и с ти ки ис поль зу ют сfl ‰лfl оцен ки то по -

ло „ии се ти пе е ‰‡ чи ‰‡н ных? Пи ‚е ‰и те зн‡ че ниfl х‡ ‡к те и с тик

‰лfl кон кет ных ти по‚ ком му ни к‡ ци он ных стук ту (пол ный

„‡ф, ли ней к‡, е шет к‡ и ‰.).

2. К‡ кие ос но‚ ные ме то ‰ы пи ме нfl ют сfl пи м‡ ш у ти з‡ ции пе е -

‰‡ ‚‡ е мых ‰‡н ных по се ти?

3. В чем со сто flт ос но‚ ные ме то ‰ы пе е ‰‡ чи ‰‡н ных? Пи ‚е ‰и те ‰лfl

этих ме то ‰о‚ ‡н‡ ли ти че с кие оцен ки ‚е ме ни ‚ы пол не ниfl.

4. К‡ кие опе ‡ ции пе е ‰‡ чи ‰‡н ных мо „ут быть ‚ы ‰е ле ны ‚ к‡ че ст -

‚е ос но‚ ных?

5. В чем со сто flт ‡л „о ит мы ‚ы пол не ниfl пе е ‰‡ чи ‰‡н ных от о‰ но „о

по цес со ‡ ‚сем по цес со ‡м се ти ‰лfl то по ло „ий коль ц‡, е шет -

ки и „и пе ку б‡? Пи ‚е ‰и те оцен ки ‚е мен ной ту ‰о ем ко с ти ‰лfl

этих ‡л „о ит мо‚.

6. В чем со сто flт ‡л „о ит мы ‚ы пол не ниfl пе е ‰‡ чи ‰‡н ных от ‚сех

по цес со о‚ ‚сем по цес со ‡м се ти ‰лfl то по ло „ий коль ц‡, е шет -

ки и „и пе ку б‡? Пи ‚е ‰и те оцен ки ‚е мен ной ту ‰о ем ко с ти ‰лfl

этих ‡л „о ит мо‚.

7. В чем со сто flт ‚оз мож ные ‡л „о ит мы ‚ы пол не ниfl опе ‡ ции е -

‰ук ции? К‡ кой из ‡л „о ит мо‚ fl‚ лfl ет сfl н‡ и луч шим по ‚е ме ни

‚ы пол не ниfl?

Кус
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8. В чем со сто ит ‡л „о итм ‚ы пол не ниfl опе ‡ ции цик ли че с ко „о

с‰‚и „‡? 

9. В чем со сто ит по лез ность ис поль зо ‚‡ ниfl ло „и че с ких то по ло „ий?

Пи ‚е ‰и те пи ме ы ‡л „о ит мо‚ ло „и че с ко „о пе‰ ст‡‚ ле ниfl

стук ту ы ком му ни к‡ ци он ной се ти.

10. В чем состоит ‡з ли чие мо ‰е лей ‰лfl оцен ки ‚е ме ни ‚ы пол не -

ниfl опе ‡ ций пе е ‰‡ чи ‰‡н ных ‚ кл‡ с те ных ‚ы чис ли тель ных

си с те м‡х? К‡ к‡fl мо ‰ель fl‚ лfl ет сfl бо лее точ ной? К‡ к‡fl мо ‰ель

мо жет быть ис поль зо ‚‡ н‡ ‰лfl пе‰ ‚‡ и тель но „о ‡н‡ ли з‡ ‚е мен -

ной ту ‰о ем ко с ти ком му ни к‡ ци он ных опе ‡ ций?

3.8. З‡ ‰‡ чи и уп ‡ж не ниfl

1. Р‡з ‡ бо т‡й те ‡л „о ит мы ‚ы пол не ниfl ос но‚ ных опе ‡ ций пе е ‰‡ -

чи ‰‡н ных ‰лfl то по ло „ии се ти ‚ ‚и ‰е 3-ме ной е шет ки.

2. Р‡з ‡ бо т‡й те ‡л „о ит мы ‚ы пол не ниfl ос но‚ ных опе ‡ ций пе е ‰‡ -

чи ‰‡н ных ‰лfl то по ло „ии се ти ‚ ‚и ‰е ‰‚о ич но „о ‰е е ‚‡.

3. Пи ме ни те мо ‰ель B из по‰ ‡з ‰е л‡ 3.4 ‰лfl оцен ки ‚е мен ной

слож но с ти опе ‡ ций пе е ‰‡ чи ‰‡н ных. С‡‚ ни те по лу ч‡ е мые по -

к‡ з‡ те ли.

4. Пи ме ни те мо ‰ель C из по‰ ‡з ‰е л‡ 3.4 ‰лfl оцен ки ‚е мен ной

слож но с ти опе ‡ ций пе е ‰‡ чи ‰‡н ных. С‡‚ ни те по лу ч‡ е мые по -

к‡ з‡ те ли.

5. Р‡з ‡ бо т‡й те ‡л „о ит мы ло „и че с ко „о пе‰ ст‡‚ ле ниfl ‰‚о ич но „о

‰е е ‚‡ ‰лfl ‡з лич ных фи зи че с ких то по ло „ий се ти.
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Лек циfl 4. Пин ци пы ‡з ‡ бот ки 

п‡ ‡л лель ных ме то ‰о‚

В лек ции ‡с см‡ т и ‚‡ ют сfl б‡ зо ‚ые пин ци пы ‡з ‡ бот ки п‡ ‡л лель -

ных ‡л „о ит мо‚. Опи сы ‚‡ ют сfl ос но‚ ные по нfl тиfl, по ‰об но ‡з би ‡ ют сfl

‚се эт‡ пы со з‰‡ ниfl и ‡н‡ ли з‡ п‡ ‡л лель ных ‡л „о ит мо‚. Пи ‚о ‰ит сfl пи ме

пи ме не ниfl об суж ‰‡ е мых ме то ‰о‚.

Клю че ‚ые сло ‚‡: „‡ф «по‰ з‡ ‰‡ чи – со об ще ниfl», „‡ф «по цес сы –

к‡ н‡ лы», по цесс, к‡ н‡л, ‚ы ‰е ле ние по‰ з‡ ‰‡ч, оп е ‰е ле ние ин фо -

м‡ ци он ных з‡ ‚и си мо с тей, м‡с шт‡ би о ‚‡ ние и ‡с пе ‰е ле ние по‰ -

з‡ ‰‡ч по по цес со ‡м, п‡ ‡л ле лизм по ‰‡н ным, функ ци о н‡ль ный

п‡ ‡л ле лизм.

Р‡з ‡ бот к‡ ‡л „о ит мо‚ (‡ ‚ осо бен но с ти ме то ‰о‚ п‡ ‡л лель ных ‚ы -

чис ле ний) ‰лfl е ше ниfl слож ных н‡ уч но-тех ни че с ких з‡ ‰‡ч ч‡ с то пе‰ -

ст‡‚ лfl ет со бой зн‡ чи тель ную по бле му. Длfl сни же ниfl слож но с ти ‡с -

см‡ т и ‚‡ е мой те мы ос т‡ ‚им ‚ сто о не м‡ те м‡ ти че с кие ‡с пек ты ‡з ‡ бот -

ки и ‰о к‡ з‡ тель ст ‚‡ схо ‰и мо с ти ‡л „о ит мо‚ – эти ‚о по сы ‚ той или

иной сте пе ни изу ч‡ ют сfl ‚ fl ‰е «кл‡с си че с ких» м‡ те м‡ ти че с ких учеб ных

ку со‚. З‰есь же мы бу ‰ем по л‡ „‡ть, что ‚ы чис ли тель ные схе мы е ше ниfl

з‡ ‰‡ч, ‡с см‡ т и ‚‡ е мых ‰‡ лее ‚ к‡ че ст ‚е пи ме о‚, уже из ‚е ст ны1. С уче -

том ‚ы ск‡ з‡н ных пе‰ по ло же ний по сле ‰у ю щие ‰ей ст ‚иfl ‰лfl оп е ‰е ле -

ниfl эф фек ти‚ ных спо со бо‚ о „‡ ни з‡ ции п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний мо -

„ут со сто flть ‚ сле ‰у ю щем:

• ‚ы пол нить ‡н‡ лиз име ю щих сfl ‚ы чис ли тель ных схем и осу ще ст -

‚ить их ‡з ‰е ле ние (‰е ком по зи цию) н‡ ч‡ с ти (по‰ з‡ ‰‡ чи), ко то ые

мо „ут быть е ‡ ли зо ‚‡ ны ‚ зн‡ чи тель ной сте пе ни не з‡ ‚и си мо ‰у„

от ‰у „‡;

• ‚ы ‰е лить ‰лfl сфо ми о ‚‡н но „о н‡ бо ‡ по‰ з‡ ‰‡ч ин фо м‡ ци он ные

‚з‡ и мо ‰ей ст ‚иfl, ко то ые ‰олж ны осу ще ст‚ лflть сfl ‚ хо ‰е е ше ниfl

ис хо‰ ной по ст‡‚ лен ной з‡ ‰‡ чи;

• оп е ‰е лить не об хо ‰и мую (или ‰о ступ ную) ‰лfl е ше ниfl з‡ ‰‡ чи ‚ы -

чис ли тель ную си с те му и ‚ы пол нить ‡с пе ‰е ле ние име ю ще „о н‡ бо -

‡ по‰ з‡ ‰‡ч меж ‰у по цес со ‡ ми си с те мы.

Кус
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1 Не смо т fl н‡ то, что ‰лfl мно „их н‡ уч но-тех ни че с ких з‡ ‰‡ч н‡ с‡ мом ‰е ле из ‚е ст -
ны не толь ко по сле ‰о ‚‡ тель ные, но и п‡ ‡л лель ные ме то ‰ы е ше ниfl, ‰‡н ное
пе‰ по ло же ние fl‚ лfl ет сfl, ко неч но, очень силь ным, по сколь ку ‰лfl но ‚ых ‚оз ни -
к‡ ю щих з‡ ‰‡ч, те бу ю щих ‰лfl с‚о е „о е ше ниfl боль шо „о объ е м‡ ‚ы чис ле ний,
по цесс ‡з ‡ бот ки ‡л „о ит мо‚ со ст‡‚ лfl ет су ще ст ‚ен ную ч‡сть ‚сех ‚ы пол нfl е -
мых ‡ бот.



Пи с‡ мом об щем ‡с смо т е нии по нflт но, что объ ем ‚ы чис ле ний ‰лfl

к‡ж ‰о „о ис поль зу е мо „о по цес со ‡ ‰ол жен быть пи ме но о‰и н‡ ко‚ – это

поз ‚о лит обес пе чить ‡‚ но ме ную ‚ы чис ли тель ную з‡ „уз ку (б‡ л‡н си о‚ -

ку) по цес со о‚. Ко ме то „о, т‡к же по нflт но, что ‡с пе ‰е ле ние по‰ з‡ ‰‡ч

меж ‰у по цес со ‡ ми ‰олж но быть ‚ы пол не но т‡ ким об ‡ зом, что бы

количест‚о ин фо м‡ ци он ных с‚fl зей (ком му ни к‡ ци он ных ‚з‡ и мо ‰ей ст ‚ий)

меж ‰у по‰ з‡ ‰‡ ч‡ ми бы ло ми ни м‡ль ным.

По сле ‚ы пол не ниfl ‚сех пе е чис лен ных эт‡ по‚ по ек ти о ‚‡ ниfl

мож но оце нить эф фек ти‚ ность ‡з ‡ б‡ ты ‚‡ е мых п‡ ‡л лель ных ме то ‰о‚:

‰лfl это „о обыч но оп е ‰е лfl ют сfl зн‡ че ниfl по к‡ з‡ те лей к‡ че ст ‚‡ по ож ‰‡ -

е мых п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний (ус ко е ние, эф фек ти‚ ность, м‡с шт‡ би -

у е мость). По е зуль т‡ т‡м по ‚е ‰ен но „о ‡н‡ ли з‡ мо жет ок‡ з‡ть сfl не об -

хо ‰и мым по ‚то е ние от ‰ель ных (‚ пе ‰ель ном слу ч‡е ‚сех) эт‡ по‚ ‡з ‡ -

бот ки – сле ‰у ет от ме тить, что ‚оз ‚‡т к пе‰ ше ст ‚у ю щим ш‡ „‡м ‡з ‡ -

бот ки мо жет по ис хо ‰ить н‡ лю бой ст‡ ‰ии по ек ти о ‚‡ ниfl п‡ ‡л лель -

ных ‚ы чис ли тель ных схем.

По это му ч‡ с то ‚ы пол нfl е мым ‰о пол ни тель ным ‰ей ст ‚и ем ‚ пи ‚е -

‰ен ной ‚ы ше схе ме по ек ти о ‚‡ ниfl fl‚ лfl ет сfl ко ек ти о‚ к‡ со ст‡ ‚‡

сфо ми о ‚‡н но „о мно же ст ‚‡ з‡ ‰‡ч по сле оп е ‰е ле ниfl име ю ще „о сfl ко -

ли че ст ‚‡ по цес со о‚ – по‰ з‡ ‰‡ чи мо „у быть ук уп не ны (‡„ е „и о ‚‡ ны)

пи н‡ ли чии м‡ ло „о чис л‡ по цес со о‚ или, н‡ обо от, ‰е т‡ ли зи о ‚‡ ны ‚

по ти‚ ном слу ч‡е. В це лом, ‰‡н ные ‰ей ст ‚иfl мо „ут быть оп е ‰е ле ны к‡к
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Рис. 4.1. Об щ‡fl схе м‡ ‡з ‡ бот ки п‡ ‡л лель ных ‡л „о ит мо‚



м‡с шт‡ би о ‚‡ ние ‡з ‡ б‡ ты ‚‡ е мо „о ‡л „о ит м‡ и ‚ы ‰е ле ны ‚ к‡ че ст ‚е от -

‰ель но „о эт‡ п‡ по ек ти о ‚‡ ниfl п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний.

Что бы пи ме нить по лу ч‡ е мый ‚ ко неч ном ито „е п‡ ‡л лель ный ме -

то‰, не об хо ‰и мо ‚ы пол нить ‡з ‡ бот ку по „‡мм ‰лfl е ше ниfl сфо ми о -

‚‡н но „о н‡ бо ‡ по‰ з‡ ‰‡ч и ‡з ме с тить ‡з ‡ бо т‡н ные по „‡м мы по по -

цес со ‡м ‚ со от ‚ет ст ‚ии с ‚ы б‡н ной схе мой ‡с пе ‰е ле ниfl по‰ з‡ ‰‡ч.

Длfl по ‚е ‰е ниfl ‚ы чис ле ний по „‡м мы з‡ пу с к‡ ют сfl н‡ ‚ы пол не ние

(по „‡м мы н‡ ст‡ ‰ии ‚ы пол не ниfl обыч но име ну ют сfl по цес с‡ ми), ‰лfl

е ‡ ли з‡ ции ин фо м‡ ци он ных ‚з‡ и мо ‰ей ст ‚ий по „‡м мы ‰олж ны иметь

‚ с‚о ем ‡с по fl же нии се‰ ст ‚‡ об ме н‡ ‰‡н ны ми (к‡ н‡ лы пе е ‰‡ чи со об -

ще ний). 

Сле ‰у ет от ме тить, что к‡ж ‰ый по цес со обыч но ‚ы ‰е лfl ет сfl ‰лfl е -

ше ниfl е‰ин ст ‚ен ной по‰ з‡ ‰‡ чи, о‰ н‡ ко пи н‡ ли чии боль шо „о ко ли че -

ст ‚‡ по‰ з‡ ‰‡ч или ис поль зо ‚‡ нии о„ ‡ ни чен но „о чис л‡ по цес со о‚ это

п‡ ‚и ло мо жет не со блю ‰‡ть сfl и, ‚ е зуль т‡ те, н‡ по цес со ‡х мо жет ‚ы -

пол нflть сfl о‰ но ‚е мен но не сколь ко по „‡мм (по цес со‚). В ч‡ ст но с ти,

пи ‡з ‡ бот ке и н‡ ч‡ль ной по ‚е ке п‡ ‡л лель ной по „‡м мы ‰лfl ‚ы -

пол не ниfl ‚сех по цес со‚ мо жет ис поль зо ‚‡ть сfl о‰ин по цес со (пи

‡с по ло же нии н‡ о‰ ном по цес со е по цес сы ‚ы пол нfl ют сfl ‚ е жи ме

‡з‰елениfl ‚е ме ни).

Р‡с смо т е‚ ‚ни м‡ тель но ‡з ‡ бо т‡н ную схе му по ек ти о ‚‡ ниfl и

е ‡ ли з‡ ции п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний, мож но от ме тить, что ‰‡н ный

по‰ хо‰ ‚ зн‡ чи тель ной сте пе ни ои ен ти о ‚‡н н‡ ‚ы чис ли тель ные си с те -

мы с ‡с пе ‰е лен ной п‡ мfl тью, ко„ ‰‡ не об хо ‰и мые ин фо м‡ ци он ные

‚з‡ и мо ‰ей ст ‚иfl е ‡ ли зу ют сfl пи по мо щи пе е ‰‡ чи со об ще ний по к‡ н‡ л‡м

с‚fl зи меж ‰у по цес со ‡ ми. Тем не ме нее ‰‡н н‡fl схе м‡ мо жет быть пи -

ме не н‡ без по те и эф фек ти‚ но с ти п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний и ‰лfl ‡з ‡ -

бот ки п‡ ‡л лель ных ме то ‰о‚ ‰лfl си с тем с об щей п‡ мfl тью – ‚ этом слу ч‡е

ме х‡ низ мы пе е ‰‡ чи со об ще ний ‰лfl обес пе че ниfl ин фо м‡ ци он ных ‚з‡ -

и мо ‰ей ст ‚ий ‰олж ны быть з‡ ме не ны опе ‡ ци fl ми ‰о сту п‡ к об щим (‡з -

‰е лfl е мым) пе е мен ным.

4.1. Мо ‰е ли о ‚‡ ние п‡ ‡л лель ных по „‡мм

Р‡с смо т ен н‡fl схе м‡ по ек ти о ‚‡ ниfl и е ‡ ли з‡ ции п‡ ‡л лель ных

‚ы чис ле ний ‰‡ ет спо соб по ни м‡ ниfl п‡ ‡л лель ных ‡л „о ит мо‚ и по -

„‡мм. Н‡ ст‡ ‰ии по ек ти о ‚‡ ниfl п‡ ‡л лель ный ме то‰ мо жет быть пе‰ -

ст‡‚ лен ‚ ‚и ‰е „‡ ф‡ «по‰ з‡ ‰‡ чи – со об ще ниfl», ко то ый пе‰ ст‡‚ лfl ет со бой

не что иное, к‡к ук уп нен ное (‡„ е „и о ‚‡н ное) пе‰ ст‡‚ ле ние „‡ ф‡ ин -

фо м‡ ци он ных з‡ ‚и си мо с тей („‡ ф‡ «опе ‡ ции – опе ‡н ‰ы» – см. лек -

цию 2). Ан‡ ло „ич но н‡ ст‡ ‰ии ‚ы пол не ниfl ‰лfl опи с‡ ниfl п‡ ‡л лель ной

по „‡м мы мо жет быть ис поль зо ‚‡ н‡ мо ‰ель ‚ ‚и ‰е „‡ ф‡ «по цес сы – к‡ -
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н‡ лы», ‚ ко то ой ‚ме с то по‰ з‡ ‰‡ч ис поль зу ет сfl по нfl тие по цес со‚, ‡ ин -

фо м‡ ци он ные з‡ ‚и си мо с ти з‡ ме нfl ют сfl к‡ н‡ л‡ ми пе е ‰‡ чи со об ще ний.

До пол ни тель но н‡ этой мо ‰е ли мо жет быть по к‡ з‡ но ‡с пе ‰е ле ние по -

цес со‚ по по цес со ‡м ‚ы чис ли тель ной си с те мы, ес ли ко ли че ст ‚о по‰ з‡ -

‰‡ч пе ‚ы ш‡ ет чис ло по цес со о‚ – см. ис. 4.2.

Ис поль зо ‚‡ ние ‰‚ух мо ‰е лей п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний1 поз ‚о лfl ет

луч ше ‡з ‰е лить по бле мы, ко то ые по fl‚ лfl ют сfl пи ‡з ‡ бот ке п‡ ‡л -

лель ных ме то ‰о‚. Пе ‚‡fl мо ‰ель – „‡ф «по‰ з‡ ‰‡ чи – со об ще ниfl» – поз -

‚о лfl ет со се ‰о то чить сfl н‡ ‚о по с‡х ‚ы ‰е ле ниfl по‰ з‡ ‰‡ч о‰и н‡ ко ‚ой ‚ы -

чис ли тель ной слож но с ти, обес пе чи ‚‡fl пи этом низ кий уо ‚ень ин фо -

м‡ ци он ной з‡ ‚и си мо с ти меж ‰у по‰ з‡ ‰‡ ч‡ ми. Вто ‡fl мо ‰ель – „‡ф «по -

цес сы – к‡ н‡ лы» – кон цен т и у ет ‚ни м‡ ние н‡ ‚о по с‡х ‡с пе ‰е ле ниfl

по‰ з‡ ‰‡ч по по цес со ‡м, обес пе чи ‚‡fl еще о‰ ну ‚оз мож ность сни же ниfl

ту ‰о ем ко с ти ин фо м‡ ци он ных ‚з‡ и мо ‰ей ст ‚ий меж ‰у по‰ з‡ ‰‡ ч‡ ми з‡
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Рис. 4.2. Мо ‰ель п‡ ‡л лель ной по „‡м мы ‚ ‚и ‰е „‡ ф‡ «по цес сы –

к‡ н‡ лы»

1 В [32] ‡с см‡ т и ‚‡ ет сfl толь ко о‰ н‡ мо ‰ель – мо ‰ель «з‡ ‰‡ ч‡ – к‡ н‡л» ‰лfl опи -
с‡ ниfl п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний, ко то ‡fl з‡ ни м‡ ет не ко то ое по ме жу точ ное
по ло же ние по с‡‚ не нию с из ло жен ны ми з‰есь мо ‰е лfl ми. Т‡к, ‚ мо ‰е ли «з‡ ‰‡ -
ч‡ – к‡ н‡л» не учи ты ‚‡ ет сfl ‚оз мож ность ис поль зо ‚‡ ниfl о‰ но „о по цес со ‡ ‰лfl
е ше ниfl не сколь ких по‰ з‡ ‰‡ч о‰ но ‚е мен но.



счет ‡з ме ще ниfl н‡ о‰ них и тех же по цес со ‡х ин тен си‚ но ‚з‡ и мо ‰ей -

ст ‚у ю щих по цес со‚. Ко ме то „о, эт‡ мо ‰ель поз ‚о лfl ет луч ше ‡н‡ ли зи -

о ‚‡ть эф фек ти‚ ность ‡з ‡ бо т‡н но „о п‡ ‡л лель но „о ме то ‰‡ и обес пе чи -

‚‡ ет ‚оз мож ность бо лее ‡‰ек ‚‡т но „о опи с‡ ниfl по цес с‡ ‚ы пол не ниfl п‡ -

‡л лель ных ‚ы чис ле ний.

Д‡ ‰им ‰о пол ни тель ные по flс не ниfl ‰лfl ис поль зу е мых по нfl тий ‚ мо -

‰е ли «по цес сы – к‡ н‡ лы»:

• по‰ по цес сом бу ‰ем по ни м‡ть ‚ы пол нfl е мую н‡ по цес со е по -

„‡м му, ко то ‡fl ис поль зу ет ‰лfl с‚оей ‡ бо ты ч‡сть ло к‡ль ной п‡ -

мfl ти по цес со ‡ и со ‰е жит fl‰ опе ‡ ций пи ем‡/пе е ‰‡ чи ‰‡н ных

‰лfl о „‡ ни з‡ ции ин фо м‡ ци он но „о ‚з‡ и мо ‰ей ст ‚иfl с ‰у „и ми ‚ы -

пол нfl е мы ми по цес с‡ ми п‡ ‡л лель ной по „‡м мы;

• к‡ н‡л пе е ‰‡ чи ‰‡н ных с ло „и че с кой точ ки зе ниfl мо жет ‡с см‡ т -

и ‚‡ть сfl к‡к оче е‰ь со об ще ний, ‚ ко то ую о‰ин или не сколь ко

по цес со‚ мо „ут от п‡‚ лflть пе е сы л‡ е мые ‰‡н ные и из ко то ой

по цесс-‡‰ е с‡т мо жет из ‚ле к‡ть со об ще ниfl, от п‡‚ лfl е мые ‰у -

„и ми по цес с‡ ми.

В об щем слу ч‡е, мож но счи т‡ть, что к‡ н‡ лы ‚оз ни к‡ ют ‰и н‡ ми че с ки ‚

мо мент ‚ы пол не ниfl пе ‚ой опе ‡ ции пи ем‡/пе е ‰‡ чи с к‡ н‡ лом. По сте -

пе ни общ но с ти к‡ н‡л мо жет со от ‚ет ст ‚о ‚‡ть о‰ ной или не сколь ким ко м‡н -

‰‡м пи ем‡ ‰‡н ных по цес с‡-по лу ч‡ те лfl; ‡н‡ ло „ич но, пи пе е ‰‡ че со об -

ще ний к‡ н‡л мо жет ис поль зо ‚‡ть сfl о‰ ной или не сколь ки ми ко м‡н ‰‡ ми пе -

е ‰‡ чи ‰‡н ных о‰ но „о или не сколь ких по цес со‚. Длfl сни же ниfl слож но с -

ти мо ‰е ли о ‚‡ ниfl и ‡н‡ ли з‡ п‡ ‡л лель ных ме то ‰о‚ бу ‰ем пе‰ по л‡ „‡ть, что

ем кость к‡ н‡ ло‚ fl‚ лfl ет сfl не о „‡ ни чен ной и, к‡к е зуль т‡т, опе ‡ ции пе е -

‰‡ чи ‰‡н ных ‚ы пол нfl ют сfl п‡к ти че с ки без з‡ ‰е жек по стым ко пи о ‚‡ ни -

ем со об ще ний ‚ к‡ н‡л. С ‰у „ой сто о ны, опе ‡ ции пи ем‡ со об ще ний мо -

„ут пи ‚о ‰ить к з‡ ‰еж к‡м (бло ки о‚ к‡м), ес ли з‡ п‡ ши ‚‡ е мые из к‡ н‡ л‡

‰‡н ные еще не бы ли от п‡‚ ле ны по цес с‡ ми – ис точ ни к‡ ми со об ще ний.

Сле ‰у ет от ме тить ‚‡ж ное ‰о сто ин ст ‚о ‡с смо т ен ной мо ‰е ли «по -

цес сы – к‡ н‡ лы» – ‚ ней по ‚о ‰ит сfl чет кое ‡з ‰е ле ние ло к‡ль ных (‚ы -

пол нfl е мых н‡ от ‰ель ном по цес со е) ‚ы чис ле ний и ‰ей ст ‚ий по о „‡ ни -

з‡ ции ин фо м‡ ци он но „о ‚з‡ и мо ‰ей ст ‚иfl о‰ но ‚е мен но ‚ы пол нfl е мых

по цес со‚. Т‡ кой по‰ хо‰ зн‡ чи тель но сни ж‡ ет слож ность ‡н‡ ли з‡ эф фек -

ти‚ но с ти п‡ ‡л лель ных ме то ‰о‚ и су ще ст ‚ен но уп о щ‡ ет по бле мы ‡з -

‡ бот ки п‡ ‡л лель ных по „‡мм.

4.2. Эт‡ пы ‡з ‡ бот ки п‡ ‡л лель ных ‡л „о ит мо‚

Р‡с смо т им бо лее по ‰об но из ло жен ную ‚ы ше ме то ‰и ку ‡з ‡ бот -

ки п‡ ‡л лель ных ‡л „о ит мо‚. В зн‡ чи тель ной сте пе ни ‰‡н н‡fl ме то ‰и к‡

опи ‡ ет сfl н‡ по‰ хо‰, ‚пе ‚ые ‡з ‡ бо т‡н ный ‚ [32], и, к‡к от ме ч‡ лось ‡ -

нее, ‚клю ч‡ ет эт‡ пы ‚ы ‰е ле ниfl по‰ з‡ ‰‡ч, оп е ‰е ле ниfl ин фо м‡ ци он ных
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з‡ ‚и си мо с тей, м‡с шт‡ би о ‚‡ ниfl и ‡с пе ‰е ле ниfl по‰ з‡ ‰‡ч по по цес со -

‡м ‚ы чис ли тель ной си с те мы (см. ис. 4.1). Длfl ‰е мон ст ‡ ции пи ‚о ‰и -

мых е ко мен ‰‡ ций ‰‡ лее бу ‰ет ис поль зо ‚‡ть сfl учеб н‡fl з‡ ‰‡ ч‡ по ис к‡

м‡к си м‡ль но „о зн‡ че ниfl се ‰и эле мен то‚ м‡ т и цы A (т‡ к‡fl з‡ ‰‡ ч‡ ‚оз -

ни к‡ ет, н‡ пи ме, пи чис лен ном е ше нии си с тем ли ней ных у‡‚ не ний

‰лfl оп е ‰е ле ниfl ‚е ‰у ще „о эле мен т‡ ме то ‰‡ Г‡ ус с‡):

(4.1)

Д‡нн‡fl з‡ ‰‡ ч‡ но сит пол но стью ил лю с т ‡ ти‚ ный х‡ ‡к те, и по сле

‡с смо т е ниfl эт‡ по‚ ‡з ‡ бот ки ‚ ос т‡‚ шей сfl ч‡ с ти лек ции бу ‰ет пи ‚е -

‰ен бо лее пол ный пи ме ис поль зо ‚‡ ниfl ‰‡н ной ме то ‰и ки ‰лfl ‡з ‡ бот -

ки п‡ ‡л лель ных ‡л „о ит мо‚. Ко ме то „о, ‰‡н н‡fl схе м‡ ‡з ‡ бот ки бу ‰ет

пи ме не н‡ и пи из ло же нии ‚сех ‡с см‡ т и ‚‡ е мых ‰‡ лее ме то ‰о‚ п‡ ‡л -

лель ных ‚ы чис ле ний.

4.2.1. Р‡з ‰е ле ние ‚ы чис ле ний н‡ не з‡ ‚и си мые ч‡ с ти

Вы бо спо со б‡ ‡з ‰е ле ниfl ‚ы чис ле ний н‡ не з‡ ‚и си мые ч‡ с ти ос но -

‚ы ‚‡ ет сfl н‡ ‡н‡ ли зе ‚ы чис ли тель ной схе мы е ше ниfl ис хо‰ ной з‡ ‰‡ чи.

Те бо ‚‡ ниfl, ко то ым ‰ол жен у‰о‚ ле т‚о flть ‚ы би ‡ е мый по‰ хо‰, обыч но

со сто flт ‚ обес пе че нии ‡‚ но „о объ е м‡ ‚ы чис ле ний ‚ ‚ы ‰е лfl е мых по‰ з‡ -

‰‡ ч‡х и ми ни му м‡ ин фо м‡ ци он ных з‡ ‚и си мо с тей меж ‰у эти ми по‰ з‡ ‰‡ -

ч‡ ми (пи по чих ‡‚ ных ус ло ‚и flх нуж но от ‰‡ ‚‡ть пе‰ по чте ние е‰ ким

опе ‡ ци flм пе е ‰‡ чи со об ще ний боль ше „о ‡з ме ‡ по с‡‚ не нию с ч‡ с -

ты ми пе е сыл к‡ ми ‰‡н ных не боль шо „о объ е м‡). В об щем слу ч‡е, по ‚е -

‰е ние ‡н‡ ли з‡ и ‚ы ‰е ле ние з‡ ‰‡ч пе‰ ст‡‚ лfl ет со бой ‰о ст‡ точ но слож ную

по бле му – си ту ‡ цию по мо „‡ ет ‡з е шить су ще ст ‚о ‚‡ ние ‰‚ух ч‡ с то

‚сте ч‡ ю щих сfl ти по‚ ‚ы чис ли тель ных схем (см. ис. 4.3).

Рис. 4.3. Р‡з ‰е ле ние ‰‡н ных м‡ т и цы: ‡) лен точ н‡fl схе м‡, 

б) блоч н‡fl схе м‡
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Длfl боль шо „о кл‡с с‡ з‡ ‰‡ч ‚ы чис ле ниfl с‚о ‰flт сfl к ‚ы пол не нию о‰ -

но тип ной об ‡ бот ки боль шо „о н‡ бо ‡ ‰‡н ных – к т‡ ко му кл‡с су з‡ ‰‡ч от -

но сflт сfl, н‡ пи ме, м‡ т ич ные ‚ы чис ле ниfl, чис лен ные ме то ‰ы е ше ниfl

у‡‚ не ний ‚ ч‡ ст ных по из ‚о‰ ных и ‰. В этом слу ч‡е „о ‚о flт, что су ще -

ст ‚у ет п‡ ‡л ле лизм по ‰‡н ным, и ‚ы ‰е ле ние по‰ з‡ ‰‡ч с‚о ‰ит сfl к ‡з ‰е ле -

нию име ю щих сfl ‰‡н ных. Т‡к, н‡ пи ме, ‰лfl ‡с см‡ т и ‚‡ е мой учеб ной

з‡ ‰‡ чи по ис к‡ м‡к си м‡ль но „о зн‡ че ниfl пи фо ми о ‚‡ нии по‰ з‡ ‰‡ч ис -

хо‰ н‡fl м‡ т и ц‡ мо жет быть ‡з ‰е ле н‡ н‡ от ‰ель ные сто ки (или по сле ‰о -

‚‡ тель ные „уп пы сток) – т‡к н‡ зы ‚‡ е м‡fl лен точ н‡fl схе м‡ ‡з ‰е ле ниfl

‰‡н ных (см. ис. 4.3) – ли бо н‡ пfl мо у„оль ные н‡ бо ы эле мен то‚ – блоч -

н‡fl схе м‡ ‡з ‰е ле ниfl ‰‡н ных. Длfl боль шо „о ко ли че ст ‚‡ е ш‡ е мых з‡ ‰‡ч

‡з ‰е ле ние ‚ы чис ле ний по ‰‡н ным пи ‚о ‰ит к по ож ‰е нию о‰ но-, ‰‚у- и

техме ных н‡ бо о‚ по‰ з‡ ‰‡ч, ‚ ко то ых ин фо м‡ ци он ные с‚fl зи су ще -

ст ‚у ют толь ко меж ‰у бли ж‡й ши ми со се ‰fl ми (т‡ кие схе мы обыч но име ну -

ют сfl сет к‡ ми или е шет к‡ ми).

Рис. 4.4. Ре „у лfl ные о‰ но-, ‰‚у- и техме ные стук ту ы б‡ зо ‚ых

по‰ з‡ ‰‡ч по сле ‰е ком по зи ции ‰‡н ных

Длfl ‰у „ой ч‡ с ти з‡ ‰‡ч ‚ы чис ле ниfl мо „ут со сто flть ‚ ‚ы пол не нии

‡з ных опе ‡ ций н‡‰ о‰ ним и тем же н‡ бо ом ‰‡н ных – ‚ этом слу ч‡е „о -

‚о flт о су ще ст ‚о ‚‡ нии функ ци о н‡ль но „о п‡ ‡л ле лиз м‡ (‚ к‡ че ст ‚е пи ме -

о‚ мож но пи ‚е с ти з‡ ‰‡ чи об ‡ бот ки по сле ‰о ‚‡ тель но с ти з‡ по со‚ к

ин фо м‡ ци он ным б‡ з‡м ‰‡н ных, ‚ы чис ле ниfl с о‰ но ‚е мен ным пи ме -

не ни ем ‡з ных ‡л „о ит мо‚ ‡с че т‡ и т.п.). Очень ч‡ с то функ ци о н‡ль н‡fl

‰е ком по зи циfl мо жет быть ис поль зо ‚‡ н‡ ‰лfl о „‡ ни з‡ ции кон ‚ей е ной

об ‡ бот ки ‰‡н ных (т‡к, н‡ пи ме, пи ‚ы пол не нии к‡ ких-ли бо пе об ‡ -

зо ‚‡ ний ‰‡н ных ‚ы чис ле ниfl мо „ут быть с‚е ‰е ны к функ ци о н‡ль ной по -

сле ‰о ‚‡ тель но с ти ‚‚о ‰‡, об ‡ бот ки и со х‡ не ниfl ‰‡н ных).

В‡ж ный ‚о пос пи ‚ы ‰е ле нии по‰ з‡ ‰‡ч со сто ит ‚ ‚ы бо е нуж но „о

уо‚ нfl ‰е ком по зи ции ‚ы чис ле ний. Фо ми о ‚‡ ние м‡к си м‡ль но ‚оз мож но -

„о ко ли че ст ‚‡ по‰ з‡ ‰‡ч обес пе чи ‚‡ ет ис поль зо ‚‡ ние пе ‰ель но ‰о сти жи -

мо „о уо‚ нfl п‡ ‡л ле лиз м‡ е ш‡ е мой з‡ ‰‡ чи, о‰ н‡ ко з‡ ту‰ нfl ет ‡н‡ лиз п‡ -

‡л лель ных ‚ы чис ле ний. Пи ме не ние пи ‰е ком по зи ции ‚ы чис ле ний
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толь ко ‰о ст‡ точ но «куп ных» по‰ з‡ ‰‡ч пи ‚о ‰ит к flс ной схе ме п‡ ‡л лель -

ных ‚ы чис ле ний, о‰ н‡ ко мо жет з‡ ту‰ нить эф фек ти‚ ное ис поль зо ‚‡ ние

‰о ст‡ точ но боль шо „о ко ли че ст ‚‡ по цес со о‚. Воз мож ное ‡ зум ное со че -

т‡ ние этих ‰‚ух по‰ хо ‰о‚ мо жет со сто flть ‚ пи ме не нии ‚ к‡ че ст ‚е кон ст -

ук ти‚ ных эле мен то‚ ‰е ком по зи ции толь ко тех по‰ з‡ ‰‡ч, ‰лfl ко то ых ме -

то ‰ы п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний fl‚ лfl ют сfl из ‚е ст ны ми. Т‡к, н‡ пи ме,

пи ‡н‡ ли зе з‡ ‰‡ чи м‡ т ич но „о ум но же ниfl ‚ к‡ че ст ‚е по‰ з‡ ‰‡ч мож но ис -

поль зо ‚‡ть ме то ‰ы ск‡ лfl но „о по из ‚е ‰е ниfl ‚ек то о‚ или ‡л „о ит мы м‡ -

т ич но-‚ек то но „о по из ‚е ‰е ниfl. По ‰об ный по ме жу точ ный спо соб ‰е -

ком по зи ции ‚ы чис ле ний поз ‚о лит обес пе чить и по сто ту пе‰ ст‡‚ ле ниfl

‚ы чис ли тель ных схем, и эф фек ти‚ ность п‡ ‡л лель ных ‡с че то‚. Вы би ‡ -

е мые по‰ з‡ ‰‡ чи пи т‡ ком по‰ хо ‰е бу ‰ем име но ‚‡ть ‰‡ лее б‡ зо ‚ы ми, ко -

то ые мо „ут быть эле мен т‡ ны ми (не ‰е ли мы ми), ес ли не ‰о пу с к‡ ют ‰‡ль -

ней ше „о ‡з ‰е ле ниfl, или со ст‡‚ ны ми — ‚ по ти‚ ном слу ч‡е.

Длfl ‡с см‡ т и ‚‡ е мой учеб ной з‡ ‰‡ чи ‰о ст‡ точ ный уо ‚ень ‰е ком по -

зи ции мо жет со сто flть, н‡ пи ме, ‚ ‡з ‰е ле нии м‡ т и цы н‡ мно же ст ‚о от -

‰ель ных сток и по лу че нии н‡ этой ос но ‚е н‡ бо ‡ по‰ з‡ ‰‡ч по ис к‡ м‡к си -

м‡ль ных зн‡ че ний ‚ от ‰ель ных сто к‡х; по ож ‰‡ е м‡fl пи этом стук ту ‡

ин фо м‡ ци он ных с‚fl зей со от ‚ет ст ‚у ет ли ней но му „‡ фу (см. ис. 4.5).

Длfl оцен ки ко ект но с ти эт‡ п‡ ‡з ‰е ле ниfl ‚ы чис ле ний н‡ не з‡ ‚и -

си мые ч‡ с ти мож но ‚ос поль зо ‚‡ть сfl кон толь ным спи с ком ‚о по со‚,

пе‰ ло жен ных ‚ [32]:

• ‚ы пол нен н‡fl ‰е ком по зи циfl не у‚е ли чи ‚‡ ет объ ем ‚ы чис ле ний и

не об хо ‰и мый объ ем п‡ мfl ти?

• ‚оз мож н‡ ли пи ‚ы б‡н ном спо со бе ‰е ком по зи ции ‡‚ но ме н‡fl

з‡ „уз к‡ ‚сех име ю щих сfl по цес со о‚?

• ‰о ст‡ точ но ли ‚ы ‰е лен ных ч‡ с тей по цес с‡ ‚ы чис ле ний ‰лfl эф -

фек ти‚ ной з‡ „уз ки име ю щих сfl по цес со о‚ (с уче том ‚оз мож но -

с ти у‚е ли че ниfl их ко ли че ст ‚‡)?

4.2.2.  Вы ‰е ле ние ин фо м‡ ци он ных з‡ ‚и си мо с тей

Пи н‡ ли чии ‚ы чис ли тель ной схе мы е ше ниfl з‡ ‰‡ чи по сле ‚ы ‰е ле -

ниfl б‡ зо ‚ых по‰ з‡ ‰‡ч оп е ‰е ле ние ин фо м‡ ци он ных з‡ ‚и си мо с тей меж -

‰у ними обыч но не ‚ы зы ‚‡ ет боль ших з‡ ту‰ не ний. Пи этом, о‰ н‡ ко,

сле ‰у ет от ме тить, что н‡ с‡ мом ‰е ле эт‡ пы ‚ы ‰е ле ниfl по‰ з‡ ‰‡ч и ин фо -

м‡ ци он ных з‡ ‚и си мо с тей ‰о ст‡ точ но слож но по‰ ‰‡ ют сfl ‡з ‰е ле нию.

Вы ‰е ле ние по‰ з‡ ‰‡ч ‰олж но по ис хо ‰ить с уче том ‚оз ни к‡ ю щих ин фо -

м‡ ци он ных с‚fl зей, по сле ‡н‡ ли з‡ объ е м‡ и ч‡ с то ты не об хо ‰и мых ин фо -

м‡ ци он ных об ме но‚ меж ‰у по‰ з‡ ‰‡ ч‡ ми мо жет по те бо ‚‡ть сfl по ‚то е -

ние эт‡ п‡ ‡з ‰е ле ниfl ‚ы чис ле ний.
Пи по ‚е ‰е нии ‡н‡ ли з‡ ин фо м‡ ци он ных з‡ ‚и си мо с тей меж ‰у

по‰ з‡ ‰‡ ч‡ ми сле ‰у ет ‡з ли ч‡ть (пе‰ по чти тель ные фо мы ин фо м‡ ци -
он но „о ‚з‡ и мо ‰ей ст ‚иfl ‚ы ‰е ле ны по‰ че ки ‚‡ ни ем):
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• ло к‡ль ные и „ло б‡ль ные схе мы пе е ‰‡ чи ‰‡н ных – ‰лfl ло к‡ль ных

схем пе е ‰‡ чи ‰‡н ных ‚ к‡ж ‰ый мо мент ‚е ме ни ‚ы пол нfl ют сfl

толь ко меж ‰у не боль шим чис лом по‰ з‡ ‰‡ч (‡с по л‡ „‡ е мых, к‡к

п‡ ‚и ло, н‡ со се‰ них по цес со ‡х), ‰лfl „ло б‡ль ных опе ‡ ций пе -

е ‰‡ чи ‰‡н ных ‚ по цес се ком му ни к‡ ции пи ни м‡ ют уч‡ с тие ‚се

по‰ з‡ ‰‡ чи;

• стук ту ные и по из ‚оль ные спо со бы ‚з‡ и мо ‰ей ст ‚иfl – ‰лfl стук -

ту ных спо со бо‚ о „‡ ни з‡ циfl ‚з‡ и мо ‰ей ст ‚ий пи ‚о ‰ит к фо ми -

о ‚‡ нию не ко то ых ст‡н ‰‡т ных схем ком му ни к‡ ции (н‡ пи ме,

‚ ‚и ‰е коль ц‡, пfl мо у„оль ной е шет ки и т. ‰.), ‰лfl по из ‚оль ных

стук ту ‚з‡ и мо ‰ей ст ‚иfl схе м‡ ‚ы пол нfl е мых опе ‡ ций пе е ‰‡ч

‰‡н ных не но сит х‡ ‡к те‡ о‰ но о‰ но с ти;

• ст‡ ти че с кие или ‰и н‡ ми че с кие схе мы пе е ‰‡ чи ‰‡н ных – ‰лfl ст‡ ти -

че с ких схем мо мен ты и уч‡ ст ни ки ин фо м‡ ци он но „о ‚з‡ и мо ‰ей -

ст ‚иfl фик си у ют сfl н‡ эт‡ п‡х по ек ти о ‚‡ ниfl и ‡з ‡ бот ки п‡ ‡л -

лель ных по „‡мм, ‰лfl ‰и н‡ ми че с ко „о ‚‡ и ‡н т‡ ‚з‡ и мо ‰ей ст ‚иfl

стук ту ‡ опе ‡ ции пе е ‰‡ чи ‰‡н ных оп е ‰е лfl ет сfl ‚ хо ‰е ‚ы пол -

нfl е мых ‚ы чис ле ний; 

• син хон ные и ‡син хон ные спо со бы ‚з‡ и мо ‰ей ст ‚иfl – ‰лfl син хон -

ных спо со бо‚ опе ‡ ции пе е ‰‡ чи ‰‡н ных ‚ы пол нfl ют сfl толь ко пи

„о то‚ но с ти ‚сех уч‡ ст ни ко‚ ‚з‡ и мо ‰ей ст ‚иfl и з‡ ‚е ш‡ ют сfl толь ко

по сле пол но „о окон ч‡ ниfl ‚сех ком му ни к‡ ци он ных ‰ей ст ‚ий, пи

‡син хон ном ‚ы пол не нии опе ‡ ций уч‡ ст ни ки ‚з‡ и мо ‰ей ст ‚иfl

мо „ут не ‰о жи ‰‡ть сfl пол но „о з‡ ‚е ше ниfl ‰ей ст ‚ий по пе е ‰‡ че

‰‡н ных. Длfl пе‰ ст‡‚ лен ных спо со бо‚ ‚з‡ и мо ‰ей ст ‚иfl ‰о ст‡ точ но

слож но ‚ы ‰е лить пе‰ по чти тель ные фо мы о „‡ ни з‡ ции пе е ‰‡ чи
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Рис. 4.5. Стук ту ‡ ин фо м‡ ци он ных с‚fl зей учеб ной з‡ ‰‡ чи



‰‡н ных: син хон ный ‚‡ и ‡нт, к‡к п‡ ‚и ло, бо лее пост ‰лfl пи ме -

не ниfl, ‚ то ‚е мfl к‡к ‡син хон ный спо соб ч‡ с то поз ‚о лfl ет су ще -

ст ‚ен но сни зить ‚е мен ные з‡ ‰еж ки, ‚ы з‚‡н ные опе ‡ ци fl ми ин -

фо м‡ ци он но „о ‚з‡ и мо ‰ей ст ‚иfl.

К‡к уже от ме ч‡ лось ‚ пе ‰ы ‰у щем пунк те, ‰лfl учеб ной з‡ ‰‡ чи по ис -

к‡ м‡к си м‡ль но „о зн‡ че ниfl пи ис поль зо ‚‡ нии ‚ к‡ че ст ‚е б‡ зо ‚ых эле -

мен то‚ по‰ з‡ ‰‡ч по ис к‡ м‡к си м‡ль ных зн‡ че ний ‚ от ‰ель ных сто к‡х ис -

хо‰ ной м‡ т и цы стук ту ‡ ин фо м‡ ци он ных с‚fl зей име ет ‚и‰, пе‰ ст‡‚ -

лен ный н‡ ис. 4.5.

Длfl оцен ки п‡ ‚иль но с ти эт‡ п‡ ‚ы ‰е ле ниfl ин фо м‡ ци он ных з‡ ‚и -

си мо с тей мож но ‚ос поль зо ‚‡ть сfl кон толь ным спи с ком ‚о по со‚, пе‰ -

ло жен ным ‚ [32]:

• со от ‚ет ст ‚у ет ли ‚ы чис ли тель н‡fl слож ность по‰ з‡ ‰‡ч ин тен си‚ но -

с ти их ин фо м‡ ци он ных ‚з‡ и мо ‰ей ст ‚ий?

• fl‚ лfl ет сfl ли о‰и н‡ ко ‚ой ин тен си‚ ность ин фо м‡ ци он ных ‚з‡ и мо -

‰ей ст ‚ий ‰лfl ‡з ных по‰ з‡ ‰‡ч?

• fl‚ лfl ет сfl ли схе м‡ ин фо м‡ ци он но „о ‚з‡ и мо ‰ей ст ‚иfl ло к‡ль ной?

• не пе пflт ст ‚у ет ли ‚ы fl‚ лен н‡fl ин фо м‡ ци он н‡fl з‡ ‚и си мость п‡ -

‡л лель но му е ше нию по‰ з‡ ‰‡ч? 

4.2.3. М‡с шт‡ би о ‚‡ ние н‡ бо ‡ по‰ з‡ ‰‡ч

М‡с шт‡ би о ‚‡ ние ‡з ‡ бо т‡н ной ‚ы чис ли тель ной схе мы п‡ ‡л -

лель ных ‚ы чис ле ний по ‚о ‰ит сfl ‚ слу ч‡е, ес ли ко ли че ст ‚о име ю щих сfl

по‰ з‡ ‰‡ч от ли ч‡ ет сfl от чис л‡ пл‡ ни у е мых к ис поль зо ‚‡ нию по цес со -

о‚. Длfl со к‡ ще ниfl ко ли че ст ‚‡ по‰ з‡ ‰‡ч не об хо ‰и мо ‚ы пол нить ук -

уп не ние (‡„ е „‡ цию) ‚ы чис ле ний. Пи ме нfl е мые з‰есь п‡ ‚и л‡ со‚ п‡ -

‰‡ ют с е ко мен ‰‡ ци fl ми н‡ ч‡ль но „о эт‡ п‡ ‚ы ‰е ле ниfl по‰ з‡ ‰‡ч: оп е ‰е -

лfl е мые по‰ з‡ ‰‡ чи, к‡к и ‡ нее, ‰олж ны иметь о‰и н‡ ко ‚ую ‚ы чис ли -

тель ную слож ность, ‡ объ ем и ин тен си‚ ность ин фо м‡ ци он ных ‚з‡ и -

мо ‰ей ст ‚ий меж ‰у по‰ з‡ ‰‡ ч‡ ми ‰олж ны ос т‡ ‚‡ть сfl н‡ ми ни м‡ль но

‚оз мож ном уо‚ не. К‡к е зуль т‡т, пе ‚ы ми пе тен ‰ен т‡ ми н‡ объ е ‰и -

не ние fl‚ лfl ют сfl по‰ з‡ ‰‡ чи с ‚ы со кой сте пе нью ин фо м‡ ци он ной ‚з‡ и -

мо з‡ ‚и си мо с ти.

Пи не ‰о ст‡ точ ном ко ли че ст ‚е име ю щихсfl по‰ з‡ ‰‡ч ‰лfl з‡ „уз ки

‚сех ‰о ступ ных к ис поль зо ‚‡ нию по цес со о‚ не об хо ‰и мо ‚ы пол нить ‰е -

т‡ ли з‡ цию (‰е ком по зи цию) ‚ы чис ле ний. К‡к п‡ ‚и ло, по ‚е ‰е ние по ‰об -

ной ‰е ком по зи ции не ‚ы зы ‚‡ ет к‡ ких-ли бо з‡ ту‰ не ний, ес ли ‰лfl б‡ зо -

‚ых з‡ ‰‡ч ме то ‰ы п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний fl‚ лfl ют сfl из ‚е ст ны ми.

Вы пол не ние эт‡ п‡ м‡с шт‡ би о ‚‡ ниfl ‚ы чис ле ний ‰олж но с‚е с тись,

‚ ко неч ном ито „е, к ‡з ‡ бот ке п‡ ‚ил ‡„ е „‡ ции и ‰е ком по зи ции по‰ з‡ -

‰‡ч, ко то ые ‰олж ны п‡ ‡ ме т и че с ки з‡ ‚и сеть от чис л‡ по цес со о‚,

пи ме нfl е мых ‰лfl ‚ы чис ле ний.
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Длfl ‡с см‡ т и ‚‡ е мой учеб ной з‡ ‰‡ чи по ис к‡ м‡к си м‡ль но „о зн‡ че -

ниfl ‡„ е „‡ циfl ‚ы чис ле ний мо жет со сто flть ‚ объ е ‰и не нии от ‰ель ных

сток ‚ „уп пы (лен точ н‡fl схе м‡ ‡з ‰е ле ниfl м‡ т и цы – см. ис. 4.3‡),

пи ‰е ком по зи ции по‰ з‡ ‰‡ч сто ки ис хо‰ ной м‡ т и цы мо „ут ‡з би ‚‡ть сfl

н‡ не сколь ко ч‡ с тей (бло ко‚).

Спи сок кон толь ных ‚о по со‚, пе‰ ло жен ный ‚ [32] ‰лfl оцен ки

п‡ ‚иль но с ти эт‡ п‡ м‡с шт‡ би о ‚‡ ниfl, ‚ы „лfl ‰ит сле ‰у ю щим об ‡ зом:

• не уху‰ шит сfl ли ло к‡ль ность ‚ы чис ле ний по сле м‡с шт‡ би о ‚‡ ниfl

име ю ще „о сfl н‡ бо ‡ по‰ з‡ ‰‡ч?

• име ют ли по‰ з‡ ‰‡ чи по сле м‡с шт‡ би о ‚‡ ниfl о‰и н‡ ко ‚ую ‚ы чис -

ли тель ную и ком му ни к‡ ци он ную слож ность?

• со от ‚ет ст ‚у ет ли ко ли че ст ‚о з‡ ‰‡ч чис лу име ю щих сfl по цес со о‚?

• з‡ ‚и сflт ли п‡ ‡ ме т и че с ки п‡ ‚и л‡ м‡с шт‡ би о ‚‡ ниfl от ко ли че -

ст ‚‡ по цес со о‚? 

4.2.4. Р‡с пе ‰е ле ние по‰ з‡ ‰‡ч меж ‰у по цес со ‡ ми

Р‡с пе ‰е ле ние по‰ з‡ ‰‡ч меж ‰у по цес со ‡ ми fl‚ лfl ет сfl з‡ ‚е ш‡ ю -

щим эт‡ пом ‡з ‡ бот ки п‡ ‡л лель но „о ме то ‰‡. Н‡ ‰о от ме тить, что уп -

‡‚ ле ние ‡с пе ‰е ле ни ем н‡ „уз ки ‰лfl по цес со о‚ ‚оз мож но толь ко

‰лfl ‚ы чис ли тель ных си с тем с ‡с пе ‰е лен ной п‡ мfl тью, ‰лfl муль ти по -

цес со о‚ (си с тем с об щей п‡ мfl тью) ‡с пе ‰е ле ние н‡ „уз ки обыч но

‚ы пол нfl ет сfl опе ‡ ци он ной си с те мой ‡‚ то м‡ ти че с ки. Ко ме то „о, ‰‡н -

ный эт‡п ‡с пе ‰е ле ниfl по‰ з‡ ‰‡ч меж ‰у по цес со ‡ ми fl‚ лfl ет сfl из бы -

точ ным, ес ли ко ли че ст ‚о по‰ з‡ ‰‡ч со‚ п‡ ‰‡ ет с чис лом име ю щих сfl по -

цес со о‚, ‡ то по ло „иfl се ти пе е ‰‡ чи ‰‡н ных ‚ы чис ли тель ной си с те мы

пе‰ ст‡‚ лfl ет со бой пол ный „‡ф (т. е. ‚се по цес со ы с‚fl з‡ ны меж ‰у

со бой пfl мы ми ли ни fl ми с‚fl зи).

Ос но‚ ной по к‡ з‡ тель ус пеш но с ти ‚ы пол не ниfl ‰‡н но „о эт‡ п‡ – эф -

фек ти‚ ность ис поль зо ‚‡ ниfl по цес со о‚, оп е ‰е лfl е м‡fl к‡к от но си тель н‡fl

‰о лfl ‚е ме ни, ‚ те че ние ко то о „о по цес со ы ис поль зо ‚‡ лись ‰лfl ‚ы чис -

ле ний, с‚fl з‡н ных с е ше ни ем ис хо‰ ной з‡ ‰‡ чи. Пу ти ‰о сти же ниfl хо о -

ших е зуль т‡ то‚ ‚ этом н‡ п‡‚ ле нии ос т‡ ют сfl пеж ни ми: к‡к и ‡ нее, не -

об хо ‰и мо обес пе чить ‡‚ но ме ное ‡с пе ‰е ле ние ‚ы чис ли тель ной н‡ -

„уз ки меж ‰у по цес со ‡ ми и ми ни ми зи о ‚‡ть ко ли че ст ‚о со об ще ний,

пе е ‰‡ ‚‡ е мых меж ‰у ними. Точ но т‡к же к‡к и н‡ пе‰ ше ст ‚у ю щих эт‡ -

п‡х по ек ти о ‚‡ ниfl, оп ти м‡ль ное е ше ние по бле мы ‡с пе ‰е ле ниfl

по‰ з‡ ‰‡ч меж ‰у по цес со ‡ ми ос но ‚ы ‚‡ ет сfl н‡ ‡н‡ ли зе ин фо м‡ ци он -

ной с‚flз но с ти „‡ ф‡ «по‰ з‡ ‰‡ чи – со об ще ниfl». Т‡к, ‚ ч‡ ст но с ти, по‰ з‡ -

‰‡ чи, имеющие ин фо м‡ ци он ные ‚з‡ и мо ‰ей ст ‚иfl, це ле со об ‡з но ‡з ме -

щ‡ть н‡ по цес со ‡х, меж ‰у ко то ы ми су ще ст ‚у ют пfl мые ли нии пе е -

‰‡ чи ‰‡н ных. 
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Сле ‰у ет от ме тить, что те бо ‚‡ ние ми ни ми з‡ ции ин фо м‡ ци он ных

об ме но‚ меж ‰у по цес со ‡ ми мо жет по ти ‚о е чить ус ло ‚ию ‡‚ но ме -

ной з‡ „уз ки. Мы мо жем ‡з ме с тить ‚се по‰ з‡ ‰‡ чи н‡ о‰ ном по цес со е

и пол но стью ус т ‡ нить меж по цес со ную пе е ‰‡ чу со об ще ний, о‰ н‡ ко

по нflт но, что з‡ „уз к‡ боль шин ст ‚‡ по цес со о‚ ‚ этом слу ч‡е бу ‰ет ми -

ни м‡ль ной.

Длfl учеб ной з‡ ‰‡ чи по ис к‡ м‡к си м‡ль но „о зн‡ че ниfl ‡с пе ‰е ле ние

по‰ з‡ ‰‡ч меж ‰у по цес со ‡ ми не ‚ы зы ‚‡ ет к‡ ких-ли бо з‡ ту‰ не ний – ‰о -

ст‡ точ но лишь обес пе чить ‡з ме ще ние по‰ з‡ ‰‡ч, меж ‰у ко то ы ми име -

ют сfl ин фо м‡ ци он ные с‚fl зи, н‡ по цес со ‡х, ‰лfl ко то ых су ще ст ‚у ют

пfl мые к‡ н‡ лы пе е ‰‡ чи ‰‡н ных. По сколь ку стук ту ‡ ин фо м‡ ци он ной

с‚fl зей учеб ной з‡ ‰‡ чи име ет ‚и‰ ли ней но „о „‡ ф‡, ‚ы пол не ние ‰‡н но „о

те бо ‚‡ ниfl мо жет быть обес пе че но п‡к ти че с ки пи лю бой то по ло „ии

се ти ‚ы чис ли тель ной си с те мы.

Ре ше ние ‚о по со‚ б‡ л‡н си о‚ ки ‚ы чис ли тель ной н‡ „уз ки зн‡ -

чи тель но ус лож нfl ет сfl, ес ли схе м‡ ‚ы чис ле ний мо жет из ме нflть сfl ‚ хо -

‰е е ше ниfl з‡ ‰‡ чи. Пи чи ной это „о мо „ут быть, н‡ пи ме, не о‰ но о‰ -

ные сет ки пи е ше нии у‡‚ не ний ‚ ч‡ ст ных по из ‚о‰ ных, ‡з е жен -

ность м‡ т иц и т. п.1. Ко ме то „о, ис поль зу е мые н‡ эт‡ п‡х по ек ти о -

‚‡ ниfl оцен ки ‚ы чис ли тель ной слож но с ти е ше ниfl по‰ з‡ ‰‡ч мо „ут

иметь пи бли жен ный х‡ ‡к те, и, н‡ ко нец, ко ли че ст ‚о по‰ з‡ ‰‡ч мо жет

из ме нflть сfl ‚ хо ‰е ‚ы чис ле ний. В т‡ ких си ту ‡ ци flх мо жет по те бо ‚‡ть -

сfl пе е ‡с пе ‰е ле ние б‡ зо ‚ых по‰ з‡ ‰‡ч меж ‰у по цес со ‡ ми уже не по -

се‰ ст ‚ен но ‚ хо‰е ‚ы пол не ниfl п‡ ‡л лель ной по „‡м мы (или, к‡к

обыч но „о ‚о flт, пи ‰ет сfl ‚ы пол нить ‰и н‡ ми че с кую б‡ л‡н си о‚ ку ‚ы -

чис ли тель ной н‡ „уз ки). Д‡н ные ‚о по сы fl‚ лfl ют сfl о‰ ни ми из н‡ и бо -

лее слож ных (и н‡ и бо лее ин те ес ных) ‚ об л‡ с ти п‡ ‡л лель ных ‚ы чис -

ле ний – к со ж‡ ле нию, их ‡с смо т е ние ‚ы хо ‰ит з‡ ‡м ки н‡ ше „о учеб -

но „о м‡ те и ‡ л‡ (‰о пол ни тель н‡fl ин фо м‡ циfl мо жет быть по лу че н‡,

н‡ пи ме, ‚ [24,75]). 

В к‡ че ст ‚е пи ме ‡ ‰‡ ‰им к‡т кую х‡ ‡к те и с ти ку ши о ко ис поль -

зу е мо „о спо со б‡ ‰и н‡ ми че с ко „о уп ‡‚ ле ниfl ‡с пе ‰е ле ни ем ‚ы чис ли -

тель ной н‡ „уз ки, обыч но име ну е мо „о схе мой «ме не ‰ же – ис пол ни тель»

(the manager-worker scheme). Пи ис поль зо ‚‡ нии ‰‡н но „о по‰ хо ‰‡ пе‰ по -

л‡ „‡ ет сfl, что по‰ з‡ ‰‡ чи мо „ут ‚оз ни к‡ть и з‡ ‚е ш‡ть сfl ‚ хо ‰е ‚ы чис ле -

ний, пи этом ин фо м‡ ци он ные ‚з‡ и мо ‰ей ст ‚иfl меж ‰у по‰ з‡ ‰‡ ч‡ ми ли -
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бо пол но стью от сут ст ‚у ют, ли бо ми ни м‡ль ны. В со от ‚ет ст ‚ии с ‡с см‡ т -

и ‚‡ е мой схе мой ‰лfl уп ‡‚ ле ниfl ‡с пе ‰е ле ни ем н‡ „уз ки ‚ си с те ме ‚ы -

‰е лfl ет сfl от ‰ель ный по цес со-ме не ‰ же, ко то о му ‰о ступ н‡ ин фо м‡ -

циfl обо ‚сех име ю щих сfl по‰ з‡ ‰‡ ч‡х. Ос т‡ль ные по цес со ы си с те мы fl‚ -

лfl ют сfl ис пол ни те лfl ми, ко то ые ‰лfl по лу че ниfl ‚ы чис ли тель ной н‡ „уз -

ки об ‡ щ‡ ют сfl к по цес со у-ме не ‰ же у. По ож ‰‡ е мые ‚ хо ‰е ‚ы чис ле -

ний но ‚ые по‰ з‡ ‰‡ чи пе е ‰‡ ют сfl об ‡т но по цес со у-ме не ‰ же у и мо „ут

быть по лу че ны ‰лfl е ше ниfl пи по сле ‰у ю щих об ‡ ще ни flх по цес со о‚-

ис пол ни те лей. З‡ ‚е ше ние ‚ы чис ле ний по ис хо ‰ит ‚ мо мент, ко„ ‰‡ по -

цес со ы-ис пол ни те ли з‡ ‚е ши ли е ше ние ‚сех пе е ‰‡н ных им по‰ з‡ ‰‡ч,

‡ по цес со-ме не ‰ же не име ет к‡ ких-ли бо ‚ы чис ли тель ных ‡ бот ‰лfl

‚ы пол не ниfl.

Пе‰ ло жен ный ‚ [32] пе е чень кон толь ных ‚о по со‚ ‰лfl по ‚е ки

эт‡ п‡ ‡с пе ‰е ле ниfl по‰ з‡ ‰‡ч со сто ит ‚ сле ‰у ю щем:

• не пи ‚о ‰ит ли ‡с пе ‰е ле ние не сколь ких з‡ ‰‡ч н‡ о‰ин по цес -

со к ос ту ‰о пол ни тель ных ‚ы чис ли тель ных з‡ т‡т?

• су ще ст ‚у ет ли не об хо ‰и мость ‰и н‡ ми че с кой б‡ л‡н си о‚ ки ‚ы чис -

ле ний?

• не fl‚ лfl ет сfl ли по цес со-ме не ‰ же «уз ким» ме с том пи ис поль зо -

‚‡ нии схе мы «ме не ‰ же – ис пол ни тель»?

4.3.  П‡ ‡л лель ное е ше ние 

„‡ ‚и т‡ ци он ной з‡ ‰‡ чи N тел

Мно „ие з‡ ‰‡ чи ‚ об л‡ с ти фи зи ки с‚о ‰flт сfl к опе ‡ ци flм об ‡ бот ки

‰‡н ных ‰лfl к‡ж ‰ой п‡ ы объ ек то‚ име ю щей сfl фи зи че с кой си с те мы. Т‡ -

кой з‡ ‰‡ чей fl‚ лfl ет сfl, ‚ ч‡ ст но с ти, по бле м‡, ши о ко из ‚е ст н‡fl ‚ ли те ‡ -

ту е к‡к „‡ ‚и т‡ ци он н‡fl з‡ ‰‡ ч‡ N тел (или по сто з‡ ‰‡ ч‡ N тел) – см., н‡ -

пи ме, [5]. В с‡ мом об щем ‚и ‰е з‡ ‰‡ ч‡ мо жет быть опи с‡ н‡ сле ‰у ю щим

об ‡ зом. 

Пусть ‰‡ но боль шое ко ли че ст ‚о тел (пл‡ нет, з‚ез‰ и т. ‰.), ‰лfl к‡ж ‰о -

„о из ко то ых из ‚е ст н‡ м‡с с‡, н‡ ч‡ль ное по ло же ние и ско ость. По‰ ‰ей -

ст ‚и ем „‡ ‚и т‡ ции по ло же ние тел ме нfl ет сfl, и те бу е мое е ше ние з‡ ‰‡ чи

со сто ит ‚ мо ‰е ли о ‚‡ нии ‰и н‡ ми ки из ме не ниfl си с те мы N тел н‡ по тfl -

же нии не ко то о „о з‡ ‰‡ ‚‡ е мо „о ин те ‚‡ л‡ ‚е ме ни. Длfl по ‚е ‰е ниfl т‡ ко -

„о мо ‰е ли о ‚‡ ниfl з‡ ‰‡н ный ин те ‚‡л ‚е ме ни обыч но ‡з би ‚‡ ет сfl н‡

‚е мен ные от ез ки не боль шой ‰ли тель но с ти и ‰‡ лее н‡ к‡ж ‰ом ш‡ „е мо -

‰е ли о ‚‡ ниfl ‚ы чис лfl ют сfl си лы, ‰ей ст ‚у ю щие н‡ к‡ж ‰ое те ло, ‡ з‡ тем

об но‚ лfl ют сfl ско о сти и по ло же ниfl тел.

Оче ‚и‰ ный ‡л „о итм е ше ниfl з‡ ‰‡ чи N тел со сто ит ‚ ‡с смо т е нии

н‡ к‡ж ‰ом ш‡ „е мо ‰е ли о ‚‡ ниfl ‚сех п‡ объ ек то‚ фи зи че с кой си с те мы и

‚ы пол не нии ‰лfl к‡ж ‰ой по лу ч‡ е мой п‡ ы ‚сех не об хо ‰и мых ‡с че то‚.
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К‡к е зуль т‡т, пи т‡ ком по‰ хо ‰е ‚е мfl ‚ы пол не ниfl о‰ ной ите ‡ ции мо -

‰е ли о ‚‡ ниfl бу ‰ет со ст‡‚ лflть1

(4.2)

„‰е τ есть ‚е мfl пе е ‚ы чис ле ниfl п‡ ‡ ме т о‚ о‰ ной п‡ ы тел.

К‡к сле ‰у ет из пи ‚е ‰ен но „о опи с‡ ниfl, ‚ы чис ли тель н‡fl схе м‡ ‡с -

смо т ен но „о ‡л „о ит м‡ fl‚ лfl ет сfl с‡‚ ни тель но по стой, что поз ‚о лfl ет

ис поль зо ‚‡ть з‡ ‰‡ чу N тел ‚ к‡ че ст ‚е еще о‰ ной н‡ „лfl‰ ной ‰е мон ст ‡ ции

пи ме не ниfl ме то ‰и ки ‡з ‡ бот ки п‡ ‡л лель ных ‡л „о ит мо‚. 

4.3.1.  Р‡з ‰е ле ние ‚ы чис ле ний н‡ не з‡ ‚и си мые ч‡ с ти

Вы бо спо со б‡ ‡з ‰е ле ниfl ‚ы чис ле ний не ‚ы зы ‚‡ ет к‡ ких-ли бо з‡ -

ту‰ не ний – оче ‚и‰ ный по‰ хо‰ со сто ит ‚ ‚ы бо е ‚ к‡ че ст ‚е б‡ зо ‚ой по‰ -

з‡ ‰‡ чи ‚се „о н‡ бо ‡ ‚ы чис ле ний, с‚fl з‡н ных с об ‡ бот кой ‰‡н ных к‡ ко „о-

ли бо о‰ но „о те л‡ фи зи че с кой си с те мы.

4.3.2. Вы ‰е ле ние ин фо м‡ ци он ных з‡ ‚и си мо с тей

Вы пол не ние ‚ы чис ле ний, с‚fl з‡н ных с к‡ж ‰ой по‰ з‡ ‰‡ чей, ст‡ но -

‚ит сfl ‚оз мож ным толь ко ‚ слу ч‡е, ко„ ‰‡ ‚ по‰ з‡ ‰‡ ч‡х име ют сfl ‰‡н ные

(по ло же ние и ско о сти пе е ‰‚и же ниfl) обо ‚сех те л‡х фи зи че с кой си с те -

мы. К‡к е зуль т‡т, пе е‰ н‡ ч‡ лом к‡ж ‰ой ите ‡ ции мо ‰е ли о ‚‡ ниfl к‡ж -

‰‡fl по‰ з‡ ‰‡ ч‡ ‰олж н‡ по лу чить ‚се не об хо ‰и мые с‚е ‰е ниfl от ‚сех ‰у „их

по‰ з‡ ‰‡ч си с те мы. Т‡ к‡fl по це ‰у ‡ пе е ‰‡ чи ‰‡н ных, к‡к от ме ч‡ лось ‚

лек ции 3, име ну ет сfl опе ‡ ци ей сбо ‡ ‰‡н ных (single-node gather). В ‡с см‡ -

т и ‚‡ е мом ‡л „о ит ме ‰‡н н‡fl опе ‡ циfl ‰олж н‡ быть ‚ы пол не н‡ ‰лfl к‡ж -

‰ой по‰ з‡ ‰‡ чи – т‡ кой ‚‡ и ‡нт пе е ‰‡ чи ‰‡н ных обыч но име ну ет сfl опе -

‡ ци ей обоб щен но „о сбо ‡ ‰‡н ных (multi-node gather или all gather).

Оп е ‰е ле ние те бо ‚‡ ний к не об хо ‰и мым е зуль т‡ т‡м ин фо м‡ ци -

он но „о об ме н‡ не пи ‚о ‰ит к о‰ но зн‡ч но му ус т‡ но‚ ле нию нуж но „о ин -

фо м‡ ци он но „о об ме н‡ меж ‰у по‰ з‡ ‰‡ ч‡ ми – ‰о сти же ние те бу е мых е -

зуль т‡ то‚ мо жет быть обес пе че но пи по мо щи ‡з ных ‡л „о ит мо‚ ‚ы пол -

не ниfl опе ‡ ции обоб щен но „о сбо ‡ ‰‡н ных.

Н‡ и бо лее по стой спо соб ‚ы пол не ниfl не об хо ‰и мо „о ин фо м‡ ци -

он но „о об ме н‡ со сто ит ‚ е ‡ ли з‡ ции по сле ‰о ‚‡ тель но с ти ш‡ „о‚, н‡ к‡ж -

‰ом из ко то ых ‚се име ю щи е сfl по‰ з‡ ‰‡ чи ‡з би ‚‡ ют сfl по п‡ но и об мен

‰‡н ны ми осу ще ст‚ лfl ет сfl меж ‰у по‰ з‡ ‰‡ ч‡ ми об ‡ зо ‚‡‚ ших сfl п‡. Пи
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ме то‰.



н‡‰ ле ж‡ щей о „‡ ни з‡ ции по п‡ но „о ‡з ‰е ле ниfl по‰ з‡ ‰‡ч (N-1)-к‡т ное

по ‚то е ние опи с‡н ных ‰ей ст ‚ий пи ‚е ‰ет к пол ной е ‡ ли з‡ ции те бу е -

мой опе ‡ ции сбо ‡ ‰‡н ных.

Р‡с смо т ен ный ‚ы ше ме то‰ о „‡ ни з‡ ции ин фо м‡ ци он но „о об ме н‡

fl‚ лfl ет сfl ‰о ст‡ точ но ту ‰о ем ким – ‰лfl сбо ‡ ‚сех не об хо ‰и мых ‰‡н ных

те бу ет сfl по ‚е с ти N-1 ите ‡ цию, н‡ к‡ж ‰ой из ко то ых ‚ы пол нfl ет сfl о‰ -

но ‚е мен но N/2 опе ‡ ций пе е ‰‡ чи ‰‡н ных. Длfl со к‡ ще ниfl те бу е мо „о

ко ли че ст ‚‡ ите ‡ ций мож но об ‡ тить ‚ни м‡ ние н‡ ф‡кт, что по сле ‚ы -

пол не ниfl пе ‚о „о ш‡ „‡ опе ‡ ции сбо ‡ ‰‡н ных по‰ з‡ ‰‡ чи бу ‰ут уже со -

‰е ж‡ть не толь ко с‚ои ‰‡н ные, но и ‰‡н ные по‰ з‡ ‰‡ч, с ко то ы ми они

об ‡ зо ‚ы ‚‡ ли п‡ ы. К‡к е зуль т‡т, н‡ ‚то ой ите ‡ ции сбо ‡ ‰‡н ных

мож но бу ‰ет об ‡ зо ‚ы ‚‡ть п‡ ы по‰ з‡ ‰‡ч ‰лfl об ме н‡ ‰‡н ны ми с‡ зу о

‰‚ух те л‡х фи зи че с кой си с те мы – тем с‡ мым, по сле з‡ ‚е ше ниfl ‚то ой

ите ‡ ции к‡ж ‰‡fl по‰ з‡ ‰‡ ч‡ бу ‰ет со ‰е ж‡ть с‚е ‰е ниfl о че ты ех те л‡х си -

с те мы и т. ‰. К‡к мож но з‡ ме тить, ‰‡н ный спо соб е ‡ ли з‡ ции об ме но‚

поз ‚о лfl ет з‡ ‚е шить не об хо ‰и мую по це ‰у у з‡ log2Ν ите ‡ ций. Сле ‰у ет

от ме тить, что пи этом объ ем пе е сы л‡ е мых ‰‡н ных ‚ к‡ж ‰ой опе ‡ ции

об ме н‡ у‰ ‚‡ и ‚‡ ет сfl от ите ‡ ции к ите ‡ ции: н‡ пе ‚ой ите ‡ ции меж ‰у

по‰ з‡ ‰‡ ч‡ ми пе е сы л‡ ют сfl ‰‡н ные об о‰ ном те ле си с те мы, н‡ ‚то ой  –

о ‰‚ух те л‡х и т. ‰.

4.3.3. М‡с шт‡ би о ‚‡ ние и ‡с пе ‰е ле ние по‰ з‡ ‰‡ч 

по по цес со ‡м

К‡к п‡ ‚и ло, чис ло тел фи зи че с кой си с те мы N зн‡ чи тель но пе ‚ы -

ш‡ ет ко ли че ст ‚о по цес со о‚ p. По это му ‡с смо т ен ные ‡ нее по‰ з‡ ‰‡ чи

сле ‰у ет ук уп нить, объ е ‰и ни‚ ‚ ‡м к‡х о‰ ной по‰ з‡ ‰‡ чи ‚ы чис ле ниfl ‰лfl

„уп пы из N/p тел. По сле по ‚е ‰е ниfl по ‰об ной ‡„ е „‡ ции чис ло по‰ з‡ ‰‡ч

и ко ли че ст ‚о по цес со о‚ бу ‰ет со‚ п‡ ‰‡ть и пи ‡с пе ‰е ле нии по‰ з‡ ‰‡ч

меж ‰у по цес со ‡ ми ос т‡ нет сfl лишь обес пе чить н‡ ли чие пfl мых ком му -

ни к‡ ци он ных ли ний меж ‰у по цес со ‡ ми с по‰ з‡ ‰‡ ч‡ ми, у ко то ых име -

ют сfl ин фо м‡ ци он ные об ме ны пи ‚ы пол не нии опе ‡ ции сбо ‡ ‰‡н ных.

4.3.4.  Ан‡ лиз эф фек ти‚ но с ти п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний

Оце ним эф фек ти‚ ность ‡з ‡ бо т‡н ных спо со бо‚ п‡ ‡л лель ных ‚ы -

чис ле ний ‰лfl е ше ниfl з‡ ‰‡ чи N тел. По сколь ку пе‰ ло жен ные ‚‡ и ‡н ты

от ли ч‡ ют сfl толь ко ме то ‰‡ ми ‚ы пол не ниfl ин фо м‡ ци он ных об ме но‚,

‰лfl с‡‚ не ниfl по‰ хо ‰о‚ ‰о ст‡ точ но оп е ‰е лить ‰ли тель ность опе ‡ ции

обоб щен но „о сбо ‡ ‰‡н ных. Ис поль зу ем ‰лfl оцен ки ‚е ме ни пе е ‰‡ чи

со об ще ний мо ‰ель, пе‰ ло жен ную Хок ни (см. лек цию 3), — то„ ‰‡ ‰ли -

тель ность ‚ы пол не ниfl опе ‡ ции сбо ‡ ‰‡н ных ‰лfl пе ‚о „о ‚‡ и ‡н т‡ п‡ -

‡л лель ных ‚ы чис ле ний мо жет быть ‚ы ‡ же н‡ к‡к
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, (4.3)

„‰е α и β есть п‡ ‡ ме т ы мо ‰е ли Хок ни (л‡ тент ность и по пу ск н‡fl спо -

соб ность се ти пе е ‰‡ чи ‰‡н ных), ‡ m з‡ ‰‡ ет объ ем пе е сы л‡ е мых ‰‡н ных

‰лfl о‰ но „о те л‡ фи зи че с кой си с те мы.

Длfl ‚то о „о спо со б‡ ин фо м‡ ци он но „о об ме н‡, к‡к уже от ме ч‡ лось

‡ нее, объ ем пе е сы л‡ е мых ‰‡н ных н‡ ‡з ных ите ‡ ци flх опе ‡ ции сбо ‡

‰‡н ных ‡з ли ч‡ ет сfl. Н‡ пе ‚ой ите ‡ ции объ ем пе е сы л‡ е мых со об ще -

ний со ст‡‚ лfl ет Nm/p, н‡ ‚то ой этот объ ем у‚е ли чи ‚‡ ет сfl ‚‰‚ое и ок‡ зы -

‚‡ ет сfl ‡‚ ным 2Nm/p и т. ‰. В об щем слу ч‡е, ‰лfl ите ‡ ции с но ме ом i

объ ем со об ще ний оце ни ‚‡ ет сfl к‡к 2i-1Nm/p. К‡к е зуль т‡т, ‰ли тель ность

‚ы пол не ниfl опе ‡ ции сбо ‡ ‰‡н ных ‚ этом слу ч‡е мо жет быть оп е ‰е ле -

н‡ пи по мо щи сле ‰у ю ще „о ‚ы ‡ же ниfl:

(4.4)

С‡‚ не ние по лу чен ных ‚ы ‡ же ний по к‡ зы ‚‡ ет, что ‚то ой ‡з ‡ бо -

т‡н ный спо соб п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний име ет су ще ст ‚ен но бо лее ‚ы -

со кую эф фек ти‚ ность, те бу ет мень ших ком му ни к‡ ци он ных з‡ т‡т и ‰о -

пу с к‡ ет луч шую м‡с шт‡ би у е мость пи у‚е ли че нии ко ли че ст ‚‡ ис поль зу -

е мых по цес со о‚.

4.4. К‡т кий об зо лек ции

В лек ции бы л‡ ‡с смо т е н‡ ме то ‰и к‡ ‡з ‡ бот ки п‡ ‡л лель ных ‡л „о -

ит мо‚, пе‰ ло жен н‡fl ‚ [32]. Он‡ ‚клю ч‡ ет ‚ се бfl эт‡ пы ‚ы ‰е ле ниfl по‰ з‡ -

‰‡ч, оп е ‰е ле ниfl ин фо м‡ ци он ных з‡ ‚и си мо с тей, м‡с шт‡ би о ‚‡ ниfl и ‡с -

пе ‰е ле ниfl по‰ з‡ ‰‡ч по по цес со ‡м ‚ы чис ли тель ной си с те мы. Пи

использо‚‡нии ме то ‰и ки пе‰ по л‡ „‡ ет сfl, что ‚ы чис ли тель н‡fl схе м‡ е ше -

ниfl ‡с см‡ т и ‚‡ е мой з‡ ‰‡ чи уже fl‚ лfl ет сfl из ‚е ст ной. Ос но‚ ные те бо ‚‡ -

ниfl, ко то ые ‰олж ны быть обес пе че ны пи ‡з ‡ бот ке п‡ ‡л лель ных ‡л „о -

ит мо‚, со сто flт ‚ ‡‚ но ме ной з‡ „уз ке по цес со о‚ пи низ ком ин фо м‡ -

ци он ном ‚з‡ и мо ‰ей ст ‚ии сфо ми о ‚‡н но „о мно же ст ‚‡ по‰ з‡ ‰‡ч. 

Длfl опи с‡ ниfl по лу ч‡ е мых ‚ хо ‰е ‡з ‡ бот ки ‚ы чис ли тель ных п‡ ‡л -

лель ных схем ‡с смо т е ны ‰‚е мо ‰е ли. Пе ‚‡fl из них – мо ‰ель «по‰ з‡ ‰‡ чи –

со об ще ниfl» мо жет быть ис поль зо ‚‡ н‡ н‡ ст‡ ‰ии по ек ти о ‚‡ ниfl п‡ ‡л -

лель ных ‡л „о ит мо‚, ‚то ‡fl — мо ‰ель «по цес сы – к‡ н‡ лы» – мо жет быть

пи ме не н‡ н‡ ст‡ ‰ии е ‡ ли з‡ ции ме то ‰о‚ ‚ ‚и ‰е п‡ ‡л лель ных по „‡мм.

В з‡ ‚е ше ние ‡з ‰е л‡ по к‡ зы ‚‡ ет сfl пи ме не ние ‡с смо т ен ной ме -

то ‰и ки ‡з ‡ бот ки п‡ ‡л лель ных ‡л „о ит мо‚ н‡ пи ме е е ше ниfl „‡ ‚и -

т‡ ци он ной з‡ ‰‡ чи N тел.
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4.5. Об зо ли те ‡ ту ы

Р‡с смо т ен н‡fl ‚ лек ции ме то ‰и к‡ ‡з ‡ бот ки п‡ ‡л лель ных ‡л „о -

ит мо‚ ‚пе ‚ые бы л‡ пе‰ ло же н‡ ‚ [32]. В этой ‡ бо те из ло же ние ме то -

‰и ки по ‚о ‰ит сfl бо лее ‰е т‡ль но, ко ме то „о, ‚ ней со ‰е жит сfl не сколь -

ко пи ме о‚ ее ис поль зо ‚‡ ниfl ‰лfl ‡з ‡ бот ки п‡ ‡л лель ных ме то ‰о‚ ‰лfl

е ше ниfl fl ‰‡ ‚ы чис ли тель ных з‡ ‰‡ч. 

По лез ной пи ‡с смо т е нии ‚о по со‚ по ек ти о ‚‡ ниfl и ‡з ‡ бот ки

п‡ ‡л лель ных ‡л „о ит мо‚ мо жет ок‡ з‡ть сfl т‡к же ‡ бо т‡ [63].

Г‡ ‚и т‡ ци он н‡fl з‡ ‰‡ ч‡ N тел бо лее по ‰об но ‡с см‡ т и ‚‡ ет сfl ‚ [5].

4.6.  Кон толь ные ‚о по сы

1. В чем со сто flт ис хо‰ ные пе‰ по ло же ниfl ‰лfl ‚оз мож но с ти пи ме -

не ниfl ‡с смо т ен ной ‚ лек ции ме то ‰и ки ‡з ‡ бот ки п‡ ‡л лель -

ных ‡л „о ит мо‚?

2. К‡ ко ‚ы ос но‚ ные эт‡ пы по ек ти о ‚‡ ниfl и ‡з ‡ бот ки ме то ‰о‚

п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний?

3. К‡к оп е ‰е лfl ет сfl мо ‰ель «по‰ з‡ ‰‡ чи – со об ще ниfl»?

4. К‡к оп е ‰е лfl ет сfl мо ‰ель «по цес сы – к‡ н‡ лы»?

5. К‡ кие ос но‚ ные те бо ‚‡ ниfl ‰олж ны быть обес пе че ны пи ‡з ‡ -

бот ке п‡ ‡л лель ных ‡л „о ит мо‚?

6. В чем со сто flт ос но‚ ные ‰ей ст ‚иfl н‡ эт‡ пе ‚ы ‰е ле ниfl по‰ з‡ ‰‡ч?

7. К‡ ко ‚ы ос но‚ ные ‰ей ст ‚иfl н‡ эт‡ пе оп е ‰е ле ниfl ин фо м‡ ци он -

ных з‡ ‚и си мо с тей?

8. В чем со сто flт ос но‚ ные ‰ей ст ‚иfl н‡ эт‡ пе м‡с шт‡ би о ‚‡ ниfl име -

ю ще „о сfl н‡ бо ‡ по‰ з‡ ‰‡ч?

9. В чем со сто flт ос но‚ ные ‰ей ст ‚иfl н‡ эт‡ пе ‡с пе ‰е ле ниfl по‰ з‡ -

‰‡ч по по цес со ‡м ‚ы чис ли тель ной си с те мы?

10. К‡к по ис хо ‰ит ‰и н‡ ми че с кое уп ‡‚ ле ние ‡с пе ‰е ле ни ем ‚ы -

чис ли тель ной н‡ „уз ки пи по мо щи схе мы «ме не ‰ же – ис пол -

ни тель»?

11. К‡ кой ме то‰ п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний был ‡з ‡ бо т‡н ‰лfl е -

ше ниfl „‡ ‚и т‡ ци он ной з‡ ‰‡ чи N тел?

12. К‡ кой спо соб ‚ы пол не ниfl опе ‡ ции обоб щен но „о сбо ‡ ‰‡н ных

fl‚ лfl ет сfl бо лее эф фек ти‚ ным?

4.7.  З‡ ‰‡ чи и уп ‡ж не ниfl

1. Р‡з ‡ бо т‡й те схе му п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний, ис поль зуfl ‡с смо -

т ен ную ‚ ‡з ‰е ле ме то ‰и ку по ек ти о ‚‡ ниfl и ‡з ‡ бот ки п‡ ‡л -

лель ных ме то ‰о‚:
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• ‰лfl з‡ ‰‡ чи по ис к‡ м‡к си м‡ль но „о зн‡ че ниfl се ‰и ми ни м‡ль -

ных эле мен то‚ сток м‡ т и цы (т‡ к‡fl з‡ ‰‡ ч‡ име ет ме с то ‰лfl

е ше ниfl м‡ т ич ных и„)

(об ‡ ти те осо бое ‚ни м‡ ние н‡ си ту ‡ цию, ко„ ‰‡ чис ло по цес -

со о‚ пе ‚ы ш‡ ет ‡з ме м‡ т и цы, т. е. p>N);

• ‰лfl з‡ ‰‡ чи ‚ы чис ле ниfl оп е ‰е лен но „о ин те „ ‡ л‡ с ис поль зо -

‚‡ ни ем ме то ‰‡ пfl мо у„оль ни ко‚

(опи с‡ ние ме то ‰о‚ ин те „ и о ‚‡ ниfl ‰‡ но, н‡ пи ме, ‚ [47]).

2. Р‡з ‡ бо т‡й те схе му п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний ‰лfl з‡ ‰‡ чи ум но -

же ниfl м‡ т и цы н‡ ‚ек то, ис поль зуfl ‡с смо т ен ную ‚ ‡з ‰е ле ме -

то ‰и ку по ек ти о ‚‡ ниfl и ‡з ‡ бот ки п‡ ‡л лель ных ме то ‰о‚.
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Лек циfl 5. П‡ ‡л лель ное по „‡м ми о ‚‡ ние 

н‡ ос но ‚е MPI

В лек ции ‡с см‡ т и ‚‡ ет сfl ст‡н ‰‡т ‰лfl по „‡м ми о ‚‡ ниfl ‚ си с те м‡х

с ‡с пе ‰е лен ной п‡ мfl тью MPI. Д‡ ет сfl об зо ис то ии ‚оз ник но ‚е ниfl и ‡з -

‚и тиfl ст‡н ‰‡ т‡, ‡ т‡к же пе е чис лfl ют сfl е„о ос но‚ ные ‚оз мож но с ти. Пи ‚о -

‰flт сfl пи ме ы по „‡мм, ис поль зу ю щих ‡с см‡ т и ‚‡ е мый ст‡н ‰‡т.

Клю че ‚ые сло ‚‡: мно „о по цес со н‡fl си с те м‡, ‡с пе ‰е лен н‡fl п‡ мflть,

MPI, п‡ ‡л лель н‡fl по „‡м м‡, по цесс, пе е ‰‡ ч‡ со об ще ний, п‡ ные

и кол лек ти‚ ные опе ‡ ции пе е сыл ки ‰‡н ных, е жи мы пе е ‰‡ чи, „уп -

пы по цес со‚, по из ‚о‰ ный тип ‰‡н ных, ‚и ту ‡ль ные то по ло „ии.

В ‚ы чис ли тель ных си с те м‡х с ‡с пе ‰е лен ной п‡ мfl тью (см. ис. 1.6)

по цес со ы ‡ бо т‡ ют не з‡ ‚и си мо ‰у„ от ‰у „‡. Длfl о „‡ ни з‡ ции п‡ ‡л -

лель ных ‚ы чис ле ний ‚ т‡ ких ус ло ‚и flх не об хо ‰и мо иметь ‚оз мож ность

‡с пе ‰е лflть ‚ы чис ли тель ную н‡ „уз ку и о „‡ ни зо ‚‡ть ин фо м‡ ци он ное ‚з‡ -

и мо ‰ей ст ‚ие (пе е ‰‡ чу ‰‡н ных) меж ‰у по цес со ‡ ми.

Ре ше ние ‚сех пе е чис лен ных ‚о по со‚ и обес пе чи ‚‡ ет ин те фейс

пе е ‰‡ чи ‰‡н ных (message passing interface – MPI).

В об щем пл‡ не, ‰лfl ‡с пе ‰е ле ниfl ‚ы чис ле ний меж ‰у по цес со ‡ -

ми не об хо ‰и мо по ‡н‡ ли зи о ‚‡ть ‡л „о итм е ше ниfl з‡ ‰‡ чи, ‚ы ‰е лить

ин фо м‡ ци он но не з‡ ‚и си мые ф‡„ мен ты ‚ы чис ле ний, по ‚е с ти их по -

„‡мм ную е ‡ ли з‡ цию и з‡ тем ‡з ме с тить по лу чен ные ч‡ с ти по „‡м мы

н‡ ‡з ных по цес со ‡х. В ‡м к‡х MPI пи нflт бо лее по стой по‰ хо‰ – ‰лfl

е ше ниfl по ст‡‚ лен ной з‡ ‰‡ чи ‡з ‡ б‡ ты ‚‡ ет сfl о‰ н‡ по „‡м м‡ и эт‡

е‰ин ст ‚ен н‡fl по „‡м м‡ з‡ пу с к‡ ет сfl о‰ но ‚е мен но н‡ ‚ы пол не ние н‡

‚сех име ю щих сfl по цес со ‡х. Пи этом ‰лfl то „о что бы из бе ж‡ть и‰ен -

тич но с ти ‚ы чис ле ний н‡ ‡з ных по цес со ‡х, мож но, ‚о-пе ‚ых, по‰ -

ст‡‚ лflть ‡з ные ‰‡н ные ‰лfl по „‡м мы н‡ ‡з ных по цес со ‡х, ‡ ‚о-‚то -

ых, ис поль зо ‚‡ть име ю щи е сfl ‚ MPI се‰ ст ‚‡ ‰лfl и‰ен ти фи к‡ ции по -

цес со ‡, н‡ ко то ом ‚ы пол нfl ет сfl по „‡м м‡ (тем с‡ мым пе ‰о ст‡‚ лfl ет -

сfl ‚оз мож ность о „‡ ни зо ‚‡ть ‡з ли чиfl ‚ ‚ы чис ле ни flх ‚ з‡ ‚и си мо с ти от

ис поль зу е мо „о по „‡м мой по цес со ‡). 

По ‰об ный спо соб о „‡ ни з‡ ции п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний по лу чил

н‡ и ме но ‚‡ ние мо ‰е ли «о‰ н‡ по „‡м м‡ мно же ст ‚о по цес со‚» (single pro-

gram multiple processes or SPMP1). 
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Длfl о „‡ ни з‡ ции ин фо м‡ ци он но „о ‚з‡ и мо ‰ей ст ‚иfl меж ‰у по цес -

со ‡ ми ‚ с‡ мом ми ни м‡ль ном ‚‡ и ‡н те ‰о ст‡ точ но опе ‡ ций пи ем‡ и

пе е ‰‡ чи ‰‡н ных (пи этом, ко неч но, ‰олж н‡ су ще ст ‚о ‚‡ть тех ни че с к‡fl

‚оз мож ность ком му ни к‡ ции меж ‰у по цес со ‡ ми – к‡ н‡ лы или ли нии

с‚fl зи). В MPI су ще ст ‚у ет це лое мно же ст ‚о опе ‡ ций пе е ‰‡ чи ‰‡н ных.

Они обес пе чи ‚‡ ют ‡з ные спо со бы пе е сыл ки ‰‡н ных, е ‡ ли зу ют п‡к -

ти че с ки ‚се ‡с смо т ен ные ‚ лек ции 3 ком му ни к‡ ци он ные опе ‡ ции.

Имен но ‰‡н ные ‚оз мож но с ти fl‚ лfl ют сfl н‡ и бо лее силь ной сто о ной MPI

(об этом, ‚ ч‡ ст но с ти, с‚и ‰е тель ст ‚у ет и с‡ мо н‡ з‚‡ ние MPI).

Сле ‰у ет от ме тить, что по пыт ки со з‰‡ ниfl по „‡мм ных се‰ст‚ пе -

е ‰‡ чи ‰‡н ных меж ‰у по цес со ‡ ми н‡ ч‡ ли пе‰ пи ни м‡ть сfl п‡к ти че -

с ки с‡ зу с по fl‚ ле ни ем ло к‡ль ных ком пью те ных се тей – fl‰ т‡ ких

се‰ст‚, пе‰ ст‡‚ лен, н‡ пи ме, ‚ ‡ бо т‡х [2, 5, 24] и мно „их ‰у „их. О‰ -

н‡ ко по ‰об ные се‰ ст ‚‡ ч‡ с то бы ли не пол ны ми и, с‡ мое „л‡‚ ное, fl‚ лfl -

лись не со ‚ме с ти мы ми. Т‡ ким об ‡ зом, о‰ н‡ из с‡ мых се ь ез ных по -

блем ‚ по „‡м ми о ‚‡ нии – пе е но си мость по „‡мм пи пе е ‚о ‰е по -

„‡мм но „о обес пе че ниfl н‡ ‰у „ие ком пью те ные си с те мы – по fl‚ лfl -

л‡сь пи ‡з ‡ бот ке п‡ ‡л лель ных по „‡мм ‚ м‡к си м‡ль ной сте пе ни.

К‡к е зуль т‡т, уже с 90-х „о ‰о‚ ст‡ ли пе‰ пи ни м‡ть сfl уси лиfl по ст‡н -

‰‡ ти з‡ ции се‰ст‚ о „‡ ни з‡ ции пе е ‰‡ чи со об ще ний ‚ мно „о по цес -

со ных ‚ы чис ли тель ных си с те м‡х. Н‡ ч‡ лом ‡ бот, не по се‰ ст ‚ен но

пи ‚е‰ ших к по fl‚ ле нию MPI, по слу жи ло по ‚е ‰е ние ‡ бо че „о со ‚е щ‡ -

ниfl по ст‡н ‰‡ т‡м ‰лfl пе е ‰‡ чи со об ще ний ‚ се ‰е ‡с пе ‰е лен ной п‡ -

мfl ти (the Workshop on Standards for Message Passing in a Distributed

Memory Environment, Williamsburg, Virginia, USA, April 1992). По ито „‡м

со ‚е щ‡ ниfl бы л‡ об ‡ зо ‚‡ н‡ ‡ бо ч‡fl „уп п‡, по з‰ нее пе об ‡ зо ‚‡н н‡fl ‚

меж ‰у н‡ о‰ ное со об ще ст ‚о MPI Forum, е зуль т‡ том ‰е fl тель но с ти ко то -

ых fl‚и лось со з‰‡ ние и пи нfl тие ‚ 1994 „. ст‡н ‰‡ т‡ ин те фей с‡ пе е ‰‡ -

чи со об ще ний (message passing interface – MPI) ‚е сии 1.0. В по сле ‰у ю щие

„о ‰ы ст‡н ‰‡т MPI по сле ‰о ‚‡ тель но ‡з ‚и ‚‡л сfl. В 1997 „. был пи нflт

ст‡н ‰‡т MPI ‚е сии 2.0. 

Ит‡к, те пеь мож но по flс нить, что оз н‡ ч‡ ет по нfl тие MPI. Во-пе -

‚ых, MPI – это ст‡н ‰‡т, ко то о му ‰олж ны у‰о‚ ле т‚о flть се‰ ст ‚‡ о „‡ -

ни з‡ ции пе е ‰‡ чи со об ще ний. Во-‚то ых, MPI – это по „‡мм ные се‰ -

ст ‚‡, ко то ые обес пе чи ‚‡ ют ‚оз мож ность пе е ‰‡ чи со об ще ний и пи этом

со от ‚ет ст ‚у ют ‚сем те бо ‚‡ ни flм ст‡н ‰‡ т‡ MPI. Т‡к, по ст‡н ‰‡ ту, эти

по „‡мм ные се‰ ст ‚‡ ‰олж ны быть о „‡ ни зо ‚‡ ны ‚ ‚и ‰е биб ли о тек по -

„‡мм ных функций (биб ли о те ки MPI) и ‰олж ны быть ‰о ступ ны ‰лfl н‡ и бо -

лее ши о ко ис поль зу е мых ‡л „о ит ми че с ких flзы ко‚ C и Fortran. По ‰об ную

«‰‚ой ст ‚ен ность» MPI сле ‰у ет учи ты ‚‡ть пи ис поль зо ‚‡ нии те ми но ло -

„ии. К‡к п‡ ‚и ло, ‡б бе ‚и ‡ ту ‡ MPI пи ме нfl ет сfl пи упо ми н‡ нии ст‡н -

‰‡ т‡, ‡ со че т‡ ние «биб ли о те к‡ MPI» ук‡ зы ‚‡ ет н‡ ту или иную по „‡мм -
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ную е ‡ ли з‡ цию ст‡н ‰‡ т‡. О‰ н‡ ко ‰о ст‡ точ но ч‡ с то ‰лfl к‡т ко сти обо -

зн‡ че ние MPI ис поль зу ет сfl и ‰лfl биб ли о тек MPI, и, тем с‡ мым, ‰лfl п‡ -

‚иль ной ин те пе т‡ ции те ми н‡ сле ‰у ет учи ты ‚‡ть кон текст.

Во по сы, с‚fl з‡н ные с ‡з ‡ бот кой п‡ ‡л лель ных по „‡мм с пи -

ме не ни ем MPI, ‰о ст‡ точ но ши о ко ‡с смо т е ны ‚ ли те ‡ ту е – к‡т кий

об зо по лез ных м‡ те и ‡ ло‚ со ‰е жит сfl ‚ кон це ‰‡н ной лек ции. З‰есь же,

еще не пи сту п‡fl к изу че нию MPI, пи ‚е ‰ем fl‰ е„о ‚‡ж ных по ло жи -

тель ных мо мен то‚:

• MPI поз ‚о лfl ет ‚ зн‡ чи тель ной сте пе ни сни зить ос т о ту по бле мы пе -

е но си мо с ти п‡ ‡л лель ных по „‡мм меж ‰у ‡з ны ми ком пью те ны -

ми си с те м‡ ми – п‡ ‡л лель н‡fl по „‡м м‡, ‡з ‡ бо т‡н н‡fl н‡ ‡л „о ит -

ми че с ком flзы ке C или Fortran с ис поль зо ‚‡ ни ем биб ли о те ки MPI, к‡к

п‡ ‚и ло, бу ‰ет ‡ бо т‡ть н‡ ‡з ных ‚ы чис ли тель ных пл‡т фо м‡х; 

• MPI со ‰ей ст ‚у ет по ‚ы ше нию эф фек ти‚ но с ти п‡ ‡л лель ных ‚ы -

чис ле ний, по сколь ку ‚ н‡ сто fl щее ‚е мfl п‡к ти че с ки ‰лfl к‡ж ‰о „о

ти п‡ ‚ы чис ли тель ных си с тем су ще ст ‚у ют е ‡ ли з‡ ции биб ли о тек

MPI, ‚ м‡к си м‡ль ной сте пе ни учи ты ‚‡ ю щие ‚оз мож но с ти ком -

пью те но „о обо у ‰о ‚‡ ниfl;

• MPI умень ш‡ ет, ‚ оп е ‰е лен ном пл‡ не, слож ность ‡з ‡ бот ки п‡ -

‡л лель ных по „‡мм, т. к., с о‰ ной сто о ны, боль ш‡fl ч‡сть ‡с -

смо т ен ных ‚ лек ции 3 ос но‚ ных опе ‡ ций пе е ‰‡ чи ‰‡н ных пе -

‰у с м‡ т и ‚‡ ет сfl ст‡н ‰‡ том MPI, ‡ с ‰у „ой сто о ны, уже име ет сfl

боль шое ко ли че ст ‚о биб ли о тек п‡ ‡л лель ных ме то ‰о‚, со з‰‡н ных

с ис поль зо ‚‡ ни ем MPI.

5.1. MPI: ос но‚ ные по нfl тиfl и оп е ‰е ле ниfl

Р‡с смо т им fl‰ по нfl тий и оп е ‰е ле ний, fl‚ лfl ю щих сfl ос но ‚о по л‡ -

„‡ ю щи ми ‰лfl ст‡н ‰‡ т‡ MPI.

5.1.1. По нfl тие п‡ ‡л лель ной по „‡м мы

По‰ п‡ ‡л лель ной по „‡м мой ‚ ‡м к‡х MPI по ни м‡ ет сfl мно же ст -

‚о о‰ но ‚е мен но ‚ы пол нfl е мых по цес со‚. По цес сы мо „ут ‚ы пол нflть сfl

н‡ ‡з ных по цес со ‡х, но н‡ о‰ ном по цес со е мо „ут ‡с по л‡ „‡ть сfl и

не сколь ко по цес со‚ (‚ этом слу ч‡е их ис пол не ние осу ще ст‚ лfl ет сfl ‚ е -

жи ме ‡з ‰е ле ниfl ‚е ме ни). В пе ‰ель ном слу ч‡е ‰лfl ‚ы пол не ниfl п‡ ‡л -

лель ной по „‡м мы мо жет ис поль зо ‚‡ть сfl о‰ин по цес со – к‡к п‡ ‚и -

ло, т‡ кой спо соб пи ме нfl ет сfl ‰лfl н‡ ч‡ль ной по ‚е ки п‡ ‚иль но с ти п‡ -

‡л лель ной по „‡м мы.

К‡ж ‰ый по цесс п‡ ‡л лель ной по „‡м мы по ож ‰‡ ет сfl н‡ ос но ‚е

ко пии о‰ но „о и то „о же по „‡мм но „о ко ‰‡ (мо ‰ель SPMP). Д‡н ный по -
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„‡мм ный ко‰, пе‰ ст‡‚ лен ный ‚ ‚и ‰е ис пол нfl е мой по „‡м мы, ‰ол жен

быть ‰о сту пен ‚ мо мент з‡ пу с к‡ п‡ ‡л лель ной по „‡м мы н‡ ‚сех ис -

поль зу е мых по цес со ‡х. Ис хо‰ ный по „‡мм ный ко‰ ‰лfl ис пол нfl е мой

по „‡м мы ‡з ‡ б‡ ты ‚‡ ет сfl н‡ ‡л „о ит ми че с ких flзы к‡х C или Fortran с

пи ме не ни ем той или иной е ‡ ли з‡ ции биб ли о те ки MPI.

Ко ли че ст ‚о по цес со‚ и чис ло ис поль зу е мых по цес со о‚ оп е ‰е -

лfl ет сfl ‚ мо мент з‡ пу с к‡ п‡ ‡л лель ной по „‡м мы се‰ ст ‚‡ ми се ‰ы ис -

пол не ниfl MPI-по „‡мм и ‚ хо ‰е ‚ы чис ле ний не мо жет ме нflть сfl без

пи ме не ниfl спе ци ‡ль ных, но е‰ ко з‡ ‰ей ст ‚у е мых се‰ст‚ ‰и н‡ ми че с ко -

„о по ож ‰е ниfl поцессо‚ и уп ‡‚ ле ниfl ими, по fl‚и‚ ших сfl ‚ ст‡н ‰‡ те

MPI ‚е сии 2.0. Все по цес сы по „‡м мы по сле ‰о ‚‡ тель но пе е ну ме о -

‚‡ ны от 0 ‰о p-1, „‰е p есть об щее ко ли че ст ‚о по цес со‚. Но ме по цес с‡

име ну ет сfl ‡н „ом по цес с‡. 

5.1.2. Опе ‡ ции пе е ‰‡ чи ‰‡н ных

Ос но ‚у MPI со ст‡‚ лfl ют опе ‡ ции пе е ‰‡ чи со об ще ний. Се ‰и пе -

‰у с мо т ен ных ‚ со ст‡ ‚е MPI функ ций ‡з ли ч‡ ют сfl п‡ ные (point-to-point)

опе ‡ ции меж ‰у ‰‚у мfl по цес с‡ ми и кол лек ти‚ ные (collective) ком му ни -

к‡ ци он ные ‰ей ст ‚иfl ‰лfl о‰ но ‚е мен но „о ‚з‡ и мо ‰ей ст ‚иfl не сколь ких

по цес со‚. 

Длfl ‚ы пол не ниfl п‡ ных опе ‡ ций мо „ут ис поль зо ‚‡ть сfl ‡з ные е -

жи мы пе е ‰‡ чи, се ‰и ко то ых син хон ный, бло ки у ю щий и ‰. – пол -

ное ‡с смо т е ние ‚оз мож ных е жи мо‚ пе е ‰‡ чи бу ‰ет ‚ы пол не но ‚ по‰ -

‡з ‰е ле 5.3.

К‡к уже от ме ч‡ лось ‡ нее, ‚ ст‡н ‰‡т MPI ‚клю че но боль шин ст ‚о

ос но‚ ных кол лек ти‚ ных опе ‡ ций пе е ‰‡ чи ‰‡н ных – см. по‰ ‡з ‰е лы 5.2

и 5.4.

5.1.3. По нfl тие ком му ни к‡ то о‚

По цес сы п‡ ‡л лель ной по „‡м мы объ е ‰и нfl ют сfl ‚ „уп пы. Ду „им

‚‡ж ным по нfl ти ем MPI, опи сы ‚‡ ю щим н‡ бо по цес со‚, fl‚ лfl ет сfl по нfl -

тие ком му ни к‡ то ‡. По‰ ком му ни к‡ то ом ‚ MPI по ни м‡ ет сfl спе ци ‡ль но

со з‰‡ ‚‡ е мый слу жеб ный объ ект, ко то ый объ е ‰и нfl ет ‚ с‚о ем со ст‡ ‚е

„уп пу по цес со‚ и fl‰ ‰о пол ни тель ных п‡ ‡ ме т о‚ (кон текст), ис поль -

зу е мых пи ‚ы пол не нии опе ‡ ций пе е ‰‡ чи ‰‡н ных.

П‡ ные опе ‡ ции пе е ‰‡ чи ‰‡н ных ‚ы пол нfl ют сfl толь ко ‰лfl по -

цес со‚, пи н‡‰ ле ж‡ щих о‰ но му и то му же ком му ни к‡ то у. Кол лек ти‚ ные

опе ‡ ции пи ме нfl ют сfl о‰ но ‚е мен но ‰лfl ‚сех по цес со‚ о‰ но „о ком му -

ни к‡ то ‡. К‡к е зуль т‡т, ук‡ з‡ ние ис поль зу е мо „о ком му ни к‡ то ‡ fl‚ лfl ет -

сfl обfl з‡ тель ным ‰лfl опе ‡ ций пе е ‰‡ чи ‰‡н ных ‚ MPI.

113

Лекциfl 5 П‡‡ллельное по„‡ммио‚‡ние н‡ осно‚е MPI



В хо ‰е ‚ы чис ле ний мо „ут со з‰‡ ‚‡ть сfl но ‚ые и у‰‡ лflть сfl су ще ст ‚у ю -

щие „уп пы по цес со‚ и ком му ни к‡ то ы. О‰ин и тот же по цесс мо жет

пи н‡‰ ле ж‡ть ‡з ным „уп п‡м и ком му ни к‡ то ‡м. Все име ю щи е сfl ‚ п‡ -

‡л лель ной по „‡м ме по цес сы ‚хо ‰flт ‚ со ст‡‚ кон ст у и у е мо „о по

умол ч‡ нию ком му ни к‡ то ‡ с и‰ен ти фи к‡ то ом MPI_COMM_WORLD.

В ‚е сии 2.0 ст‡н ‰‡ т‡ по fl‚и л‡сь ‚оз мож ность со з‰‡ ‚‡ть „ло б‡ль ные

ком му ни к‡ то ы (intercommunicator), объ е ‰и нfl ю щие ‚ о‰ ну стук ту у п‡ у

„упп пи не об хо ‰и мо с ти ‚ы пол не ниfl кол лек ти‚ ных опе ‡ ций меж ‰у

по цес с‡ ми из ‡з ных „упп.

По ‰об ное ‡с смо т е ние ‚оз мож но с тей MPI ‰лfl ‡ бо ты с „уп п‡ ми

и ком му ни к‡ то ‡ ми бу ‰ет ‚ы пол не но ‚ по‰ ‡з ‰е ле 5.6.

5.1.4. Ти пы ‰‡н ных

Пи ‚ы пол не нии опе ‡ ций пе е ‰‡ чи со об ще ний ‰лfl ук‡ з‡ ниfl пе е -

‰‡ ‚‡ е мых или по лу ч‡ е мых ‰‡н ных ‚ функ ци flх MPI не об хо ‰и мо ук‡ зы -

‚‡ть тип пе е сы л‡ е мых ‰‡н ных. MPI со ‰е жит боль шой н‡ бо б‡ зо ‚ых ти -

по‚ ‰‡н ных, ‚о мно „ом со‚ п‡ ‰‡ ю щих с ти п‡ ми ‰‡н ных ‚ ‡л „о ит ми че с ких

flзы к‡х C и Fortran. Ко ме то „о, ‚ MPI име ют сfl ‚оз мож но с ти со з‰‡ ниfl

но ‚ых по из ‚о‰ ных ти по‚ ‰‡н ных ‰лfl бо лее точ но „о и к‡т ко „о опи с‡ ниfl

со ‰е жи мо „о пе е сы л‡ е мых со об ще ний.

По ‰об ное ‡с смо т е ние ‚оз мож но с тей MPI ‰лfl ‡ бо ты с по из -

‚о‰ ны ми ти п‡ ми ‰‡н ных бу ‰ет ‚ы пол не но ‚ по‰ ‡з ‰е ле 5.5.

5.1.5. Ви ту ‡ль ные то по ло „ии

К‡к уже от ме ч‡ лось ‡ нее, п‡ ные опе ‡ ции пе е ‰‡ чи ‰‡н ных мо „ут

быть ‚ы пол не ны меж ‰у лю бы ми по цес с‡ ми о‰ но „о и то „о же ком му ни -

к‡ то ‡, ‡ ‚ кол лек ти‚ ной опе ‡ ции пи ни м‡ ют уч‡ с тие ‚се по цес сы

ком му ни к‡ то ‡. Ло „и че с к‡fl то по ло „иfl ли ний с‚fl зи меж ‰у по цес с‡ ми

име ет стук ту у пол но „о „‡ ф‡ (не з‡ ‚и си мо от н‡ ли чиfl е ‡ль ных фи зи -

че с ких к‡ н‡ ло‚ с‚fl зи меж ‰у по цес со ‡ ми).

Вме с те с этим (и это уже от ме ч‡ лось ‚ лек ции 3), ‰лfl из ло же ниfl и

по сле ‰у ю ще „о ‡н‡ ли з‡ fl ‰‡ п‡ ‡л лель ных ‡л „о ит мо‚ це ле со об ‡з но ло -

„и че с кое пе‰ ст‡‚ ле ние име ю щей сfl ком му ни к‡ ци он ной се ти ‚ ‚и ‰е тех

или иных то по ло „ий.

В MPI име ет сfl ‚оз мож ность пе‰ ст‡‚ ле ниfl мно же ст ‚‡ по цес со‚ ‚

‚и ‰е е шет ки по из ‚оль ной ‡з ме но с ти (см. ис. 1.7). Пи этом „‡ нич -

ные по цес сы е ше ток мо „ут быть объ fl‚ ле ны со се‰ ни ми, и, тем с‡ мым,

н‡ ос но ‚е е ше ток мо „ут быть оп е ‰е ле ны стук ту ы ти п‡ то.

Ко ме то „о, ‚ MPI име ют сfl се‰ ст ‚‡ и ‰лfl фо ми о ‚‡ ниfl ло „и че с -

ких (‚и ту ‡ль ных) то по ло „ий лю бо „о те бу е мо „о ти п‡. По ‰об ное ‡с -

Кус

114

Теоиfl и п‡ктик‡ п‡‡ллельных ‚ычислений



смо т е ние ‚оз мож но с тей MPI ‰лfl ‡ бо ты с то по ло „и fl ми бу ‰ет ‚ы пол не -

но ‚ по‰ ‡з ‰е ле 5.7.

И, н‡ ко нец, по сле‰ ний fl‰ з‡ ме ч‡ ний пе е‰ н‡ ч‡ лом ‡с смо т е ниfl

MPI: 

• опи с‡ ние функ ций и ‚се пи ‚о ‰и мые пи ме ы по „‡мм бу ‰ут

пе‰ ст‡‚ ле ны н‡ ‡л „о ит ми че с ком flзы ке C; осо бен но с ти ис поль -

зо ‚‡ ниfl MPI ‰лfl ‡л „о ит ми че с ко „о flзы к‡ Fortran бу ‰ут ‰‡ ны ‚ п.

5.8.1;

• к‡т к‡fl х‡ ‡к те и с ти к‡ име ю щих сfl е ‡ ли з‡ ций биб ли о тек MPI и

об щее опи с‡ ние се ‰ы ‚ы пол не ниfl MPI-по „‡мм бу ‰ут ‡с смо т -

е ны ‚ п. 5.8.2;

• ос но‚ ное из ло же ние ‚оз мож но с тей MPI бу ‰ет ои ен ти о ‚‡ но н‡

ст‡н ‰‡т ‚е сии 1.2 (т‡к н‡ зы ‚‡ е мый MPI-1), но ‚о ‚‚е ‰е ниfl ст‡н -

‰‡ т‡ ‚е сии 2.0 бу ‰ут пе‰ ст‡‚ ле ны ‚ п. 5.8.3.

Пи сту п‡fl к изу че нию MPI, мож но от ме тить, что, с о‰ ной сто о ны,

MPI ‰о ст‡ точ но сло жен – ‚ ст‡н ‰‡ те MPI пе ‰у с м‡ т и ‚‡ ет сfl н‡ ли чие бо -

лее чем 120 функ ций. С ‰у „ой сто о ны, стук ту ‡ MPI fl‚ лfl ет сfl тщ‡ тель -

но по ‰у м‡н ной – ‡з ‡ бот к‡ п‡ ‡л лель ных по „‡мм мо жет быть н‡ ч‡ т‡

уже по сле ‡с смо т е ниfl ‚се „о лишь 6 функ ций MPI. Все ‰о пол ни тель ные

‚оз мож но с ти MPI мо „ут ос ‚‡ и ‚‡ть сfl по ме е ос т‡ слож но с ти ‡з ‡ б‡ ты -

‚‡ е мых ‡л „о ит мо‚ и по „‡мм. Имен ное ‚ т‡ ком сти ле – от по сто „о к

слож но му – и бу ‰ет ‰‡ лее пе‰ ст‡‚ лен ‚есь учеб ный м‡ те и ‡л по MPI.

5.2. В‚е ‰е ние ‚ ‡з ‡ бот ку п‡ ‡л лель ных 

по „‡мм с ис поль зо ‚‡ ни ем MPI

5.2.1. Ос но ‚ы MPI

Пи ‚е ‰ем ми ни м‡ль но не об хо ‰и мый н‡ бо функ ций MPI, ‰о ст‡ -

точ ный ‰лfl ‡з ‡ бот ки с‡‚нительно по стых п‡ ‡л лель ных по „‡мм.

5.2.1.1. Ини ци ‡ ли з‡ циfl и з‡ ‚е ше ние MPI-по „‡мм

Пе ‚ой ‚ы зы ‚‡ е мой функ ци ей MPI ‰олж н‡ быть функ циfl:

¥nt MPI_In¥t(¥nt *argc, char ***argv),

„‰е

— argc — ук‡ з‡ тель н‡ ко ли че ст ‚о п‡ ‡ ме т о‚ ко м‡н‰ ной сто ки,

— argv — п‡ ‡ ме т ы ко м‡н‰ ной сто ки,

пи ме нfl е м‡fl ‰лfl ини ци ‡ ли з‡ ции се ‰ы ‚ы пол не ниfl MPI-по „‡м мы.

П‡ ‡ ме т ‡ ми функ ции fl‚ лfl ют сfl ко ли че ст ‚о ‡ „у мен то‚ ‚ ко м‡н‰ ной
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сто ке и ‡‰ ес ук‡ з‡ те лfl н‡ м‡с си‚ сим ‚о ло‚ тек с т‡ с‡ мой ко м‡н‰ ной

сто ки.

По сле‰ ней ‚ы зы ‚‡ е мой функ ци ей MPI обfl з‡ тель но ‰олж н‡ fl‚ лflть сfl

функ циfl:

¥nt MPI_F¥nal¥ze(vo¥d).

К‡к е зуль т‡т, мож но от ме тить, что стук ту ‡ п‡ ‡л лель ной по „‡м -

мы, ‡з ‡ бо т‡н н‡fl с ис поль зо ‚‡ ни ем MPI, ‰олж н‡ иметь сле ‰у ю щий ‚и‰:

#¥nclude "mp¥.h"

¥nt ma¥n(¥nt argc, char *argv[]) {

<по „‡мм ный ко‰ без ис поль зо ‚‡ ниfl функ ций MPI>

MPI_In¥t(&agrc, &argv);

<по „‡мм ный ко‰ с ис поль зо ‚‡ ни ем функ ций MPI>

MPI_F¥nal¥ze();

<по „‡мм ный ко‰ без ис поль зо ‚‡ ниfl функ ций MPI>

return 0;

}

Сле ‰у ет от ме тить:

• ф‡йл mp¥.h со ‰е жит оп е ‰е ле ниfl име но ‚‡н ных кон ст‡нт, по то -

ти по‚ функ ций и ти по‚ ‰‡н ных биб ли о те ки MPI;

• функ ции MPI_In¥t и MPI_F¥nal¥ze fl‚ лfl ют сfl обfl з‡ тель ны ми и ‰олж -

ны быть ‚ы пол не ны (и толь ко о‰ин ‡з) к‡ж ‰ым по цес сом п‡ ‡л -

лель ной по „‡м мы;

• пе е‰ ‚ы зо ‚ом MPI_In¥t мо жет быть ис поль зо ‚‡ н‡ функ циfl

MPI_In¥t¥al¥zed ‰лfl оп е ‰е ле ниfl то „о, был ли ‡ нее ‚ы пол нен ‚ы -

зо‚ MPI_In¥t, ‡ по сле ‚ы зо ‚‡ MPI_F¥nal¥ze – MPI_F¥nal¥zed1 ‡н‡ ло -

„ич но „о пе‰ н‡з н‡ че ниfl.

Р‡с смо т ен ные пи ме ы функ ций ‰‡ ют пе‰ ст‡‚ ле ние син т‡к си с‡

име но ‚‡ ниfl функ ций ‚ MPI. Име ни функ ции пе‰ ше ст ‚у ет пе фикс

MPI, ‰‡ лее сле ‰у ет о‰ но или не сколь ко сло‚ н‡ з‚‡ ниfl, пе ‚ое сло ‚о ‚

име ни функ ции н‡ чи н‡ ет сfl с з‡ „л‡‚ но „о сим ‚о л‡, сло ‚‡ ‡з ‰е лfl ют сfl зн‡ -

ком по‰ че ки ‚‡ ниfl. Н‡ з‚‡ ниfl функ ций MPI, к‡к п‡ ‚и ло, по flс нfl ют н‡ -

зн‡ че ние ‚ы пол нfl е мых функ ци ей ‰ей ст ‚ий.

5.2.1.2. Оп е ‰е ле ние ко ли че ст ‚‡ и ‡н „‡ по цес со‚

Оп е ‰е ле ние ко ли че ст ‚‡ по цес со‚ ‚ ‚ы пол нfl е мой п‡ ‡л лель ной

по „‡м ме осу ще ст‚ лfl ет сfl пи по мо щи функ ции:
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¥nt MPI_Comm_s¥ze(MPI_Comm comm, ¥nt *s¥ze),

„‰е

— comm — ком му ни к‡ то, ‡з ме ко то о „о оп е ‰е лfl ет сfl,

— size — оп е ‰е лfl е мое ко ли че ст ‚о по цес со‚ ‚ ком му ни к‡ то е.

Длfl оп е ‰е ле ниfl ‡н „‡ по цес с‡ ис поль зу ет сfl функ циfl:

¥nt MPI_Comm_rank(MPI_Comm comm, ¥nt *rank),

„‰е

— comm — ком му ни к‡ то, ‚ ко то ом оп е ‰е лfl ет сfl ‡н„ по цес с‡,

— rank — ‡н„ по цес с‡ ‚ ком му ни к‡ то е.

К‡к п‡ ‚и ло, ‚ы зо‚ функ ций MPI_Comm_s¥ze и MPI_Comm_rank ‚ы пол -

нfl ет сfl с‡ зу по сле MPI_In¥t ‰лfl по лу че ниfl об ще „о ко ли че ст ‚‡ по цес со‚

и ‡н „‡ те ку ще „о по цес с‡:

#¥nclude "mp¥.h"

¥nt ma¥n(¥nt argc, char *argv[]) {

¥nt ProcNum, ProcRank;

<по „‡мм ный ко‰ без ис поль зо ‚‡ ниfl функ ций MPI>

MPI_In¥t(&agrc, &argv);

MPI_Comm_s¥ze(MPI_COMM_WORLD, &ProcNum);

MPI_Comm_rank(MPI_COMM_WORLD, &ProcRank);

<по „‡мм ный ко‰ с ис поль зо ‚‡ ни ем функ ций MPI>

MPI_F¥nal¥ze();

<по „‡мм ный ко‰ без ис поль зо ‚‡ ниfl функ ций MPI>

return 0;

}

Сле ‰у ет от ме тить:

• ком му ни к‡ то MPI_COMM_WORLD, к‡к от ме ч‡ лось ‡ нее, со з‰‡ ет сfl по

умол ч‡ нию и пе‰ ст‡‚ лfl ет ‚се по цес сы ‚ы пол нfl е мой п‡ ‡л лель -

ной по „‡м мы;

• ‡н„, по лу ч‡ е мый пи по мо щи функ ции MPI_Comm_rank, fl‚ лfl ет сfl

‡н „ом по цес с‡, ‚ы пол ни‚ ше „о ‚ы зо‚ этой функ ции, т. е. пе е -

мен н‡fl ProcRank пи мет ‡з лич ные зн‡ че ниfl у ‡з ных по цес со‚.

5.2.1.3. Пе е ‰‡ ч‡ со об ще ний

Длfl пе е ‰‡ чи со об ще ниfl по цесс-от п‡ ‚и тель ‰ол жен ‚ы пол нить

функ цию:
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¥nt MPI_Send(vo¥d *buf, ¥nt count, MPI_Datatype type, ¥nt dest,

¥nt tag, MPI_Comm comm),

„‰е

— buf — ‡‰ ес бу фе ‡ п‡ мfl ти, ‚ ко то ом ‡с по л‡ „‡ ют сfl ‰‡н ные от -

п‡‚ лfl е мо „о со об ще ниfl;

— count — ко ли че ст ‚о эле мен то‚ ‰‡н ных ‚ со об ще нии;

— type — тип эле мен то‚ ‰‡н ных пе е сы л‡ е мо „о со об ще ниfl;

— dest — ‡н„ по цес с‡, ко то о му от п‡‚ лfl ет сfl со об ще ние;

— tag — зн‡ че ние-те„, ис поль зу е мое ‰лfl и‰ен ти фи к‡ ции со об ще ниfl;

— comm — ком му ни к‡ то, ‚ ‡м к‡х ко то о „о ‚ы пол нfl ет сfl пе е ‰‡ ч‡

‰‡н ных.

Длfl ук‡ з‡ ниfl ти п‡ пе е сы л‡ е мых ‰‡н ных ‚ MPI име ет сfl fl‰ б‡ зо ‚ых

ти по‚, пол ный спи сок ко то ых пи ‚е ‰ен ‚ т‡бл. 5.1.

Т‡б ли ц‡ 5.1. Б‡ зо ‚ые (пpе‰опpе‰е лен ные) ти пы ‰‡н ных MPI ‰лfl 

‡л „о ит ми че с ко „о flзы к‡ C

Тип ‰‡н ных MPI Тип ‰‡н ных C

MPI_BYTE 

MPI_CHAR signed char

MPI_DOUBLE double

MPI_FLOAT float

MPI_INT int

MPI_LONG long

MPI_LONG_DOUBLE long double

MPI_PACKED 

MPI_SHORT short

MPI_UNSIGNED_CHAR unsigned char

MPI_UNSIGNED unsigned int

MPI_UNSIGNED_LONG unsigned long

MPI_UNSIGNED_SHORT unsigned short

Сле ‰у ет от ме тить:

• от п‡‚ лfl е мое со об ще ние оп е ‰е лfl ет сfl че ез ук‡ з‡ ние бло к‡ п‡ мfl -

ти (бу фе ‡), ‚ ко то ом это со об ще ние ‡с по л‡ „‡ ет сfl. Ис поль зу е -

м‡fl ‰лfl ук‡ з‡ ниfl бу фе ‡ ти ‡ ‰‡

(buf, count, type)

‚хо ‰ит ‚ со ст‡‚ п‡ ‡ ме т о‚ п‡к ти че с ки ‚сех функ ций пе е ‰‡ чи

‰‡н ных;
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• по цес сы, меж ‰у ко то ы ми ‚ы пол нfl ет сfl пе е ‰‡ ч‡ ‰‡н ных, ‚ обfl -

з‡ тель ном по fl‰ ке ‰олж ны пи н‡‰ ле ж‡ть ком му ни к‡ то у, ук‡ зы -

‚‡ е мо му ‚ функ ции MPI_Send;

• п‡ ‡ мет tag ис поль зу ет сfl толь ко пи не об хо ‰и мо с ти ‡з ли че ниfl

пе е ‰‡ ‚‡ е мых со об ще ний, ‚ по ти‚ ном слу ч‡е ‚ к‡ че ст ‚е зн‡ че ниfl

п‡ ‡ ме т ‡ мо жет быть ис поль зо ‚‡ но по из ‚оль ное по ло жи тель ное

це лое чис ло1 (см. т‡к же опи с‡ ние функ ции MPI_Recv).

С‡ зу же по сле з‡ ‚е ше ниfl функ ции MPI_Send по цесс-от п‡ ‚и тель

мо жет н‡ ч‡ть по ‚то но ис поль зо ‚‡ть бу фе п‡ мfl ти, ‚ ко то ом ‡с по л‡ -

„‡ лось от п‡‚ лfl е мое со об ще ние. Т‡к же сле ‰у ет по ни м‡ть, что ‚ мо мент

з‡ ‚е ше ниfl функ ции MPI_Send со сто fl ние с‡ мо „о пе е сы л‡ е мо „о со об ще -

ниfl мо жет быть со ‚е шен но ‡з лич ным: со об ще ние мо жет ‡с по л‡ „‡ть -

сfl ‚ по цес се-от п‡ ‚и те ле, мо жет н‡ хо ‰ить сfl ‚ со сто fl нии пе е ‰‡ чи, мо -

жет х‡ нить сfl ‚ по цес се-по лу ч‡ те ле или же мо жет быть пи нfl то по -

цес сом-по лу ч‡ те лем пи по мо щи функ ции MPI_Recv. Тем с‡ мым, з‡ ‚е -

ше ние функ ции MPI_Send оз н‡ ч‡ ет лишь, что опе ‡ циfl пе е ‰‡ чи н‡ ч‡ л‡

‚ы пол нflть сfl и пе е сыл к‡ со об ще ниfl ‡ но или по з‰ но бу ‰ет ‚ы пол не н‡.

Пи ме ис поль зо ‚‡ ниfl функ ции бу ‰ет пе‰ ст‡‚ лен по сле опи с‡ ниfl

функ ции MPI_Recv.

5.2.1.4. Пи ем со об ще ний

Длfl пи ем‡ со об ще ниfl по цесс-по лу ч‡ тель ‰ол жен ‚ы пол нить

функ цию:

¥nt MPI_Recv(vo¥d *buf, ¥nt count, MPI_Datatype type, ¥nt source,

¥nt tag, MPI_Comm comm, MPI_Status *status),

„‰е

— buf, count, type — бу фе п‡ мfl ти ‰лfl пи ем‡ со об ще ниfl, н‡ зн‡ че ние

к‡ж ‰о „о от ‰ель но „о п‡ ‡ ме т ‡ со от ‚ет ст ‚у ет опи с‡ нию ‚ MPI_Send;

— source — ‡н„ по цес с‡, от ко то о „о ‰ол жен быть ‚ы пол нен пи -

ем со об ще ниfl;

— tag — те„ со об ще ниfl, ко то ое ‰олж но быть пи нfl то ‰лfl по цес с‡;

— comm — ком му ни к‡ то, ‚ ‡м к‡х ко то о „о ‚ы пол нfl ет сfl пе е ‰‡ ч‡

‰‡н ных;

— status – ук‡ з‡ тель н‡ стук ту у ‰‡н ных с ин фо м‡ ци ей о е зуль т‡ -

те ‚ы пол не ниfl опе ‡ ции пи ем‡ ‰‡н ных.

Сле ‰у ет от ме тить:
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• бу фе п‡ мfl ти ‰ол жен быть ‰о ст‡ точ ным ‰лfl пи ем‡ со об ще ниfl.

Пи не х‚‡т ке п‡ мfl ти ч‡сть со об ще ниfl бу ‰ет по те fl н‡ и ‚ ко ‰е з‡ -

‚е ше ниfl функ ции бу ‰ет з‡ фик си о ‚‡ н‡ ошиб к‡ пе е пол не ниfl; с

‰у „ой сто о ны, пи ни м‡ е мое со об ще ние мо жет быть и ко о че,

чем ‡з ме пи ем но „о бу фе ‡, ‚ т‡ ком слу ч‡е из ме нflт сfl толь ко

уч‡ ст ки бу фе ‡, з‡ то ну тые пи нfl тым со об ще ни ем;

• типы эле мен то‚ пе е ‰‡ ‚‡ е мо „о и пи ни м‡ е мо „о со об ще ниfl ‰олж -

ны со‚ п‡ ‰‡ть;

• пи не об хо ‰и мо с ти пи ем‡ со об ще ниfl от лю бо „о по цес с‡-от -

п‡ ‚и те лfl ‰лfl п‡ ‡ ме т ‡ source мо жет быть ук‡ з‡ но зн‡ че ние

MPI_ANY_SOURCE (‚ от ли чие от функ ции пе е ‰‡ чи MPI_Send, ко то ‡fl

от сы л‡ ет со об ще ние сто „о оп е ‰е лен но му ‡‰ е с‡ ту);

• пи не об хо ‰и мо с ти пи ем‡ со об ще ниfl с лю бым те „ом ‰лfl п‡ ‡ ме -

т ‡ tag мо жет быть ук‡ з‡ но зн‡ че ние MPI_ANY_TAG (опflть-т‡ ки, пи

ис поль зо ‚‡ нии функ ции MPI_Send ‰олж но быть ук‡ з‡ но кон кет ное

зн‡ че ние те „‡);

• ‚ от ли чие от п‡ ‡ ме т о‚ «по цесс-по лу ч‡ тель» и «те„», п‡ ‡ мет

«ком му ни к‡ то» не име ет зн‡ че ниfl, оз н‡ ч‡ ю ще „о «лю бой ком му -

ни к‡ то»;

• п‡ ‡ мет status поз ‚о лfl ет оп е ‰е лить fl‰ х‡ ‡к те и с тик пи нfl то „о

со об ще ниfl:

— status.MPI_SOURCE — ‡н„ по цес с‡ – от п‡ ‚и те лfl пи нfl то „о со -

об ще ниfl;

— status.MPI_TAG — те„ пи нfl то „о со об ще ниfl.

Пи ‚е ‰ен ные зн‡ че ниfl MPI_ANY_SOURCE и MPI_ANY_TAG ино „‰‡ н‡ зы ‚‡ -

ют ‰жо ке ‡ ми.

Зн‡ че ние пе е мен ной status поз ‚о лfl ет оп е ‰е лить ко ли че ст ‚о эле -

мен то‚ ‰‡н ных ‚ пи нfl том со об ще нии пи по мо щи функ ции:

¥nt MPI_Get_count(MPI_Status *status, MPI_Datatype type, 

¥nt *count),

„‰е

— status — ст‡ тус опе ‡ ции MPI_Recv;

— type — тип пи нfl тых ‰‡н ных;

— count — ко ли че ст ‚о эле мен то‚ ‰‡н ных ‚ со об ще нии.

Вы зо‚ функ ции MPI_Recv не обfl з‡н быть со „л‡ со ‚‡н ным со ‚е ме нем

‚ы зо ‚‡ со от ‚ет ст ‚у ю щей функ ции пе е ‰‡ чи со об ще ниfl MPI_Send – пи ем
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со об ще ниfl мо жет быть ини ци и о ‚‡н ‰о мо мен т‡, ‚ мо мент или по сле мо -

мен т‡ н‡ ч‡ л‡ от п‡‚ ки со об ще ниfl.

По з‡ ‚е ше нии функ ции MPI_Recv ‚ з‡ ‰‡н ном бу фе е п‡ мfl ти бу ‰ет

‡с по л‡ „‡ть сfl пи нfl тое со об ще ние. Пин ци пи ‡ль ный мо мент з‰есь со -

сто ит ‚ том, что функ циfl MPI_Recv fl‚ лfl ет сfl бло ки у ю щей ‰лfl по цес с‡-

по лу ч‡ те лfl, т. е. е„о ‚ы пол не ние пи ос т‡ н‡‚ ли ‚‡ ет сfl ‰о з‡ ‚е ше ниfl ‡ -

бо ты функ ции. Т‡ ким об ‡ зом, ес ли по к‡ ким-то пи чи н‡м ожи ‰‡ е мое

‰лfl пи ем‡ со об ще ние бу ‰ет от сут ст ‚о ‚‡ть, ‚ы пол не ние п‡ ‡л лель ной

по „‡м мы бу ‰ет бло ки о ‚‡ но.

5.2.1.5. Пе ‚‡fl п‡ ‡л лель н‡fl по „‡м м‡ 

с ис поль зо ‚‡ ни ем MPI

Р‡с смо т ен ный н‡ бо функ ций ок‡ зы ‚‡ ет сfl ‰о ст‡ точ ным ‰лfl ‡з ‡ -

бот ки п‡ ‡л лель ных по „‡мм1. Пи ‚о ‰и м‡fl ни же по „‡м м‡ fl‚ лfl ет сfl

ст‡н ‰‡т ным н‡ ч‡ль ным пи ме ом ‰лfl ‡л „о ит ми че с ко „о flзы к‡ C.

По „‡м м‡ 5.1. Пе ‚‡fl п‡ ‡л лель н‡fl по „‡м м‡ с ис поль зо ‚‡ ни ем

MPI

#¥nclude <std¥o.h>

#¥nclude "mp¥.h"

¥nt ma¥n(¥nt argc, char* argv[]){

¥nt ProcNum, ProcRank, RecvRank;

MPI_Status Status;

MPI_In¥t(&argc, &argv);

MPI_Comm_s¥ze(MPI_COMM_WORLD, &ProcNum);

MPI_Comm_rank(MPI_COMM_WORLD, &ProcRank);

¥f ( ProcRank == 0 ){

// Дей ст ‚иfl, ‚ы пол нfl е мые толь ко по цес сом с ‡н „ом 0

pr¥ntf("\n Hello from process %3d", ProcRank);

for (¥nt ¥ = 1; ¥ < ProcNum; ¥++ ) {

MPI_Recv(&RecvRank, 1, MPI_INT, MPI_ANY_SOURCE, 

MPI_ANY_TAG, MPI_COMM_WORLD, &Status);

pr¥ntf("\n Hello from process %3d", RecvRank);

}

} 

else // Со об ще ние, от п‡‚ лfl е мое ‚се ми по цес с‡ ми, 

// ко ме по цес с‡ с ‡н „ом 0 
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MPI_Send(&ProcRank,1,MPI_INT,0,0,MPI_COMM_WORLD);

MPI_F¥nal¥ze();

return 0;

}

К‡к сле ‰у ет из тек с т‡ по „‡м мы, к‡ж ‰ый по цесс оп е ‰е лfl ет с‚ой

‡н„, по сле че „о ‰ей ст ‚иfl ‚ по „‡м ме ‡з ‰е лfl ют сfl. Все по цес сы, ко ме

по цес с‡ с ‡н „ом 0, пе е ‰‡ ют зн‡ че ние с‚о е „о ‡н „‡ ну ле ‚о му по цес су.

По цесс с ‡н „ом 0 сн‡ ч‡ л‡ пе ч‡ т‡ ет зн‡ че ние с‚о е „о ‡н „‡, ‡ ‰‡ лее по -

сле ‰о ‚‡ тель но пи ни м‡ ет со об ще ниfl с ‡н „‡ ми по цес со‚ и т‡к же пе ч‡ -

т‡ ет их зн‡ че ниfl. Пи этом ‚‡ж но от ме тить, что по fl ‰ок пи ем‡ со об ще -

ний з‡ ‡ нее не оп е ‰е лен и з‡ ‚и сит от ус ло ‚ий ‚ы пол не ниfl п‡ ‡л лель -

ной по „‡м мы (бо лее то „о, этот по fl ‰ок мо жет из ме нflть сfl от з‡ пу с к‡ к

з‡ пу с ку). Т‡к, ‚оз мож ный ‚‡ и ‡нт е зуль т‡ то‚ пе ч‡ ти по цес с‡ 0 мо жет

со сто flть ‚ сле ‰у ю щем (‰лfl п‡ ‡л лель ной по „‡м мы из че ты ех по цес -

со‚):

Hello from process 0

Hello from process 2

Hello from process 1

Hello from process 3

Т‡ кой «пл‡ ‚‡ ю щий» ‚и‰ по лу ч‡ е мых е зуль т‡ то‚ су ще ст ‚ен ным об -

‡ зом ус лож нfl ет ‡з ‡ бот ку, те с ти о ‚‡ ние и от л‡‰ ку п‡ ‡л лель ных по -

„‡мм, т. к. ‚ этом слу ч‡е ис че з‡ ет о‰ин из ос но‚ ных пин ци по‚ по „‡м -

ми о ‚‡ ниfl – по ‚то fl е мость ‚ы пол нfl е мых ‚ы чис ли тель ных экс пе и мен -

то‚. К‡к п‡ ‚и ло, ес ли это не пи ‚о ‰ит к по те е эф фек ти‚ но с ти, сле ‰у ет

обес пе чи ‚‡ть о‰ но зн‡ч ность ‡с че то‚ и пи ис поль зо ‚‡ нии п‡ ‡л лель -

ных ‚ы чис ле ний. Длfl ‡с см‡ т и ‚‡ е мо „о по сто „о пи ме ‡ мож но ‚ос ст‡ -

но ‚ить по сто flн ст ‚о по лу ч‡ е мых е зуль т‡ то‚ пи по мо щи з‡ ‰‡ ниfl ‡н „‡

по цес с‡-от п‡ ‚и те лfl ‚ опе ‡ ции пи ем‡ со об ще ниfl:

MPI_Recv(&RecvRank, 1, MPI_INT, ¥, MPI_ANY_TAG, MPI_COMM_WORLD,

&Status).

Ук‡ з‡ ние ‡н „‡ по цес с‡-от п‡ ‚и те лfl е„ л‡ мен ти у ет по fl ‰ок пи -

ем‡ со об ще ний, и, к‡к е зуль т‡т, сто ки пе ч‡ ти бу ‰ут по fl‚ лflть сfl сто „о ‚

по fl‰ ке ‚оз ‡ с т‡ ниfl ‡н „о‚ по цес со‚ (по ‚то им, что т‡ к‡fl е„ л‡ мен т‡ -

циfl ‚ от ‰ель ных си ту ‡ ци flх мо жет пи ‚о ‰ить к з‡ ме‰ ле нию ‚ы пол нfl е мых

п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний).

Сле ‰у ет от ме тить еще о‰ин ‚‡ж ный мо мент: ‡з ‡ б‡ ты ‚‡ е м‡fl с пи -

ме не ни ем MPI по „‡м м‡, к‡к ‚ ‰‡н ном ч‡ ст ном ‚‡ и ‡н те, т‡к и ‚ с‡ мом
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об щем слу ч‡е, ис поль зу ет сfl ‰лfl по ож ‰е ниfl ‚сех по цес со‚ п‡ ‡л лель -

ной по „‡м мы ‡ зн‡ чит, ‰олж н‡ оп е ‰е лflть ‚ы чис ле ниfl, ‚ы пол нfl е мые

‚се ми эти ми по цес с‡ ми. Мож но ск‡ з‡ть, что MPI-по „‡м м‡ fl‚ лfl ет сfl

не ко то ой «м‡ к опо „‡м мой», ‡з лич ные ч‡ с ти ко то ой ис поль зу ют сfl

‡з ны ми по цес с‡ ми. Т‡к, н‡ пи ме, ‚ пи ‚е ‰ен ном пи ме е по „‡м мы

‚ы ‰е лен ные ‡м кой уч‡ ст ки по „‡мм но „о ко ‰‡ не ‚ы пол нfl ют сfl о‰ но -

‚е мен но ни о‰ ним из по цес со‚. Пе ‚ый ‚ы ‰е лен ный уч‡ с ток с функ -

ци ей пи ем‡ MPI_Recv ис пол нfl ет сfl толь ко по цес сом с ‡н „ом 0, ‚то ой

уч‡ с ток с функ ци ей пее‰‡чи MPI_Send з‡ ‰ей ст ‚у ет сfl ‚се ми по цес с‡ ми,

з‡ ис клю че ни ем ну ле ‚о „о по цес с‡.

Длfl ‡з ‰е ле ниfl ф‡„ мен то‚ ко ‰‡ меж ‰у по цес с‡ ми обыч но ис поль -

зу ет сfl по‰ хо‰, пи ме нен ный ‚ толь ко что ‡с смо т ен ной по „‡м ме, –

пи по мо щи функ ции MPI_Comm_rank оп е ‰е лfl ет сfl ‡н„ по цес с‡, ‡ з‡ тем

‚ со от ‚ет ст ‚ии с ‡н „ом ‚ы ‰е лfl ют сfl не об хо ‰и мые ‰лfl по цес с‡ уч‡ ст ки

по „‡мм но „о ко ‰‡. Н‡ ли чие ‚ о‰ ной и той же по „‡м ме ф‡„ мен то‚ ко -

‰‡ ‡з ных по цес со‚ т‡к же зн‡ чи тель но ус лож нfl ет по ни м‡ ние и, ‚ це лом,

‡з ‡ бот ку MPI-по „‡м мы. К‡к е зуль т‡т, мож но е ко мен ‰о ‚‡ть пи

у‚е ли че нии объ е м‡ ‡з ‡ б‡ ты ‚‡ е мых по „‡мм ‚ы но сить по „‡мм ный

ко‰ ‡з ных по цес со‚ ‚ от ‰ель ные по „‡мм ные мо ‰у ли (функ ции). Об -

щ‡fl схе м‡ MPI-по „‡м мы ‚ этом слу ч‡е бу ‰ет иметь ‚и‰:

MPI_Comm_rank(MPI_COMM_WORLD, &ProcRank);

¥f ( ProcRank == 0 ) DoProcess0();

else ¥f ( ProcRank == 1 ) DoProcess1();

else ¥f ( ProcRank == 2 ) DoProcess2();

Во мно „их слу ч‡ flх, к‡к и ‚ ‡с смо т ен ном пи ме е, ‚ы пол нfl е мые

‰ей ст ‚иfl fl‚ лfl ют сfl от ли ч‡ ю щи ми сfl толь ко ‰лfl по цес с‡ с ‡н „ом 0. В

этом слу ч‡е об щ‡fl схе м‡ MPI-по „‡м мы пи ни м‡ ет бо лее по стой ‚и‰:

MPI_Comm_rank(MPI_COMM_WORLD, &ProcRank);

¥f ( ProcRank == 0 ) DoManagerProcess();

else DoWorkerProcesses();      

В з‡ ‚е ше ние об суж ‰е ниfl пи ме ‡ по flс ним пи ме нен ный ‚ MPI

по‰ хо‰ ‰лfl кон то лfl п‡ ‚иль но с ти ‚ы пол не ниfl функ ций. Все функ ции

MPI (ко ме MPI_Wt¥me и MPI_Wt¥ck) ‚оз ‚‡ щ‡ ют ‚ к‡ че ст ‚е с‚о е „о зн‡ че ниfl

ко‰ з‡ ‚е ше ниfl. Пи ус пеш ном ‚ы пол не нии функ ции ‚оз ‚‡ щ‡ е мый ко‰

‡ ‚ен MPI_SUCCESS. Ду „ие зн‡ че ниfl ко ‰‡ з‡ ‚е ше ниfl с‚и ‰е тель ст ‚у ют об

об н‡ у же нии тех или иных оши боч ных си ту ‡ ций ‚ хо ‰е ‚ы пол не ниfl

функ ций. Длfl ‚ы flс не ниfl ти п‡ об н‡ у жен ной ошиб ки ис поль зу ют сfl 

пе ‰о пе ‰е лен ные име но ‚‡н ные кон ст‡н ты, се ‰и ко то ых:
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— MPI_ERR_BUFFER — не п‡ ‚иль ный ук‡ з‡ тель н‡ бу фе;

— MPI_ERR_TRUNCATE — со об ще ние пе ‚ы ш‡ ет ‡з ме пи ем но „о бу -

фе ‡;

— MPI_ERR_COMM — не п‡ ‚иль ный ком му ни к‡ то;

— MPI_ERR_RANK — не п‡ ‚иль ный ‡н„ по цес с‡ и ‰.

Пол ный спи сок кон ст‡нт ‰лfl по ‚е ки ко ‰‡ з‡ ‚е ше ниfl со ‰е жит сfl ‚

ф‡й ле mpi.h. О‰ н‡ ко, по умол ч‡ нию, ‚оз ник но ‚е ние лю бой ошиб ки ‚о

‚е мfl ‚ы пол не ниfl функ ции MPI пи ‚о ‰ит к не ме‰ лен но му з‡ ‚е ше нию

п‡ ‡л лель ной по „‡м мы. Длfl то „о что бы иметь ‚оз мож ность по ‡н‡ ли -

зи о ‚‡ть ‚оз ‚‡ щ‡ е мый ко‰ з‡ ‚е ше ниfl, не об хо ‰и мо ‚ос поль зо ‚‡ть сfl

пе ‰о ст‡‚ лfl е мы ми MPI функ ци fl ми по со з‰‡ нию об ‡ бот чи ко‚ оши бок и

уп‡‚лению ими, ‡с смо т е ние ко то ых не ‚хо ‰ит ‚ м‡ те и ‡л ‰‡н ной

лек ции.

5.2.2. Оп е ‰е ле ние ‚е ме ни ‚ы пол не ние MPI-по „‡м мы

П‡к ти че с ки с‡ зу же по сле ‡з ‡ бот ки пе ‚ых п‡ ‡л лель ных по -

„‡мм ‚оз ни к‡ ет не об хо ‰и мость оп е ‰е ле ниfl ‚е ме ни ‚ы пол не ниfl ‚ы -

чис ле ний ‰лfl оцен ки ‰о сти „‡ е мо „о ус ко е ниfl по цес со‚ е ше ниfl з‡ ‰‡ч

з‡ счет ис поль зо ‚‡ ниfl п‡ ‡л ле лиз м‡. Ис поль зу е мые обыч но се‰ ст ‚‡ ‰лfl

из ме е ниfl ‚е ме ни ‡ бо ты по „‡мм з‡ ‚и сflт, к‡к п‡ ‚и ло, от ‡п п‡ ‡т -

ной пл‡т фо мы, опе ‡ ци он ной си с те мы, ‡л „о ит ми че с ко „о flзы к‡ и т. п.

Ст‡н ‰‡т MPI ‚клю ч‡ ет оп е ‰е ле ние спе ци ‡ль ных функ ций ‰лfl из ме е -

ниfl ‚е ме ни, пи ме не ние ко то ых поз ‚о лfl ет ус т ‡ нить з‡ ‚и си мость от

се ‰ы ‚ы пол не ниfl п‡ ‡л лель ных по „‡мм.

По лу че ние те ку ще „о мо мен т‡ ‚е ме ни обес пе чи ‚‡ ет сfl пи по мо щи

функ ции:

double MPI_Wt¥me(vo¥d),

е зуль т‡т ее ‚ы зо ‚‡ есть ко ли че ст ‚о се кун‰, по ше‰ шее от не ко то о „о оп -

е ‰е лен но „о мо мен т‡ ‚е ме ни ‚ по шлом. Этот мо мент ‚е ме ни ‚ по -

шлом, от ко то о „о по ис хо ‰ит от счет се кун‰, мо жет з‡ ‚и сеть от се ‰ы е -

‡ ли з‡ ции биб ли о те ки MPI, и, тем с‡ мым, ‰лfl ухо ‰‡ от т‡ кой з‡ ‚и си мо с ти

функ цию MPI_Wt¥me сле ‰у ет ис поль зо ‚‡ть толь ко ‰лfl оп е ‰е ле ниfl ‰ли -

тель но с ти ‚ы пол не ниfl тех или иных ф‡„ мен то‚ ко ‰‡ п‡ ‡л лель ных по -

„‡мм. Воз мож н‡fl схе м‡ пи ме не ниfl функ ции MPI_Wt¥me мо жет со сто flть

‚ сле ‰у ю щем:

double t1, t2, dt;

t1 = MPI_Wt¥me();

…
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t2 = MPI_Wt¥me();

dt = t2 – t1;

Точ ность из ме е ниfl ‚е ме ни т‡к же мо жет з‡ ‚и сеть от се ‰ы ‚ы пол -

не ниfl п‡ ‡л лель ной по „‡м мы. Длfl оп е ‰е ле ниfl те ку ще „о зн‡ че ниfl

точ но с ти мо жет быть ис поль зо ‚‡ н‡ функ циfl:

double MPI_Wt¥ck(vo¥d),

поз ‚о лfl ю щ‡fl оп е ‰е лить ‚е мfl ‚ се кун ‰‡х меж ‰у ‰‚у мfl по сле ‰о ‚‡ тель -

ны ми по к‡ з‡ те лfl ми ‚е ме ни ‡п п‡ ‡т но „о т‡й ме ‡ пи ме нен ной ком -

пью те ной си с те мы.

5.2.3. Н‡ ч‡ль ное зн‡ ком ст ‚о с кол лек ти‚ ны ми 

опе ‡ ци fl ми пе е ‰‡ чи ‰‡н ных

Функ ции MPI_Send и MPI_Recv, ‡с смо т ен ные ‚ п. 5.2.1, обес пе чи ‚‡ -

ют ‚оз мож ность ‚ы пол не ниfl п‡ ных опе ‡ ций пе е ‰‡ чи ‰‡н ных меж ‰у

‰‚у мfl по цес с‡ ми п‡ ‡л лель ной по „‡м мы. Длfl ‚ы пол не ниfl ком му ни -

к‡ ци он ных кол лек ти‚ ных опе ‡ ций, ‚ ко то ых пи ни м‡ ют уч‡ с тие ‚се

по цес сы ком му ни к‡ то ‡, ‚ MPI пе ‰у с мо т ен спе ци ‡ль ный н‡ бо

функ ций. В ‰‡н ном по‰ ‡з ‰е ле бу ‰ут ‡с смо т е ны ти т‡ кие функ ции,

ши о ко пи ме нfl е мые ‰‡ же пи ‡з ‡ бот ке с‡‚ ни тель но по стых п‡ ‡л -

лель ных по „‡мм; пол ное же пе‰ ст‡‚ ле ние кол лек ти‚ ных опе ‡ ций бу -

‰ет ‰‡ но ‚ по‰ ‡з ‰е ле 5.4.

Длfl ‰е мон ст ‡ ции пи ме не ниfl ‡с см‡ т и ‚‡ е мых функ ций MPI бу -

‰ет ис поль зо ‚‡ть сfl учеб н‡fl з‡ ‰‡ ч‡ сум ми о ‚‡ ниfl эле мен то‚ ‚ек то ‡ x (см.

по‰ ‡з ‰ел 2.5):

Р‡з ‡ бот к‡ п‡ ‡л лель но „о ‡л „о ит м‡ ‰лfl е ше ниfl ‰‡н ной з‡ ‰‡ чи не

‚ы зы ‚‡ ет з‡ ту‰ не ний: не об хо ‰и мо ‡з ‰е лить ‰‡н ные н‡ ‡‚ ные бло ки,

пе е ‰‡ть эти бло ки по цес с‡м, ‚ы пол нить ‚ по цес с‡х сум ми о ‚‡ ние по -

лу чен ных ‰‡н ных, со б‡ть зн‡ че ниfl ‚ы чис лен ных ч‡ ст ных сумм н‡ о‰ -

ном из по цес со‚ и сло жить зн‡ че ниfl ч‡ с тич ных сумм ‰лfl по лу че ниfl об -

ще „о е зуль т‡ т‡ е ш‡ е мой з‡ ‰‡ чи. Пи по сле ‰у ю щей ‡з ‡ бот ке ‰е мон -

ст ‡ ци он ных по „‡мм ‰‡н ный ‡с смо т ен ный ‡л „о итм бу ‰ет не сколь -

ко уп о щен: по цес с‡м по „‡м мы бу ‰ет пе е ‰‡ ‚‡ть сfl ‚есь сум ми у е мый

‚ек то, ‡ не от ‰ель ные бло ки это „о ‚ек то ‡.
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5.2.3.1. Пе е ‰‡ ч‡ ‰‡н ных от о‰ но „о по цес с‡ 

‚сем по цес с‡м по „‡м мы

Пе ‚‡fl з‡‰‡ч‡ пи ‚ы пол не нии ‡с смо т ен но „о п‡ ‡л лель но „о ‡л „о -

ит м‡ сум ми о ‚‡ ниfl со сто ит ‚ не об хо ‰и мо с ти пе е ‰‡ чи зн‡ че ний ‚ек то -

‡ x ‚сем по цес с‡м п‡ ‡л лель ной по „‡м мы. Ко неч но, ‰лfl е ше ниfl

этой з‡‰‡чи мож но ‚ос поль зо ‚‡ть сfl ‡с смо т ен ны ми ‡ нее функ ци fl ми

п‡ ных опе ‡ ций пе е ‰‡ чи ‰‡н ных:

MPI_Comm_s¥ze(MPI_COMM_WORLD, &ProcNum);

for (¥nt ¥ = 1; ¥ < ProcNum; ¥++)

MPI_Send(&x, n, MPI_DOUBLE, ¥, 0, MPI_COMM_WORLD);

О‰ н‡ ко т‡ кое е ше ние бу ‰ет к‡й не не эф фек ти‚ ным, по сколь ку по -

‚то е ние опе ‡ ций пе е ‰‡ чи пи ‚о ‰ит к сум ми о ‚‡ нию з‡ т‡т (л‡ тент -

но с тей) н‡ по‰ „о то‚ ку пе е ‰‡ ‚‡ е мых со об ще ний. Ко ме то „о, к‡к по к‡ з‡ -

но ‚ лек ции 3, ‰‡н н‡fl опе ‡ циfl мо жет быть ‚ы пол не н‡ з‡ log2 p ите ‡ ций

пе е ‰‡ чи ‰‡н ных.

До сти же ние эф фек ти‚ но „о ‚ы пол не ниfl опе ‡ ции пе е ‰‡ чи ‰‡н ных

от о‰ но „о по цес с‡ ‚сем по цес с‡м по „‡м мы (ши о ко ‚е щ‡ тель н‡fl ‡с -

сыл к‡ ‰‡н ных) мо жет быть обес пе че но пи по мо щи функ ции MPI:

¥nt MPI_Bcast(vo¥d *buf, ¥nt count, MPI_Datatype type, ¥nt root,

MPI_Comm comm),

„‰е

— buf, count, type — бу фе п‡ мfl ти с от п‡‚ лfl е мым со об ще ни ем (‰лfl

по цес с‡ с ‡н „ом 0) и ‰лfl пи ем‡ со об ще ний (‰лfl ‚сех ос т‡ль ных

по цес со‚);

— root — ‡н„ по цес с‡, ‚ы пол нfl ю ще „о ‡с сыл ку ‰‡н ных;

— comm — ком му ни к‡ то, ‚ ‡м к‡х ко то о „о ‚ы пол нfl ет сfl пе е ‰‡ ч‡

‰‡н ных.

Функ циfl MPI_Bcast осу ще ст‚ лfl ет ‡с сыл ку ‰‡н ных из бу фе ‡ buf, со -

‰е ж‡ ще „о count эле мен то‚ ти п‡ type, с по цес с‡, име ю ще „о но ме root,

‚сем по цес с‡м, ‚хо ‰fl щим ‚ ком му ни к‡ то comm (см. ис. 5.1).

Сле ‰у ет от ме тить:

• функ циfl MPI_Bcast оп е ‰е лfl ет кол лек ти‚ ную опе ‡ цию, и, тем с‡ -

мым, пи ‚ы пол не нии не об хо ‰и мых ‡с сы лок ‰‡н ных ‚ы зо‚

функ ции MPI_Bcast ‰ол жен быть осу ще ст‚ лен ‚се ми по цес с‡ ми

ук‡ зы ‚‡ е мо „о ком му ни к‡ то ‡ (см. ‰‡ лее пи ме по „‡м мы);

• ук‡ зы ‚‡ е мый ‚ функ ции MPI_Bcast бу фе п‡ мfl ти име ет ‡з лич ное

н‡ зн‡ че ние у ‡з ных по цес со‚: ‰лfl по цес с‡ с ‡н „ом root, ко то -
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ым осу ще ст‚ лfl ет сfl ‡с сыл к‡ ‰‡н ных, ‚ этом бу фе е ‰олж но н‡ -

хо ‰ить сfl ‡с сы л‡ е мое со об ще ние, ‡ ‰лfl ‚сех ос т‡ль ных по цес -

со‚ ук‡ зы ‚‡ е мый бу фе пе‰ н‡з н‡ чен ‰лfl пи ем‡ пе е ‰‡ ‚‡ е мых

‰‡н ных;

• ‚се кол лек ти‚ ные опе ‡ ции «не со ‚ме с ти мы» с п‡ ны ми опе ‡ ци -

fl ми — т‡к, н‡ пи ме, пи нflть ши о ко ‚е щ‡ тель ное со об ще ние,

ото сл‡н ное с по мо щью MPI_Bcast, функ ци ей MPI_Recv нель зfl, ‰лfl

это „о мож но з‡ ‰ей ст ‚о ‚‡ть толь ко MPI_Bcast.

Пи ‚е ‰ем по „‡м му ‰лfl е ше ниfl учеб ной з‡ ‰‡ чи сум ми о ‚‡ ниfl

эле мен то‚ ‚ек то ‡ с ис поль зо ‚‡ ни ем ‡с смо т ен ной функ ции. 

По „‡м м‡ 5.2. П‡ ‡л лель н‡fl по „‡м м‡ сум ми о ‚‡ ниfl чис ло ‚ых

зн‡ че ний

#¥nclude <math.h> 

#¥nclude <std¥o.h>

#¥nclude <stdl¥b.h>

#¥nclude "mp¥.h"

¥nt ma¥n(¥nt argc, char* argv[]){

double x[100], TotalSum, ProcSum = 0.0;

¥nt  ProcRank, ProcNum, N=100, k, ¥1, ¥2;

MPI_Status Status;

// Ини ци ‡ ли з‡ циfl

MPI_In¥t(&argc,&argv); 

MPI_Comm_s¥ze(MPI_COMM_WORLD,&ProcNum); 

MPI_Comm_rank(MPI_COMM_WORLD,&ProcRank);
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// По‰ „о то‚ к‡ ‰‡н ных

¥f ( ProcRank == 0 ) DataIn¥t¥al¥zat¥on(x,N);

// Р‡с сыл к‡ ‰‡н ных н‡ ‚се по цес сы

MPI_Bcast(x, N, MPI_DOUBLE, 0, MPI_COMM_WORLD);

// Вы чис ле ние ч‡ с тич ной сум мы н‡ к‡ж ‰ом из по цес со‚

// н‡ к‡ж ‰ом по цес се сум ми у ют сfl эле мен ты ‚ек то ‡ x от ¥1 ‰о ¥2

k = N / ProcNum;

¥1 = k *   ProcRank;

¥2 = k * ( ProcRank + 1 );

¥f ( ProcRank == ProcNum-1 ) ¥2 = N;

for ( ¥nt ¥ = ¥1; ¥ < ¥2; ¥++ )

ProcSum  = ProcSum + x[¥];

// Сбо к‡ ч‡ с тич ных сумм н‡ по цес се с ‡н „ом 0

¥f ( ProcRank == 0 ) {

TotalSum = ProcSum;

for ( ¥nt ¥=1; ¥ < ProcNum; ¥++ ) {

MPI_Recv(&ProcSum,1,MPI_DOUBLE,MPI_ANY_SOURCE,0,

MPI_COMM_WORLD, &Status);

TotalSum = TotalSum + ProcSum;

}

} 

else // Все по цес сы от сы л‡ ют с‚ои ч‡ с тич ные сум мы

MPI_Send(&ProcSum, 1, MPI_DOUBLE, 0, 0, MPI_COMM_WORLD);

// Вы ‚о‰ е зуль т‡ т‡

¥f ( ProcRank == 0 ) 

pr¥ntf("\nTotal Sum = %10.2f",TotalSum);

MPI_F¥nal¥ze();

return 0;

}

В пи ‚е ‰ен ной по „‡м ме функ циfl DataIn¥t¥al¥zat¥on осу ще ст‚ лfl -

ет по‰ „о то‚ ку н‡ ч‡ль ных ‰‡н ных. Не об хо ‰и мые ‰‡н ные мо „ут быть ‚‚е ‰е -

ны с кл‡ ‚и ‡ ту ы, по чи т‡ ны из ф‡й л‡ или с„е не и о ‚‡ ны пи по мо щи

‰‡т чи к‡ слу ч‡й ных чи сел – по‰ „о то‚ к‡ этой функ ции пе ‰о ст‡‚ лfl ет сfl

к‡к з‡ ‰‡ ние ‰лfl с‡ мо сто fl тель ной ‡з ‡ бот ки. 

5.2.3.2. Пе е ‰‡ ч‡ ‰‡н ных от ‚сех по цес со‚ о‰ но му по цес су.

Опе ‡ циfl е ‰ук ции

В ‡с смо т ен ной по „‡м ме сум ми о ‚‡ ниfl чис ло ‚ых зн‡ че ний име -

ю щ‡ fl сfl по це ‰у ‡ сбо ‡ и по сле ‰у ю ще „о сум ми о ‚‡ ниfl ‰‡н ных fl‚ лfl ет -
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сfl пи ме ом ч‡ с то ‚ы пол нfl е мой кол лек ти‚ ной опе ‡ ции пе е ‰‡ чи ‰‡н -

ных от ‚сех по цес со‚ о‰ но му по цес су. В этой опе ‡ ции н‡‰ со би ‡ е мы -

ми зн‡ че ни fl ми осу ще ст‚ лfl ет сfl т‡ или ин‡fl об ‡ бот к‡ ‰‡н ных (‰лfl по‰ -

че ки ‚‡ ниfl по сле‰ не „о мо мен т‡ ‰‡н н‡fl опе ‡ циfl еще име ну ет сfl опе ‡ -

ци ей е ‰ук ции ‰‡н ных). К‡к и ‡ нее, е ‡ ли з‡ циfl опе ‡ ции е ‰ук ции пи

по мо щи обыч ных п‡ ных опе ‡ ций пе е ‰‡ чи ‰‡н ных fl‚ лfl ет сfl не эф фек -

ти‚ ной и ‰о ст‡ точ но ту ‰о ем кой. Длfl н‡ и луч ше „о ‚ы пол не ниfl ‰ей ст ‚ий,

с‚fl з‡н ных с е ‰ук ци ей ‰‡н ных, ‚ MPI пе ‰у с мо т е н‡ функ циfl:

¥nt MPI_Reduce(vo¥d *sendbuf, vo¥d *recvbuf, ¥nt count,

MPI_Datatype type, MPI_Op op, ¥nt root, MPI_Comm comm),

„‰е

— sendbuf — бу фе п‡ мfl ти с от п‡‚ лfl е мым со об ще ни ем;

— recvbuf — бу фе п‡ мfl ти ‰лfl е зуль ти у ю ще „о со об ще ниfl (толь ко

‰лfl по цес с‡ с ‡н „ом root);

— count — ко ли че ст ‚о эле мен то‚ ‚ со об ще ни flх;

— type — тип эле мен то‚ со об ще ний;

— op — опе ‡ циfl, ко то ‡fl ‰олж н‡ быть ‚ы пол не н‡ н‡‰ ‰‡н ны ми;

— root — ‡н„ по цес с‡, н‡ ко то ом ‰ол жен быть по лу чен е зуль т‡т;

— comm — ком му ни к‡ то, ‚ ‡м к‡х ко то о „о ‚ы пол нfl ет сfl опе ‡ циfl.

В к‡ че ст ‚е опе ‡ ций е ‰ук ции ‰‡н ных мо „ут быть ис поль зо ‚‡ ны

пе ‰о пе ‰е лен ные ‚ MPI опе ‡ ции – см. т‡бл. 5.2. 

По ми мо ‰‡н но „о ст‡н ‰‡т но „о н‡ бо ‡ опе ‡ ций мо „ут быть оп е ‰е -

ле ны и но ‚ые ‰о пол ни тель ные опе ‡ ции не по се‰ ст ‚ен но с‡ мим поль зо -

‚‡ те лем биб ли о те ки MPI – см., н‡ пи ме, [4, 40 – 42, 57].

Об щ‡fl схе м‡ ‚ы пол не ниfl опе ‡ ции сбо ‡ и об ‡ бот ки ‰‡н ных н‡

о‰ ном по цес се по к‡ з‡ н‡ н‡ ис. 5.2. Эле мен ты по лу ч‡ е мо „о со об ще ниfl

н‡ по цес се root пе‰ ст‡‚ лfl ют со бой е зуль т‡ ты об ‡ бот ки со от ‚ет ст ‚у ю -

щих эле мен то‚ пе е ‰‡ ‚‡ е мых по цес с‡ ми со об ще ний, т. е.:

,

„‰е ⊗ есть опе ‡ циfl, з‡ ‰‡ ‚‡ е м‡fl пи ‚ы зо ‚е функ ции MPI_Reduce (‰лfl по -

flс не ниfl н‡ ис. 5.3 по к‡ з‡н пи ме ‚ы пол не ниfl функции е ‰ук ции ‰‡н -

ных).

Сле ‰у ет от ме тить:

• функ циfl MPI_Reduce оп е ‰е лfl ет кол лек ти‚ ную опе ‡ цию, и, тем с‡ -

мым, ‚ы зо‚ функ ции ‰ол жен быть ‚ы пол нен ‚се ми по цес с‡ ми ук‡ -

зы ‚‡ е мо „о ком му ни к‡ то ‡. Пи этом ‚се ‚ы зо ‚ы функ ции ‰олж ны

со ‰е ж‡ть о‰и н‡ ко ‚ые зн‡ че ниfl п‡ ‡ ме т о‚ count, type, op, root, comm;
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• пе е ‰‡ ч‡ со об ще ний ‰олж н‡ быть ‚ы пол не н‡ ‚се ми по цес с‡ ми,

е зуль т‡т опе ‡ ции бу ‰ет по лу чен толь ко по цес сом с ‡н „ом root;
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Опе ‡ циfl Опи с‡ ние

MPI_MAX Оп е ‰е ле ние м‡к си м‡ль но „о зн‡ че ниfl

MPI_MIN Оп е ‰е ле ние ми ни м‡ль но „о зн‡ че ниfl

MPI_SUM Оп е ‰е ле ние сум мы зн‡ че ний

MPI_PROD Оп е ‰е ле ние по из ‚е ‰е ниfl зн‡ че ний

MPI_LAND Вы пол не ние ло „и че с кой опе ‡ ции «И» н‡‰ зн‡ че ни fl -

ми со об ще ний

MPI_BAND Вы пол не ние би то ‚ой опе ‡ ции «И» н‡‰ зн‡ че ни fl ми

со об ще ний

MPI_LOR Вы пол не ние ло „и че с кой опе ‡ ции «ИЛИ» н‡‰ зн‡ че -

ни fl ми со об ще ний

MPI_BOR Вы пол не ние би то ‚ой опе ‡ ции «ИЛИ» н‡‰ зн‡ че ни fl -

ми со об ще ний

MPI_LXOR Вы пол не ние ло „и че с кой опе ‡ ции ис клю ч‡ ю ще „о

«ИЛИ» н‡‰ зн‡ че ни fl ми со об ще ний

MPI_BXOR Вы пол не ние би то ‚ой опе ‡ ции ис клю ч‡ ю ще „о

«ИЛИ» н‡‰ зн‡ че ни fl ми со об ще ний

MPI_MAXLOC Оп е ‰е ле ние м‡к си м‡ль ных зн‡ че ний и их ин ‰ек со‚

MPI_MINLOC Оп е ‰е ле ние ми ни м‡ль ных зн‡ че ний и их ин ‰ек со‚

Т‡б ли ц‡ 5.2. Б‡ зо ‚ые (пpе‰опpе‰е лен ные) ти пы опе ‡ ций MPI 

‰лfl функ ций е ‰ук ции ‰‡н ных

Рис. 5.2. Об щ‡fl схе м‡ опе ‡ ции сбо ‡ и об ‡ бот ки н‡ о‰ ном 

по цес се ‰‡н ных от ‚сех по цес со‚ 



• ‚ы пол не ние опе ‡ ции е ‰ук ции осу ще ст‚ лfl ет сfl н‡‰ от ‰ель ны -

ми эле мен т‡ ми пе е ‰‡ ‚‡ е мых со об ще ний. Т‡к, н‡ пи ме, ес ли

со об ще ниfl со ‰е ж‡т по ‰‚‡ эле мен т‡ ‰‡н ных и ‚ы пол нfl ет сfl

опе ‡ циfl сум ми о ‚‡ ниfl MPI_SUM, то е зуль т‡т т‡к же бу ‰ет со сто -

flть из ‰‚ух зн‡ че ний, пе ‚ое из ко то ых бу ‰ет со ‰е ж‡ть сум му

пе ‚ых эле мен то‚ ‚сех от п‡‚ лен ных со об ще ний, ‡ ‚то ое зн‡ -

че ние бу ‰ет ‡‚ но сум ме ‚то ых эле мен то‚ со об ще ний со от ‚ет -

ст ‚ен но;

• не ‚се со че т‡ ниfl ти п‡ ‰‡н ных type и опе ‡ ции op ‚оз мож ны, ‡з е -

шен ные со че т‡ ниfl пе е чис ле ны ‚ т‡бл. 5.3.

Т‡б ли ц‡ 5.3. Р‡з е шен ные со че т‡ ниfl опе ‡ ции ти п‡ опе ‡н ‰‡ 

‚ опе ‡ ции е ‰ук ции

Опе ‡ циfl
До пу с ти мый тип опе ‡н ‰о‚ 

‰лfl ‡л „о ит ми че с ко „о flзы к‡ C

MPI_MAX, MPI_MIN,

MPI_SUM, MPI_PROD
Це лый, ‚е ще ст ‚ен ный

MPI_LAND, MPI_LOR, MPI_LXOR  Це лый

MPI_BAND, MPI_BOR, MPI_BXOR Це лый, б‡й то ‚ый

MPI_MINLOC, MPI_MAXLOC Це лый, ‚е ще ст ‚ен ный

Рис. 5.3. Пи ме ‚ы пол не ниfl опе ‡ ции е ‰ук ции пи сум ми о ‚‡ нии

пе е сы л‡ е мых ‰‡н ных ‰лfl тех по цес со‚ (‚ к‡ж ‰ом со об ще нии

4 эле мен т‡, со об ще ниfl со би ‡ ют сfl н‡ по цес се с ‡н „ом 2)

Пи ме ним по лу чен ные зн‡ ниfl ‰лfl пе е ‡ бот ки ‡ нее ‡с смо т ен -

ной по „‡м мы сум ми о ‚‡ ниfl: к‡к мож но у‚и ‰еть, ‚есь по „‡мм ный

ко‰, ‚ы ‰е лен ный ‡м кой, мо жет быть те пеь з‡ ме нен н‡ ‚ы зо‚ о‰ ной

лишь функ ции MPI_Reduce: 
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// Сбо к‡ ч‡ с тич ных сумм н‡ по цес се с ‡н „ом 0

MPI_Reduce(&ProcSum, &TotalSum, 1, MPI_DOUBLE, MPI_SUM, 0,

MPI_COMM_WORLD);

5.2.3.3. Син хо ни з‡ циfl ‚ы чис ле ний

В fl ‰е си ту ‡ ций не з‡ ‚и си мо ‚ы пол нfl е мые ‚ по цес с‡х ‚ы чис ле ниfl

не об хо ‰и мо син хо ни зи о ‚‡ть. Т‡к, н‡ пи ме, ‰лfl из ме е ниfl ‚е ме ни

н‡ ч‡ л‡ ‡ бо ты п‡ ‡л лель ной по „‡м мы не об хо ‰и мо, что бы ‰лfl ‚сех по -

цес со‚ о‰ но ‚е мен но бы ли з‡ ‚е ше ны ‚се по‰ „о то ‚и тель ные ‰ей ст ‚иfl,

пе е‰ окон ч‡ ни ем ‡ бо ты по „‡м мы ‚се по цес сы ‰олж ны з‡ ‚е шить

с‚ои ‚ы чис ле ниfl и т. п. 

Син хо ни з‡ циfl по цес со‚, т. е. о‰ но ‚е мен ное ‰о сти же ние по цес с‡ -

ми тех или иных то чек по цес с‡ ‚ы чис ле ний, обес пе чи ‚‡ ет сfl пи по мо -

щи функ ции MPI:

¥nt MPI_Barr¥er(MPI_Comm comm),

„‰е

— comm — ком му ни к‡ то, ‚ ‡м к‡х ко то о „о ‚ы пол нfl ет сfl опе ‡ циfl.

Функ циfl MPI_Barr¥er оп е ‰е лfl ет кол лек ти‚ ную опе ‡ цию, и, тем с‡ -

мым, пи ис поль зо ‚‡ нии он‡ ‰олж н‡ ‚ы зы ‚‡ть сfl ‚се ми по цес с‡ ми ис -

поль зу е мо „о ком му ни к‡ то ‡. Пи ‚ы зо ‚е функ ции MPI_Barr¥er ‚ы пол не -

ние по цес с‡ бло ки у ет сfl, по ‰ол же ние ‚ы чис ле ний по цес с‡ по изой -

‰ет толь ко по сле ‚ы зо ‚‡ функ ции MPI_Barr¥er ‚се ми по цес с‡ ми ком му -

ни к‡ то ‡.

5.2.3.4. А‚‡ ий ное з‡ ‚е ше ние п‡ ‡л лель ной по „‡м мы

Длfl ко ект но „о з‡ ‚е ше ниfl п‡ ‡л лель ной по „‡м мы ‚ слу ч‡е не -

пе‰ ‚и ‰ен ных си ту ‡ ций не об хо ‰и мо ис поль зо ‚‡ть функ цию:

¥nt MPI_Abort(MPI_Comm comm, ¥nt errorcode),

„‰е

— comm — ком му ни к‡ то, по цес сы ко то о „о не об хо ‰и мо ‡‚‡ ий но

ос т‡ но ‚ить; 

— errorcode — ко‰ ‚оз ‚‡ т‡ из п‡ ‡л лель ной по „‡м мы. 

Эт‡ функ циfl ко ект но пе ы ‚‡ ет ‚ы пол не ние п‡ ‡л лель ной по -

„‡м мы, опо ‚е щ‡fl об этом со бы тии се ‰у MPI, ‚ от ли чие от функ ций
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ст‡н ‰‡т ной биб ли о те ки ‡л „о ит ми че с ко „о flзы к‡ C, т‡ ких, к‡к abort или

terminate. Обыч ное ее ис поль зо ‚‡ ние з‡ клю ч‡ ет сfl ‚ сле ‰у ю щем:

MPI_Abort(MPI_COMM_WORLD, MPI_ERR_OTHER);

5.3. Опе ‡ ции пе е ‰‡ чи ‰‡н ных 

меж ‰у ‰‚у мfl по цес с‡ ми

По ‰ол жим н‡ ч‡ тое ‚ п. 5.2.1 изу че ние функ ций MPI ‰лfl ‚ы пол не -

ниfl опе ‡ ций пе е ‰‡ чи ‰‡н ных меж ‰у по цес с‡ ми п‡ ‡л лель ной по -

„‡м мы.

5.3.1. Ре жи мы пе е ‰‡ чи ‰‡н ных

Р‡с смо т ен н‡fl ‡ нее функ циfl MPI_Send обес пе чи ‚‡ ет т‡к н‡ зы ‚‡ е -

мый ст‡н ‰‡т ный (standard) е жим от п‡‚ ки со об ще ний, пи ко то ом

(см. т‡к же п. 5.2.1.3):

• н‡ ‚е мfl ‚ы пол не ниfl функ ции по цесс – от п‡ ‚и тель со об ще ниfl

бло ки у ет сfl;

• по сле з‡ ‚е ше ниfl функ ции бу фе мо жет быть ис поль зо ‚‡н по -

‚то но;

• со сто fl ние от п‡‚ лен но „о со об ще ниfl мо жет быть ‡з лич ным – со -

об ще ние мо жет ‡с по л‡ „‡ть сfl н‡ по цес се-от п‡ ‚и те ле, мо жет н‡ -

хо ‰ить сfl ‚ со сто fl нии пе е ‰‡ чи, мо жет х‡ нить сfl н‡ по цес се-по -

лу ч‡ те ле или же мо жет быть пи нfl то по цес сом-по лу ч‡ те лем пи

по мо щи функ ции MPI_Recv. 

Ко ме ст‡н ‰‡т но „о е жи м‡ ‚ MPI пе ‰у с м‡ т и ‚‡ ют сfl сле ‰у ю щие

‰о пол ни тель ные е жи мы пе е ‰‡ чи со об ще ний:

• син хон ный (synchronous) е жим со сто ит ‚ том, что з‡ ‚е ше ние

функ ции от п‡‚ ки со об ще ниfl по ис хо ‰ит толь ко пи по лу че нии

от по цес с‡-по лу ч‡ те лfl по‰ т‚еж ‰е ниfl о н‡ ч‡ ле пи ем‡ от п‡‚ -

лен но „о со об ще ниfl. От п‡‚ лен ное со об ще ние или пол но стью пи -

нfl то по цес сом-по лу ч‡ те лем, или н‡ хо ‰ит сfl ‚ со сто fl нии пи ем‡;

• бу фе и зо ‚‡н ный (buffered) е жим пе‰ по л‡ „‡ ет ис поль зо ‚‡ ние ‰о -

пол ни тель ных си с тем ных или з‡ ‰‡ ‚‡ е мых поль зо ‚‡ те лем бу фе о‚

‰лfl ко пи о ‚‡ ниfl ‚ них от п‡‚ лfl е мых со об ще ний. Функ циfl от -

п‡‚ ки со об ще ниfl з‡ ‚е ш‡ ет сfl с‡ зу же по сле ко пи о ‚‡ ниfl со об -

ще ниfl ‚ си с тем ный бу фе;

• е жим пе е ‰‡ чи по „о то‚ но с ти (ready) мо жет быть ис поль зо ‚‡н

толь ко, ес ли опе ‡ циfl пи ем‡ со об ще ниfl уже ини ци и о ‚‡ н‡. Бу -

фе со об ще ниfl по сле з‡ ‚е ше ниfl функ ции от п‡‚ ки со об ще ниfl

мо жет быть по ‚то но ис поль зо ‚‡н.

133

Лекциfl 5 П‡‡ллельное по„‡ммио‚‡ние н‡ осно‚е MPI



Длfl име но ‚‡ ниfl функ ций от п‡‚ ки со об ще ниfl ‰лfl ‡з ных е жи мо‚

‚ы пол не ниfl ‚ MPI пи ме нfl ет сfl н‡ з‚‡ ние функ ции MPI_Send, к ко то о му

к‡к пе фикс ‰о б‡‚ лfl ет сfl н‡ ч‡ль ный сим ‚ол н‡ з‚‡ ниfl со от ‚ет ст ‚у ю ще „о

е жи м‡ ‡ бо ты, т. е.:

— MPI_Ssend – функ циfl от п‡‚ ки со об ще ниfl ‚ син хон ном е жи ме;

— MPI_Bsend – функ циfl от п‡‚ ки со об ще ниfl ‚ бу фе и зо ‚‡н ном

е жи ме;

— MPI_Rsend – функ циfl от п‡‚ ки со об ще ниfl ‚ е жи ме по „о то‚ но с ти.

Спи сок п‡ ‡ ме т о‚ ‚сех пе е чис лен ных функ ций со‚ п‡ ‰‡ ет с со ст‡ -

‚ом п‡ ‡ ме т о‚ функ ции MPI_Send.

Длfl пименениfl бу фе и зо ‚‡н но „о е жи м‡ пе е ‰‡ чи мо жет быть со -

з‰‡н и пе е ‰‡н MPI бу фе п‡ мfl ти, ис поль зу е м‡fl ‰лfl это „о функ циfl име -

ет ‚и‰:

¥nt MPI_Buffer_attach(vo¥d *buf, ¥nt s¥ze),

„‰е

— buf — ‡‰ ес бу фе ‡ п‡ мfl ти;

— size — ‡з ме бу фе ‡.

По сле з‡ ‚е ше ниfl ‡ бо ты с бу фе ом он ‰ол жен быть от клю чен от

MPI пи по мо щи функ ции:

¥nt MPI_Buffer_detach(vo¥d *buf, ¥nt *s¥ze),

„‰е

— buf — ‡‰ ес бу фе ‡ п‡ мfl ти;

— size — ‚оз ‚‡ щ‡ е мый ‡з ме бу фе ‡.

По п‡к ти че с ко му ис поль зо ‚‡ нию е жи мо‚ мож но пи ‚е с ти сле ‰у -

ю щие е ко мен ‰‡ ции:

• ст‡н ‰‡т ный е жим обыч но е ‡ ли зу ет сfl к‡к бу фе и зи о ‚‡н ный

или син хон ный, ‚ з‡ ‚и си мо с ти от ‡з ме ‡ пе е ‰‡ ‚‡ е мо „о со об ще -

ниfl, и з‡ ч‡ с тую fl‚ лfl ет сfl н‡ и бо лее оп ти ми зи о ‚‡н ным по по из -

‚о ‰и тель но с ти;

• е жим пе е ‰‡ чи по „о то‚ но с ти фо м‡ль но fl‚ лfl ет сfl н‡ и бо лее бы с -

т ым, но ис поль зу ет сfl ‰о ст‡ точ но е‰ ко, т. к. обыч но слож но „‡ -

‡н ти о ‚‡ть „о то‚ ность опе ‡ ции пи ем‡;

• бу фе и зо ‚‡н ный е жим т‡к же ‚ы пол нfl ет сfl ‰о ст‡ точ но бы с т о,

но мо жет пи ‚о ‰ить к боль шим ‡с хо ‰‡м е су со‚ (п‡ мfl ти), – ‚

це лом мо жет быть е ко мен ‰о ‚‡н ‰лfl пе е ‰‡ чи ко от ких со об -

ще ний;

Кус

134

Теоиfl и п‡ктик‡ п‡‡ллельных ‚ычислений



• син хон ный е жим fl‚ лfl ет сfl н‡ и бо лее ме‰ лен ным, т.к. те бу ет

по‰ т‚еж ‰е ниfl пи ем‡, о‰ н‡ ко не нуж ‰‡ ет сfl ‚ ‰о пол ни тель ной

п‡ мfl ти ‰лfl х‡ не ниfl со об ще ниfl. Этот е жим мо жет быть е ко -

мен ‰о ‚‡н ‰лfl пе е ‰‡ чи ‰лин ных со об ще ний.

В з‡ клю че ние от ме тим, что ‰лfl функ ции пи ем‡ MPI_Recv не су ще ст -

‚у ет ‡з лич ных е жи мо‚ ‡ бо ты.

5.3.2. О „‡ ни з‡ циfl не бло ки у ю щих об ме но‚ ‰‡н ны ми 

меж ‰у по цес с‡ ми

Все ‡с смо т ен ные ‡ нее функ ции от п‡‚ ки и пи ем‡ со об ще ний

fl‚ лfl ют сfl бло ки у ю щи ми, т. е. пи ос т‡ н‡‚ ли ‚‡ ю щи ми ‚ы пол не ние по -

цес со‚ ‰о мо мен т‡ з‡ ‚е ше ниfl ‡ бо ты ‚ы з‚‡н ных функ ций. В то же

‚е мfl пи ‚ы пол не нии п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний ч‡сть со об ще ний

мо жет быть от п‡‚ ле н‡ и пи нfl т‡ з‡ ‡ нее, ‰о мо мен т‡ е ‡ль ной по -

теб но с ти ‚ пе е сы л‡ е мых ‰‡н ных. В т‡ ких си ту ‡ ци flх бы ло бы к‡й не

же л‡ тель ным иметь ‚оз мож ность ‚ы пол не ниfl функ ций об ме н‡ ‰‡н ны -

ми без бло ки о‚ ки по цес со‚ ‰лfl со‚ ме ще ниfl по цес со‚ пе е ‰‡ чи со -

об ще ний и ‚ы чис ле ний. Т‡ кой не бло ки у ю щий спо соб ‚ы пол не ниfl

об ме но‚ fl‚ лfl ет сfl, ко неч но, бо лее слож ным ‰лfl ис поль зо ‚‡ ниfl, но пи

п‡ ‚иль ном пи ме не нии мо жет ‚ зн‡ чи тель ной сте пе ни умень шить по -

те и эф фек ти‚ но с ти п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний из-з‡ ме‰ лен ных (по

с‡‚ не нию с бы с т о ‰ей ст ‚и ем по цес со о‚) ком му ни к‡ ци он ных опе -

‡ ций.

MPI обес пе чи ‚‡ ет ‚оз мож ность не бло ки о ‚‡н но „о ‚ы пол не ниfl

опе ‡ ций пе е ‰‡ чи ‰‡н ных меж ‰у ‰‚у мfl по цес с‡ ми. Н‡ и ме но ‚‡ ние не -

бло ки у ю щих ‡н‡ ло „о‚ об ‡ зу ет сfl из н‡ з‚‡ ний со от ‚ет ст ‚у ю щих функ -

ций пу тем ‰о б‡‚ ле ниfl пе фик с‡ I (Immediate). Спи сок п‡ ‡ ме т о‚ не бло -

ки у ю щих функ ций со ‰е жит обыч ный н‡ бо п‡ ‡ ме т о‚ ис хо‰ ных

функ ций и о‰ин ‰о пол ни тель ный п‡ ‡ мет request с ти пом MPI_Request (‚

функ ции MPI_Irecv от сут ст ‚у ет т‡к же п‡ ‡ мет status):

¥nt MPI_Isend(vo¥d *buf, ¥nt count, MPI_Datatype type, ¥nt dest,

¥nt tag, MPI_Comm comm, MPI_Request *request),

¥nt MPI_Issend(vo¥d *buf, ¥nt count, MPI_Datatype type, ¥nt dest,

¥nt tag, MPI_Comm comm, MPI_Request *request),

¥nt MPI_Ibsend(vo¥d *buf, ¥nt count, MPI_Datatype type, ¥nt dest,

¥nt tag, MPI_Comm comm, MPI_Request *request),

¥nt MPI_Irsend(vo¥d *buf, ¥nt count, MPI_Datatype type, ¥nt dest,

¥nt tag, MPI_Comm comm, MPI_Request *request),

¥nt MPI_Irecv(vo¥d *buf, ¥nt count, MPI_Datatype type, ¥nt source,

¥nt tag, MPI_Comm comm, MPI_Request *request).
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Вы зо‚ не бло ки у ю щей функ ции пи ‚о ‰ит к ини ци ‡ ции з‡ по шен -

ной опе ‡ ции пе е ‰‡ чи, по сле че „о ‚ы пол не ние функ ции з‡ ‚е ш‡ ет сfl и

по цесс мо жет по ‰ол жить с‚ои ‰ей ст ‚иfl. Пе е‰ с‚о им з‡ ‚е ше ни ем не -

бло ки у ю щ‡fl функ циfl оп е ‰е лfl ет пе е мен ную request, ко то ‡fl ‰‡ лее мо -

жет ис поль зо ‚‡ть сfl ‰лfl по ‚е ки з‡ ‚е ше ниfl ини ци и о ‚‡н ной опе ‡ ции

об ме н‡.

По ‚е к‡ со сто fl ниfl ‚ы пол нfl е мой не бло ки у ю щей опе ‡ ции пе е -

‰‡ чи ‰‡н ных поиз‚о‰итсfl пи по мо щи функ ции:

¥nt MPI_Test(MPI_Request *request, ¥nt *flag, MPI_status *status),

„‰е

— request — ‰е с кип то опе ‡ ции, оп е ‰е лен ный пи ‚ы зо ‚е не бло -

ки у ю щей функ ции;

— flag — е зуль т‡т по ‚е ки (true, ес ли опе ‡ циfl з‡ ‚е ше н‡);

— status — е зуль т‡т ‚ы пол не ниfl опе ‡ ции об ме н‡ (толь ко ‰лfl з‡ -

‚е шен ной опе ‡ ции).

Опе ‡ циfl по ‚е ки fl‚ лfl ет сfl не бло ки у ю щей, т. е. по цесс мо жет по -

‚е ить со сто fl ние не бло ки у ю щей опе ‡ ции об ме н‡ и по ‰ол жить ‰‡ лее

с‚ои ‚ы чис ле ниfl, ес ли по е зуль т‡ т‡м по ‚е ки ок‡ жет сfl, что опе ‡ циfl ‚се

еще не з‡ ‚е ше н‡. Воз мож н‡fl схе м‡ со‚ ме ще ниfl ‚ы чис ле ний и ‚ы пол не -

ниfl не бло ки у ю щей опе ‡ ции об ме н‡ мо жет со сто flть ‚ сле ‰у ю щем:

MPI_Isend(buf, count, type, dest, tag, comm, &request);

…

do {

…

MPI_Test(&request, &flag, &status);

} wh¥le (!flag);

Ес ли пи ‚ы пол не нии не бло ки у ю щей опе ‡ ции ок‡ жет сfl, что по -

‰ол же ние ‚ы чис ле ний не ‚оз мож но без по лу че ниfl пе е ‰‡ ‚‡ е мых ‰‡н ных,

то мо жет быть ис поль зо ‚‡ н‡ бло ки у ю щ‡fl опе ‡ циfl ожи ‰‡ ниfl з‡ ‚е ше -

ниfl опе ‡ ции:

¥nt MPI_Wa¥t(MPI_Request *request, MPI_status *status),

„‰е

— request — ‰е с кип то опе ‡ ции, оп е ‰е лен ный пи ‚ы зо ‚е не бло -

ки у ю щей функ ции;

— status — е зуль т‡т ‚ы пол не ниfl опе ‡ ции об ме н‡ (толь ко ‰лfl з‡ -

‚е шен ной опе ‡ ции).
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Ко ме ‡с смо т ен ных, MPI со ‰е жит fl‰ ‰о пол ни тель ных функ ций

по ‚е ки и ожи ‰‡ ниfl не бло ки у ю щих опе ‡ ций об ме н‡:

— MPI_Testall — по ‚е к‡ з‡ ‚е ше ниfl ‚сех пе е чис лен ных опе ‡ -

ций об ме н‡;

— MPI_Waitall — ожи ‰‡ ние з‡ ‚е ше ниfl ‚сех опе ‡ ций об ме н‡;

— MPI_Testany — по ‚е к‡ з‡ ‚е ше ниfl хо тfl бы о‰ ной из пе е чис -

лен ных опе ‡ ций об ме н‡;

— MPI_Waitany — ожи ‰‡ ние з‡ ‚е ше ниfl лю бой из пе е чис лен ных

опе ‡ ций об ме н‡;

— MPI_Testsome — по ‚е к‡ з‡ ‚е ше ниfl к‡ж ‰ой из пе е чис лен ных

опе ‡ ций об ме н‡;

— MPI_Waitsome — ожи ‰‡ ние з‡ ‚е ше ниfl хо тfl бы о‰ ной из пе е -

чис лен ных опе ‡ ций об ме н‡ и оцен к‡ со сто fl ниfl по ‚сем опе ‡ -

ци flм.

Пи ‚е ‰е ние по сто „о пи ме ‡ ис поль зо ‚‡ ниfl не бло ки у ю щих

функ ций ‰о ст‡ точ но з‡ ту‰ ни тель но. Хо о шей ‚оз мож но с тью ‰лfl ос ‚о е -

ниfl ‡с смо т ен ных функ ций мо „ут слу жить, н‡ пи ме, п‡ ‡л лель ные ‡л -

„о ит мы м‡ т ич но „о ум но же ниfl (см. лек цию 7).

5.3.3. О‰ но ‚е мен ное ‚ы пол не ние пе е ‰‡ чи и пи ем‡

О‰ ной из ч‡ с то ‚ы пол нfl е мых фом ин фо м‡ ци он но „о ‚з‡ и мо ‰ей ст -

‚иfl ‚ п‡ ‡л лель ных по „‡м м‡х fl‚ лfl ет сfl об мен ‰‡н ны ми меж ‰у по цес -

с‡ ми, ко„ ‰‡ ‰лfl по ‰ол же ниfl ‚ы чис ле ний по цес с‡м не об хо ‰и мо от п‡ -

‚ить ‰‡н ные о‰ ним по цес с‡м и ‚ то же ‚е мfl по лу чить со об ще ниfl от

‰у „их. По стей ший ‚‡ и ‡нт этой си ту ‡ ции со сто ит, н‡ пи ме, ‚ об ме не

‰‡н ны ми меж ‰у ‰‚у мfl по цес с‡ ми. Ре ‡ ли з‡ циfl т‡ ких об ме но‚ пи по мо -

щи обыч ных п‡ ных опе ‡ ций пе е ‰‡ чи ‰‡н ных мо жет быть не эф фек ти‚ -

н‡, ко ме то „о, т‡ к‡fl е ‡ ли з‡ циfl ‰олж н‡ „‡ ‡н ти о ‚‡ть от сут ст ‚ие ту пи -

ко ‚ых си ту ‡ ций, ко то ые мо „ут ‚оз ни к‡ть, н‡ пи ме, ко„ ‰‡ ‰‚‡ по цес с‡

н‡ чи н‡ ют пе е ‰‡ ‚‡ть со об ще ниfl ‰у„ ‰у „у с ис поль зо ‚‡ ни ем бло ки у ю -

щих функ ций пе е ‰‡ чи ‰‡н ных.

До сти же ние эф фек ти‚ но „о и „‡ ‡н ти о ‚‡н но „о о‰ но ‚е мен но „о

‚ы пол не ниfl опе ‡ ций пе е ‰‡ чи и пи ем‡ ‰‡н ных мо жет быть обес пе че но

пи по мо щи функ ции MPI:

¥nt MPI_Sendrecv(vo¥d *sbuf,¥nt scount,MPI_Datatype stype,

¥nt dest, ¥nt stag, vo¥d *rbuf,¥nt rcount,MPI_Datatype rtype,

¥nt source,¥nt rtag, MPI_Comm comm, MPI_Status *status),
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„‰е

— sbuf, scount, stype, dest, stag — п‡ ‡ ме т ы пе е ‰‡ ‚‡ е мо „о со об ще -

ниfl;

— rbuf, rcount, rtype, source, rtag — п‡ ‡ ме т ы пи ни м‡ е мо „о со об -

ще ниfl;

— comm — ком му ни к‡ то, ‚ ‡м к‡х ко то о „о ‚ы пол нfl ет сfl пе е ‰‡ ч‡

‰‡н ных;

— status — стук ту ‡ ‰‡н ных с ин фо м‡ ци ей о е зуль т‡ те ‚ы пол не -

ниfl опе ‡ ции.

К‡к сле ‰у ет из опи с‡ ниfl, функ циfl MPI_Sendrecv пе е ‰‡ ет со об ще -

ние, опи сы ‚‡ е мое п‡ ‡ ме т ‡ ми (sbuf, scount, stype, dest, stag), по цес су с

‡н „ом dest и пи ни м‡ ет со об ще ние ‚ бу фе, оп е ‰е лfl е мый п‡ ‡ ме т ‡ ми

(rbuf, rcount, rtype, source, rtag), от по цес с‡ с ‡н „ом source.

В функ ции MPI_Sendrecv ‰лfl пе е ‰‡ чи и пи ем‡ со об ще ний пи ме -

нfl ют сfl ‡з ные бу фе ы. В слу ч‡е же ко„ ‰‡ от сы л‡ е мое со об ще ние боль ше

не нуж но н‡ по цес се-от п‡ ‚и те ле, ‚ MPI име ет сfl ‚оз мож ность ис поль -

зо ‚‡ ниfl е‰и но „о бу фе ‡: 

¥nt MPI_Sendrecv_replace(vo¥d *buf, ¥nt count, MPI_Datatype type,

¥nt dest, ¥nt stag, ¥nt source, ¥nt rtag, MPI_Comm comm, 

MPI_Status* status),

„‰е

— buf, count, type — п‡ ‡ ме т ы пе е ‰‡ ‚‡ е мо „о со об ще ниfl;

— dest — ‡н„ по цес с‡, ко то о му от п‡‚ лfl ет сfl со об ще ние;

— stag — те„ ‰лfl и‰ен ти фи к‡ ции от п‡‚ лfl е мо „о со об ще ниfl;

— source — ‡н„ по цес с‡, от ко то о „о ‚ы пол нfl ет сfl пи ем со об ще -

ниfl;

— rtag — те„ ‰лfl и‰ен ти фи к‡ ции пи ни м‡ е мо „о со об ще ниfl;

— comm — ком му ни к‡ то, ‚ ‡м к‡х ко то о „о ‚ы пол нfl ет сfl пе е ‰‡ ч‡

‰‡н ных;

— status — стук ту ‡ ‰‡н ных с ин фо м‡ ци ей о е зуль т‡ те ‚ы пол не -

ниfl опе ‡ ции.

Пи ме ис поль зо ‚‡ ниfl функ ций ‰лfl о‰ но ‚е мен но „о ‚ы пол не ниfl

опе ‡ ций пе е ‰‡ чи и пи ем‡ пи ‚е ‰ен ‚ лек ции 7 пи ‡з ‡ бот ке п‡ ‡л -

лель ных по „‡мм м‡ т ич но „о ум но же ниfl. 

5.4. Кол лек ти‚ ные опе ‡ ции пе е ‰‡ чи ‰‡н ных

К‡к уже от ме ч‡ лось ‡ нее, по‰ кол лек ти‚ ны ми опе ‡ ци fl ми ‚ MPI по -

ни м‡ ют сfl опе ‡ ции н‡‰ ‰‡н ны ми, ‚ ко то ых пи ни м‡ ют уч‡ с тие ‚се по -

Кус

138

Теоиfl и п‡ктик‡ п‡‡ллельных ‚ычислений



цес сы ис поль зу е мо „о ком му ни к‡ то ‡. Вы ‰е ле ние ос но‚ ных ‚и ‰о‚ кол -

лек ти‚ ных опе ‡ ций бы ло ‚ы пол не но ‚ лек ции 3. Ч‡сть кол лек ти‚ ных

опе ‡ ций уже бы л‡ ‡с смо т е н‡ ‚ п. 5.2.3 – это опе ‡ ции пе е ‰‡ чи от о‰ -

но „о по цес с‡ ‚сем по цес с‡м ком му ни к‡ то ‡ (ши о ко ‚е щ‡ тель н‡fl ‡с -

сыл к‡) и опе ‡ ции об ‡ бот ки ‰‡н ных, по лу чен ных н‡ о‰ ном по цес се от

‚сех по цес со‚ (е ‰ук циfl ‰‡н ных).

Р‡с смо т им ‰‡ лее ос т‡‚ ши е сfl б‡ зо ‚ые кол лек ти‚ ные опе ‡ ции пе -

е ‰‡ чи ‰‡н ных.

5.4.1. Обоб щен н‡fl пе е ‰‡ ч‡ ‰‡н ных 

от о‰ но „о по цес с‡ ‚сем по цес с‡м

Обоб щен н‡fl опе ‡ циfl пе е ‰‡ чи ‰‡н ных от о‰ но „о по цес с‡ ‚сем

по цес с‡м (‡с пе ‰е ле ние ‰‡н ных) от ли ч‡ ет сfl от ши о ко ‚е щ‡ тель ной ‡с -

сыл ки тем, что по цесс пе е ‰‡ ет по цес с‡м ‡з ли ч‡ ю щи е сfl ‰‡н ные (см.

ис. 5.4). Вы пол не ние ‰‡н ной опе ‡ ции мо жет быть обес пе че но пи по -

мо щи функ ции:

¥nt MPI_Scatter(vo¥d *sbuf, ¥nt scount, MPI_Datatype stype,

vo¥d *rbuf, ¥nt rcount, MPI_Datatype rtype, ¥nt root, 

MPI_Comm comm),

„‰е

— sbuf, scount, stype — п‡ ‡ ме т ы пе е ‰‡ ‚‡ е мо „о со об ще ниfl (scount

оп е ‰е лfl ет ко ли че ст ‚о эле мен то‚, пе е ‰‡ ‚‡ е мых н‡ к‡ж ‰ый по -

цесс);

139

Лекциfl 5 П‡‡ллельное по„‡ммио‚‡ние н‡ осно‚е MPI

Рис. 5.4. Об щ‡fl схе м‡ опе ‡ ции обоб щен ной пе е ‰‡ чи ‰‡н ных 

от о‰ но „о по цес с‡ ‚сем по цес с‡м



— rbuf, rcount, rtype — п‡ ‡ ме т ы со об ще ниfl, пи ни м‡ е мо „о ‚ по -

цес с‡х;

— root — ‡н„ по цес с‡, ‚ы пол нfl ю ще „о ‡с сыл ку ‰‡н ных;

— comm — ком му ни к‡ то, ‚ ‡м к‡х ко то о „о ‚ы пол нfl ет сfl пе е ‰‡ ч‡

‰‡н ных.

Пи ‚ы зо ‚е этой функ ции по цесс с ‡н „ом root по из ‚е ‰ет пе е ‰‡ -

чу ‰‡н ных ‚сем ‰у „им по цес с‡м ‚ ком му ни к‡ то е. К‡ж ‰о му по цес су

бу ‰ет от п‡‚ ле но scount эле мен то‚. По цесс с ‡н „ом 0 по лу чит блок ‰‡н -

ных из sbuf эле мен то‚ с ин ‰ек с‡ ми от 0 ‰о scount-1, по цес су с ‡н „ом 1

бу ‰ет от п‡‚ лен блок из sbuf эле мен то‚ с ин ‰ек с‡ ми от scount ‰о 2*scount-

1 и т. ‰. Тем с‡ мым, об щий ‡з ме от п‡‚ лfl е мо „о со об ще ниfl ‰ол жен быть

‡ ‚ен scount * p эле мен то‚, „‰е p есть ко ли че ст ‚о по цес со‚ ‚ ком му ни к‡ -

то е comm.

Сле ‰у ет от ме тить, что по сколь ку функ циfl MPI_Scatter оп е ‰е лfl ет

кол лек ти‚ ную опе ‡ цию, ‚ы зо‚ этой функ ции пи ‚ы пол не нии ‡с сыл -

ки ‰‡н ных ‰ол жен быть обес пе чен н‡ к‡ж ‰ом по цес се ком му ни к‡ то ‡.

От ме тим т‡к же, что функ циfl MPI_Scatter пе е ‰‡ ет ‚сем по цес с‡м

со об ще ниfl о‰и н‡ ко ‚о „о ‡з ме ‡. Вы пол не ние бо лее об ще „о ‚‡ и ‡н т‡

опе ‡ ции ‡с пе ‰е ле ниfl ‰‡н ных, ко„ ‰‡ ‡з ме ы со об ще ний ‰лfl по -

цес со‚ мо „ут быть ‡з личны, обес пе чи ‚‡ ет сfl пи по мо щи функ ции

MPI_Scatterv.

Пи ме ис поль зо ‚‡ ниfl функ ции MPI_Scatter ‡с см‡ т и ‚‡ ет сfl ‚ лек -

ции 6 пи ‡з ‡ бот ке п‡ ‡л лель ных по „‡мм ум но же ниfl м‡ т и цы н‡

‚ек то. 

5.4.2. Обоб щен н‡fl пе е ‰‡ ч‡ ‰‡н ных 

от ‚сех по цес со‚ о‰ но му по цес су 

Опе ‡ циfl обоб щен ной пе е ‰‡ чи ‰‡н ных от ‚сех по цес со‚ о‰ но му

по цес су (сбо ‰‡н ных) fl‚ лfl ет сfl ‰‚ой ст ‚ен ной к по це ‰у е ‡с пе ‰е ле -

ниfl ‰‡н ных (см. ис. 5.5). Длfl ‚ы пол не ниfl этой опе ‡ ции ‚ MPI пе‰ н‡з -

н‡ че н‡ функ циfl:

¥nt MPI_Gather(vo¥d *sbuf, ¥nt scount, MPI_Datatype stype,

vo¥d *rbuf, ¥nt rcount, MPI_Datatype rtype,

¥nt root, MPI_Comm comm),

„‰е

— sbuf, scount, stype — п‡ ‡ ме т ы пе е ‰‡ ‚‡ е мо „о со об ще ниfl;

— rbuf, rcount, rtype — п‡ ‡ ме т ы пи ни м‡ е мо „о со об ще ниfl;

— root — ‡н„ по цес с‡, ‚ы пол нfl ю ще „о сбо ‰‡н ных;
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— comm — ком му ни к‡ то, ‚ ‡м к‡х ко то о „о ‚ы пол нfl ет сfl пе е ‰‡ ч‡

‰‡н ных.

Рис. 5.5. Об щ‡fl схе м‡ опе ‡ ции обоб щен ной пе е ‰‡ чи ‰‡н ных

от ‚сех по цес со‚ о‰ но му по цес су

Пи ‚ы пол не нии функ ции MPI_Gather к‡ж ‰ый по цесс ‚ ком му ни к‡ -

то е пе е ‰‡ ет ‰‡н ные из бу фе ‡ sbuf н‡ по цесс с ‡н „ом root. По цесс с

‡н „ом root со би ‡ ет ‚се по лу ч‡ е мые ‰‡н ные ‚ бу фе е rbuf (‡з ме ще ние

‰‡н ных ‚ бу фе е осу ще ст‚ лfl ет сfl ‚ со от ‚ет ст ‚ии с ‡н „‡ ми по цес со‚ –

от п‡ ‚и те лей со об ще ний). Длfl то „о что бы ‡з ме с тить ‚се по сту п‡ ю щие

‰‡н ные, ‡з ме бу фе ‡ rbuf ‰ол жен быть ‡ ‚ен scount * p эле мен то‚, „‰е p

есть ко ли че ст ‚о по цес со‚ ‚ ком му ни к‡ то е comm.

Функ циfl MPI_Gather т‡к же оп е ‰е лfl ет кол лек ти‚ ную опе ‡ цию, и ее

‚ы зо‚ пи ‚ы пол не нии сбо ‡ ‰‡н ных ‰ол жен быть обес пе чен ‚ к‡ж ‰ом

по цес се ком му ни к‡ то ‡.

Сле ‰у ет от ме тить, что пи ис поль зо ‚‡ нии функ ции MPI_Gather сбо -

к‡ ‰‡н ных осу ще ст‚ лfl ет сfl толь ко н‡ о‰ ном по цес се. Длfl по лу че ниfl ‚сех

со би ‡ е мых ‰‡н ных н‡ к‡ж ‰ом из по цес со‚ ком му ни к‡ то ‡ не об хо ‰и мо

пи ме нflть функ цию сбо ‡ и ‡с сыл ки:

¥nt MPI_Allgather(vo¥d *sbuf, ¥nt scount, MPI_Datatype stype,

vo¥d *rbuf, ¥nt rcount, MPI_Datatype rtype, MPI_Comm comm),

„‰е

— sbuf, scount, stype — п‡ ‡ ме т ы пе е ‰‡ ‚‡ е мо „о со об ще ниfl;

— rbuf, rcount, rtype — п‡ ‡ ме т ы пи ни м‡ е мо „о со об ще ниfl;

— comm — ком му ни к‡ то, ‚ ‡м к‡х ко то о „о ‚ы пол нfl ет сfl пе е ‰‡ ч‡

‰‡н ных.
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Вы пол не ние об ще „о ‚‡ и ‡н т‡ опе ‡ ции сбо ‡ ‰‡н ных, ко„ ‰‡ ‡з ме -

ы пе е ‰‡ ‚‡ е мых по цес с‡ ми со об ще ний мо „ут быть ‡з лич ны, обес пе -

чи ‚‡ ет сfl пи по мо щи функ ций MPI_Gatherv и MPI_Allgatherv.

Пи ме ис поль зо ‚‡ ниfl функ ции MPI_Gather ‡с см‡ т и ‚‡ ет сfl ‚ лек ции

6 пи ‡з ‡ бот ке п‡ ‡л лель ных по „‡мм ум но же ниfl м‡ т и цы н‡ ‚ек то. 

5.4.3. Об щ‡fl пе е ‰‡ ч‡ ‰‡н ных от ‚сех по цес со‚ 

‚сем по цес с‡м

Пе е ‰‡ ч‡ ‰‡н ных от ‚сех по цес со‚ ‚сем по цес с‡м fl‚ лfl ет сfl н‡ и бо -

лее об щей опе ‡ ци ей пе е ‰‡ чи ‰‡н ных (см. ис. 5.6). Вы пол не ние ‰‡н ной

опе ‡ ции мо жет быть обес пе че но пи по мо щи функ ции:

¥nt MPI_Alltoall(vo¥d *sbuf,¥nt scount,MPI_Datatype stype,

vo¥d *rbuf,¥nt rcount,MPI_Datatype rtype,MPI_Comm comm),

„‰е

— sbuf, scount, stype — п‡ ‡ ме т ы пе е ‰‡ ‚‡ е мых со об ще ний;

— rbuf, rcount, rtype — п‡ ‡ ме т ы пи ни м‡ е мых со об ще ний;

— comm — ком му ни к‡ то, ‚ ‡м к‡х ко то о „о ‚ы пол нfl ет сfl пе е ‰‡ ч‡

‰‡н ных.

Рис. 5.6. Об щ‡fl схе м‡ опе ‡ ции пе е ‰‡ чи ‰‡н ных от ‚сех по цес со‚

‚сем по цес с‡м

Пи ‚ы пол не нии функ ции MPI_Alltoall к‡ж ‰ый по цесс ‚ ком му ни -

к‡ то е пе е ‰‡ ет ‰‡н ные из scount эле мен то‚ к‡ж ‰о му по цес су (об щий

‡з ме от п‡‚ лfl е мых со об ще ний ‚ по цес с‡х ‰ол жен быть ‡ ‚ен scount * p

эле мен то‚, „‰е p есть ко ли че ст ‚о по цес со‚ ‚ ком му ни к‡ то е comm) и

пи ни м‡ ет со об ще ниfl от к‡ж ‰о „о по цес с‡.
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Вы зо‚ функ ции MPI_Alltoall пи ‚ы пол не нии опе ‡ ции об ще „о об -

ме н‡ ‰‡н ны ми ‰ол жен быть ‚ы пол нен ‚ к‡ж ‰ом по цес се ком му ни к‡ то ‡. 

В‡ и ‡нт опе ‡ ции об ще „о об ме н‡ ‰‡н ных, ко„ ‰‡ ‡з ме ы пе е ‰‡ ‚‡ -

е мых по цес с‡ ми со об ще ний мо „ут быть ‡з лич ны, обес пе чи ‚‡ ет сfl пи

по мо щи функ ций MPI_Alltoallv.

Пи ме ис поль зо ‚‡ ниfl функ ции MPI_Alltoall ‡с см‡ т и ‚‡ ет сfl ‚

лек ции 6 пи ‡з ‡ бот ке п‡ ‡л лель ных по „‡мм ум но же ниfl м‡ т и цы н‡

‚ек то к‡к з‡ ‰‡ ние ‰лfl с‡ мо сто fl тель но „о ‚ы пол не ниfl. 

5.4.4. До пол ни тель ные опе ‡ ции е ‰ук ции ‰‡н ных

Р‡с смо т ен н‡fl ‚ п. 5.2.3.2 функ циfl MPI_Reduce обес пе чи ‚‡ ет по лу че -

ние е зуль т‡ то‚ е ‰ук ции ‰‡н ных толь ко н‡ о‰ ном по цес се. Длfl по лу че -

ниfl е зуль т‡ то‚ е ‰ук ции ‰‡н ных н‡ к‡ж ‰ом из по цес со‚ ком му ни к‡ то -

‡ не об хо ‰и мо ис поль зо ‚‡ть функ цию е ‰ук ции и ‡с сыл ки:

¥nt MPI_Allreduce(vo¥d *sendbuf, vo¥d *recvbuf, ¥nt count,

MPI_Datatype type, MPI_Op op, MPI_Comm comm),

„‰е

— sendbuf — бу фе п‡ мfl ти с от п‡‚ лfl е мым со об ще ни ем;

— recvbuf — бу фе п‡ мfl ти ‰лfl е зуль ти у ю ще „о со об ще ниfl;

— count — ко ли че ст ‚о эле мен то‚ ‚ со об ще ни flх;

— type — тип эле мен то‚ со об ще ний;

— op — опе ‡ циfl, ко то ‡fl ‰олж н‡ быть ‚ы пол не н‡ н‡‰ ‰‡н ны ми;

— comm — ком му ни к‡ то, ‚ ‡м к‡х ко то о „о ‚ы пол нfl ет сfl опе ‡ циfl.

Функ циfl MPI_Allreduce ‚ы пол нfl ет ‡с сыл ку меж ‰у по цес с‡ ми

‚сех е зуль т‡ то‚ опе ‡ ции е ‰ук ции. Воз мож ность уп ‡‚ ле ниfl ‡с пе -

‰е ле ни ем этих ‰‡н ных меж ‰у по цес с‡ ми пе ‰о ст‡‚ лfl ет сfl функ ций

MPI_Reduce_scatter.

И еще о‰ин ‚‡ и ‡нт опе ‡ ции сбо ‡ и об ‡ бот ки ‰‡н ных, пи ко то -

ом обес пе чи ‚‡ ет сfl по лу че ние ‚сех ч‡ с тич ных е зуль т‡ то‚ е ‰у ци о ‚‡ -

ниfl, мо жет быть е‡лизо‚‡н пи по мо щи функ ции:

¥nt MPI_Scan(vo¥d *sendbuf, vo¥d *recvbuf, ¥nt count,

MPI_Datatype type, MPI_Op op, MPI_Comm comm),

„‰е

— sendbuf — бу фе п‡ мfl ти с от п‡‚ лfl е мым со об ще ни ем;

— recvbuf — бу фе п‡ мfl ти ‰лfl е зуль ти у ю ще „о со об ще ниfl;

— count — ко ли че ст ‚о эле мен то‚ ‚ со об ще ни flх;
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— type — тип эле мен то‚ со об ще ний;

— op — опе ‡ циfl, ко то ‡fl ‰олж н‡ быть ‚ы пол не н‡ н‡‰ ‰‡н ны ми;

— comm — ком му ни к‡ то, ‚ ‡м к‡х ко то о „о ‚ы пол нfl ет сfl опе ‡ циfl.

Об щ‡fl схе м‡ ‚ы пол не ниfl функ ции MPI_Scan по к‡ з‡ н‡ н‡ ис. 5.7.

Эле мен ты по лу ч‡ е мых со об ще ний пе‰ ст‡‚ лfl ют со бой е зуль т‡ ты об ‡ -

бот ки со от ‚ет ст ‚у ю щих эле мен то‚ пе е ‰‡ ‚‡ е мых по цес с‡ ми со об ще ний,

пи этом ‰лfl по лу че ниfl е зуль т‡ то‚ н‡ по цес се с ‡н „ом i, 0≤ i<n, ис поль -

зу ют сfl ‰‡н ные от по цес со‚, ‡н„ ко то ых мень ше или ‡ ‚ен  i, т. е.

,

„‰е ⊗ есть опе ‡ циfl, з‡ ‰‡ ‚‡ е м‡fl пи ‚ы зо ‚е функ ции MPI_Scan.

Рис. 5.7. Об щ‡fl схе м‡ опе ‡ ции е ‰ук ции с по лу че ни ем ч‡ с тич ных

е зуль т‡ то‚ об ‡ бот ки ‰‡н ных

5.4.5. С‚о‰ ный пе е чень кол лек ти‚ ных опе ‡ ций ‰‡н ных

Длfl у‰об ст ‚‡ ис поль зо ‚‡ ниfl с‚о‰ ный пе е чень ‚се „о ‡с смо т ен но -

„о учеб но „о м‡ те и ‡ л‡ о кол лек ти‚ ных опе ‡ ци flх пе е ‰‡ чи ‰‡н ных пе‰ -

ст‡‚ лен ‚ ‚и ‰е т‡бл. 5.4.

5.5. По из ‚о‰ ные ти пы ‰‡н ных ‚ MPI

Во ‚сех ‡ нее ‡с смо т ен ных пи ме ‡х ис поль зо ‚‡ ниfl функ ций пе -

е ‰‡ чи ‰‡н ных пе‰ по л‡ „‡ лось, что со об ще ниfl пе‰ ст‡‚ лfl ют со бой не ко -

то ый не пе ы‚ ный ‚ек то эле мен то‚ пе ‰у с мо т ен но „о ‚ MPI ти п‡
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Т‡б ли ц‡ 5.4. С‚о‰ ный пе е чень учеб но „о м‡ те и ‡ л‡ о кол лек ти‚ ных

опе ‡ ци flх пе е ‰‡ чи ‰‡н ных

Ви‰ кол лек ти‚ ной Об щее опи с‡ ние Функ циfl MPI Пи ме ы 

опе ‡ ции и оцен к‡ ис поль зо ‚‡ ниfl

слож но с ти

Пе е ‰‡ ч‡ от о‰ но „о п. 3.2.2 MPI_Bcast п. 5.2.3.1

по цес с‡ ‚сем п. 5.2.3.1

по цес с‡м (ши о ко-

‚е щ‡ тель н‡fl 

‡с сыл к‡)

Сбо и об ‡ бот к‡ пп. 3.2.2, 3.2.3 MPI_Reduce п. 5.2.3.2

‰‡н ных н‡ о‰ ном п. 5.2.3.2

по цес се от ‚сех 

по цес со‚ (е ‰ук циfl 

‰‡н ных)

– то же с ‡с сыл кой пп. 3.2.2, 3.2.3 MPI_Allreduce

е зуль т‡ то‚ ‚сем MPI_Reduce_

по цес с‡м scatter

п. 5.4.4

– то же с по лу - пп. 3.2.2, 3.2.3 MPI_Scan

че ни ем ч‡ с тич ных п. 5.4.4

е зуль т‡ то‚ 

об ‡ бот ки

Обоб щен н‡fl п. 3.2.4 MPI_Scatter Лек циfl 6

пе е ‰‡ ч‡ от MPI_Scatterv

о‰ но „о по цес с‡ п. 5.4.1

‚сем по цес с‡м 

(‡с пе ‰е ле ние 

‰‡н ных)

Обоб щен н‡fl п. 3.2.4 MPI_Gather Лек циfl 6

пе е ‰‡ ч‡ от ‚сех MPI_Gatherv

по цес со‚ о‰ но му п. 5.4.2

по цес су (сбо 

‰‡н ных)

– то же с ‡с сыл кой п. 3.2.4 MPI_Allgather

е зуль т‡ то‚ ‚сем MPI_Allgatherv

по цес с‡м п. 5.4.2

Об общенн‡fl пе е ‰‡ ч‡ п. 3.2.5 MPI_Alltoall Лек циfl 6

‰‡н ных от ‚сех MPI_Alltoallv

по цес со‚ ‚сем п. 5.4.3

по цес с‡м



(спи сок име ю щих сfl ‚ MPI ти по‚ пе‰ ст‡‚ лен ‚ т‡бл. 5.1). По нflт но, что ‚

об щем слу ч‡е не об хо ‰и мые к пе е сыл ке ‰‡н ные мо „ут fl ‰ом не ‡с по л‡ -

„‡ть сfl и со сто flть из зн‡ че ний ‡з ных ти по‚. Ко неч но, и ‚ этих си ту ‡ ци flх

‡з оз нен ные ‰‡н ные мо „ут быть пе е ‰‡ ны с ис поль зо ‚‡ ни ем не сколь ких

со об ще ний, но т‡ кой спо соб е ше ниfl не эф фек ти ‚ен ‚ си лу н‡ коп ле ниfl

л‡ тент но с тей мно же ст ‚‡ ‚ы пол нfl е мых опе ‡ ций пе е ‰‡ чи ‰‡н ных. Ду -

„ой ‚оз мож ный по‰ хо‰ со сто ит ‚ пе‰ ‚‡ и тель ной уп‡ ко‚ ке пе е ‰‡ ‚‡ е -

мых ‰‡н ных ‚ фо м‡т то „о или ино „о не пе ы‚ но „о ‚ек то ‡, о‰ н‡ ко и

з‰есь по fl‚ лfl ют сfl лиш ние опе ‡ ции ко пи о ‚‡ ниfl ‰‡н ных, ‰‡ и по нflт -

ность т‡ ких опе ‡ ций пе е ‰‡ чи ‰‡ ле к‡ от же л‡ е мой.

Длfl обес пе че ниfl больших ‚оз мож но с тей пи оп е ‰е ле нии со ст‡ ‚‡ пе -

е ‰‡ ‚‡ е мых со об ще ний ‚ MPI пе ‰у с мо т ен ме х‡ низм т‡к н‡ зы ‚‡ е мых по -

из ‚о‰ ных ти по‚ ‰‡н ных. Д‡ лее бу ‰ут ‰‡ ны ос но‚ ные по нfl тиfl ис поль зу е мо -

„о по‰ хо ‰‡, пи ‚е ‰е ны ‚оз мож ные спо со бы кон ст у и о ‚‡ ниfl по из ‚о‰ ных

ти по‚ ‰‡н ных и ‡с смо т е ны функ ции уп‡ ко‚ ки и ‡с п‡ ко‚ ки ‰‡н ных.

5.5.1. По нfl тие по из ‚о‰ но „о ти п‡ ‰‡н ных

В с‡ мом об щем ‚и ‰е по‰ по из ‚о‰ ным ти пом ‰‡н ных ‚ MPI мож но по -

ни м‡ть опи с‡ ние н‡ бо ‡ зн‡ че ний пе ‰у с мо т ен но „о ‚ MPI ти п‡, пи чем

‚ об щем слу ч‡е опи сы ‚‡ е мые зн‡ че ниfl не обfl з‡ тель но не пе ы‚ но ‡с по -

л‡ „‡ ют сfl ‚ п‡ мfl ти. З‡ ‰‡ ние ти п‡ ‚ MPI пи нfl то осу ще ст‚ лflть пи по мо -

щи к‡ ты ти п‡ (type map) ‚ ‚и ‰е по сле ‰о ‚‡ тель но с ти опи с‡ ний ‚хо ‰fl щих

‚ тип зн‡ че ний; к‡ж ‰ое от ‰ель ное зн‡ че ние опи сы ‚‡ ет сfl ук‡ з‡ ни ем ти п‡ и

сме ще ниfl ‡‰ е с‡ ме с то ‡ с по ло же ниfl от не ко то о „о б‡ зо ‚о „о ‡‰ е с‡, т. е.

TypeMap = {(type0, disp0),...,(typen-1, dispn-1)}.

Ч‡сть к‡ ты ти п‡ с ук‡ з‡ ни ем толь ко ти по‚ зн‡ че ний име ну ет сfl ‚

MPI си„ н‡ ту ой ти п‡:

TypeSignature = {type0,...,typen-1}.  

Си„ н‡ ту ‡ ти п‡ опи сы ‚‡ ет, к‡ кие б‡ зо ‚ые ти пы ‰‡н ных об ‡ зу ют не -

ко то ый по из ‚о‰ ный тип ‰‡н ных MPI, и, тем с‡ мым, уп ‡‚ лfl ет ин те -

пе т‡ ци ей эле мен то‚ ‰‡н ных пи пе е ‰‡ че или по лу че нии со об ще ний.

Сме ще ниfl к‡ ты ти п‡ оп е ‰е лfl ют, „‰е н‡ хо ‰flт сfl зн‡ че ниfl ‰‡н ных. 

По flс ним ‡с смо т ен ные по нfl тиfl н‡ сле ‰у ю щем пи ме е. Пусть ‚

со об ще ние ‰олж ны ‚хо ‰ить зн‡ че ниfl пе е мен ных:

double a; /* ‡‰ ес 24 */

double b; /* ‡‰ ес 40 */

¥nt   n; /* ‡‰ ес 48 */

То„ ‰‡ по из ‚о‰ ный тип ‰лfl опи с‡ ниfl т‡ ких ‰‡н ных ‰ол жен иметь

к‡ ту ти п‡ сле ‰у ю ще „о ‚и ‰‡:
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{(MPI_DOUBLE, 0),

(MPI_DOUBLE, 16),

(MPI_INT,    24)}

До пол ни тель но ‰лfl по из ‚о‰ ных ти по‚ ‰‡н ных ‚ MPI ис поль зу ет сfl

сле ‰у ю щий fl‰ но ‚ых по нfl тий:

• ниж нflfl „‡ ни ц‡ ти п‡

lb(TypeMap) = minj(dispj) ;

• ‚ех нflfl „‡ ни ц‡ ти п‡

ub(TypeMap) = maxj(dispj+sizeof(typej))+Δ;

• по тfl жен ность ти п‡

extent(TypeMap) = ub(TypeMap)-lb(TypeMap).

Со „л‡с но оп е ‰е ле нию, ниж нflfl „‡ ни ц‡ есть сме ще ние ‰лfl пе ‚о „о

б‡й т‡ зн‡ че ний ‡с см‡ т и ‚‡ е мо „о ти п‡ ‰‡н ных. Со от ‚ет ст ‚ен но, ‚ех нflfl

„‡ ни ц‡ пе‰ ст‡‚ лfl ет со бой сме ще ние ‰лfl б‡й т‡, ‡с по л‡ „‡ ю ще „о сfl ‚сле‰

з‡ по сле‰ ним эле мен том ‡с см‡ т и ‚‡ е мо „о ти п‡ ‰‡н ных. Пи этом ‚е ли -

чи н‡ сме ще ниfl ‰лfl ‚ех ней „‡ ни цы мо жет быть ок у„ ле н‡ ‚‚ех с уче -

том те бо ‚‡ ний ‚ы ‡‚ ни ‚‡ ниfl ‡‰ е со‚. Т‡к, о‰ но из те бо ‚‡ ний, ко то ые

н‡ л‡ „‡ ют не ко то ые е ‡ ли з‡ ции flзы ко‚ C и Fortran, со сто ит ‚ том, что бы

‡‰ ес эле мен т‡ был к‡ тен ‰ли не это „о эле мен т‡ ‚ б‡й т‡х. Н‡ пи ме, ес -

ли тип int з‡ ни м‡ ет че ты е б‡й т‡, то ‡‰ ес эле мен т‡ ти п‡ int ‰ол жен н‡ це -

ло ‰е лить сfl н‡ че ты е. Имен но это те бо ‚‡ ние и от ‡ ж‡ ет сfl ‚ оп е ‰е ле -

нии ‚ех ней „‡ ни цы ти п‡ ‰‡н ных MPI. По flс ним ‰‡н ный мо мент н‡ ‡ -

нее ‡с смо т ен ном пи ме е н‡ бо ‡ пе е мен ных a, b и n, ‰лfl ко то о „о

ниж нflfl „‡ ни ц‡ ‡‚ н‡ 0, ‡ ‚ех нflfl пи ни м‡ ет зн‡ че ние 32 (‚е ли чи н‡ ок -

у„ ле ниfl 6 или 4 ‚ з‡ ‚и си мо с ти от ‡з ме ‡ ти п‡ int). З‰есь сле ‰у ет от ме -

тить, что те бу е мое ‚ы ‡‚ ни ‚‡ ние оп е ‰е лfl ет сfl по ти пу пе ‚о „о эле мен -

т‡ ‰‡н ных ‚ к‡ те ти п‡.

Сле ‰у ет т‡к же ук‡ з‡ть н‡ ‡з ли чие по нfl тий «по тfl жен ность» и «‡з -

ме ти п‡». По тfl жен ность – это ‡з ме п‡ мfl ти ‚ б‡й т‡х, ко то ый нуж но

от ‚о ‰ить ‰лfl о‰ но „о эле мен т‡ по из ‚о‰ но „о ти п‡. Р‡з ме ти п‡ ‰‡н ных –

это чис ло б‡й то‚, ко то ые з‡ ни м‡ ют ‰‡н ные (‡з ность меж ‰у ‡‰ е с‡ ми

по сле‰ не „о и пе ‚о „о б‡й то‚ ‰‡н ных). Р‡з ли чие ‚ зн‡ че ни flх по тfl жен но -

с ти и ‡з ме ‡ опflть же ‚ ‚е ли чи не ок у„ ле ниfl ‰лfl ‚ы ‡‚ ни ‚‡ ниfl ‡‰ е со‚.

Т‡к, ‚ ‡с см‡ т и ‚‡ е мом пи ме е ‡з ме ти п‡ ‡ ‚ен 28, ‡ по тfl жен ность –

32 (пе‰ по л‡ „‡ ет сfl, что тип int з‡ ни м‡ ет че ты е б‡й т‡).

Длfl по лу че ниfl зн‡ че ниfl по тfl жен но с ти ти п‡ ‚ MPI пе ‰у с мо т е н‡

функ циfl:

¥nt MPI_Type_extent(MPI_Datatype type, MPI_A¥nt *extent),

„‰е
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— type — тип ‰‡н ных, по тfl жен ность ко то о „о оты с ки ‚‡ ет сfl;

— extent — по тfl жен ность ти п‡.

Р‡з ме ти п‡ мож но н‡й ти, ис поль зуfl функ цию:

¥nt MPI_Type_s¥ze(MPI_Datatype type, MPI_A¥nt *s¥ze),

„‰е

— type — тип ‰‡н ных, ‡з ме ко то о „о оты с ки ‚‡ ет сfl;

— size — ‡з ме ти п‡.

Оп е ‰е ле ние ниж ней и ‚ех ней „‡ ниц ти п‡ мо жет быть ‚ы пол не но

пи по мо щи функ ций:

¥nt MPI_Type_lb(MPI_Datatype type, MPI_A¥nt *d¥sp) и
¥nt MPI_Type_ub(MPI_Datatype type, MPI_A¥nt *d¥sp),

„‰е

— type — тип ‰‡н ных, ниж нflfl „‡ ни ц‡ ко то о „о оты с ки ‚‡ ет сfl;

— disp — ниж нflfl/‚ех нflfl „‡ ни ц‡ ти п‡.

В‡ж ной и не об хо ‰и мой пи кон ст у и о ‚‡ нии по из ‚о‰ ных ти по‚

fl‚ лfl ет сfl функ циfl по лу че ниfl ‡‰ е с‡ пе е мен ной:

¥nt MPI_Address(vo¥d *locat¥on, MPI_A¥nt *address),

„‰е

— location — ‡‰ ес п‡ мfl ти;

— address — ‡‰ ес п‡ мfl ти ‚ пе е но си мом MPI-фо м‡ те

(сле ‰у ет от ме тить, что ‰‡н н‡fl функ циfl fl‚ лfl ет сfl пе е но си мым ‚‡ и ‡н том

се‰ст‚ по лу че ниfl ‡‰ е со‚ ‚ ‡л „о ит ми че с ких flзы к‡х C и Fortran).

5.5.2. Спо со бы кон ст у и о ‚‡ ниfl по из ‚о‰ ных ти по‚ ‰‡н ных

Длfl сни же ниfl слож но с ти ‚ MPI пе ‰у с мо т е но не сколь ко ‡з лич -

ных спо со бо‚ кон ст у и о ‚‡ ниfl по из ‚о‰ ных ти по‚:

• не пе ы‚ ный спо соб поз ‚о лfl ет оп е ‰е лить не пе ы‚ ный н‡ бо

эле мен то‚ су ще ст ‚у ю ще „о ти п‡ к‡к но ‚ый по из ‚о‰ ный тип;

• ‚ек то ный спо соб обес пе чи ‚‡ ет со з‰‡ ние но ‚о „о по из ‚о‰ но „о ти -

п‡ к‡к н‡ бо ‡ эле мен то‚ су ще ст ‚у ю ще „о ти п‡, меж ‰у эле мен т‡ ми

ко то о „о имеютсfl е „у лfl ные по ме жут ки по п‡ мfl ти. Пи этом

‡з ме по ме жут ко‚ з‡ ‰‡ ет сfl ‚ чис ле эле мен то‚ ис хо‰ но „о ти п‡, ‚
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то ‚е мfl к‡к ‚ ‚‡ и ‡н те H-‚ек то но „о спо со б‡ этот ‡з ме ук‡ зы -

‚‡ ет сfl ‚ б‡й т‡х;

• ин ‰екс ный спо соб от ли ч‡ ет сfl от ‚ек то но „о ме то ‰‡ тем, что по ме -

жут ки меж ‰у эле мен т‡ ми ис хо‰ но „о ти п‡ мо „ут иметь не е „у лfl -

ный х‡ ‡к те (име ет сfl и H-ин ‰екс ный спо соб, от ли ч‡ ю щий сfl спо -

со бом з‡ ‰‡ ниfl по ме жут ко‚);

• стук ту ный спо соб обес пе чи ‚‡ ет с‡ мое об щее опи с‡ ние по из ‚о‰ -

но „о ти п‡ че ез fl‚ ное ук‡ з‡ ние к‡ ты со з‰‡ ‚‡ е мо „о ти п‡ ‰‡н ных.

Д‡ лее пе е чис лен ные спо со бы кон ст у и о ‚‡ ниfl по из ‚о‰ ных ти по‚

‰‡н ных бу ‰ут ‡с смо т е ны бо лее по ‰об но.

5.5.2.1. Не пе ы‚ ный спо соб кон ст у и о ‚‡ ниfl

Пи не пе ы‚ ном спо со бе кон ст у и о ‚‡ ниfl по из ‚о‰ но „о ти п‡ ‰‡н -

ных ‚ MPI ис поль зу ет сfl функ циfl:

¥nt MPI_Type_cont¥guous(¥nt count, MPI_Data_type oldtype,

MPI_Datatype *newtype),

„‰е

— count — ко ли че ст ‚о эле мен то‚ ис хо‰ но „о ти п‡;

— oldtype — ис хо‰ ный тип ‰‡н ных;

— newtype — но ‚ый оп е ‰е лfl е мый тип ‰‡н ных.

К‡к сле ‰у ет из опи с‡ ниfl, но ‚ый тип newtype со з‰‡ ет сfl к‡к count эле -

мен то‚ ис хо‰ но „о ти п‡ oldtype. Н‡ пи ме, ес ли ис хо‰ ный тип ‰‡н ных

име ет к‡ ту ти п‡ 

{(MPI_INT, 0), (MPI_DOUBLE, 8)}, 

то ‚ы зо‚ функ ции MPI_Type_cont¥guous с п‡ ‡ ме т ‡ ми 

MPI_Type_cont¥guous(2, oldtype, &newtype);

пи ‚е ‰ет к со з‰‡ нию ти п‡ ‰‡н ных с к‡ той ти п‡

{(MPI_INT, 0), (MPI_DOUBLE, 8), (MPI_INT, 16), (MPI_DOUBLE, 24)}.

В оп е ‰е лен ном пл‡ не н‡ ли чие не пе ы‚ но „о спо со б‡ кон ст у и о -

‚‡ ниfl fl‚ лfl ет сfl из бы точ ным, по сколь ку ис поль зо ‚‡ ние ‡ „у мен т‡ count ‚

по це ‰у ‡х MPI ‡‚ но силь но ис поль зо ‚‡ нию не пе ы‚ но „о ти п‡ ‰‡н ных

т‡ ко „о же ‡з ме ‡. 
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5.5.2.2. Век то ный спо соб кон ст у и о ‚‡ ниfl

Пи ‚ек то ном спо со бе кон ст у и о ‚‡ ниfl по из ‚о‰ но „о ти п‡ ‰‡н ных

‚ MPI пи ме нfl ют сfl функ ции

¥nt MPI_Type_vector(¥nt count, ¥nt blocklen, ¥nt str¥de,

MPI_Data_type oldtype, MPI_Datatype *newtype) и
¥nt MPI_Type_hvector(¥nt count, ¥nt blocklen, MPI_A¥nt str¥de, 

MPI_Data_type oldtype, MPI_Datatype *newtype),

„‰е

— count — ко ли че ст ‚о бло ко‚;

— blocklen — ‡з ме к‡ж ‰о „о бло к‡;

— stride — ко ли че ст ‚о эле мен то‚, ‡с по ло жен ных меж ‰у ‰‚у мfl со -

се‰ ни ми бло к‡ ми;

— oldtype — ис хо‰ ный тип ‰‡н ных;

— newtype — но ‚ый оп е ‰е лfl е мый тип ‰‡н ных.

От ли чие спо со б‡ кон ст у и о ‚‡ ниfl, оп е ‰е лfl е мо „о функ ци ей

MPI_Type_hvector, со сто ит лишь ‚ том, что п‡ ‡ мет stride ‰лfl оп е ‰е ле ниfl

ин те ‚‡ л‡ меж ‰у бло к‡ ми з‡ ‰‡ ет сfl ‚ б‡й т‡х, ‡ не ‚ эле мен т‡х ис хо‰ но „о

ти п‡ ‰‡н ных.

К‡к сле ‰у ет из опи с‡ ниfl, пи ‚ек то ном спо со бе но ‚ый по из ‚о‰ -

ный тип со з‰‡ ет сfl к‡к н‡ бо бло ко‚ из эле мен то‚ ис хо‰ но „о ти п‡, пи

этом меж ‰у бло к‡ ми мо „ут иметь сfl е „у лfl ные по ме жут ки по п‡ мfl ти.

Пи ‚е ‰ем не сколь ко пи ме о‚ ис поль зо ‚‡ ниfl ‰‡н но „о спо со б‡ кон ст у -

и о ‚‡ ниfl ти по‚:

• кон ст у и о ‚‡ ние ти п‡ ‰лfl ‚ы ‰е ле ниfl по ло ‚и ны (толь ко чет ных

или толь ко не чет ных) сток м‡ т и цы ‡з ме ом n×n:

MPI_Type_vector(n / 2, n, 2 * n, &Str¥pRowType, &ElemType),

• кон ст у и о ‚‡ ние ти п‡ ‰лfl ‚ы ‰е ле ниfl столб ц‡ м‡ т и цы ‡з ме ом

n×n:

MPI_Type_vector(n, 1, n, &ColumnType, &ElemType),

• кон ст у и о ‚‡ ние ти п‡ ‰лfl ‚ы ‰е ле ниfl „л‡‚ ной ‰и ‡ „о н‡ ли м‡ т и цы

‡з ме ом n×n:

MPI_Type_vector(n, 1, n + 1, &D¥agonalType, &ElemType).
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С уче том х‡ ‡к те ‡ пи ‚о ‰и мых пи ме о‚ мож но упо мfl нуть име ю -

щу ю сfl ‚ MPI ‚оз мож ность со з‰‡ ниfl по из ‚о‰ ных ти по‚ ‰лfl опи с‡ ниfl

по‰ м‡с си ‚о‚ мно „о ме ных м‡с си ‚о‚ пи по мо щи функ ции (‰‡н н‡fl

функ циfl пе ‰у с м‡ т и ‚‡ ет сfl ст‡н ‰‡ том MPI-2):

¥nt MPI_Type_create_subarray(¥nt nd¥ms, ¥nt *s¥zes, ¥nt *subs¥zes, 

¥nt *starts, ¥nt order, MPI_Data_type oldtype, MPI_Datatype *newtype),

„‰е

— ndims — ‡з ме ность м‡с си ‚‡;

— sizes — ко ли че ст ‚о эле мен то‚ ‚ к‡ж ‰ой ‡з ме но с ти ис хо‰ но „о

м‡с си ‚‡;

— subsizes — ко ли че ст ‚о эле мен то‚ ‚ к‡ж ‰ой ‡з ме но с ти оп е ‰е лfl -

е мо „о по‰ м‡с си ‚‡;

— starts — ин ‰ек сы н‡ ч‡ль ных эле мен то‚ ‚ к‡ж ‰ой ‡з ме но с ти оп -

е ‰е лfl е мо „о по‰ м‡с си ‚‡;

— order — п‡ ‡ мет ‰лfl ук‡ з‡ ниfl не об хо ‰и мо с ти пе е упо fl ‰о че ниfl;

— oldtype — тип ‰‡н ных эле мен то‚ ис хо‰ но „о м‡с си ‚‡;

— newtype — но ‚ый тип ‰‡н ных ‰лfl опи с‡ ниfl по‰ м‡с си ‚‡.

5.5.2.3. Ин ‰екс ный спо соб кон ст у и о ‚‡ ниfl

Пи ин ‰екс ном спо со бе кон ст у и о ‚‡ ниfl по из ‚о‰ но „о ти п‡ ‰‡н ных

‚ MPI ис поль зу ют сfl функ ции:

¥nt MPI_Type_¥ndexed(¥nt count, ¥nt blocklens[], ¥nt ¥nd¥ces[], 

MPI_Data_type oldtype, MPI_Datatype *newtype) и
¥nt MPI_Type_h¥ndexed(¥nt count, ¥nt blocklens[], MPI_A¥nt ¥nd¥ces[], 

MPI_Data_type oldtype, MPI_Datatype *newtype),

„‰е

— count — ко ли че ст ‚о бло ко‚;

— blocklens — ко ли че ст ‚о эле мен то‚ ‚ к‡ж ‰ом бло ке;

— indices — сме ще ние к‡ж ‰о „о бло к‡ от н‡ ч‡ л‡ ти п‡;

— oldtype — ис хо‰ ный тип ‰‡н ных;

— newtype — но ‚ый оп е ‰е лfl е мый тип ‰‡н ных.

К‡к сле ‰у ет из опи с‡ ниfl, пи ин ‰екс ном спо со бе но ‚ый по из ‚о‰ -

ный тип со з‰‡ ет сfl к‡к н‡ бо бло ко‚ ‡з но „о ‡з ме ‡ из эле мен то‚ ис хо‰ -

но „о ти п‡, пи этом меж ‰у бло к‡ ми мо „ут иметь сfl ‡з ные по ме жут ки по

п‡ мfl ти. Длfl по flс не ниfl ‰‡н но „о спо со б‡ мож но пи ‚е с ти пи ме кон ст у -

и о ‚‡ ниfl ти п‡ ‰лfl опи с‡ ниfl ‚ех ней те у „оль ной м‡ т и цы ‡з ме ом n×n:
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// Кон ст у и о ‚‡ ние ти п‡ ‰лfl опи с‡ ниfl ‚ех ней те у „оль ной м‡ т и цы

for ( ¥ = 0, ¥ < n; ¥++ ) {

blocklens[¥] = n - ¥;

¥nd¥ces  [¥] = ¥ * n + ¥;

}

MPI_Type_¥ndexed(n, blocklens, ¥nd¥ces, &UTMatr¥xType, &ElemType).

К‡к и ‡ нее, спо соб кон ст у и о ‚‡ ниfl, оп е ‰е лfl е мый функ ци ей

MPI_Type_h¥ndexed, от ли ч‡ ет сfl тем, что эле мен ты indices ‰лfl оп е ‰е ле ниfl

ин те ‚‡ ло‚ меж ‰у бло к‡ ми з‡ ‰‡ ют сfl ‚ б‡й т‡х, ‡ не ‚ эле мен т‡х ис хо‰ но „о

ти п‡ ‰‡н ных.

Сле ‰у ет от ме тить, что су ще ст ‚у ет еще о‰ н‡ ‰о пол ни тель н‡fl функ -

циfl MPI_Type_create_¥ndexed_block ин ‰екс но „о спо со б‡ кон ст у и о ‚‡ ниfl

‰лfl оп е ‰е ле ниfl ти по‚ с бло к‡ ми о‰и н‡ ко ‚о „о ‡з ме ‡ (‰‡н н‡fl функ циfl

пе ‰у с м‡ т и ‚‡ ет сfl ст‡н ‰‡ том MPI-2).

5.5.2.4. Стук ту ный спо соб кон ст у и о ‚‡ ниfl

К‡к от ме ч‡ лось ‡ нее, стук ту ный спо соб fl‚ лfl ет сfl с‡ мым об щим

ме то ‰ом кон ст у и о ‚‡ ниfl по из ‚о‰ но „о ти п‡ ‰‡н ных пи fl‚ ном з‡ ‰‡ нии

со от ‚ет ст ‚у ю щей к‡ ты ти п‡. Ис поль зо ‚‡ ние т‡ ко „о спо со б‡ по из ‚о -

‰ит сfl пи по мо щи функ ции:

¥nt MPI_Type_struct(¥nt count, ¥nt blocklens[], MPI_A¥nt ¥nd¥ces[], 

MPI_Data_type oldtypes[], MPI_Datatype *newtype),

„‰е

— count — ко ли че ст ‚о бло ко‚;

— blocklens — ко ли че ст ‚о эле мен то‚ ‚ к‡ж ‰ом бло ке;

— indices — сме ще ние к‡ж ‰о „о бло к‡ от н‡ ч‡ л‡ ти п‡ (‚ б‡й т‡х);

— oldtypes — ис хо‰ ные ти пы ‰‡н ных ‚ к‡ж ‰ом бло ке ‚ от ‰ель но с ти;

— newtype — но ‚ый оп е ‰е лfl е мый тип ‰‡н ных.

К‡к сле ‰у ет из опи с‡ ниfl, стук ту ный спо соб ‰о пол ни тель но к ин -

‰екс но му ме то ‰у поз ‚о лfl ет ук‡ зы ‚‡ть ти пы эле мен то‚ ‰лfl к‡ж ‰о „о бло к‡

‚ от ‰ель но с ти.

5.5.3. Объ fl‚ ле ние по из ‚о‰ ных ти по‚ и их у‰‡ ле ние

Р‡с смо т ен ные ‚ пе ‰ы ‰у щем пунк те функ ции кон ст у и о ‚‡ ниfl

поз ‚о лfl ют оп е ‰е лить по из ‚о‰ ный тип ‰‡н ных. До пол ни тель но пе е‰

ис поль зо ‚‡ ни ем со з‰‡н ный тип ‰ол жен быть объ fl‚ лен пи по мо щи

функ ции:
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¥nt MPI_Type_comm¥t(MPI_Datatype *type),

„‰е

— type – объ fl‚ лfl е мый тип ‰‡н ных.

Пи з‡ ‚е ше нии ис поль зо ‚‡ ниfl по из ‚о‰ ный тип ‰ол жен быть ‡н -

ну ли о ‚‡н пи по мо щи функ ции:

¥nt MPI_Type_free(MPI_Datatype *type),

„‰е

— type – ‡н ну ли у е мый тип ‰‡н ных.

5.5.4. Фо ми о ‚‡ ние со об ще ний пи по мо щи 

уп‡ ко‚ ки и ‡с п‡ ко‚ ки ‰‡н ных

Н‡ fl ‰у с ‡с смо т ен ны ми ‚ п. 5.5.2 ме то ‰‡ ми кон ст у и о ‚‡ ниfl по -

из ‚о‰ ных ти по‚ ‚ MPI пе ‰у с мо т ен и fl‚ ный спо соб сбо ки и ‡з бо ки

со об ще ний, со ‰е ж‡ щих зн‡ че ниfl ‡з ных ти по‚ и ‡с по л‡ „‡ е мых ‚ ‡з -

ных об л‡ с тflх п‡ мfl ти.

Длfl ис поль зо ‚‡ ниfl ‰‡н но „о по‰ хо ‰‡ ‰ол жен быть оп е ‰е лен бу фе

п‡ мfl ти ‰о ст‡ точ но „о ‡з ме ‡ ‰лfl сбо ки со об ще ниfl. Вхо ‰fl щие ‚ со -

ст‡‚ со об ще ниfl ‰‡н ные ‰олж ны быть уп‡ ко ‚‡ ны ‚ бу фе пи по мо щи

функ ции:

¥nt MPI_Pack(vo¥d *data, ¥nt count, MPI_Datatype type, vo¥d *buf,

¥nt bufs¥ze, ¥nt *bufpos, MPI_Comm comm),

„‰е

— data — бу фе п‡ мfl ти с эле мен т‡ ми ‰лfl уп‡ ко‚ ки;

— count — ко ли че ст ‚о эле мен то‚ ‚ бу фе е;

— type — тип ‰‡н ных ‰лfl уп‡ ко ‚ы ‚‡ е мых эле мен то‚;

— buf — бу фе п‡ мfl ти ‰лfl уп‡ ко‚ ки;

— bufsize — ‡з ме бу фе ‡ ‚ б‡й т‡х;

— bufpos — по зи циfl ‰лfl н‡ ч‡ л‡ з‡ пи си ‚ бу фе (‚ б‡й т‡х от н‡ ч‡ л‡

бу фе ‡);

— comm — ком му ни к‡ то ‰лfl уп‡ ко ‚‡н но „о со об ще ниfl.

Функ циfl MPI_Pack уп‡ ко ‚ы ‚‡ ет count эле мен то‚ из бу фе ‡ data ‚ бу -

фе уп‡ ко‚ ки buf, н‡ чи н‡fl с по зи ции bufpos. Об щ‡fl схе м‡ по це ‰у ы уп‡ -

ко‚ ки по к‡ з‡ н‡ н‡ ис. 5.8‡.
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Рис. 5.8. Об щ‡fl схе м‡ уп‡ ко‚ ки и ‡с п‡ ко‚ ки ‰‡н ных

Н‡ ч‡ль ное зн‡ че ние пе е мен ной bufpos ‰олж но быть сфо ми о ‚‡ но

‰о н‡ ч‡ л‡ уп‡ ко‚ ки и ‰‡ лее ус т‡ н‡‚ ли ‚‡ ет сfl функ ци ей MPI_Pack. Вы зо‚

функ ции MPI_Pack осу ще ст‚ лfl ет сfl по сле ‰о ‚‡ тель но ‰лfl уп‡ ко‚ ки ‚сех не -

об хо ‰и мых ‰‡н ных. Т‡к, ‚ ‡ нее ‡с смо т ен ном пи ме е н‡ бо ‡ пе е -

мен ных a, b и n ‰лfl их уп‡ ко‚ ки не об хо ‰и мо ‚ы пол нить:

bufpos = 0;

MPI_Pack(&a, 1, MPI_DOUBLE, buf, buflen, &bufpos, comm);

MPI_Pack(&b, 1, MPI_DOUBLE, buf, buflen, &bufpos, comm);

MPI_Pack(&n, 1, MPI_INT,  buf, buflen, &bufpos, comm);

Длfl оп е ‰е ле ниfl не об хо ‰и мо „о ‡з ме ‡ бу фе ‡ ‰лfl уп‡ ко‚ ки мо жет

быть пи ме не н‡ функ циfl:

¥nt MPI_Pack_s¥ze(¥nt count, MPI_Datatype type, MPI_Comm comm,

¥nt *s¥ze),

„‰е

— count — ко ли че ст ‚о эле мен то‚ ‚ бу фе е;

— type — тип ‰‡н ных ‰лfl уп‡ ко ‚ы ‚‡ е мых эле мен то‚;

— comm — ком му ни к‡ то ‰лfl уп‡ ко ‚‡н но „о со об ще ниfl;
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— size — ‡с счи т‡ ный ‡з ме бу фе ‡.

По сле уп‡ ко‚ ки ‚сех не об хо ‰и мых ‰‡н ных по‰ „о то‚ лен ный бу фе

мо жет быть ис поль зо ‚‡н ‚ функ ци flх пе е ‰‡ чи ‰‡н ных с ук‡ з‡ ни ем ти п‡

MPI_PACKED.

По сле по лу че ниfl со об ще ниfl с ти пом MPI_PACKED ‰‡н ные мо „ут быть

‡с п‡ ко ‚‡ ны пи по мо щи функ ции:

¥nt MPI_Unpack(vo¥d *buf, ¥nt bufs¥ze, ¥nt *bufpos, vo¥d *data,

¥nt count, MPI_Datatype type, MPI_Comm comm),

„‰е

— buf — бу фе п‡ мfl ти с уп‡ ко ‚‡н ны ми ‰‡н ны ми;

— bufsize — ‡з ме бу фе ‡ ‚ б‡й т‡х;

— bufpos — по зи циfl н‡ ч‡ л‡ ‰‡н ных ‚ бу фе е (‚ б‡й т‡х от н‡ ч‡ л‡ бу -

фе ‡);

— data — бу фе п‡ мfl ти ‰лfl ‡с п‡ ко ‚ы ‚‡ е мых ‰‡н ных;

— count — ко ли че ст ‚о эле мен то‚ ‚ бу фе е;

— type — тип ‡с п‡ ко ‚ы ‚‡ е мых ‰‡н ных;

— comm — ком му ни к‡ то ‰лfl уп‡ ко ‚‡н но „о со об ще ниfl.

Функ циfl MPI_Unpack ‡с п‡ ко ‚ы ‚‡ ет, н‡ чи н‡fl с по зи ции bufpos, оче -

е‰ ную по цию ‰‡н ных из бу фе ‡ buf и по ме щ‡ ет ‡с п‡ ко ‚‡н ные ‰‡н -

ные ‚ бу фе data. Об щ‡fl схе м‡ по це ‰у ы ‡с п‡ ко‚ ки по к‡ з‡ н‡ н‡ 

ис. 5.8б.

Н‡ ч‡ль ное зн‡ че ние пе е мен ной bufpos ‰олж но быть сфо ми о ‚‡ но

‰о н‡ ч‡ л‡ ‡с п‡ ко‚ ки и ‰‡ лее ус т‡ н‡‚ ли ‚‡ ет сfl функ ци ей MPI_Unpack. Вы -

зо‚ функ ции MPI_Unpack осу ще ст‚ лfl ет сfl по сле ‰о ‚‡ тель но ‰лfl ‡с п‡ ко‚ ки

‚сех уп‡ ко ‚‡н ных ‰‡н ных, пи этом по fl ‰ок ‡с п‡ ко‚ ки ‰ол жен со от ‚ет -

ст ‚о ‚‡ть по fl‰ ку уп‡ ко‚ ки. Т‡к, ‚ ‡ нее ‡с смо т ен ном пи ме е уп‡ ко‚ -

ки ‰лfl ‡с п‡ ко‚ ки уп‡ ко ‚‡н ных ‰‡н ных не об хо ‰и мо ‚ы пол нить:

bufpos = 0;

MPI_Unpack(buf, buflen, &bufpos, &a, 1, MPI_DOUBLE, comm);

MPI_Unpack(buf, buflen, &bufpos, &b, 1, MPI_DOUBLE, comm);

MPI_Unpack(buf, buflen, &bufpos, &n, 1, MPI_INT,  comm);

В з‡ клю че ние ‚ы ск‡ жем fl‰ е ко мен ‰‡ ций по пи ме не нию уп‡ ко‚ -

ки ‰лfl фо ми о ‚‡ ниfl со об ще ний. По сколь ку т‡ кой по‰ хо‰ пи ‚о ‰ит к

по fl‚ ле нию ‰о пол ни тель ных ‰ей ст ‚ий по уп‡ ко‚ ке и ‡с п‡ ко‚ ке ‰‡н ных,

то ‰‡н ный спо соб мо жет быть оп ‡‚ ‰‡н пи с‡‚ ни тель но не боль ших

‡з ме ‡х со об ще ний и пи м‡ лом ко ли че ст ‚е по ‚то е ний. Уп‡ ко‚ к‡ и
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‡с п‡ ко‚ к‡ мо жет ок‡ з‡ть сfl по лез ной пи fl‚ ном ис поль зо ‚‡ нии бу фе о‚

‰лfl бу фе и зо ‚‡н но „о спо со б‡ пе е ‰‡ чи ‰‡н ных.

5.6. Уп ‡‚ ле ние „уп п‡ ми по цес со‚ 

и ком му ни к‡ то ‡ ми

Р‡с смо т им те пеь ‚оз мож но с ти MPI по уп ‡‚ ле нию „уп п‡ ми по -

цес со‚ и ком му ни к‡ то ‡ ми. 

Длfl из ло же ниfl по сле ‰у ю ще „о м‡ те и ‡ л‡ н‡ пом ним fl‰ по нfl тий и

оп е ‰е ле ний, пи ‚е ‰ен ных ‚ н‡ ч‡ ле ‰‡н ной лек ции.

По цес сы п‡ ‡л лель ной по „‡м мы объ е ‰и нfl ют сfl ‚ „уп пы. В „уп -

пу мо „ут ‚хо ‰ить ‚се по цес сы п‡ ‡л лель ной по „‡м мы; с ‰у „ой сто о -

ны, ‚ „уп пе мо жет н‡ хо ‰ить сfl толь ко ч‡сть име ю щих сfl по цес со‚. О‰ин

и тот же по цесс мо жет пи н‡‰ ле ж‡ть не сколь ким „уп п‡м. Уп ‡‚ ле ние

„уп п‡ ми по цес со‚ пе‰ пи ни м‡ ет сfl ‰лfl со з‰‡ ниfl н‡ их ос но ‚е ком му -

ни к‡ то о‚.

По‰ ком му ни к‡ то ом ‚ MPI по ни м‡ ет сfl спе ци ‡ль но со з‰‡ ‚‡ е мый

слу жеб ный объ ект, ко то ый объ е ‰и нfl ет ‚ с‚о ем со ст‡ ‚е „уп пу по цес со‚

и fl‰ ‰о пол ни тель ных п‡ ‡ ме т о‚ (кон текст), ис поль зу е мых пи ‚ы пол -

не нии опе ‡ ций пе е ‰‡ чи ‰‡н ных. П‡ ные опе ‡ ции пе е ‰‡ чи ‰‡н ных

‚ы пол нfl ют сfl толь ко ‰лfl по цес со‚, пи н‡‰ ле ж‡ щих о‰ но му и то му же

ком му ни к‡ то у. Кол лек ти‚ ные опе ‡ ции пи ме нfl ют сfl о‰ но ‚е мен но

‰лfl ‚сех по цес со‚ ком му ни к‡ то ‡. Со з‰‡ ние ком му ни к‡ то о‚ пе‰ пи -

ни м‡ ет сfl ‰лfl умень ше ниfl об л‡ с ти ‰ей ст ‚иfl кол лек ти‚ ных опе ‡ ций и

‰лfl ус т ‡ не ниfl ‚з‡ и мо ‚ли fl ниfl ‡з ных ‚ы пол нfl е мых ч‡ с тей п‡ ‡л лель -

ной по „‡м мы. В‡ж но еще ‡з по‰ чек нуть – ком му ни к‡ ци он ные опе -

‡ ции, ‚ы пол нfl е мые с ис поль зо ‚‡ ни ем ‡з ных ком му ни к‡ то о‚, fl‚ лfl -

ют сfl не з‡ ‚и си мы ми и не ‚ли fl ют ‰у„ н‡ ‰у „‡.

Все име ю щи е сfl ‚ п‡ ‡л лель ной по „‡м ме по цес сы ‚хо ‰flт ‚ со ст‡‚

со з‰‡ ‚‡ е мо „о по умол ч‡ нию ком му ни к‡ то ‡ с и‰ен ти фи к‡ то ом

MPI_COMM_WORLD.

Пи не об хо ‰и мо с ти пе е ‰‡ чи ‰‡н ных меж ‰у по цес с‡ ми из ‡з ных

„упп не об хо ‰и мо со з‰‡ ‚‡ть оп е ‰е лен ные ‚ ст‡н ‰‡ те MPI-2 „ло б‡ль ные

ком му ни к‡ то ы (intercommunicator). Вз‡ и мо ‰ей ст ‚ие меж ‰у по цес с‡ ми

‡з ных „упп ок‡ зы ‚‡ ет сfl не об хо ‰и мым ‚ ‰о ст‡ точ но е‰ ких си ту ‡ ци flх,

‚ ‰‡н ном учеб ном м‡ те и ‡ ле не ‡с см‡ т и ‚‡ ет сfl и мо жет слу жить те мой

‰лfl с‡ мо сто fl тель но„о изу че ниfl – см., н‡ пи ме,  [4, 40 – 42, 57].

5.6.1. Уп ‡‚ ле ние „уп п‡ ми

Гуп пы по цес со‚ мо „ут быть со з‰‡ ны толь ко из уже су ще ст ‚у ю щих

„упп. В к‡ че ст ‚е ис хо‰ ной „уп пы мо жет быть ис поль зо ‚‡ н‡ „уп п‡, с‚fl -
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з‡н н‡fl с пе ‰о пе ‰е лен ным ком му ни к‡ то ом MPI_COMM_WORLD. Т‡к же ино -

„‰‡ мо жет быть по лез ным ком му ни к‡ то MPI_COMM_SELF, оп е ‰е лен ный

‰лfl к‡ж ‰о „о по цес с‡ п‡ ‡л лель ной по „‡м мы и ‚клю ч‡ ю щий толь ко

этот по цесс.

Длfl по лу че ниfl „уп пы, с‚fl з‡н ной с су ще ст ‚у ю щим ком му ни к‡ то -

ом, пи ме нfl ет сfl функ циfl:

¥nt MPI_Comm_group(MPI_Comm comm, MPI_Group *group),

„‰е

— comm — ком му ни к‡ то;

— group — „уп п‡, с‚fl з‡н н‡fl с ком му ни к‡ то ом.

Д‡ лее, н‡ ос но ‚е су ще ст ‚у ю щих „упп, мо „ут быть со з‰‡ ны но ‚ые

„уп пы:

• со з‰‡ ние но ‚ой „уп пы newgroup из су ще ст ‚у ю щей „уп пы oldgroup,

ко то ‡fl бу ‰ет ‚клю ч‡ть ‚ се бfl n по цес со‚ — их ‡н „и пе е чис лfl -

ют сfl ‚ м‡с си ‚е ranks:

¥nt MPI_Group_¥ncl(MPI_Group oldgroup, ¥nt n, ¥nt *ranks,

MPI_Group *newgroup),

„‰е

— oldgroup — су ще ст ‚у ю щ‡fl „уп п‡;

— n — чис ло эле мен то‚ ‚ м‡с си ‚е ranks; 

— ranks — м‡с си‚ ‡н „о‚ по цес со‚, ко то ые бу ‰ут ‚клю че ны ‚ но -

‚ую „уп пу; 

— newgroup — со з‰‡н н‡fl „уп п‡;

• со з‰‡ ние но ‚ой „уп пы newgroup из „уп пы oldgroup, ко то ‡fl бу ‰ет

‚клю ч‡ть ‚ се бfl n по цес со‚, чьи ‡н „и не со‚ п‡ ‰‡ ют с ‡н „‡ ми,

пе е чис лен ны ми ‚ м‡с си ‚е ranks:

¥nt MPI_Group_excl(MPI_Group oldgroup, ¥nt n, ¥nt *ranks, 

MPI_Group *newgroup),

„‰е

— oldgroup — су ще ст ‚у ю щ‡fl „уп п‡;

— n — чис ло эле мен то‚ ‚ м‡с си ‚е ranks; 

— ranks — м‡с си‚ ‡н „о‚ по цес со‚, ко то ые бу ‰ут ис клю че ны из

но ‚ой „уп пы; 

— newgroup — со з‰‡н н‡fl „уп п‡.
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Длfl по лу че ниfl но ‚ых „упп н‡‰ име ю щи ми сfl „уп п‡ ми по цес со‚

мо „ут быть ‚ы пол не ны опе ‡ ции объ е ‰и не ниfl, пе е се че ниfl и ‡з но сти:

• со з‰‡ ние но ‚ой „уп пы newgroup к‡к объ е ‰и не ниfl „упп group1 и

group2:

¥nt MPI_Group_un¥on(MPI_Group group1, MPI_Group group2,

MPI_Group *newgroup),

„‰е

— group1 — пе ‚‡fl „уп п‡;

— group2 — ‚то ‡fl „уп п‡;

— newgroup — объ е ‰и не ние „упп;

• со з‰‡ ние но ‚ой „уп пы newgroup к‡к пе е се че ниfl „упп group1 и

group2:

¥nt MPI_Group_¥ntersect¥on(MPI_Group group1, MPI_Group group2,

MPI_Group *newgroup),

„‰е

— group1 — пе ‚‡fl „уп п‡;

— group2 — ‚то ‡fl „уп п‡;

— newgroup — пе е се че ние „упп;

• со з‰‡ ние но ‚ой „уп пы newgroup к‡к ‡з но сти „упп group1 и group2:

¥nt MPI_Group_d¥fference(MPI_Group group1, MPI_Group group2, 

MPI_Group *newgroup),

„‰е

— group1 — пе ‚‡fl „уп п‡;

— group2 — ‚то ‡fl „уп п‡;

— newgroup — ‡з ность „упп.

Пи кон ст у и о ‚‡ нии „упп мо жет ок‡ з‡ть сfl по лез ной спе ци ‡ль н‡fl

пу с т‡fl „уп п‡ MPI_COMM_EMPTY.

Рfl‰ функ ций MPI обес пе чи ‚‡ ет по лу че ние ин фо м‡ ции о „уп пе

по цес со‚:

• по лу че ние ко ли че ст ‚‡ по цес со‚ ‚ „уп пе:

¥nt MPI_Group_s¥ze(MPI_Group group, ¥nt *s¥ze),

„‰е
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— group — „уп п‡;

— size — чис ло по цес со‚ ‚ „уп пе;

• по лу че ние ‡н „‡ те ку ще „о по цес с‡ ‚ „уп пе:

¥nt MPI_Group_rank(MPI_Group group, ¥nt *rank),

„‰е

— group — „уп п‡;

— rank — ‡н„ по цес с‡ ‚ „уп пе.

По сле з‡ ‚е ше ниfl ис поль зо ‚‡ ниfl „уп п‡ ‰олж н‡ быть у‰‡ ле н‡:

¥nt MPI_Group_free(MPI_Group *group),

„‰е

— group — „уп п‡, по‰ ле ж‡ щ‡fl у‰‡ ле нию

(‚ы пол не ние ‰‡н ной опе ‡ ции не з‡ т‡ „и ‚‡ ет ком му ни к‡ то ы, ‚ ко то ых

ис поль зу ет сfl у‰‡ лfl е м‡fl „уп п‡).

5.6.2. Уп ‡‚ ле ние ком му ни к‡ то ‡ ми

От ме тим пеж ‰е ‚се „о, что ‚ ‰‡н ном пунк те ‡с см‡ т и ‚‡ ет сfl уп ‡‚ -

ле ние ин т‡ ком му ни к‡ то ‡ ми, ис поль зу е мы ми ‰лfl опе ‡ ций пе е ‰‡ чи

‰‡н ных ‚ну т и о‰ ной „уп пы по цес со‚. К‡к от ме ч‡ лось ‡ нее, пи ме не -

ние ин те ком му ни к‡ то о‚ ‰лfl об ме но‚ меж ‰у „уп п‡ ми по цес со‚ ‚ы хо -

‰ит з‡ пе ‰е лы ‰‡н но „о учеб но „о м‡ те и ‡ л‡. 

Длfl со з‰‡ ниfl но ‚ых ком му ни к‡ то о‚ су ще ст ‚у ют ‰‚‡ ос но‚ ных спо -

со б‡:

• ‰уб ли о ‚‡ ние уже су ще ст ‚у ю ще „о ком му ни к‡ то ‡:

¥nt MPI_Comm_dup(MPI_Comm oldcom, MPI_comm *newcom),

„‰е

— oldcom — су ще ст ‚у ю щий ко мму ни к‡ то, ко пиfl ко то о „о со з‰‡ ет сfl;

— newcom — но ‚ый ко мму ни к‡ то;

• со з‰‡ ние но ‚о „о ком му ни к‡ то ‡ из по‰ мно же ст ‚‡ по цес со‚ су ще -

ст ‚у ю ще „о ком му ни к‡ то ‡:

¥nt MPI_Comm_create(MPI_Comm oldcom, MPI_Group group, 

MPI_Comm *newcom),
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„‰е

— oldcom — су ще ст ‚у ю щий ко мму ни к‡ то;

— group — по‰ мно же ст ‚о по цес со‚ ко мму ни к‡ то ‡ oldcom;

— newcom — но ‚ый ко мму ни к‡ то.

Дуб ли о ‚‡ ние ком му ни к‡ то ‡ мо жет пи ме нflть сfl, н‡ пи ме, ‰лfl

ус т ‡ не ниfl ‚оз мож но с ти пе е се че ниfl по те „‡м со об ще ний ‚ ‡з ных ч‡ с -

тflх п‡ ‡л лель ной по „‡м мы (‚ том числе и пи ис поль зо ‚‡ нии функ ций

‡з ных по „‡мм ных биб ли о тек). 

Сле ‰у ет от ме тить т‡к же, что опе ‡ циfl со з‰‡ ниfl ком му ни к‡ то о‚ fl‚ -

лfl ет сfl кол лек ти‚ ной и, тем с‡ мым, ‰олж н‡ ‚ы пол нflть сfl ‚се ми по цес с‡ -

ми ис хо‰ но „о ком му ни к‡ то ‡.

Длfl по flс не ниfl ‡с смо т ен ных функ ций мож но пи ‚е с ти пи ме

со з‰‡ ниfl ком му ни к‡ то ‡, ‚ ко то ом со ‰е ж‡т сfl ‚се по цес сы, ко ме

по цес с‡, име ю ще „о ‡н„ 0 ‚ ком му ни к‡ то е MPI_COMM_WORLD (т‡ кой ком -

му ни к‡ то мо жет быть по ле зен ‰лfl по‰ ‰еж ки схе мы о „‡ ни з‡ ции п‡ ‡л -

лель ных ‚ы чис ле ний «ме не ‰ же – ис пол ни те ли» – см. лек цию 4):

MPI_Group WorldGroup, WorkerGroup;

MPI_Comm Workers;

¥nt ranks[1];

ranks[0] = 0;

// По лу че ние „уп пы по цес со‚ ‚ MPI_COMM_WORLD

MPI_Comm_group(MPI_COMM_WORLD, &WorldGroup);

// Со з‰‡ ние „уп пы без по цес с‡ с ‡н „ом 0

MPI_Group_excl(WorldGroup, 1, ranks, &WorkerGroup);

// Со з‰‡ ние ком му ни к‡ то ‡ по „уп пе

MPI_Comm_create(MPI_COMM_WORLD, WorkerGroup, &Workers);

...

MPI_Group_free(&WorkerGroup);

MPI_Comm_free(&Workers);

Бы с т ый и по лез ный спо соб о‰ но ‚е мен но „о со з‰‡ ниfl не сколь ких

ком му ни к‡ то о‚ обес пе чи ‚‡ ет функ циfl:

¥nt MPI_Comm_spl¥t(MPI_Comm oldcomm, ¥nt spl¥t, ¥nt key,

MPI_Comm *newcomm),

„‰е

— oldcomm — ис хо‰ ный ком му ни к‡ то;

— split — но ме ком му ни к‡ то ‡, ко то о му ‰ол жен пи н‡‰ ле ж‡ть

по цесс;
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— key — по fl ‰ок ‡н „‡ по цес с‡ ‚ со з‰‡ ‚‡ е мом ком му ни к‡ то е;

— newcomm — со з‰‡ ‚‡ е мый ком му ни к‡ то.

Со з‰‡ ние ком му ни к‡ то о‚ от но сит сfl к кол лек ти‚ ным опе ‡ ци flм, и

по это му ‚ы зо‚ функ ции MPI_Comm_spl¥t ‰ол жен быть ‚ы пол нен ‚ к‡ж ‰ом

по цес се ком му ни к‡ то ‡ oldcomm. В е зуль т‡ те ‚ы пол не ниfl функ ции

по цес сы ‡з ‰е лfl ют сfl н‡ не пе е се к‡ ю щи е сfl „уп пы с о‰и н‡ ко ‚ы ми зн‡ -

че ни fl ми п‡ ‡ ме т ‡ split. Н‡ ос но ‚е сфо ми о ‚‡н ных „упп со з‰‡ ет сfl н‡ -

бо ком му ни к‡ то о‚. Длfl то „о что бы ук‡ з‡ть, что по цесс не ‰ол жен ‚хо -

‰ить ни ‚ о‰ин из со з‰‡ ‚‡ е мых ком му ни к‡ то о‚, не об хо ‰и мо ‚ос поль зо -

‚‡ть сfl кон ст‡н той MPI_UNDEFINED ‚ к‡ че ст ‚е зн‡ че ниfl п‡ ‡ ме т ‡ split. Пи

со з‰‡ нии ком му ни к‡ то о‚ ‰лfl ‡н „о‚ по цес со‚ ‚ но ‚ом ком му ни к‡ то е

‚ы би ‡ ет сfl т‡ кой по fl ‰ок ну ме ‡ ции, что бы он со от ‚ет ст ‚о ‚‡л по fl‰ ку

зн‡ че ний п‡ ‡ ме т о‚ key (по цесс с боль шим зн‡ че ни ем п‡ ‡ ме т ‡ key

по лу ч‡ ет боль ший ‡н„, по цес сы с о‰и н‡ ко ‚ым зн‡ че ни ем п‡ ‡ ме т ‡ key

со х‡ нfl ют с‚ою от но си тель ную ну ме ‡ цию). 

В к‡ че ст ‚е пи ме ‡ мож но ‡с смо т еть з‡ ‰‡ чу пе‰ ст‡‚ ле ниfl н‡ бо -

‡ по цес со‚ ‚ ‚и ‰е ‰‚у ме ной е шет ки. Пусть p=q*q есть об щее ко ли че -

ст ‚о по цес со‚; сле ‰у ю щий ‰‡ лее ф‡„ мент по „‡м мы обес пе чи ‚‡ ет по -

лу че ние ком му ни к‡ то о‚ ‰лfl к‡ж ‰ой сто ки со з‰‡ ‚‡ е мой то по ло „ии: 

MPI_Comm comm;

¥nt rank, row;

MPI_Comm_rank(MPI_COMM_WORLD, &rank);

row = rank / q;

MPI_Comm_spl¥t(MPI_COMM_WORLD, row, rank, &comm);

Пи ‚ы пол не нии ‰‡н но „о пи ме ‡, н‡ пи ме, пи p=9, по цес сы с

‡н „‡ ми (0, 1, 2) об ‡ зу ют пе ‚ый ком му ни к‡ то, по цес сы с ‡н „‡ ми (3,

4, 5) – ‚то ой и т. ‰.

По сле з‡ ‚е ше ниfl ис поль зо ‚‡ ниfl ком му ни к‡ то ‰ол жен быть у‰‡ -

лен, ‰лfl че „о ис поль зу ет сfl функ циfl:

¥nt MPI_Comm_free(MPI_Comm *comm),

„‰е

— comm — ком му ни к‡ то, по‰ ле ж‡ щий у‰‡ ле нию.

5.7. Ви ту ‡ль ные то по ло „ии

По‰ то по ло „и ей ‚ы чис ли тель ной си с те мы обыч но по ни м‡ ет сfl стук -

ту ‡ уз ло‚ се ти и ли ний с‚fl зи меж ‰у эти ми уз л‡ ми. То по ло „иfl мо жет быть
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пе‰ ст‡‚ ле н‡ ‚ ‚и ‰е „‡ ф‡, ‚ ко то ом ‚е ши ны есть по цес со ы (по цес -

сы) си с те мы, ‡ ‰у „и со от ‚ет ст ‚у ют име ю щим сfl ли ни flм (к‡ н‡ л‡м) с‚fl зи.

К‡к уже от ме ч‡ лось ‡ нее, п‡ ные опе ‡ ции пе е ‰‡ чи ‰‡н ных мо „ут

быть ‚ы пол не ны меж ‰у лю бы ми по цес с‡ ми о‰ но „о и то „о же ком му ни к‡ -

то ‡, ‡ ‚ кол лек ти‚ ной опе ‡ ции пи ни м‡ ют уч‡ с тие ‚се по цес сы ком му -

ни к‡ то ‡. В этом пл‡ не, ло „и че с к‡fl то по ло „иfl ли ний с‚fl зи меж ‰у по цес -

с‡ ми ‚ п‡ ‡л лель ной по „‡м ме име ет стук ту у пол но „о „‡ ф‡ (не з‡ ‚и си -

мо от н‡ ли чиfl е ‡ль ных фи зи че с ких к‡ н‡ ло‚ с‚fl зи меж ‰у по цес со ‡ ми).

По нflт но, что фи зи че с к‡fl то по ло „иfl си с те мы fl‚ лfl ет сfl ‡п п‡ ‡т но

е ‡ ли зу е мой и из ме не нию не по‰ ле жит (хо тfl су ще ст ‚у ют и по „‡м ми у -

е мые се‰ ст ‚‡ по ст о е ниfl се тей). Но, ос т‡‚ лflfl не из мен ной фи зи че с кую

ос но ‚у, мы мо жем о „‡ ни зо ‚‡ть ло „и че с кое пе‰ ст‡‚ ле ние лю бой не об хо -

‰и мой ‚и ту ‡ль ной то по ло „ии. Длfl это „о ‰о ст‡ точ но, н‡ пи ме, сфо ми -

о ‚‡ть тот или иной ме х‡ низм ‰о пол ни тель ной ‡‰ е с‡ ции по цес со‚.

Ис поль зо ‚‡ ние ‚и ту ‡ль ных по цес со‚ мо жет ок‡ з‡ть сfl по лез ным ‚

си лу fl ‰‡ ‡з ных пи чин. Ви ту ‡ль н‡fl то по ло „иfl, н‡ пи ме, мо жет

боль ше со от ‚ет ст ‚о ‚‡ть име ю щей сfl стук ту е ли ний пе е ‰‡ чи ‰‡н ных.

Пи ме не ние ‚и ту ‡ль ных то по ло „ий мо жет з‡ мет но уп о с тить ‚ fl ‰е

слу ч‡ е‚ пе‰ ст‡‚ ле ние и е ‡ ли з‡ цию п‡ ‡л лель ных ‡л „о ит мо‚.

В MPI по‰ ‰е жи ‚‡ ют сfl ‰‚‡ ‚и ‰‡ то по ло „ий – пfl мо у„оль н‡fl е шет -

к‡ по из ‚оль ной ‡з ме но с ти (‰е к‡ то ‚‡ то по ло „иfl) и то по ло „иfl „‡ ф‡

по из ‚оль но „о ‚и ‰‡. Сле ‰у ет от ме тить, что име ю щи е сfl ‚ MPI функ ции

обес пе чи ‚‡ ют лишь по лу че ние но ‚ых ло „и че с ких си с тем ‡‰ е с‡ ции по -

цес со‚, со от ‚ет ст ‚у ю щих фо ми у е мым ‚и ту ‡ль ным то по ло „и flм. Вы -

пол не ние же ‚сех ком му ни к‡ ци он ных опе ‡ ций ‰олж но осу ще ст‚ лflть сfl,

к‡к и ‡ нее, пи по мо щи обыч ных функ ций пе е ‰‡ чи ‰‡н ных с ис поль зо -

‚‡ ни ем ис хо‰ ных ‡н „о‚ по цес со‚.

5.7.1. Де к‡ то ‚ы то по ло „ии (е шет ки) 

Де к‡ то ‚ы то по ло „ии, ‚ ко то ых мно же ст ‚о по цес со‚ пе‰ ст‡‚ лfl -

ет сfl ‚ ‚и ‰е пfl мо у„оль ной е шет ки (см. п. 1.4.1 и ис. 1.7), ‡ ‰лfl ук‡ з‡ ниfl

по цес со‚ ис поль зу ет сfl ‰е к‡ то ‚‡ си с те м‡ ко о ‰и н‡т, ши о ко пи ме нfl -

ют сfl ‚о мно „их з‡ ‰‡ ч‡х ‰лfl опи с‡ ниfl стук ту ы име ю щих сfl ин фо м‡ ци -

он ных з‡ ‚и си мо с тей. В чис ле пи ме о‚ т‡ ких з‡ ‰‡ч – м‡ т ич ные ‡л „о -

ит мы (см. лек ции 6 и 7) и се точ ные ме то ‰ы е ше ниfl ‰иф фе ен ци ‡ль ных

у‡‚ не ний ‚ ч‡ ст ных по из ‚о‰ ных (см. лек цию 11). 

Длfl со з‰‡ ниfl ‰е к‡ то ‚ой то по ло „ии (е шет ки) ‚ MPI пе‰ н‡з н‡ че н‡

функ циfl:

¥nt MPI_Cart_create(MPI_Comm oldcomm, ¥nt nd¥ms, ¥nt *d¥ms, 

¥nt *per¥ods, ¥nt reorder, MPI_Comm *cartcomm),
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„‰е

— oldcomm — ис хо‰ ный ком му ни к‡ то;

— ndims — ‡з ме ность ‰е к‡ то ‚ой е шет ки;

— dims — м‡с си‚ ‰ли ны ndims, з‡ ‰‡ ет ко ли че ст ‚о по цес со‚ ‚ к‡ж -

‰ом из ме е нии е шет ки;

— periods — м‡с си‚ ‰ли ны ndims, оп е ‰е лfl ет, fl‚ лfl ет сfl ли е шет к‡

пе и о ‰и че с кой ‚‰оль к‡ж ‰о „о из ме е ниfl;

— reorder — п‡ ‡ мет ‰о пу с ти мо с ти из ме не ниfl ну ме ‡ ции по цес -

со‚;

— cartcomm — со з‰‡ ‚‡ е мый ком му ни к‡ то с ‰е к‡ то ‚ой то по ло „и ей

по цес со‚.

Опе ‡ циfl со з‰‡ ниfl то по ло „ии fl‚ лfl ет сfl кол лек ти‚ ной и, тем с‡ мым,

‰олж н‡ ‚ы пол нflть сfl ‚се ми по цес с‡ ми ис хо‰ но „о ком му ни к‡ то ‡.

Длfl по flс не ниfl н‡ зн‡ че ниfl п‡ ‡ ме т о‚ функ ции MPI_Cart_create

‡с смо т им пи ме со з‰‡ ниfl ‰‚у ме ной е шет ки 4x4, ‚ ко то ой сто ки и

столб цы име ют коль це ‚ую стук ту у (з‡ по сле‰ ним по цес сом сле ‰у ет

пе ‚ый по цесс):

// Со з‰‡ ние ‰‚уме ной е шет ки 4x4

MPI_Comm Gr¥dComm;

¥nt d¥ms[2], per¥ods[2], reorder = 1;

d¥ms[0]   = d¥ms[1]  = 4;

per¥ods[0] = per¥ods[1] = 1;

MPI_Cart_create(MPI_COMM_WORLD, 2, d¥ms, per¥ods, reorder,

&Gr¥dComm);

Сле ‰у ет от ме тить, что ‚ си лу коль це ‚ой стук ту ы из ме е ний сфо -

ми о ‚‡н н‡fl ‚ ‡м к‡х пи ме ‡ то по ло „иfl fl‚ лfl ет сfl то ом.

Длfl оп е ‰е ле ниfl ‰е к‡ то ‚ых ко о ‰и н‡т по цес с‡ по е„о ‡н „у мож -

но ‚ос поль зо ‚‡ть сfl функ ци ей:

¥nt MPI_Cart_coords(MPI_Comm comm, ¥nt rank, ¥nt nd¥ms, 

¥nt *coords), 

„‰е

— comm — ком му ни к‡ то с то по ло „и ей е шет ки;

— rank — ‡н„ по цес с‡, ‰лfl ко то о „о оп е ‰е лfl ют сfl ‰е к‡ то ‚ы ко -

о ‰и н‡ ты;

— ndims — ‡з ме ность е шет ки;
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— coords — ‚оз ‚‡ щ‡ е мые функ ци ей ‰е к‡ то ‚ы ко о ‰и н‡ ты по цес с‡.

Об ‡т ное ‰ей ст ‚ие – оп е ‰е ле ние ‡н „‡ по цес с‡ по е„о ‰е к‡ то ‚ым

ко о ‰и н‡ т‡м – обес пе чи ‚‡ ет сfl пи по мо щи функ ции:

¥nt MPI_Cart_rank(MPI_Comm comm, ¥nt *coords, ¥nt *rank),

„‰е

— comm — ком му ни к‡ то с то по ло „и ей е шет ки;

— coords — ‰е к‡ то ‚ы ко о ‰и н‡ ты по цес с‡;

— rank — ‚оз ‚‡ щ‡ е мый функ ци ей ‡н„ по цес с‡.

По лез н‡fl ‚о мно „их пи ло же ни flх по це ‰у ‡ ‡з би е ниfl е шет ки н‡

по‰ е шет ки мень шей ‡з ме но с ти обес пе чи ‚‡ ет сfl пи по мо щи функ ции:

¥nt MPI_Cart_sub(MPI_Comm comm, ¥nt *subd¥ms, MPI_Comm *newcomm),

„‰е

— comm — ис хо‰ ный ком му ни к‡ то с то по ло „и ей е шет ки;

— subdims — м‡с си‚ ‰лfl ук‡ з‡ ниfl, к‡ кие из ме е ниfl ‰олж ны ос т‡ть -

сfl ‚ со з‰‡ ‚‡ е мой по‰ е шет ке;

— newcomm — со з‰‡ ‚‡ е мый ком му ни к‡ то с по‰ е шет кой.

Опе ‡ циfl со з‰‡ ниfl по‰ е ше ток т‡к же fl‚ лfl ет сfl кол лек ти‚ ной и, тем

с‡ мым, ‰олж н‡ ‚ы пол нflть сfl  ‚се ми по цес с‡ ми ис хо‰ но „о ком му ни к‡ то -

‡. В хо ‰е с‚о е „о ‚ы пол не ниfl функ циfl MPI_Cart_sub оп е ‰е лfl ет ком му -

ни к‡ то ы ‰лfl к‡ж ‰о „о со че т‡ ниfl ко о ‰и н‡т фик си о ‚‡н ных из ме е ний

ис хо‰ ной е шет ки.

Длfl по flс не ниfl функ ции MPI_Cart_sub ‰о пол ним ‡ нее ‡с смо т ен ный

пи ме со з‰‡ ниfl ‰‚у ме ной е шет ки и оп е ‰е лим ком му ни к‡ то ы с ‰е к‡ -

то ‚ой то по ло „и ей ‰лfl к‡ж ‰ой сто ки и столб ц‡ е шет ки ‚ от ‰ель но с ти:

// Со з‰‡ ние ком му ни к‡ то о‚ ‰лfl к‡ж ‰ой сто ки и столб ц‡ е шет ки

MPI_Comm RowComm, ColComm;

¥nt subd¥ms[2];

// Со з‰‡ ние ком му ни к‡ то о‚ ‰лfl сток

subd¥ms[0] = 0;  // фик с‡ ции из ме е ниfl

subd¥ms[1] = 1;  // н‡ ли чие ‰‡н но „о из ме е ниfl ‚ по‰ е шет ке

MPI_Cart_sub(Gr¥dComm, subd¥ms, &RowComm);

// Со з‰‡ ние ком му ни к‡ то о‚ ‰лfl столб цо‚

subd¥ms[0] = 1;

subd¥ms[1] = 0;

MPI_Cart_sub(Gr¥dComm, subd¥ms, &ColComm);
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В пи ‚е ‰ен ном пи ме е ‰лfl е шет ки ‡з ме ом 4х4 со з‰‡ ют сfl 8 ком му -

ни к‡ то о‚, по о‰ но му ‰лfl к‡ж ‰ой сто ки и столб ц‡ е шет ки. Длfl к‡ж ‰о „о

по цес с‡ оп е ‰е лfl е мые ком му ни к‡ то ы RowComm и ColComm со от ‚ет ст ‚у -

ют сто ке и столб цу по цес со‚, к ко то ым ‰‡н ный по цесс пи н‡‰ ле жит.

До пол ни тель н‡fl функ циfl MPI_Cart_sh¥ft обес пе чи ‚‡ ет по‰ ‰еж ку

по це ‰у ы по сле ‰о ‚‡ тель ной пе е ‰‡ чи ‰‡н ных по о‰ но му из из ме е ний

е шет ки (опе ‡ циfl с‰‚и „‡ ‰‡н ных – см. лек цию 3). В з‡ ‚и си мо с ти от пе и -

о ‰ич но с ти из ме е ниfl е шет ки, по ко то о му ‚ы пол нfl ет сfl с‰‚и„, ‡з ли ч‡ -

ют сfl ‰‚‡ ти п‡ ‰‡н ной опе ‡ ции:

• цик ли че с кий с‰‚и„ н‡ k эле мен то‚ ‚‰оль из ме е ниfl е шет ки – ‚

этой опе ‡ ции ‰‡н ные от по цес с‡ i пе е сы л‡ ют сfl по цес су (i+k)

mod dim, „‰е dim есть ‡з ме из ме е ниfl, ‚‰оль ко то о „о по из ‚о -

‰ит сfl с‰‚и„;

• ли ней ный с‰‚и„ н‡ k по зи ций ‚‰оль из ме е ниfl е шет ки – ‚ этом ‚‡ -

и ‡н те опе ‡ ции ‰‡н ные от по цес с‡ i пе е сы л‡ ют сfl по цес су i+k

(ес ли т‡ ко ‚ой су ще ст ‚у ет).

Функ циfl MPI_Cart_sh¥ft обес пе чи ‚‡ ет по лу че ние ‡н „о‚ по цес со‚, с

ко то ы ми те ку щий по цесс (по цесс, ‚ы з‚‡‚ ший функ цию MPI_Cart_sh¥ft)

‰ол жен ‚ы пол нить об мен ‰‡н ны ми: 

¥nt MPI_Card_sh¥ft(MPI_Comm comm, ¥nt d¥r, ¥nt d¥sp, ¥nt *source,

¥nt *dst),

„‰е

— comm — ком му ни к‡ то с то по ло „и ей е шет ки;

— dir — но ме из ме е ниfl, по ко то о му ‚ы пол нfl ет сfl с‰‚и„;

— disp — ‚е ли чи н‡ с‰‚и „‡ (пи от и ц‡ тель ных зн‡ че ни flх с‰‚и„ по -

из ‚о ‰ит сfl к н‡ ч‡ лу из ме е ниfl);

— source — ‡н„ по цес с‡, от ко то о „о ‰олж ны быть по лу че ны ‰‡н -

ные;

— dst — ‡н„ по цес с‡, ко то о му ‰олж ны быть от п‡‚ ле ны ‰‡н ные.

Сле ‰у ет от ме тить, что функ циfl MPI_Cart_sh¥ft толь ко оп е ‰е лfl ет

‡н „и по цес со‚, меж ‰у ко то ы ми ‰ол жен быть ‚ы пол нен об мен ‰‡н ны -

ми ‚ хо ‰е опе ‡ ции с‰‚и „‡. Не по се‰ ст ‚ен н‡fl пе е ‰‡ ч‡  ‰‡н ных мо жет

быть ‚ы пол не н‡, н‡ пи ме, пи по мо щи функ ции MPI_Sendrecv.

5.7.2. То по ло „ии „‡ ф‡

С‚е ‰е ниfl по функ ци flм MPI ‰лfl ‡ бо ты с ‚и ту ‡ль ны ми то по ло „и fl -

ми ти п‡ „‡ф бу ‰ут ‡с смо т е ны бо лее к‡т ко – ‰о пол ни тель н‡fl ин фо -

м‡ циfl мо жет быть по лу че н‡, н‡ пи ме, ‚ [4, 40 – 42, 57].

165

Лекциfl 5 П‡‡ллельное по„‡ммио‚‡ние н‡ осно‚е MPI



Длfl со з‰‡ ниfl ком му ни к‡ то ‡ с то по ло „и ей ти п‡ „‡ф ‚ MPI пе‰ -

н‡з н‡ че н‡ функ циfl:

¥nt MPI_Graph_create(MPI_Comm oldcom, ¥nt nnodes, ¥nt *¥ndex, 

¥nt *edges, ¥nt reorder, MPI_Comm *graphcom),

„‰е

— oldcom — ис хо‰ ный ком му ни к‡ то;

— nnodes — ко ли че ст ‚о ‚е шин „‡ ф‡;

— index — ко ли че ст ‚о ис хо ‰fl щих ‰у„ ‰лfl к‡ж ‰ой ‚е ши ны;

— edges — по сле ‰о ‚‡ тель ный спи сок ‰у„ „‡ ф‡;

— reorder — п‡ ‡ мет ‰о пу с ти мо с ти из ме не ниfl ну ме ‡ ции по цес -

со‚;

— graphcom – со з‰‡ ‚‡ е мый ком му ни к‡ то с то по ло „и ей ти п‡ „‡ф.

Опе ‡ циfl со з‰‡ ниfl то по ло „ии fl‚ лfl ет сfl кол лек ти‚ ной и, тем с‡ -

мым, ‰олж н‡ ‚ы пол нflть сfl ‚се ми по цес с‡ ми ис хо‰ но „о ком му ни к‡ -

то ‡.

Рис. 5.9. Пи ме „‡ ф‡ ‰лfl то по ло „ии ти п‡ з‚ез ‰‡

Длfl пи ме ‡ со з‰‡ ‰им то по ло „ию „‡ ф‡ со стук ту ой, пе‰ ст‡‚ лен -

ной н‡ ис. 5.9. В этом слу ч‡е ко ли че ст ‚о по цес со‚ ‡‚ но 5, по fl‰ ки ‚е -

шин (ко ли че ст ‚‡ ис хо ‰fl щих ‰у„) пи ни м‡ ют зн‡ че ниfl (4, 1, 1, 1, 1), ‡ м‡ -

т и ц‡ ин ци ‰ент но с ти (но ме ‡ ‚е шин, ‰лfl ко то ых ‰у „и fl‚ лfl ют сfl ‚хо ‰fl -

щи ми) име ет ‚и‰:

По цес сы Ли нии с‚fl зи

0 1, 2, 3, 4

1 0

2 0

3 0

4 0
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Длfl со з‰‡ ниfl то по ло „ии с „‡ фом ‰‡н но „о ‚и ‰‡ не об хо ‰и мо ‚ы пол -

нить сле ‰у ю щий по „‡мм ный ко‰:

/* Со з‰‡ ние то по ло „ии ти п‡ з‚ез ‰‡ */

¥nt ¥ndex[] = { 4,1,1,1,1 };

¥nt edges[] = { 1,2,3,4,0,0,0,0 };

MPI_Comm StarComm;

MPI_Graph_create(MPI_COMM_WORLD, 5, ¥ndex, edges, 1, &StarComm);

Пи ‚е ‰ем еще ‰‚е по лез ные функ ции ‰лfl ‡ бо ты с то по ло „и fl ми „‡ -

ф‡. Ко ли че ст ‚о со се‰ них по цес со‚, ‚ ко то ых от по ‚е fl е мо „о по цес -

с‡ есть ‚ы хо ‰fl щие ‰у „и, мо жет быть по лу че но пи по мо щи функ ции:

¥nt MPI_Graph_ne¥ghbors_count(MPI_Comm comm, ¥nt rank, 

¥nt *nne¥ghbors),

„‰е

— comm — ком му ни к‡ то с то по ло „и ей ти п‡ „‡ф;

— rank — ‡н„ по цес с‡ ‚ ком му ни к‡ то е;

— nneighbors — ко ли че ст ‚о со се‰ них по цес со‚.

По лу че ние ‡н „о‚ со се‰ них ‚е шин обес пе чи ‚‡ ет сfl функ ци ей:

¥nt MPI_Graph_ne¥ghbors(MPI_Comm comm, ¥nt rank, ¥nt mne¥ghbors,

¥nt *ne¥ghbors),

„‰е

— comm — ком му ни к‡ то с то по ло „и ей ти п‡ „‡ф;

— rank — ‡н„ по цес с‡ ‚ ком му ни к‡ то е;

— mneighbors — ‡з ме м‡с си ‚‡ neighbors;

— neighbors — ‡н „и со се‰ них ‚ „‡ фе по цес со‚.

5.8. До пол ни тель ные с‚е ‰е ниfl о MPI

5.8.1. Р‡з ‡ бот к‡ п‡ ‡л лель ных по „‡мм с ис поль зо ‚‡ ни ем

MPI н‡ ‡л „о ит ми че с ком flзы ке Fortran

Пи ‡з ‡ бот ке п‡ ‡л лель ных по „‡мм с ис поль зо ‚‡ ни ем MPI н‡

‡л „о ит ми че с ком flзы ке Fortran су ще ст ‚у ет не т‡к мно „о осо бен но с тей по

с‡‚ не нию с пи ме не ни ем ‡л „о ит ми че с ко „о flзы к‡ C:

• ‚се кон ст‡н ты, пе е мен ные и функ ции объ fl‚ лfl ют сfl ‚ по‰ клю ч‡ е -

мом ф‡й ле mpif.h;
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• по‰ по „‡м мы биб ли о те ки MPI fl‚ лfl ют сfl по це ‰у ‡ ми и, тем с‡ -

мым, ‚ы зы ‚‡ ют сfl пи по мо щи опе ‡ то ‡ ‚ы зо ‚‡ по це ‰у CALL;

• ко ‰ы з‡ ‚е ше ниfl пе е ‰‡ ют сfl че ез ‰о пол ни тель ный п‡ ‡ мет це -

ло „о ти п‡, ‡с по л‡ „‡ е мый н‡ по сле‰ нем ме с те ‚ спи с ке п‡ ‡ ме т о‚

по це ‰у (ко ме MPI_Wtime и MPI_Wtick);

• ‚се стук ту ы (т‡ кие, н‡ пи ме, к‡к пе е мен н‡fl status) fl‚ лfl ют сfl

м‡с си ‚‡ ми це ло „о ти п‡, ‡з ме ы и но ме ‡ flче ек ко то ых опи с‡ ны

сим ‚о ли че с ки ми кон ст‡н т‡ ми (т‡ ки ми, к‡к MPI_STATUS_SIZE

‰лfl ст‡ ту с‡ опе ‡ ций);

• ти пы MPI_Comm и MPI_Datatype пе‰ ст‡‚ ле ны це лых ти пом

INTEGER.

В к‡ че ст ‚е пи нfl тых со „л‡ ше ний пи ‡з ‡ бот ке по „‡мм н‡ flзы -

ке Fortran е ко мен ‰у ет сfl з‡ пи сы ‚‡ть име н‡ по‰ по „‡мм с пи ме не ни ем

по пис ных сим ‚о ло‚.

В к‡ че ст ‚е пи ме ‡ пи ‚е ‰ем ‚‡ и ‡н ты по „‡м мы из п. 5.2.1.5 н‡

‡л „о ит ми че с ких flзы к‡х Fortran 77 и Fortran 90.

По „‡м м‡ 5.3. П‡ ‡л лель н‡fl по „‡м м‡ н‡ flзы ке Fortran 77

! Пи ме по „‡м мы, ис поль зу ю щей MPI н‡ Fortran 77

program ma¥n

¥nclude 'mp¥f.h'

¥nteger ProcNum, ProcRank, RecvRank, ¥err

¥nteger ¥

¥nteger st(MPI_STATUS_SIZE)

call MPI_INIT(¥err)

call MPI_COMM_SIZE(MPI_COMM_WORLD, ProcNum,  ¥err)

call MPI_COMM_RANK(MPI_COMM_WORLD, ProcRank, ¥err)

¥f (ProcRank .gt. 0) goto 20

c Дей ст ‚иfl, ‚ы пол нfl е мые толь ко по цес сом с ‡н „ом 0

pr¥nt *, "Hello from process ", ProcRank

do 10 ¥ = 1, ProcNum - 1

call MPI_RECV(RecvRank, 1, MPI_INTEGER, MPI_ANY_SOURCE,

MPI_ANY_TAG, MPI_COMM_WORLD, st, ¥err)

pr¥nt *, "Hello from process ", RecvRank

10   cont¥nue

goto 30

c Со об ще ние, от п‡‚ лfl е мое ‚се ми по цес с‡ ми, ко ме по цес с‡ 

с ‡н „ом 0

20   call MPI_SEND(ProcRank, 1, MPI_INTEGER, 0, 0, 

MPI_COMM_WORLD, ¥err)
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30   call MPI_FINALIZE(¥err)

stop

end

По „‡м м‡ 5.4. П‡ ‡л лель н‡fl по „‡м м‡ н‡ flзы ке Fortran 90

! Пи ме по „‡м мы, ис поль зу ю щей MPI н‡ Fortran 90

program ma¥n

use mp¥

¥nteger ProcNum, ProcRank, RecvRank, ¥err

¥nteger status(MPI_STATUS_SIZE)

¥nteger ¥

call MPI_INIT(¥err)

call MPI_COMM_SIZE(MPI_COMM_WORLD, ProcNum,  ¥err)

call MPI_COMM_RANK(MPI_COMM_WORLD, ProcRank, ¥err)

¥f (ProcRank .EQ. 0) then

! Дей ст ‚иfl, ‚ы пол нfl е мые толь ко по цес сом с ‡н „ом 0

pr¥nt *, "Hello from process ", ProcRank

do ¥ = 1, procnum - 1

call MPI_RECV(RecvRank, 1, MPI_INTEGER, MPI_ANY_SOURCE,

MPI_ANY_TAG, MPI_COMM_WORLD, status, ¥err)

pr¥nt *, "Hello from process ", RecvRank

enddo

else

c Со об ще ние, от п‡‚ лfl е мое ‚се ми по цес с‡ ми, ко ме по цес с‡ 

c с ‡н „ом 0

call MPI_SEND(ProcRank, 1, MPI_INTEGER, 0, 0, MPI_COMM_WORLD,

¥err)

end¥f

call MPI_FINALIZE(¥err)

stop

end

5.8.2. Об щ‡fl х‡ ‡к те и с ти к‡ се ‰ы ‚ы пол не ниfl 

MPI-по „‡мм

Длfl по ‚е ‰е ниfl п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний ‚ ‚ы чис ли тель ной си с те -

ме ‰олж н‡ быть ус т‡ но‚ ле н‡ се ‰‡ ‚ы пол не ниfl MPI-по „‡мм, ко то ‡fl

бы обес пе чи ‚‡ л‡ ‡з ‡ бот ку, ком пи лfl цию, ком по но‚ ку и ‚ы пол не ние п‡ -

‡л лель ных по „‡мм. Длfl ‚ы пол не ниfl пе ‚ой ч‡ с ти пе е чис лен ных ‰ей -

ст ‚ий – ‡з ‡ бот ки, ком пи лfl ции, ком по но‚ ки – к‡к п‡ ‚и ло, ‰о ст‡ точ но

обыч ных се‰ст‚ ‡з ‡ бот ки по „‡мм (т‡ ких, н‡ пи ме, к‡к Microsoft
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Visual Studio), не об хо ‰и мо лишь н‡ ли чие той или иной биб ли о те ки MPI.

Длfl ‚ы пол не ниfl же п‡ ‡л лель ных по „‡мм от се ‰ы ‚ы пол не ниfl те бу -

ет сfl fl‰ ‰о пол ни тель ных ‚оз мож но с тей, се ‰и ко то ых н‡ ли чие се‰ст‚

ук‡ з‡ ниfl ис поль зу е мых по цес со о‚, опе ‡ ций у‰‡ лен но „о з‡ пу с к‡ по -

„‡мм  и т. п. К‡й не же л‡ тель но т‡к же н‡ ли чие ‚ се ‰е ‚ы пол не ниfl

се‰ст‚ по фи ли о ‚‡ ниfl, т‡с си о‚ ки и от л‡‰ ки п‡ ‡л лель ных по „‡мм.

З‰есь, к со ж‡ ле нию, ст‡н ‰‡ ти з‡ циfl з‡ к‡н чи ‚‡ ет сfl1. Су ще ст ‚у ет не -

сколь ко ‡з лич ных се‰ ‚ы пол не ниfl MPI-по „‡мм. В боль шин ст ‚е слу -

ч‡ е‚ эти се ‰ы со з‰‡ ют сfl со‚ ме ст но с ‡з ‡ бот кой тех или иных ‚‡ и ‡н -

то‚ MPI-биб ли о тек. Обыч но ‚ы бо е ‡ ли з‡ ции MPI-биб ли о те ки, ус т‡ -

но‚ к‡ се ‰ы ‚ы пол не ниfl и по‰ „о то‚ к‡ ин ст ук ций по ис поль зо ‚‡ нию

осу ще ст‚ лfl ют сfl ‡‰ ми ни с т ‡ то ом ‚ы чис ли тель ной си с те мы. К‡к п‡ ‚и -

ло, ин фо м‡ ци он ные е су сы се ти Ин те нет, н‡ ко то ых ‡с по л‡ „‡ ют сfl

с‚о бо‰ но ис поль зу е мые е ‡ ли з‡ ции MPI, и по мы ш лен ные ‚е сии MPI

со ‰е ж‡т ис че пы ‚‡ ю щую ин фо м‡ цию о по це ‰у ‡х ус т‡ но‚ ки MPI, и

‚ы пол не ние ‚сех не об хо ‰и мых ‰ей ст ‚ий не со ст‡‚ лfl ет боль шо „о ту ‰‡.

З‡ пуск MPI-по „‡м мы т‡к же з‡ ‚и сит от се ‰ы ‚ы пол не ниfl, но ‚

боль шин ст ‚е слу ч‡ е‚ ‰‡н ное ‰ей ст ‚ие ‚ы пол нfl ет сfl пи по мо щи ко м‡н -

‰ы mpirun2. В чис ле ‚оз мож ных п‡ ‡ ме т о‚ этой ко м‡н ‰ы:

• е жим ‚ы пол не ниfl – ло к‡ль ный или мно „о по цес со ный; ло к‡ль -

ный е жим обыч но ук‡ зы ‚‡ ет сfl пи по мо щи клю ч‡ -localonly, пи

‚ы пол не нии п‡ ‡л лель ной по „‡м мы ‚ ло к‡ль ном е жи ме ‚се

по цес сы по „‡м мы ‡с по л‡ „‡ ют сfl н‡ ком пью те е, с ко то о „о

был по из ‚е ‰ен з‡ пуск по „‡м мы. Т‡ кой спо соб ‚ы пол не ниfl

чез ‚ы ч‡й но по ле зен ‰лfl н‡ ч‡ль ной по ‚е ки ‡ бо то спо соб но с ти

и от л‡‰ ки п‡ ‡л лель ной по „‡м мы, ч‡сть т‡ кой ‡ бо ты мо жет

быть ‚ы пол не н‡ ‰‡ же н‡ от ‰ель ном ком пью те е ‚не ‡ мок мно „о -

по цес со ной ‚ы чис ли тель ной си с те мы;

• ко ли че ст ‚о по цес со‚, ко то ые не об хо ‰и мо со з‰‡ть пи з‡ пу с ке п‡ -

‡л лель ной по „‡м мы;

• со ст‡‚ ис поль зу е мых по цес со о‚, оп е ‰е лfl е мый тем или иным кон -

фи „у ‡ ци он ным ф‡й лом;

• ис пол нfl е мый ф‡йл п‡ ‡л лель ной по „‡м мы;

• ко м‡н‰ н‡fl сто к‡ с п‡ ‡ ме т ‡ ми ‰лfl ‚ы пол нfl е мой по „‡м мы.

Су ще ст ‚у ет и зн‡ чи тель ное ко ли че ст ‚о ‰у „их п‡ ‡ ме т о‚, но они

обыч но ис поль зу ют сfl пи ‡з ‡ бот ке ‰о ст‡ точ но слож ных п‡ ‡л лель ных

по „‡мм – их опи с‡ ние мо жет быть по лу че но ‚ сп‡ ‚оч ной ин фо м‡ ции

по со от ‚ет ст ‚у ю щей се ‰е ‚ы пол не ниfl MPI-по „‡мм.
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Пи з‡ пу с ке по „‡м мы н‡ не сколь ких ком пью те ‡х ис пол нfl е мый

ф‡йл по „‡м мы ‰ол жен быть ско пи о ‚‡н н‡ ‚се эти ком пью те ы или же

‰ол жен н‡ хо ‰ить сfl н‡ об щем ‰о ступ ном ‰лfl ‚сех ком пью те о‚ е су се.

До пол ни тель н‡fl ин фо м‡ циfl по се ‰‡м ‚ы пол не ниfl п‡ ‡л лель ных по -

„‡мм н‡ кл‡ с те ных си с те м‡х мо жет быть по лу че н‡, н‡ пи ме, ‚ [70, 71].

5.8.3. До пол ни тель ные ‚оз мож но с ти ст‡н ‰‡ т‡ MPI-2

К‡к уже от ме ч‡ лось, ст‡н ‰‡т MPI-2 был пи нflт ‚ 1997 „. Не смо т fl

н‡ ‰о ст‡ точ но боль шой пе и о‰ ‚е ме ни, по ше‰ ший с тех по, ис поль зо -

‚‡ ние ‰‡н но „о ‚‡ и ‡н т‡ ст‡н ‰‡ т‡ ‚се еще о„ ‡ ни че но. Се ‰и ос но‚ ных

пи чин т‡ кой си ту ‡ ции мож но н‡ з‚‡ть обыч ный кон се ‚‡ тизм ‡з ‡ бот -

чи ко‚ по „‡мм но „о обес пе че ниfl, слож ность е ‡ ли з‡ ции но ‚о „о ст‡н -

‰‡ т‡ и т.п. В‡ж ный мо мент со сто ит т‡к же ‚ том, что ‚оз мож но с тей 

MPI-1 ‰ост‡точно ‰лfl е ‡ ли з‡ ции мно „их п‡ ‡л лель ных ‡л „о ит мо‚, ‡

сфе ‡ пи ме ни мо с ти ‰о пол ни тель ных ‚оз мож но с тей MPI-2 ок‡ зы ‚‡ ет сfl

не столь ши о кой.

Длfl зн‡ ком ст ‚‡ со ст‡н ‰‡ том MPI-2 мо жет быть е ко мен ‰о ‚‡н ин -

фо м‡ ци он ный е сус http://www.mpiforum.org, ‡ т‡к же ‡ бо т‡ [42]. З‰есь

же ‰‡ ‰им к‡т кую х‡ ‡к те и с ти ку ‰о пол ни тель ных ‚оз мож но с тей ст‡н -

‰‡ т‡ MPI-2:

• ‰и н‡ ми че с кое по ож ‰е ние по цес со‚, пи ко то ом по цес сы п‡ ‡л -

лель ной по „‡м мы мо „ут со з‰‡ ‚‡ть сfl и унич то ж‡ть сfl ‚ хо ‰е ‚ы -

пол не ниfl;

• о‰ но сто он нее ‚з‡ и мо ‰ей ст ‚ие по цес со‚, что поз ‚о лfl ет быть ини ци ‡ -

то ом опе ‡ ции пе е ‰‡ чи и пи ем‡ ‰‡н ных толь ко о‰ но му по цес су;

• п‡ ‡л лель ный ‚‚о‰/‚ы ‚о‰, обес пе чи ‚‡ ю щий спе ци ‡ль ный ин те -

фейс ‰лfl ‡ бо ты по цес со‚ с ф‡й ло ‚ой си с те мой;

• ‡с ши е ние ‚оз мож но с тей кол лек ти‚ ных опе ‡ ций, ‚ чис ле ко то ых,

н‡ пи ме, ‚з‡ и мо ‰ей ст ‚ие че ез „ло б‡ль ные ком му ни к‡ то ы

(intercommunicator);

• ин те фейс ‰лfl ‡л „о ит ми че с ких flзы ко‚ C++ и Fortran 90.

5.9. К‡т кий об зо лек ции

Д‡н н‡fl лек циfl по с‚fl ще н‡ ‡с смо т е нию ме то ‰о‚ п‡ ‡л лель но „о

по „‡м ми о ‚‡ ниfl ‰лfl ‚ы чис ли тель ных си с тем с ‡с пе ‰е лен ной п‡ мfl -

тью с ис поль зо ‚‡ ни ем MPI.

В с‡ мом н‡ ч‡ ле лек ции от ме ч‡ ет сfl, что MPI – ин те фейс пе е ‰‡ чи со -

об ще ний (message passing interface) – fl‚ лfl ет сfl ‚ н‡ сто fl щий мо мент о‰ ним из

ос но‚ ных по‰ хо ‰о‚ к ‡з ‡ бот ке п‡ ‡л лель ных по „‡мм ‰лfl ‚ы чис ли -

тель ных си с тем с ‡с пе ‰е лен ной п‡ мfl тью. Ис поль зо ‚‡ ние MPI поз ‚о лfl -
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ет ‡с пе ‰е лить ‚ы чис ли тель ную н‡ „уз ку и о „‡ ни зо ‚‡ть ин фо м‡ ци он -

ное ‚з‡ и мо ‰ей ст ‚ие (пе е ‰‡ чу ‰‡н ных) меж ‰у по цес со ‡ ми. С‡м те мин

MPI оз н‡ ч‡ ет, с о‰ ной сто о ны, ст‡н ‰‡т, ко то о му ‰олж ны у‰о‚ ле т‚о flть

се‰ ст ‚‡ о „‡ ни з‡ ции пе е ‰‡ чи со об ще ний, ‡ с ‰у „ой сто о ны, обо зн‡ ч‡ -

ет по „‡мм ные биб ли о те ки, ко то ые обес пе чи ‚‡ ют ‚оз мож ность пе е ‰‡ -

чи со об ще ний и пи этом со от ‚ет ст ‚у ют ‚сем те бо ‚‡ ни flм ст‡н ‰‡ т‡ MPI.

В по‰ ‡з ‰е ле 5.1 ‡с см‡ т и ‚‡ ет сfl fl‰ по нfl тий и оп е ‰е ле ний, fl‚ лfl ю -

щих сfl ос но ‚о по л‡ „‡ ю щи ми ‰лfl ст‡н ‰‡ т‡ MPI. Т‡к, ‰‡ ет сfl пе‰ ст‡‚ ле ние

о  п‡ ‡л лель ной по „‡м ме к‡к мно же ст ‚е о‰ но ‚е мен но ‚ы пол нfl е мых по -

цес со‚. Пи этом по цес сы мо „ут ‚ы пол нflть сfl н‡ ‡з ных по цес со ‡х, но

н‡ о‰ ном по цес со е мо „ут ‡с по л‡ „‡ть сfl и не сколь ко по цес со‚ (‚ этом

слу ч‡е их ис пол не ние осу ще ст‚ лfl ет сfl ‚ е жи ме ‡з ‰е ле ниfl ‚е ме ни). Д‡ -

лее пи ‚о ‰ит сfl к‡т к‡fl х‡ ‡к те и с ти к‡ по нfl тий ‰лfl опе ‡ ций пе е ‰‡ чи

со об ще ний, ти по‚ ‰‡н ных, ком му ни к‡ то о‚ и ‚и ту ‡ль ных то по ло „ий.

В по‰ ‡з ‰е ле 5.2 по ‚о ‰ит сfl бы с т ое и по стое ‚‚е ‰е ние ‚ ‡з ‡ бот -

ку п‡ ‡л лель ных по „‡мм с ис поль зо ‚‡ ни ем MPI. Из л‡ „‡ е мо „о ‚ по‰ ‡з -

‰е ле м‡ те и ‡ л‡ ‰о ст‡ точ но ‰лfl н‡ ч‡ л‡ ‡з ‡ бот ки п‡ ‡л лель ных по -

„‡мм ‡з но „о уо‚ нfl слож но с ти.

В по‰ ‡з ‰е ле 5.3 из л‡ „‡ ет сfl м‡ те и ‡л, с‚fl з‡н ный с опе ‡ ци fl ми пе е -

‰‡ чи ‰‡н ных меж ‰у ‰‚у мfl по цес с‡ ми. З‰есь по ‰об но х‡ ‡к те и зу ют сfl

име ю щи е сfl ‚ MPI е жи мы ‚ы пол не ниfl опе ‡ ций – ст‡н ‰‡т ный, син -

хон ный, бу фе и зо ‚‡н ный, по „о то‚ но с ти. Длfl ‚сех ‡с смо т ен ных опе -

‡ ций об суж ‰‡ ет сfl ‚оз мож ность о „‡ ни з‡ ции не бло ки у ю щих об ме но‚

‰‡н ны ми меж ‰у по цес с‡ ми.

В по‰ ‡з ‰е ле 5.4 ‡с см‡ т и ‚‡ ют сfl кол лек ти‚ ные опе ‡ ции пе е ‰‡ чи

‰‡н ных. Из ло же ние м‡ те и ‡ л‡ со от ‚ет ст ‚у ет по сле ‰о ‚‡ тель но с ти изу че -

ниfl ком му ни к‡ ци он ных опе ‡ ций, ис поль зо ‚‡н ной ‚ лек ции 3. Ос но‚ -

ной ‚ы ‚о‰ ‰‡н но „о по‰ ‡з ‰е л‡ со сто ит ‚ том, что MPI обес пе чи ‚‡ ет по‰ -

‰еж ку п‡к ти че с ки ‚сех ос но‚ ных опе ‡ ций ин фо м‡ ци он ных об ме но‚

меж ‰у по цес с‡ ми.

В по‰ ‡з ‰е ле 5.5 из л‡ „‡ ет сfl м‡ те и ‡л, с‚fl з‡н ный с ис поль зо ‚‡ ни ем

‚ MPI по из ‚о‰ ных ти по‚ ‰‡н ных. В по‰ ‡з ‰е ле пе‰ ст‡‚ ле ны ‚се ос но‚ -

ные спо со бы кон ст у и о ‚‡ ниfl по из ‚о‰ ных ти по‚ – не пе ы‚ ный, ‚ек -

то ный, ин ‰екс ный и стук ту ный. Об суж ‰‡ ет сfl т‡к же ‚оз мож ность fl‚ -

но „о фо ми о ‚‡ ниfl слож ных со об ще ний пи по мо щи уп‡ ко‚ ки и ‡с п‡ -

ко‚ ки ‰‡н ных.

В по‰ ‡з ‰е ле 5.6 об суж ‰‡ ют сfl ‚о по сы уп ‡‚ ле ниfl „уп п‡ ми по цес со‚ и

ком му ни к‡ то ‡ ми. Р‡с см‡ т и ‚‡ е мые ‚ по‰ ‡з ‰е ле ‚оз мож но с ти MPI поз ‚о -

лfl ют уп ‡‚ лflть об л‡ с тfl ми ‰ей ст ‚иfl кол лек ти‚ ных опе ‡ ций и ис клю чить

‚з‡ и мо ‚ли fl ние ‡з ных ‚ы пол нfl е мых ч‡ с тей п‡ ‡л лель ной по „‡м мы.  

В по‰ ‡з ‰е ле 5.7 ‡с см‡ т и ‚‡ ют сfl ‚оз мож но с ти MPI по ис поль зо ‚‡ -

нию ‚и ту ‡ль ных то по ло „ий. В по‰ ‡з ‰е ле пе‰ ст‡‚ ле ны то по ло „ии, по‰ -
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‰е жи ‚‡ е мые MPI, – пfl мо у„оль н‡fl е шет к‡ по из ‚оль ной ‡з ме но с ти

(‰е к‡ то ‚‡ то по ло „иfl) и то по ло „иfl „‡ ф‡ лю бо „о не об хо ‰и мо „о ‚и ‰‡.

В по‰ ‡з ‰е ле 5.8 пи ‚о ‰flт сfl ‰о пол ни тель ные с‚е ‰е ниfl о MPI. В их

чис ле об суж ‰‡ ют сfl ‚о по сы ‡з ‡ бот ки п‡ ‡л лель ных по „‡мм с ис -

поль зо ‚‡ ни ем MPI н‡ ‡л „о ит ми че с ком flзы ке Fortran, ‰‡ ет сfl к‡т к‡fl х‡ -

‡к те и с ти к‡ се‰ ‚ы пол не ниfl MPI-по „‡мм и пи ‚о ‰ит сfl об зо ‰о -

пол ни тель ных ‚оз мож но с тей ст‡н ‰‡ т‡ MPI-2.

5.10. Об зо ли те ‡ ту ы

Име ет сfl fl‰ ис точ ни ко‚, ‚ ко то ых мо жет быть по лу че н‡ ин фо м‡ циfl

о MPI. Пеж ‰е ‚се „о, это ин фо м‡ ци он ный е сус Ин те нет с опи с‡ ни ем

ст‡н ‰‡ т‡ MPI: http://www.mpiforum.org. О‰ н‡ из н‡ и бо лее ‡с по ст ‡ нен -

ных е ‡ ли з‡ ций MPI – биб ли о те к‡ MPICH – пе‰ ст‡‚ ле н‡ н‡ http://www-

unix.mcs.anl.gov/mpi/mpich (биб ли о те к‡ MPICH2 с е ‡ ли з‡ ци ей ст‡н ‰‡ т‡

MPI-2 со ‰е жит сfl н‡ http://www-unix.mcs.anl.gov/mpi/mpich2). Рус ско -

flзыч ные м‡ те и ‡ лы о MPI име ют сfl н‡ с‡й те http://www.parallel.ru. 

Се ‰и опуб ли ко ‚‡н ных из ‰‡ ний мо „ут быть е ко мен ‰о ‚‡ ны ‡ бо ты 

[4, 40 – 42, 57]. Опи с‡ ние ст‡н ‰‡ т‡ MPI-2 мо жет быть по лу че но ‚ [42]. Се -

‰и ус ско flзыч ных из ‰‡ ний мо „ут быть е ко мен ‰о ‚‡ ны ‡ бо ты [2, 4, 12].

Сле ‰у ет от ме тить т‡к же ‡ бо ту [63], ‚ ко то ой изу че ние MPI по ‚о -

‰ит сfl н‡ пи ме е fl ‰‡ ти по ‚ых з‡ ‰‡ч п‡ ‡л лель но „о по „‡м ми о ‚‡ ниfl –

м‡ т ич ных ‚ы чис ле ний, со ти о‚ ки, об ‡ бот ки „‡ фо‚ и ‰.

5.11. Кон толь ные ‚о по сы

1. К‡ кой ми ни м‡ль ный н‡ бо се‰ст‚ fl‚ лfl ет сfl ‰о ст‡ точ ным ‰лfl о -

„‡ ни з‡ ции п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний ‚ си с те м‡х с ‡с пе ‰е лен -

ной п‡ мfl тью?

2. В чем со сто ит ‚‡ж ность ст‡н ‰‡ ти з‡ ции се‰ст‚ пе е ‰‡ чи со об -

ще ний?

3. Что сле ‰у ет по ни м‡ть по‰ п‡ ‡л лель ной по „‡м мой?

4. В чем ‡з ли чие по нfl тий по цес с‡ и по цес со ‡?

5. К‡ кой ми ни м‡ль ный н‡ бо функ ций MPI поз ‚о лfl ет н‡ ч‡ть ‡з ‡ -

бот ку п‡ ‡л лель ных по „‡мм?

6. К‡к опи сы ‚‡ ют сfl пе е ‰‡ ‚‡ е мые со об ще ниfl?

7. К‡к мож но о „‡ ни зо ‚‡ть пи ем со об ще ний от кон кет ных по -

цес со‚?

8. К‡к оп е ‰е лить ‚е мfl ‚ы пол не ниfl MPI-по „‡м мы?

9. В чем ‡з ли чие п‡ ных и кол лек ти‚ ных опе ‡ ций пе е ‰‡ чи ‰‡н ных?

10. К‡ к‡fl функ циfl MPI обес пе чи ‚‡ ет пе е ‰‡ чу ‰‡н ных от о‰ но „о

по цес с‡ ‚сем по цес с‡м?
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11. Что по ни м‡ ет сfl по‰ опе ‡ ци ей е ‰ук ции?

12. В к‡ ких си ту ‡ ци flх сле ‰у ет пи ме нflть б‡ ь е ную син хо ни з‡ цию?

13. К‡ кие е жи мы пе е ‰‡ чи ‰‡н ных по‰ ‰е жи ‚‡ ют сfl ‚ MPI?

14. К‡к о „‡ ни зу ет сfl не бло ки у ю щий об мен ‰‡н ны ми ‚ MPI?

15. В чем со сто ит по нfl тие ту пи к‡? Ко„‰‡ функ циfl о‰ но ‚е мен но „о

‚ы пол не ниfl пе е ‰‡ чи и пи ем‡ „‡ ‡н ти у ет от сут ст ‚ие ту пи ко -

‚ых си ту ‡ ций?

16. К‡ кие кол лек ти‚ ные опе ‡ ции пе е ‰‡ чи ‰‡н ных пе ‰у с мо т е ны

‚ MPI?

17. Что по ни м‡ ет сfl по‰ по из ‚о‰ ным ти пом ‰‡н ных ‚ MPI?

18. К‡ кие спо со бы кон ст у и о ‚‡ ниfl ти по‚ име ют сfl ‚ MPI?

19. В к‡ ких си ту ‡ ци flх мо жет быть по лез н‡ уп‡ ко‚ к‡ и ‡с п‡ ко‚ к‡

‰‡н ных?

20. Что по ни м‡ ет сfl ‚ MPI по‰ ком му ни к‡ то ом?

21. Длfl че „о мо жет по те бо ‚‡ть сfl со з‰‡ ние но ‚ых ком му ни к‡ то о‚?

22. Что по ни м‡ ет сfl ‚ MPI по‰ ‚и ту ‡ль ной то по ло „и ей?

23. К‡ кие ‚и ‰ы то по ло „ий пе ‰у с мо т е ны ‚ MPI?

24. Длfl че „о мо жет ок‡ з‡ть сfl по лез ным ис поль зо ‚‡ ние ‚и ту ‡ль ных

то по ло „ий?

25. В чем со сто flт осо бен но с ти ‡з ‡ бот ки п‡ ‡л лель ных по „‡мм с

ис поль зо ‚‡ ни ем MPI н‡ ‡л „о ит ми че с ком flзы ке Fortran?

26. К‡ кие ос но‚ ные ‰о пол ни тель ные ‚оз мож но с ти пе ‰у с мо т е ны ‚

ст‡н ‰‡ те MPI-2?

5.12. З‡ ‰‡ чи и уп ‡ж не ниfl

По‰ ‡з ‰ел 5.2.

1. Р‡з ‡ бо т‡й те по „‡м му ‰лfl н‡ хож ‰е ниfl ми ни м‡ль но „о (м‡к си -

м‡ль но „о) зн‡ че ниfl се ‰и эле мен то‚ ‚ек то ‡.

2. Р‡з ‡ бо т‡й те по „‡м му ‰лfl ‚ы чис ле ниfl ск‡ лfl но „о по из ‚е ‰е -

ниfl ‰‚ух ‚ек то о‚. 

3. Р‡з ‡ бо т‡й те по „‡м му, ‚ ко то ой ‰‚‡ по цес с‡ мно „о к‡т но об -

ме ни ‚‡ ют сfl со об ще ни fl ми ‰ли ной n б‡йт. Вы пол ни те экс пе и -

мен ты и оце ни те з‡ ‚и си мость ‚е ме ни ‚ы пол не ниfl опе ‡ ции

пее‰‡чи ‰‡н ных от ‰ли ны со об ще ниfl. С‡‚ ни те с те о е ти че с ки -

ми оцен к‡ ми, по ст о ен ны ми по мо ‰е ли Хок ни.

По‰ ‡з ‰ел 5.3.

4. По‰ „о то‚ь те ‚‡ и ‡н ты ‡ нее ‡з ‡ бо т‡н ных по „‡мм с ‡з ны ми е -

жи м‡ ми ‚ы пол не ниfl опе ‡ ций пе е ‰‡ чи ‰‡н ных. С‡‚ ни те ‚е мfl

‚ы пол не ниfl опе ‡ ций пе е ‰‡ чи ‰‡н ных пи ‡з ных е жи м‡х ‡ бо ты.

5. По‰ „о то‚ь те ‚‡ и ‡н ты ‡ нее ‡з ‡ бо т‡н ных по „‡мм с ис поль зо -

‚‡ ни ем не бло ки у ю ще „о спо со б‡ ‚ы пол не ниfl опе ‡ ций пе е ‰‡ чи
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‰‡н ных. Оце ни те  ко ли че ст ‚о ‚ы чис ли тель ных опе ‡ ций, не об хо -

‰и мое ‰лfl то „о, что бы пол но стью со‚ ме с тить пе е ‰‡ чу ‰‡н ных и

‚ы чис ле ниfl. Р‡з ‡ бо т‡й те по „‡м му, ‚ ко то ой бы пол но стью от -

сут ст ‚о ‚‡ ли з‡ ‰еж ки ‚ы чис ле ний из-з‡ ожи ‰‡ ниfl пе е ‰‡ ‚‡ е мых

‰‡н ных.

6. Вы пол ни те з‡ ‰‡ ние 3 с ис поль зо ‚‡ ни ем опе ‡ ции о‰ но ‚е мен но -

„о ‚ы пол не ниfl пе е ‰‡ чи и пи ем‡ ‰‡н ных. С‡‚ ни те е зуль т‡ ты

‚ы чис ли тель ных экс пе и мен то‚.

По‰ ‡з ‰ел 5.4.

7. Р‡з ‡ бо т‡й те по „‡м му-пи ме ‰лfl к‡ж ‰ой име ю щей сfl ‚ MPI

кол лек ти‚ ной опе ‡ ции.

8. Р‡з ‡ бо т‡й те е ‡ ли з‡ ции кол лек ти‚ ных опе ‡ ций пи по мо щи

п‡ ных об ме но‚ меж ‰у по цес с‡ ми. Вы пол ни те ‚ы чис ли тель ные

экс пе и мен ты и с‡‚ ни те ‚е мfl ‚ы пол не ниfl ‡з ‡ бо т‡н ных по -

„‡мм и функ ций MPI ‰лfl кол лек ти‚ ных опе ‡ ций.

9. Р‡з ‡ бо т‡й те по „‡м му, ‚ы пол ни те экс пе и мен ты и с‡‚ ни те е -

зуль т‡ ты ‰лfl ‡з ных ‡л „о ит мо‚ е ‡ ли з‡ ции опе ‡ ции сбо ‡, об ‡ -

бот ки и ‡с сыл ки ‰‡н ных ‚сех по цес с‡м (функ циfl MPI_Allreduce).

По‰ ‡з ‰ел 5.5.

10. Р‡з ‡ бо т‡й те по „‡м му-пи ме ‰лfl к‡ж ‰о „о име ю ще „о сfl ‚ MPI

спо со б‡ кон ст у и о ‚‡ ниfl по из ‚о‰ ных ти по‚ ‰‡н ных.

11. Р‡з ‡ бо т‡й те по „‡м му-пи ме с ис поль зо ‚‡ ни ем функ ций

уп‡ ко‚ ки и ‡с п‡ ко‚ ки ‰‡н ных. Вы пол ни те экс пе и мен ты и

с‡‚ ни те с е зуль т‡ т‡ ми пи ис поль зо ‚‡ нии по из ‚о‰ ных ти по‚

‰‡н ных.

12. Р‡з ‡ бо т‡й те по из ‚о‰ ные ти пы ‰‡н ных ‰лfl сток, столб цо‚, ‰и -

‡ „о н‡ лей м‡ т иц.

13. Р‡з ‡ бо т‡й те по „‡м му-пи ме ‰лfl к‡ж ‰ой из ‡с смо т ен ных

функ ций ‰лfl уп ‡‚ ле ниfl по цес с‡ ми и ком му ни к‡ то ‡ ми.

14. Р‡з ‡ бо т‡й те по „‡м му ‰лfl пе‰ ст‡‚ ле ниfl мно же ст ‚‡ по цес -

со‚ ‚ ‚и ‰е пfl мо у„оль ной е шет ки. Со з‰‡й те ком му ни к‡ то ы

‰лfl к‡ж ‰ой сто ки и столб ц‡ по цес со‚. Вы пол ни те кол лек ти‚ -

ную опе ‡ цию ‰лfl ‚сех по цес со‚ и ‰лfl о‰ но „о из со з‰‡н ных

ком му ни к‡ то о‚. С‡‚ ни те ‚е мfl ‚ы пол не ниfl опе ‡ ции.

15. Изу чи те с‡ мо сто fl тель но и ‡з ‡ бо т‡й те по „‡м мы-пи ме ы ‰лfl

пе е ‰‡ чи ‰‡н ных меж ‰у по цес с‡ ми ‡з ных ком му ни к‡ то о‚.

По‰ ‡з ‰ел 5.7.

16. Р‡з ‡ бо т‡й те по „‡м му-пи ме ‰лfl ‰е к‡ то ‚ой то по ло „ии.

17. Р‡з ‡ бо т‡й те по „‡м му-пи ме ‰лfl то по ло „ии „‡ ф‡.

18. Р‡з ‡ бо т‡й те по‰ по „‡м мы ‰лfl со з‰‡ ниfl не ко то о „о н‡ бо ‡ ‰о -

пол ни тель ных ‚и ту ‡ль ных то по ло „ий (з‚ез ‰‡, ‰е е ‚о и ‰.).
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Лек циfl 6. П‡ ‡л лель ные ме то ‰ы 

ум но же ниfl м‡ т и цы н‡ ‚ек то

В лек ции ‡с см‡ т и ‚‡ ет сfl з‡ ‰‡ ч‡ ум но же ниfl м‡ т и цы н‡ ‚ек то. Пи -

‚о ‰ит сfl по ст‡ но‚ к‡ з‡ ‰‡ чи и по сле ‰о ‚‡ тель ный ‡л „о итм ее е ше ниfl. Опи -

сы ‚‡ ют сfl ме то ‰ы ‡з ‰е ле ниfl м‡ т и цы меж ‰у по цес со ‡ ми ‚ы чис ли тель ной

си с те мы, ко то ые не об хо ‰и мы ‰лfl п‡ ‡л лель ной е ‡ ли з‡ ции м‡ т ич ных

опе ‡ ций. Д‡ лее из л‡ „‡ ют сfl ти ‚оз мож ных по‰ хо ‰‡ к п‡ ‡л лель ной е ‡ ли -

з‡ ции ‡л „о ит м‡ ум но же ниfl м‡ т и цы н‡ ‚ек то.

Клю че ‚ые сло ‚‡: п‡ ‡л лель ные ‡л „о ит мы м‡ т ич ных ‚ы чис ле ний,

пин ци пы ‡с п‡ ‡л ле ли ‚‡ ниfl, п‡ ‡л ле лизм по ‰‡н ным, лен точ ное

и блоч ное ‡з би е ниfl м‡ т и цы, ус ко е ние, эф фек ти‚ ность, ‚ы чис -

ли тель н‡fl и ком му ни к‡ ци он н‡fl слож ность, те о е ти че с к‡fl оцен к‡

‚е ме ни ‚ы пол не ниfl ‡л „о ит м‡, по „‡мм н‡fl е ‡ ли з‡ циfl, опе ‡ -

ции пе е ‰‡ чи ‰‡н ных, MPI, ‚ы чис ли тель ный экс пе и мент. 

М‡ т и цы и м‡ т ич ные опе ‡ ции ши о ко ис поль зу ют сfl пи м‡ те м‡ -

ти че с ком мо ‰е ли о ‚‡ нии с‡ мых ‡з но об ‡з ных по цес со‚, fl‚ ле ний и си -

с тем. М‡ т ич ные ‚ы чис ле ниfl со ст‡‚ лfl ют ос но ‚у мно „их н‡ уч ных и ин -

же не ных ‡с че то‚ – се ‰и об л‡ с тей пи ло же ний мо „ут быть ук‡ з‡ ны

‚ы чис ли тель н‡fl м‡ те м‡ ти к‡, фи зи к‡, эко но ми к‡ и ‰.

С уче том зн‡ чи мо с ти эф фек ти‚ но „о ‚ы пол не ниfl м‡ т ич ных ‡с че -

то‚ мно „ие ст‡н ‰‡т ные биб ли о те ки по „‡мм со ‰е ж‡т по це ‰у ы ‰лfl

‡з лич ных м‡ т ич ных опе ‡ ций. Объ ем по „‡мм но „о обес пе че ниfl ‰лfl

об ‡ бот ки м‡ т иц по сто flн но у‚е ли чи ‚‡ ет сfl – ‡з ‡ б‡ ты ‚‡ ют сfl но ‚ые

эко ном ные стук ту ы х‡ не ниfl ‰лfl м‡ т иц спе ци ‡ль но „о ти п‡ (те у „оль -

ных, лен точ ных, ‡з е жен ных и т.п.), со з‰‡ ют сfl ‡з лич ные ‚ы со ко эф -

фек ти‚ ные м‡ шин но-з‡ ‚и си мые е ‡ ли з‡ ции ‡л „о ит мо‚, по ‚о ‰flт сfl те -

о е ти че с кие ис сле ‰о ‚‡ ниfl ‰лfl по ис к‡ бо лее бы с т ых ме то ‰о‚ м‡ т ич ных

‚ы чис ле ний.

Я‚ лfl flсь ‚ы чис ли тель но ту ‰о ем ки ми, м‡ т ич ные ‚ы чис ле ниfl пе‰ -

ст‡‚ лfl ют со бой кл‡с си че с кую об л‡сть пи ме не ниfl п‡ ‡л лель ных ‚ы чис -

ле ний. С о‰ ной сто о ны, ис поль зо ‚‡ ние ‚ы со ко по из ‚о ‰и тель ных мно -

„о по цес со ных си с тем поз ‚о лfl ет су ще ст ‚ен но по ‚ы сить слож ность е -

ш‡ е мых з‡ ‰‡ч. С ‰у „ой сто о ны, ‚ си лу с‚о ей ‰о ст‡ точ но по стой фо -

му ли о‚ ки м‡ т ич ные опе ‡ ции пе ‰о ст‡‚ лfl ют пе к‡с ную ‚оз мож -

ность ‰лfl ‰е мон ст ‡ ции мно „их пи емо‚ и ме то ‰о‚ п‡ ‡л лель но „о по -

„‡м ми о ‚‡ ниfl.

В ‰‡н ной лек ции об суж ‰‡ ют сfl ме то ‰ы п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний

‰лfl опе ‡ ции м‡ т ич но-‚ек то но „о ум но же ниfl, ‚ сле ‰у ю щей лек ции
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(лек циfl 7) из л‡ „‡ ет сfl бо лее об щий слу ч‡й – з‡ ‰‡ ч‡ пе е мно же ниfl м‡ т -

иц. В‡ж ный ‚и‰ м‡ т ич ных ‚ы чис ле ний – е ше ние си с тем ли ней ных

у‡‚ не ний – пе‰ ст‡‚ лен ‚ лек ции 8. Об щий ‰лfl ‚сех пе е чис лен ных

з‡ ‰‡ч ‚о пос ‡з ‰е ле ниfl об ‡ б‡ ты ‚‡ е мых м‡ т иц меж ‰у п‡ ‡л лель но

‡ бо т‡ ю щи ми по цес со ‡ ми ‡с см‡ т и ‚‡ ет сfl ‚  пе ‚ом по‰ ‡з ‰е ле лек -

ции 6.

Пи из ло же нии сле ‰у ю ще „о м‡ те и ‡ л‡ бу ‰ем по л‡ „‡ть, что ‡с см‡ т -

и ‚‡ е мые м‡ т и цы fl‚ лfl ют сfl плот ны ми (dense), то есть чис ло ну ле ‚ых

эле мен то‚ ‚ них не зн‡ чи тель но по с‡‚ не нию с об щим ко ли че ст ‚ом эле -

мен то‚ м‡ т иц.

6.1. Пин ци пы ‡с п‡ ‡л ле ли ‚‡ ниfl

Длfl мно „их ме то ‰о‚ м‡ т ич ных ‚ы чис ле ний х‡ ‡к те ным fl‚ лfl ет сfl

по ‚то е ние о‰ них и тех же ‚ы чис ли тель ных ‰ей ст ‚ий ‰лfl ‡з ных эле мен -

то‚ м‡ т иц. Д‡н ное с‚ой ст ‚о с‚и ‰е тель ст ‚у ет о н‡ ли чии п‡ ‡л ле лиз м‡ по

‰‡н ным пи ‚ы пол не нии м‡ т ич ных ‡с че то‚, и, к‡к е зуль т‡т, ‡с п‡ ‡л -

ле ли ‚‡ ние м‡ т ич ных опе ‡ ций с‚о ‰ит сfl ‚ боль шин ст ‚е слу ч‡ е‚ к ‡з ‰е -

ле нию об ‡ б‡ ты ‚‡ е мых м‡ т иц меж ‰у по цес со ‡ ми ис поль зу е мой ‚ы -

чис ли тель ной си с те мы. Вы бо спо со б‡ ‡з ‰е ле ниfl м‡ т иц пи ‚о ‰ит к

оп е ‰е ле нию кон кет но „о ме то ‰‡ п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний; су ще ст ‚о -

‚‡ ние ‡з ных схем ‡с пе ‰е ле ниfl ‰‡н ных по ож ‰‡ ет це лый fl‰ п‡ ‡л -

лель ных ‡л „о ит мо‚ м‡ т ич ных ‚ы чис ле ний.

Н‡ и бо лее об щие и ши о ко ис поль зу е мые спо со бы ‡з ‰е ле ниfl м‡ т -

иц со сто flт ‚ ‡з би е нии ‰‡н ных н‡ по ло сы (по ‚е ти к‡ ли или „о и зон т‡ -

ли) или н‡ пfl мо у„оль ные ф‡„ мен ты (бло ки).

1. Лен точ ное ‡з би е ние м‡ т и цы. Пи лен точ ном (block-striped) ‡з -

би е нии к‡ж ‰о му по цес со у ‚ы ‰е лfl ет сfl то или иное по‰ мно же ст ‚о

сток (rowwise или „о и зон т‡ль ное ‡з би е ние) или столб цо‚ (columnwise

или ‚е ти к‡ль ное ‡з би е ние) м‡ т и цы (ис. 6.1). Р‡з ‰е ле ние сток и

столб цо‚ н‡ по ло сы ‚ боль шин ст ‚е слу ч‡ е‚ по ис хо ‰ит н‡ не пе ы‚ ной

(по сле ‰о ‚‡ тель ной) ос но ‚е. Пи т‡ ком по‰ хо ‰е ‰лfl „о и зон т‡ль но „о

‡з би е ниfl по сто к‡м, н‡ пи ме, м‡ т и ц‡ A пе‰ ст‡‚ лfl ет сfl ‚ ‚и ‰е (см.

ис. 6.1)

, (6.1)

„‰е ai = (ai1, ai2,… ain), 0≤ i<m, есть i-fl сто к‡ м‡ т и цы A (пе‰ по л‡ „‡ ет сfl,

что ко ли че ст ‚о сток m к‡т но чис лу по цес со о‚ p, т.е. m = k⋅p). Во ‚сех

‡л „о ит м‡х м‡ т ич но „о ум но же ниfl и ум но же ниfl м‡ т и цы н‡ ‚ек то, ко -

то ые бу ‰ут ‡с смо т е ны ‚ этой и сле ‰у ю щей лек ци flх, пи ме нfl ет сfl ‡з -

‰е ле ние ‰‡н ных н‡ не пе ы‚ ной ос но ‚е.

177

Лекциfl 6 П‡‡ллельные мето‰ы умножениfl м‡тицы н‡ ‚екто



Ду „ой ‚оз мож ный по‰ хо‰ к фо ми о ‚‡ нию по лос со сто ит ‚ пи ме -

не нии той или иной схе мы че е ‰о ‚‡ ниfl (цик лич но с ти) сток или столб цо‚.

К‡к п‡ ‚и ло, ‰лfl че е ‰о ‚‡ ниfl ис поль зу ет сfl чис ло по цес со о‚ p – ‚ этом

слу ч‡е пи „о и зон т‡ль ном ‡з би е нии м‡ т и ц‡ A пи ни м‡ ет ‚и‰

. (6.2)

Цик ли че с к‡fl схе м‡ фо ми о ‚‡ ниfl по лос мо жет ок‡ з‡ть сfl по лез ной

‰лfl луч шей б‡ л‡н си о‚ ки ‚ы чис ли тель ной н‡ „уз ки по цес со о‚ (н‡ -

пи ме, пи е ше нии си с те мы ли ней ных у‡‚ не ний с ис поль зо ‚‡ ни ем

ме то ‰‡ Г‡ ус с‡ – см. лек цию 8).

2. Блоч ное ‡з би е ние м‡ т и цы. Пи блоч ном (chessboard block) ‡з ‰е ле -

нии м‡ т и ц‡ ‰е лит сfl н‡ пfl мо у„оль ные н‡ бо ы эле мен то‚ – пи этом,

к‡к п‡ ‚и ло, ис поль зу ет сfl ‡з ‰е ле ние н‡ не пе ы‚ ной ос но ‚е. Пусть ко -

ли че ст ‚о по цес со о‚ со ст‡‚ лfl ет p = s⋅q, ко ли че ст ‚о сток м‡ т и цы fl‚ лfl -

ет сfl к‡т ным s, ‡ ко ли че ст ‚о столб цо‚ – к‡т ным q, то есть m = k⋅s и n = l⋅q.

Пе‰ ст‡ ‚им ис хо‰ ную м‡ т и цу A ‚ ‚и ‰е н‡ бо ‡ пfl мо у„оль ных бло ко‚

сле ‰у ю щим об ‡ зом:

,

„‰е Aij — блок м‡ т и цы, со сто fl щий из эле мен то‚:

(6.3)

Пи т‡ ком по‰ хо ‰е це ле со об ‡з но, что бы ‚ы чис ли тель н‡fl си с те м‡

име л‡ фи зи че с кую или, по к‡й ней ме е, ло „и че с кую то по ло „ию по цес -

со ной е шет ки из s сток и q столб цо‚. В этом слу ч‡е пи ‡з ‰е ле нии

‰‡н ных н‡ не пе ы‚ ной ос но ‚е по цес со ы, со се‰ ние ‚ стук ту е е шет -

ки, об ‡ б‡ ты ‚‡ ют смеж ные бло ки ис хо‰ ной м‡ т и цы. Сле ‰у ет от ме тить,

о‰ н‡ ко, что и ‰лfl блоч ной схе мы мо жет быть пи ме не но цик ли че с кое че -

е ‰о ‚‡ ние сток и столб цо‚.

В ‰‡н ной лек ции ‡с см‡ т и ‚‡ ют сfl ти п‡ ‡л лель ных ‡л „о ит м‡ ‰лfl

ум но же ниfl  к‚‡ ‰ ‡т ной м‡ т и цы н‡ ‚ек то. К‡ж ‰ый по‰ хо‰ ос но ‚‡н н‡

‡з ном ти пе ‡с пе ‰е ле ниfl ис хо‰ ных ‰‡н ных (эле мен то‚ м‡ т и цы и ‚ек -

то ‡) меж ‰у по цес со ‡ ми. Р‡з ‰е ле ние ‰‡н ных ме нfl ет схе му ‚з‡ и мо ‰ей -

ст ‚иfl по цес со о‚, по это му к‡ж ‰ый из пе‰ ст‡‚ лен ных ме то ‰о‚ су ще ст -

‚ен ным об ‡ зом от ли ч‡ ет сfl от ‰‚ух ос т‡ль ных.
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6.2. По ст‡ но‚ к‡ з‡ ‰‡ чи

В е зуль т‡ те ум но же ниfl м‡ т и цы А ‡з ме но с ти m × n и ‚ек то ‡ b,

со сто fl ще „о из n эле мен то‚, по лу ч‡ ет сfl ‚ек то c ‡з ме ‡ m, к‡ж ‰ый i-й

эле мент ко то о „о есть е зуль т‡т ск‡ лfl но „о ум но же ниfl i-й сто ки м‡ т и -

цы А (обо зн‡ чим эту сточ ку ai) и ‚ек то ‡ b:

. (6.4)

Тем с‡ мым по лу че ние е зуль ти у ю ще „о ‚ек то ‡ c пе‰ по л‡ „‡ ет по -

‚то е ние m о‰ но тип ных опе ‡ ций по ум но же нию сток м‡ т и цы A и ‚ек -

то ‡ b. К‡ж ‰‡fl т‡ к‡fl опе ‡ циfl ‚клю ч‡ ет ум но же ние эле мен то‚ сто ки

м‡ т и цы и ‚ек то ‡ b (n опе ‡ ций) и по сле ‰у ю щее сум ми о ‚‡ ние по лу -

чен ных по из ‚е ‰е ний (n-1 опе ‡ ций). Об щее ко ли че ст ‚о не об хо ‰и мых

ск‡ лfl ных опе ‡ ций есть ‚е ли чи н‡ 

6.3. По сле ‰о ‚‡ тель ный ‡л „о итм

По сле ‰о ‚‡ тель ный ‡л „о итм ум но же ниfl м‡ т и цы н‡ ‚ек то мо жет

быть пе‰ ст‡‚ лен сле ‰у ю щим об ‡ зом.

Ал „о итм 6.1. По сле ‰о ‚‡ тель ный ‡л „о итм ум но же ниfl м‡ т и цы н‡

‚ек то

// Ал „о итм 6.1

// Поcле ‰о ‚‡ тель ный ‡л „о итм ум но же ниfl м‡ т и цы н‡ ‚ек то

for (¥ = 0; ¥ < m; ¥++){
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Рис. 6.1. Спо со бы ‡с пе ‰е ле ниfl эле мен то‚ м‡ т и цы меж ‰у 

по цес со ‡ ми ‚ы чис ли тель ной си с те мы



c[¥] = 0;

for (j = 0; j < n; j++){

c[¥] += A[¥][j]*b[j]

}

}

М‡ т ич но-‚ек то ное ум но же ние – это по сле ‰о ‚‡ тель ность ‚ы чис -

ле ниfl ск‡ лfl ных по из ‚е ‰е ний. По сколь ку к‡ж ‰ое ‚ы чис ле ние ск‡ лfl -

но „о по из ‚е ‰е ниfl ‚ек то о‚ ‰ли ны n те бу ет ‚ы пол не ниfl n опе ‡ ций ум -

но же ниfl и n-1 опе ‡ ций сло же ниfl, е„о ту ‰о ем кость по fl‰ к‡ O(n). Длfl

‚ы пол не ниfl м‡ т ич но-‚ек то но „о ум но же ниfl не об хо ‰и мо осущест‚ить

m опе ‡ ций ‚ы чис ле ниfl ск‡ лfl но „о по из ‚е ‰е ниfl, т‡ ким об ‡ зом, ‡л „о -

итм име ет ту ‰о ем кость по fl‰ к‡ O(mn).

6.4. Р‡з ‰е ле ние ‰‡н ных

Пи ‚ы пол не нии п‡ ‡л лель ных ‡л „о ит мо‚ ум но же ниfl м‡ т и цы н‡

‚ек то, ко ме м‡ т и цы А, не об хо ‰и мо ‡з ‰е лить еще ‚ек то b и ‚ек то

е зуль т‡ т‡ c. Эле мен ты ‚ек то о‚ мож но по ‰уб ли о ‚‡ть, то есть ско пи о -

‚‡ть ‚се эле мен ты ‚ек то ‡ н‡ ‚се по цес со ы, со ст‡‚ лfl ю щие мно „о по -

цес со ную ‚ы чис ли тель ную си с те му, или ‡з ‰е лить меж ‰у по цес со ‡ ми.

Пи блоч ном ‡з би е нии ‚ек то ‡ из n эле мен то‚ к‡ж ‰ый по цес со об ‡ -

б‡ ты ‚‡ ет не пе ы‚ ную по сле ‰о ‚‡ тель ность из k эле мен то‚ ‚ек то ‡ (мы

пе‰ по л‡ „‡ ем, что ‡з ме ность ‚ек то ‡ n н‡ це ло ‰е лит сfl н‡ чис ло по -

цес со о‚, т.е. n = k.p).

По flс ним, по че му ‰уб ли о ‚‡ ние ‚ек то о‚ b и c меж ‰у по цес со ‡ ми

fl‚ лfl ет сfl ‰о пу с ти мым е ше ни ем (‰‡ лее ‰лfl по сто ты из ло же ниfl бу ‰ем

по л‡ „‡ть, что m=n). Век то ы b и с со сто flт из n эле мен то‚, т. е. со ‰е ж‡т

столь ко же ‰‡н ных, сколь ко и о‰ н‡ сто к‡ или о‰ин стол бец м‡ т и цы. Ес -

ли по цес со х‡ нит сто ку или стол бец м‡ т и цы и о‰и ноч ные эле мен ты

‚ек то о‚ b и с, то об щее чис ло со х‡ нfl е мых эле мен то‚ име ет по fl ‰ок

O(n). Ес ли по цес со х‡ нит сто ку (стол бец) м‡ т и цы и ‚се эле мен ты

‚ек то о‚ b и с, то об щее чис ло со х‡ нfl е мых эле мен то‚ т‡к же по fl‰ к‡

O(n). Т‡ ким об ‡ зом, пи ‰уб ли о ‚‡ нии и пи ‡з ‰е ле нии ‚ек то о‚ те -

бо ‚‡ ниfl к объ е му п‡ мfl ти из о‰ но „о кл‡с с‡ слож но с ти.

6.5. Ум но же ние м‡ т и цы н‡ ‚ек то 

пи ‡з ‰е ле нии ‰‡н ных по сто к‡м

Р‡с смо т им ‚ к‡ че ст ‚е пе ‚о „о пи ме ‡ о „‡ ни з‡ ции п‡ ‡л лель ных

м‡ т ич ных ‚ы чис ле ний ‡л „о итм ум но же ниfl м‡ т и цы н‡ ‚ек то, ос но -

‚‡н ный н‡ пе‰ ст‡‚ ле нии м‡ т и цы не пе ы‚ ны ми н‡ бо ‡ ми („о и зон -
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т‡ль ны ми по ло с‡ ми) сток. Пи т‡ ком спо со бе ‡з ‰е ле ниfl ‰‡н ных ‚ к‡ -

че ст ‚е б‡ зо ‚ой по‰ з‡ ‰‡ чи мо жет быть ‚ы б‡ н‡ опе ‡ циfl ск‡ лfl но „о ум -

но же ниfl о‰ ной сто ки м‡ т и цы н‡ ‚ек то.

6.5.1. Вы ‰е ле ние ин фо м‡ ци он ных з‡ ‚и си мо с тей

Длfl ‚ы пол не ниfl б‡ зо ‚ой по‰ з‡ ‰‡ чи ск‡ лfl но „о по из ‚е ‰е ниfl по -

цес со ‰ол жен со ‰е ж‡ть со от ‚ет ст ‚у ю щую сто ку м‡ т и цы А и ко пию

‚ек то ‡ b. По сле з‡ ‚е ше ниfl ‚ы чис ле ний к‡ж ‰‡fl б‡ зо ‚‡fl по‰ з‡ ‰‡ ч‡ оп е -

‰е лfl ет о‰ин из эле мен то‚ ‚ек то ‡ е зуль т‡ т‡ c. 

Длfl объ е ‰и не ниfl е зуль т‡ то‚ ‡с че т‡ и по лу че ниfl пол но „о ‚ек то ‡ c

н‡ к‡ж ‰ом из по цес со о‚ ‚ы чис ли тель ной си с те мы не об хо ‰и мо ‚ы пол -

нить опе ‡ цию обоб щен но „о сбо ‡ ‰‡н ных (см. лек цию 4), ‚ ко то ой

к‡ж ‰ый по цес со пе е ‰‡ ет с‚ой ‚ы чис лен ный эле мент ‚ек то ‡ c ‚сем

ос т‡ль ным по цес со ‡м. Этот ш‡„ мож но ‚ы пол нить, н‡ пи ме, с ис -

поль зо ‚‡ ни ем функ ции  MPI_Allgather из биб ли о те ки MPI. 

В об щем ‚и ‰е схе м‡ ин фо м‡ ци он но „о ‚з‡ и мо ‰ей ст ‚иfl по‰ з‡ ‰‡ч ‚

хо ‰е ‚ы пол нfl е мых ‚ы чис ле ний по к‡ з‡ н‡ н‡ ис. 6.2.

Рис. 6.2. О „‡ ни з‡ циfl ‚ы чис ле ний пи ‚ы пол не нии п‡ ‡л лель но „о

‡л „о ит м‡ ум но же ниfl м‡ т и цы н‡ ‚ек то, ос но ‚‡н но „о н‡ ‡з ‰е ле нии

м‡ т и цы по сто к‡м

6.5.2. М‡с шт‡ би о ‚‡ ние и ‡с пе ‰е ле ние по‰ з‡ ‰‡ч 

по по цес со ‡м

В по цес се ум но же ниfl плот ной м‡ т и цы н‡ ‚ек то ко ли че ст ‚о ‚ы -

чис ли тель ных опе ‡ ций ‰лfl по лу че ниfl ск‡ лfl но „о по из ‚е ‰е ниfl о‰и н‡ -

ко ‚о ‰лfl ‚сех б‡ зо ‚ых по‰ з‡ ‰‡ч. По это му ‚ слу ч‡е ко„ ‰‡ чис ло по цес со -

о‚ p мень ше чис л‡ б‡ зо ‚ых по‰ з‡ ‰‡ч m, мы мо жем объ е ‰и нить б‡ зо ‚ые

по‰ з‡ ‰‡ чи т‡ ким об ‡ зом, что бы к‡ж ‰ый по цес со ‚ы пол нflл не сколь ко
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т‡ ких з‡ ‰‡ч, со от ‚ет ст ‚у ю щих не пе ы‚ ной по сле ‰о ‚‡ тель но с ти сток

м‡ т и цы А. В этом слу ч‡е по окон ч‡ нии ‚ы чис ле ний к‡ж ‰‡fl б‡ зо ‚‡fl по‰ -

з‡ ‰‡ ч‡ оп е ‰е лfl ет н‡ бо эле мен то‚ е зуль ти у ю ще „о ‚ек то ‡ с.

Р‡с пе ‰е ле ние по‰ з‡ ‰‡ч меж ‰у по цес со ‡ ми ‚ы чис ли тель ной си с -

те мы мо жет быть ‚ы пол не но по из ‚оль ным об ‡ зом.

6.5.3. Ан‡ лиз эф фек ти‚ но с ти

Длfl ‡н‡ ли з‡ эф фек ти‚ но с ти п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний з‰есь и ‰‡ лее

бу ‰ут сто ить сfl ‰‚‡ ти п‡ оце нок. В пе ‚ой из них ту ‰о ем кость ‡л „о ит -

мо‚ оце ни ‚‡ ет сfl ‚ ко ли че ст ‚е ‚ы чис ли тель ных опе ‡ ций, не об хо ‰и мых

‰лfl е ше ниfl по ст‡‚ лен ной з‡ ‰‡ чи, без уче т‡ з‡ т‡т ‚е ме ни н‡ пе е ‰‡ чу

‰‡н ных меж ‰у по цес со ‡ ми, ‡ ‰ли тель ность ‚сех ‚ы чис ли тель ных опе -

‡ ций счи т‡ ет сfl о‰и н‡ ко ‚ой. Ко ме то „о, кон ст‡н ты ‚ по лу ч‡ е мых со от -

но ше ни flх, к‡к п‡ ‚и ло, не ук‡ зы ‚‡ ют сfl — ‰лfl пе ‚о „о ти п‡ оце нок ‚‡ -

жен пеж ‰е ‚се „о по fl ‰ок слож но с ти ‡л „о ит м‡, ‡ не точ ное ‚ы ‡ же ние

‚е ме ни ‚ы пол не ниfl ‚ы чис ле ний. К‡к е зуль т‡т, ‚ боль шин ст ‚е слу ч‡ е‚

по ‰об ные оцен ки по лу ч‡ ют сfl ‰о ст‡ точ но по сты ми и мо „ут быть ис поль -

зо ‚‡ ны ‰лfl н‡ ч‡ль но „о ‡н‡ ли з‡ эф фек ти‚ но с ти ‡з ‡ б‡ ты ‚‡ е мых ‡л „о -

ит мо‚ и ме то ‰о‚.

Вто ой тип оце нок н‡ п‡‚ лен н‡ фо ми о ‚‡ ние к‡к мож но бо лее

точ ных со от но ше ний ‰лfl пе‰ ск‡ з‡ ниfl ‚е ме ни ‚ы пол не ниfl ‡л „о ит -

мо‚. По лу че ние т‡ ких оце нок по ‚о ‰ит сfl, к‡к п‡ ‚и ло, пи по мо щи

уточ не ниfl ‚ы ‡ же ний, по лу чен ных н‡ пе ‚ом эт‡ пе. Длfl это „о ‚ име ю -

щи е сfl со от но ше ниfl ‚‚о ‰flт сfl п‡ ‡ ме т ы, з‡ ‰‡ ю щие ‰ли тель ность ‚ы пол -

не ниfl опе ‡ ций, сто flт сfl оцен ки ту ‰о ем ко с ти ком му ни к‡ ци он ных

опе ‡ ций, ук‡ зы ‚‡ ют сfl ‚се не об хо ‰и мые кон ст‡н ты. Точ ность по лу ч‡ е -

мых ‚ы ‡ же ний по ‚е fl ет сfl пи по мо щи ‚ы чис ли тель ных экс пе и мен -

то‚, по е зуль т‡ т‡м ко то ых ‚е мfl ‚ы пол нен ных ‡с че то‚ с‡‚ ни ‚‡ ет сfl с

те о е ти че с ки пе‰ ск‡ з‡н ны ми оцен к‡ ми ‰ли тель но с тей ‚ы чис ле ний.

К‡к е зуль т‡т, оцен ки по ‰об но „о ти п‡ име ют, к‡к п‡ ‚и ло, бо лее слож -

ный ‚и‰, но поз ‚о лfl ют бо лее точ но оце ни ‚‡ть эф фек ти‚ ность ‡з ‡ б‡ ты -

‚‡ е мых ме то ‰о‚ п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний.

Р‡с смо т им ту ‰о ем кость ‡л „о ит м‡ ум но же ниfl м‡ т и цы н‡ ‚ек то.

В слу ч‡е ес ли м‡ т и ц‡ А к‚‡ ‰ ‡т н‡fl (m=n), по сле ‰о ‚‡ тель ный ‡л „о итм

ум но же ниfl м‡ т и цы н‡ ‚ек то име ет слож ность T1=n2. В слу ч‡е п‡ ‡л -

лель ных ‚ы чис ле ний к‡ж ‰ый по цес со по из ‚о ‰ит ум но же ние толь ко

ч‡ с ти (по ло сы) м‡ т и цы A н‡ ‚ек то b, ‡з ме этих по лос ‡ ‚ен n/p сток.

Пи ‚ы чис ле нии ск‡ лfl но „о по из ‚е ‰е ниfl о‰ ной сто ки м‡ т и цы и ‚ек -

то ‡ не об хо ‰и мо по из ‚е с ти n опе ‡ ций ум но же ниfl и (n-1) опе ‡ ций

сло же ниfl. Сле ‰о ‚‡ тель но, ‚ы чис ли тель н‡fl ту ‰о ем кость п‡ ‡л лель но „о

‡л „о ит м‡ оп е ‰е лfl ет сfl ‚ы ‡ же ни ем:
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Tp=n2/p. (6.5)

С уче том этой оцен ки по к‡ з‡ те ли ус ко е ниfl и эф фек ти‚ но с ти п‡ -

‡л лель но „о ‡л „о ит м‡ име ют ‚и‰:

. (6.6)

По ст о ен ные ‚ы ше оцен ки ‚е ме ни ‚ы чис ле ний ‚ы ‡ же ны ‚ ко ли -

че ст ‚е опе ‡ ций и, ко ме то „о, оп е ‰е ле ны без уче т‡ з‡ т‡т н‡ ‚ы пол не -

ние опе ‡ ций пе е ‰‡ чи ‰‡н ных. Ис поль зу ем ‡ нее ‚ы ск‡ з‡н ные пе‰ по -

ло же ниfl о том, что ‚ы пол нfl е мые опе ‡ ции  ум но же ниfl и сло же ниfl име -

ют о‰и н‡ ко ‚ую ‰ли тель ность τ. Ко ме то „о, бу ‰ем пе‰ по л‡ „‡ть т‡к же,

что ‚ы чис ли тель н‡fl си с те м‡ fl‚ лfl ет сfl о‰ но о‰ ной, т.е. ‚се по цес со ы,

со ст‡‚ лfl ю щие эту си с те му, об л‡ ‰‡ ют о‰и н‡ ко ‚ой по из ‚о ‰и тель но с тью.

С уче том ‚‚е ‰ен ных пе‰ по ло же ний ‚е мfl ‚ы пол не ниfl п‡ ‡л лель но „о

‡л „о ит м‡, с‚fl з‡н ное не по се‰ ст ‚ен но с ‚ы чис ле ни fl ми, со ст‡‚ лfl ет

(з‰есь и ‰‡ лее опе ‡ циfl  есть ок у„ ле ние ‰о це ло „о ‚ боль шую сто о ну).

Оцен к‡ ту ‰о ем ко с ти опе ‡ ции обоб щен но „о сбо ‡ ‰‡н ных уже ‚ы -

пол нfl л‡сь ‚ лек ции 4 (см. п. 4.3.4). К‡к уже от ме ч‡ л‡сь ‡ нее, ‰‡н н‡fl опе -

‡ циfl мо жет быть ‚ы пол не н‡ з‡ log2p ите ‡ ций1. Н‡ пе ‚ой ите ‡ ции

‚з‡ и мо ‰ей ст ‚у ю щие п‡ ы по цес со о‚ об ме ни ‚‡ ют сfl со об ще ни fl ми объ -

е мом wn/p (w есть ‡з ме о‰ но „о эле мен т‡ ‚ек то ‡ c ‚ б‡й т‡х), н‡ ‚то ой

ите ‡ ции этот объ ем у‚е ли чи ‚‡ ет сfl ‚‰‚ое и ок‡ зы ‚‡ ет сfl ‡‚ ным 2wn/p
и т.‰. К‡к е зуль т‡т, ‰ли тель ность ‚ы пол не ниfl опе ‡ ции сбо ‡ ‰‡н ных

пи ис поль зо ‚‡ нии мо ‰е ли Хок ни мо жет быть оп е ‰е ле н‡ пи по мо щи

сле ‰у ю ще „о ‚ы ‡ же ниfl

, (6.7)

„‰е α – л‡ тент ность се ти пе е ‰‡ чи ‰‡н ных, β – по пу ск н‡fl спо соб ность

се ти. Т‡ ким об ‡ зом, об щее ‚е мfl ‚ы пол не ниfl п‡ ‡л лель но „о ‡л „о ит м‡

со ст‡‚ лfl ет

(6.8)
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ность т‡ ко „о эф фек ти‚ но „о спо со б‡ ‚ы пол не ниfl опе ‡ ции обоб щен но „о сбо ‡

‰‡н ных (это ‚оз мож но, ‚ ч‡ ст но с ти, ес ли стук ту ‡ се ти пе е ‰‡ чи ‰‡н ных име ет

‚и‰ „и пе ку б‡ или пол но „о „‡ ф‡).



(‰лfl уп о ще ниfl ‚ы ‡ же ниfl ‚ (6.8) пе‰ по л‡ „‡ лось, что зн‡ че ниfl n/p и

log2p fl‚ лfl ют сfl це лы ми).

6.5.4. По „‡мм н‡fl е ‡ ли з‡ циfl

Пе‰ ст‡ ‚им ‚оз мож ный ‚‡ и ‡нт п‡ ‡л лель ной по „‡м мы ум но же -

ниfl м‡ т и цы н‡ ‚ек то с ис поль зо ‚‡ ни ем ‡л „о ит м‡ ‡з би е ниfl м‡ т и цы

по сто к‡м. Пи этом е ‡ ли з‡ циfl от ‰ель ных мо ‰у лей не пи ‚о ‰ит сfl, ес -

ли их от сут ст ‚ие не ок‡ зы ‚‡ ет ‚ли fl ние н‡ по ни м‡ нии об щей схе мы п‡ -

‡л лель ных ‚ы чис ле ний.

1. Гл‡‚ н‡fl функ циfl по „‡м мы. Ре ‡ ли зу ет ло „и ку ‡ бо ты ‡л „о ит м‡,

по сле ‰о ‚‡ тель но ‚ы зы ‚‡ ет не об хо ‰и мые по‰ по „‡м мы.

// По „‡м м‡ 6.1

// Ум но же ние м‡ т и цы н‡ ‚ек то – лен точ ное „о и зон т‡ль ное ‡з би е ние

// (ис хо‰ ный и е зуль ти у ю щий ‚ек то ы ‰уб ли у ют сfl меж ‰у по цес с‡ ми)

vo¥d ma¥n(¥nt argc, char* argv[]) {

double* pMatr¥x;  // Пе ‚ый ‡ „у мент – ис хо‰ н‡fl м‡ т и ц‡

double* pVector;  // Вто ой ‡ „у мент – ис хо‰ ный ‚ек то

double* pResult;  // Ре зуль т‡т ум но же ниfl м‡ т и цы н‡ ‚ек то 

¥nt S¥ze;        // Р‡з ме ы ис хо‰ ных м‡ т и цы и ‚ек то ‡

double* pProcRows;

double* pProcResult;

¥nt RowNum;

double Start, F¥n¥sh, Durat¥on;

MPI_In¥t(&argc, &argv);

MPI_Comm_s¥ze(MPI_COMM_WORLD, &ProcNum);

MPI_Comm_rank(MPI_COMM_WORLD, &ProcRank);

// Вы ‰е ле ние п‡ мfl ти и ини ци ‡ ли з‡ циfl ис хо‰ ных ‰‡н ных

ProcessIn¥t¥al¥zat¥on(pMatr¥x, pVector, pResult, pProcRows,

pProcResult, S¥ze, RowNum);

// Р‡с пе ‰е ле ние ис хо‰ ных ‰‡н ных меж ‰у по цес с‡ ми

DataD¥str¥but¥on(pMatr¥x, pProcRows, pVector, S¥ze, RowNum);

// П‡ ‡л лель ное ‚ы пол не ние ум но же ниfl м‡ т и цы н‡ ‚ек то

ParallelResultCalculat¥on(pProcRows, pVector, pProcResult, S¥ze,

RowNum);

// Сбо е зуль ти у ю ще „о ‚ек то ‡ н‡ ‚сех по цес с‡х
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ResultRepl¥cat¥on(pProcResult, pResult, S¥ze, RowNum);

// З‡ ‚е ше ние по цес с‡ ‚ы чис ле ний

ProcessTerm¥nat¥on(pMatr¥x, pVector, pResult, pProcRows,

pProcResult);

MPI_F¥nal¥ze();

}

2. Функ циfl ProcessInitialization. Эт‡ функ циfl з‡ ‰‡ ет ‡з ме и эле мен -

ты ‰лfl м‡ т и цы A и ‚ек то ‡ b. Зн‡ че ниfl ‰лfl м‡ т и цы A и ‚ек то ‡ b оп е -

‰е лfl ют сfl ‚ функ ции RandomDataIn¥t¥al¥zat¥on.

// Функ циfl ‰лfl ‚ы ‰е ле ниfl п‡ мfl ти и ини ци ‡ ли з‡ ции ис хо‰ ных ‰‡н ных

vo¥d ProcessIn¥t¥al¥zat¥on (double* &pMatr¥x, double* &pVector, 

double* &pResult, double* &pProcRows, double* &pProcResult, 

¥nt &S¥ze, ¥nt &RowNum) {

¥nt RestRows; // Ко ли че ст ‚о сток м‡ т и цы, ко то ые еще 

// не ‡с пе ‰е ле ны

¥nt ¥;

¥f (ProcRank == 0) {

do {

pr¥ntf("\nВ‚е ‰и те ‡з ме м‡ т и цы: ");

scanf("%d", &S¥ze);

¥f (S¥ze < ProcNum) {

pr¥ntf("Р‡з ме м‡ т и цы ‰ол жен пе ‚ы ш‡ть ко ли че ст ‚о 

по цес со‚! \n ");

}

}

wh¥le (S¥ze < ProcNum);

}

MPI_Bcast(&S¥ze, 1, MPI_INT, 0, MPI_COMM_WORLD);

RestRows = S¥ze;

for (¥=0; ¥<ProcRank; ¥++) 

RestRows = RestRows-RestRows/(ProcNum-¥);

RowNum = RestRows/(ProcNum-ProcRank);

pVector = new double [S¥ze];

pResult = new double [S¥ze];

pProcRows = new double [RowNum*S¥ze];
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pProcResult = new double [RowNum];

¥f (ProcRank == 0) {

pMatr¥x = new double [S¥ze*S¥ze];

RandomDataIn¥t¥al¥zat¥on(pMatr¥x, pVector, S¥ze);

}

}

3. Функ циfl DataDistribution. Осу ще ст‚ лfl ет ‡с сыл ку ‚ек то ‡ b и ‡с -

пе ‰е ле ние сток ис хо‰ ной м‡ т и цы A по по цес с‡м ‚ы чис ли тель ной си -

с те мы. Сле ‰у ет от ме тить, что ко„ ‰‡ ко ли че ст ‚о сток м‡ т и цы n не fl‚ лfl -

ет сfl к‡т ным чис лу по цес со о‚ p, объ ем пе е сы л‡ е мых ‰‡н ных ‰лfl по -

цес со‚ мо жет ок‡ з‡ть сfl ‡з ным и ‰лfl пе е ‰‡ чи со об ще ний не об хо ‰и мо

ис поль зо ‚‡ть функ цию MPI_Scatterv биб ли о те ки MPI.

// Функ циfl ‰лfl ‡с пе ‰е ле ниfl ис хо‰ ных ‰‡н ных меж ‰у по цес с‡ ми

vo¥d DataD¥str¥but¥on(double* pMatr¥x, double* pProcRows, 

double* pVector, ¥nt S¥ze, ¥nt RowNum) {

¥nt *pSendNum;    // Ко ли че ст ‚о эле мен то‚, по сы л‡ е мых по цес су

¥nt *pSendInd;    // Ин ‰екс пе ‚о „о эле мен т‡ ‰‡н ных, 

// по сы л‡ е мо „о по цес су

¥nt RestRows=S¥ze; // Ко ли че ст ‚о сток м‡ т и цы, ко то ые еще 

// не ‡с пе ‰е ле ны

MPI_Bcast(pVector, S¥ze, MPI_DOUBLE, 0, MPI_COMM_WORLD);

// Вы ‰е ле ние п‡ мfl ти ‰лfl х‡ не ниfl ‚е мен ных объ ек то‚

pSendInd = new ¥nt [ProcNum];

pSendNum = new ¥nt [ProcNum];

// Оп е ‰е ле ние по ло же ниfl сток м‡ т и цы, пе‰ н‡з н‡ чен ных 

// к‡ж ‰о му по цес су

RowNum = (S¥ze/ProcNum);

pSendNum[0] = RowNum*S¥ze;

pSendInd[0] = 0;

for (¥nt ¥=1; ¥<ProcNum; ¥++) {

RestRows -= RowNum;

RowNum = RestRows/(ProcNum-¥);

pSendNum[¥] = RowNum*S¥ze;

pSendInd[¥] = pSendInd[¥-1]+pSendNum[¥-1];

}
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// Р‡с сыл к‡ сток м‡ т и цы

MPI_Scatterv(pMatr¥x, pSendNum, pSendInd, MPI_DOUBLE, pProcRows, 

pSendNum[ProcRank], MPI_DOUBLE, 0, MPI_COMM_WORLD);

// Ос ‚о бож ‰е ние п‡ мfl ти

delete [] pSendNum;

delete [] pSendInd;                

}

Сле ‰у ет от ме тить, что т‡ кое ‡з ‰е ле ние ‰ей ст ‚ий „е не ‡ ции ис хо‰ -

ных ‰‡н ных и их ‡с сыл ки меж ‰у по цес с‡ ми мо жет быть неоп ‡‚ ‰‡н -

ным ‚ е ‡ль ных п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ни flх пи боль шом объ е ме ‰‡н ных.

Ши о ко ис поль зу е мый по‰ хо‰ ‚ т‡ ких слу ч‡ flх со сто ит ‚ о „‡ ни з‡ ции пе -

е ‰‡ чи сообщений по цес с‡м с‡ зу же по сле то „о, к‡к ‰‡н ные по цес со‚

бу ‰ут с„е не и о ‚‡ ны. Сни же ние з‡ т‡т п‡ мfl ти ‰лfl х‡ не ниfl ‰‡н ных мо -

жет быть ‰о сти„ ну то т‡к же и з‡ счет о „‡ ни з‡ ции „е не ‡ ции ‰‡н ных ‚ по -

сле‰ нем по цес се (пи т‡ ком по‰ хо ‰е п‡ мflть ‰лfl пе е сы л‡ е мых ‰‡н ных и

‰лfl ‰‡н ных по цес с‡ мо жет быть о‰ ной и той же).

4. Функ циfl ParallelResultCaculation. Д‡н н‡fl функ циfl по из ‚о ‰ит

ум но же ние н‡ ‚ек то тех сток м‡ т и цы, ко то ые ‡с пе ‰е ле ны н‡

‰‡н ный по цесс, и т‡ ким об ‡ зом по лу ч‡ етсfl блок е зуль ти у ю ще „о

‚ек то ‡ с.

// Функ циfl ‰лfl ‚ы чис ле ниfl ч‡ с ти е зуль ти у ю ще „о ‚ек то ‡

vo¥d ParallelResultCalculat¥on(double* pProcRows, double* pVector, 

double* pProcResult, ¥nt S¥ze, ¥nt RowNum) {

¥nt ¥, j;

for (¥=0; ¥<RowNum; ¥++) {

pProcResult[¥] = 0;

for (j=0; j<S¥ze; j++)

pProcResult[¥] += pProcRows[¥*S¥ze+j]*pVector[j];

}

}

5. Функ циfl ResultReplication. Объ е ‰и нfl ет бло ки е зуль ти у ю ще „о

‚ек то ‡ с, по лу чен ные н‡ ‡з ных по цес с‡х, и ко пи у ет ‚ек то е зуль т‡ -

т‡ н‡ ‚се по цес сы ‚ы чис ли тель ной си с те мы.

// Функ циfl ‰лfl сбо ‡ е зуль ти у ю ще „о ‚ек то ‡ н‡ ‚сех по цес с‡х

vo¥d ResultRepl¥cat¥on(double* pProcResult, double* pResult, 

¥nt S¥ze, ¥nt RowNum) {

¥nt *pRece¥veNum;  // Ко ли че ст ‚о эле мен то‚, по сы л‡ е мых по цес сом
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¥nt *pRece¥veInd;  // Ин ‰екс эле мен т‡ ‰‡н ных ‚ е зуль ти у ю щем 

// ‚ек то е

¥nt RestRows=S¥ze; // Ко ли че ст ‚о сток м‡ т и цы, ко то ые еще не

// ‡с пе ‰е ле ны

¥nt ¥;

// Вы ‰е ле ние п‡ мfl ти ‰лfl ‚е мен ных объ ек то‚

pRece¥veNum = new ¥nt [ProcNum];

pRece¥veInd = new ¥nt [ProcNum];

// Оп е ‰е ле ние по ло же ниfl бло ко‚ е зуль ти у ю ще „о ‚ек то ‡ 

pRece¥veInd[0] = 0;

pRece¥veNum[0] = S¥ze/ProcNum;

for (¥=1; ¥<ProcNum; ¥++) {

RestRows -= pRece¥veNum[¥-1];

pRece¥veNum[¥] = RestRows/(ProcNum-¥);

pRece¥veInd[¥] = pRece¥veInd[¥-1]+pRece¥veNum[¥-1];

}

// Сбо ‚се „о е зуль ти у ю ще „о ‚ек то ‡ н‡ ‚сех по цес с‡х

MPI_Allgatherv(pProcResult, pRece¥veNum[ProcRank], 

MPI_DOUBLE, pResult, pRece¥veNum, pRece¥veInd, 

MPI_DOUBLE, MPI_COMM_WORLD);

// Ос ‚о бож ‰е ние п‡ мfl ти

delete [] pRece¥veNum; 

delete [] pRece¥veInd;

}

6.5.5. Ре зуль т‡ ты ‚ы чис ли тель ных экс пе и мен то‚

Р‡с смо т им е зуль т‡ ты ‚ы чис ли тель ных экс пе и мен то‚, ‚ы пол нен -

ных ‰лfl оцен ки эф фек ти‚ но с ти пи ‚е ‰ен но „о ‚ы ше п‡ ‡л лель но „о ‡л „о -

ит м‡ ум но же ниfl м‡ т и цы н‡ ‚ек то. Ко ме то „о, ис поль зу ем по лу чен ные

е зуль т‡ ты ‰лfl с‡‚ не ниfl те о е ти че с ких оце нок и экс пе и мен т‡ль ных по -

к‡ з‡ те лей ‚е ме ни ‚ы чис ле ний и по ‚е им тем с‡ мым точ ность по лу чен -

ных ‡н‡ ли ти че с ких со от но ше ний. Экс пе и мен ты по ‚о ‰и лись н‡ ‚ы чис ли -

тель ном кл‡ с те е Ни же „о о‰ ско „о уни ‚е си те т‡ н‡ б‡ зе по цес со о‚ Intel

Xeon 4 EM64T, 3000 МГц и се ти Gigabit Ethernet по‰ уп ‡‚ ле ни ем опе ‡ ци -

он ной си с те мы Microsoft Windows Server 2003 Standard x64 Edition и системы

уп‡‚лениfl кл‡стеом Microsoft Compute Cluster Server (см. п. 1.2.3).

Оп е ‰е ле ние п‡ ‡ ме т о‚ те о е ти че с ких з‡ ‚и си мо с тей (‚е ли чин τ, w,

α, β) осу ще ст‚ лfl лось сле ‰у ю щим об ‡ зом. Длfl оцен ки ‰ли тель но с ти τ б‡ -
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зо ‚ой ск‡ лfl ной опе ‡ ции по ‚о ‰и лось е ше ние з‡ ‰‡ чи ум но же ниfl м‡ т -

и цы н‡ ‚ек то пи по мо щи по сле ‰о ‚‡ тель но „о ‡л „о ит м‡ и по лу чен ное

т‡ ким об ‡ зом ‚е мfl ‚ы чис ле ний ‰е ли лось н‡ об щее ко ли че ст ‚о ‚ы пол -

нен ных опе ‡ ций – ‚ е зуль т‡ те по ‰об ных экс пе и мен то‚ ‰лfl ‚е ли чи ны τ
бы ло по лу че но зн‡ че ние 1,93 нсек. Экс пе и мен ты, ‚ы пол нен ные ‰лfl оп е -

‰е ле ниfl п‡ ‡ ме т о‚ се ти пе е ‰‡ чи ‰‡н ных, по к‡ з‡ ли зн‡ че ниfl л‡ тент но с -

ти α и по пу ск ной спо соб но с ти β со от ‚ет ст ‚ен но 47 мкс и 53,29 Мб‡йт/с.

Все ‚ы чис ле ниfl по из ‚о ‰и лись н‡‰ чис ло ‚ы ми зн‡ че ни fl ми ти п‡ double,

т. е. ‚е ли чи н‡ w ‡‚ н‡ 8 б‡йт.

Ре зуль т‡ ты ‚ы чис ли тель ных экс пе и мен то‚ пи ‚е ‰е ны ‚ т‡б ли це

6.1. Экс пе и мен ты по ‚о ‰и лись с ис поль зо ‚‡ ни ем ‰‚ух, че ты ех и ‚ось -

ми по цес со о‚. Ве ме н‡ ‚ы пол не ниfl ‡л „о ит мо‚ ук‡ з‡ ны ‚ се кун ‰‡х.

Т‡б ли ц‡ 6.1. Ре зуль т‡ ты ‚ы чис ли тель ных экс пе и мен то‚ ‰лfl 

п‡ ‡л лель но „о ‡л „о ит м‡ ум но же ниfl м‡ т и цы н‡ ‚ек то пи 

лен точ ной схе ме ‡з ‰е ле ниfl ‰‡н ных по сто к‡м

Р‡з ме По сле ‰о- П‡ ‡л лель ный ‡л „о итм

м‡ т и цы ‚‡ тель ный 2 по цес со ‡ 4 по цес со ‡ 8 по цес со о‚

‡л „о итм Ве мfl Ус ко е ние Ве мfl Ус ко е ние Ве мfl Ус ко е ние

1000 0,0041 0,0021 1,8798 0,0017 2,4089 0,0175 0,2333

2000 0,016 0,0084 1,8843 0,0047 3,3388 0,0032 4,9443

3000 0,031 0,0185 1,6700 0,0097 3,1778 0,0059 5,1952

4000 0,062 0,0381 1,6263 0,0188 3,2838 0,0244 2,5329

5000 0,11 0,0574 1,9156 0,0314 3,4993 0,0150 7,3216

С‡‚ не ние экс пе и мен т‡ль но „о ‚е ме ни Tp′ ‚ы пол не ниfl п‡ ‡л лель -

но „о ‡л „о ит м‡ и те о е ти че с ко „о ‚е ме ни Tp, ‚ы чис лен но „о ‚ со от ‚ет ст -

‚ии с ‚ы ‡ же ни ем (6.8), пе‰ ст‡‚ ле но ‚ т‡б ли це 6.2 и ‚ „‡ фи че с ком ‚и ‰е

н‡ ис. 6.3 и 6.4. 

Т‡б ли ц‡ 6.2. С‡‚ не ние экс пе и мен т‡ль но „о и те о е ти че с ко „о 

‚е ме ни ‚ы пол не ниfl п‡ ‡л лель но „о ‡л „о ит м‡ ум но же ниfl м‡ т и цы

н‡ ‚ек то, ос но ‚‡н но „о н‡ ‡з би е нии м‡ т и цы по сто к‡м

Р‡з ме 2 по цес со ‡ 4 по цес со ‡ 8 по цес со о‚

объ ек то‚ Tp T′p Tp T′p Tp T′p
1000 0,0069 0,0021 0,0108 0,0017 0,0152 0,0175

2000 0,0132 0,0084 0,0140 0,0047 0,0169 0,0032

3000 0,0235 0,0185 0,0193 0,0097 0,0196 0,0059

4000 0,0379 0,0381 0,0265 0,0188 0,0233 0,0244

5000 0,0565 0,0574 0,0359 0,0314 0,0280 0,0150
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Рис. 6.3. Г‡ фик з‡ ‚и си мо с ти экс пе и мен т‡ль но „о Tp′ и те о е ти че с -

ко „о Tp ‚е ме ни ‚ы пол не ниfl п‡ ‡л лель но „о ‡л „о ит м‡ н‡ ‰‚ух по -

цес со ‡х от объ е м‡ ис хо‰ ных ‰‡н ных (лен точ ное ‡з би е ние м‡ т и -

цы по сто к‡м)

Рис. 6.4. З‡ ‚и си мость ус ко е ниfl от ко ли че ст ‚‡ по цес со о‚ 

пи ‚ы пол не нии п‡ ‡л лель но „о ‡л „о ит м‡ ум но же ниfl м‡ т и цы

н‡ ‚ек то (лен точ ное ‡з би е ние по сто к‡м) ‰лfl ‡з ных ‡з ме о‚

м‡ т иц

Кус

190

Теоиfl и п‡ктик‡ п‡‡ллельных ‚ычислений



6.6. Ум но же ние м‡ т и цы н‡ ‚ек то 

пи ‡з ‰е ле нии ‰‡н ных по столб ц‡м

Р‡с смо т им те пеь ‰у „ой по‰ хо‰ к п‡ ‡л лель но му ум но же нию м‡ -

т и цы н‡ ‚ек то, ос но ‚‡н ный н‡ ‡з ‰е ле нии ис хо‰ ной м‡ т и цы н‡ не -

пе ы‚ ные н‡ бо ы (‚е ти к‡ль ные по ло сы) столб цо‚.

6.6.1. Оп е ‰е ле ние по‰ з‡ ‰‡ч 

и ‚ы ‰е ле ние ин фо м‡ ци он ных з‡ ‚и си мо с тей

Пи т‡ ком спо со бе ‡з ‰е ле ниfl ‰‡н ных ‚ к‡ че ст ‚е б‡ зо ‚ой по‰ з‡ ‰‡ чи

мо жет быть ‚ы б‡ н‡ опе ‡ циfl ум но же ниfl столб ц‡ м‡ т и цы А н‡ о‰ин из

эле мен то‚ ‚ек то ‡ b. Длfl о „‡ ни з‡ ции ‚ы чис ле ний ‚ этом слу ч‡е к‡ж ‰‡fl

б‡ зо ‚‡fl по‰ з‡ ‰‡ ч‡ i, 0≤ i< n, ‰олж н‡ со ‰е ж‡ть i-й стол бец м‡ т и цы А и i-е

эле мен ты bi и ci ‚ек то о‚ b и с. 

П‡ ‡л лель ный ‡л „о итм ум но же ниfl м‡ т и цы н‡ ‚ек то н‡ чи н‡ ет сfl

с то „о, что к‡ж ‰‡fl б‡ зо ‚‡fl з‡ ‰‡ ч‡ i ‚ы пол нfl ет ум но же ние с‚о е „о столб ц‡

м‡ т и цы А н‡ эле мент bi, ‚ ито „е ‚ к‡ж ‰ой по‰ з‡ ‰‡ че по лу ч‡ ет сfl ‚ек то

c'(i) по ме жу точ ных е зуль т‡ то‚. Д‡ лее ‰лfl по лу че ниfl эле мен то‚ е зуль -

ти у ю ще „о ‚ек то ‡  с по‰ з‡ ‰‡ чи ‰олж ны об ме нflть сfl с‚о и ми по ме жу -

точ ны ми ‰‡н ны ми меж ‰у со бой (эле мент j, 0≤ j< n, ч‡ с тич но „о е зуль т‡ т‡

c'(i) по‰ з‡ ‰‡ чи i, 0≤ i< n, ‰ол жен быть пе е ‰‡н по‰ з‡ ‰‡ че j). Д‡н н‡fl обоб -

щен н‡fl пе е ‰‡ ч‡ ‰‡н ных (all-to-all communication или total exchange) fl‚ лfl -

ет сfl н‡ и бо лее об щей ком му ни к‡ ци он ной по це ‰у ой и мо жет быть е ‡ -

ли зо ‚‡ н‡ пи по мо щи функ ции MPI_Alltoall биб ли о те ки MPI. По сле ‚ы -

пол не ниfl пе е ‰‡ чи ‰‡н ных к‡ж ‰‡fl б‡ зо ‚‡fl по‰ з‡ ‰‡ ч‡ i, 0≤ i< n, бу ‰ет со -

‰е ж‡ть n ч‡ с тич ных зн‡ че ний c'i(j), 0≤ j<n, сло же ни ем ко то ых и оп е ‰е -

лfl ет сfl эле мент ci ‚ек то ‡ е зуль т‡ т‡ с (см. ис. 6.5).

Рис. 6.5. О „‡ ни з‡ циfl ‚ы чис ле ний пи ‚ы пол не нии п‡ ‡л лель но „о

‡л „о ит м‡ ум но же ниfl м‡ т и цы н‡ ‚ек то с ис поль зо ‚‡ ни ем ‡з би е -

ниfl м‡ т и цы по столб ц‡м
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6.6.2. М‡с шт‡ би о ‚‡ ние и ‡с пе ‰е ле ние по‰ з‡ ‰‡ч 

по по цес со ‡м

Вы ‰е лен ные б‡ зо ‚ые по‰ з‡ ‰‡ чи х‡ ‡к те и зу ют сfl о‰и н‡ ко ‚ой ‚ы чис -

ли тель ной ту ‰о ем ко с тью и ‡‚ ным объ е мом пе е ‰‡ ‚‡ е мых ‰‡н ных. В слу -

ч‡е ко„ ‰‡ ко ли че ст ‚о столб цо‚ м‡ т и цы пе ‚ы ш‡ ет чис ло по цес со о‚, б‡ -

зо ‚ые по‰ з‡ ‰‡ чи мож но ук уп нить, объ е ‰и ни‚ ‚ ‡м к‡х о‰ ной по‰ з‡ ‰‡ чи

не сколь ко со се‰ них столб цо‚ (‚ этом слу ч‡е ис хо‰ н‡fl м‡ т и ц‡ A ‡з би ‚‡ -

ет сfl н‡ fl‰ ‚е ти к‡ль ных по лос). Пи со блю ‰е нии ‡ ‚ен ст ‚‡ ‡з ме ‡ по -

лос т‡ кой спо соб ‡„ е „‡ ции ‚ы чис ле ний обес пе чи ‚‡ ет ‡‚ но ме ность ‡с -

пе ‰е ле ниfl ‚ы чис ли тель ной н‡ „уз ки по по цес со ‡м, со ст‡‚ лfl ю щим

мно „о по цес со ную ‚ы чис ли тель ную си с те му. 

К‡к и ‚ пе ‰ы ‰у щем ‡л „о ит ме, ‡с пе ‰е ле ние по‰ з‡ ‰‡ч меж ‰у по -

цес со ‡ ми ‚ы чис ли тель ной си с те мы мо жет быть ‚ы пол не но по из ‚оль -

ным об ‡ зом.

6.6.3. Ан‡ лиз эф фек ти‚ но с ти

Пусть, к‡к и ‡ нее, м‡ т и ц‡ А fl‚ лfl ет сfl к‚‡ ‰ ‡т ной, то есть m=n. Н‡

пе ‚ом эт‡ пе ‚ы чис ле ний к‡ж ‰ый по цес со ум но ж‡ ет пи н‡‰ ле ж‡ щие

ему столб цы м‡ т и цы А н‡ эле мен ты ‚ек то ‡ b, по сле ум но же ниfl по лу -

чен ные зн‡ че ниfl сум ми у ют сfl ‰лfl к‡ж ‰ой сто ки м‡ т и цы А ‚ от ‰ель но -

с ти 

(6.9)

(j0 и jl-1 есть н‡ ч‡ль ный и ко неч ный ин ‰ек сы столб цо‚ б‡ зо ‚ой по‰ з‡ ‰‡ чи

i, 0≤ i< n). По сколь ку ‡з ме ы по ло сы м‡ т и цы А и бло к‡ ‚ек то ‡ b ‡‚ ны

n/p, то ту ‰о ем кость т‡ ких ‚ы чис ле ний мо жет оце ни ‚‡ть сfl к‡к T′=n2/p

опе ‡ ций. По сле об ме н‡ ‰‡н ны ми меж ‰у по‰ з‡ ‰‡ ч‡ ми н‡ ‚то ом эт‡ пе

‚ы чис ле ний к‡ж ‰ый по цес со сум ми у ет по лу чен ные зн‡ че ниfl ‰лfl с‚о -

е „о бло к‡ е зуль ти у ю ще „о ‚ек то ‡ c. Ко ли че ст ‚о сум ми у е мых зн‡ че ний

‰лfl к‡ж ‰о „о эле мен т‡ ci ‚ек то ‡ c со‚ п‡ ‰‡ ет с чис лом по цес со о‚ p, ‡з -

ме бло к‡ ‚ек то ‡ c н‡ о‰ ном по цес со е ‡ ‚ен n/p, и, тем с‡ мым, чис ло

‚ы пол нfl е мых опе ‡ ций ‰лfl ‚то о „о эт‡ п‡ ок‡ зы ‚‡ ет сfl ‡‚ ным T′′=n. С

уче том по лу чен ных со от но ше ний по к‡ з‡ те ли ус ко е ниfl и эф фек ти‚ но с -

ти п‡ ‡л лель но „о ‡л „о ит м‡ мо „ут быть ‚ы ‡ же ны сле ‰у ю щим об ‡ зом:

. (6.10)

Те пеь ‡с смо т им бо лее точ ные со от но ше ниfl ‰лfl оцен ки ‚е ме ни

‚ы пол не ниfl п‡ ‡л лель но „о ‡л „о ит м‡. С уче том ‡ нее по ‚е ‰ен ных ‡с -
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суж ‰е ний ‚е мfl ‚ы пол не ниfl ‚ы чис ли тель ных опе ‡ ций ‡л „о ит м‡ мо -

жет быть оце не но пи по мо щи ‚ы ‡ же ниfl 

(6.11)

(з‰есь, к‡к и ‡ нее, τ есть ‚е мfl ‚ы пол не ниfl о‰ ной эле мен т‡ ной ск‡ лfl -

ной опе ‡ ции).

Длfl ‚ы пол не ниfl опе ‡ ции обоб щен ной пе е ‰‡ чи ‰‡н ных ‡с смо т -

им ‰‚‡ ‚оз мож ных спо со б‡ е ‡ ли з‡ ции (см. т‡к же лек цию 3). Пе ‚ый

спо соб обес пе чи ‚‡ ет сfl ‡л „о ит мом, со „л‡с но ко то о му к‡ж ‰ый по цес -

со по сле ‰о ‚‡ тель но пе е ‰‡ ет с‚ои ‰‡н ные ‚сем ос т‡ль ным по цес со ‡м

‚ы чис ли тель ном си с те мы. Пе‰ по ло жим, что по цес со ы мо „ут о‰ но ‚е -

мен но от п‡‚ лflть и пи ни м‡ть со об ще ниfl и меж ‰у лю бой п‡ ой по цес -

со о‚ име ет сfl пfl м‡fl ли ниfl с‚fl зи, то„ ‰‡ оцен к‡ ту ‰о ем ко с ти (‚е мfl ис -

пол не ниfl) т‡ ко „о ‡л „о ит м‡ обоб щен ной пе е ‰‡ чи ‰‡н ных мо жет быть

оп е ‰е ле н‡ к‡к

(6.12)

(н‡ пом ним, что α – л‡ тент ность се ти пе е ‰‡ чи ‰‡н ных, β – по пу ск н‡fl

спо соб ность се ти, w – ‡з ме эле мен т‡ ‰‡н ных ‚ б‡й т‡х).

Вто ой спо соб ‚ы пол не ниfl опе ‡ ции об ме н‡ ‰‡н ны ми ‡с смо т ен ‚

лек ции 3, ко„ ‰‡ то по ло „иfl ‚ы чис ли тель ной се ти мо жет быть пе‰ ст‡‚ ле -

н‡ ‚ ‚и ‰е „и пе ку б‡. К‡к бы ло по к‡ з‡ но, ‚ы пол не ние т‡ ко „о ‡л „о ит м‡

мо жет быть осу ще ст‚ ле но з‡ log2p ш‡ „о‚, н‡ к‡ж ‰ом из ко то ых к‡ж ‰ый

по цес со пе е ‰‡ ет и по лу ч‡ ет со об ще ние из n/2 эле мен то‚. К‡к е зуль -

т‡т, ‚е мfl опе ‡ ции пе е ‰‡ чи ‰‡н ных пи т‡ ком по‰ хо ‰е со ст‡‚ лfl ет ‚е ли -

чи ну:

. (6.13)

С уче том (6.11) – (6.13) об щее ‚е мfl ‚ы пол не ниfl п‡ ‡л лель но „о ‡л -

„о ит м‡ ум но же ниfl м‡ т и цы н‡ ‚ек то пи ‡з би е нии ‰‡н ных по столб -

ц‡м ‚ы ‡ ж‡ ет сfl сле ‰у ю щими со от но ше ни fl ми.

• Длfl пе ‚о „о спо со б‡ ‚ы пол не ниfl опе ‡ ции пе е ‰‡ чи ‰‡н ных 

. (6.14)

• Длfl ‚то о „о спо со б‡ ‚ы пол не ниfl опе ‡ ции пе е ‰‡ чи ‰‡н ных 

. (6.15)
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6.6.4. Ре зуль т‡ ты ‚ы чис ли тель ных экс пе и мен то‚

Вы чис ли тель ные экс пе и мен ты ‰лfl оцен ки эф фек ти‚ но с ти п‡ ‡л -

лель но „о ‡л „о ит м‡ ум но же ниfl м‡ т и цы н‡ ‚ек то пи ‡з би е нии ‰‡н -

ных по столб ц‡м по ‚о ‰и лись пи ус ло ‚и flх, ук‡ з‡н ных ‚ п. 6.5.5. Ре зуль -

т‡ ты ‚ы чис ли тель ных экс пе и мен то‚ пи ‚е ‰е ны ‚ т‡б ли це 6.3. 

Т‡б ли ц‡ 6.3. Ре зуль т‡ ты ‚ы чис ли тель ных экс пе и мен то‚ по ис сле -

‰о ‚‡ нию п‡ ‡л лель но „о ‡л „о ит м‡ ум но же ниfl м‡ т и цы н‡ ‚ек то,

ос но ‚‡н но „о н‡ ‡з би е нии м‡ т и цы по столб ц‡м

Р‡з ме По сле ‰о- П‡ ‡л лель ный ‡л „о итм

м‡ т и цы ‚‡ тель ный 2 по цес со ‡ 4 по цес со ‡ 8 по цес со о‚

‡л „о итм Ве мfl Ус ко е ние Ве мfl Ус ко е ние Ве мfl Ус ко е ние

1000 0,0041 0,0022 1,8352 0,0013 3,1538 0,0008 4,9409

2000 0,016 0,0085 1,8799 0,0046 3,4246 0,0029 5,4682

3000 0,031 0,019 1,6315 0,0095 3,2413 0,0055 5,5456

4000 0,062 0,0331 1,8679 0,0168 3,6714 0,0090 6,8599

5000 0,11 0,0518 2,1228 0,0265 4,1361 0,0136 8,0580

С‡‚ не ние экс пе и мен т‡ль но „о ‚е ме ни Tp
∗ ‚ы пол не ниfl экс пе и -

мен т‡ и ‚е ме ни Tp, ‚ы чис лен но „о по со от но ше ни flм (6.14), (6.15), пе‰ -

ст‡‚ ле но ‚ т‡б ли це 6.4 и н‡ ис. 6.6 и 6.7. Те о е ти че с кое ‚е мfl Tp
1 ‚ы чис -

лfl ет сfl со „л‡с но (6.14), ‡ те о е ти че с кое ‚е мfl Tp
2 – ‚ со от ‚ет ст ‚ии с (6.15). 
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Рис. 6.6. Г‡ фик з‡ ‚и си мо с ти те о е ти че с ко „о и экс пе и мен т‡ль но -

„о ‚е ме ни ‚ы пол не ниfl п‡ ‡л лель но „о ‡л „о ит м‡ н‡ че ты ех по -

цес со ‡х от объ е м‡ ис хо‰ ных ‰‡н ных (лен точ ное ‡з би е ние м‡ т и -

цы по столб ц‡м)



Т‡б ли ц‡ 6.4. С‡‚ не ние экс пе и мен т‡ль но „о и те о е ти че с ко „о 

‚е ме ни ‚ы пол не ниfl п‡ ‡л лель но „о ‡л „о ит м‡ ум но же ниfl м‡ т и цы 

н‡ ‚ек то, ос но ‚‡н но „о н‡ ‡з би е нии м‡ т и цы по столб ц‡м

Р‡з ме 2 по цес со ‡ 4 по цес со ‡ 8 по цес со о‚

м‡ т и цы T*p T1
p T 2

p T*p T1
p T 2

p T*p T1
p T 2

p

1000 0,0022 0,0021 0,0021 0,0013 0,0013 0,0014 0,0008 0,0011 0,0015

2000 0,0085 0,0080 0,0080 0,0046 0,0044 0,0044 0,0029 0,0027 0,0031

3000 0,019 0,0177 0,0177 0,0095 0,0094 0,0094 0,0055 0,0054 0,0056

4000 0,0331 0,0313 0,0313 0,0168 0,0163 0,0162 0,0090 0,0090 0,0091

5000 0,0518 0,0487 0,0487 0,0265 0,0251 0,0251 0,0136 0,0135 0,0136

Рис. 6.7. З‡ ‚и си мость ус ко е ниfl от ко ли че ст ‚‡ по цес со о‚ пи

‚ы пол не нии п‡ ‡л лель но „о ‡л „о ит м‡ ум но же ниfl м‡ т и цы н‡ ‚ек -

то (лен точ ное ‡з би е ние м‡ т и цы по столб ц‡м) ‰лfl ‡з ных ‡з ме -

о‚ м‡ т иц

6.7. Ум но же ние м‡ т и цы н‡ ‚ек то 

пи блоч ном ‡з ‰е ле нии ‰‡н ных

Р‡с смо т им те пеь п‡ ‡л лель ный ‡л „о итм ум но же ниfl м‡ т и цы н‡

‚ек то, ко то ый ос но ‚‡н н‡ ином спо со бе ‡з ‰е ле ниfl ‰‡н ных – н‡ ‡з би -

е нии м‡ т и цы н‡ пfl мо у„оль ные ф‡„ мен ты (бло ки).

6.7.1. Оп е ‰е ле ние по‰ з‡ ‰‡ч

Блоч н‡fl схе м‡ ‡з би е ниfl  м‡ т иц по ‰об но ‡с смо т е н‡ ‚ по‰ ‡з ‰е -

ле 6.1. Пи т‡ ком спо со бе ‡з ‰е ле ниfl ‰‡н ных ис хо‰ н‡fl м‡ т и ц‡ A пе‰ -

ст‡‚ лfl ет сfl ‚ ‚и ‰е н‡ бо ‡ пfl мо у„оль ных бло ко‚:
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,

„‰е Aij, 0≤ i< s, 0≤ j< q,  есть блок м‡ т и цы:

(з‰есь, к‡к и ‡ нее, пе‰ по л‡ „‡ ет сfl, что p=s⋅q, ко ли че ст ‚о сток м‡ т и цы

fl‚ лfl ет сfl к‡т ным s, ‡ ко ли че ст ‚о столб цо‚ – к‡т ным q, то есть m=k⋅s и

n=l⋅q). 

Пи ис поль зо ‚‡ нии блоч но „о пе‰ ст‡‚ ле ниfl м‡ т и цы A б‡ зо ‚ые

по‰ з‡ ‰‡ чи це ле со об ‡з но оп е ‰е лить н‡ ос но ‚е ‚ы чис ле ний, ‚ы пол нfl е -

мых н‡‰ м‡ т ич ны ми бло к‡ ми. Длfl ну ме ‡ ции по‰ з‡ ‰‡ч мо „ут пи ме нflть -

сfl ин ‰ек сы ‡с по л‡ „‡ е мых ‚ по‰ з‡ ‰‡ ч‡х бло ко‚ м‡ т и цы A, т.е. по‰ з‡ ‰‡ ч‡

(i,j) со ‰е жит блок Aij. По ми мо бло к‡ м‡ т и цы A к‡ж ‰‡fl по‰ з‡ ‰‡ ч‡ ‰олж н‡

со ‰е ж‡ть т‡к же и блок ‚ек то ‡ b. Пи этом ‰лfl бло ко‚ о‰ ной и той же

по‰ з‡ ‰‡ чи ‰олж ны со блю ‰‡ть сfl оп е ‰е лен ные п‡ ‚и л‡ со от ‚ет ст ‚иfl –

опе ‡ циfl ум но же ниfl бло к‡ м‡ т и цы Aij мо жет быть ‚ы пол не н‡ толь ко, ес ли

блок ‚ек то ‡ b'(i,j) име ет ‚и‰

.

6.7.2. Вы ‰е ле ние ин фо м‡ ци он ных з‡ ‚и си мо с тей

Р‡с смо т им об щую схе му п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний ‰лfl опе ‡ ции

ум но же ниfl м‡ т и цы н‡ ‚ек то пи блоч ном ‡з ‰е ле нии ис хо‰ ных ‰‡н -

ных. По сле пе е мно же ниfl бло ко‚ м‡ т и цы A и ‚ек то ‡ b к‡ж ‰‡fl по‰ з‡ ‰‡ -

ч‡ (i,j) бу ‰ет со ‰е ж‡ть ‚ек то ч‡ с тич ных е зуль т‡ то‚ c'(i,j), оп е ‰е лfl е мый

‚ со от ‚ет ст ‚ии с ‚ы ‡ же ни fl ми

.

По эле мент ное сум ми о ‚‡ ние ‚ек то о‚ ч‡ с тич ных е зуль т‡ то‚ ‰лfl

к‡ж ‰ой „о и зон т‡ль ной по ло сы (‰‡н н‡fl по це ‰у ‡ ч‡ с то име ну ет сfl опе -

‡ ци ей е ‰ук ции – см. лек цию 3) бло ко‚ м‡ т и цы A поз ‚о лfl ет по лу чить

е зуль ти у ю щий ‚ек то c
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.

Длfl ‡з ме ще ниfl ‚ек то ‡ c пи ме ним ту же схе му, что и ‰лfl ис хо‰ но -

„о ‚ек то ‡ b: о „‡ ни зу ем ‚ы чис ле ниfl т‡ ким об ‡ зом, что бы пи з‡ ‚е ше -

нии ‡с че то‚ ‚ек то c ‡с по л‡ „‡л сfl по блоч но ‚ к‡ж ‰ой из ‚е ти к‡ль ных

по лос бло ко‚ м‡ т и цы A (тем с‡ мым, к‡ж ‰ый блок ‚ек то ‡ c ‰ол жен быть

по ‰уб ли о ‚‡н по к‡ж ‰ой „о и зон т‡ль ной по ло се). Вы пол не ние ‚сех не -

об хо ‰и мых ‰ей ст ‚ий ‰лfl это „о – сум ми о ‚‡ ние ч‡ с тич ных е зуль т‡ то‚ и

‰уб ли о ‚‡ ние бло ко‚ е зуль ти у ю ще „о ‚ек то ‡ — мо жет быть обес пе че -

но пи по мо щи функ ции MPI_Allreduce биб ли о те ки MPI.

Об щ‡fl схе м‡ ‚ы пол нfl е мых ‚ы чис ле ний ‰лfl ум но же ниfl м‡ т и цы н‡

‚ек то пи блоч ном ‡з ‰е ле нии ‰‡н ных по к‡ з‡ н‡ н‡ ис. 6.8.

Рис. 6.8. Об щ‡fl схе м‡ п‡ ‡л лель но „о ‡л „о ит м‡ ум но же ниfl м‡ т и -

цы н‡ ‚ек то пи блоч ном ‡з ‰е ле нии ‰‡н ных: a) ис хо‰ ное ‡с пе -

‰е ле ние е зуль т‡ то‚, б) ‡с пе ‰е ле ние ‚ек то о‚ ч‡ с тич ных е зуль -

т‡ то‚, ‚) ‡с пе ‰е ле ние бло ко‚ е зуль ти у ю ще „о ‚ек то ‡ c

Р‡с смо т е‚ пе‰ ст‡‚ лен ную схе му п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний, мож -

но с‰е л‡ть ‚ы ‚о‰, что ин фо м‡ ци он н‡fl з‡ ‚и си мость б‡ зо ‚ых по‰ з‡ ‰‡ч

по fl‚ лfl ет сfl толь ко н‡ эт‡ пе сум ми о ‚‡ ниfl е зуль т‡ то‚ пе е мно же ниfl

бло ко‚ м‡ т и цы A и бло ко‚ ‚ек то ‡ b. Вы пол не ние т‡ ких ‡с че то‚ мо жет

быть ‚ы пол не но по обыч ной к‡ с к‡‰ ной схе ме (см. лек цию 3), и, к‡к е -

зуль т‡т, х‡ ‡к те име ю щих сfl ин фо м‡ ци он ных с‚fl зей ‰лfl по‰ з‡ ‰‡ч о‰ -
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ной и той же „о и зон т‡ль ной по ло сы бло ко‚ со от ‚ет ст ‚у ет стук ту е ‰‚о -

ич но „о ‰е е ‚‡.

6.7.3. М‡с шт‡ би о ‚‡ ние и ‡с пе ‰е ле ние по‰ з‡ ‰‡ч 

по по цес со ‡м

Р‡з ме бло ко‚ м‡ т и цы А мо жет быть по ‰о б ‡н т‡ ким об ‡ зом,

что бы об щее ко ли че ст ‚о б‡ зо ‚ых по‰ з‡ ‰‡ч со‚ п‡ ‰‡ ло с чис лом по цес -

со о‚ p. Т‡к, н‡ пи ме, ес ли оп е ‰е лить ‡з ме блоч ной е шет ки к‡к

p=s⋅q, то

k=m/s, l=n/q,

„‰е k и l есть ко ли че ст ‚о сток и столб цо‚ ‚ бло к‡х м‡ т и цы А. Т‡ кой спо -

соб оп е ‰е ле ниfl ‡з ме ‡ бло ко‚ пи ‚о ‰ит к то му, что объ ем ‚ы чис ле ний

‚ к‡ж ‰ой по‰ з‡ ‰‡ че fl‚ лfl ет сfl ‡‚ ным, и, тем с‡ мым, ‰о сти „‡ ет сfl пол н‡fl

б‡ л‡н си о‚ к‡ ‚ы чис ли тель ной н‡ „уз ки меж ‰у по цес со ‡ ми.

Воз мож ность ‚ы бо ‡ ос т‡ ет сfl пи оп е ‰е ле нии ‡з ме о‚ блоч ной

стук ту ы м‡ т и цы А. Боль шое ко ли че ст ‚о бло ко‚ по „о и зон т‡ ли пи -

‚о ‰ит к ‚оз ‡ с т‡ нию чис л‡ ите ‡ ций ‚ опе ‡ ции е ‰ук ции е зуль т‡ то‚

блоч но „о ум но же ниfl, ‡ у‚е ли че ние ‡з ме ‡ блоч ной е шет ки по ‚е ти к‡ -

ли по ‚ы ш‡ ет объ ем пе е ‰‡ ‚‡ е мых ‰‡н ных меж ‰у по цес со ‡ ми. По стое,

ч‡ с то пименflемое е ше ние со сто ит ‚ ис поль зо ‚‡ нии о‰и н‡ ко ‚о „о ко ли -

че ст ‚‡ бло ко‚ по ‚е ти к‡ ли и „о и зон т‡ ли, т.е.

.

Сле ‰у ет от ме тить, что блоч н‡fl схе м‡ ‡з ‰е ле ниfl ‰‡н ных fl‚ лfl ет сfl

обоб ще ни ем ‚сех ‡с смо т ен ных ‚ ‰‡н ной лек ции по‰ хо ‰о‚. Дей ст ‚и -

тель но, пи q=1 бло ки с‚о ‰flт сfl к „о и зон т‡ль ным по ло с‡м м‡ т и цы А,

пи s=1 ис хо‰ ные ‰‡н ные ‡з би ‚‡ ют сfl н‡ ‚е ти к‡ль ные по ло сы.

Пи е ше нии ‚о по с‡ ‡с пе ‰е ле ниfl по‰ з‡ ‰‡ч меж ‰у по цес со ‡ ми

‰олж н‡ учи ты ‚‡ть сfl ‚оз мож ность эф фек ти‚ но „о ‚ы пол не ниfl опе ‡ ции

е ‰ук ции. Воз мож ный ‚‡ и ‡нт по‰ хо ‰fl ще „о спо со б‡ ‡с пе ‰е ле ниfl со -

сто ит ‚ ‚ы ‰е ле нии ‰лfl по‰ з‡ ‰‡ч о‰ ной и той же „о и зон т‡ль ной по ло сы

бло ко‚ мно же ст ‚‡ по цес со о‚, стук ту ‡ се ти пе е ‰‡ чи ‰‡н ных меж ‰у

ко то ы ми име ет ‚и‰ „и пе ку б‡ или пол но „о „‡ ф‡.

6.7.4. Ан‡ лиз эф фек ти‚ но с ти

Вы пол ним ‡н‡ лиз эф фек ти‚ но с ти п‡ ‡л лель но „о ‡л „о ит м‡ ум но -

же ниfl м‡ т и цы н‡ ‚ек то пи обыч ных уже пе‰ по ло же ни flх, что м‡ т и -
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ц‡ А fl‚ лfl ет сfl к‚‡ ‰ ‡т ной, т.е. m=n. Бу ‰ем пе‰ по л‡ „‡ть т‡к же, что по -

цес со ы, со ст‡‚ лfl ю щие мно „о по цес со ную ‚ы чис ли тель ную си с те му,

об ‡ зу ют пfl мо у„оль ную е шет ку p=s×q (s – ко ли че ст ‚о сток ‚ по цес -

со ной е шет ке, q – ко ли че ст ‚о столб цо‚).

Об щий ‡н‡ лиз эф фек ти‚ но с ти пи ‚о ‰ит к и‰е ‡ль ным по к‡ з‡ те лflм

п‡ ‡л лель но „о ‡л „о ит м‡:

(6.16)

Длfl уточ не ниfl по лу чен ных со от но ше ний оце ним бо лее точ но ко ли -

че ст ‚о ‚ы чис ли тель ных опе ‡ ций ‡л „о ит м‡ и уч тем з‡ т‡ ты н‡ ‚ы пол не -

ние опе ‡ ций пе е ‰‡ чи ‰‡н ных меж ‰у по цес со ‡ ми.

Об щее ‚е мfl ум но же ниfl бло ко‚ м‡ т и цы А и ‚ек то ‡ b мо жет быть

оп е ‰е ле но к‡к 

. (6.17)

Опе ‡ циfl е ‰ук ции ‰‡н ных мо жет быть ‚ы пол не н‡ с ис поль зо ‚‡ ни -

ем к‡ с к‡‰ ной схе мы и ‚клю ч‡ ет, тем с‡ мым, log2q ите ‡ ций пе е ‰‡ чи со -

об ще ний ‡з ме ‡ wn/s. К‡к е зуль т‡т, оцен к‡ ком му ни к‡ ци он ных з‡ -

т‡т п‡ ‡л лель но „о ‡л „о ит м‡ пи ис поль зо ‚‡ нии мо ‰е ли Хок ни мо жет

быть оп е ‰е ле н‡ пи по мо щи сле ‰у ю ще „о ‚ы ‡ же ниfl

. (6.18)

Т‡ ким об ‡ зом, об щее ‚е мfl ‚ы пол не ниfl п‡ ‡л лель но „о ‡л „о ит -

м‡ ум но же ниfl м‡ т и цы н‡ ‚ек то пи блоч ном ‡з ‰е ле нии ‰‡н ных со -

ст‡‚ лfl ет

. (6.19)

6.7.5. Ре зуль т‡ ты ‚ы чис ли тель ных экс пе и мен то‚

Вы чис ли тель ные экс пе и мен ты ‰лfl оцен ки эф фек ти‚ но с ти п‡ ‡л -

лель но „о ‡л „о ит м‡ по ‚о ‰и лись пи тех же ус ло ‚и flх, что и ‡ нее ‚ы пол -

нен ные ‡с че ты (см. п. 6.5.5). Ре зуль т‡ ты экс пе и мен то‚ пи ‚е ‰е ны ‚

т‡б ли це 6.5. Вы чис ле ниfl по ‚о ‰и лись с ис поль зо ‚‡ ни ем че ты ех и ‰е ‚fl -

ти по цес со о‚. 

С‡‚ не ние экс пе и мен т‡ль но „о ‚е ме ни T*
p ‚ы пол не ниfl экс пе и -

мен т‡ и те о е ти че с ко „о ‚е ме ни Tp, ‚ы чис лен но „о ‚ со от ‚ет ст ‚ии с ‚ы ‡ -

же ни ем (6.19), пе‰ ст‡‚ ле но ‚ т‡б ли це 6.6 и н‡ ис. 6.10. 
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Т‡б ли ц‡ 6.6. С‡‚ не ние экс пе и мен т‡ль но „о и те о е ти че с ко „о 

‚е ме ни ‚ы пол не ниfl п‡ ‡л лель но „о ‡л „о ит м‡ ум но же ниfl 

м‡ т и цы н‡ ‚ек то пи блоч ном ‡з ‰е ле нии ‰‡н ных

Р‡з ме м‡ т иц 4 по цес со ‡ 9 по цес со о‚

Tp T*
p Tp T*

p

1000 0,0025 0,0028 0,0012 0,0011

2000 0,0095 0,0099 0,0043 0,0042

3000 0,0212 0,0214 0,0095 0,0095

4000 0,0376 0,0381 0,0168 0,0175

5000 0,0586 0,0583 0,0262 0,0263
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Т‡б ли ц‡ 6.5. Ре зуль т‡ ты ‚ы чис ли тель ных экс пе и мен то‚ по ис сле -

‰о ‚‡ нию п‡ ‡л лель но „о ‡л „о ит м‡ ум но же ниfl м‡ т и цы н‡ ‚ек то

пи блоч ном ‡з ‰е ле нии ‰‡н ных

Р‡з ме По сле ‰о ‚‡ тель ный П‡ ‡л лель ный ‡л „о итм

м‡ т иц ‡л „о итм 4 по цес со ‡ 9 по цес со о‚

Ве мfl Ус ко е ние Ве мfl Ус ко е ние

1000 0,0041 0,0028 1,4260 0,0011 3,7998

2000 0,016 0,0099 1,6127 0,0042 3,7514

3000 0,031 0,0214 1,4441 0,0095 3,2614

4000 0,062 0,0381 1,6254 0,0175 3,5420

5000 0,11 0,0583 1,8860 0,0263 4,1755

Рис. 6.9. З‡ ‚и си мость ус ко е ниfl от ко ли че ст ‚‡ по цес со о‚ пи

‚ы пол не нии п‡ ‡л лель но „о ‡л „о ит м‡ ум но же ниfl м‡ т и цы н‡ 

‚ек то (блоч ное ‡з би е ние м‡ т и цы) ‰лfl ‡з ных ‡з ме о‚ м‡ т иц



Рис. 6.10. Г‡ фик з‡ ‚и си мо с ти экс пе и мен т‡ль но „о и те о е ти че с -

ко „о ‚е ме ни по ‚е ‰е ниfl экс пе и мен т‡ н‡ че ты ех по цес со ‡х 

от объ е м‡ ис хо‰ ных ‰‡н ных (блоч ное ‡з би е ние м‡ т и цы)

6.8. К‡т кий об зо лек ции

В ‰‡н ной лек ции н‡ пи ме е з‡ ‰‡ чи ум но же ниfl м‡ т и цы н‡ ‚ек то

‡с см‡ т и ‚‡ ют сfl ‚оз мож ные схе мы ‡з ‰е ле ниfl м‡ т иц меж ‰у по цес со -

‡ ми мно „о по цес со ной ‚ы чис ли тель ной си с те мы, ко то ые мо „ут быть

ис поль зо ‚‡ ны ‰лfl о „‡ ни з‡ ции п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний пи ‚ы пол не -

нии м‡ т ич ных опе ‡ ций. В чис ле из л‡ „‡ е мых схем спо со бы ‡з би е ниfl

м‡ т иц н‡ по ло сы (по ‚е ти к‡ ли или „о и зон т‡ ли) или н‡ пfl мо у„оль ные

н‡ бо ы эле мен то‚ (бло ки). 

Д‡ лее ‚ лек ции с ис поль зо ‚‡ ни ем ‡с смо т ен ных спо со бо‚ ‡з ‰е -

ле ниfl м‡ т иц по ‰об но из л‡ „‡ ют сfl ти ‚оз мож ных ‚‡ и ‡н т‡ п‡ ‡л -

лель но „о ‚ы пол не ниfl опе ‡ ции ум но же ниfl м‡ т и цы н‡ ‚ек то. Пе -

‚ый ‡л „о итм ос но ‚‡н н‡ ‡з ‰е ле нии м‡ т и цы меж ‰у по цес со ‡ ми по

сто к‡м, ‚то ой – н‡ ‡з ‰е ле нии м‡ т и цы по столб ц‡м, ‡ те тий – н‡

блоч ном ‡з ‰е ле нии ‰‡н ных. К‡ж ‰ый ‡л „о итм пе‰ ст‡‚ лен ‚ со от ‚ет -

ст ‚ии с об щей схе мой, опи с‡н ной ‚ лек ции 4, — ‚н‡ ч‡ ле оп е ‰е лfl ют -

сfl б‡ зо ‚ые по‰ з‡ ‰‡ чи, з‡ тем ‚ы ‰е лfl ют сfl ин фо м‡ ци он ные з‡ ‚и си мо -

с ти по‰ з‡ ‰‡ч, ‰‡ лее об суж ‰‡ ет сfl м‡с шт‡ би о ‚‡ ние и ‡с пе ‰е ле ние

по‰ з‡ ‰‡ч меж ‰у по цес со ‡ ми. В з‡ ‚е ше ние ‰лfl к‡ж ‰о „о ‡л „о ит м‡

по ‚о ‰ит сfl ‡н‡ лиз эф фек ти‚ но с ти по лу ч‡ е мых п‡ ‡л лель ных ‚ы чис -

ле ний и пи ‚о ‰flт сfl е зуль т‡ ты ‚ы чис ли тель ных экс пе и мен то‚. Длfl

‡л „о ит м‡ ум но же ниfl м‡ т и цы н‡ ‚ек то пи лен точ ном ‡з ‰е ле нии

‰‡н ных по сто к‡м пи ‚о ‰ит сfl ‚оз мож ный ‚‡ и ‡нт по „‡мм ной е ‡ -

ли з‡ ции.

201

Лекциfl 6 П‡‡ллельные мето‰ы умножениfl м‡тицы н‡ ‚екто



По лу чен ные по к‡ з‡ те ли эф фек ти‚ но с ти по к‡ зы ‚‡ ют, что ‚се ис -

поль зу е мые спо со бы ‡з ‰е ле ниfl ‰‡н ных пи ‚о ‰flт к ‡‚ но ме ной б‡ л‡н -

си о‚ ке ‚ы чис ли тель ной н‡ „уз ки, и от ли чиfl име ют сfl толь ко ‚ ту ‰о ем -

ко с ти ‚ы пол нfl е мых  ин фо м‡ ци он ных ‚з‡ и мо ‰ей ст ‚ий меж ‰у по цес со -

‡ ми. В этом от но ше нии пе‰ ст‡‚ лfl ет сfl интеесным по сле ‰ить, к‡к ‚ы -

бо спо со б‡ ‡з ‰е ле ниfl ‰‡н ных ‚ли fl ет н‡ х‡ ‡к те не об хо ‰и мых опе ‡ -

ций пе е ‰‡ чи ‰‡н ных, и ‚ы ‰е лить ос но‚ ные ‡з ли чиfl ‚ ком му ни к‡ ци он -

ных ‰ей ст ‚и flх ‡з ных ‡л „о ит мо‚. Ко ме то „о, ‚‡ж ным fl‚ лfl ет сfl оп е ‰е -

ле ние це ле со об ‡з ной стук ту ы ли ний с‚fl зи меж ‰у по цес со ‡ ми ‰лfl

эф фек ти‚ но „о ‚ы пол не ниfl со от ‚ет ст ‚у ю ще „о п‡ ‡л лель но „о ‡л „о ит м‡.

Т‡к, н‡ пи ме, ‡л „о ит мы, ос но ‚‡н ные н‡ лен точ ном ‡з ‰е ле нии ‰‡н -

ных, ои ен ти о ‚‡ ны н‡ то по ло „ию се ти ‚ ‚и ‰е „и пе ку б‡ или пол но „о

„‡ ф‡. Длfl е ‡ ли з‡ ции ‡л „о ит м‡, ос но ‚‡н но „о н‡ блоч ном ‡з ‰е ле нии

‰‡н ных, не об хо ‰и мо н‡ ли чие то по ло „ии е шет ки. 

Н‡ ис. 6.11 н‡ об щем „‡ фи ке пе‰ ст‡‚ ле ны по к‡ з‡ те ли ус ко е ниfl,

по лу чен ные ‚ е зуль т‡ те ‚ы пол не ниfl ‚ы чис ли тель ных экс пе и мен то‚  ‰лfl

‚сех ‡с смо т ен ных ‡л „о ит мо‚. Сле ‰у ет от ме тить, что ‰о пол ни тель ные

‡с че ты по к‡ зы ‚‡ ют , что пи боль шем ко ли че ст ‚е по цес со о‚ и пи боль -

шом ‡з ме е м‡ т иц бо лее эф фек ти‚ ным ст‡ но ‚ит сfl блоч ный ‡л „о итм ум -

но же ниfl.

Рис. 6.11. По к‡ з‡ те ли ус ко е ниfl ‡с смо т ен ных п‡ ‡л лель ных ‡л -

„о ит мо‚ ум но же ниfl по е зуль т‡ т‡м ‚ы чис ли тель ных экс пе и мен -

то‚ с м‡ т и ц‡ ми ‡з ме ‡ 2000×2000 и ‚ек то ‡ ми из 2000 эле мен то‚

6.9. Об зо ли те ‡ ту ы

З‡ ‰‡ ч‡ ум но же ниfl м‡ т и цы н‡ ‚ек то ч‡ с то ис поль зу ет сfl к‡к ‰е мон -

ст ‡ ци он ный пи ме п‡ ‡л лель но „о по „‡м ми о ‚‡ ниfl и, к‡к е зуль т‡т,
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ши о ко ‡с см‡ т и ‚‡ ет сfl ‚ ли те ‡ ту е. В к‡ че ст ‚е ‰о пол ни тель но „о учеб -

но „о м‡ те и ‡ л‡ мо „ут быть е ко мен ‰о ‚‡ ны ‡ бо ты [2, 51, 63]. Ши о кое

об суж ‰е ние ‚о по со‚ п‡ ‡л лель но „о ‚ы пол не ниfl м‡ т ич ных ‚ы чис ле -

ний ‚ы пол не но ‚ ‡ бо те [30].

Пи ‡с смо т е нии ‚о по со‚ по „‡мм ной е ‡ ли з‡ ции п‡ ‡л лель -

ных ме то ‰о‚ мо жет быть е ко мен ‰о ‚‡ н‡ ‡ бо т‡ [23]. В ней ‡с см‡ т и ‚‡ -

ет сfl хо о шо из ‚е ст н‡fl и ши о ко пи ме нfl е м‡fl ‚ п‡к ти ке п‡ ‡л лель ных

‚ы чис ле ний по „‡мм н‡fl биб ли о те к‡ чис лен ных ме то ‰о‚ ScaLAPACK.

6.10. Кон толь ные ‚о по сы

1. Н‡ зо ‚и те ос но‚ ные спо со бы ‡с пе ‰е ле ниfl эле мен то‚ м‡ т и цы

меж ‰у по цес со ‡ ми ‚ы чис ли тель ной си с те мы.

2. В чем со сто ит по ст‡ но‚ к‡ з‡ ‰‡ чи ум но же ниfl м‡ т и цы н‡ ‚ек то?

3. К‡ ко ‚‡ ‚ы чис ли тель н‡fl слож ность по сле ‰о ‚‡ тель но „о ‡л „о ит м‡

ум но же ниfl м‡ т и цы н‡ ‚ек то?

4. По че му пи ‡з ‡ бот ке п‡ ‡л лель ных ‡л „о ит мо‚ ум но же ниfl м‡ -

т и цы н‡ ‚ек то ‰о пу с ти мо ‰уб ли о ‚‡ть ‚ек то-опе ‡н‰ н‡ ‚се

по цес со ы?

5. К‡ кие по‰ хо ‰ы мо „ут быть пе‰ ло же ны ‰лfl ‡з ‡ бот ки п‡ ‡л -

лель ных ‡л „о ит мо‚ ум но же ниfl м‡ т и цы н‡ ‚ек то?

6. Пе‰ ст‡‚ь те об щие схе мы ‡с смо т ен ных п‡ ‡л лель ных ‡л „о ит -

мо‚ ум но же ниfl м‡ т и цы н‡ ‚ек то.

7. По ‚е ‰и те ‡н‡ лиз и по лу чи те по к‡ з‡ те ли эф фек ти‚ но с ти ‰лfl о‰ -

но „о из ‡с смо т ен ных ‡л „о ит мо‚.

8. К‡ кой из пе‰ ст‡‚ лен ных ‡л „о ит мо‚ ум но же ниfl м‡ т и цы н‡

‚ек то об л‡ ‰‡ ет луч ши ми по к‡ з‡ те лfl ми ус ко е ниfl и эф фек ти‚ -

но с ти? 

9. Мо жет ли ис поль зо ‚‡ ние цик ли че с кой схе мы ‡з ‰е ле ниfl ‰‡н ных

по ‚ли flть н‡ ‚е мfl ‡ бо ты к‡ж ‰о „о из пе‰ ст‡‚ лен ных ‡л „о ит мо‚?

10. К‡ кие ин фо м‡ ци он ные ‚з‡ и мо ‰ей ст ‚иfl ‚ы пол нfl ют сfl ‰лfl ‡л „о -

ит мо‚ пи лен точ ной схе ме ‡з ‰е ле ниfl ‰‡н ных? В чем ‡з ли чие

не об хо ‰и мых опе ‡ ций пе е ‰‡ чи ‰‡н ных пи ‡з ‰е ле нии м‡ т и -

цы по сто к‡м и столб ц‡м?

11. К‡ кие ин фо м‡ ци он ные ‚з‡ и мо ‰ей ст ‚иfl ‚ы пол нfl ют сfl ‰лfl

блоч но „о ‡л „о ит м‡ ум но же ниfl м‡ т и цы н‡ ‚ек то?

12. К‡ к‡fl то по ло „иfl ком му ни к‡ ци он ной се ти fl‚ лfl ет сfl це ле со об ‡з -

ной ‰лfl к‡ж ‰о „о из ‡с смо т ен ных ‡л „о ит мо‚?

13. Д‡й те об щую х‡ ‡к те и с ти ку по „‡мм ной е ‡ ли з‡ ции ‡л „о ит -

м‡ ум но же ниfl м‡ т и цы н‡ ‚ек то пи ‡з ‰е ле нии ‰‡н ных по

сто к‡м. В чем мо „ут со сто flть ‡з ли чиfl ‚ по „‡мм ной е ‡ ли з‡ -

ции ‰у „их ‡с смо т ен ных ‡л „о ит мо‚?
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14. К‡ кие функ ции биб ли о те ки MPI ок‡ з‡ лись не об хо ‰и мы ми пи

по „‡мм ной е ‡ ли з‡ ции ‡л „о ит мо‚?

6.11. З‡ ‰‡ чи и уп ‡ж не ниfl

1. Вы пол ни те е ‡ ли з‡ цию п‡ ‡л лель но „о ‡л „о ит м‡, ос но ‚‡н но „о н‡

лен точ ном ‡з би е нии м‡ т и цы н‡ ‚е ти к‡ль ные по ло сы. По ст -

ой те те о е ти че с кие оцен ки ‚е ме ни ‡ бо ты это „о ‡л „о ит м‡ с

уче том п‡ ‡ ме т о‚ ис поль зу е мой ‚ы чис ли тель ной си с те мы. По -

‚е ‰и те ‚ы чис ли тель ные экс пе и мен ты. С‡‚ ни те е зуль т‡ ты е -

‡ль ных экс пе и мен то‚ с ‡ нее по‰ „о то‚ лен ны ми те о е ти че с ки ми

оцен к‡ ми. 

2. Вы пол ни те е ‡ ли з‡ цию п‡ ‡л лель но „о ‡л „о ит м‡, ос но ‚‡н но „о н‡

‡з би е нии м‡ т и цы н‡ бло ки. По ст ой те те о е ти че с кие оцен ки

‚е ме ни ‡ бо ты это „о ‡л „о ит м‡ с уче том п‡ ‡ ме т о‚ ис поль зу е -

мой ‚ы чис ли тель ной си с те мы. По ‚е ‰и те ‚ы чис ли тель ные экс пе -

и мен ты. С‡‚ ни те е зуль т‡ ты е ‡ль ных экс пе и мен то‚ с ‡ нее

по‰ „о то‚ лен ны ми те о е ти че с ки ми оцен к‡ ми. 
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Лек циfl 7. П‡ ‡л лель ные ме то ‰ы 

м‡ т ич но „о ум но же ниfl

В лек ции ‡с см‡ т и ‚‡ ет сfl о‰ н‡ из ос но‚ ных з‡ ‰‡ч м‡ т ич ных ‚ы чис ле -

ний — ум но же ние м‡ т иц. Пи ‚о ‰ит сfl по ст‡ но‚ к‡ з‡ ‰‡ чи и ‰‡ ет сfl по сле ‰о -

‚‡ тель ный ‡л „о итм ее е ше ниfl. Д‡ лее опи сы ‚‡ ют сfl ‚оз мож ные по‰ хо ‰ы к

п‡ ‡л лель ной е ‡ ли з‡ ции ‡л „о ит м‡ и по ‰об но ‡с см‡ т и ‚‡ ют сfl н‡ и бо лее

ши о ко из ‚е ст ные ‡л „о ит мы: ‡л „о итм, ос но ‚‡н ный н‡ лен точ ной схе ме

‡з ‰е ле ниfl ‰‡н ных, ‡л „о итм Фок с‡ (Fox) и ‡л „о итм Кэн но н‡ (Cannon).

Клю че ‚ые сло ‚‡: ум но же ние м‡ т иц, ‰е ком по зи циfl ‚ы чис ле ний,

лен точ н‡fl и блоч н‡fl схе мы ‡з ‰е ле ниfl ‰‡н ных, ин фо м‡ ци он н‡fl

з‡ ‚и си мость и м‡с шт‡ би о ‚‡ ние ‚ы чис ле ний, ‡л „о ит мы Фок с‡ и

Кэн но н‡, ‚и ту ‡ль н‡fl то по ло „иfl, ‰е к‡ то ‚‡ то по ло „иfl, ‚ы чис ли -

тель н‡fl и ком му ни к‡ ци он н‡fl слож ность ‡л „о ит м‡, ус ко е ние ‚ы -

чис ле ний, по „‡мм н‡fl е ‡ ли з‡ циfl, опе ‡ ции пе е ‰‡ чи ‰‡н ных,

MPI, ‚ы чис ли тель ный экс пе и мент.

7.1. По ст‡ но‚ к‡ з‡ ‰‡ чи

Ум но же ние м‡ т и цы A ‡з ме ‡ m×n и м‡ т и цы B ‡з ме ‡ n×l пи ‚о -

‰ит к по лу че нию м‡ т и цы С ‡з ме ‡ m×l, к‡ж ‰ый эле мент ко то ой оп е -

‰е лfl ет сfl ‚ со от ‚ет ст ‚ии с ‚ы ‡ же ни ем:

. (7.1)

К‡к сле ‰у ет из (7.1), к‡ж ‰ый эле мент е зуль ти у ю щей м‡ т и цы С

есть ск‡ лfl ное по из ‚е ‰е ние со от ‚ет ст ‚у ю щих сто ки м‡ т и цы A и

столб ц‡ м‡ т и цы B:

. (7.2)

Этот ‡л „о итм пе‰ по л‡ „‡ ет ‚ы пол не ние m⋅n⋅l опе ‡ ций ум но же -

ниfl и столь ко же опе ‡ ций сло же ниfl эле мен то‚ ис хо‰ ных м‡ т иц. Пи

ум но же нии к‚‡ ‰ ‡т ных м‡ т иц ‡з ме ‡ n×n ко ли че ст ‚о ‚ы пол нен ных

опе ‡ ций име ет по fl ‰ок O(n3). Из ‚е ст ны по сле ‰о ‚‡ тель ные ‡л „о ит мы

ум но же ниfl м‡ т иц, об л‡ ‰‡ ю щие мень шей ‚ы чис ли тель ной слож но с тью

(н‡ пи ме, ‡л „о итм Ст‡с се н‡ (Strassen’s algorithm)), но эти ‡л „о ит мы

те бу ют боль ших уси лий ‰лfl их ос ‚о е ниfl, и по это му ‚ ‰‡н ной лек ции

пи ‡з ‡ бот ке п‡ ‡л лель ных ме то ‰о‚ ‚ к‡ че ст ‚е ос но ‚ы бу ‰ет ис поль -

зо ‚‡ть сfl пи ‚е ‰ен ный ‚ы ше по сле ‰о ‚‡ тель ный ‡л „о итм. Т‡к же бу ‰ем
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пе‰ по л‡ „‡ть ‰‡ лее, что ‚се м‡ т и цы fl‚ лfl ют сfl к‚‡ ‰ ‡т ны ми и име ют

‡з ме n×n.

7.2. По сле ‰о ‚‡ тель ный ‡л „о итм

По сле ‰о ‚‡ тель ный ‡л „о итм ум но же ниfl м‡ т иц пе‰ ст‡‚ лfl ет сfl те -

мfl ‚ло жен ны ми цик л‡ ми:

Ал „о итм 7.1. По сле ‰о ‚‡ тель ный ‡л „о итм ум но же ниfl ‰‚ух к‚‡ ‰ -

‡т ных м‡ т иц

// Ал „о итм 7.1

// По сле ‰о ‚‡ тель ный ‡л „о итм ум но же ниfl м‡ т иц

double Matr¥xA[S¥ze][S¥ze]; 

double Matr¥xB[S¥ze][S¥ze];

double Matr¥xC[S¥ze][S¥ze];

¥nt ¥,j,k;

...

for (¥=0; ¥<S¥ze; ¥++){

for (j=0; j<S¥ze; j++){

Matr¥xC[¥][j] = 0; 

for (k=0; k<S¥ze; k++){

Matr¥xC[¥][j] = Matr¥xC[¥][j] + Matr¥xA[¥][k]*Matr¥xB[k][j];

}

}

}

Этот ‡л „о итм fl‚ лfl ет сfl ите ‡ ти‚ ным и ои ен ти о ‚‡н н‡ по сле ‰о ‚‡ -

тель ное ‚ы чис ле ние сток м‡ т и цы С. Дей ст ‚и тель но, пи ‚ы пол не нии

о‰ ной ите ‡ ции ‚неш не „о цик л‡ (цик л‡ по пе е мен ной i) ‚ы чис лfl ет сfl

о‰ н‡ сто к‡ е зуль ти у ю щей м‡ т и цы (см. ис. 7.1).

Рис. 7.1. Н‡ пе ‚ой ите ‡ ции цик л‡ по пе е мен ной i ис поль зу ет сfl

пе ‚‡fl сто к‡ м‡ т и цы A и ‚се столб цы м‡ т и цы B ‰лfl то „о, что бы

‚ы чис лить эле мен ты пе ‚ой сто ки е зуль ти у ю щей м‡ т и цы С
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По сколь ку к‡ж ‰ый эле мент е зуль ти у ю щей м‡ т и цы есть ск‡ лfl -

ное по из ‚е ‰е ние сто ки и столб ц‡ ис хо‰ ных м‡ т иц, то ‰лfl ‚ы чис ле ниfl

‚сех эле мен то‚ м‡ т и цы С ‡з ме ом n×n не об хо ‰и мо ‚ы пол нить n2⋅(2n–1)

ск‡ лfl ных опе ‡ ций и з‡ т‡ тить ‚е мfl

, (7.3)

„‰е τ есть ‚е мfl ‚ы пол не ниfl о‰ ной эле мен т‡ ной ск‡ лfl ной опе ‡ ции.

7.3. Ум но же ние м‡ т иц пи лен точ ной 

схе ме ‡з ‰е ле ниfl ‰‡н ных

Р‡с смо т им ‰‚‡ п‡ ‡л лель ных ‡л „о ит м‡ ум но же ниfl м‡ т иц, ‚ ко -

то ых м‡ т и цы A и B ‡з би ‚‡ ют сfl н‡ не пе ы‚ ные по сле ‰о ‚‡ тель но с ти

сток или столб цо‚ (по ло сы).

7.3.1. Оп е ‰е ле ние по‰ з‡ ‰‡ч

Из оп е ‰е ле ниfl опе ‡ ции м‡ т ич но „о ум но же ниfl сле ‰у ет, что ‚ы -

чис ле ние ‚сех эле мен то‚ м‡ т и цы С мо жет быть ‚ы пол не но не з‡ ‚и си мо

‰у„ от ‰у „‡. К‡к е зуль т‡т, ‚оз мож ный по‰ хо‰ ‰лfl о „‡ ни з‡ ции п‡ ‡л -

лель ных ‚ы чис ле ний со сто ит ‚ ис поль зо ‚‡ нии ‚ к‡ че ст ‚е б‡ зо ‚ой по‰ з‡ -

‰‡ чи по це ‰у ы оп е ‰е ле ниfl о‰ но „о эле мен т‡ е зуль ти у ю щей м‡ т и цы

С. Длfl по ‚е ‰е ниfl ‚сех не об хо ‰и мых ‚ы чис ле ний к‡ж ‰‡fl по‰ з‡ ‰‡ ч‡

‰олж н‡ со ‰е ж‡ть по о‰ ной сто ке м‡ т и цы А и о‰ но му столб цу м‡ т и цы

В. Об щее ко ли че ст ‚о по лу ч‡ е мых пи т‡ ком по‰ хо ‰е по‰ з‡ ‰‡ч ок‡ зы ‚‡ ет -

сfl ‡‚ ным n2 (по чис лу эле мен то‚ м‡ т и цы С).

Р‡с смо т е‚ пе‰ ло жен ный по‰ хо‰, мож но от ме тить, что ‰о сти„ ну -

тый уо ‚ень п‡ ‡л ле лиз м‡ fl‚ лfl ет сfl ‚ боль шин ст ‚е слу ч‡ е‚ из бы точ ным.

Обыч но пи по ‚е ‰е нии п‡к ти че с ких ‡с че то‚ т‡ кое ко ли че ст ‚о сфо -

ми о ‚‡н ных по‰ з‡ ‰‡ч пе ‚ы ш‡ ет чис ло име ю щих сfl по цес со о‚ и ‰е л‡ -

ет не из беж ным эт‡п ук уп не ниfl б‡ зо ‚ых з‡ ‰‡ч. В этом пл‡ не мо жет ок‡ -

з‡ть сfl по лез ной ‡„ е „‡ циfl ‚ы чис ле ний уже н‡ ш‡ „е ‚ы ‰е ле ниfl б‡ зо ‚ых

по‰ з‡ ‰‡ч. Воз мож ное е ше ние мо жет со сто flть ‚ объ е ‰и не нии ‚ ‡м к‡х

о‰ ной по‰ з‡ ‰‡ чи ‚сех ‚ы чис ле ний, с‚fl з‡н ных не с о‰ ним, ‡ с не сколь ки -

ми эле мен т‡ ми е зуль ти у ю щей м‡ т и цы С. Длfl ‰‡ль ней ше „о ‡с смо т е -

ниfl оп е ‰е лим б‡ зо ‚ую з‡ ‰‡ чу к‡к по це ‰у у ‚ы чис ле ниfl ‚сех эле мен то‚

о‰ ной из сток м‡ т и цы С. Т‡ кой по‰ хо‰ пи ‚о ‰ит к сни же нию об ще „о

ко ли че ст ‚‡ по‰ з‡ ‰‡ч ‰о ‚е ли чи ны n.

Длfl ‚ы пол не ниfl ‚сех не об хо ‰и мых ‚ы чис ле ний б‡ зо ‚ой по‰ з‡ ‰‡ че

‰олж ны быть ‰о ступ ны о‰ н‡ из сток м‡ т и цы A и ‚се столб цы м‡ т и цы

B. По стое е ше ние этой по бле мы – ‰уб ли о ‚‡ ние м‡ т и цы B ‚о ‚сех

по‰ з‡ ‰‡ ч‡х – fl‚ лfl ет сfl, к‡к п‡ ‚и ло, не пи ем ле мым ‚ си лу боль ших з‡ -
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т‡т п‡ мfl ти ‰лfl х‡ не ниfl ‰‡н ных. По это му о „‡ ни з‡ циfl ‚ы чис ле ний

‰олж н‡ быть по ст о е н‡ т‡ ким об ‡ зом, что бы ‚ к‡ж ‰ый те ку щий мо мент

‚е ме ни по‰ з‡ ‰‡ чи со ‰е ж‡ ли лишь ч‡сть ‰‡н ных, не об хо ‰и мых ‰лfl по -

‚е ‰е ниfl ‡с че то‚, ‡ ‰о ступ к ос т‡ль ной ч‡ с ти ‰‡н ных обес пе чи ‚‡л сfl бы

пи по мо щи пе е ‰‡ чи ‰‡н ных меж ‰у по цес со ‡ ми. Д‚‡ ‚оз мож ных спо -

со б‡ ‚ы пол не ниfl п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний по ‰об но „о ти п‡ ‡с смо т е -

ны ‰‡ лее ‚ п. 7.3.2.

7.3.2. Вы ‰е ле ние ин фо м‡ ци он ных з‡ ‚и си мо с тей

Длfl ‚ы чис ле ниfl о‰ ной сто ки м‡ т и цы С не об хо ‰и мо, что бы ‚ к‡ж -

‰ой по‰ з‡ ‰‡ че со ‰е ж‡ л‡сь сто к‡ м‡ т и цы А и был обес пе чен ‰о ступ ко

‚сем столб ц‡м м‡ т и цы B. Воз мож ные спо со бы о „‡ ни з‡ ции п‡ ‡л лель -

ных ‚ы чис ле ний со сто flт ‚ сле ‰у ю щем.

1. Пе ‚ый ‡л „о итм. Ал „о итм пе‰ ст‡‚ лfl ет со бой ите ‡ ци он ную

по це ‰у у, ко ли че ст ‚о ите ‡ ций ко то ой со‚ п‡ ‰‡ ет с чис лом по‰ з‡ ‰‡ч.

Н‡ к‡ж ‰ой ите ‡ ции ‡л „о ит м‡ к‡ж ‰‡fl по‰ з‡ ‰‡ ч‡ со ‰е жит по о‰ ной

сто ке м‡ т и цы А и о‰ но му столб цу м‡ т и цы В. Пи ‚ы пол не нии ите -

‡ ции по ‚о ‰ит сfl ск‡ лfl ное ум но же ние со ‰е ж‡ щих сfl ‚ по‰ з‡ ‰‡ ч‡х

сток и столб цо‚, что пи ‚о ‰ит к по лу че нию со от ‚ет ст ‚у ю щих эле -

мен то‚ е зуль ти у ю щей м‡ т и цы С. По з‡ ‚е ше нии ‚ы чис ле ний ‚

кон це к‡ж ‰ой ите ‡ ции столб цы м‡ т и цы В ‰олж ны быть пе е ‰‡ ны

меж ‰у по‰ з‡ ‰‡ ч‡ ми с тем, что бы ‚ к‡ж ‰ой по‰ з‡ ‰‡ че ок‡ з‡ лись но ‚ые

столб цы м‡ т и цы В и мо„ ли быть ‚ы чис ле ны но ‚ые эле мен ты м‡ т и -

цы C. Пи этом ‰‡н н‡fl пе е ‰‡ ч‡ столб цо‚ меж ‰у по‰ з‡ ‰‡ ч‡ ми ‰олж н‡

быть о „‡ ни зо ‚‡ н‡ т‡ ким об ‡ зом, что бы по сле з‡ ‚е ше ниfl ите ‡ ций

‡л „о ит м‡ ‚ к‡ж ‰ой по‰ з‡ ‰‡ че по сле ‰о ‚‡ тель но ок‡ з‡ лись ‚се столб цы

м‡ т и цы В. 

Воз мож н‡fl по ст‡fl схе м‡ о „‡ ни з‡ ции не об хо ‰и мой по сле ‰о ‚‡ тель -

но с ти пе е ‰‡ч столб цо‚ м‡ т и цы В меж ‰у по‰ з‡ ‰‡ ч‡ ми со сто ит ‚ пе‰ -

ст‡‚ ле нии то по ло „ии ин фо м‡ ци он ных с‚fl зей по‰ з‡ ‰‡ч ‚ ‚и ‰е коль це ‚ой

стук ту ы. В этом слу ч‡е н‡ к‡ж ‰ой ите ‡ ции по‰ з‡ ‰‡ ч‡ i, 0≤ i<n, бу ‰ет

пе е ‰‡ ‚‡ть с‚ой стол бец м‡ т и цы В по‰ з‡ ‰‡ че с но ме ом i+1 (‚ со от ‚ет -

ст ‚ии с коль це ‚ой стук ту ой по‰ з‡ ‰‡ ч‡ n-1 пе е ‰‡ ет с‚ои ‰‡н ные по‰ з‡ -

‰‡ че с но ме ом 0) – см. ис. 7.2. По сле ‚ы пол не ниfl ‚сех ите ‡ ций ‡л „о -

ит м‡ не об хо ‰и мое ус ло ‚ие бу ‰ет обес пе че но – ‚ к‡ж ‰ой по‰ з‡ ‰‡ че по -

оче е‰ но ок‡ жут сfl ‚се столб цы м‡ т и цы В.

Н‡ ис. 7.2 пе‰ ст‡‚ ле ны ите ‡ ции ‡л „о ит м‡ м‡ т ич но „о ум но же -

ниfl ‰лfl слу ч‡fl, ко„ ‰‡ м‡ т и цы со сто flт из че ты ех сток и че ты ех столб -

цо‚ (n=4). В н‡ ч‡ ле ‚ы чис ле ний ‚ к‡ж ‰ой по‰ з‡ ‰‡ че i, 0≤ i<n, ‡с по л‡ „‡ -

ют сfl i-fl сто к‡ м‡ т и цы A и i-й стол бец м‡ т и цы B. В е зуль т‡ те их пе е -

мно же ниfl по‰ з‡ ‰‡ ч‡ по лу ч‡ ет эле мент cii е зуль ти у ю щей м‡ т и цы С.
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Д‡ лее по‰ з‡ ‰‡ чи осу ще ст‚ лfl ют об мен столб ц‡ ми, ‚ хо ‰е ко то о „о к‡ж ‰‡fl

по‰ з‡ ‰‡ ч‡ пе е ‰‡ ет с‚ой стол бец м‡ т и цы B сле ‰у ю щей по‰ з‡ ‰‡ че ‚ со от -

‚ет ст ‚ии с коль це ‚ой стук ту ой ин фо м‡ ци он ных ‚з‡ и мо ‰ей ст ‚ий. Д‡ -

лее ‚ы пол не ние опи с‡н ных ‰ей ст ‚ий по ‚то fl ет сfl ‰о з‡ ‚е ше ниfl ‚сех

ите ‡ ций п‡ ‡л лель но „о ‡л „о ит м‡.

2. Вто ой ‡л „о итм. От ли чие ‚то о „о ‡л „о ит м‡ со сто ит ‚ том, что ‚

по‰ з‡ ‰‡ ч‡х ‡с по л‡ „‡ ют сfl не столб цы, ‡ сто ки м‡ т и цы B. К‡к е зуль т‡т,

пе е мно же ние ‰‡н ных к‡ж ‰ой по‰ з‡ ‰‡ чи с‚о ‰ит сfl не к ск‡ лfl но му ум -

но же нию име ю щих сfl ‚ек то о‚, ‡ к их по эле мент но му ум но же нию. В е -

зуль т‡ те по ‰об но „о ум но же ниfl ‚ к‡ж ‰ой по‰ з‡ ‰‡ че по лу ч‡ ет сfl сто к‡ ч‡ -

с тич ных е зуль т‡ то‚ ‰лfl м‡ т и цы C. 

Пи ‡с смо т ен ном спо со бе ‡з ‰е ле ниfl ‰‡н ных ‰лfl ‚ы пол не ниfl

опе ‡ ции м‡ т ич но „о ум но же ниfl нуж но обес пе чить по сле ‰о ‚‡ тель ное

по лу че ние ‚ по‰ з‡ ‰‡ ч‡х ‚сех сток м‡ т и цы B, по эле мент ное ум но же ние

‰‡н ных и сум ми о ‚‡ ние ‚но‚ь по лу ч‡ е мых зн‡ че ний с ‡ нее ‚ы чис лен -

ны ми е зуль т‡ т‡ ми. О „‡ ни з‡ циfl не об хо ‰и мой по сле ‰о ‚‡ тель но с ти пе -

е ‰‡ч сток м‡ т и цы B меж ‰у по‰ з‡ ‰‡ ч‡ ми т‡к же мо жет быть ‚ы пол не н‡

с ис поль зо ‚‡ ни ем коль це ‚ой стук ту ы ин фо м‡ ци он ных с‚fl зей (см.

ис. 7.3).

Н‡ ис. 7.3 пе‰ ст‡‚ ле ны ите ‡ ции ‡л „о ит м‡ м‡ т ич но „о ум но же -

ниfl ‰лfl слу ч‡fl, ко„ ‰‡ м‡ т и цы со сто flт из че ты ех сток и че ты ех столб -

цо‚ (n=4). В н‡ ч‡ ле ‚ы чис ле ний ‚ к‡ж ‰ой по‰ з‡ ‰‡ че i, 0≤ i<n, ‡с по л‡ „‡ -

ют сfl i-е сто ки м‡ т и цы A и м‡ т и цы B. В е зуль т‡ те их пе е мно же ниfl

по‰ з‡ ‰‡ ч‡ оп е ‰е лfl ет i-ю сто ку ч‡ с тич ных е зуль т‡ то‚ ис ко мой м‡ т и -

цы C. Д‡ лее по‰ з‡ ‰‡ чи осу ще ст‚ лfl ют об мен сто к‡ ми, ‚ хо ‰е ко то о „о
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Рис. 7.2. Об щ‡fl схе м‡ пе е ‰‡ чи ‰‡н ных ‰лfl пе ‚о „о п‡ ‡л лель но „о

‡л „о ит м‡ м‡ т ич но „о ум но же ниfl пи лен точ ной схе ме ‡з ‰е ле ниfl

‰‡н ных



к‡ж ‰‡fl по‰ з‡ ‰‡ ч‡ пе е ‰‡ ет с‚ою сто ку м‡ т и цы B сле ‰у ю щей по‰ з‡ ‰‡ че

‚ со от ‚ет ст ‚ии с коль це ‚ой стук ту ой ин фо м‡ ци он ных ‚з‡ и мо ‰ей ст -

‚ий. Д‡ лее ‚ы пол не ние опи с‡н ных ‰ей ст ‚ий по ‚то fl ет сfl ‰о з‡ ‚е ше ниfl

‚сех ите ‡ ций п‡ ‡л лель но „о ‡л „о ит м‡.

7.3.3. М‡с шт‡ би о ‚‡ ние и ‡с пе ‰е ле ние по‰ з‡ ‰‡ч 

по по цес со ‡м

Вы ‰е лен ные б‡ зо ‚ые по‰ з‡ ‰‡ чи х‡ ‡к те и зу ют сfl о‰и н‡ ко ‚ой ‚ы -

чис ли тель ной ту ‰о ем ко с тью и ‡‚ ным объ е мом пе е ‰‡ ‚‡ е мых ‰‡н ных.

Ко„ ‰‡ ‡з ме м‡ т иц n ок‡ зы ‚‡ ет сfl боль ше, чем чис ло по цес со о‚ p, б‡ -

зо ‚ые по‰ з‡ ‰‡ чи мож но ук уп нить, объ е ‰и ни‚ ‚ ‡м к‡х о‰ ной по‰ з‡ ‰‡ чи

не сколь ко со се‰ них сток и столб цо‚ пе е мно ж‡ е мых м‡ т иц. В этом

слу ч‡е ис хо‰ н‡fl м‡ т и ц‡ A ‡з би ‚‡ ет сfl н‡ fl‰ „о и зон т‡ль ных по лос, ‡

м‡ т и ц‡ B пе‰ ст‡‚ лfl ет сfl ‚ ‚и ‰е н‡ бо ‡ ‚е ти к‡ль ных (‰лfl пе ‚о „о ‡л „о -

ит м‡) или „о и зон т‡ль ных (‰лfl ‚то о „о ‡л „о ит м‡) по лос. Р‡з ме по лос

пи этом сле ‰у ет ‚ы б‡ть ‡‚ ным k=n/p (‚ пе‰ по ло же нии, что n к‡т но p),

что поз ‚о лит по-пеж не му обес пе чить ‡‚ но ме ность ‡с пе ‰е ле ниfl ‚ы -

чис ли тель ной н‡ „уз ки по по цес со ‡м, со ст‡‚ лfl ю щим мно „о по цес -

со ную ‚ы чис ли тель ную си с те му. 

Длfl ‡с пе ‰е ле ниfl по‰ з‡ ‰‡ч меж ‰у по цес со ‡ ми мо жет быть ис -

поль зо ‚‡н лю бой спо соб, обес пе чи ‚‡ ю щий эф фек ти‚ ное пе‰ ст‡‚ ле ние

коль це ‚ой стук ту ы ин фо м‡ ци он но „о ‚з‡ и мо ‰ей ст ‚иfl по‰ з‡ ‰‡ч. Длfl

это „о ‰о ст‡ точ но, н‡ пи ме, что бы по‰ з‡ ‰‡ чи, fl‚ лfl ю щи е сfl со се‰ ни ми ‚

коль це ‚ой то по ло „ии, ‡с по л‡ „‡ лись н‡ по цес со ‡х, меж ‰у ко то ы ми

име ют сfl пfl мые ли нии пе е ‰‡ чи ‰‡н ных.
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Рис. 7.3. Об щ‡fl схе м‡ пе е ‰‡ чи ‰‡н ных ‰лfl ‚то о „о п‡ ‡л лель но „о

‡л „о ит м‡ м‡ т ич но „о ум но же ниfl пи лен точ ной схе ме ‡з ‰е ле ниfl

‰‡н ных



7.3.4. Ан‡ лиз эф фек ти‚ но с ти

Вы пол ним ‡н‡ лиз эф фек ти‚ но с ти пе ‚о „о п‡ ‡л лель но „о ‡л „о ит м‡

ум но же ниfl м‡ т иц.

Об щ‡fl ту ‰о ем кость по сле ‰о ‚‡ тель но „о ‡л „о ит м‡, к‡к уже от ме ч‡ -

лось ‡ нее, fl‚ лfl ет сfl по по ци о н‡ль ной n3. Длfl п‡ ‡л лель но „о ‡л „о ит м‡

н‡ к‡ж ‰ой ите ‡ ции к‡ж ‰ый по цес со ‚ы пол нfl ет ум но же ние име ю щих сfl

н‡ по цес со е по лос м‡ т и цы А и м‡ т и цы В (‡з ме по лос ‡ ‚ен n/p, и,

к‡к е зуль т‡т, об щее ко ли че ст ‚о ‚ы пол нfl е мых пи этом ум но же нии опе ‡ -

ций ‡‚ но n3/p2). По сколь ку чис ло ите ‡ ций ‡л „о ит м‡ со‚ п‡ ‰‡ ет с ко ли -

че ст ‚ом по цес со о‚, слож ность п‡ ‡л лель но „о ‡л „о ит м‡ без уче т‡ з‡ т‡т

н‡ пе е ‰‡ чу ‰‡н ных мо жет быть оп е ‰е ле н‡ пи по мо щи ‚ы ‡ же ниfl

. (7.4)

С уче том этой оцен ки по к‡ з‡ те ли ус ко е ниfl и эф фек ти‚ но с ти ‰‡н -

но „о п‡ ‡л лель но „о ‡л „о ит м‡ м‡ т ич но „о ум но же ниfl пи ни м‡ ют ‚и‰:

(7.5)

Т‡ ким об ‡ зом, об щий ‡н‡ лиз слож но с ти ‰‡ ет и‰е ‡ль ные по к‡ з‡ те -

ли эф фек ти‚ но с ти п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний. Длfl уточ не ниfl по лу чен -

ных со от но ше ний оце ним бо лее точ но ко ли че ст ‚о ‚ы чис ли тель ных опе -

‡ ций ‡л „о ит м‡ и уч тем з‡ т‡ ты н‡ ‚ы пол не ние опе ‡ ций пе е ‰‡ чи ‰‡н -

ных меж ‰у по цес со ‡ ми.

С уче том чис л‡ и ‰ли тель но с ти ‚ы пол нfl е мых опе ‡ ций ‚е мfl ‚ы -

пол не ниfl ‚ы чис ле ний п‡ ‡л лель но „о ‡л „о ит м‡ мо жет быть оце не но сле -

‰у ю щим об ‡ зом:

(7.6)

(з‰есь, к‡к и ‡ нее, τ есть ‚е мfl ‚ы пол не ниfl о‰ ной эле мен т‡ ной ск‡ лfl -

ной опе ‡ ции).

Длfl оцен ки ком му ни к‡ ци он ной слож но с ти п‡ ‡л лель ных ‚ы чис -

ле ний бу ‰ем пе‰ по л‡ „‡ть, что ‚се опе ‡ ции пе е ‰‡ чи ‰‡н ных меж ‰у

по цес со ‡ ми ‚ хо ‰е о‰ ной ите ‡ ции ‡л „о ит м‡ мо „ут быть ‚ы пол не -

ны п‡ ‡л лель но. Объ ем пе е ‰‡ ‚‡ е мых ‰‡н ных меж ‰у по цес со ‡ ми

оп е ‰е лfl ет сfl ‡з ме ом по лос и со ст‡‚ лfl ет n/p сток или столб цо‚

‰ли ны n. Об щее ко ли че ст ‚о п‡ ‡л лель ных опе ‡ ций пе е ‰‡ чи со об ще -

ний н‡ е‰и ни цу мень ше чис л‡ ите ‡ ций ‡л „о ит м‡ (н‡ по сле‰ ней ите -

‡ ции пе е ‰‡ ч‡ ‰‡н ных не fl‚ лfl ет сfl обfl з‡ тель ной). Тем с‡ мым, оцен к‡

ту ‰о ем ко с ти ‚ы пол нfl е мых опе ‡ ций пе е ‰‡ чи ‰‡н ных мо жет быть

оп е ‰е ле н‡ к‡к
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, (7.7)

„‰е α – л‡ тент ность, β – по пу ск н‡fl спо соб ность се ти пе е ‰‡ чи ‰‡н ных,

‡ w есть ‡з ме эле мен т‡ м‡ т и цы ‚ б‡й т‡х.

С уче том по лу чен ных со от но ше ний об щее ‚е мfl ‚ы пол не ниfl п‡ -

‡л лель но „о ‡л „о ит м‡ м‡ т ич но „о ум но же ниfl оп е ‰е лfl ет сfl сле ‰у ю щим

‚ы ‡ же ни ем:

. (7.8)

7.3.5. Ре зуль т‡ ты ‚ы чис ли тель ных экс пе и мен то‚

Экс пе и мен ты по ‚о ‰и лись н‡ ‚ы чис ли тель ном кл‡ с те е н‡ б‡ зе по -

цес со о‚ Intel Xeon 4 EM64T, 3000 МГц и се ти Gigabit Ethernet по‰ уп ‡‚ ле -

ни ем опе ‡ ци он ной си с те мы Microsoft Windows Server 2003 Standard x64

Edition и системы уп‡‚лениfl кл‡стеом Microsoft Compute Cluster Server.

Длfl оцен ки ‰ли тель но с ти τ б‡ зо ‚ой ск‡ лfl ной опе ‡ ции по ‚о ‰и -

лось е ше ние з‡ ‰‡ чи ум но же ниfl м‡ т иц пи по мо щи по сле ‰о ‚‡ тель но „о

‡л „о ит м‡ и по лу чен ное т‡ ким об ‡ зом ‚е мfl ‚ы чис ле ний ‰е ли лось н‡

об щее ко ли че ст ‚о ‚ы пол нен ных опе ‡ ций – ‚ е зуль т‡ те по ‰об ных экс -

пе и мен то‚ ‰лfl ‚е ли чи ны τ бы ло по лу че но зн‡ че ние 6,4 нсек. Экс пе и -

мен ты, ‚ы пол нен ные ‰лfl оп е ‰е ле ниfl п‡ ‡ ме т о‚ се ти пе е ‰‡ чи ‰‡н ных,

по к‡ з‡ ли зн‡ че ниfl л‡ тент но с ти α и по пу ск ной спо соб но с ти β со от ‚ет ст -

‚ен но 130 мкс и 53,29 Мб‡йт/с. Все ‚ы чис ле ниfl по из ‚о ‰и лись н‡‰ чис -

ло ‚ы ми зн‡ че ни fl ми ти п‡ double, т. е. ‚е ли чи н‡ w ‡‚ н‡ 8 б‡йт.

Ре зуль т‡ ты ‚ы чис ли тель ных экс пе и мен то‚ пи ‚е ‰е ны ‚ т‡б ли це

7.1. Экс пе и мен ты ‚ы пол нfl лись с ис поль зо ‚‡ ни ем ‰‚ух, че ты ех и ‚ось -

ми по цес со о‚. 

Т‡б ли ц‡ 7.1. Ре зуль т‡ ты ‚ы чис ли тель ных экс пе и мен то‚ по ис сле -

‰о ‚‡ нию пе ‚о „о п‡ ‡л лель но „о ‡л „о ит м‡ м‡ т ич но „о ум но же ниfl

пи лен точ ной схе ме ‡с пе ‰е ле ниfl ‰‡н ных

Р‡з ме По сле ‰о ‚‡- 2 по цес со ‡ 4 по цес со ‡ 8 по цес со о‚

м‡ т иц тель ный 
Ве мfl Ус ко е ние Ве мfl Ус ко е ние Ве мfl Ус ко е ние

‡л „о итм

500 0,8752 0,3758 2,3287 0,1535 5,6982 0,0968 9,0371

1000 12,8787 5,4427 2,3662 2,2628 5,6912 0,6998 18,4014

1500 43,4731 20,9503 2,0750 11,0804 3,9234 5,1766 8,3978

2000 103,0561 45,7436 2,2529 21,6001 4,7710 9,4127 10,9485

2500 201,2915 99,5097 2,0228 56,9203 3,5363 18,3303 10,9813

3000 347,8434 171,9232 2,0232 111,9642 3,1067 45,5482 7,6368
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Рис. 7.4. З‡ ‚и си мость ус ко е ниfl от ко ли че ст ‚‡ по цес со о‚ 

пи ‚ы пол не нии пе ‚о „о п‡ ‡л лель но „о ‡л „о ит м‡ м‡ т ич но „о 

ум но же ниfl пи лен точ ной схе ме ‡с пе ‰е ле ниfl ‰‡н ных

С‡‚ не ние экс пе и мен т‡ль но „о ‚е ме ни T*
p ‚ы пол не ниfl экс пе и -

мен т‡ и те о е ти че с ко „о ‚е ме ни Tp из фо му лы (7.8) пе‰ ст‡‚ ле но ‚ т‡б -

ли це 7.2 и н‡ ис. 7.5. 
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Рис. 7.5. Г‡ фик з‡ ‚и си мо с ти от объ е м‡ ис хо‰ ных ‰‡н ных те о е ти -

че с ко „о и экс пе и мен т‡ль но „о ‚е ме ни ‚ы пол не ниfl п‡ ‡л лель но „о

‡л „о ит м‡ н‡ ‰‚ух по цес со ‡х (лен точ н‡fl схе м‡ ‡з би е ниfl ‰‡н ных)



Т‡б ли ц‡ 7.2. С‡‚ не ние экс пе и мен т‡ль но „о и те о е ти че с ко „о 

‚е ме ни ‚ы пол не ниfl пе ‚о „о п‡ ‡л лель но „о ‡л „о ит м‡ м‡ т ич но „о

ум но же ниfl пи лен точ ной схе ме ‡с пе ‰е ле ниfl ‰‡н ных

Р‡з ме 2 по цес со ‡ 4 по цес со ‡ 8 по цес со о‚

м‡тиц Tp T*
p Tp T*

p Tp T*
p

500 0,8243 0,3758 0,4313 0,1535 0,2353 0,0968

1000 6,51822 5,4427 3,3349 2,2628 1,7436 0,6998

1500 21,9137 20,9503 11,1270 11,0804 5,7340 5,1766

2000 51,8429 45,7436 26,2236 21,6001 13,4144 9,4127

2500 101,1377 99,5097 51,0408 56,9203 25,9928 18,3303

3000 174,6301 171,9232 87,9946 111,9642 44,6772 45,5482

7.4. Ал „о итм Фок с‡ ум но же ниfl м‡ т иц 

пи блоч ном ‡з ‰е ле нии ‰‡н ных

Пи по ст о е нии п‡ ‡л лель ных спо со бо‚ ‚ы пол не ниfl м‡ т ич но „о

ум но же ниfl н‡ fl ‰у с ‡с смо т е ни ем м‡ т иц ‚ ‚и ‰е н‡ бо о‚ сток и столб -

цо‚ ши о ко ис поль зу ет сfl блоч ное пе‰ ст‡‚ ле ние м‡ т иц. Р‡с смо т им

бо лее по ‰об но ‰‡н ный спо соб о „‡ ни з‡ ции ‚ы чис ле ний.

7.4.1. Оп е ‰е ле ние по‰ з‡ ‰‡ч

Блоч н‡fl схе м‡ ‡з би е ниfl  м‡ т иц по ‰об но из ло же н‡ ‚ пе‚ом ‡з -

‰е ле лек ции 6. Пи т‡ ком спо со бе ‡з ‰е ле ниfl ‰‡н ных ис хо‰ ные м‡ т и цы

А, В и е зуль ти у ю щ‡fl м‡ т и ц‡ С пе‰ ст‡‚ лfl ют сfl ‚ ‚и ‰е н‡ бо о‚ бло ко‚.

Длfl бо лее по сто „о из ло же ниfl сле ‰у ю ще „о м‡ те и ‡ л‡ бу ‰ем пе‰ по л‡ -

„‡ть ‰‡ лее, что ‚се м‡ т и цы fl‚ лfl ют сfl к‚‡ ‰ ‡т ны ми ‡з ме ‡ n×n, ко ли че -

ст ‚о бло ко‚ по „о и зон т‡ ли и ‚е ти к‡ ли о‰ин‡ко‚о и ‡‚но q (т.е. ‡з ме

‚сех бло ко‚ ‡ ‚ен k×k, k=n/q). Пи т‡ ком пе‰ ст‡‚ ле нии ‰‡н ных опе ‡ -

циfl м‡ т ич но „о ум но же ниfl м‡ т иц А и B ‚ блоч ном ‚и ‰е мо жет быть

пе‰ ст‡‚ ле н‡ т‡к:

,

„‰е к‡ж ‰ый блок Cij м‡ т и цы C оп е ‰е лfl ет сfl ‚ со от ‚ет ст ‚ии с ‚ы ‡ же ни ем

Кус
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Пи блоч ном ‡з би е нии ‰‡н ных ‰лfl оп е ‰е ле ниfl б‡ зо ‚ых по‰ з‡ ‰‡ч ес -

те ст ‚ен ным пе‰ ст‡‚ лfl ет сfl ‚зflть з‡ ос но ‚у ‚ы чис ле ниfl, ‚ы пол нfl е мые н‡‰

м‡ т ич ны ми бло к‡ ми. С уче том ск‡ з‡н но „о оп е ‰е лим б‡ зо ‚ую по‰ з‡ ‰‡ чу

к‡к по це ‰у у ‚ы чис ле ниfl ‚сех эле мен то‚ о‰ но „о из бло ко‚ м‡ т и цы С. 

Длfl ‚ы пол не ниfl ‚сех не об хо ‰и мых ‚ы чис ле ний б‡ зо ‚ым по‰ з‡ ‰‡ -

ч‡м ‰олж ны быть ‰о ступ ны со от ‚ет ст ‚у ю щие н‡ бо ы сток м‡ т и цы A и

столб цо‚ м‡ т и цы B. Р‡з ме ще ние ‚сех те бу е мых ‰‡н ных ‚ к‡ж ‰ой по‰ -

з‡ ‰‡ че не из беж но пи ‚е ‰ет к ‰уб ли о ‚‡ нию и к зн‡ чи тель но му ос ту объ -

е м‡ ис поль зу е мой п‡ мfl ти. К‡к е зуль т‡т, ‚ы чис ле ниfl ‰олж ны быть о „‡ -

ни зо ‚‡ ны т‡ ким об ‡ зом, что бы ‚ к‡ж ‰ый те ку щий мо мент ‚е ме ни по‰ -

з‡ ‰‡ чи со ‰е ж‡ ли лишь ч‡сть не об хо ‰и мых ‰лfl по ‚е ‰е ниfl ‡с че то‚ ‰‡н -

ных, ‡ ‰о ступ к ос т‡ль ной ч‡ с ти ‰‡н ных обес пе чи ‚‡л сfl бы пи по мо щи

пе е ‰‡ чи ‰‡н ных меж ‰у по цес со ‡ ми. О‰ин из ‚оз мож ных по‰ хо ‰о‚ –

‡л „о итм Фок с‡ (Fox) – ‡с смо т ен ‰‡ лее ‚ ‰‡н ном по‰ ‡з ‰е ле. Вто ой

спо соб – ‡л „о итм Кэн но н‡ (Cannon) – пи ‚о ‰ит сfl ‚ по‰ ‡з ‰е ле 7.5.

7.4.2. Вы ‰е ле ние ин фо м‡ ци он ных з‡ ‚и си мо с тей

Ит‡к, з‡ ос но ‚у п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний ‰лfl м‡ т ич но „о ум но же -

ниfl пи блоч ном ‡з ‰е ле нии ‰‡н ных пи нflт по‰ хо‰, пи ко то ом б‡ зо -

‚ые по‰ з‡ ‰‡ чи от ‚е ч‡ ют з‡ ‚ы чис ле ниfl от ‰ель ных бло ко‚ м‡ т и цы C и

пи этом ‚ по‰ з‡ ‰‡ ч‡х н‡ к‡ж ‰ой ите ‡ ции ‡с че то‚ ‡с по л‡ „‡ ет сfl толь -

ко по о‰ но му бло ку ис хо‰ ных м‡ т иц A и B. Длfl ну ме ‡ ции по‰ з‡ ‰‡ч бу -

‰ем ис поль зо ‚‡ть ин ‰ек сы ‡з ме щ‡ е мых ‚ по‰ з‡ ‰‡ ч‡х бло ко‚ м‡ т и цы C,

т.е. по‰ з‡ ‰‡ ч‡ (i,j) от ‚е ч‡ ет з‡ ‚ы чис ле ние бло к‡ Cij – тем с‡ мым, н‡ бо

по‰ з‡ ‰‡ч об ‡ зу ет к‚‡ ‰ ‡т ную е шет ку, со от ‚ет ст ‚у ю щую стук ту е

блоч но „о пе‰ ст‡‚ ле ниfl м‡ т и цы C.

Воз мож ный спо соб о „‡ ни з‡ ции ‚ы чис ле ний пи т‡ ких ус ло ‚и flх со -

сто ит ‚ пи ме не нии ши о ко из ‚е ст но „о ‡л „о ит м‡ Фок с‡ (Fox) — см., н‡ -

пи ме, [34, 51]. 

В со от ‚ет ст ‚ии с ‡л „о ит мом Фок с‡ ‚ хо ‰е ‚ы чис ле ний н‡ к‡ж ‰ой

б‡ зо ‚ой по‰ з‡ ‰‡ че (i,j) ‡с по л‡ „‡ ет сfl че ты е м‡ т ич ных бло к‡:

— блок Cij м‡ т и цы C, ‚ы чис лfl е мый по‰ з‡ ‰‡ чей;

— блок Aij м‡ т и цы A, ‡з ме щ‡ е мый ‚ по‰ з‡ ‰‡ че пе е‰ н‡ ч‡ лом ‚ы -

чис ле ний;

— бло ки A'ij , B'ij м‡ т иц A и B, по лу ч‡ е мые по‰ з‡ ‰‡ чей ‚ хо ‰е ‚ы пол -

не ниfl ‚ы чис ле ний.

Вы пол не ние п‡ ‡л лель но „о ме то ‰‡ ‚клю ч‡ ет:

• эт‡п ини ци ‡ ли з‡ ции, н‡ ко то ом к‡ж ‰ой по‰ з‡ ‰‡ че (i,j) пе е ‰‡ ют -

сfl бло ки Aij, Bij и об ну лfl ют сfl бло ки Cij н‡ ‚сех по‰ з‡ ‰‡ ч‡х;

• эт‡п ‚ы чис ле ний, ‚ ‡м к‡х ко то о „о н‡ к‡ж ‰ой ите ‡ ции l, 0≤ l<q,

осу ще ст‚ лfl ют сfl сле ‰у ю щие опе ‡ ции: 
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— ‰лfl к‡ж ‰ой сто ки i, 0≤ i<q, блок Aij по‰ з‡ ‰‡ чи (i,j) пе е сы л‡ ет сfl

н‡ ‚се по‰ з‡ ‰‡ чи той же сто ки i е шет ки; ин ‰екс j, оп е ‰е лfl ю -

щий по ло же ние по‰ з‡ ‰‡ чи ‚ сто ке, ‚ы чис лfl ет сfl ‚ со от ‚ет ст ‚ии с

‚ы ‡ же ни ем

j = ( i+l ) mod q,

„‰е mod есть опе ‡ циfl по лу че ниfl ос т‡т к‡ от це ло чис лен но „о ‰е ле -

ниfl;

— по лу чен ные ‚ е зуль т‡ ты пе е сы лок бло ки A'ij, B'ij к‡ж ‰ой по‰ з‡ -

‰‡ чи (i,j) пе е мно ж‡ ют сfl и пи б‡‚ лfl ют сfl к бло ку Cij

;

— бло ки B'ij к‡ж ‰ой по‰ з‡ ‰‡ чи (i,j) пе е сы л‡ ют сfl по‰ з‡ ‰‡ ч‡м, fl‚ лfl -

ю щи м сfl со се ‰fl ми с‚е ху ‚ столб ц‡х е шет ки по‰ з‡ ‰‡ч (бло ки

Кус
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Рис. 7.6. Со сто fl ние бло ко‚ ‚ к‡ж ‰ой по‰ з‡ ‰‡ че ‚ хо ‰е ‚ы пол не ниfl

ите ‡ ций ‡л „о ит м‡ Фок с‡



по‰ з‡ ‰‡ч из пе ‚ой сто ки е шет ки пе е сы л‡ ют сfl по‰ з‡ ‰‡ ч‡м по -

сле‰ ней сто ки е шет ки).

Длfl по flс не ниfl этих п‡ ‚ил п‡ ‡л лель но „о ме то ‰‡ н‡ ис. 7.6  пи ‚е -

‰е но со сто fl ние бло ко‚ ‚ к‡ж ‰ой по‰ з‡ ‰‡ че ‚ хо ‰е ‚ы пол не ниfl ите ‡ ций

эт‡ п‡ ‚ы чис ле ний (‰лfl е шет ки по‰ з‡ ‰‡ч 2×2).

7.4.3. М‡с шт‡ би о ‚‡ ние и ‡с пе ‰е ле ние по‰ з‡ ‰‡ч 

по по цес со ‡м

В ‡с смо т ен ной схе ме п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний ко ли че ст ‚о бло -

ко‚ мо жет ‚‡ ь и о ‚‡ть сfl ‚ з‡ ‚и си мо с ти от ‚ы бо ‡ ‡з ме ‡ бло ко‚ – эти

‡з ме ы мо „ут быть по ‰о б ‡ ны т‡ ким об ‡ зом, что бы об щее ко ли че ст ‚о

б‡ зо ‚ых по‰ з‡ ‰‡ч со‚ п‡ ‰‡ ло с чис лом по цес со о‚ p. Т‡к, н‡ пи ме, ‚ н‡ -

и бо лее по стом слу ч‡е, ко„ ‰‡ чис ло по цес со о‚ пе‰ ст‡ ‚и мо ‚ ‚и ‰е p=δ2

(т.е. fl‚ лfl ет сfl пол ным к‚‡ ‰ ‡ том), мож но ‚ы б‡ть ко ли че ст ‚о бло ко‚ ‚ м‡ -

т и ц‡х по ‚е ти к‡ ли и „о и зон т‡ ли ‡‚ ным δ (т.е. q=δ). Т‡ кой спо соб оп -

е ‰е ле ниfl ко ли че ст ‚‡ бло ко‚ пи ‚о ‰ит к то му, что объ ем ‚ы чис ле ний ‚

к‡ж ‰ой по‰ з‡ ‰‡ че fl‚ лfl ет сfl о‰и н‡ ко ‚ым и тем с‡ мым ‰о сти „‡ ет сfl пол н‡fl

б‡ л‡н си о‚ к‡ ‚ы чис ли тель ной н‡ „уз ки меж ‰у по цес со ‡ ми. В бо лее об -

щем слу ч‡е пи по из ‚оль ных ко ли че ст ‚е по цес со о‚ и ‡з ме ‡х м‡ т иц

б‡ л‡н си о‚ к‡ ‚ы чис ле ний мо жет от ли ч‡ть сfl от ‡б со лют но о‰и н‡ ко ‚ой,

но, тем не ме нее, пи н‡‰ ле ж‡ щем ‚ы бо е п‡ ‡ ме т о‚ мо жет быть ‡с пе -

‰е ле н‡ меж ‰у по цес со ‡ ми ‡‚ но ме но ‚ ‡м к‡х те бу е мой точ но с ти.

Длfl эф фек ти‚ но „о ‚ы пол не ниfl ‡л „о ит м‡ Фок с‡, ‚ ко то ом б‡ зо -

‚ые по‰ з‡ ‰‡ чи пе‰ ст‡‚ ле ны ‚ ‚и ‰е к‚‡ ‰ ‡т ной е шет ки и ‚ хо ‰е ‚ы чис -

ле ний ‚ы пол нfl ют сfl опе ‡ ции пе е ‰‡ чи бло ко‚ по сто к‡м и столб ц‡м

е шет ки по‰ з‡ ‰‡ч, н‡ и бо лее ‡‰ек ‚‡т ным е ше ни ем fl‚ лfl ет сfl о „‡ ни з‡ циfl

мно же ст ‚‡ име ю щих сfl по цес со о‚ т‡к же ‚ ‚и ‰е к‚‡ ‰ ‡т ной е шет ки. В

этом слу ч‡е мож но осу ще ст ‚ить не по се‰ ст ‚ен ное ото б ‡ же ние н‡ бо ‡

по‰ з‡ ‰‡ч н‡ мно же ст ‚о по цес со о‚ – б‡ зо ‚ую по‰ з‡ ‰‡ чу (i,j) сле ‰у ет ‡с -

по л‡ „‡ть н‡ по цес со е Pi,j. Не об хо ‰и м‡fl стук ту ‡ се ти пе е ‰‡ чи ‰‡н ных

мо жет быть обес пе че н‡ н‡ фи зи че с ком уо‚ не, ес ли то по ло „иfl ‚ы чис ли -

тель ной си с те мы име ет ‚и‰ е шет ки или пол но „о „‡ ф‡.

7.4.4. Ан‡ лиз эф фек ти‚ но с ти 

Оп е ‰е лим ‚ы чис ли тель ную слож ность ‰‡н но „о ‡л „о ит м‡ Фок с‡.

По ст о е ние оце нок бу ‰ет по ис хо ‰ить пи ус ло ‚ии ‚ы пол не ниfl ‚сех ‡ -

нее ‚ы ‰‚и ну тых пе‰ по ло же ний: ‚се м‡ т и цы fl‚ лfl ют сfl к‚‡ ‰ ‡т ны ми

‡з ме ‡ n×n, ко ли че ст ‚о бло ко‚ по „о и зон т‡ ли и ‚е ти к‡ ли fl‚ лfl ют сfl

о‰и н‡ ко ‚ым и ‡‚ ным q (т.е. ‡з ме ‚сех бло ко‚ ‡ ‚ен k×k, k=n/q), по -

цес со ы об ‡ зу ют к‚‡ ‰ ‡т ную е шет ку и их ко ли че ст ‚о ‡‚ но p=q2.
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К‡к уже от ме ч‡ лось, ‡л „о итм Фок с‡ те бу ет ‰лfl с‚о е „о ‚ы пол не -

ниfl q ите ‡ ций, ‚ хо ‰е ко то ых к‡ж ‰ый по цес со пе е мно ж‡ ет с‚ои те -

ку щие бло ки м‡ т иц А и В и пи б‡‚ лfl ет е зуль т‡ ты ум но же ниfl к те ку ще -

му зн‡ че нию бло к‡ м‡ т и цы C. С уче том ‚ы ‰‚и ну тых пе‰ по ло же ний об -

щее ко ли че ст ‚о ‚ы пол нfl е мых пи этом опе ‡ ций бу ‰ет иметь по fl ‰ок

n3/p. К‡к е зуль т‡т, по к‡ з‡ те ли ус ко е ниfl и эф фек ти‚ но с ти ‡л „о ит м‡

име ют ‚и‰:

(7.9)

Об щий ‡н‡ лиз слож но с ти сно ‚‡ ‰‡ ет и‰е ‡ль ные по к‡ з‡ те ли эф фек ти‚ -

но с ти п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний. Уточ ним по лу чен ные со от но ше ниfl — ‰лfl

это „о ук‡ жем бо лее точ но ко ли че ст ‚о ‚ы чис ли тель ных опе ‡ ций ‡л „о ит м‡

и уч тем з‡ т‡ ты н‡ ‚ы пол не ние опе ‡ ций пе е ‰‡ чи ‰‡н ных меж ‰у по цес -

со ‡ ми.

Оп е ‰е лим ко ли че ст ‚о ‚ы чис ли тель ных опе ‡ ций. Слож ность ‚ы -

пол не ниfl ск‡ лfl но „о ум но же ниfl сто ки бло к‡ м‡ т и цы A н‡ стол бец

бло к‡ м‡ т и цы В мож но оце нить к‡к 2(n/q)-1. Ко ли че ст ‚о сток и столб -

цо‚ ‚ бло к‡х ‡‚ но n/q и, к‡к е зуль т‡т, ту ‰о ем кость опе ‡ ции блоч но „о

ум но же ниfl ок‡ зы ‚‡ ет сfl ‡‚ ной (n2/p)(2n/q-1). Длfl сло же ниfl бло ко‚ те -

бу ет сfl n2/p опе ‡ ций. С уче том ‚сех пе е чис лен ных ‚ы ‡ же ний ‚е мfl

‚ы пол не ниfl ‚ы чис ли тель ных опе ‡ ций ‡л „о ит м‡ Фок с‡ мо жет быть

оце не но сле ‰у ю щим об ‡ зом:

. (7.10)

(н‡ пом ним, что τ есть ‚е мfl ‚ы пол не ниfl о‰ ной эле мен т‡ ной ск‡ лfl ной

опе ‡ ции).

Оце ним з‡ т‡ ты н‡ ‚ы пол не ние опе ‡ ций пе е ‰‡ чи ‰‡н ных меж ‰у

по цес со ‡ ми. Н‡ к‡ж ‰ой ите ‡ ции ‡л „о ит м‡ пе е‰ ум но же ни ем бло ко‚

о‰ин из по цес со о‚ сто ки по цес со ной е шет ки ‡с сы л‡ ет с‚ой блок

м‡ т и цы A ос т‡ль ным по цес со ‡м с‚о ей сто ки. К‡к уже от ме ч‡ лось ‡ -

нее, пи то по ло „ии се ти ‚ ‚и ‰е „и пе ку б‡ или пол но „о „‡ ф‡ ‚ы пол не ние

этой опе ‡ ции мо жет быть обес пе че но з‡ log2q ш‡ „о‚, ‡ объ ем пе е ‰‡ ‚‡ е -

мых бло ко‚ ‡ ‚ен n2/p. К‡к е зуль т‡т, ‚е мfl ‚ы пол не ниfl опе ‡ ции пе е -

‰‡ чи бло ко‚ м‡ т и цы A пи ис поль зо ‚‡ нии мо ‰е ли Хок ни мо жет оце ни -

‚‡ть сfl к‡к

, (7.11)

„‰е α – л‡ тент ность, β – по пу ск н‡fl спо соб ность се ти пе е ‰‡ чи ‰‡н ных,

‡ w есть ‡з ме эле мен т‡ м‡ т и цы ‚ б‡й т‡х. В слу ч‡е же ко„ ‰‡ то по ло „иfl

сток по цес со ной е шет ки пе‰ ст‡‚ лfl ет со бой коль цо, ‚ы ‡ же ние ‰лfl

оцен ки ‚е ме ни пе е ‰‡ чи бло ко‚ м‡ т и цы A пи ни м‡ ет ‚и‰:

Кус
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.

Д‡ лее по сле ум но же ниfl м‡ т ич ных бло ко‚ по цес со ы пе е ‰‡ ют

с‚ои бло ки м‡ т и цы В пе ‰ы ‰у щим по цес со ‡м по столб ц‡м по цес со -

ной е шет ки (пе ‚ые по цес со ы столб цо‚ пе е ‰‡ ют с‚ои ‰‡н ные по -

сле‰ ним по цес со ‡м ‚ столб ц‡х е шет ки). Эти опе ‡ ции мо „ут быть ‚ы -

пол не ны по цес со ‡ ми п‡ ‡л лель но, и, тем с‡ мым, ‰ли тель ность т‡ кой

ком му ни к‡ ци он ной опе ‡ ции со ст‡‚ лfl ет:

. (7.12)

По сум ми о ‚‡‚ ‚се по лу чен ные ‚ы ‡ же ниfl, мож но по лу чить, что

об щее ‚е мfl ‚ы пол не ниfl ‡л „о ит м‡ Фок с‡ мо жет быть оп е ‰е ле но пи

по мо щи сле ‰у ю щих со от но ше ний:

(7.13)

(н‡ пом ним, что п‡ ‡ мет q оп е ‰е лfl ет ‡з ме по цес со ной е шет ки и

q=√p ).

7.4.5. По „‡мм н‡fl е ‡ ли з‡ циfl

Пе‰ ст‡ ‚им ‚оз мож ный ‚‡ и ‡нт по „‡мм ной е ‡ ли з‡ ции ‡л „о ит -

м‡ Фок с‡ ‰лfl ум но же ниfl м‡ т иц пи блоч ном пе‰ ст‡‚ ле нии ‰‡н ных.

Пи ‚о ‰и мый по „‡мм ный ко‰ со ‰е жит ос но‚ ные мо ‰у ли п‡ ‡л лель -

ной по „‡м мы, от сут ст ‚ие от ‰ель ных ‚спо мо „‡ тель ных функ ций не ск‡ -

зы ‚‡ ет сfl н‡ об щем по ни м‡ нии е ‡ ли зу е мой схе мы п‡ ‡л лель ных ‚ы чис -

ле ний.

1. Гл‡‚ н‡fl функ циfl по „‡м мы. Оп е ‰е лfl ет ос но‚ ную ло „и ку ‡ бо ты

‡л „о ит м‡, по сле ‰о ‚‡ тель но ‚ы зы ‚‡ ет не об хо ‰и мые по‰ по „‡м мы.

// По „‡м м‡ 7.1

// Ал „о итм Фок с‡ ум но же ниfl м‡ т иц – блоч ное пе‰ ст‡‚ ле ние ‰‡н ных

//   Ус ло ‚иfl ‚ы пол не ниfl по „‡м мы: ‚се м‡ т и цы к‚‡ ‰ ‡т ные, 

//   ‡з ме бло ко‚ и их ко ли че ст ‚о по „о и зон т‡ ли и ‚е ти к‡ ли

//   о‰и н‡ ко ‚о , по цес сы об ‡ зу ют к‚‡ ‰ ‡т ную е шет ку

¥nt ProcNum = 0;   // Ко ли че ст ‚о ‰о ступ ных по цес со‚ 

¥nt ProcRank = 0;  // Р‡н„ те ку ще „о по цес с‡

¥nt Gr¥dS¥ze;      // Р‡з ме ‚и ту ‡ль ной е шет ки по цес со‚

¥nt Gr¥dCoords[2];  // Ко о ‰и н‡ ты те ку ще „о по цес с‡ ‚ по цесс ной

// е шет ке
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MPI_Comm Gr¥dComm;  // Ком му ни к‡ то ‚ ‚и ‰е к‚‡ ‰ ‡т ной е шет ки

MPI_Comm ColComm;   // ком му ни к‡ то – стол бец е шет ки

MPI_Comm RowComm;   // ком му ни к‡ то – сто к‡ е шет ки

vo¥d ma¥n ( ¥nt argc, char * argv[] ) {

double* pAMatr¥x; // Пе ‚ый ‡ „у мент м‡ т ич но „о ум но же ниfl

double* pBMatr¥x; // Вто ой ‡ „у мент м‡ т ич но „о ум но же ниfl

double* pCMatr¥x; // Ре зуль ти у ю щ‡fl м‡ т и ц‡

¥nt S¥ze;        // Р‡з ме м‡ т иц

¥nt BlockS¥ze;   // Р‡з ме м‡ т ич ных бло ко‚, ‡с по ло жен ных 

// н‡ по цес с‡х

double *pAblock;  // Блок м‡ т и цы А н‡ по цес се

double *pBblock;  // Блок м‡ т и цы В н‡ по цес се

double *pCblock;  // Блок е зуль ти у ю щей м‡ т и цы С н‡ по цес се

double *pMatr¥xAblock;

double Start, F¥n¥sh, Durat¥on;

setvbuf(stdout, 0, _IONBF, 0);

MPI_In¥t(&argc, &argv);

MPI_Comm_s¥ze(MPI_COMM_WORLD, &ProcNum);

MPI_Comm_rank(MPI_COMM_WORLD, &ProcRank);

Gr¥dS¥ze = sqrt((double)ProcNum);

¥f (ProcNum != Gr¥dS¥ze*Gr¥dS¥ze) {

¥f (ProcRank == 0) {

pr¥ntf ("Number of processes must be a perfect square \n");

}

}

else {

¥f (ProcRank == 0)

pr¥ntf("Parallel matr¥x mult¥pl¥cat¥on program\n");

// Со з‰‡ ние ‚и ту ‡ль ной е шет ки по цес со‚ и ком му ни к‡ то о‚ 

// сток и столб цо‚

CreateGr¥dCommun¥cators();

// Вы ‰е ле ние п‡ мfl ти и ини ци ‡ ли з‡ циfl эле мен то‚ м‡ т иц

ProcessIn¥t¥al¥zat¥on ( pAMatr¥x, pBMatr¥x, pCMatr¥x, pAblock,

pBblock, pCblock, pMatr¥xAblock, S¥ze, BlockS¥ze );

Кус
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// Блоч ное ‡с пе ‰е ле ние м‡ т иц меж ‰у по цес с‡ ми

DataD¥str¥but¥on(pAMatr¥x, pBMatr¥x, pMatr¥xAblock, pBblock, S¥ze, 

BlockS¥ze);

// Вы пол не ние п‡ ‡л лель но „о ме то ‰‡ Фок с‡

ParallelResultCalculat¥on(pAblock, pMatr¥xAblock, pBblock, 

pCblock, BlockS¥ze);

// Сбо е зуль ти у ю щей м‡ т и цы н‡ ‚е ‰у щем по цес се

ResultCollect¥on(pCMatr¥x, pCblock, S¥ze, BlockS¥ze);

// З‡ ‚е ше ние по цес с‡ ‚ы чис ле ний

ProcessTerm¥nat¥on (pAMatr¥x, pBMatr¥x, pCMatr¥x, pAblock, pBblock, 

pCblock, pMatr¥xAblock);

}

MPI_F¥nal¥ze();

}

2. Функ циfl CreateGr¥dCommun¥cators. Д‡н н‡fl функ циfl со з‰‡ ет ком му -

ни к‡ то ‚ ‚и ‰е ‰‚у ме ной к‚‡ ‰ ‡т ной е шет ки, оп е ‰е лfl ет ко о ‰и н‡ ты

к‡ж ‰о „о по цес с‡ ‚ этой е шет ке, ‡ т‡к же со з‰‡ ет ком му ни к‡ то ы от -

‰ель но ‰лfl к‡ж ‰ой сто ки и к‡ж ‰о „о столб ц‡.

Со з‰‡ ние е шет ки по из ‚о ‰ит сfl пи по мо щи функ ции MPI_Cart_create

(‚ек то Per¥od¥c оп е ‰е лfl ет ‚оз мож ность пе е ‰‡ чи со об ще ний меж ‰у „‡ -

нич ны ми по цес с‡ ми сток и столб цо‚ со з‰‡ ‚‡ е мой е шет ки). По сле со з‰‡ -

ниfl е шет ки к‡ж ‰ый по цесс п‡ ‡л лель ной по „‡м мы бу ‰ет иметь ко о ‰и -

н‡ ты с‚о е „о по ло же ниfl ‚ е шет ке; по лу че ние этих ко о ‰и н‡т обес пе чи ‚‡ ет -

сfl пи по мо щи функ ции MPI_Cart_coords.

Фо ми о ‚‡ ние то по ло „ий з‡ ‚е ш‡ ет сfl со з‰‡ ни ем мно же ст ‚‡ ком -

му ни к‡ то о‚ ‰лfl к‡ж ‰ой сто ки и к‡ж ‰о „о столб ц‡ е шет ки ‚ от ‰ель но с -

ти (функ циfl MPI_Cart_sub).

// Со з‰‡ ние ком му ни к‡ то ‡ ‚ ‚и ‰е ‰‚у ме ной к‚‡ ‰ ‡т ной е шет ки 

// и ком му ни к‡ то о‚ ‰лfl к‡ж ‰ой сто ки и к‡ж ‰о „о столб ц‡ е шет ки

vo¥d CreateGr¥dCommun¥cators() {

¥nt D¥mS¥ze[2];  // Ко ли че ст ‚о по цес со‚ ‚ к‡ж ‰ом из ме е нии 

// е шет ки

¥nt Per¥od¥c[2]; // =1 ‰лfl к‡ж ‰о „о из ме е ниfl, fl‚ лfl ю ще „о сfl 

// пе и о ‰и че с ким 

¥nt Subd¥ms[2];  // =1 ‰лfl к‡ж ‰о „о из ме е ниfl, ос т‡‚ лfl е мо „о 

// ‚ по‰ е шет ке
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D¥mS¥ze[0] = Gr¥dS¥ze; 

D¥mS¥ze[1] = Gr¥dS¥ze;

Per¥od¥c[0] = 0;

Per¥od¥c[1] = 0;

// Со з‰‡ ние ком му ни к‡ то ‡ ‚ ‚и ‰е к‚‡ ‰ ‡т ной е шет ки 

MPI_Cart_create(MPI_COMM_WORLD, 2, D¥mS¥ze, Per¥od¥c, 1, &Gr¥dComm);

// Оп е ‰е ле ние ко о ‰и н‡т по цес с‡ ‚ е шет ке 

MPI_Cart_coords(Gr¥dComm, ProcRank, 2, Gr¥dCoords);

// Со з‰‡ ние ком му ни к‡ то о‚ ‰лfl сток по цесс ной е шет ки

Subd¥ms[0] = 0;  // Фик с‡ циfl из ме е ниfl

Subd¥ms[1] = 1;  // Н‡ ли чие ‰‡н но „о из ме е ниfl ‚ по‰ е шет ке

MPI_Cart_sub(Gr¥dComm, Subd¥ms, &RowComm);

// Со з‰‡ ние ком му ни к‡ то о‚ ‰лfl столб цо‚ по цесс ной е шет ки

Subd¥ms[0] = 1;

Subd¥ms[1] = 0;

MPI_Cart_sub(Gr¥dComm, Subd¥ms, &ColComm);

}

3. Функ циfl ProcessIn¥t¥al¥zat¥on. Д‡н н‡fl функ циfl оп е ‰е лfl ет п‡ -

‡ ме т ы е ш‡ е мой з‡ ‰‡ чи (‡з ме ы м‡ т иц и их бло ко‚), ‚ы ‰е лfl ет п‡ -

мflть ‰лfl х‡ не ниfl ‰‡н ных и осу ще ст‚ лfl ет ‚‚о‰ ис хо‰ ных м‡ т иц (или

фо ми у ет их пи по мо щи к‡ ко „о-ли бо ‰‡т чи к‡ слу ч‡й ных чи сел). Все „о

‚ к‡ж ‰ом по цес се ‰олж н‡ быть ‚ы ‰е ле н‡ п‡ мflть ‰лfl х‡ не ниfl че ты ех

бло ко‚ – ‰лfl ук‡ з‡ те лей н‡ ‚ы ‰е лен ную п‡ мflть ис поль зу ют сfl пе е мен -

ные pAblock, pBblock, pCblock, pMatr¥xAblock. Пе ‚ые ти ук‡ з‡ те лfl оп е -

‰е лfl ют бло ки м‡ т иц A, B и C со от ‚ет ст ‚ен но. Сле ‰у ет от ме тить, что со -

‰е жи мое бло ко‚ pAblock и pBblock по сто flн но ме нfl ет сfl ‚ со от ‚ет ст ‚ии с

пе е сыл кой ‰‡н ных меж ‰у по цес с‡ ми, ‚ то ‚е мfl к‡к блок pMatr¥xAblock

м‡ т и цы A ос т‡ ет сfl не из мен ным и пи ме нfl ет сfl пи ‡с сыл к‡х бло ко‚ по

сто к‡м е шет ки по цес со‚ (см. функ цию AblockCommun¥cat¥on).

Длfl оп е ‰е ле ниfl эле мен то‚ ис хо‰ ных м‡ т иц бу ‰ем ис поль зо ‚‡ть

функ цию RandomDataIn¥t¥al¥zat¥on, е ‡ ли з‡ цию ко то ой чи т‡ те лю пе‰ -

сто ит ‚ы пол нить с‡ мо сто fl тель но.

// Функ циfl ‰лfl ‚ы ‰е ле ниfl п‡ мfl ти и ини ци ‡ ли з‡ ции ис хо‰ ных ‰‡н ных

vo¥d ProcessIn¥t¥al¥zat¥on (double* &pAMatr¥x, double* &pBMatr¥x, 

double* &pCMatr¥x, double* &pAblock, double* &pBblock, 

Кус
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double* &pCblock, double* &pTemporaryAblock, ¥nt &S¥ze, 

¥nt &BlockS¥ze ) {

¥f (ProcRank == 0) {

do {

pr¥ntf("\nВ‚е ‰и те ‡з ме м‡ т иц: ");

scanf("%d", &S¥ze);

¥f (S¥ze%Gr¥dS¥ze != 0) {

pr¥ntf ("Р‡з ме м‡ т иц ‰ол жен быть к‡ тен ‡з ме у сет ки! \n");

}

}

wh¥le (S¥ze%Gr¥dS¥ze != 0);

}

MPI_Bcast(&S¥ze, 1, MPI_INT, 0, MPI_COMM_WORLD);

BlockS¥ze = S¥ze/Gr¥dS¥ze;

pAblock = new double [BlockS¥ze*BlockS¥ze];

pBblock = new double [BlockS¥ze*BlockS¥ze];

pCblock = new double [BlockS¥ze*BlockS¥ze];

pTemporaryAblock = new double [BlockS¥ze*BlockS¥ze];

for (¥nt ¥=0; ¥<BlockS¥ze*BlockS¥ze; ¥++) {

pCblock[¥] = 0;

}

¥f (ProcRank == 0) {

pAMatr¥x = new double [S¥ze*S¥ze];

pBMatr¥x = new double [S¥ze*S¥ze];

pCMatr¥x = new double [S¥ze*S¥ze];

RandomDataIn¥t¥al¥zat¥on(pAMatr¥x, pBMatr¥x, S¥ze);

} 

}

4. Функ ции DataD¥str¥but¥on и ResultCollect¥on. По сле з‡ ‰‡ ниfl ис -

хо‰ ных м‡ т иц н‡ ну ле ‚ом по цес се не об хо ‰и мо осу ще ст ‚ить ‡с пе ‰е ле -

ние ис хо‰ ных ‰‡н ных. Длfl это „о пе‰ н‡з н‡ че н‡ функ циfl DataD¥str¥but¥on.

Мо жет быть пе‰ ло же но ‰‚‡ спо со б‡ ‚ы пол не ниfl блоч но „о ‡з ‰е ле ниfl

м‡ т иц меж ‰у по цес со ‡ ми, о „‡ ни зо ‚‡н ны ми ‚ ‰‚у ме ную к‚‡ ‰ ‡т ную

е шет ку. В пе ‚ом из них ‰лfl о „‡ ни з‡ ции пе е ‰‡ чи бло ко‚ ‚ ‡м к‡х о‰ -

ной и той же ком му ни к‡ ци он ной опе ‡ ции мож но сфо ми о ‚‡ть се‰ ст -
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‚‡ ми MPI по из ‚о‰ ный тип ‰‡н ных. Во ‚то ом спо со бе мож но о „‡ ни зо -

‚‡ть ‰‚у хэ т‡п ную по це ‰у у. Н‡ пе ‚ом эт‡ пе м‡ т и ц‡ ‡з ‰е лfl ет сfl н‡ „о -

и зон т‡ль ные по ло сы. Эти по ло сы ‡с пе ‰е лfl ют сfl н‡ по цес сы, со ст‡‚ -

лfl ю щие ну ле ‚ой стол бец по цес со ной е шет ки. Д‡ лее к‡ж ‰‡fl по ло с‡

‡з ‰е лfl ет сfl н‡ бло ки меж ‰у по цес с‡ ми, со ст‡‚ лfl ю щи ми сто ки по цес -

со ной е шет ки. 

Длfl ‚ы пол не ниfl сбо ‡ е зуль ти у ю щей м‡ т и цы из бло ко‚ пе‰ н‡з -

н‡ че н‡ функ циfl ResultCollect¥on. Сбо ‰‡н ных т‡к же мож но ‚ы пол нить

ли бо с ис поль зо ‚‡ ни ем по из ‚о‰ но „о ти п‡ ‰‡н ных, ли бо пи по мо щи

‰‚у хэ т‡п ной по це ‰у ы, зе к‡ль но ото б ‡ ж‡ ю щей по це ‰у у ‡с пе ‰е -

ле ниfl м‡ т и цы.

Ре ‡ ли з‡ циfl функ ций DataD¥str¥but¥on и ResultCollect¥on пе‰ ст‡‚ -

лfl ет со бой з‡ ‰‡ ние ‰лfl с‡ мо сто fl тель ной ‡ бо ты.

5. Функ циfl AblockCommun¥cat¥on. Функ циfl ‚ы пол нfl ет ‡с сыл ку бло -

ко‚ м‡ т и цы A по сто к‡м по цес со ной е шет ки. Длfl это „о ‚ к‡ж ‰ой

сто ке е шет ки оп е ‰е лfl ет сfl ‚е ‰у щий по цесс P¥vot, осу ще ст‚ лfl ю щий

‡с сыл ку. Длfl ‡с сыл ки ис поль зу ет сfl блок pMatr¥xAblock, пе е ‰‡н ный ‚

по цесс ‚ мо мент н‡ ч‡ль но „о ‡с пе ‰е ле ниfl ‰‡н ных. Вы пол не ние опе ‡ -

ции ‡с сыл ки бло ко‚ осу ще ст‚ лfl ет сfl пи по мо щи функ ции MPI_Bcast.

Сле ‰у ет от ме тить, что ‰‡н н‡fl опе ‡ циfl fl‚ лfl ет сfl кол лек ти‚ ной и ее ло к‡ -

ли з‡ циfl пе ‰е л‡ ми от ‰ель ных сток е шет ки обес пе чи ‚‡ ет сfl з‡ счет ис -

поль зо ‚‡ ниfl ком му ни к‡ то о‚ RowComm, оп е ‰е лен ных ‰лfl н‡ бо ‡ по цес -

со‚ к‡ж ‰ой сто ки е шет ки ‚ от ‰ель но с ти.

// Р‡с сыл к‡ бло ко‚ м‡ т и цы А по сто к‡м е шет ки по цес со‚ 

vo¥d ABlockCommun¥cat¥on (¥nt ¥ter, double *pAblock, 

double* pMatr¥xAblock, ¥nt BlockS¥ze) {

// Оп е ‰е ле ние ‚е ‰у ще „о по цес с‡ ‚ сто ке по цесс ной е шет ки 

¥nt P¥vot = (Gr¥dCoords[0] + ¥ter) % Gr¥dS¥ze;

// Ко пи о ‚‡ ние пе е ‰‡ ‚‡ е мо „о бло к‡ ‚ от ‰ель ный бу фе п‡ мfl ти

¥f (Gr¥dCoords[1] == P¥vot) {

for (¥nt ¥=0; ¥<BlockS¥ze*BlockS¥ze; ¥++)

pAblock[¥] = pMatr¥xAblock[¥];

}

// Р‡с сыл к‡ бло к‡

MPI_Bcast(pAblock, BlockS¥ze*BlockS¥ze, MPI_DOUBLE, P¥vot,

RowComm);

}

Кус
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6. Функ циfl BlockMult¥pl¥cat¥on. Функ циfl обес пе чи ‚‡ ет пе е мно же -

ние бло ко‚ м‡ т иц A и B. Сле ‰у ет от ме тить, что ‰лfl бо лее ле„ ко „о по ни -

м‡ ниfl ‡с см‡ т и ‚‡ е мой по „‡м мы пи ‚о ‰ит сfl по стой ‚‡ и ‡нт е ‡ ли -

з‡ ции функ ции – ‚ы пол не ние опе ‡ ции блоч но „о ум но же ниfl мо жет

быть су ще ст ‚ен ным об ‡ зом оп ти ми зи о ‚‡ но ‰лfl со к‡ ще ниfl ‚е ме ни

‚ы чис ле ний. Д‡н н‡fl оп ти ми з‡ циfl мо жет быть н‡ п‡‚ ле н‡, н‡ пи ме, н‡

по ‚ы ше ние эф фек ти‚ но с ти ис поль зо ‚‡ ниfl кэ ш‡ по цес со о‚, ‚ек то и -

з‡ ции ‚ы пол нfl е мых опе ‡ ций и т.п.

// Ум но же ние м‡ т ич ных бло ко‚

vo¥d BlockMult¥pl¥cat¥on (double *pAblock, double *pBblock, 

double *pCblock, ¥nt BlockS¥ze) {

// Вы чис ле ние по из ‚е ‰е ниfl м‡ т ич ных бло ко‚

for (¥nt ¥=0; ¥<BlockS¥ze; ¥++) {

for (¥nt j=0; j<BlockS¥ze; j++) {

double temp = 0;

for (¥nt k=0; k<BlockS¥ze; k++ )

temp += pAblock [¥*BlockS¥ze + k] * pBblock [k*BlockS¥ze + j];

pCblock [¥*BlockS¥ze + j] += temp;

}

}

}

7. Функ циfl BblockCommun¥cat¥on. Функ циfl ‚ы пол нfl ет цик ли че с кий

с‰‚и„ бло ко‚ м‡ т и цы B по столб ц‡м по цес со ной е шет ки. К‡ж ‰ый

по цесс пе е ‰‡ ет с‚ой блок сле ‰у ю ще му по цес су NextProc ‚ столб це по -

цес со‚ и по лу ч‡ ет блок, пе е ‰‡н ный из пе ‰ы ‰у ще „о по цес с‡ PrevProc ‚

столб це е шет ки. Вы пол не ние опе ‡ ций пе е ‰‡ чи ‰‡н ных осу ще ст‚ лfl ет -

сfl пи по мо щи функ ции MPI_SendRecv_replace, ко то ‡fl обес пе чи ‚‡ ет ‚се

не об хо ‰и мые пе е сыл ки бло ко‚, ис поль зуfl пи этом о‰ин и тот же бу фе

п‡ мfl ти pBblock. Ко ме то „о, эт‡ функ циfl „‡ ‡н ти у ет от сут ст ‚ие ‚оз мож -

ных ту пи ко‚, ко„ ‰‡ опе ‡ ции пе е ‰‡ чи ‰‡н ных н‡ чи н‡ ют о‰ но ‚е мен но

‚ы пол нflть сfl не сколь ки ми по цес с‡ ми пи коль це ‚ой то по ло „ии се ти.

// Цик ли че с кий с‰‚и„ бло ко‚ м‡ т и цы В ‚‰оль столб ц‡ по цесс ной 

// е шет ки 

vo¥d BblockCommun¥cat¥on (double *pBblock, ¥nt BlockS¥ze) {

MPI_Status Status;

¥nt NextProc = Gr¥dCoords[0] + 1;

¥f ( Gr¥dCoords[0] == Gr¥dS¥ze-1 ) NextProc = 0;

¥nt PrevProc = Gr¥dCoords[0] - 1;

¥f ( Gr¥dCoords[0] == 0 ) PrevProc = Gr¥dS¥ze-1;
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MPI_Sendrecv_replace( pBblock, BlockS¥ze*BlockS¥ze, MPI_DOUBLE,

NextProc, 0, PrevProc, 0, ColComm, &Status);

}

8. Функ циfl ParallelResultCalculat¥on. Длfl не по се‰ ст ‚ен но „о ‚ы -

пол не ниfl п‡ ‡л лель но „о ‡л „о ит м‡ Фок с‡ ум но же ниfl м‡ т иц пе‰ н‡з -

н‡ че н‡ функ циfl ParallelResultCalculat¥on, ко то ‡fl е ‡ ли зу ет ло „и ку ‡ -

бо ты ‡л „о ит м‡.

// Функ циfl ‰лfl п‡ ‡л лель но „о ум но же ниfl м‡ т иц

vo¥d ParallelResultCalculat¥on(double* pAblock, double*

pMatr¥xAblock, double* pBblock, double* pCblock, ¥nt BlockS¥ze) {

for (¥nt ¥ter = 0; ¥ter < Gr¥dS¥ze; ¥ter ++) {

// Р‡с сыл к‡ бло ко‚ м‡ т и цы A по сто к‡м по цесс ной е шет ки

ABlockCommun¥cat¥on (¥ter, pAblock, pMatr¥xAblock, BlockS¥ze);

// Ум но же ние бло ко‚

BlockMult¥pl¥cat¥on(pAblock, pBblock, pCblock, BlockS¥ze);

// Цик ли че с кий с‰‚и„ бло ко‚ м‡ т и цы B ‚ столб ц‡х по цесс ной 

// е шет ки

BblockCommun¥cat¥on(pBblock, BlockS¥ze);

}

}

7.4.6. Ре зуль т‡ ты ‚ы чис ли тель ных экс пе и мен то‚

Вы чис ли тель ные экс пе и мен ты ‰лfl оцен ки эф фек ти‚ но с ти п‡ ‡л -

лель но „о ‡л „о ит м‡ по ‚о ‰и лись пи тех же ус ло ‚и flх, что и ‡ нее ‚ы пол -

нен ные (см. п. 7.3.5). Ре зуль т‡ ты экс пе и мен то‚ с ис поль зо ‚‡ ни ем че ты -

ех и ‰е ‚fl ти по цес со о‚ пи ‚е ‰е ны ‚ т‡б ли це 7.3. 

Т‡б ли ц‡ 7.3. Ре зуль т‡ ты ‚ы чис ли тель ных экс пе и мен то‚ 

по ис сле ‰о ‚‡ нию п‡ ‡л лель но „о ‡л „о ит м‡ Фок с‡ 

Р‡з ме
По сле ‰о ‚‡- П‡ ‡л лель ный ‡л „о итм

м‡ т иц
тель ный 4 по цес со ‡ 9 по цес со о‚

‡л „о итм Ве мfl Ус ко е ние Ве мfl Ус ко е ние

500 0,8527 0,2190 3,8925 0,1468 5,8079

1000 12,8787 3,0910 4,1664 2,1565 5,9719

1500 43,4731 10,8678 4,0001 7,2502 5,9960

2000 103,0561 24,1421 4,2687 21,4157 4,8121

2500 201,2915 51,4735 3,9105 41,2159 4,8838

3000 347,8434 87,0538 3,9957 58,2022 5,9764
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Рис. 7.7. З‡ ‚и си мость ус ко е ниfl от ‡з ме ‡ м‡ т иц пи ‚ы пол не -

нии п‡ ‡л лель но „о ‡л „о ит м‡ Фок с‡
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Рис. 7.8. Г‡ фик з‡ ‚и си мо с ти экс пе и мен т‡ль но „о и те о е ти че с ко -

„о ‚е ме ни ‚ы пол не ниfl ‡л „о ит м‡ Фок с‡ н‡ че ты ех по цес со ‡х

Т‡б ли ц‡ 7.4. С‡‚ не ние экс пе и мен т‡ль но „о и те о е ти че с ко „о 

‚е ме ни ‚ы пол не ниfl п‡ ‡л лель но „о ‡л „о ит м‡ Фок с‡ 

Р‡з ме 4 по цес со ‡ 9 по цес со о‚

м‡ т иц Tp T*
p Tp T*

p

500 0,4217 0,2190 0,2200 0,1468

1000 3,2970 3,0910 1,5924 2,1565

1500 11,0419 10,8678 5,1920 7,2502

2000 26,0726 24,1421 12,0927 21,4157

2500 50,8049 51,4735 23,3682 41,2159

3000 87,6548 87,0538 40,0923 58,2022



С‡‚ не ние ‚е ме ни ‚ы пол не ниfl экс пе и мен т‡ T*
p и те о е ти че с ко „о

‚е ме ни Tp, ‚ы чис лен но „о ‚ со от ‚ет ст ‚ии с ‚ы ‡ же ни ем (7.13), пе‰ ст‡‚ -

ле но ‚ т‡б ли це 7.4 и н‡ ис. 7.8.

7.5. Ал „о итм Кэн но н‡ ум но же ниfl м‡ т иц 

пи блоч ном ‡з ‰е ле нии ‰‡н ных

Р‡с смо т им еще о‰ин п‡ ‡л лель ный ‡л „о итм м‡ т ич но „о ум но же -

ниfl, ос но ‚‡н ный н‡ блоч ном ‡з би е нии м‡ т иц, – ‡л „о итм Кэн но н‡

(Cannon).

7.5.1. Оп е ‰е ле ние по‰ з‡ ‰‡ч

К‡к и пи ‡с смо т е нии ‡л „о ит м‡ Фок с‡, ‚ к‡ че ст ‚е б‡ зо ‚ой по‰ -

з‡ ‰‡ чи ‚ы бе ем ‚ы чис ле ниfl, с‚fl з‡н ные с оп е ‰е ле ни ем о‰ но „о из бло -

ко‚ е зуль ти у ю щей м‡ т и цы C. К‡к уже от ме ч‡ лось ‡ нее, ‰лfl ‚ы чис ле -

ниfl эле мен то‚ это „о бло к‡ по‰ з‡ ‰‡ ч‡ ‰олж н‡ иметь ‰о ступ к эле мен т‡м

„о и зон т‡ль ной по ло сы м‡ т и цы А и эле мен т‡м ‚е ти к‡ль ной по ло сы

м‡ т и цы В.

7.5.2. Вы ‰е ле ние ин фо м‡ ци он ных з‡ ‚и си мо с тей

От ли чие ‡л „о ит м‡ Кэн но н‡ от ме то ‰‡ Фок с‡ со сто ит ‚ из ме не нии

схе мы н‡ ч‡ль но „о ‡с пе ‰е ле ниfl бло ко‚ пе е мно ж‡ е мых м‡ т иц меж ‰у

по‰ з‡ ‰‡ ч‡ ми ‚ы чис ли тель ной си с те мы. Н‡ ч‡ль ное ‡с по ло же ние бло ко‚

‚ ‡л „о ит ме Кэн но н‡ по‰ би ‡ ет сfl т‡ ким об ‡ зом, что бы бло ки ‚ по‰ з‡ ‰‡ -

ч‡х мо„ ли бы быть пе е мно же ны без к‡ ких-ли бо ‰о пол ни тель ных пе е ‰‡ч

‰‡н ных. Пи этом по ‰об ное ‡с пе ‰е ле ние бло ко‚ мо жет быть о „‡ ни зо -

‚‡ но т‡ ким об ‡ зом, что пе е ме ще ние бло ко‚ меж ‰у по‰ з‡ ‰‡ ч‡ ми ‚ хо ‰е

‚ы чис ле ний мо жет осу ще ст‚ лflть сfl с ис поль зо ‚‡ ни ем бо лее по стых ком -

му ни к‡ ци он ных опе ‡ ций. 

С уче том ‚ы ск‡ з‡н ных з‡ ме ч‡ ний эт‡п ини ци ‡ ли з‡ ции ‡л „о ит м‡

Кэн но н‡ ‚клю ч‡ ет ‚ы пол не ние сле ‰у ю щих опе ‡ ций пе е ‰‡ч ‰‡н ных:

— ‚ к‡ж ‰ую по‰ з‡ ‰‡ чу (i,j) пе е ‰‡ ют сfl бло ки Aij, Bij;

— ‰лfl к‡ж ‰ой сто ки i е шет ки по‰ з‡ ‰‡ч бло ки м‡ т и цы A с‰‚и „‡ -

ют сfl н‡ (i-1) по зи ций ‚ле ‚о;

— ‰лfl к‡ж ‰о „о столб ц‡ j е шет ки по‰ з‡ ‰‡ч бло ки м‡ т и цы B с‰‚и „‡ -

ют сfl н‡ (j-1) по зи ций ‚‚ех.

Вы пол нfl е мые пи пе е ‡с пе ‰е ле нии м‡ т ич ных бло ко‚ по це ‰у ы

пе е ‰‡ чи ‰‡н ных fl‚ лfl ют сfl пи ме ом опе ‡ ции цик ли че с ко „о с‰‚и „‡ – см.

лек цию 3. Длfl по flс не ниfl ис поль зу е мо „о спо со б‡ н‡ ч‡ль но „о ‡с пе ‰е ле -
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ниfl ‰‡н ных н‡ ис. 7.9 по к‡ з‡н пи ме ‡с по ло же ниfl бло ко‚ ‰лfl е шет ки

по‰ з‡ ‰‡ч 3×3.

Рис. 7.9. Пе е ‡с пе ‰е ле ние бло ко‚ ис хо‰ ных м‡ т иц меж ‰у 

по цес со ‡ ми пи ‚ы пол не нии ‡л „о ит м‡ Кэн но н‡

В е зуль т‡ те т‡ ко „о н‡ ч‡ль но „о ‡с пе ‰е ле ниfl ‚ к‡ж ‰ой б‡ зо ‚ой

по‰ з‡ ‰‡ че бу ‰ут ‡с по л‡ „‡ть сfl бло ки, ко то ые мо „ут быть пе е мно же ны

без ‰о пол ни тель ных опе ‡ ций пе е ‰‡ чи ‰‡н ных. Ко ме то „о, по лу че ние

‚сех по сле ‰у ю щих бло ко‚ ‰лfl по‰ з‡ ‰‡ч мо жет быть обес пе че но пи по мо -

щи по стых ком му ни к‡ ци он ных ‰ей ст ‚ий — по сле ‚ы пол не ниfl опе ‡ -

ции блоч но „о ум но же ниfl к‡ж ‰ый блок м‡ т и цы A ‰ол жен быть пе е ‰‡н

пе‰ ше ст ‚у ю щей по‰ з‡ ‰‡ че ‚ле ‚о по сто к‡м е шет ки по‰ з‡ ‰‡ч, ‡ к‡ж -

‰ый блок м‡ т и цы В – пе‰ ше ст ‚у ю щей по‰ з‡ ‰‡ че ‚‚ех по столб ц‡м е -

шет ки. К‡к мож но по к‡ з‡ть, по сле ‰о ‚‡ тель ность т‡ ких цик ли че с ких

с‰‚и „о‚ и ум но же ние по лу ч‡ е мых бло ко‚ ис хо‰ ных м‡ т иц A и B пи ‚е -

‰ет к по лу че нию ‚ б‡ зо ‚ых по‰ з‡ ‰‡ ч‡х со от ‚ет ст ‚у ю щих бло ко‚ е зуль ти -

у ю щей м‡ т и цы C.

7.5.3. М‡с шт‡ би о ‚‡ ние и ‡с пе ‰е ле ние по‰ з‡ ‰‡ч 

по по цес со ‡м

К‡к и ‡ нее ‚ ме то ‰е Фок с‡, ‰лfl ‡л „о ит м‡ Кэн но н‡ ‡з ме бло ко‚

мо жет быть по ‰о б ‡н т‡ ким об ‡ зом, что бы ко ли че ст ‚о б‡ зо ‚ых по‰ з‡ ‰‡ч

со‚ п‡ ‰‡ ло с чис лом име ю щих сfl по цес со о‚. По сколь ку объ емы ‚ы чис -

ле ний ‚ к‡ж ‰ой по‰ з‡ ‰‡ че fl‚ лfl ют сfl ‡‚ ными, это обес пе чи ‚‡ ет пол ную

б‡ л‡н си о‚ ку ‚ы чис ли тель ной н‡ „уз ки меж ‰у по цес со ‡ ми.

Длfl ‡с пе ‰е ле ниfl по‰ з‡ ‰‡ч меж ‰у по цес со ‡ ми мо жет быть пи -

ме нен по‰ хо‰, ис поль зо ‚‡н ный ‚ ‡л „о ит ме Фок с‡, – мно же ст ‚о име ю -
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щих сfl по цес со о‚ пе‰ ст‡‚ лfl ет сfl ‚ ‚и ‰е к‚‡ ‰ ‡т ной е шет ки и ‡з ме ще -

ние б‡ зо ‚ых по‰ з‡ ‰‡ч (i,j) осу ще ст‚ лfl ет сfl н‡ по цес со ‡х Pi,j со от ‚ет ст ‚у -

ю щих уз ло‚ по цес со ной е шет ки. Не об хо ‰и м‡fl стук ту ‡ се ти пе е ‰‡ -

чи ‰‡н ных, к‡к и ‡ нее, мо жет быть обес пе че н‡ н‡ фи зи че с ком уо‚ не пи

то по ло „ии ‚ы чис ли тель ной си с те мы ‚ ‚и ‰е е шет ки или пол но „о „‡ ф‡.

7.5.4. Ан‡ лиз эф фек ти‚ но с ти

Пе е‰ по ‚е ‰е ни ем ‡н‡ ли з‡ эф фек ти‚ но с ти сле ‰у ет от ме тить, что

‡л „о итм Кэн но н‡ от ли ч‡ ет сfl от ме то ‰‡ Фок с‡ толь ко ‚и ‰ом ‚ы пол нfl е -

мых ‚ хо ‰е ‚ы чис ле ний ком му ни к‡ ци он ных опе ‡ ций. К‡к е зуль т‡т, ис -

поль зуfl оцен ки ‚е ме ни ‚ы пол не ниfl ‚ы чис ли тель ных опе ‡ ций, пи ‚е -

‰ен ные ‚ п. 7.4.4, по ‚е ‰ем толь ко ‡н‡ лиз ком му ни к‡ ци он ной слож но с ти

‡л „о ит м‡ Кэн но н‡.

В со от ‚ет ст ‚ии с п‡ ‚и л‡ ми ‡л „о ит м‡ н‡ эт‡ пе ини ци ‡ ли з‡ ции

по из ‚о ‰ит сfl пе е ‡с пе ‰е ле ние бло ко‚ м‡ т иц А и B пи по мо щи цик -

ли че с ко „о с‰‚и „‡ м‡ т ич ных бло ко‚ по сто к‡м и столб ц‡м по цес со -

ной е шет ки. Ту ‰о ем кость ‚ы пол не ниfl т‡ кой опе ‡ ции пе е ‰‡ чи ‰‡н -

ных су ще ст ‚ен ным об ‡ зом з‡ ‚и сит от то по ло „ии се ти. Длfl се ти со стук -

ту ой пол но „о „‡ ф‡ ‚се не об хо ‰и мые пе е сыл ки бло ко‚ мо „ут быть ‚ы -

пол не ны о‰ но ‚е мен но (т.е. ‰ли тель ность опе ‡ ции ок‡ зы ‚‡ ет сfl ‡‚ ной

‚е ме ни пе е ‰‡ чи о‰ но „о м‡ т ич но „о бло к‡ меж ‰у со се‰ ни ми по цес со -

‡ ми). Длfl се ти с то по ло „и ей „и пе ку б‡ опе ‡ циfl цик ли че с ко „о с‰‚и „‡

мо жет по те бо ‚‡ть ‚ы пол не ниfl log2q ите ‡ ций. Длfl се ти с коль це ‚ой

стук ту ой с‚fl зей не об хо ‰и мое ко ли че ст ‚о ите ‡ ций ок‡ зы ‚‡ ет сfl ‡‚ -

ным q-1 – бо лее по ‰об но ме то ‰ы ‚ы пол не ниfl опе ‡ ции цик ли че с ко „о

с‰‚и „‡ ‡с смо т е ны ‚ лек ции 3. Ис поль зу ем ‰лfl по ст о е ниfl оцен ки ком -

му ни к‡ ци он ной слож но с ти эт‡ п‡ ини ци ‡ ли з‡ ции ‚‡ и ‡нт то по ло „ии

пол но „о „‡ ф‡ к‡к бо лее со от ‚ет ст ‚у ю ще „о кл‡ с те ным ‚ы чис ли тель ным

си с те м‡м, ‚е мfl ‚ы пол не ниfl н‡ ч‡ль но „о пе е ‡с пе ‰е ле ниfl бло ко‚ мо -

жет оце ни ‚‡ть сfl к‡к

(7.14)

(‚ы ‡ же ние n2/p оп е ‰е лfl ет ‡з ме пе е сы л‡ е мых бло ко‚, ‡ ко эф фи ци -

ент 2 со от ‚ет ст ‚у ет ‰‚ум ‚ы пол нfl е мым опе ‡ ци flм цик ли че с ко „о с‰‚и „‡).

Оце ним те пеь з‡ т‡ ты н‡ пе е ‰‡ чу ‰‡н ных меж ‰у по цес со ‡ ми

пи ‚ы пол не нии ос но‚ ной ч‡ с ти ‡л „о ит м‡ Кэн но н‡. Н‡ к‡ж ‰ой ите ‡ -

ции ‡л „о ит м‡ по сле ум но же ниfl м‡ т ич ных бло ко‚ по цес со ы пе е ‰‡ -

ют с‚ои бло ки пе ‰ы ‰у щим по цес со ‡м по сто к‡м (‰лfl бло ко‚ м‡ т и -

цы A) и столб ц‡м (‰лfl бло ко‚ м‡ т и цы B) по цес со ной е шет ки. Эти

опе ‡ ции т‡к же мо „ут быть ‚ы пол не ны по цес со ‡ ми п‡ ‡л лель но, и,

тем с‡ мым, ‰ли тель ность т‡ ких ком му ни к‡ ци он ных ‰ей ст ‚ий со ст‡‚ лfl ет:
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. (7.15)

По сколь ку ко ли че ст ‚о ите ‡ ций ‡л „о ит м‡ Кэн но н‡ ‡‚ но q, то с уче -

том оцен ки (7.10) об щее ‚е мfl ‚ы пол не ниfl п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний мо -

жет быть оп е ‰е ле но пи по мо щи сле ‰у ю ще „о со от но ше ниfl:

. (7.16)

(‚ ис поль зу е мых ‚ы ‡ же ни flх п‡ ‡ мет q=√p оп е ‰е лfl ет ‡з ме по цес -

со ной е шет ки).

7.5.5. Ре зуль т‡ ты ‚ы чис ли тель ных экс пе и мен то‚

Вы чис ли тель ные экс пе и мен ты ‰лfl оцен ки эф фек ти‚ но с ти п‡ ‡л -

лель но „о ‡л „о ит м‡ по ‚о ‰и лись пи тех же ус ло ‚и flх, что и ‡ нее ‚ы пол -

нен ные (см. п. 7.3.5). Ре зуль т‡ ты экс пе и мен то‚ ‰лfl слу ч‡ е‚ че ты ех и ‰е -

‚fl ти по цес со о‚ пи ‚е ‰е ны ‚ т‡б ли це 7.5. 

Т‡б ли ц‡ 7.5 Ре зуль т‡ ты ‚ы чис ли тель ных экс пе и мен то‚ 

по ис сле ‰о ‚‡ нию п‡ ‡л лель но „о ‡л „о ит м‡ Кэн но н‡ 

Р‡з ме По сле ‰о ‚‡- П‡ ‡л лель ный ‡л „о итм

м‡тиц тель ный 4 по цес со ‡ 9 по цес со о‚

‡л „о итм Ве мfl Ус ко е ние Ве мfl Ус ко е ние

1000 12,8787 3,0806 4,1805 1,1889 10,8324

1500 43,4731 11,1716 3,8913 4,6310 9,3872

2000 103,0561 24,0502 4,2850 14,4759 7,1191

2500 201,2915 53,1444 3,7876 23,5398 8,5511

3000 347,8434 88,2979 3,9394 36,3688 9,5643

С‡‚ не ние ‚е ме ни ‚ы пол не ниfl экс пе и мен т‡ T*
p и те о е ти че с ко „о

‚е ме ни Tp, ‚ы чис лен но „о ‚ со от ‚ет ст ‚ии с ‚ы ‡ же ни ем (7.16), пе‰ ст‡‚ -

ле но ‚ т‡б ли це 7.6 и н‡ ис. 7.11. 

Т‡б ли ц‡ 7.6. С‡‚ не ние экс пе и мен т‡ль но „о и те о е ти че с ко „о 

‚е ме ни ‚ы пол не ниfl п‡ ‡л лель но „о ‡л „о ит м‡ Кэн но н‡ 

Р‡з ме 4 по цес со ‡ 9 по цес со о‚

м‡ т иц Tp T*
p Tp T*

p

1000 3,4485 3,0806 1,5669 1,1889

1500 11,3821 11,1716 5,1348 4,6310

2000 26,6769 24,0502 11,9912 14,4759

2500 51,7488 53,1444 23,2098 23,5398

3000 89,0138 88,2979 39,8643 36,3688
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Рис. 7.11. Г‡ фик з‡ ‚и си мо с ти экс пе и мен т‡ль но „о и те о е ти че с -

ко „о ‚е ме ни ‚ы пол не ниfl ‡л „о ит м‡ Кэн но н‡ н‡ че ты ех по цес -

со ‡х

7.6. К‡т кий об зо лек ции

В ‰‡н ной лек ции ‡с смо т е ны ти п‡ ‡л лель ных ме то ‰‡ ‰лfl ‚ы пол -

не ниfl опе ‡ ции м‡ т ич но „о ум но же ниfl. Пе ‚ый ‡л „о итм ос но ‚‡н н‡

лен точ ном ‡з ‰е ле нии м‡ т иц меж ‰у по цес со ‡ ми. В лек ции пи ‚е ‰е ны

‰‚‡ ‡з лич ных ‚‡ и ‡н т‡ это „о ‡л „о ит м‡. Пе ‚ый ‚‡ и ‡нт ‡л „о ит м‡ ос -

но ‚‡н н‡ ‡з лич ном ‡з ‰е ле нии пе е мно ж‡ е мых м‡ т иц – пе ‚‡fl м‡ т и -
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Рис. 7.10. З‡ ‚и си мость ус ко е ниfl от ‡з ме ‡ м‡ т иц пи ‚ы пол не -

нии п‡ ‡л лель но „о ‡л „о ит м‡ Кэн но н‡



ц‡ (м‡ т и ц‡ A) ‡з би ‚‡ ет сfl н‡ „о и зон т‡ль ные по ло сы, ‡ ‚то ‡fl м‡ т и ц‡

(м‡ т и ц‡ B) ‰е лит сfl н‡ ‚е ти к‡ль ные по ло сы. Вто ой ‚‡ и ‡нт лен точ но -

„о ‡л „о ит м‡ ис поль зу ет ‡з би е ние обе их м‡ т иц н‡ „о и зон т‡ль ные по -

ло сы. 

Д‡ лее ‚ лек ции ‡с см‡ т и ‚‡ ют сfl ши о ко из ‚е ст ные ‡л „о ит мы

Фок с‡ и Кэн но н‡, ос но ‚‡н ные н‡ блоч ном ‡з ‰е ле нии м‡ т иц. Пи ис -

поль зо ‚‡ нии о‰и н‡ ко ‚ой схе мы ‡з би е ниfl м‡ т иц ‰‡н ные ‡л „о ит мы от -

ли ч‡ ют сfl х‡ ‡к те ом ‚ы пол нfl е мых опе ‡ ций пе е ‰‡ чи ‰‡н ных. Длfl ‡л -

„о ит м‡ Фок с‡ ‚ хо ‰е ‚ы чис ле ний осу ще ст‚ лfl ет сfl ‡с сыл к‡ и цик ли че с -

кий с‰‚и„ бло ко‚ м‡ т иц, ‚ ‡л „о ит ме Кэн но н‡ ‚ы пол нfl ет сfl толь ко опе -

‡ циfl цик ли че с ко „о с‰‚и „‡.

Р‡з ли чие ‚ спо со б‡х ‡з би е ниfl ‰‡н ных пи ‚о ‰ит к ‡з ным то по ло -

„и flм ком му ни к‡ ци он ной се ти, пи ко то ых ‚ы пол не ние п‡ ‡л лель ных

‡л „о ит мо‚ fl‚ лfl ет сfl н‡ и бо лее эф фек ти‚ ным. Т‡к, ‡л „о ит мы, ос но ‚‡н -

ные н‡ лен точ ном ‡з ‰е ле нии ‰‡н ных, ои ен ти о ‚‡ ны н‡ то по ло „ию се -

ти ‚ ‚и ‰е „и пе ку б‡ или пол но „о „‡ ф‡. Длfl е ‡ ли з‡ ции ‡л „о ит мо‚, ос -

но ‚‡н ных н‡ блоч ном ‡з ‰е ле нии ‰‡н ных, не об хо ‰и мо н‡ ли чие то по ло -

„ии е шет ки.

Н‡ ис. 7.12 н‡ об щем „‡ фи ке пе‰ ст‡‚ ле ны по к‡ з‡ те ли ус ко е ниfl,

по лу чен ные ‚ е зуль т‡ те ‚ы пол не ниfl ‚ы чис ли тель ных экс пе и мен то‚

‰лfl ‚сех ‡с смо т ен ных ‡л „о ит мо‚. Вы пол нен ные ‡с че ты по к‡ зы ‚‡ ют,

что пи боль шем ко ли че ст ‚е по цес со о‚ бо лее эф фек ти‚ ны ми ст‡ но -

‚flт сfl блоч ные ‡л „о ит мы ум но же ниfl м‡ т иц.

Рис. 7.12. Ус ко е ние тех п‡ ‡л лель ных ‡л „о ит мо‚ пи ум но же -

нии м‡ т иц с ис поль зо ‚‡ ни ем четыех по цес со о‚
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7.7. Об зо ли те ‡ ту ы

З‡ ‰‡ ч‡ ум но же ниfl м‡ т иц ши о ко ‡с см‡ т и ‚‡ ет сfl ‚ ли те ‡ ту е. В

к‡ че ст ‚е ‰о пол ни тель но „о учеб но „о м‡ те и ‡ л‡ мо „ут быть е ко мен ‰о ‚‡ -

ны ‡ бо ты [2, 51, 63]. Ши о кое об суж ‰е ние ‚о по со‚ п‡ ‡л лель но „о ‚ы -

пол не ниfl м‡ т ич ных ‚ы чис ле ний пи ‚о ‰ит сfl ‚ ‡ бо те [30].

Пи ‡с смо т е нии ‚о по со‚ по „‡мм ной е ‡ ли з‡ ции п‡ ‡л лель -

ных ме то ‰о‚ мо жет быть е ко мен ‰о ‚‡ н‡ ‡ бо т‡ [23]. В ней ‡с см‡ т и ‚‡ -

ет сfl хо о шо из ‚е ст н‡fl и ши о ко ис поль зу е м‡fl ‚ п‡к ти ке п‡ ‡л лель ных

‚ы чис ле ний по „‡мм н‡fl биб ли о те к‡ чис лен ных ме то ‰о‚ ScaLAPACK.

7.8. Кон толь ные ‚о по сы

1. В чем со сто ит по ст‡ но‚ к‡ з‡ ‰‡ чи ум но же ниfl м‡ т иц? 

2. Пи ‚е ‰и те пи ме ы з‡ ‰‡ч, ‚ ко то ых ис поль зу ет сfl опе ‡ циfl ум -

но же ниfl м‡ т иц.

3. Пи ‚е ‰и те пи ме ы ‡з лич ных по сле ‰о ‚‡ тель ных ‡л „о ит мо‚ ‚ы -

пол не ниfl опе ‡ ции ум но же ниfl м‡ т иц. От ли ч‡ ет сfl ли их ‚ы чис -

ли тель н‡fl ту ‰о ем кость?

4. К‡ кие спо со бы ‡з ‰е ле ниfl ‰‡н ных ис поль зу ют сfl пи ‡з ‡ бот ке

п‡ ‡л лель ных ‡л „о ит мо‚ м‡ т ич но „о ум но же ниfl?

5. Пе‰ ст‡‚ь те об щие схе мы ‡с смо т ен ных п‡ ‡л лель ных ‡л „о ит -

мо‚ ум но же ниfl м‡ т иц.

6. По ‚е ‰и те ‡н‡ лиз и по лу чи те по к‡ з‡ те ли эф фек ти‚ но с ти лен точ -

но „о ‡л „о ит м‡ пи „о и зон т‡ль ном ‡з би е нии пе е мно ж‡ е мых

м‡ т иц.

7. К‡ кие ин фо м‡ ци он ные ‚з‡ и мо ‰ей ст ‚иfl ‚ы пол нfl ют сfl ‰лfl ‡л „о -

ит мо‚ пи лен точ ной схе ме ‡з ‰е ле ниfl ‰‡н ных? 

8. К‡ кие ин фо м‡ ци он ные ‚з‡ и мо ‰ей ст ‚иfl ‚ы пол нfl ют сfl ‰лfl блоч -

ных ‡л „о ит мо‚ ум но же ниfl м‡ т иц?

9. К‡ к‡fl то по ло „иfl ком му ни к‡ ци он ной се ти fl‚ лfl ет сfl це ле со об ‡з -

ной ‰лfl к‡ж ‰о „о из ‡с смо т ен ных ‡л „о ит мо‚?

10. К‡ кой из ‡с смо т ен ных ‡л „о ит мо‚ х‡ ‡к те и зу ет сfl н‡ и мень ши -

ми и н‡ и боль ши ми те бо ‚‡ ни fl ми к объ е му не об хо ‰и мой п‡ мfl ти?

11. К‡ кой из ‡с смо т ен ных ‡л „о ит мо‚ об л‡ ‰‡ ет н‡ и луч ши ми по -

к‡ з‡ те лfl ми ус ко е ниfl и эф фек ти‚ но с ти?

12. Оце ни те ‚оз мож ность ‚ы пол не ниfl м‡ т ич но „о ум но же ниfl к‡к

по сле ‰о ‚‡ тель но с ти опе ‡ ций ум но же ниfl м‡ т и цы н‡ ‚ек то.

13. Д‡й те об щую х‡ ‡к те и с ти ку по „‡мм ной е ‡ ли з‡ ции ‡л „о ит -

м‡ Фок с‡. В чем мо „ут со сто flть ‡з ли чиfl ‚ по „‡мм ной е ‡ ли -

з‡ ции ‰у „их ‡с смо т ен ных ‡л „о ит мо‚?
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14. К‡ кие функ ции биб ли о те ки MPI ок‡ з‡ лись не об хо ‰и мы ми пи

по „‡мм ной е ‡ ли з‡ ции ‡л „о ит мо‚?

7.9. З‡ ‰‡ чи и уп ‡ж не ниfl

1. Вы пол ни те е ‡ ли з‡ цию ‰‚ух лен точ ных ‡л „о ит мо‚ ум но же ниfl

м‡ т иц. С‡‚ ни те ‚е мfl ‚ы пол не ниfl этих ‡л „о ит мо‚. 

2. Вы пол ни те е ‡ ли з‡ цию ‡л „о ит м‡ Кэн но н‡. По ст ой те те о е ти -

че с кие оцен ки ‚е ме ни ‡ бо ты это „о ‡л „о ит м‡ с уче том п‡ ‡ ме т -

о‚ ис поль зу е мой ‚ы чис ли тель ной си с те мы. По ‚е ‰и те ‚ы чис ли -

тель ные экс пе и мен ты. С‡‚ ни те е зуль т‡ ты е ‡ль ных экс пе и -

мен то‚ с ‡ нее по лу чен ны ми те о е ти че с ки ми оцен к‡ ми. 

3. Вы пол ни те е ‡ ли з‡ цию блоч ных ‡л „о ит мо‚ ум но же ниfl м‡ т иц,

ко то ые мо„ ли бы быть ‚ы пол не ны ‰лfl пfl мо у„оль ных по цес -

со ных е ше ток об ще „о ‚и ‰‡.

4. Вы пол ни те е ‡ ли з‡ цию м‡ т ич но „о ум но же ниfl с ис поль зо ‚‡ ни ем

‡ нее ‡з ‡ бо т‡н ных по „‡мм ум но же ниfl м‡ т и цы н‡ ‚ек то.
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Лек циfl 8. Ре ше ние си с тем ли ней ных у‡‚ не ний

В лек ции ‡с см‡ т и ‚‡ ет сfl з‡ ‰‡ ч‡ е ше ниfl си с тем ли ней ных у‡‚ не ний.

Пи ‚о ‰flт сfl не об хо ‰и мые оп е ‰е ле ниfl и по ст‡ но‚ к‡ з‡ ‰‡ чи. Опи сы ‚‡ ет сfl

по сле ‰о ‚‡ тель ный и п‡ ‡л лель ный ‚‡ и ‡нты о‰ но „о из пfl мых ме то ‰о‚ е -

ше ниfl ли ней ных си с тем об ще „о ‚и ‰‡ – ме то ‰‡ Г‡ ус с‡. Д‡ лее ‰‡ ет сfl опи с‡ -

ние по сле ‰о ‚‡ тель но „о и п‡ ‡л лель но „о ‡л „о ит мо‚, е ‡ ли зу ю щих ите ‡ ци -

он ный ме то‰ со пfl жен ных „‡ ‰и ен то‚.

Клю че ‚ые сло ‚‡: ли ней ное у‡‚ не ние, си с те м‡ ли ней ных у‡‚ не ний,

е ше ние си с те мы ли ней ных у‡‚ не ний, пfl мые и ите ‡ ци он ные

ме то ‰ы е ше ниfl си с тем ли ней ных у‡‚ не ний, ‰е ком по зи циfl ‚ы -

чис ле ний, б‡ л‡н си о‚ к‡ ‚ы чис ле ний, лен точ н‡fl цик ли че с к‡fl схе м‡

‡з ‰е ле ниfl ‰‡н ных, ин фо м‡ ци он н‡fl з‡ ‚и си мость и м‡с шт‡ би о ‚‡ -

ние ‚ы чис ле ний, ‡л „о итм Г‡ ус с‡, ме то‰ со пfl жен ных „‡ ‰и ен то‚,

‚ы чис ли тель н‡fl и ком му ни к‡ ци он н‡fl слож ность ‡л „о ит м‡, ус ко -

е ние ‚ы чис ле ний, по „‡мм н‡fl е ‡ ли з‡ циfl, опе ‡ ции пе е ‰‡ чи

‰‡н ных, MPI, ‚ы чис ли тель ный экс пе и мент.

Си с те мы ли ней ных  у‡‚ не ний ‚оз ни к‡ ют пи е ше нии fl ‰‡ пи -

кл‡‰ ных з‡ ‰‡ч, опи сы ‚‡ е мых ‰иф фе ен ци ‡ль ны ми, ин те „ ‡ль ны ми или

си с те м‡ ми не ли ней ных (т‡нс цен ‰ент ных) у‡‚ не ний. Они мо „ут по fl‚ -

лflть сfl т‡к же ‚ з‡ ‰‡ ч‡х м‡ те м‡ ти че с ко „о по „‡м ми о ‚‡ ниfl, ст‡ ти с ти че с -

кой об ‡ бот ки ‰‡н ных, ‡п пок си м‡ ции функ ций, пи ‰ис ке ти з‡ ции

к‡ е ‚ых ‰иф фе ен ци ‡ль ных з‡ ‰‡ч ме то ‰ом ко неч ных ‡з но стей или ме -

то ‰ом ко неч ных эле мен то‚ и ‰.

М‡ т и цы ко эф фи ци ен то‚ си с тем ли ней ных у‡‚ не ний мо „ут иметь

‡з лич ные стук ту у и с‚ой ст ‚‡. М‡ т и цы е ш‡ е мых си с тем мо „ут быть

плот ны ми, и их по fl ‰ок мо жет ‰о сти „‡ть не сколь ко ты сflч сток и столб -

цо‚. Пи е ше нии мно „их з‡ ‰‡ч мо „ут по fl‚ лflть сfl си с те мы, об л‡ ‰‡ ю щие

сим ме т ич ны ми по ло жи тель но оп е ‰е лен ны ми лен точ ны ми м‡ т и ц‡ ми

с по fl‰ ком ‚ ‰е сflт ки ты сflч и ши и ной лен ты ‚ не сколь ко ты сflч эле мен -

то‚. И, н‡ ко нец, пи ‡с смо т е нии боль шо „о fl ‰‡ з‡ ‰‡ч мо „ут ‚оз ни к‡ть

си с те мы ли ней ных у‡‚ не ний с ‡з е жен ны ми м‡ т и ц‡ ми с по fl‰ ком ‚

мил ли о ны сток и столб цо‚.

8.1. По ст‡ но‚ к‡ з‡ ‰‡ чи

Ли ней ное у‡‚ не ние с n не из ‚е ст ны ми x0, x1, …, xn-1 мо жет быть оп е -

‰е ле но пи по мо щи ‚ы ‡ же ниfl

(8.1)
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„‰е ‚е ли чи ны a0, a1, …, an-1 и b пе‰ ст‡‚ лfl ют со бой по сто flн ные зн‡ че ниfl.

Мно же ст ‚о из n ли ней ных у‡‚ не ний 

(8.2)

н‡ зы ‚‡ ет сfl си с те мой ли ней ных у‡‚ не ний или ли ней ной си с те мой. В бо лее

к‡т ком (м‡ т ич ном) ‚и ‰е си с те м‡ мо жет пе‰ ст‡‚ ле н‡ к‡к 

,

„‰е A=(ai,j) есть ‚е ще ст ‚ен н‡fl м‡ т и ц‡ ‡з ме ‡ n×n, ‡ ‚ек то ы b и x со сто -

flт из n эле мен то‚.

По‰ з‡ ‰‡ чей е ше ниfl си с те мы ли ней ных у‡‚ не ний ‰лfl з‡ ‰‡н ных м‡ т -

и цы А и ‚ек то ‡ b обыч но по ни м‡ ет сfl н‡ хож ‰е ние зн‡ че ниfl ‚ек то ‡ не -

из ‚е ст ных x, пи ко то ом ‚ы пол нfl ют сfl ‚се у‡‚ не ниfl си с те мы.

8.2. Ал „о итм Г‡ ус с‡

Ме то‰ Г‡ ус с‡ – ши о ко из ‚е ст ный пfl мой ‡л „о ит м е ше ниfl си с тем

ли ней ных у‡‚ не ний, ‰лfl ко то ых м‡ т и цы ко эф фи ци ен то‚ fl‚ лfl ют сfl

плот ны ми. Ес ли си с те м‡ ли ней ных у‡‚ не ний не ‚ы ож ‰ен н‡, то ме то‰ Г‡ -

ус с‡ „‡ ‡н ти у ет н‡ хож ‰е ние е ше ниfl с по „еш но с тью, оп е ‰е лfl е мой

точ но с тью м‡ шин ных ‚ы чис ле ний. Ос но‚ н‡fl и‰еfl ме то ‰‡ со сто ит ‚ пи -

‚е ‰е нии м‡ т и цы А по се‰ ст ‚ом эк ‚и ‚‡ лент ных пе об ‡ зо ‚‡ ний (не ме -

нfl ю щих е ше ние си с те мы (8.2)) к те у „оль но му ‚и ‰у, по сле че „о зн‡ че -

ниfl ис ко мых не из ‚е ст ных мо„ут быть по лу че ны не по се‰ ст ‚ен но ‚ fl‚ ном

‚и ‰е.

В по‰ ‡з ‰е ле ‰‡ ет сfl об щ‡fl х‡ ‡к те и с ти к‡ ме то ‰‡ Г‡ ус с‡, ‰о ст‡ точ -

н‡fl ‰лfl н‡ ч‡ль но „о по ни м‡ ниfl ‡л „о ит м‡ и поз ‚о лfl ю щ‡fl ‡с смо т еть

‚оз мож ные спо со бы п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний пи е ше нии си с тем ли -

ней ных у‡‚ не ний. Бо лее пол ное из ло же ние ‡л „о ит м‡ со сто „им об -

суж ‰е ни ем ‚о по со‚ точ но с ти по лу ч‡ е мых е ше ний мо жет быть по лу че -

но, н‡ пи ме, ‚ ‡ бо т‡х [6, 22, 47] и ‰.

8.2.1. По сле ‰о ‚‡ тель ный ‡л „о итм

Ме то‰ Г‡ ус с‡ ос но ‚ы ‚‡ ет сfl н‡ ‚оз мож но с ти ‚ы пол не ниfl пе об ‡ зо -

‚‡ ний ли ней ных у‡‚ не ний, ко то ые не ме нfl ют пи этом е ше ниfl ‡с -
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см‡ т и ‚‡ е мой си с те мы (т‡ кие пе об ‡ зо ‚‡ ниfl но сflт н‡ и ме но ‚‡ ние эк ‚и -

‚‡ лент ных). К чис лу т‡ ких пе об ‡ зо ‚‡ ний от но сflт сfl:

• ум но же ние лю бо „о из у‡‚ не ний н‡ не ну ле ‚ую кон ст‡н ту;

• пе е ст‡ но‚ к‡ у‡‚ не ний;

• пи б‡‚ ле ние к у‡‚ не нию лю бо „о ‰у „о „о у‡‚ не ниfl си с те мы.

Ме то‰ Г‡ ус с‡ ‚клю ч‡ ет по сле ‰о ‚‡ тель ное ‚ы пол не ние ‰‚ух эт‡ по‚.

Н‡ пе ‚ом эт‡ пе – пfl мой хо‰ ме то ‰‡ Г‡ ус с‡ – ис хо‰ н‡fl си с те м‡ ли ней -

ный у‡‚ не ний пи по мо щи по сле ‰о ‚‡ тель но „о ис клю че ниfl не из ‚е ст ных

пи ‚о ‰ит сfl к ‚ех не му те у „оль но му ‚и ‰у

Ux=c, 

„‰е м‡ т и ц‡ ко эф фи ци ен то‚ по лу ч‡ е мой си с те мы име ет ‚и‰

.

Н‡ об ‡т ном хо ‰е ме то ‰‡ Г‡ ус с‡ (‚то ой эт‡п ‡л „о ит м‡) осу ще ст‚ лfl -

ет сfl оп е ‰е ле ние зн‡ че ний не из ‚е ст ных. Из по сле‰ не „о у‡‚ не ниfl пе -

об ‡ зо ‚‡н ной си с те мы мо жет быть ‚ы чис ле но зн‡ че ние пе е мен ной xn-1,

по сле это „о из пе‰ по сле‰ не „о у‡‚ не ниfl ст‡ но ‚ит сfl ‚оз мож ным оп е ‰е -

ле ние пе е мен ной xn-2 и т.‰.

8.2.1.1. Пfl мой хо‰ ‡л „о ит м‡ Г‡ ус с‡

Пfl мой хо‰ ме то ‰‡ Г‡ ус с‡ со сто ит ‚ по сле ‰о ‚‡ тель ном ис клю че нии

не из ‚е ст ных ‚ у‡‚ не ни flх е ш‡ е мой си с те мы ли ней ных у‡‚ не ний. Н‡

ите ‡ ции i, 0≤ i<n-1, ме то ‰‡ по из ‚о ‰ит сfl ис клю че ние не из ‚е ст ной i ‰лfl

‚сех у‡‚ не ний с но ме ‡ ми k, боль ши ми i (т.е. i< k≤n-1). Длfl это „о из этих

у‡‚ не ний осу ще ст‚ лfl ет сfl ‚ы чи т‡ ние сто ки i, ум но жен ной н‡ кон ст‡н -

ту (aki/aii), с тем что бы е зуль ти у ю щий ко эф фи ци ент пи не из ‚е ст ной xi

‚ сто к‡х ок‡ з‡л сfl ну ле ‚ым – ‚се не об хо ‰и мые ‚ы чис ле ниfl мо „ут быть

оп е ‰е ле ны пи по мо щи со от но ше ний:

(сле ‰у ет от ме тить, что ‡н‡ ло „ич ные ‚ы чис ле ниfl ‚ы пол нfl ют сfl и н‡‰ ‚ек -

то ом b).

По flс ним ‚ы пол не ние пfl мо „о хо ‰‡ ме то ‰‡ Г‡ ус с‡ н‡ пи ме е си с те -

мы ли ней ных у‡‚ не ний ‚и ‰‡:
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Н‡ пе ‚ой ите ‡ ции по из ‚о ‰ит сfl ис клю че ние не из ‚е ст ной x0 из

‚то ой и те ть ей сто ки. Длfl это „о из этих сток нуж но ‚ы честь пе ‚ую

сто ку, ум но жен ную со от ‚ет ст ‚ен но н‡ 2 и 1. По сле этих пе об ‡ зо ‚‡ ний

си с те м‡ у‡‚ не ний пи ни м‡ ет ‚и‰:

В е зуль т‡ те ос т‡ ет сfl ‚ы пол нить по сле‰ нюю ите ‡ цию и ис клю чить

не из ‚е ст ную x1 из те ть е „о у‡‚ не ниfl. Длfl это „о не об хо ‰и мо ‚ы честь ‚то -

ую сто ку, и ‚ окон ч‡ тель ной фо ме си с те м‡ име ет сле ‰у ю щий ‚и‰:

Н‡ ис. 8.1 пе‰ ст‡‚ ле н‡ об щ‡fl схе м‡ со сто fl ниfl ‰‡н ных н‡ i-й ите -

‡ ции пfl мо „о хо ‰‡ ‡л „о ит м‡ Г‡ ус с‡. Все ко эф фи ци ен ты пи не из ‚е ст -

ных, ‡с по ло жен ные ни же „л‡‚ ной ‰и ‡ „о н‡ ли и ле ‚ее столб ц‡ i, уже fl‚ лfl -

ют сfl ну ле ‚ы ми. Н‡ i-й ите ‡ ции пfl мо „о хо ‰‡ ме то ‰‡ Г‡ ус с‡ осу ще ст‚ лfl -

ет сfl об ну ле ние ко эф фи ци ен то‚ столб ц‡ i, ‡с по ло жен ных ни же „л‡‚ ной

‰и ‡ „о н‡ ли, пу тем ‚ы чи т‡ ниfl сто ки i, ум но жен ной н‡ нуж ную не ну ле ‚ую

кон ст‡н ту. По сле по ‚е ‰е ниfl (n-1) по ‰об ной ите ‡ ции м‡ т и ц‡, оп е ‰е -

лfl ю щ‡fl си с те му ли ней ных у‡‚ не ний, ст‡ но ‚ит сfl пи ‚е ‰ен ной к ‚ех не -

му те у „оль но му ‚и ‰у.

Рис. 8.1. Ите ‡ циfl пfl мо „о хо ‰‡ ‡л „о ит м‡ Г‡ ус с‡
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Пи ‚ы пол не нии пfl мо „о хо ‰‡ ме то ‰‡ Г‡ ус с‡ сто к‡, ко то ‡fl ис -

поль зу ет сfl ‰лfl ис клю че ниfl не из ‚е ст ных, но сит н‡ и ме но ‚‡ ние ‚е ‰у щей, ‡

‰и ‡ „о н‡ль ный эле мент ‚е ‰у щей сто ки н‡ зы ‚‡ ет сfl ‚е ‰у щим эле мен том.

К‡к мож но з‡ ме тить, ‚ы пол не ние ‚ы чис ле ний fl‚ лfl ет сfl ‚оз мож ным

толь ко, ес ли ‚е ‰у щий эле мент име ет не ну ле ‚ое зн‡ че ние. Бо лее то „о, ес -

ли ‚е ‰у щий эле мент ai,i име ет м‡ лое зн‡ че ние, то ‰е ле ние и ум но же ние

сток н‡ этот эле мент мо жет пи ‚о ‰ить к н‡ коп ле нию ‚ы чис ли тель ной

по „еш но с ти и ‚ы чис ли тель ной не ус той чи ‚о с ти ‡л „о ит м‡. 

Воз мож ный спо соб из бе ж‡ть по ‰об ной по бле мы мо жет со сто flть ‚

сле ‰у ю щем: пи ‚ы пол не нии к‡ж ‰ой оче е‰ ной ите ‡ ции пfl мо „о хо ‰‡

ме то ‰‡ Г‡ ус с‡ сле ‰у ет оп е ‰е лить ко эф фи ци ент с м‡к си м‡ль ным зн‡ че -

ни ем по ‡б со лют ной ‚е ли чи не ‚ столб це, со от ‚ет ст ‚у ю щем ис клю ч‡ е мой

не из ‚е ст ной, т.е. 

и ‚ы б‡ть ‚ к‡ че ст ‚е ‚е ‰у щей сто ку, ‚ ко то ой этот ко эф фи ци ент ‡с по -

л‡ „‡ ет сfl (‰‡н н‡fl схе м‡ ‚ы бо ‡ ‚е ‰у ще „о зн‡ че ниfl но сит н‡ и ме но ‚‡ ние

ме то ‰‡ „л‡‚ ных эле мен то‚).

Вы чис ли тель н‡fl слож ность пfl мо „о хо ‰‡ ‡л „о ит м‡ Г‡ ус с‡ с ‚ы бо -

ом ‚е ‰у щей сто ки име ет по fl ‰ок O(n3).

8.2.1.2. Об ‡т ный хо‰ ‡л „о ит м‡ Г‡ ус с‡

По сле пи ‚е ‰е ниfl м‡ т и цы ко эф фи ци ен то‚ к ‚ех не му те у „оль но -

му ‚и ‰у ст‡ но ‚ит сfl ‚оз мож ным оп е ‰е ле ние зн‡ че ний не из ‚е ст ных. Из

по сле‰ не „о у‡‚ не ниfl пе об ‡ зо ‚‡н ной си с те мы мо жет быть ‚ы чис ле но

зн‡ че ние пе е мен ной xn-1, по сле это „о из пе‰ по сле‰ не „о у‡‚ не ниfl ст‡ -

но ‚ит сfl ‚оз мож ным оп е ‰е ле ние пе е мен ной xn-2 и т.‰. В об щем ‚и ‰е ‚ы -

пол нfl е мые ‚ы чис ле ниfl пи об ‡т ном хо ‰е ме то ‰‡ Г‡ ус с‡ мо „ут быть

пе‰ ст‡‚ ле ны пи по мо щи со от но ше ний:

По flс ним, к‡к и ‡ нее, ‚ы пол не ние об ‡т но „о хо ‰‡ ме то ‰‡ Г‡ ус с‡ н‡

пи ме е ‡с смо т ен ной ‚ п. 8.2.1.1 си с те мы ли ней ных у‡‚ не ний
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Из по сле‰ не „о у‡‚ не ниfl си с те мы мож но оп е ‰е лить, что не из ‚е ст -

н‡fl x2 име ет зн‡ че ние 3. В е зуль т‡ те ст‡ но ‚ит сfl ‚оз мож ным ‡з е ше ние

‚то о „о у‡‚ не ниfl и оп е ‰е ле ние зн‡ че ние не из ‚е ст ной x1=13, т.е. 

Н‡ по сле‰ ней ите ‡ ции об ‡т но „о хо ‰‡ ме то ‰‡ Г‡ ус с‡ оп е ‰е лfl ет сfl

зн‡ че ние не из ‚е ст ной x0, ‡‚ ное -44.

С уче том по сле ‰у ю ще „о п‡ ‡л лель но „о ‚ы пол не ниfl мож но от ме -

тить, что ‚ы чис ле ние по лу ч‡ е мых зн‡ че ний не из ‚е ст ных мо жет ‚ы пол -

нflть сfl с‡ зу ‚о ‚сех у‡‚ не ни flх си с те мы (и эти ‰ей ст ‚иfl мо „ут ‚ы пол -

нflть сfl ‚ у‡‚ не ни flх о‰ но ‚е мен но и не з‡ ‚и си мо ‰у„ от ‰у „‡). Т‡к, ‚

‡с см‡ т и ‚‡ е мом пи ме е по сле оп е ‰е ле ниfl зн‡ че ниfl не из ‚е ст ной x2

си с те м‡ у‡‚ не ний мо жет быть пи ‚е ‰е н‡ к ‚и ‰у

Вы чис ли тель н‡fl слож ность об ‡т но „о хо ‰‡ ‡л „о ит м‡ Г‡ ус с‡ со ст‡‚ -

лfl ет O(n2).

8.2.2. Оп е ‰е ле ние по‰ з‡ ‰‡ч

Пи ‚ни м‡ тель ном ‡с смо т е нии ме то ‰‡ Г‡ ус с‡ мож но з‡ ме тить,

что ‚се ‚ы чис ле ниfl с‚о ‰flт сfl к о‰ но тип ным ‚ы чис ли тель ным опе ‡ ци -

flм н‡‰ сто к‡ ми м‡ т и цы ко эф фи ци ен то‚ си с те мы ли ней ных у‡‚ не -

ний. К‡к е зуль т‡т, ‚ ос но ‚у п‡ ‡л лель ной е ‡ ли з‡ ции ‡л „о ит м‡ Г‡ ус с‡

мо жет быть по ло жен пин цип ‡с п‡ ‡л ле ли ‚‡ ниfl по ‰‡н ным. В к‡ че ст -

‚е б‡ зо ‚ой по‰ з‡ ‰‡ чи мож но пи нflть то„ ‰‡ ‚се ‚ы чис ле ниfl, с‚fl з‡н ные с

об ‡ бот кой о‰ ной сто ки м‡ т и цы A и со от ‚ет ст ‚у ю ще „о эле мен т‡ ‚ек -

то ‡ b.

8.2.3. Вы ‰е ле ние ин фо м‡ ци он ных з‡ ‚и си мо с тей

Р‡с смо т им об щую схе му п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний и ‚оз ни к‡ ю щие

пи этом ин фо м‡ ци он ные з‡ ‚и си мо с ти меж ‰у б‡ зо ‚ы ми по‰ з‡ ‰‡ ч‡ ми.

Длfl ‚ы пол не ниfl пfl мо „о хо ‰‡ ме то ‰‡ Г‡ ус с‡ не об хо ‰и мо осу ще ст -

‚ить (n-1) ите ‡ цию по ис клю че нию не из ‚е ст ных ‰лfl пе об ‡ зо ‚‡ ниfl

м‡ т и цы ко эф фи ци ен то‚ A к ‚ех не му те у „оль но му ‚и ‰у. 

241

Лекциfl 8 Решение систем линейных у‡‚нений



Вы пол не ние ите ‡ ции i, 0≤ i<n-1, пfl мо „о хо ‰‡ ме то ‰‡ Г‡ ус с‡ ‚клю -

ч‡ ет fl‰ по сле ‰о ‚‡ тель ных ‰ей ст ‚ий. Пеж ‰е ‚се „о, ‚ с‡ мом н‡ ч‡ ле ите -

‡ ции не об хо ‰и мо ‚ы б‡ть ‚е ‰у щую сто ку, ко то ‡fl пи ис поль зо ‚‡ нии

ме то ‰‡ „л‡‚ ных эле мен то‚ оп е ‰е лfl ет сfl по ис ком сто ки с н‡ и боль шим

по ‡б со лют ной ‚е ли чи не зн‡ че ни ем се ‰и эле мен то‚ столб ц‡ i, со от ‚ет -

ст ‚у ю ще „о ис клю ч‡ е мой пе е мен ной xi. По сколь ку сто ки м‡ т и цы A

‡с пе ‰е ле ны по по‰ з‡ ‰‡ ч‡м, ‰лfl по ис к‡ м‡к си м‡ль но „о зн‡ че ниfl по‰ з‡ -

‰‡ чи с но ме ‡ ми k, k>i, ‰олж ны об ме нflть сfl с‚о и ми эле мен т‡ ми пи ис -

клю ч‡ е мой пе е мен ной xi. По сле сбо ‡ ‚сех не об хо ‰и мых ‰‡н ных ‚ к‡ж -

‰ой по‰ з‡ ‰‡ че мо жет быть оп е ‰е ле но, к‡ к‡fl из по‰ з‡ ‰‡ч со ‰е жит ‚е ‰у -

щую сто ку и к‡ кое зн‡ че ние fl‚ лfl ет сfl ‚е ‰у щим эле мен том.

Д‡ лее ‰лfl по ‰ол же ниfl ‚ы чис ле ний ‚е ‰у щ‡fl по‰ з‡ ‰‡ ч‡ ‰олж н‡ ‡ -

зо сл‡ть с‚ою сто ку м‡ т и цы A и со от ‚ет ст ‚у ю щий эле мент ‚ек то ‡ b

‚сем ос т‡ль ным по‰ з‡ ‰‡ ч‡м с но ме ‡ ми k, k>i. По лу чи‚ ‚е ‰у щую сто ку,

по‰ з‡ ‰‡ чи ‚ы пол нfl ют ‚ы чи т‡ ние сток, обес пе чи ‚‡fl тем с‡ мым ис клю -

че ние со от ‚ет ст ‚у ю щей не из ‚е ст ной xi.

Пи ‚ы пол не нии об ‡т но „о хо ‰‡ ме то ‰‡ Г‡ ус с‡ по‰ з‡ ‰‡ чи ‚ы пол нfl ют

не об хо ‰и мые ‚ы чис ле ниfl ‰лfl н‡ хож ‰е ниfl зн‡ че ниfl не из ‚е ст ных. К‡к

толь ко к‡ к‡fl-ли бо по‰ з‡ ‰‡ ч‡ i, 0≤i<n-1, оп е ‰е лfl ет зн‡ че ние с‚о ей пе е -

мен ной xi, это зн‡ че ние ‰олж но быть ‡ зо сл‡ но ‚сем по‰ з‡ ‰‡ ч‡м с но ме -

‡ ми k, k<i. Д‡ лее по‰ з‡ ‰‡ чи по‰ ст‡‚ лfl ют по лу чен ное зн‡ че ние но ‚ой не -

из ‚е ст ной и ‚ы пол нfl ют ко ек ти о‚ ку зн‡ че ний ‰лfl эле мен то‚ ‚ек то ‡ b. 

8.2.4. М‡с шт‡ би о ‚‡ ние и ‡с пе ‰е ле ние по‰ з‡ ‰‡ч 

по по цес со ‡м

Вы ‰е лен ные б‡ зо ‚ые по‰ з‡ ‰‡ чи х‡ ‡к те и зу ют сfl о‰и н‡ ко ‚ой ‚ы -

чис ли тель ной ту ‰о ем ко с тью и сб‡ л‡н си о ‚‡н ным объ е мом пе е ‰‡ ‚‡ е -

мых ‰‡н ных. В слу ч‡е ко„ ‰‡ ‡з ме м‡ т и цы, опи сы ‚‡ ю щей си с те му ли -

ней ных у‡‚ не ний, ок‡ зы ‚‡ ет сfl боль шим, чем чис ло ‰о ступ ных по цес -

со о‚ (т.е. p<n), б‡ зо ‚ые по‰ з‡ ‰‡ чи мож но ук уп нить, объ е ‰и ни‚ ‚ ‡м к‡х

о‰ ной по‰ з‡ ‰‡ чи не сколь ко сток м‡ т и цы. О‰ н‡ ко пи ме не ние ис поль -

зо ‚‡н ной ‚ лек ци flх 6 и 7 по сле ‰о ‚‡ тель ной схе мы ‡з ‰е ле ниfl ‰‡н ных ‰лfl

п‡ ‡л лель но „о е ше ниfl си с тем ли ней ных у‡‚ не ний пи ‚е ‰ет к не ‡‚ но -

ме ной ‚ы чис ли тель ной н‡ „уз ке по цес со о‚: по ме е ис клю че ниfl (н‡

пfl мом хо ‰е) или оп е ‰е ле ниfl (н‡ об ‡т ном хо ‰е) не из ‚е ст ных ‚ ме то ‰е

Г‡ ус с‡ ‰лfl ‚се боль шей ч‡ с ти по цес со о‚ ‚се не об хо ‰и мые ‚ы чис ле ниfl

бу ‰ут з‡ ‚е ше ны и по цес со ы ок‡ жут сfl по ст‡ и ‚‡ ю щи ми. Воз мож ное

е ше ние по бле мы б‡ л‡н си о‚ ки ‚ы чис ле ний мо жет со сто flть ‚ ис поль -

зо ‚‡ нии лен точ ной цик ли че с кой схе мы (см. лек цию 6) ‰лfl ‡с пе ‰е ле ниfl

‰‡н ных меж ‰у ук уп нен ны ми по‰ з‡ ‰‡ ч‡ ми. В этом слу ч‡е м‡ т и ц‡ A ‰е -

лит сfl н‡ н‡ бо ы (по ло сы) сток ‚и ‰‡ (см. ис. 8.2):
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Рис. 8.2. Пи ме ис поль зо ‚‡ ниfl лен точ ной цик ли че с кой схе мы

‡з ‰е ле ниfl сток м‡ т и цы меж ‰у те мfl по цес со ‡ ми

Со по с т‡ ‚и‚ схе му ‡з ‰е ле ниfl ‰‡н ных и по fl ‰ок ‚ы пол не ниfl ‚ы чис -

ле ний ‚ ме то ‰е Г‡ ус с‡, мож но от ме тить, что ис поль зо ‚‡ ние цик ли че с ко „о

спо со б‡ фо ми о ‚‡ ниfl по лос поз ‚о лfl ет обес пе чить луч шую б‡ л‡н си о‚ -

ку ‚ы чис ли тель ной н‡ „уз ки меж ‰у по‰ з‡ ‰‡ ч‡ ми.

Р‡с пе ‰е ле ние по‰ з‡ ‰‡ч меж ‰у по цес со ‡ ми ‰олж но учи ты ‚‡ть х‡ -

‡к те ‚ы пол нfl е мых ‚ ме то ‰е Г‡ ус с‡ ком му ни к‡ ци он ных опе ‡ ций. Ос -

но‚ ным ‚и ‰ом ин фо м‡ ци он но „о ‚з‡ и мо ‰ей ст ‚иfl по‰ з‡ ‰‡ч fl‚ лfl ет сfl

опе ‡ циfl пе е ‰‡ чи ‰‡н ных от о‰ но „о по цес со ‡ ‚сем по цес со ‡м ‚ы -

чис ли тель ной си с те мы. К‡к е зуль т‡т, ‰лfl эф фек ти‚ ной е ‡ ли з‡ ции те -

бу е мых ин фо м‡ ци он ных ‚з‡ и мо ‰ей ст ‚ий меж ‰у б‡ зо ‚ы ми по‰ з‡ ‰‡ ч‡ ми

то по ло „иfl се ти пе е ‰‡ чи ‰‡н ных ‰олж ны иметь стук ту у „и пе ку б‡ или

пол но „о „‡ ф‡.

8.2.5. Ан‡ лиз эф фек ти‚ но с ти

Оце ним ту ‰о ем кость ‡с смо т ен но „о п‡ ‡л лель но „о ‚‡ и ‡н т‡ ме -

то ‰‡ Г‡ ус с‡. Пусть, к‡к и ‡ нее, n есть по fl ‰ок е ш‡ е мой си с те мы ли ней -

ных у‡‚ не ний, ‡ p, p<n, обо зн‡ ч‡ ет чис ло ис поль зу е мых по цес со о‚.

Тем с‡ мым, м‡ т и ц‡ ко эф фи ци ен то‚ А име ет ‡з ме n×n, и, со от ‚ет ст ‚ен -

но, n/p есть ‡з ме по ло сы м‡ т и цы А н‡ к‡ж ‰ом по цес со е.

Пеж ‰е ‚се „о, не слож но по к‡ з‡ть, что об щее ‚е мfl ‚ы пол не ниfl по -

сле ‰о ‚‡ тель но „о ‚‡ и ‡н т‡ ме то ‰‡ Г‡ ус с‡ со ст‡‚ лfl ет:

T1=2n3/3+n2. (8.3)

Оп е ‰е лим те пеь слож ность п‡ ‡л лель но „о ‚‡ и ‡н т‡ ме то ‰‡ Г‡ ус с‡.

Пи ‚ы пол не нии пfl мо „о хо ‰‡ ‡л „о ит м‡ н‡ к‡ж ‰ой ите ‡ ции ‰лfl ‚ы бо -
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‡ ‚е ‰у щей сто ки к‡ж ‰ый по цес со ‰ол жен осу ще ст ‚ить ‚ы бо м‡к си -

м‡ль но „о зн‡ че ниfl ‚ столб це с ис клю ч‡ е мой не из ‚е ст ной ‚ пе ‰е л‡х с‚о -

ей по ло сы. Н‡ ч‡ль ный ‡з ме по лос н‡ по цес со ‡х ‡ ‚ен n/p, но по ме -

е ис клю че ниfl не из ‚е ст ных ко ли че ст ‚о сток ‚ по ло с‡х ‰лfl об ‡ бот ки

по сте пен но со к‡ щ‡ ет сfl. Те ку щий ‡з ме по лос пи бли жен но мож но

оце нить к‡к (n-i)/p, „‰е i, 0≤ i<n-1, есть но ме ‚ы пол нfl е мой ите ‡ ции

пfl мо „о хо ‰‡ ме то ‰‡ Г‡ ус с‡. Д‡ лее по сле сбо ‡ по лу чен ных м‡к си м‡ль -

ных зн‡ че ний, оп е ‰е ле ниfl и ‡с сыл ки ‚е ‰у щей сто ки к‡ж ‰ый по цес -

со ‰ол жен ‚ы пол нить ‚ы чи т‡ ние ‚е ‰у щей сто ки из к‡ж ‰ой сто ки ос -

т‡‚ шей сfl ч‡ с ти сток с‚о ей по ло сы м‡ т и цы A. Ко ли че ст ‚о эле мен то‚

сто ки, по‰ ле ж‡ щих об ‡ бот ке, т‡к же со к‡ щ‡ ет сfl пи ис клю че нии не -

из ‚е ст ных, и те ку щее чис ло эле мен то‚ сто ки ‰лfl ‚ы чис ле ний оце ни ‚‡ -

ет сfl ‚е ли чи ной (n-i). Тем с‡ мым, слож ность по це ‰у ы ‚ы чи т‡ ниfl сток

оце ни ‚‡ ет сfl к‡к 2⋅(n-i) опе ‡ ций (пе е‰ ‚ы чи т‡ ни ем ‚е ‰у щ‡fl сто к‡ ум -

но ж‡ ет сfl н‡ м‡с шт‡ би у ю щую ‚е ли чи ну aik/aii). С уче том ‚ы пол нfl е мо „о

ко ли че ст ‚‡ ите ‡ ций об щее чис ло опе ‡ ций п‡ ‡л лель но „о ‚‡ и ‡н т‡ пfl -

мо „о хо ‰‡ ме то ‰‡ Г‡ ус с‡ оп е ‰е лfl ет сfl ‚ы ‡ же ни ем:

Н‡ к‡ж ‰ой ите ‡ ции об ‡т но „о хо ‰‡ ‡л „о ит м‡ Г‡ ус с‡ по сле ‡с сыл -

ки ‚ы чис лен но „о зн‡ че ниfl оче е‰ ной не из ‚е ст ной к‡ж ‰ый по цес со

‰ол жен об но ‚ить зн‡ че ниfl п‡ ‚ых ч‡ с тей ‰лfl ‚сех сток, ‡с по ло жен ных

н‡ этом по цес со е. От сю ‰‡ сле ‰у ет, что ту ‰о ем кость п‡ ‡л лель но „о ‚‡ -

и ‡н т‡ об ‡т но „о хо ‰‡ ‡л „о ит м‡ Г‡ ус с‡ оце ни ‚‡ ет сfl к‡к ‚е ли чи н‡: 

По сум ми о ‚‡‚ по лу чен ные ‚ы ‡ же ниfl, мож но по лу чить

К‡к е зуль т‡т ‚ы пол нен но „о ‡н‡ ли з‡, по к‡ з‡ те ли ус ко е ниfl и эф -

фек ти‚ но с ти п‡ ‡л лель но „о ‚‡ и ‡н т‡ ме то ‰‡ Г‡ ус с‡ мо „ут быть оп е ‰е ле -

ны пи по мо щи со от но ше ний сле ‰у ю ще „о ‚и ‰‡:

. (8.4)
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По лу чен ные со от но ше ниfl име ют ‰о ст‡ точ но слож ный ‚и‰ ‰лfl оце -

ни ‚‡ ниfl. Вме с те с тем мож но по к‡ з‡ть, что слож ность п‡ ‡л лель но „о ‡л -

„о ит м‡ име ет по fl ‰ок ~(2n3/3)/p, и, тем с‡ мым, б‡ л‡н си о‚ к‡ ‚ы чис ли -

тель ной н‡ „уз ки меж ‰у по цес со ‡ ми ‚ це лом fl‚ лfl ет сfl ‰о ст‡ точ но ‡‚ -

но ме ной.

До пол ним сфо ми о ‚‡н ные по к‡ з‡ те ли ‚ы чис ли тель ной слож но с ти

ме то ‰‡ Г‡ ус с‡ оцен кой з‡ т‡т н‡ ‚ы пол не ние опе ‡ ций пе е ‰‡ чи ‰‡н ных

меж ‰у по цес со ‡ ми. Пи ‚ы пол не нии пfl мо „о хо ‰‡ н‡ к‡ж ‰ой ите ‡ ции

‰лfl оп е ‰е ле ниfl ‚е ‰у щей сто ки по цес со ы об ме ни ‚‡ ют сfl ло к‡ль но

н‡й ‰ен ны ми м‡к си м‡ль ны ми зн‡ че ни fl ми ‚ столб це с ис клю ч‡ е мой пе е -

мен ной. Вы пол не ние ‰‡н но „о ‰ей ст ‚иfl о‰ но ‚е мен но с оп е ‰е ле ни ем

се ‰и со би ‡ е мых ‚е ли чин н‡ и боль ше „о зн‡ че ниfl мо жет быть обес пе че -

но пи по мо щи опе ‡ ции обоб щен ной е ‰ук ции (функ циfl MPI_Allreduce

биб ли о те ки MPI). Все „о ‰лfl ‚ы пол не ниfl т‡ кой опе ‡ ции те бу ет сfl log2p

ш‡ „о‚, что с уче том ко ли че ст ‚‡ ите ‡ ций поз ‚о лfl ет оце нить ‚е мfl, не об -

хо ‰и мое ‰лfl по ‚е ‰е ниfl опе ‡ ций е ‰ук ции, пи по мо щи сле ‰у ю ще „о

‚ы ‡ же ниfl:

„‰е, к‡к и ‡ нее, α – л‡ тент ность се ти пе е ‰‡ чи ‰‡н ных, β – по пу ск н‡fl

спо соб ность се ти, w – ‡з ме пе е сы л‡ е мо „о эле мен т‡ ‰‡н ных.

Д‡ лее т‡к же н‡ к‡ж ‰ой ите ‡ ции пfl мо „о хо ‰‡ ме то ‰‡ Г‡ ус с‡ ‚ы пол -

нfl ет сfl ‡с сыл к‡ ‚ы б‡н ной ‚е ‰у щей сто ки. Слож ность ‰‡н ной опе ‡ -

ции пе е ‰‡ чи ‰‡н ных:

Пи ‚ы пол не нии об ‡т но „о хо ‰‡ ‡л „о ит м‡ Г‡ ус с‡ н‡ к‡ж ‰ой ите ‡ -

ции осу ще ст‚ лfl ет сfl ‡с сыл к‡ меж ‰у ‚се ми по цес со ‡ ми ‚ы чис лен но „о

зн‡ че ниfl оче е‰ ной не из ‚е ст ной. Об щее ‚е мfl, не об хо ‰и мое ‰лfl ‚ы пол -

не ниfl по ‰об ных ‰ей ст ‚ий, мож но оце нить к‡к: 

В ито„е, с уче том ‚сех по лу чен ных  ‚ы ‡ же ний, ту ‰о ем кость п‡ ‡л -

лель но „о ‚‡ и ‡н т‡ ме то ‰‡ Г‡ ус с‡ со ст‡‚ лfl ет:

(8.5)

„‰е τ есть ‚е мfl ‚ы пол не ниfl б‡ зо ‚ой ‚ы чис ли тель ной опе ‡ ции.

245

Лекциfl 8 Решение систем линейных у‡‚нений



8.2.6. По „‡мм н‡fl е ‡ ли з‡ циfl

Р‡с смо т им ‚оз мож ный ‚‡ и ‡нт п‡ ‡л лель ной е ‡ ли з‡ ции ме то ‰‡

Г‡ ус с‡ ‰лfl е ше ниfl си с тем ли ней ных у‡‚ не ний. Сле ‰у ет от ме тить, что

‰лfl по лу че ниfl бо лее по сто „о ‚и ‰‡ по „‡м мы ‰лfl ‡з ‰е ле ниfl м‡ т и цы

меж ‰у по цес с‡ ми ис поль зу ет сfl лен точ н‡fl по сле ‰о ‚‡ тель н‡fl схе м‡ (по -

ло сы м‡ т и цы об ‡ зу ют по сле ‰о ‚‡ тель ные н‡ бо ы со се‰ них сток м‡ т и -

цы). В опи с‡ нии по „‡м мы е ‡ ли з‡ циfl от ‰ель ных мо ‰у лей не пи ‚о ‰ит -

сfl, ес ли их от сут ст ‚ие не ок‡ зы ‚‡ ет ‚ли fl ниfl н‡ по ни м‡ ние об щей схе мы

п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний.

1. Гл‡‚ н‡fl функ циfl по „‡м мы. Ре ‡ ли зу ет ло „и ку ‡ бо ты ‡л „о ит м‡,

по сле ‰о ‚‡ тель но ‚ы зы ‚‡ ет не об хо ‰и мые по‰ по „‡м мы.

// По „‡м м‡ 9.1. — Ал „о итм Г‡ ус с‡ е ше ниfl си с тем ли ней ных у‡‚ не ний

¥nt ProcNum;       // Чис ло ‰о ступ ных по цес со о‚ 

¥nt ProcRank;       // Р‡н„ те ку ще „о по цес со ‡

¥nt *pParallelP¥votPos;// Но ме ‡ сток, ко то ые бы ли ‚ы б‡ ны ‚е ‰у щи ми

¥nt *pProcP¥votIter; // Но ме ‡ ите ‡ ций, н‡ ко то ых сто ки 

// по цес со ‡ ис поль зо ‚‡ лись ‚ к‡ че ст ‚е ‚е ‰у щих

vo¥d ma¥n(¥nt argc, char* argv[]) {

double* pMatr¥x;  // М‡ т и ц‡ ли ней ной си с те мы

double* pVector;  // Век то п‡ ‚ых ч‡ с тей ли ней ной си с те мы

double* pResult;  // Век то не из ‚е ст ных

double *pProcRows; // Сто ки м‡ т и цы A

double *pProcVector; // Блок ‚ек то ‡ b

double *pProcResult; // Блок ‚ек то ‡ x

¥nt     S¥ze;       // Р‡з ме м‡ т и цы и ‚ек то о‚

¥nt     RowNum;     // Ко ли че ст ‚о сток м‡ т и цы 

double start, f¥n¥sh, durat¥on;

setvbuf(stdout, 0, _IONBF, 0);

MPI_In¥t ( &argc, &argv );

MPI_Comm_rank ( MPI_COMM_WORLD, &ProcRank );

MPI_Comm_s¥ze ( MPI_COMM_WORLD, &ProcNum );

¥f (ProcRank == 0)

pr¥ntf("П‡ ‡л лель ный ме то‰ Г‡ ус с‡ ‰лfl е ше ниfl си с тем ли ней ных

у‡‚ не ний\n");

// Вы ‰е ле ние п‡ мfl ти и ини ци ‡ ли з‡ циfl ‰‡н ных

ProcessIn¥t¥al¥zat¥on(pMatr¥x, pVector, pResult, 
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pProcRows, pProcVector, pProcResult, S¥ze, RowNum);

// Р‡с пе ‰е ле ние ис хо‰ ных ‰‡н ных

DataD¥str¥but¥on(pMatr¥x, pProcRows, pVector, pProcVector, 

S¥ze, RowNum);

// Вы пол не ние п‡ ‡л лель но „о ‡л „о ит м‡ Г‡ ус с‡

ParallelResultCalculat¥on(pProcRows, pProcVector, pProcResult, S¥ze,

RowNum);

// Сбо н‡й ‰ен но „о ‚ек то ‡ не из ‚е ст ных н‡ ‚е ‰у щем по цес се

ResultCollect¥on(pProcResult, pResult);

// З‡ ‚е ше ние по цес с‡ ‚ы чис ле ний

ProcessTerm¥nat¥on(pMatr¥x, pVector, pResult, pProcRows,

pProcVector, pProcResult);

MPI_F¥nal¥ze();

}

Сле ‰у ет по flс нить ис поль зо ‚‡ ние ‰о пол ни тель ных м‡с си ‚о‚. Эле -

мен ты м‡с си ‚‡ pParallelP¥votPos оп е ‰е лfl ют но ме ‡ сток м‡ т и цы,

‚ы би ‡ е мых ‚ к‡ че ст ‚е ‚е ‰у щих, по ите ‡ ци flм пfl мо „о хо ‰‡ ме то ‰‡

Г‡ ус с‡. Имен но ‚ этом по fl‰ ке ‰олж ны ‚ы пол нflть сfl з‡ тем ите ‡ ции

об ‡т но „о хо ‰‡ ‰лfl оп е ‰е ле ниfl зн‡ че ний не из ‚е ст ных си с те мы ли -

ней ных у‡‚ не ний. М‡с си‚ pParallelP¥votPos fl‚ лfl ет сfl „ло б‡ль ным, и

лю бое е„о из ме не ние ‚ о‰ ном из по цес со‚ те бу ет ‚ы пол не ниfl опе ‡ -

ции ‡с сыл ки из ме нен ных ‰‡н ных ‚сем ос т‡ль ным по цес с‡м по -

„‡м мы.

Эле мен ты м‡с си ‚‡ pProcP¥votIter оп е ‰е лfl ют но ме ‡ ите ‡ ций пfl -

мо „о хо ‰‡ ме то ‰‡ Г‡ ус с‡, н‡ ко то ых сто ки по цес с‡ ис поль зо ‚‡ лись ‚

к‡ че ст ‚е ‚е ‰у щих (т.е. сто к‡ i по цес с‡ ‚ы би ‡ л‡сь ‚е ‰у щей н‡ ите ‡ ции

pProcP¥votIter[¥]). Н‡ ч‡ль ное зн‡ че ние эле мен то‚ м‡с си ‚‡ ус т‡ н‡‚ ли ‚‡ -

ет сfl ну ле ‚ым, и, тем с‡ мым, ну ле ‚ое зн‡ че ние эле мен т‡ м‡с си ‚‡

pProcP¥votIter[¥] fl‚ лfl ет сfl пи зн‡ ком то „о, что сто к‡ i по цес с‡ ‚се еще

по‰ ле жит об ‡ бот ке. Ко ме то „о, ‚‡ж но от ме тить, что з‡ по ми н‡ е мые ‚

эле мен т‡х м‡с си ‚‡ pProcP¥votIter но ме ‡ ите ‡ ций ‰о пол ни тель но оз н‡ -

ч‡ ют и но ме ‡ не из ‚е ст ных, ‰лfl оп е ‰е ле ниfl ко то ых бу ‰ут ис поль зо ‚‡ -

ны со от ‚ет ст ‚у ю щие сто ки у‡‚ не ниfl. М‡с си‚ pProcP¥votIter fl‚ лfl ет сfl

ло к‡ль ным ‰лfl к‡ж ‰о „о по цес с‡.

Функ циfl ProcessIn¥t¥al¥zat¥on оп е ‰е лfl ет ис хо‰ ные ‰‡н ные е ш‡ е -

мой з‡ ‰‡ чи (чис ло не из ‚е ст ных), ‚ы ‰е лfl ет п‡ мflть ‰лfl х‡ не ниfl ‰‡н ных,
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осу ще ст‚ лfl ет ‚‚о‰ м‡ т и цы ко эф фи ци ен то‚ си с те мы ли ней ных у‡‚ не -

ний и ‚ек то ‡ п‡ ‚ых ч‡ с тей (или фо ми у ет эти ‰‡н ные пи по мо щи к‡ -

ко „о-ли бо ‰‡т чи к‡ слу ч‡й ных чи сел).

Функ циfl DataD¥str¥but¥on е ‡ ли зу ет ‡с пе ‰е ле ние м‡ т и цы ли ней -

ной си с те мы и ‚ек то ‡ п‡ ‚ых ч‡ с тей меж ‰у по цес со ‡ ми ‚ы чис ли тель -

ной си с те мы.

Функ циfl ResultCollect¥on осу ще ст‚ лfl ет сбо со ‚сех по цес со‚ от -

‰ель ных ч‡ с тей ‚ек то ‡ не из ‚е ст ных.

Функ циfl ProcessTerm¥nat¥on ‚ы пол нfl ет не об хо ‰и мый ‚ы ‚о‰ е зуль -

т‡ то‚ е ше ниfl з‡ ‰‡ чи и ос ‚о бож ‰‡ ет ‚сю ‡ нее ‚ы ‰е лен ную п‡ мflть ‰лfl

х‡ не ниfl ‰‡н ных.

Ре ‡ ли з‡ циfl ‚сех пе е чис лен ных функ ций мо жет быть ‚ы пол не н‡ по

‡н‡ ло „ии с ‡ нее ‡с смо т ен ны ми пи ме ‡ ми и пе ‰о ст‡‚ лfl ет сfl чи т‡ те -

лю ‚ к‡ че ст ‚е с‡ мо сто fl тель но „о уп ‡ж не ниfl.

2. Функ циfl ParallelResultCalculat¥on. Ре ‡ ли зу ет ло „и ку ‡ бо ты п‡ -

‡л лель но „о ‡л „о ит м‡ Г‡ ус с‡, по сле ‰о ‚‡ тель но ‚ы зы ‚‡ ет функ ции, ‚ы -

пол нfl ю щие пfl мой и об ‡т ный хо‰ ме то ‰‡.

// Функ циfl ‰лfl п‡ ‡л лель но „о ‚ы пол не ниfl ме то ‰‡ Г‡ ус с‡

vo¥d ParallelResultCalculat¥on (double* pProcRows, 

double* pProcVector, double* pProcResult, ¥nt S¥ze, ¥nt RowNum) {

ParallelGauss¥anEl¥m¥nat¥on (pProcRows, pProcVector, S¥ze,

RowNum);

ParallelBackSubst¥tut¥on (pProcRows, pProcVector, pProcResult,

S¥ze, RowNum);

}  

3. Функ циfl ParallelGauss¥anEl¥m¥nat¥on. Функ циfl ‚ы пол нfl ет п‡ ‡л -

лель ный ‚‡ и ‡нт пfl мо „о хо ‰‡ ‡л „о ит м‡ Г‡ ус с‡.

// Функ циfl ‰лfl п‡ ‡л лель но „о ‚ы пол не ниfl пfl мо „о хо ‰‡ ме то ‰‡ Г‡ ус с‡

vo¥d ParallelGauss¥anEl¥m¥nat¥on (double* pProcRows,

double* pProcVector, ¥nt S¥ze, ¥nt RowNum) {

double MaxValue; // Зн‡ че ние ‚е ‰у ще „о эле мен т‡ н‡ по цес со е

¥nt    P¥votPos; // По ло же ние ‚е ‰у щей сто ки ‚ по ло се ли ней ной 

// си с те мы ‰‡нн но „о по цес со ‡ 

// Стук ту ‡ ‰лfl ‚ы бо ‡ ‚е ‰у ще „о эле мен т‡

struct { double MaxValue; ¥nt ProcRank; } ProcP¥vot, P¥vot;

// pP¥votRow ис поль зу ет сfl ‰лfl х‡ не ниfl ‚е ‰у щей сто ки м‡ т и цы и

// со от ‚ет ст‚у ю ще „о эле мен т‡ ‚ек то ‡ b
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double* pP¥votRow = new double [S¥ze+1];

// Ите ‡ ции пfl мо „о хо ‰‡ ме то ‰‡ Г‡ ус с‡

for (¥nt ¥=0; ¥<S¥ze; ¥++) {

// Н‡ хож ‰е ние ‚е ‰у щей сто ки се ‰и сток по цес с‡

double MaxValue = 0;

for (¥nt j=0; j<RowNum; j++) {

¥f ((pProcP¥votIter[j] == -1) && 

(MaxValue < fabs(pProcRows[j*S¥ze+¥]))) {

MaxValue = fabs(pProcRows[j*S¥ze+¥]);

P¥votPos = j;

}

}

ProcP¥vot.MaxValue = MaxValue;

ProcP¥vot.ProcRank = ProcRank;

// Н‡ хож ‰е ние ‚е ‰у ще „о по цес с‡ (по цес с‡, ко то ый со ‰е жит

// м‡к си м‡ль ное зн‡ че ние пе е мен ной MaxValue)

MPI_Allreduce(&ProcP¥vot, &P¥vot, 1, MPI_DOUBLE_INT, 

MPI_MAXLOC, MPI_COMM_WORLD);

// Р‡с сыл к‡ ‚е ‰у щей сто ки

¥f ( ProcRank == P¥vot.ProcRank ){

pProcP¥votIter[P¥votPos]= ¥; // но ме ите ‡ ции

pParallelP¥votPos[¥]= pProcInd[ProcRank] + P¥votPos;

}

MPI_Bcast(&pParallelP¥votPos[¥], 1, MPI_INT, P¥vot.ProcRank,

MPI_COMM_WORLD); 

¥f ( ProcRank == P¥vot.ProcRank ){

// з‡ пол не ние ‚е ‰у щей сто ки

for (¥nt j=0; j<S¥ze; j++) {

pP¥votRow[j] = pProcRows[P¥votPos*S¥ze + j];

}

pP¥votRow[S¥ze] = pProcVector[P¥votPos];

}

MPI_Bcast(pP¥votRow, S¥ze+1, MPI_DOUBLE, P¥vot.ProcRank, 

MPI_COMM_WORLD);
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ParallelEl¥m¥nateColumns(pProcRows, pProcVector, pP¥votRow,

S¥ze, RowNum, ¥);

}

}

Функ циfl ParallelEl¥m¥nateColumns по ‚о ‰ит ‚ы чи т‡ ние ‚е ‰у щей

сто ки из сток по цес с‡, ко то ые еще не ис поль зо ‚‡ лись ‚ к‡ че ст ‚е ‚е -

‰у щих (т.е. ‰лfl ко то ых эле мен ты м‡с си ‚‡ pProcP¥votIter ‡‚ ны ну лю).

4. Функ циfl ParallelBackSubst¥tut¥on. Функ циfl е ‡ ли зу ет п‡ ‡л лель -

ный ‚‡ и ‡нт об ‡т но „о хо ‰‡ Г‡ ус с‡.

// Функ циfl ‰лfl п‡ ‡л лель но „о ‚ы пол не ниfl об ‡т но „о хо ‰‡ ме то ‰‡ Г‡ ус с‡

vo¥d ParallelBackSubst¥tut¥on (double* pProcRows, double* pProcVector,

double* pProcResult, ¥nt S¥ze, ¥nt RowNum) {

¥nt IterProcRank;// Р‡н„ по цес со ‡, ко то ый со ‰е жит ‚е ‰у щую сто ку

¥nt IterP¥votPos;// По ло же ние ‚е ‰у щей сто ки ‚ по ло се по цес со ‡

double IterResult; // Вы чис лен ное зн‡ че ние оче е‰ ной не из ‚е ст ной

double val;

// Ите ‡ ции об ‡т но „о хо ‰‡ ме то ‰‡ Г‡ ус с‡

for (¥nt ¥=S¥ze-1; ¥>=0; ¥--) {

// Вы чис ле ние ‡н „‡ по цес со ‡, ко то ый со ‰е жит ‚е ‰у щую сто ку

F¥ndBackP¥votRow(pParallelP¥votPos[¥], S¥ze, IterProcRank,

IterP¥votPos);

// Вы чис ле ние зн‡ че ниfl не из ‚е ст ной

¥f (ProcRank == IterProcRank) {

IterResult =

pProcVector[IterP¥votPos]/pProcRows[IterP¥votPos*S¥ze+¥];

pProcResult[IterP¥votPos] = IterResult;

}

// Р‡с сыл к‡ зн‡ че ниfl оче е‰ ной не из ‚е ст ной

MPI_Bcast(&IterResult, 1, MPI_DOUBLE, IterProcRank,

MPI_COMM_WORLD);

// Об но‚ ле ние ‚ек то ‡ п‡ ‚ых ч‡ с тей

for (¥nt j=0; j<RowNum; j++) 

¥f ( pProcP¥votIter[j] < ¥ ) {

val = pProcRows[j*S¥ze + ¥] * IterResult;

pProcVector[j]=pProcVector[j] - val;

}

}

}
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Функ циfl F¥ndBackP¥votRow оп е ‰е лfl ет сто ку, из ко то ой мож но ‚ы -

чис лить зн‡ че ние оче е‰ но „о эле мен т‡ е зуль ти у ю ще „о ‚ек то ‡. Но ме

этой сто ки х‡ нит сfl ‚ м‡с си ‚е pParallelP¥votIter. По но ме у функ циfl

F¥ndBackP¥votRow оп е ‰е лfl ет но ме по цес с‡, н‡ ко то ом эт‡ сто к‡ х‡ -

нит сfl, и но ме этой сто ки ‚ по ло се pProcRows это „о по цес с‡.  

8.2.7. Ре зуль т‡ ты ‚ы чис ли тель ных экс пе и мен то‚

Вы чис ли тель ные экс пе и мен ты ‰лfl оцен ки эф фек ти‚ но с ти п‡ ‡л -

лель но „о ‚‡ и ‡н т‡ ме то ‰‡ Г‡ ус с‡ ‰лfl е ше ниfl си с тем ли ней ных у‡‚ не ний

по ‚о ‰и лись пи ус ло ‚и flх, ук‡ з‡н ных ‚ п. 6.5.5, и со сто flт ‚ сле ‰у ю щем. 

Экс пе и мен ты по из ‚о ‰и лись н‡ ‚ы чис ли тель ном кл‡ с те е Ни же -

„о о‰ ско „о уни ‚е си те т‡ н‡ б‡ зе по цес со о‚ Intel Xeon 4 EM64T, 3000

МГц и се ти Gigabit Ethernet по‰ уп ‡‚ ле ни ем опе ‡ ци он ной си с те мы

Microsoft Windows Server 2003 Standard x64 Edition и системы уп‡‚лениfl

кл‡стеом Microsoft Compute Cluster Server (см. п. 1.2.3).

Длfl оцен ки ‰ли тель но с ти τ б‡ зо ‚ой ск‡ лfl ной опе ‡ ции по ‚о ‰и -

лось е ше ние си с те мы ли ней ных у‡‚ не ний пи по мо щи по сле ‰о ‚‡ -

тель но „о ‡л „о ит м‡ и по лу чен ное т‡ ким об ‡ зом ‚е мfl ‚ы чис ле ний ‰е -

ли лось н‡ об щее ко ли че ст ‚о ‚ы пол нен ных опе ‡ ций – ‚ е зуль т‡ те по -

‰об ных экс пе и мен то‚ ‰лfl ‚е ли чи ны τ бы ло по лу че но зн‡ че ние 4,7

нсек. Экс пе и мен ты, ‚ы пол нен ные ‰лfl оп е ‰е ле ниfl п‡ ‡ ме т о‚ се ти

пе е ‰‡ чи ‰‡н ных, по к‡ з‡ ли зн‡ че ниfl л‡ тент но с ти α и по пу ск ной спо -

соб но с ти β со от ‚ет ст ‚ен но 47 мкс и 53,29 Мб‡йт/с. Все ‚ы чис ле ниfl

по из ‚о ‰и лись н‡‰ чис ло ‚ы ми зн‡ че ни fl ми ти п‡ double, т. е. ‚е ли чи н‡ w

‡‚ н‡ 8 б‡йт.

Ре зуль т‡ ты ‚ы чис ли тель ных экс пе и мен то‚ пи ‚е ‰е ны ‚ т‡б ли це

8.1. Экс пе и мен ты ‚ы пол нfl лись с ис поль зо ‚‡ ни ем ‰‚ух, че ты ех и ‚ось -

ми по цес со о‚. 

Т‡б ли ц‡ 8.1. Ре зуль т‡ ты ‚ы чис ли тель ных экс пе и мен то‚ ‰лfl п‡ ‡л -

лель но „о ‡л „о ит м‡ Г‡ ус с‡ 

Р‡з ме По сле ‰о ‚‡-                           П‡ ‡л лель ный ‡л „о итм

си с те мы тель ный 2 по цес со ‡ 4 по цес со ‡ 8 по цес со о‚

‡л „о итм Ве мfl Ус ко е ние Ве мfl Ус ко е ние Ве мfl Ус ко е ние

500 0,36 0,3302 1,0901 0,5170 0,6963 0,7504 0,4796

1000 3,313 1,5950 2,0770 1,6152 2,0511 1,8715 1,7701

1500 11,437 4,1788 2,7368 3,8802 2,9474 3,7567 3,0443

2000 26,688 9,3432 2,8563 7,2590 3,6765 7,3713 3,6204

2500 50,125 16,9860 2,9509 11,9957 4,1785 11,6530 4,3014

3000 85,485 28,4948 3,0000 19,1255 4,4696 17,6864 4,8333
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Рис. 8.3. З‡ ‚и си мость ус ко е ниfl от ко ли че ст ‚‡ по цес со о‚ пи

‚ы пол не нии п‡ ‡л лель но „о ‡л „о ит м‡ Г‡ ус с‡ ‰лfl ‡з ных ‡з ме о‚

си с тем ли ней ных у‡‚ не ний

С‡‚ не ние ‚е ме ни ‚ы пол не ниfl экс пе и мен т‡ T*
p и те о е ти че с кой

оцен ки Tp из (8.5) пи ‚е ‰е но ‚ т‡б ли це 8.2 и н‡ ис. 8.4.

Т‡б ли ц‡ 8.2. С‡‚ не ние экс пе и мен т‡ль но „о и те о е ти че с ко „о ‚е -

ме ни ‚ы пол не ниfl п‡ ‡л лель но „о ‡л „о ит м‡ Г‡ ус с‡

Р‡з ме 2 по цес со ‡ 4 по цес со ‡ 8 по цес со о‚

си с те мы Tp T*
p Tp T*

p Tp T*
p

500 0,2393 0,3302 0,2819 0,5170 0,3573 0,7504

1000 1,3373 1,5950 1,1066 1,6152 1,1372 1,8715

1500 4,0750 4,1788 2,8643 3,8802 2,5345 3,7567

2000 9,2336 9,3432 5,9457 7,2590 4,7447 7,3713

2500 17,5941 16,9860 10,7412 11,9957 7,9628 11,6530

3000 29,9377 28,4948 17,6415 19,1255 12,3843 17,6864

8.3. Ме то‰ со пfl жен ных „‡ ‰и ен то‚

Р‡с смо т им те пеь со ‚е шен но иной по‰ хо‰ к е ше нию си с тем ли -

ней ных у‡‚ не ний, пи ко то ом к ис ко мо му точ но му е ше нию x* си с те -

мы Ax=b сто ит сfl по сле ‰о ‚‡ тель ность пи бли жен ных е ше ний x0, x1,…,

xk,… Пи этом по цесс ‚ы чис ле ний о „‡ ни зу ет сfl т‡ ким спо со бом, что

к‡ж ‰ое оче е‰ ное пи бли же ние ‰‡ ет оцен ку точ но „о е ше ниfl со ‚се

умень ш‡ ю щей сfl по „еш но с тью, и пи по ‰ол же нии ‡с че то‚ оцен к‡ точ -

но „о е ше ниfl мо жет быть по лу че н‡ с лю бой те бу е мой точ но с тью. По ‰об -
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ные ите ‡ ци он ные ме то ‰ы е ше ниfl си с тем ли ней ных у‡‚ не ний ши о ко

ис поль зу ют сfl ‚ п‡к ти ке ‚ы чис ле ний. К пе иму ще ст ‚‡м ите ‡ ци он ных

ме то ‰о‚ мож но от не с ти мень ший объ ем (по с‡‚ не нию, н‡ пи ме, с ме то -

‰ом Г‡ ус с‡) не об хо ‰и мых ‚ы чис ле ний ‰лfl е ше ниfl ‡з е жен ных си с тем

ли ней ных у‡‚ не ний, ‚оз мож ность бо лее бы с т о „о по лу че ниfl н‡ ч‡ль ных

пи бли же ний ис ко мо „о е ше ниfl, н‡ ли чие эф фек ти‚ ных спо со бо‚ о „‡ -

ни з‡ ции п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний. До пол ни тель н‡fl ин фо м‡ циfl с опи -

с‡ ни ем т‡ ких ме то ‰о‚, ‡с смо т е нием ‚о по со‚ схо ‰и мо с ти и точ но с ти

по лу ч‡ е мых е ше ний мо жет быть по лу че н‡, н‡ пи ме, ‚ [6, 22]. 

О‰ ним из н‡ и бо лее из ‚е ст ных ите ‡ ци он ных ‡л „о ит мо‚ fl‚ лfl ет сfl

ме то‰ со пfl жен ных „‡ ‰и ен то‚, ко то ый мо жет быть пи ме нен ‰лfl е ше -

ниfl сим ме т ич ной по ло жи тель но оп е ‰е лен ной си с те мы ли ней ных у‡‚ -

не ний боль шой ‡з ме но с ти. 

Н‡ пом ним, что м‡ т и ц‡ А fl‚ лfl ет сfl сим ме т ич ной, ес ли он‡ со‚ п‡ ‰‡ ет

со с‚о ей т‡нс по ни о ‚‡н ной м‡ т и цей, т.е. А=АТ. М‡ т и ц‡ А н‡ зы ‚‡ ет сfl по -

ло жи тель но оп е ‰е лен ной, ес ли ‰лfl лю бо „о ‚ек то ‡ x сп‡ ‚е‰ ли ‚о: xTAx>0.

Из ‚е ст но (см., н‡ пи ме, [6, 22]), что по сле ‚ы пол не ниfl n ите ‡ ций

‡л „о ит м‡ (n есть по fl ‰ок е ш‡ е мой си с те мы ли ней ных у‡‚ не ний), оче -

е‰ ное пи бли же ние xn со‚ п‡ ‰‡ ет с точ ным е ше ни ем.

8.3.1. По сле ‰о ‚‡ тель ный ‡л „о итм

Ес ли м‡ т и ц‡ A сим ме т ич н‡fl и по ло жи тель но оп е ‰е лен н‡fl, то

функ циfl
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Рис. 8.4. Г‡ фик з‡ ‚и си мо с ти экс пе и мен т‡ль но „о и те о е ти че с ко „о

‚е ме ни по ‚е ‰е ниfl экс пе и мен т‡ н‡ ‰‚ух по цес со ‡х от объ е м‡

ис хо‰ ных ‰‡н ных



(8.6)

име ет е‰ин ст ‚ен ный ми ни мум, ко то ый ‰о сти „‡ ет сfl ‚ точ ке x*, со‚ п‡ ‰‡ -

ю щей с е ше ни ем си с те мы ли ней ных у‡‚ не ний (8.2). Ме то‰ со пfl жен -

ных „‡ ‰и ен то‚ fl‚ лfl ет сfl о‰ ним из ши о ко „о кл‡с с‡ ите ‡ ци он ных ‡л „о -

ит мо‚, ко то ые поз ‚о лfl ют н‡й ти е ше ние (8.2) пу тем ми ни ми з‡ ции

функ ции q(x).

Ите ‡ циfl ме то ‰‡ со пfl жен ных „‡ ‰и ен то‚ со сто ит ‚ ‚ы чис ле нии

оче е‰ но „о пи бли же ниfl к точ но му е ше нию ‚ со от ‚ет ст ‚ии с п‡ ‚и лом:

. (8.7)

Тем с‡ мым, но ‚ое зн‡ че ние пи бли же ниfl xk ‚ы чис лfl ет сfl с уче том

пи бли же ниfl, по ст о ен но „о н‡ пе ‰ы ‰у щем ш‡ „е xk-1, ск‡ лfl но „о ш‡ „‡ sk

и ‚ек то ‡ н‡ п‡‚ ле ниfl dk. 

Пе е‰ ‚ы пол не ни ем пе ‚ой ите ‡ ции ‚ек то ы x0 и d0 по л‡ „‡ ют сfl

‡‚ ны ми ну лю, ‡ ‰лfl ‚ек то ‡ g0 ус т‡ н‡‚ ли ‚‡ ет сfl зн‡ че ние, ‡‚ ное -b. Д‡ -

лее к‡ж ‰‡fl ите ‡ циfl ‰лfl ‚ы чис ле ниfl оче е‰ но „о зн‡ че ниfl пи бли же ниfl

xk ‚клю ч‡ ет ‚ы пол не ние че ты ех ш‡ „о‚:

Ш‡„ 1: Вы чис ле ние „‡ ‰и ен т‡: 

; (8.8)

Ш‡„ 2: Вы чис ле ние ‚ек то ‡ н‡ п‡‚ ле ниfl: 

, (8.9)

„‰е (gT,g) есть ск‡ лfl ное по из ‚е ‰е ние ‚ек то о‚.

Ш‡„ 3: Вы чис ле ние ‚е ли чи ны сме ще ниfl по ‚ы б‡н но му н‡ п‡‚ ле -

нию: 

. (8.10)

Ш‡„ 4: Вы чис ле ние но ‚о „о пи бли же ниfl: 

. (8.11)

К‡к мож но з‡ ме тить, ‰‡н ные ‚ы ‡ же ниfl ‚клю ч‡ ют ‰‚е опе ‡ ции

ум но же ниfl м‡ т и цы н‡ ‚ек то, че ты е опе ‡ ции ск‡ лfl но „о по из ‚е ‰е -

ниfl и пflть опе ‡ ций н‡‰ ‚ек то ‡ ми. К‡к е зуль т‡т, об щее ко ли че ст ‚о

опе ‡ ций, ‚ы пол нfl е мых н‡ о‰ ной ите ‡ ции, со ст‡‚ лfl ет 
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t1=2n2+13n. 

К‡к уже от ме ч‡ лось ‡ нее, ‰лfl н‡ хож ‰е ниfl точ но „о е ше ниfl си с те -

мы ли ней ных у‡‚ не ний с по ло жи тель но оп е ‰е лен ной сим ме т ич ной

м‡ т и цей не об хо ‰и мо ‚ы пол нить n ите ‡ ций. Т‡ ким об ‡ зом, ‰лfl н‡ хож -

‰е ниfl е ше ниfl си с те мы не об хо ‰и мо ‚ы пол нить 

T1=2n3+13n2, (8.12)

и, тем с‡ мым,  слож ность ‡л „о ит м‡  име ет по fl ‰ок O(n3).

По flс ним ‚ы пол не ние ме то ‰‡ со пfl жен ных „‡ ‰и ен то‚ н‡ пи ме е

е ше ниfl си с те мы ли ней ных у‡‚ не ний ‚и ‰‡:

Эт‡ си с те м‡ у‡‚ не ний ‚то о „о по fl‰ к‡ об л‡ ‰‡ ет сим ме т ич ной по -

ло жи тель но оп е ‰е лен ной м‡ т и цей, ‰лfl н‡ хож ‰е ниfl точ но „о е ше ниfl

этой си с те мы ‰о ст‡ точ но по ‚е с ти ‚се „о ‰‚е ите ‡ ции ме то ‰‡. 

Н‡ пе ‚ой ите ‡ ции бы ло по лу че но зн‡ че ние „‡ ‰и ен т‡ g1=(-3, -7),

зн‡ че ние ‚ек то ‡ н‡ п‡‚ ле ниfl d1=(3, 7), зн‡ че ние ‚е ли чи ны сме ще ниfl

s1=0,439. Со от ‚ет ст ‚ен но, оче е‰ ное пи бли же ние к точ но му е ше нию

си с те мы x1=(1,318, 3,076).

Н‡ ‚то ой ите ‡ ции бы ло по лу че но зн‡ че ние „‡ ‰и ен т‡ g2=(-2,121,

0,909), зн‡ че ние ‚ек то ‡ н‡ п‡‚ ле ниfl d2=(2,397, -0,266), ‡ ‚е ли чи н‡ сме -

ще ниfl – s2=0,284. Оче е‰ ное пи бли же ние со‚ п‡ ‰‡ ет с точ ным е ше ни -

ем си с те мы x2=(2, 3).

Н‡ ис. 8.5 пе‰ ст‡‚ ле н‡ по сле ‰о ‚‡ тель ность пи бли же ний к точ но -

му е ше нию, по ст о ен н‡fl ме то ‰ом со пfl жен ных „‡ ‰и ен то‚ (‚ к‡ че ст ‚е

н‡ ч‡ль но „о пи бли же ниfl x0 ‚ы б‡ н‡ точ к‡ (0,0)). 

Рис. 8.5. Ите ‡ ции ме то ‰‡ со пfl жен ных „‡ ‰и ен то‚ пи е ше нии

си с те мы ‚то о „о по fl‰ к‡
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8.3.2. О „‡ ни з‡ циfl п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний

Пи ‡з ‡ бот ке п‡ ‡л лель но „о ‚‡ и ‡н т‡ ме то ‰‡ со пfl жен ных „‡ ‰и -

ен то‚ ‰лfl е ше ниfl си с тем ли ней ных у‡‚ не ний ‚ пе ‚ую оче е‰ь сле ‰у ет

учесть, что ‚ы пол не ние ите ‡ ций ме то ‰‡ осу ще ст‚ лfl ет сfl по сле ‰о ‚‡ тель -

но и, тем с‡ мым, н‡ и бо лее це ле со об ‡з ный по‰ хо‰ со сто ит ‚ ‡с п‡ ‡л ле -

ли ‚‡ нии ‚ы чис ле ний, е ‡ ли зу е мых ‚ хо ‰е ‚ы пол не ниfl ите ‡ ций.

Ан‡ лиз со от но ше ний (8.8) – (8.11) по к‡ зы ‚‡ ет, что ос но‚ ные ‚ы чис ле -

ниfl, ‚ы пол нfl е мые ‚ со от ‚ет ст ‚ии с ме то ‰ом, со сто flт ‚ ум но же нии м‡ т и цы

A н‡ ‚ек то ы x и d, и, к‡к е зуль т‡т, пи о „‡ ни з‡ ции п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле -

ний мо жет быть пол но стью ис поль зо ‚‡н м‡ те и ‡л, из ло жен ный ‚ лек ции 6.

До пол ни тель ные ‚ы чис ле ниfl ‚ (8.8) – (8.11), име ю щие мень ший по -

fl ‰ок слож но с ти, пе‰ ст‡‚ лfl ют со бой ‡з лич ные опе ‡ ции об ‡ бот ки

‚ек то о‚ (ск‡ лfl ное по из ‚е ‰е ние, сло же ние и ‚ы чи т‡ ние, ум но же ние

н‡ ск‡ лfl). О „‡ ни з‡ циfl т‡ ких ‚ы чис ле ний, ко неч но же, ‰олж н‡ быть со -

„л‡ со ‚‡ н‡ с ‚ы б‡н ным п‡ ‡л лель ным спо со бом ‚ы пол не ниfl опе ‡ ции

ум но же ниfl м‡ т и цы н‡ ‚ек то. Об щие же е ко мен ‰‡ ции мо „ут со сто flть ‚

сле ‰у ю щем: пи м‡ лом ‡з ме е ‚ек то о‚ мож но пи ме нить ‰уб ли о ‚‡ -

ние ‚ек то о‚ меж ‰у по цес со ‡ ми, пи боль шом по fl‰ ке е ш‡ е мой си с -

те мы ли ней ных у‡‚ не ний бо лее це ле со об ‡з но осу ще ст‚ лflть блоч ное

‡з ‰е ле ние ‚ек то о‚.

8.3.3. Ан‡ лиз эф фек ти‚ но с ти

Вы бе ем ‰лfl ‰‡ль ней ше „о ‡н‡ ли з‡ эф фек ти‚ но с ти по лу ч‡ е мых п‡ -

‡л лель ных ‚ы чис ле ний п‡ ‡л лель ный ‡л „о итм м‡ т ич но-‚ек то но „о

ум но же ниfl пи лен точ ном „о и зон т‡ль ном ‡з ‰е ле нии м‡ т и цы и пи

пол ном ‰уб ли о ‚‡ нии ‚сех об ‡ б‡ ты ‚‡ е мых ‚ек то о‚.

Ту ‰о ем кость по сле ‰о ‚‡ тель но „о ме то ‰‡ со пfl жен ных „‡ ‰и ен то‚

бы л‡ уже оп е ‰е ле н‡ ‡ нее ‚ (8.12).

Оп е ‰е лим ‚е мfl ‚ы пол не ниfl п‡ ‡л лель ной е ‡ ли з‡ ции ме то ‰‡ со -

пfl жен ных „‡ ‰и ен то‚. Вы чис ли тель н‡fl слож ность п‡ ‡л лель ных опе ‡ -

ций ум но же ниfl м‡ т и цы н‡ ‚ек то пи ис поль зо ‚‡ нии схе мы лен точ но -

„о „о и зон т‡ль но „о ‡з ‰е ле ниfl м‡ т и цы со ст‡‚ лfl ет:

(см. лек цию 6).

К‡к е зуль т‡т, пи ус ло ‚ии ‰уб ли о ‚‡ ниfl ‚сех ‚ы чис ле ний н‡‰ ‚ек -

то ‡ ми об щ‡fl ‚ы чис ли тель н‡fl слож ность п‡ ‡л лель но „о ‚‡ и ‡н т‡ ме то -

‰‡ со пfl жен ных „‡ ‰и ен то‚ ‡‚ н‡:
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С уче том по лу чен ных оце нок по к‡ з‡ те ли ус ко е ниfl и эф фек ти‚ но с -

ти  п‡ ‡л лель но „о ‡л „о ит м‡ мо „ут быть ‚ы ‡ же ны пи по мо щи со от но -

ше ний:

Р‡с смо т е‚ по ст о ен ные по к‡ з‡ те ли, мож но от ме тить, что б‡ л‡н си -

о‚ к‡ ‚ы чис ли тель ной н‡ „уз ки меж ‰у по цес со ‡ ми ‚ це лом fl‚ лfl ет сfl

‰о ст‡ точ но ‡‚ но ме ной.

Уточ ним те пеь пи ‚е ‰ен ные ‚ы ‡ же ниfl – уч тем ‰ли тель ность ‚ы -

пол нfl е мых ‚ы чис ли тель ных опе ‡ ций и оце ним ту ‰о ем кость опе ‡ ции

пе е ‰‡ чи ‰‡н ных меж ‰у по цес со ‡ ми. К‡к мож но з‡ ме тить, ин фо м‡ -

ци он ное ‚з‡ и мо ‰ей ст ‚ие по цес со о‚ ‚оз ни к‡ ет толь ко пи ‚ы пол не нии

опе ‡ ций ум но же ниfl м‡ т и цы н‡ ‚ек то. С уче том е зуль т‡ то‚ лек ции 6

ком му ни к‡ ци он н‡fl слож ность ‡с см‡ т и ‚‡ е мых  п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле -

ний ‡‚ н‡:

,

„‰е α – л‡ тент ность, β – по пу ск н‡fl спо соб ность се ти пе е ‰‡ чи ‰‡н ных,

‡ w есть ‡з ме эле мен т‡ упо fl ‰о чи ‚‡ е мых ‰‡н ных ‚ б‡й т‡х.

Оконч‡тельно, ‚е мfl ‚ы пол не ниfl п‡ ‡л лель но „о ‚‡ и ‡н т‡ ме то ‰‡

со пfl жен ных „‡ ‰и ен то‚ ‰лfl е ше ниfl си с тем ли ней ных у‡‚ не ний пи -

ни м‡ ет ‚и‰:

, (8.13)

„‰е τ есть ‚е мfl ‚ы пол не ниfl б‡ зо ‚ой ‚ы чис ли тель ной опе ‡ ции.

8.3.4. Ре зуль т‡ ты ‚ы чис ли тель ных 

экс пе и мен то‚

Вы чис ли тель ные экс пе и мен ты ‰лfl оцен ки эф фек ти‚ но с ти п‡ -

‡л лель но „о ‚‡ и ‡н т‡ ме то ‰‡ со пfl жен ных „‡ ‰и ен то‚ ‰лfl е ше ниfl

си с тем ли ней ных у‡‚ не ний по ‚о ‰и лись пи ус ло ‚и flх, ук‡ з‡н ных ‚

п. 8.2.7.

Ре зуль т‡ ты ‚ы чис ли тель ных экс пе и мен то‚ пи ‚е ‰е ны ‚ т‡б ли це

8.3. Экс пе и мен ты по ‚о ‰и лись н‡ ‚ы чис ли тель ных си с те м‡х, со сто fl щих

из ‰‚ух, че ты ех и ‚ось ми по цес со о‚. 

С‡‚ не ние ‚е ме ни ‚ы пол не ниfl экс пе и мен т‡ T*
p и те о е ти че с кой

оцен ки Tp из (8.13) пи ‚е ‰е но ‚ т‡б ли це 8.4 и н‡ ис. 8.7.

257

Лекциfl 8 Решение систем линейных у‡‚нений



8.4. К‡т кий об зо лек ции

Д‡н н‡fl лек циfl по с‚fl ще н‡ по бле ме п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний пи

е ше нии си с тем ли ней ных у‡‚ не ний. Из ло же ние учеб но „о м‡ те и ‡ л‡

по ‚о ‰ит сfl с ис поль зо ‚‡ ни ем ‰‚ух ши о ко из ‚е ст ных ‡л „о ит мо‚: ме -

то‰‡ Г‡ ус с‡ к‡к пи ме‡ пfl мо „о ‡л „о ит м‡ е ше ниfl з‡ ‰‡ чи и ите ‡ ци -

он но„о ме то‰‡ со пfl жен ных „‡ ‰и ен то‚.

П‡ ‡л лель ный ‚‡ и ‡нт ме то ‰‡ Г‡ ус с‡ (по‰ ‡з ‰ел 8.2) ос но ‚ы ‚‡ ет сfl

н‡ лен точ ном ‡з ‰е ле нии м‡ т и цы меж ‰у по цес со ‡ ми с ис поль зо ‚‡ -
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Т‡б ли ц‡ 8.3. Ре зуль т‡ ты ‚ы чис ли тель ных экс пе и мен то‚ ‰лfl п‡ ‡л -

лель но „о ме то ‰‡ со пfl жен ных „‡ ‰и ен то‚ ‰лfl е ше ниfl си с тем ли -

ней ных у‡‚ не ний

Р‡з ме По сле ‰о ‚‡- П‡ ‡л лель ный ‡л „о итм

си с те мы тель ный 2 по цес со ‡ 4 по цес со ‡ 8 по цес со о‚

‡л „о итм Ве мfl Ус ко е ние Ве мfl Ус ко е ние Ве мfl Ус ко е ние

500 0,5 0,4634 1,0787 0,4706 1,0623 1,3020 0,3840

1000 8,14 3,9207 2,0761 3,6354 2,2390 3,5092 2,3195

1500 31,391 17,9505 1,7487 14,4102 2,1783 20,2001 1,5539

2000 92,36 51,3204 1,7996 40,7451 2,2667 37,9319 2,4348

2500 170,549 125,3005 1,3611 85,0761 2,0046 87,2626 1,9544

3000 363,476 223,3364 1,6274 146,1308 2,4873 134,1359 2,7097

Рис. 8.6. З‡ ‚и си мость ус ко е ниfl от ко ли че ст ‚‡ по цес со о‚ 

пи ‚ы пол не нии п‡ ‡л лель но „о ме то ‰‡ со пfl жен ных „‡ ‰и ен то‚

‰лfl е ше ниfl си с тем ли ней ных у‡‚ не ний



ни ем цик ли че с кой схе мы ‡с пе ‰е ле ниfl сток, что поз ‚о лfl ет сб‡ л‡н -

си о ‚‡ть ‚ы чис ли тель ную н‡ „уз ку. Длfl оп е ‰е ле ниfl п‡ ‡л лель но „о

‚‡ и ‡н т‡ ме то ‰‡ по ‚о ‰ит сfl пол ный цикл по ек ти о ‚‡ ниfl – оп е ‰е лfl -

ют сfl б‡ зо ‚ые по‰ з‡ ‰‡ чи, ‚ы ‰е лfl ют сfl ин фо м‡ ци он ные ‚з‡ и мо ‰ей ст -

‚иfl, об суж ‰‡ ют сfl ‚о по сы м‡с шт‡ би о ‚‡ ниfl, ‚ы ‚о ‰flт сfl оцен ки по к‡ -

з‡ те лей эф фек ти‚ но с ти, пе‰ л‡ „‡ ет сfl схе м‡ по „‡мм ной е ‡ ли з‡ ции

и пи ‚о ‰flт сfl е зуль т‡ ты ‚ы чис ли тель ных экс пе и мен то‚. К‡к ‚и‰ но

из „‡ фи к‡, пе‰ ст‡‚ лен но „о н‡ ис. 8.8, п‡ ‡л лель ный ‡л „о итм Г‡ ус -

с‡ ‰е мон ст и у ет ‰о ст‡ точ но ‚ы со кие по к‡ з‡ те ли ус ко е ниfl и эф фек -

ти‚ но с ти.  

259

Лекциfl 8 Решение систем линейных у‡‚нений

Рис. 8.7. Г‡ фик з‡ ‚и си мо с ти экс пе и мен т‡ль но „о и те о е ти че с ко -

„о ‚е ме ни по ‚е ‰е ниfl экс пе и мен т‡ н‡ че ты ех по цес со ‡х 

от объ е м‡ ис хо‰ ных ‰‡н ных 

Т‡б ли ц‡ 8.4. С‡‚ не ние экс пе и мен т‡ль но „о и те о е ти че с ко „о ‚е -

ме ни ‚ы пол не ниfl п‡ ‡л лель но „о ме то ‰‡ со пfl жен ных „‡ ‰и ен то‚

е ше ниfl си с те мы ли ней ных у‡‚ не ний

Р‡з ме 2 по цес со ‡ 4 по цес со ‡ 8 по цес со о‚

си с те мы Tp T*
p Tp T*

p Tp T*
p

500 1,3042 0,4634 0,6607 0,4706 0,3390 1,3020

1000 10,3713 3,9207 5,2194 3,6354 2,6435 3,5092

1500 34,9333 17,9505 17,5424 14,4102 8,8470 20,2001

2000 82,7220 51,3204 41,4954 40,7451 20,8822 37,9319

2500 161,4695 125,3005 80,9446 85,0761 40,6823 87,2626

3000 278,9077 223,3364 139,7560 146,1308 70,1801 134,1359



В‡ж ный мо мент пи ‡с смо т е нии п‡ ‡л лель но „о ‚‡ и ‡н т‡ ме то ‰‡ со -

пfl жен ных „‡ ‰и ен то‚ (по‰ ‡з ‰ел 8.3) со сто ит ‚ том, что спо соб п‡ ‡л лель -

ных ‚ы чис ле ний ‰лfl это „о ме то ‰‡ мо жет быть по лу чен че ез п‡ ‡л лель ные

‡л „о ит мы ‚ы пол нfl е мых ‚ы чис ли тель ных ‰ей ст ‚ий – опе ‡ ций ум но же -

ниfl м‡ т и цы н‡ ‚ек то, ск‡ лfl но „о по из ‚е ‰е ниfl ‚ек то о‚, сло же ниfl и

‚ы чи т‡ ниfl ‚ек то о‚. Вы б‡н ный ‰лfl учеб но „о пиме‡ по‰ хо‰ со сто ит ‚

‡с п‡ ‡л ле ли ‚‡ нии ‚ы чис ли тель но н‡ и бо лее ту ‰о ем кой опе ‡ ции ум но -

же ниfl м‡ т и цы н‡ ‚ек то, ‚ то ‚е мfl к‡к ‚се ‚ы чис ле ниfl н‡‰ ‚ек то ‡ ми

‰уб ли у ют сfl н‡ к‡ж ‰ом по цес со е ‰лfl умень ше ниfl чис л‡ ‚ы пол нfl е мых

опе ‡ ций пе е ‰‡ чи ‰‡н ных — по к‡ з‡ те ли эф фек ти‚ но с ти по ‰об но „о спо -

соб‡ о „‡ ни з‡ ции п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний пе‰ ст‡‚ ле ны н‡ ис. 8.8.

Рис. 8.8. Ус ко е ние п‡ ‡л лель ных ‡л „о ит мо‚ е ше ниfl си с те мы

ли ней ных у‡‚ не ний с ‡з ме ом м‡ т и цы 3000×3000

8.5. Об зо ли те ‡ ту ы

По бле м‡ чис лен но „о е ше ниfl си с тем ли ней ных у‡‚ не ний ши о ко

‡с см‡ т и ‚‡ ет сfl ‚ ли те ‡ ту е. Длfl учеб но „о ‡с смо т е ниfl мо „ут быть е ко -

мен ‰о ‚‡ ны ‡ бо ты [6, 13, 51, 63]. Ши о кое об суж ‰е ние ‚о по со‚ п‡ ‡л лель -

ных ‚ы чис ле ний ‰лfl е ше ниfl ‰‡н но „о ти п‡ з‡ ‰‡ч ‚ы пол не но ‚ ‡ бо т‡х [22, 30].

Пи ‡с смо т е нии ‚о по со‚ по „‡мм ной е ‡ ли з‡ ции п‡ ‡л лель -

ных ме то ‰о‚ мо жет быть е ко мен ‰о ‚‡ н‡ ‡ бо т‡ [23]. В ней ‡с см‡ т и ‚‡ -

ет сfl хо о шо из ‚е ст н‡fl и ши о ко ис поль зу е м‡fl ‚ п‡к ти ке п‡ ‡л лель ных

‚ы чис ле ний по „‡мм н‡fl биб ли о те к‡ чис лен ных ме то ‰о‚ ScaLAPACK.

8.6. Кон толь ные ‚о по сы

1. Что пе‰ ст‡‚ лfl ет со бой си с те м‡ ли ней ных у‡‚ не ний? К‡ кие ти -

пы си с тем ‚‡м из ‚е ст ны? К‡ кие ме то ‰ы мо „ут быть ис поль зо ‚‡ ны

‰лfl е ше ниfl си с тем ‡з ных ти по‚?
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2. В чем со сто ит по ст‡ но‚ к‡ з‡ ‰‡ чи е ше ниfl си с те мы ли ней ных

у‡‚ не ний?

3. В чем и‰еfl п‡ ‡л лель ной е ‡ ли з‡ ции ме то ‰‡ Г‡ ус с‡?

4. К‡ кие ин фо м‡ ци он ные ‚з‡ и мо ‰ей ст ‚иfl име ют сfl меж ‰у б‡ зо ‚ы -

ми по‰ з‡ ‰‡ ч‡ ми ‰лfl п‡ ‡л лель но „о ‚‡ и ‡н т‡ ме то ‰‡ Г‡ ус с‡?

5. К‡ ко ‚ы по к‡ з‡ те ли эф фек ти‚ но с ти ‰лfl п‡ ‡л лель но „о ‚‡ и ‡н т‡

ме то ‰‡ Г‡ ус с‡?

6. В чем со сто ит схе м‡ по „‡мм ной е ‡ ли з‡ ции п‡ ‡л лель но „о ‚‡ -

и ‡н т‡ ме то ‰‡ Г‡ ус с‡?

7. В чем со сто ит и‰еfl п‡ ‡л лель ной е ‡ ли з‡ ции ме то ‰‡ со пfl жен -

ных „‡ ‰и ен то‚?

8. К‡ кой из ‡л „о ит мо‚ об л‡ ‰‡ ет боль шей ком му ни к‡ ци он ной слож -

но с тью?

8.7. З‡ ‰‡ чи и уп ‡ж не ниfl

1. Вы пол ни те ‡н‡ лиз эф фек ти‚ но с ти п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний ‚

от ‰ель но с ти ‰лfl пfl мо „о и об ‡т но „о эт‡ по‚ ме то ‰‡ Г‡ ус с‡. Оце -

ни те, н‡ к‡ ком эт‡ пе по ис хо ‰ит боль шее сни же ние по к‡ з‡ те лей.

2. Вы пол ни те ‡з ‡ бот ку п‡ ‡л лель но „о ‚‡ и ‡н т‡ ме то ‰‡ Г‡ ус с‡ пи

‚е ти к‡ль ном ‡з би е нии м‡ т и цы по столб ц‡м. По ст ой те те о е -

ти че с кие оцен ки ‚е ме ни ‡ бо ты это „о ‡л „о ит м‡ с уче том п‡ ‡ -

ме т о‚ ис поль зу е мой ‚ы чис ли тель ной си с те мы. По ‚е ‰и те ‚ы -

чис ли тель ные экс пе и мен ты. С‡‚ ни те е зуль т‡ ты ‚ы пол нен ных

экс пе и мен то‚ с ‡ нее по лу чен ны ми те о е ти че с ки ми оцен к‡ ми.

3. Вы пол ни те е ‡ ли з‡ цию п‡ ‡л лель но „о ме то ‰‡ со пfl жен ных „‡ -

‰и ен то‚. По ст ой те те о е ти че с кие оцен ки ‚е ме ни ‡ бо ты это „о

‡л „о ит м‡ с уче том п‡ ‡ ме т о‚ ис поль зу е мой ‚ы чис ли тель ной си -

с те мы. По ‚е ‰и те ‚ы чис ли тель ные экс пе и мен ты. С‡‚ ни те е -

зуль т‡ ты ‚ы пол нен ных экс пе и мен то‚ с ‡ нее по лу чен ны ми те о -

е ти че с ки ми оцен к‡ ми.

2. Вы пол ни те ‡з ‡ бот ку п‡ ‡л лель ных ‚‡ и ‡н то‚ ме то ‰о‚ Яко би и

Зей ‰е лfl е ше ниfl си с тем ли ней ных у‡‚ не ний (см., н‡ пи ме,

Kumar (1994)). По ст ой те те о е ти че с кие оцен ки ‚е ме ни ‡ бо ты

это „о ‡л „о ит м‡ с уче том п‡ ‡ ме т о‚ ис поль зу е мой ‚ы чис ли тель -

ной си с те мы. По ‚е ‰и те ‚ы чис ли тель ные экс пе и мен ты. С‡‚ ни -

те е зуль т‡ ты ‚ы пол нен ных экс пе и мен то‚ с ‡ нее по лу чен ны ми

те о е ти че с ки ми оцен к‡ ми.
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Лек циfl 9. П‡ ‡л лель ные ме то ‰ы со ти о‚ ки

В лек ции ‡с см‡ т и ‚‡ ют сfl ‡з лич ные ‡л „о ит мы со ти о‚ ки ‰‡н ных.

Из л‡ „‡ ют сfl к‡к об щие пин ци пы, пи ме нfl е мые пи ‡с п‡ ‡л ле ли ‚‡ нии, т‡к

и кон кет ные ‡л „о ит мы. Те о е ти че с ки оце ни ‚‡ ет сfl эф фек ти‚ ность ‡с см‡ -

т и ‚‡ е мых ‡л „о ит мо‚. Пи ‚о ‰flт сfl и ‡н‡ ли зи у ют сfl е зуль т‡ ты ‚ы чис ли -

тель ных экс пе и мен то‚.

Клю че ‚ые сло ‚‡: со ти о‚ к‡, опе ‡ циfl «с‡‚ нить и пе е ст‡ ‚ить», пу -

зыь ко ‚‡fl со ти о‚ к‡, чет-не чет н‡fl со ти о‚ к‡, ‡л „о итм Шел л‡,

бы с т ‡fl со ти о‚ к‡, обоб щен н‡fl бы с т ‡fl со ти о‚ к‡, со ти о‚ к‡ с

ис поль зо ‚‡ ни ем е „у лfl но „о н‡ бо ‡ об ‡з цо‚, ус ко е ние, эф фек ти‚ -

ность, ‚ы чис ли тель н‡fl и ком му ни к‡ ци он н‡fl слож ность, те о е ти че с -

к‡fl оцен к‡ ‚е ме ни ‚ы пол не ниfl ‡л „о ит м‡, по „‡мм н‡fl е ‡ ли з‡ -

циfl, опе ‡ ции пе е ‰‡ чи ‰‡н ных, MPI, ‚ы чис ли тель ный экс пе и мент.

Со ти о‚ к‡ fl‚ лfl ет сfl о‰ ной из ти по ‚ых по блем об ‡ бот ки ‰‡н ных и

обыч но по ни м‡ ет сfl к‡к з‡ ‰‡ ч‡ ‡з ме ще ниfl эле мен то‚ не упо fl ‰о чен но „о

н‡ бо ‡ зн‡ че ний

‚ по fl‰ ке мо но тон но „о ‚оз ‡ с т‡ ниfl или убы ‚‡ ниfl

(з‰есь и ‰‡ лее ‚се по flс не ниfl ‰лfl к‡т ко сти бу ‰ут ‰‡ ‚‡ть сfl толь ко н‡ пи -

ме е упо fl ‰о чи ‚‡ ниfl ‰‡н ных по ‚оз ‡ с т‡ нию).

Воз мож ные спо со бы е ше ниfl этой з‡ ‰‡ чи ши о ко об суж ‰‡ ют сfl ‚

ли те ‡ ту е; о‰ин из н‡ и бо лее пол ных об зо о‚ ‡л „о ит мо‚ со ти о‚ ки со -

‰е жит сfl ‚ ‡ бо те [50], се ‰и по сле‰ них из ‰‡ ний мо жет быть е ко мен ‰о -

‚‡ н‡ ‡ бо т‡ [26].

Вы чис ли тель н‡fl ту ‰о ем кость по це ‰у ы упо fl ‰о чи ‚‡ ниfl fl‚ лfl ет сfl

‰о ст‡ точ но ‚ы со кой. Т‡к, ‰лfl fl ‰‡ из ‚е ст ных по стых ме то ‰о‚ (пу зыь -

ко ‚‡fl со ти о‚ к‡, со ти о‚ к‡ ‚клю че ни ем и ‰.) ко ли че ст ‚о не об хо ‰и -

мых опе ‡ ций оп е ‰е лfl ет сfl к‚‡ ‰ ‡ тич ной з‡ ‚и си мо с тью от чис л‡ упо fl -

‰о чи ‚‡ е мых ‰‡н ных

T~n2.

Длfl бо лее эф фек ти‚ ных ‡л „о ит мо‚ (со ти о‚ к‡ сли fl ни ем, со ти -

о‚ к‡ Шел л‡, бы с т ‡fl со ти о‚ к‡) ту ‰о ем кость оп е ‰е лfl ет сfl ‚е ли чи ной 
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T~nlog2n.

Д‡н ное ‚ы ‡ же ние ‰‡ ет т‡к же ниж нюю оцен ку не об хо ‰и мо „о ко ли -

че ст ‚‡ опе ‡ ций ‰лfl упо fl ‰о чи ‚‡ ниfl н‡ бо ‡ из n зн‡ че ний; ‡л „о ит мы с

мень шей ту ‰о ем ко с тью мо „ут быть по лу че ны толь ко ‰лfl ч‡ ст ных ‚‡ и -

‡н то‚ з‡ ‰‡ чи.

Ус ко е ние со ти о‚ ки мо жет быть обес пе че но пи ис поль зо ‚‡ нии не -

сколь ких (p>1) по цес со о‚. Ис хо‰ ный упо fl ‰о чи ‚‡ е мый н‡ бо ‚ этом слу -

ч‡е ‡з ‰е лfl ет сfl меж ‰у по цес со ‡ ми; ‚ хо ‰е со ти о‚ ки ‰‡н ные пе е сы л‡ ют -

сfl меж ‰у по цес со ‡ ми и с‡‚ ни ‚‡ ют сfl меж ‰у со бой. Ре зуль ти у ю щий (упо -

fl ‰о чен ный) н‡ бо, к‡к п‡ ‚и ло, т‡к же ‡з ‰е лен меж ‰у по цес со ‡ ми; пи

этом ‰лfl си с те м‡ ти з‡ ции т‡ ко „о ‡з ‰е ле ниfl ‰лfl по цес со о‚ ‚‚о ‰ит сfl т‡ или

ин‡fl си с те м‡ по сле ‰о ‚‡ тель ной ну ме ‡ ции и обыч но те бу ет сfl, что бы пи

з‡ ‚е ше нии со ти о‚ ки зн‡ че ниfl, ‡с по л‡ „‡ е мые н‡ по цес со ‡х с мень ши -

ми но ме ‡ ми, не пе ‚ы ш‡ ли зн‡ че ний по цес со о‚ с боль ши ми но ме ‡ ми.

Ос т‡‚ лflfl по ‰об ный ‡н‡ лиз по бле мы со ти о‚ ки ‰лfl от ‰ель но „о

‡с смо т е ниfl, з‰есь ос но‚ ное ‚ни м‡ ние мы у‰е лим изу че нию п‡ ‡л лель -

ных спо со бо‚ ‚ы пол не ниfl ‰лfl fl ‰‡ ши о ко из ‚е ст ных ме то ‰о‚ ‚ну т ен -

ней со ти о‚ ки, ко„ ‰‡ ‚се упо fl ‰о чи ‚‡ е мые ‰‡н ные мо „ут быть ‡з ме ще -

ны пол но стью ‚ опе ‡ ти‚ ной п‡ мfl ти ЭВМ.

9.1. Пин ци пы ‡с п‡ ‡л ле ли ‚‡ ниfl

Пи ‚ни м‡ тель ном ‡с смо т е нии спо со бо‚ упо fl ‰о чи ‚‡ ниfl ‰‡н -

ных, пи ме нfl е мых ‚ ‡л „о ит м‡х со ти о‚ ки, мож но з‡ ме тить, что мно „ие

ме то ‰ы ос но ‚‡ ны н‡ пи ме не нии о‰ ной и той же б‡ зо ‚ой опе ‡ ции «с‡‚ -

нить и пе е ст‡ ‚ить» (compare-exchange), со сто fl щей ‚ с‡‚ не нии той или

иной п‡ ы зн‡ че ний из со ти у е мо „о н‡ бо ‡ ‰‡н ных и пе е ст‡ но‚ ке этих

зн‡ че ний, ес ли их по fl ‰ок не со от ‚ет ст ‚у ет ус ло ‚и flм со ти о‚ ки.

Пи ме 9.1. Опе ‡ циfl «с‡‚ нить и пе е ст‡ ‚ить»

// Б‡ зо ‚‡fl опе ‡ циfl "с‡‚ нить и пе е ст‡ ‚ить"

¥f ( A[¥] > A[j] ) {

temp = A[¥];

A[¥] = A[j];

A[j] = temp;

}

Це ле н‡ п‡‚ лен ное пи ме не ние ‰‡н ной опе ‡ ции поз ‚о лfl ет упо fl -

‰о чить ‰‡н ные; ‚ спо со б‡х ‚ы бо ‡ п‡ зн‡ че ний ‰лfl с‡‚ не ниfl, соб ст ‚ен -

но, и по fl‚ лfl ет сfl ‡з ли чие ‡л „о ит мо‚ со ти о‚ ки.
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Длfl п‡ ‡л лель но „о обоб ще ниfl ‚ы ‰е лен ной б‡ зо ‚ой опе ‡ ции со -

ти о‚ ки ‡с смо т им пе ‚о н‡ ч‡ль но си ту ‡ цию, ко„ ‰‡ ко ли че ст ‚о по цес -

со о‚ со‚ п‡ ‰‡ ет с чис лом со ти у е мых зн‡ че ний (т. е. p=n) и н‡ к‡ж ‰ом из

по цес со о‚ со ‰е жит сfl толь ко по о‰ но му зн‡ че нию ис хо‰ но „о н‡ бо ‡

‰‡н ных. То„ ‰‡ с‡‚ не ние зн‡ че ний ai и aj, ‡с по л‡ „‡ е мых со от ‚ет ст ‚ен но

н‡ по цес со ‡х Pi и Pj, мож но о „‡ ни зо ‚‡ть сле ‰у ю щим об ‡ зом (п‡ ‡л -

лель ное обоб ще ние б‡ зо ‚ой опе ‡ ции со ти о‚ ки):

• ‚ы пол нить ‚з‡ и мо об мен име ю щих сfl н‡ по цес со ‡х Pi и Pj зн‡ че -

ний (с со х‡ не ни ем н‡ этих по цес со ‡х ис хо‰ ных эле мен то‚);

• с‡‚ нить н‡ к‡ж ‰ом по цес со е Pi и Pj по лу чи‚ ши е сfl о‰и н‡ ко ‚ые

п‡ ы зн‡ че ний (ai, aj); е зуль т‡ ты с‡‚ не ниfl ис поль зу ют сfl ‰лfl ‡з -

‰е ле ниfl ‰‡н ных меж ‰у по цес со ‡ ми – н‡ о‰ ном по цес со е (н‡ -

пи ме, Pi) ос т‡ ет сfl мень ший эле мент, ‰у „ой по цес со (т. е. Pj)

з‡ по ми н‡ ет ‰лfl ‰‡ль ней шей об ‡ бот ки боль шее зн‡ че ние п‡ ы

.

9.2. М‡с шт‡ би о ‚‡ ние п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний

Р‡с смо т ен ное п‡ ‡л лель ное обоб ще ние б‡ зо ‚ой опе ‡ ции со ти о‚ -

ки мо жет быть н‡‰ ле ж‡ щим об ‡ зом ‡‰‡п ти о ‚‡ но и ‰лfl слу ч‡fl p<n, ко„ ‰‡

ко ли че ст ‚о по цес со о‚ мень ше чис л‡ упо fl ‰о чи ‚‡ е мых зн‡ че ний. В ‰‡н -

ной си ту ‡ ции к‡ж ‰ый по цес со бу ‰ет со ‰е ж‡ть уже не е‰ин ст ‚ен ное зн‡ -

че ние, ‡ ч‡сть (блок ‡з ме ‡ n/p) со ти у е мо „о н‡ бо ‡ ‰‡н ных.

Оп е ‰е лим ‚ к‡ че ст ‚е е зуль т‡ т‡ ‚ы пол не ниfl п‡ ‡л лель но „о ‡л „о ит -

м‡ со ти о‚ ки т‡ кое со сто fl ние упо fl ‰о чи ‚‡ е мо „о н‡ бо ‡ ‰‡н ных, пи ко -

то ом име ю щи е сfl н‡ по цес со ‡х ‰‡н ные упо fl ‰о че ны, ‡ по fl ‰ок ‡с -

пе ‰е ле ниfl бло ко‚ по по цес со ‡м со от ‚ет ст ‚у ет ли ней но му по fl‰ ку ну -

ме ‡ ции (т. е. зн‡ че ние по сле‰ не „о эле мен т‡ н‡ по цес со е Pi мень ше  зн‡ -

че ниfl пе ‚о „о эле мен т‡ н‡ по цес со е Pi+1, „‰е 0 ≤ i <p-1 или ‡‚ но ему).

Бло ки обыч но упо fl ‰о чи ‚‡ ют сfl ‚ с‡ мом н‡ ч‡ ле со ти о‚ ки н‡ к‡ж -

‰ом по цес со е ‚ от ‰ель но с ти пи по мо щи к‡ ко „о-ли бо бы с т о „о ‡л „о -

ит м‡ (н‡ ч‡ль н‡fl ст‡ ‰иfl п‡ ‡л лель ной со ти о‚ ки). Д‡ лее, сле ‰уfl схе ме

о‰ но эле мент но „о с‡‚ не ниfl, ‚з‡ и мо ‰ей ст ‚ие п‡ ы по цес со о‚ Pi и Pi+1

‰лfl со‚ ме ст но „о упо fl ‰о че ниfl со ‰е жи мо „о бло ко‚ Ai и Ai+1 мо жет быть

осу ще ст‚ ле но сле ‰у ю щим об ‡ зом:

• ‚ы пол нить ‚з‡ и мо об мен бло ко‚ меж ‰у по цес со ‡ ми Pi и Pi+1;

• объ е ‰и нить бло ки Ai и Ai+1 н‡ к‡ж ‰ом по цес со е ‚ о‰ин от со ти -

о ‚‡н ный блок ‰‚ой но „о ‡з ме ‡ (пи ис хо‰ ной упо fl ‰о чен но с ти

бло ко‚ Ai и Ai+1 по це ‰у ‡ их объ е ‰и не ниfl с‚о ‰ит сfl к бы с т ой опе -

‡ ции сли fl ниfl упо fl ‰о чен ных н‡ бо о‚ ‰‡н ных);
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• ‡з ‰е лить по лу чен ный ‰‚ой ной блок н‡ ‰‚е ‡‚ ные ч‡ с ти и ос т‡ -

‚ить о‰ ну из этих ч‡ с тей (н‡ пи ме, с мень ши ми зн‡ че ни fl ми ‰‡н -

ных) н‡ по цес со е Pi, ‡ ‰у „ую ч‡сть (с боль ши ми зн‡ че ни fl ми, со -

от ‚ет ст ‚ен но) – н‡ по цес со е Pi+1

.

Р‡с смо т ен н‡fl по це ‰у ‡ обыч но име ну ет сfl ‚ ли те ‡ ту е опе ‡ ци ей

«с‡‚ нить и ‡з ‰е лить» (compare-split). Сле ‰у ет от ме тить, что сфо ми о -

‚‡н ные ‚ е зуль т‡ те т‡ кой по це ‰у ы бло ки н‡ по цес со ‡х Pi и Pi+1 со‚ -

п‡ ‰‡ ют по ‡з ме у с ис хо‰ ны ми бло к‡ ми Ai и Ai+1 и ‚се зн‡ че ниfl, ‡с по -

ло жен ные н‡ по цес со е Pi, не пе ‚ы ш‡ ют зн‡ че ний н‡ по цес со е Pi+1.

Оп е ‰е лен н‡fl ‚ы ше опе ‡ циfl «с‡‚ нить и ‡з ‰е лить» мо жет быть

ис поль зо ‚‡ н‡ ‚ к‡ че ст ‚е б‡ зо ‚ой по‰ з‡ ‰‡ чи ‰лfl о „‡ ни з‡ ции п‡ ‡л лель -

ных ‚ы чис ле ний. К‡к сле ‰у ет из по ст о е ниfl, ко ли че ст ‚о т‡ ких по‰ з‡ ‰‡ч

п‡ ‡ ме т и че с ки з‡ ‚и сит от чис л‡ име ю щих сfl по цес со о‚, и, т‡ ким об -

‡ зом, по бле м‡ м‡с шт‡ би о ‚‡ ниfl ‚ы чис ле ний ‰лfl п‡ ‡л лель ных ‡л „о -

ит мо‚ со ти о‚ ки п‡к ти че с ки от сут ст ‚у ет. Вме с те с тем сле ‰у ет от ме -

тить, что от но сfl щи е сfl к по‰ з‡ ‰‡ ч‡м бло ки ‰‡н ных из ме нfl ют сfl ‚ хо ‰е

‚ы пол не ниfl со ти о‚ ки. В по стых слу ч‡ flх ‡з ме бло ко‚ ‰‡н ных ‚

по‰ з‡ ‰‡ ч‡х ос т‡ ет сfl не из ме нен ным. В бо лее слож ных си ту ‡ ци flх (к‡к,

н‡ пи ме, ‚ ‡л „о ит ме бы с т ой со ти о‚ ки – см. по‰ ‡з ‰ел 9.5) объ ем

‡с по л‡ „‡ е мых н‡ по цес со ‡х ‰‡н ных мо жет ‡з ли ч‡ть сfl, что мо жет

пи ‚о ‰ить к н‡ у ше нию ‡‚ но ме ной ‚ы чис ли тель ной з‡ „уз ки по -

цес со о‚.

9.3.  Пу зыь ко ‚‡fl со ти о‚ к‡

9.3.1.  По сле ‰о ‚‡ тель ный ‡л „о итм

По сле ‰о ‚‡ тель ный ‡л „о итм пу зыь ко ‚ой со ти о‚ ки (the bubble sort

algorithm) (см., н‡ пи ме, [26, 50]) с‡‚ ни ‚‡ ет и об ме ни ‚‡ ет со се‰ ние эле -

мен ты ‚ по сле ‰о ‚‡ тель но с ти, ко то ую нуж но от со ти о ‚‡ть. Длfl по сле -

‰о ‚‡ тель но с ти 

(a1, a2,…, an)

‡л „о итм сн‡ ч‡ л‡ ‚ы пол нfl ет n-1 б‡ зо ‚ых опе ‡ ций «с‡‚ не ниfl-об ме н‡»

‰лfl по сле ‰о ‚‡ тель ных п‡ эле мен то‚ 

(a1, a2), (a2, a3), ..., (an-1, an).
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В е зуль т‡ те по сле пе ‚ой ите ‡ ции ‡л „о ит м‡ с‡ мый боль шой эле -

мент пе е ме щ‡ ет сfl («‚сплы ‚‡ ет») ‚ ко нец по сле ‰о ‚‡ тель но с ти. Д‡ лее по -

сле‰ ний эле мент ‚ пе об ‡ зо ‚‡н ной по сле ‰о ‚‡ тель но с ти мо жет быть ис -

клю чен из ‡с смо т е ниfl, и опи с‡н н‡fl ‚ы ше по це ‰у ‡ пи ме нfl ет сfl к ос -

т‡‚ шей сfl ч‡ с ти по сле ‰о ‚‡ тель но с ти

(a'1, a'2, …, a'n-1).

К‡к мож но у‚и ‰еть, по сле ‰о ‚‡ тель ность бу ‰ет от со ти о ‚‡ н‡ по сле

n-1 ите ‡ ции. Эф фек ти‚ ность пу зыь ко ‚ой со ти о‚ ки мо жет быть улуч -

ше н‡, ес ли з‡ ‚е ш‡ть ‡л „о итм ‚ слу ч‡е от сут ст ‚иfl к‡ ких-ли бо из ме не -

ний со ти у е мой по сле ‰о ‚‡ тель но с ти ‰‡н ных ‚ хо ‰е к‡ кой-ли бо ите ‡ -

ции со ти о‚ ки.

Ал „о итм 9.1. По сле ‰о ‚‡ тель ный ‡л „о итм пу зыь ко ‚ой со ти о‚ ки

// Ал „о итм 9.1.

// По сле ‰о ‚‡ тель ный ‡л „о итм пу зыь ко ‚ой со ти о‚ ки

vo¥d BubbleSort(double A[], ¥nt n) {

for (¥nt ¥ = 0; ¥ < n - 1; ¥++) 

for (¥nt j = 0; j < n - ¥; j++)

compare_exchange(A[j], A[j + 1]);

}

9.3.2. Ал „о итм чет-не чет ной пе е ст‡ но‚ ки

Ал „о итм пу зыь ко ‚ой со ти о‚ ки ‚ пfl мом ‚и ‰е ‰о ст‡ точ но сло -

жен ‰лfl ‡с п‡ ‡л ле ли ‚‡ ниfl – с‡‚ не ние п‡ зн‡ че ний упо fl ‰о чи ‚‡ е мо „о

н‡ бо ‡ ‰‡н ных по ис хо ‰ит сто „о по сле ‰о ‚‡ тель но. В с‚fl зи с этим ‰лfl

п‡ ‡л лель но „о пи ме не ниfl ис поль зу ет сfl не с‡м этот ‡л „о итм, ‡ е„о мо -

‰и фи к‡ циfl, из ‚е ст н‡fl ‚ ли те ‡ ту е к‡к ме то‰ чет-не чет ной пе е ст‡ но‚ ки

(the odd-even transposition method) – см., н‡ пи ме, [51]. Суть мо ‰и фи к‡ ции

со сто ит ‚ том, что ‚ ‡л „о итм со ти о‚ ки ‚‚о ‰flт сfl ‰‚‡ ‡з ных п‡ ‚и л‡

‚ы пол не ниfl ите ‡ ций ме то ‰‡: ‚ з‡ ‚и си мо с ти от чет но с ти или не чет но с ти

но ме ‡ ите ‡ ции со ти о‚ ки ‰лfl об ‡ бот ки ‚ы би ‡ ют сfl эле мен ты с чет -

ны ми или не чет ны ми ин ‰ек с‡ ми со от ‚ет ст ‚ен но, с‡‚ не ние ‚ы ‰е лfl е мых

зн‡ че ний ‚се „‰‡ осу ще ст‚ лfl ет сfl с их п‡ ‚ы ми со се‰ ни ми эле мен т‡ ми.

Т‡ ким об ‡ зом, н‡ ‚сех не чет ных ите ‡ ци flх с‡‚ ни ‚‡ ют сfl п‡ ы

(a1, a2), (a3, a4), …, (an-1,an) (пи чет ном n),

‡ н‡ чет ных ите ‡ ци flх об ‡ б‡ ты ‚‡ ют сfl эле мен ты

Кус

266

Теоиfl и п‡ктик‡ п‡‡ллельных ‚ычислений



(a2, a3), (a4, a5), …, (an-2,an-1).

По сле n-к‡т но „о по ‚то е ниfl ите ‡ ций со ти о‚ ки ис хо‰ ный н‡ бо

‰‡н ных ок‡ зы ‚‡ ет сfl упо fl ‰о чен ным.

Ал „о итм 9.2. По сле ‰о ‚‡ тель ный ‡л „о итм чет-не чет ной пе е ст‡ -

но‚ ки

// Ал „о итм 9.2

// По сле ‰о ‚‡ тель ный ‡л „о итм чет-не чет ной пе е ст‡ но‚ ки

vo¥d OddEvenSort(double A[], ¥nt n) {

for (¥nt ¥ = 1; ¥ < n; ¥++) {

¥f (¥ % 2 == 1) {    // не чет н‡fl ите ‡ циfl

for (¥nt j = 0; j < n/2 - 2; j++) 

compare_exchange(A[2*j + 1], A[2*j + 2]);

¥f (n % 2 == 1) // с‡‚ не ние по сле‰ ней п‡ ы пи не чет ном n

compare_exchange(A[n - 2], A[n - 1]);

}

else    // чет н‡fl ите ‡ циfl

for (¥nt j = 1; j < n/2 - 1; j++) 

compare_exchange(A[2*j], A[2*j + 1]);

}

}

9.3.3. Оп е ‰е ле ние по‰ з‡ ‰‡ч и ‚ы ‰е ле ние 

ин фо м‡ ци он ных з‡ ‚и си мо с тей

По лу че ние п‡ ‡л лель но „о ‚‡ и ‡н т‡ ‰лfl ме то ‰‡ чет-не чет ной пе е -

ст‡ но‚ ки уже не пе‰ ст‡‚ лfl ет к‡ ких-ли бо з‡ ту‰ не ний – с‡‚ не ниfl п‡

зн‡ че ний н‡ ите ‡ ци flх со ти о‚ ки fl‚ лfl ют сfl не з‡ ‚и си мы ми и мо „ут быть

‚ы пол не ны п‡ ‡л лель но. В слу ч‡е p<n, ко„ ‰‡ ко ли че ст ‚о по цес со о‚

мень ше чис л‡ упо fl ‰о чи ‚‡ е мых зн‡ че ний, по цес со ы со ‰е ж‡т бло ки

‰‡н ных ‡з ме ‡ n/p и ‚ к‡ че ст ‚е б‡ зо ‚ой по‰ з‡ ‰‡ чи мо жет быть ис поль зо -

‚‡ н‡ опе ‡ циfl «с‡‚ нить и ‡з ‰е лить» (см. по‰ ‡з ‰ел 9.2).

Ал „о итм 9.3. П‡ ‡л лель ный ‡л „о итм чет-не чет ной пе е ст‡ но‚ ки

// Ал „о итм 9.3

// П‡ ‡л лель ный ‡л „о итм чет-не чет ной пе е ст‡ но‚ ки

ParallelOddEvenSort(double A[], ¥nt n) {

¥nt ¥d = GetProcId();     // но ме по цес с‡ 

¥nt np = GetProcNum();    // ко ли че ст ‚о по цес со‚ 
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for (¥nt ¥ = 0; ¥ < np; ¥++ ) {

¥f (¥ % 2 == 1) {    // не чет н‡fl ите ‡ циfl

¥f (¥d % 2 == 1) {    // не чет ный но ме по цес с‡

// C‡‚ не ние-об мен с по цес сом — со се ‰ом сп‡ ‚‡

¥f (¥d < np - 1) compare_spl¥t_m¥n(¥d + 1);

}

else

// C‡‚ не ние-об мен с по цес сом — со се ‰ом сле ‚‡

¥f (¥d > 0) compare_spl¥t_max(¥d - 1);

}

else {    // чет н‡fl ите ‡ циfl

¥f(¥d % 2 == 0) {    // чет ный но ме по цес с‡

// C‡‚ не ние-об мен с по цес сом — со се ‰ом сп‡ ‚‡

¥f (¥d < np - 1) compare_spl¥t_m¥n(¥d + 1);

}

else

// C‡‚ не ние-об мен с по цес сом — со се ‰ом сле ‚‡

compare_spl¥t_max(¥d - 1);

}

}

}

Длfl по flс не ниfl т‡ ко „о п‡ ‡л лель но „о спо со б‡ со ти о‚ ки ‚ т‡бл. 9.1

пи ‚е ‰ен пи ме упо fl ‰о че ниfl ‰‡н ных пи n=16, p=4 (т. е. блок зн‡ че -

ний н‡ к‡ж ‰ом по цес со е со ‰е жит n/p=4 эле мен т‡). В пе ‚ом столб це

т‡б ли цы пи ‚о ‰ит сfl но ме и тип ите ‡ ции ме то ‰‡, пе е чис лfl ют сfl п‡ ы

по цес со‚, ‰лfl ко то ых п‡ ‡л лель но ‚ы пол нfl ют сfl опе ‡ ции «с‡‚ нить и

‡з ‰е лить». Вз‡ и мо ‰ей ст ‚у ю щие п‡ ы по цес со‚ ‚ы ‰е ле ны ‚ т‡б ли це

‡м кой. Длfl к‡ж ‰о „о ш‡ „‡ со ти о‚ ки по к‡ з‡ но со сто fl ние упо fl ‰о чи ‚‡ -

е мо „о н‡ бо ‡ ‰‡н ных ‰о и по сле ‚ы пол не ниfl ите ‡ ции.

В об щем слу ч‡е ‚ы пол не ние п‡ ‡л лель но „о ме то ‰‡ мо жет быть

пе к‡ ще но, ес ли ‚ те че ние к‡ ких-ли бо ‰‚ух по сле ‰о ‚‡ тель ных ите ‡ -

ций со ти о‚ ки со сто fl ние упо fl ‰о чи ‚‡ е мо „о н‡ бо ‡ ‰‡н ных не бы ло

из ме не но. К‡к е зуль т‡т, об щее ко ли че ст ‚о ите ‡ ций мо жет быть со к‡ -

ще но, и ‰лfl фик с‡ ции т‡ ких мо мен то‚ не об хо ‰и мо ‚‚е ‰е ние не ко то о -

„о уп ‡‚ лfl ю ще „о по цес со ‡, ко то ый оп е ‰е лflл бы со сто fl ние н‡ бо ‡

‰‡н ных по сле ‚ы пол не ниfl к‡ж ‰ой ите ‡ ции со ти о‚ ки. О‰ н‡ ко ту ‰о -

ем кость т‡ кой ком му ни к‡ ци он ной опе ‡ ции (сбо к‡ н‡ о‰ ном по цес -

со е со об ще ний от ‚сех по цес со о‚) мо жет ок‡ з‡ть сfl столь зн‡ чи тель -

ной, что ‚есь эф фект от ‚оз мож но „о со к‡ ще ниfl ите ‡ ций со ти о‚ ки

бу ‰ет по „ло щен з‡ т‡ т‡ ми н‡ е ‡ ли з‡ цию опе ‡ ций меж по цес со ной

пе е ‰‡ чи ‰‡н ных.
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9.3.4. М‡с шт‡ би о ‚‡ ние и ‡с пе ‰е ле ние 

по‰ з‡ ‰‡ч по по цес со ‡м

К‡к от ме ч‡ лось ‡ нее, ко ли че ст ‚о по‰ з‡ ‰‡ч со от ‚ет ст ‚у ет чис лу

име ю щих сfl по цес со о‚, и по это му не об хо ‰и мо с ти ‚ по ‚е ‰е нии м‡с -

шт‡ би о ‚‡ ниfl ‚ы чис ле ний не ‚оз ни к‡ ет. Ис хо‰ ное ‡с пе ‰е ле ние

бло ко‚ упо fl ‰о чи ‚‡ е мо „о н‡ бо ‡ ‰‡н ных по по цес со ‡м мо жет быть

‚ы б‡ но со ‚е шен но по из ‚оль ным об ‡ зом. Длfl эф фек ти‚ но „о ‚ы -

пол не ниfl ‡с смо т ен но „о п‡ ‡л лель но „о ‡л „о ит м‡ со ти о‚ ки нуж -

но, что бы по цес со ы с со се‰ ни ми но ме ‡ ми име ли пfl мые ли нии

с‚fl зи.

9.3.5. Ан‡ лиз эф фек ти‚ но с ти

Пи ‡н‡ ли зе эф фек ти‚ но с ти, к‡к и ‡ нее, ‚н‡ ч‡ ле по ‚е ‰ем об щую

оцен ку слож но с ти ‡с смо т ен но „о п‡ ‡л лель но „о ‡л „о ит м‡ со ти о‚ ки,

‡ з‡ тем ‰о пол ним по лу чен ные со от но ше ниfl по к‡ з‡ те лfl ми ту ‰о ем ко с ти

‚ы пол нfl е мых ком му ни к‡ ци он ных опе ‡ ций.

Оп е ‰е лим пе ‚о н‡ ч‡ль но ту ‰о ем кость по сле ‰о ‚‡ тель ных ‚ы чис -

ле ний. Пи ‡с смо т е нии ‰‡н но „о ‚о по с‡ ‡л „о итм пу зыь ко ‚ой со ти -

о‚ ки поз ‚о лfl ет по ‰е мон ст и о ‚‡ть сле ‰у ю щий ‚‡ж ный мо мент. К‡к

уже от ме ч‡ лось ‚ н‡ ч‡ ле этой лек ции, ис поль зо ‚‡н ный ‰лfl ‡с п‡ ‡л ле ли -

‚‡ ниfl по сле ‰о ‚‡ тель ный ме то‰ упо fl ‰о чи ‚‡ ниfl ‰‡н ных х‡ ‡к те и зу ет сfl

к‚‡ ‰ ‡ тич ной з‡ ‚и си мо с тью слож но с ти от чис л‡ упо fl ‰о чи ‚‡ е мых ‰‡н -

ных, т. е. T1~n2. О‰ н‡ ко пи ме не ние по ‰об ной оцен ки слож но с ти по сле -

‰о ‚‡ тель но „о ‡л „о ит м‡ пи ‚е ‰ет к ис к‡ же нию ис хо‰ но „о це ле ‚о „о н‡ -
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Т‡б ли ц‡ 9.1. Пи ме со ти о‚ ки ‰‡н ных п‡ ‡л лель ным ме то ‰ом

чет-не чет ной пе е ст‡ но‚ ки

№ и тип По цес со ы

ите ‡ ции 1 2 3 4

Ис хо‰ ные 

‰‡н ные
13 55 59 88 29 43 71 85 2 18 40 75 4 14 22 43

1 не чет 13 55 59 88 29 43 71 85 2 18 40 75 4 14 22 43

(1, 2), (3, 4) 13 29 43 55 59 71 85 88 2 4 14 18 22 40 43 75

2 чет 13 29 43 55 59 71 85 88 2 4 14 18 22 40 43 75

(2, 3) 13 29 43 55 2 4 14 18 59 71 85 88 22 40 43 75

3 не чет 13 29 43 55 2 4 14 18 59 71 85 88 22 40 43 75

(1, 2), (3, 4) 2 4 13 14 18 29 43 55 22 40 43 59 71 75 85 88

4 чет 2 4 13 14 18 29 43 55 22 40 43 59 71 75 85 88

(2, 3) 2 4 13 14 18 22 29 40 43 43 55 59 71 75 85 88



зн‡ че ниfl ки те и е‚ к‡ че ст ‚‡ п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний – по к‡ з‡ те ли

эф фек ти‚ но с ти ‚ этом слу ч‡е бу ‰ут х‡ ‡к те и зо ‚‡ть ис поль зу е мый спо -

соб п‡ ‡л лель но „о ‚ы пол не ниfl ‰‡н но „о кон кет но „о ме то ‰‡ со ти о‚ ки,

‡ не е зуль т‡ ти‚ ность ис поль зо ‚‡ ниfl п‡ ‡л ле лиз м‡ ‰лfl з‡ ‰‡ чи упо fl ‰о -

чи ‚‡ ниfl ‰‡н ных ‚ це лом к‡к т‡ ко ‚ой. Р‡з ли чие со сто ит ‚ том, что ‰лfl

со ти о‚ ки мо „ут быть пи ме не ны бо лее эф фек ти‚ ные по сле ‰о ‚‡ тель -

ные ‡л „о ит мы, ту ‰о ем кость ко то ых име ет по fl ‰ок

T1~nlog2n, (9.1)

и что бы с‡‚ нить, н‡ сколь ко бы с т ее мо „ут быть упо fl ‰о че ны ‰‡н ные

пи ис поль зо ‚‡ нии п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний, ‚ обfl з‡ тель ном по fl‰ ке

‰олж н‡ пименflтьсfl имен но эт‡ оцен к‡ слож но с ти. К‡к ос но‚ ной е -

зуль т‡т пи ‚е ‰ен ных ‡с суж ‰е ний, мож но сфо му ли о ‚‡ть ут ‚еж ‰е ние

о том, что пи оп е ‰е ле нии по к‡ з‡ те лей ус ко е ниfl и эф фек ти‚ но с ти п‡ -

‡л лель ных ‚ы чис ле ний ‚ к‡ че ст ‚е оцен ки слож но с ти по сле ‰о ‚‡ тель но „о

спо со б‡ е ше ниfl ‡с см‡ т и ‚‡ е мой з‡ ‰‡ чи сле ‰у ет ис поль зо ‚‡ть ту ‰о ем -

кость н‡ и луч ших по сле ‰о ‚‡ тель ных ‡л „о ит мо‚. П‡ ‡л лель ные ме то ‰ы

е ше ниfl з‡ ‰‡ч ‰олж ны с‡‚ ни ‚‡ть сfl с н‡ и бо лее бы с т о ‰ей ст ‚у ю щи ми

по сле ‰о ‚‡ тель ны ми спо со б‡ ми ‚ы чис ле ний!

Оп е ‰е лим те пеь слож ность ‡с смо т ен но „о п‡ ‡л лель но „о ‡л „о -

ит м‡ упо fl ‰о чи ‚‡ ниfl ‰‡н ных. К‡к от ме ч‡ лось ‡ нее, н‡ н‡ ч‡ль ной ст‡ -

‰ии ‡ бо ты ме то ‰‡ к‡ж ‰ый по цес со по ‚о ‰ит упо fl ‰о чи ‚‡ ние с‚о их

бло ко‚ ‰‡н ных (‡з ме бло ко‚ пи ‡‚ но ме ном ‡с пе ‰е ле нии ‰‡н ных

‡ ‚ен n/p). Пе‰ по ло жим, что ‰‡н н‡fl н‡ ч‡ль н‡fl со ти о‚ к‡ мо жет быть

‚ы пол не н‡ пи по мо щи бы с т о ‰ей ст ‚у ю щих ‡л „о ит мо‚ упо fl ‰о чи ‚‡ -

ниfl ‰‡н ных, то„ ‰‡ ту ‰о ем кость н‡ ч‡ль ной ст‡ ‰ии ‚ы чис ле ний мож но

оп е ‰е лить ‚ы ‡ же ни ем ‚и ‰‡:

. (9.2)

Д‡ лее, н‡ к‡ж ‰ой ‚ы пол нfl е мой ите ‡ ции п‡ ‡л лель ной со ти о‚ ки

‚з‡ и мо ‰ей ст ‚у ю щие п‡ ы по цес со о‚ осу ще ст‚ лfl ют пе е ‰‡ чу бло ко‚

меж ‰у со бой, по сле че „о по лу ч‡ е мые н‡ к‡ж ‰ом по цес со е п‡ ы бло ко‚

объ е ‰и нfl ют сfl пи по мо щи по це ‰у ы сли fl ниfl. Об щее ко ли че ст ‚о ите -

‡ ций не пе ‚ы ш‡ ет ‚е ли чи ны p, и, к‡к е зуль т‡т, об щее ко ли че ст ‚о опе -

‡ ций этой ч‡ с ти п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний ок‡ зы ‚‡ ет сfl ‡‚ ным

. (9.3)

С уче том по лу чен ных со от но ше ний по к‡ з‡ те ли эф фек ти‚ но с ти и ус -

ко е ниfl п‡ ‡л лель но „о ме то ‰‡ со ти о‚ ки име ют ‚и‰:
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.(9.4)

Р‡с ши им пи ‚е ‰ен ные ‚ы ‡ же ниfl – уч тем ‰ли тель ность ‚ы пол нfl -

е мых ‚ы чис ли тель ных опе ‡ ций и оце ним ту ‰о ем кость опе ‡ ции пе е -

‰‡ чи бло ко‚ меж ‰у по цес со ‡ ми. Пи ис поль зо ‚‡ нии мо ‰е ли Хок ни об -

щее ‚е мfl ‚сех ‚ы пол нfl е мых ‚ хо ‰е со ти о‚ ки опе ‡ ций пе е ‰‡ чи бло -

ко‚ мож но оце нить пи по мо щи со от но ше ниfl ‚и ‰‡:

, (9.5)

„‰е α – л‡ тент ность, β – по пу ск н‡fl спо соб ность се ти пе е ‰‡ чи ‰‡н ных,

‡ w есть ‡з ме эле мен т‡ упо fl ‰о чи ‚‡ е мых ‰‡н ных ‚ б‡й т‡х.

С уче том ту ‰о ем ко с ти ком му ни к‡ ци он ных ‰ей ст ‚ий об щее ‚е мfl

‚ы пол не ниfl п‡ ‡л лель но „о ‡л „о ит м‡ со ти о‚ ки оп е ‰е лfl ет сfl сле ‰у ю -

щим ‚ы ‡ же ни ем:

, (9.6)

„‰е τ есть ‚е мfl ‚ы пол не ниfl б‡ зо ‚ой опе ‡ ции со ти о‚ ки.

9.3.6. Ре зуль т‡ ты ‚ы чис ли тель ных экс пе и мен то‚

Экс пе и мен ты осу ще ст‚ лfl лись н‡ ‚ы чис ли тель ном кл‡ с те е Ни же -

„о о‰ ско „о уни ‚е си те т‡ н‡ б‡ зе по цес со о‚ Intel Xeon 4 EM64T, 3000

МГц и се ти Gigabit Ethernet по‰ уп ‡‚ ле ни ем опе ‡ ци он ной си с те мы

Microsoft Windows Server 2003 Standard x64 Edition и системы уп‡‚лениfl

кл‡стеом Microsoft Compute Cluster Server.

Длfl оцен ки ‰ли тель но с ти τ б‡ зо ‚ой ск‡ лfl ной опе ‡ ции ‡л „о ит м‡

со ти о‚ ки по ‚о ‰и лось е ше ние з‡ ‰‡ чи упо fl ‰о чи ‚‡ ниfl пи по мо щи

по сле ‰о ‚‡ тель но „о ‡л „о ит м‡ и по лу чен ное т‡ ким об ‡ зом ‚е мfl ‚ы чис -

ле ний ‰е ли лось н‡ об щее ко ли че ст ‚о ‚ы пол нен ных опе ‡ ций – ‚ е зуль -

т‡ те ‚ы пол нен ных экс пе и мен то‚ ‰лfl ‚е ли чи ны τ бы ло по лу че но зн‡ че -

ние 10,41 нсек. Экс пе и мен ты, ‚ы пол нен ные ‰лfl оп е ‰е ле ниfl п‡ ‡ ме т -

о‚ се ти пе е ‰‡ чи ‰‡н ных, по к‡ з‡ ли зн‡ че ниfl л‡ тент но с ти α и по пу ск -

ной спо соб но с ти β со от ‚ет ст ‚ен но 130 мкс и 53,29 Мб‡йт/с. Все ‚ы чис ле -

ниfl по из ‚о ‰и лись н‡‰ чис ло ‚ы ми зн‡ че ни fl ми ти п‡ double, ‡з ме ко то -

о „о н‡ ‰‡н ной пл‡т фо ме ‡ ‚ен 8 б‡йт (сле ‰о ‚‡ тель но w=8).

Ре зуль т‡ ты ‚ы чис ли тель ных экс пе и мен то‚ пи ‚е ‰е ны ‚ т‡бл. 9.2.

Экс пе и мен ты ‚ы пол нfl лись с ис поль зо ‚‡ ни ем ‰‚ух и че ты ех по цес -

со о‚. 
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Т‡б ли ц‡ 9.2. Ре зуль т‡ ты ‚ы чис ли тель ных экс пе и мен то‚ ‰лfl п‡ ‡л -

лель но „о ‡л „о ит м‡ пу зыь ко ‚ой со ти о‚ ки

Ко ли-
По сле ‰о ‚‡ тель ный

П‡ ‡л лель ный ‡л „о итм

че ст ‚о
‡л „о итм

2 по цес со ‡ 4 по цес со ‡

эле мен то‚ Ве мfl Ус ко е ние Ве мfl Ус ко е ние

10 000 0,001422 0,002210 0,643439 0,003270 0,434862

20 000 0,002991 0,004428 0,675474 0,004596 0,650783

30 000 0,004612 0,006745 0,683766 0,006873 0,671032

40 000 0,006297 0,008033 0,783891 0,009107 0,691446

50 000 0,008014 0,009770 0,820266 0,010840 0,739299

Рис. 9.1. З‡ ‚и си мость ус ко е ниfl от ко ли че ст ‚‡ по цес со о‚ 

пи ‚ы пол не нии п‡ ‡л лель но „о ‡л „о ит м‡ пу зыь ко ‚ой 

со ти о‚ ки 

К‡к мож но з‡ ме тить из пи ‚е ‰ен ных е зуль т‡ то‚ ‚ы чис ли тель -

ных экс пе и мен то‚, п‡ ‡л лель ный ‚‡ и ‡нт ‡л „о ит м‡ со ти о‚ ки ‡ -

бо т‡ ет ме‰ лен нее ис хо‰ но „о по сле ‰о ‚‡ тель но „о ме то ‰‡ пу зыь ко ‚ой

со ти о‚ ки, т. к. объ ем пе е ‰‡ ‚‡ е мых ‰‡н ных меж ‰у по цес со ‡ ми fl‚ -

лfl ет сfl ‰о ст‡ точ но боль шим и со по с т‡ ‚им с ко ли че ст ‚ом ‚ы пол нfl е мых

‚ы чис ли тель ных опе ‡ ций (и этот ‰ис б‡ л‡нс объ е м‡ ‚ы чис ле ний и

слож но с ти опе ‡ ций пе е ‰‡ чи ‰‡н ных у‚е ли чи ‚‡ ет сfl с ос том чис л‡

по цес со о‚).

С‡‚ не ние ‚е ме ни ‚ы пол не ниfl экс пе и мен т‡ T*
p и те о е ти че с кой

оцен ки Tp из (9.6) пи ‚е ‰е но ‚ т‡б ли це 9.3 и н‡ ис. 9.2.
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Т‡б ли ц‡ 9.3. С‡‚ не ние экс пе и мен т‡ль но „о и те о е ти че с ко „о ‚е ме ни

‚ы пол не ниfl п‡ ‡л лель но „о ‡л „о ит м‡ пу зыь ко ‚ой со ти о‚ ки

Количест‚о
П‡‡ллельный ‡л„оитм

элементо‚
2 по цес со ‡ 4 по цес со ‡

T2 T*
2 T4 T*

4

10 000 0,002003 0,002210 0,002057 0,003270

20 000 0,003709 0,004428 0,003366 0,004596

30 000 0,005455 0,006745 0,004694 0,006873

40 000 0,007227 0,008033 0,006035 0,009107

50 000 0,009018 0,009770 0,007386 0,010840

Рис. 9.2. Г‡ фик з‡ ‚и си мо с ти экс пе и мен т‡ль но „о и те о е ти че с ко -

„о ‚е ме ни по ‚е ‰е ниfl экс пе и мен т‡ н‡ ‰‚ух по цес со ‡х от объ е -

м‡ ис хо‰ ных ‰‡н ных

9.4. Со ти о‚ к‡ Шел л‡

9.4.1. По сле ‰о ‚‡ тель ный ‡л „о итм

Об щ‡fl и‰еfl со ти о‚ ки Шел л‡ (the Shell sort) (см., н‡ пи ме, [26, 50])

со сто ит ‚ с‡‚ не нии н‡ н‡ ч‡ль ных ст‡ ‰и flх со ти о‚ ки п‡ зн‡ че ний, ‡с -

по л‡ „‡ е мых ‰о ст‡ точ но ‰‡ ле ко ‰у„ от ‰у „‡ ‚ упо fl ‰о чи ‚‡ е мом н‡ бо е

‰‡н ных. Т‡ к‡fl мо ‰и фи к‡ циfl ме то ‰‡ со ти о‚ ки поз ‚о лfl ет бы с т о пе е -

ст‡‚ лflть ‰‡ ле кие не упо fl ‰о чен ные п‡ ы зн‡ че ний (со ти о‚ к‡ т‡ ких п‡

обыч но те бу ет боль шо „о ко ли че ст ‚‡ пе е ст‡ но ‚ок, ес ли ис поль зу ет сfl

с‡‚ не ние толь ко со се‰ них эле мен то‚).
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Об щ‡fl схе м‡ ме то ‰‡ со сто ит ‚ сле ‰у ю щем. Н‡ пе ‚ом ш‡ „е ‡л „о ит м‡

по ис хо ‰ит упо fl ‰о чи ‚‡ ние эле мен то‚ n/2 п‡ (ai, an/2+i) ‰лfl 1 ≤ i ≤ n/2. Д‡ -

лее, н‡ ‚то ом ш‡ „е упо fl ‰о чи ‚‡ ют сfl эле мен ты ‚ n/4 „уп п‡х из че ты ех

эле мен то‚ (ai, an/4+i, an/2+i, a3n/4+i) ‰лfl 1 ≤ i ≤ n/4. Н‡ те ть ем ш‡ „е упо fl ‰о -

чи ‚‡ ют сfl эле мен ты уже ‚ n/4 „уп п‡х из ‚ось ми эле мен то‚ и т. ‰. Н‡ по сле‰ -

нем ш‡ „е упо fl ‰о чи ‚‡ ют сfl эле мен ты с‡ зу ‚о ‚сем м‡с си ‚е (a1, a2,…, an). Н‡

к‡ж ‰ом ш‡ „е ‰лfl упо fl ‰о чи ‚‡ ниfl эле мен то‚ ‚ „уп п‡х пи ме нfl ет сfl ме то‰

со ти о‚ ки ‚ст‡‚ к‡ ми. К‡к мож но з‡ ме тить, об щее ко ли че ст ‚о ите ‡ ций

‡л „о ит м‡ Шел л‡ ‡‚ но log2 n. 

В бо лее пол ном ‚и ‰е ‡л „о итм Шел л‡ мо жет быть пе‰ ст‡‚ лен сле -

‰у ю щим об ‡ зом.

Ал „о итм 9.4. По сле ‰о ‚‡ тель ный ‡л „о итм со ти о‚ ки Шел л‡

// Ал „о итм 9.4

// По сле ‰о ‚‡ тель ный ‡л „о итм со ти о‚ ки Шел л‡

vo¥d ShellSort(double A[], ¥nt n) {

¥nt ¥ncr = n / 2;

wh¥le (¥ncr > 0) {

for (¥nt ¥ = ¥ncr + 1; ¥ < n; ¥++) {

¥nt j = ¥ - ¥ncr; 

wh¥le (j > 0)

¥f (A[j] > A[j + ¥ncr]) { 

swap(A[j], A[j + ¥ncr]);

j = j - ¥ncr;   

}

else j = 0;

}

¥ncr = ¥ncr/2; 

}

}

9.4.2. О „‡ ни з‡ циfl п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний

Длfl ‡л „о ит м‡ Шел л‡ мо жет быть пе‰ ло жен п‡ ‡л лель ный ‡н‡ ло„

ме то ‰‡ (см., н‡ пи ме, [51]), ес ли то по ло „иfl ком му ни к‡ ци он ной се ти

мо жет быть эф фек ти‚ но пе‰ ст‡‚ ле н‡ ‚ ‚и ‰е N-ме но „о „и пе ку б‡ (т. е.

ко ли че ст ‚о по цес со о‚ ‡‚ но p = 2N). Вы пол не ние со ти о‚ ки ‚ т‡ ком

слу ч‡е мо жет быть ‡з ‰е ле но н‡ ‰‚‡ по сле ‰о ‚‡ тель ных эт‡ п‡. Н‡ пе ‚ом

эт‡ пе (N ите ‡ ций) осу ще ст‚ лfl ет сfl ‚з‡ и мо ‰ей ст ‚ие по цес со о‚, fl‚ лfl ю -

щих сfl со се‰ ни ми ‚ стук ту е „и пе ку б‡ (но эти по цес со ы мо „ут ок‡ -

з‡ть сfl ‰‡ ле ки ми пи ли ней ной ну ме ‡ ции; ‰лfl ус т‡ но‚ ле ниfl со от ‚ет ст -
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‚иfl ‰‚ух си с тем ну ме ‡ ции по цес со о‚ мо жет быть ис поль зо ‚‡н, к‡к и

‡ нее, ко‰ Геfl – см. лек цию 3). Фо ми о ‚‡ ние п‡ по цес со о‚, ‚з‡ и мо -

‰ей ст ‚у ю щих меж ‰у со бой пи ‚ы пол не нии опе ‡ ции «с‡‚ нить и ‡з ‰е -

лить», мо жет быть обес пе че но пи по мо щи сле ‰у ю ще „о по сто „о п‡ ‚и -

л‡ – н‡ к‡ж ‰ой ите ‡ ции i, 0 ≤ i < N, п‡ ны ми ст‡ но ‚flт сfl по цес со ы, у

ко то ых ‡з ли чие ‚ би то ‚ых пе‰ ст‡‚ ле ниflх их но ме о‚ име ет сfl толь ко ‚

по зи ции N-i.

Вто ой эт‡п со сто ит ‚ е ‡ ли з‡ ции обыч ных ите ‡ ций п‡ ‡л лель но -

„о ‡л „о ит м‡ чет-не чет ной пе е ст‡ но‚ ки. Ите ‡ ции ‰‡н но „о эт‡ п‡ ‚ы -

пол нfl ют сfl ‰о пе к‡ ще ниfl ф‡к ти че с ко „о из ме не ниfl со ти у е мо „о н‡ бо -

‡, и, тем с‡ мым, об щее ко ли че ст ‚о L т‡ ких ите ‡ ций мо жет быть ‡з лич -

ным – от 2 ‰о p. 

Н‡ ис. 9.3 по к‡ з‡н пи ме со ти о‚ ки м‡с си ‚‡ из 16 эле мен то‚ с

по мо щью ‡с смо т ен но „о спо со б‡ (по цес со ы по к‡ з‡ ны куж к‡ ми, но -

ме ‡ по цес со о‚ ‰‡ ны ‚ би то ‚ом пе‰ ст‡‚ ле нии). Нуж но з‡ ме тить, что

‰‡н ные ок‡ зы ‚‡ ют сfl упо fl ‰о чен ны ми уже по сле пе ‚о „о эт‡ п‡ и нет не -

об хо ‰и мо с ти ‚ы пол нflть чет-не чет ную пе е ст‡ но‚ ку.

Рис. 9.3. Пи ме ‡ бо ты ‡л „о ит м‡ Шел л‡ ‰лfl 4 по цес со о‚

С уче том пе‰ ст‡‚ лен но „о опи с‡ ниfl п‡ ‡л лель но „о ‚‡ и ‡н т‡ ‡л „о -

ит м‡ Шел л‡ б‡ зо ‚‡fl по‰ з‡ ‰‡ ч‡ ‰лfl о „‡ ни з‡ ции п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле -

ний, к‡к и ‡ нее (см. п. 9.3.3), мо жет быть оп е ‰е ле н‡ н‡ ос но ‚е опе ‡ ции

«с‡‚ нить и ‡з ‰е лить». К‡к е зуль т‡т, ко ли че ст ‚о по‰ з‡ ‰‡ч ‚се „‰‡ со‚ п‡ -

‰‡ ет с чис лом име ю щих сfl по цес со о‚ (‡з ме бло ко‚ ‰‡н ных ‚ по‰ з‡ ‰‡ -

ч‡х ‡ ‚ен n/p) и не ‚оз ни к‡ ет по бле мы м‡с шт‡ би о ‚‡ ниfl. Р‡с пе ‰е ле -
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ние бло ко‚ упо fl ‰о чи ‚‡ е мо „о н‡ бо ‡ ‰‡н ных по по цес со ‡м ‰олж но

быть ‚ы б‡ но с уче том ‚оз мож но с ти эф фек ти‚ но „о ‚ы пол не ниfl опе ‡ -

ций «с‡‚ нить и ‡з ‰е лить» пи пе‰ ст‡‚ ле нии то по ло „ии се ти пе е ‰‡ чи

‰‡н ных ‚ ‚и ‰е „и пе ку б‡.

9.4.3. Ан‡ лиз эф фек ти‚ но с ти

Длfl оцен ки эф фек ти‚ но с ти п‡ ‡л лель но „о ‡н‡ ло „‡ ‡л „о ит м‡ Шел -

л‡ мо „ут быть ис поль зо ‚‡ ны со от но ше ниfl, по лу чен ные ‰лfl п‡ ‡л лель но -

„о ме то ‰‡ пу зыь ко ‚ой со ти о‚ ки (см. п. 9.3.5). Пи этом сле ‰у ет толь ко

учесть ‰‚у хэ т‡п ность ‡л „о ит м‡ Шел л‡ – с уче том ‰‡н ной осо бен но с ти

об щее ‚е мfl ‚ы пол не ниfl но ‚о „о п‡ ‡л лель но „о ме то ‰‡ мо жет быть оп е -

‰е ле но пи по мо щи ‚ы ‡ же ниfl

. (9.7)

К‡к мож но з‡ ме тить, эф фек ти‚ ность п‡ ‡л лель но „о ‚‡ и ‡н т‡ со ти -

о‚ ки Шел л‡ су ще ст ‚ен но з‡ ‚и сит от зн‡ че ниfl L – пи м‡ лом зн‡ че нии

‚е ли чи ны L но ‚ый п‡ ‡л лель ный спо соб со ти о‚ ки ‚ы пол нfl ет сfl бы с т -

ее, чем ‡ нее ‡с смо т ен ный ‡л „о итм чет-не чет ной пе е ст‡ но‚ ки.

9.4.4. Ре зуль т‡ ты ‚ы чис ли тель ных экс пе и мен то‚

Вы чис ли тель ные экс пе и мен ты ‰лfl оцен ки эф фек ти‚ но с ти п‡ ‡л -

лель но „о ‚‡ и ‡н т‡ со ти о‚ ки Шел л‡ осу ще ст‚ лfl лись пи тех же ус ло ‚и -

flх, что и ‡ нее ‚ы пол нен ные (см. п. 9.3.6). 

Ре зуль т‡ ты ‚ы чис ли тель ных экс пе и мен то‚ пи ‚е ‰е ны ‚ т‡бл. 9.4.

Экс пе и мен ты по ‚о ‰и лись с ис поль зо ‚‡ ни ем ‰‚ух и че ты ех по цес со -

о‚. Ве мfl ук‡ з‡ но ‚ се кун ‰‡х.

Т‡б ли ц‡ 9.4. Ре зуль т‡ ты ‚ы чис ли тель ных экс пе и мен то‚ ‰лfl п‡ ‡л -

лель но „о ‡л „о ит м‡ со ти о‚ ки Шел л‡

Ко ли че ст ‚о По сле ‰о - П‡ ‡л лель ный ‡л „о итм

эле мен то‚ ‚‡ тель ный 2 по цес со ‡ 4 по цес со ‡

‡л „о итм Ве мfl Ус ко е ние Ве мfl Ус ко е ние

10 000 0,001422 0,002959 0,480568 0,007509 0,189373

20 000 0,002991 0,004557 0,656353 0,009826 0,304396

30 000 0,004612 0,006118 0,753841 0,012431 0,371008

40 000 0,006297 0,008461 0,744238 0,017009 0,370216

50 000 0,008014 0,009920 0,807863 0,019419 0,412689

Кус

276

Теоиfl и п‡ктик‡ п‡‡ллельных ‚ычислений



Рис. 9.4. З‡ ‚и си мость ус ко е ниfl от ко ли че ст ‚‡ по цес со о‚ пи

‚ы пол не нии п‡ ‡л лель но „о ‡л „о ит м‡ со ти о‚ ки Шел л‡

С‡‚ не ние ‚е ме ни ‚ы пол не ниfl экс пе и мен т‡ T*
p и те о е ти че с кой

оцен ки Tp из (9.7) пи ‚е ‰е но ‚ т‡б ли це 9.5 и н‡ ис. 9.5.

Т‡б ли ц‡ 9.5. С‡‚ не ние экс пе и мен т‡ль но „о и те о е ти че с ко „о 

‚е ме ни ‚ы пол не ниfl п‡ ‡л лель но „о ‡л „о ит м‡ со ти о‚ ки Шел л‡

Количест‚о П‡‡ллельный ‡л„оитм

элементо‚ 2 по цес со ‡ 4 по цес со ‡

T2 T*
2 T4 T*

4

10 000 0,002684 0,002959 0,002938 0,007509

20 000 0,004872 0,004557 0,004729 0,009826

30 000 0,007100 0,006118 0,006538 0,012431

40 000 0,009353 0,008461 0,008361 0,017009

50 000 0,011625 0,009920 0,010193 0,019419

Рис. 9.5. Г‡ фик з‡ ‚и си мо с ти экс пе и мен т‡ль но „о и те о е ти че с ко -

„о ‚е ме ни по ‚е ‰е ниfl экс пе и мен т‡ н‡ ‰‚ух по цес со ‡х от объ е -

м‡ ис хо‰ ных ‰‡н ных
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9.5. Бы с т ‡fl со ти о‚ к‡ 

9.5.1. По сле ‰о ‚‡ тель ный ‡л „о итм

Пи об щем ‡с смо т е нии ‡л „о ит м‡ бы с т ой со ти о‚ ки (the quick

sort algorithm), пе‰ ло жен ной Хо ‡ ом (C.A.R. Hoare), пеж ‰е ‚се „о сле -

‰у ет от ме тить, что этот ме то‰ ос но ‚ы ‚‡ ет сfl н‡ по сле ‰о ‚‡ тель ном ‡з ‰е -

ле нии со ти у е мо „о н‡ бо ‡ ‰‡н ных н‡ бло ки мень ше „о ‡з ме ‡ т‡ ким

об ‡ зом, что меж ‰у зн‡ че ни fl ми ‡з ных бло ко‚ обес пе чи ‚‡ ет сfl от но -

ше ние упо fl ‰о чен но с ти (‰лfl лю бой п‡ ы бло ко‚ ‚се зн‡ че ниfl о‰ но „о

из этих бло ко‚ не пе ‚ы ш‡ ют зн‡ че ний ‰у „о „о бло к‡). Н‡ пе ‚ой ите -

‡ ции ме то ‰‡ осу ще ст‚ лfl ет сfl ‰е ле ние ис хо‰ но „о н‡ бо ‡ ‰‡н ных н‡

пе ‚ые ‰‚е ч‡ с ти – ‰лfl о „‡ ни з‡ ции т‡ ко „о ‰е ле ниfl ‚ы би ‡ ет сfl не ко -

то ый ‚е ‰у щий эле мент и ‚се зн‡ че ниfl н‡ бо ‡, мень шие ‚е ‰у ще „о эле -

мен т‡, пе е но сflт сfl ‚ пе ‚ый фо ми у е мый блок, ‚се ос т‡ль ные зн‡ че -

ниfl об ‡ зу ют ‚то ой блок н‡ бо ‡. Н‡ ‚то ой ите ‡ ции со ти о‚ ки

опи с‡н ные п‡ ‚и л‡ пи ме нfl ют сfl е ку си‚ но ‰лfl обо их сфо ми о ‚‡н -

ных бло ко‚ и т. ‰. Пи н‡‰ ле ж‡ щем ‚ы бо е ‚е ‰у щих эле мен то‚ по сле

‚ы пол не ниfl log2n ите ‡ ций ис хо‰ ный м‡с си‚ ‰‡н ных ок‡ зы ‚‡ ет сfl упо -

fl ‰о чен ным. Бо лее по ‰об ное из ло же ние ме то ‰‡ мо жет быть по лу че но,

н‡ пи ме, ‚ [26, 50].

Эф фек ти‚ ность бы с т ой со ти о‚ ки ‚ зн‡ чи тель ной сте пе ни оп е -

‰е лfl ет сfl п‡ ‚иль но с тью ‚ы бо ‡ ‚е ‰у щих эле мен то‚ пи фо ми о ‚‡ нии

бло ко‚. В ху‰ шем слу ч‡е ту ‰о ем кость ме то ‰‡ име ет тот же по fl ‰ок слож -

но с ти, что и пу зыь ко ‚‡fl со ти о‚ к‡ (т. е. T1~n2 ). Пи оп ти м‡ль ном ‚ы -

бо е ‚е ‰у щих эле мен то‚, ко„ ‰‡ ‡з ‰е ле ние к‡ж ‰о „о бло к‡ по ис хо ‰ит н‡

‡‚ ные по ‡з ме у ч‡ с ти, ту ‰о ем кость ‡л „о ит м‡ со‚ п‡ ‰‡ ет с бы с т о ‰ей -

ст ‚и ем н‡ и бо лее эф фек ти‚ ных спо со бо‚ со ти о‚ ки (T1=nlog2n). В се‰ -

нем слу ч‡е ко ли че ст ‚о опе ‡ ций, ‚ы пол нfl е мых ‡л „о ит мом бы с т ой со -

ти о‚ ки, оп е ‰е лfl ет сfl ‚ы ‡ же ни ем (см., н‡ пи ме, [26, 50]):

T1=1,4nlog2n.

Об щ‡fl схе м‡ ‡л „о ит м‡ бы с т ой со ти о‚ ки мо жет быть пе‰ ст‡‚ -

ле н‡ ‚ сле ‰у ю щем ‚и ‰е (‚ к‡ че ст ‚е ‚е ‰у ще „о эле мен т‡ ‚ы би ‡ ет сfl пе ‚ый

эле мент упо fl ‰о чи ‚‡ е мо „о н‡ бо ‡ ‰‡н ных).

Ал „о итм 9.5. По сле ‰о ‚‡ тель ный ‡л „о итм бы с т ой со ти о‚ ки

// Ал „о итм 9.5

// По сле ‰о ‚‡ тель ный ‡л „о итм бы с т ой со ти о‚ ки

vo¥d Qu¥ckSort(double A[], ¥nt ¥1, ¥nt ¥2) {

Кус
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¥f (¥1 < ¥2) {

double p¥vot = A[¥1];

¥nt ¥s = ¥1;

for (¥nt ¥ = ¥1 + 1; ¥ < ¥2; ¥++)

¥f (A[¥] ≤ p¥vot) {

¥s = ¥s + 1;

swap(A[¥s], A[¥]);

}

swap(A[¥1], A[¥s]);

Qu¥ckSort(A, ¥1,     ¥s);

Qu¥ckSort(A, ¥s + 1, ¥2);

}

}

9.5.2. П‡ ‡л лель ный ‡л „о итм бы с т ой со ти о‚ ки

9.5.2.1. О „‡ ни з‡ циfl п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний

П‡ ‡л лель ное обоб ще ние ‡л „о ит м‡ бы с т ой со ти о‚ ки (см., н‡ -

пи ме, [63]) н‡ и бо лее по стым спо со бом мо жет быть по лу че но, ес ли то -

по ло „иfl ком му ни к‡ ци он ной се ти мо жет быть эф фек ти‚ но пе‰ ст‡‚ ле н‡

‚ ‚и ‰е N-ме но „о „и пе ку б‡ (т. е. p=2N). Пусть, к‡к и ‡ нее, ис хо‰ ный н‡ -

бо ‰‡н ных ‡с пе ‰е лен меж ‰у по цес со ‡ ми бло к‡ ми о‰и н‡ ко ‚о „о ‡з -

ме ‡ n/p; е зуль ти у ю щее ‡с по ло же ние бло ко‚ ‰олж но со от ‚ет ст ‚о ‚‡ть

ну ме ‡ ции по цес со о‚ „и пе ку б‡. Воз мож ный спо соб ‚ы пол не ниfl пе -

‚ой ите ‡ ции п‡ ‡л лель но „о ме то ‰‡ пи т‡ ких ус ло ‚и flх мо жет со сто flть ‚

сле ‰у ю щем:

• ‚ы б‡ть к‡ ким-ли бо об ‡ зом ‚е ‰у щий эле мент и ‡ зо сл‡ть е„о по

‚сем по цес со ‡м си с те мы (н‡ пи ме, ‚ к‡ че ст ‚е ‚е ‰у ще „о эле -

мен т‡ мож но ‚зflть се‰ нее ‡иф ме ти че с кое эле мен то‚, ‡с по ло -

жен ных н‡ ‚ы б‡н ном ‚е ‰у щем по цес со е);

• ‡з ‰е лить н‡ к‡ж ‰ом по цес со е име ю щий сfl блок ‰‡н ных н‡ ‰‚е

ч‡ с ти с ис поль зо ‚‡ ни ем по лу чен но „о ‚е ‰у ще „о эле мен т‡;

• об ‡ зо ‚‡ть п‡ ы по цес со о‚, ‰лfl ко то ых би то ‚ое пе‰ ст‡‚ ле ние

но ме о‚ от ли ч‡ ет сfl толь ко ‚ по зи ции N, и осу ще ст ‚ить ‚з‡ и мо об -

мен ‰‡н ны ми меж ‰у эти ми по цес со ‡ ми. 

В е зуль т‡ те ‚ы пол не ниfl т‡ кой ите ‡ ции со ти о‚ ки ис хо‰ ный н‡ -

бо ок‡ зы ‚‡ ет сfl ‡з ‰е лен ным н‡ ‰‚е ч‡ с ти, о‰ н‡ из ко то ых (со зн‡ че ни -

fl ми мень ши ми, чем зн‡ че ние ‚е ‰у ще „о эле мен т‡) ‡с по л‡ „‡ ет сfl н‡ по -

цес со ‡х, ‚ би то ‚ом пе‰ ст‡‚ ле нии но ме о‚ ко то ых бит N ‡ ‚ен 0. Т‡ ких

по цес со о‚ ‚се „о p/2, и, т‡ ким об ‡ зом, ис хо‰ ный N-ме ный „и пе куб

т‡к же ок‡ зы ‚‡ ет сfl ‡з ‰е лен ным н‡ ‰‚‡ „и пе ку б‡ ‡з ме но с ти N-1. К
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этим по‰ „и пе ку б‡м, ‚ с‚ою оче е‰ь, мо жет быть п‡ ‡л лель но пи ме не -

н‡ опи с‡н н‡fl ‚ы ше по це ‰у ‡. По сле N-к‡т но „о по ‚то е ниfl по ‰об ных

ите ‡ ций ‰лfl з‡ ‚е ше ниfl со ти о‚ ки ‰о ст‡ точ но упо fl ‰о чить бло ки

‰‡н ных, по лу чи‚ ши е сfl н‡ к‡ж ‰ом от ‰ель ном по цес со е ‚ы чис ли тель -

ной си с те мы. 

Длfl по flс не ниfl н‡ ис. 9.6 пе‰ ст‡‚ лен пи ме упо fl ‰о чи ‚‡ ниfl ‰‡н -

ных пи n=16, p=4 (т. е. блок к‡ж ‰о „о по цес со ‡ со ‰е жит 4 эле мен т‡).

Н‡ этом и сун ке по цес со ы изо б ‡ же ны ‚ ‚и ‰е пfl мо у„оль ни ко‚, ‚ну т -

и ко то ых по к‡ з‡ но со ‰е жи мое упо fl ‰о чи ‚‡ е мых бло ко‚ ‰‡н ных; зн‡ -

че ниfl бло ко‚ пи ‚о ‰flт сfl ‚ н‡ ч‡ ле и пи з‡ ‚е ше нии к‡ж ‰ой ите ‡ ции

со ти о‚ ки. Вз‡ и мо ‰ей ст ‚у ю щие п‡ ы по цес со о‚ со е‰и не ны ‰‚у н‡ -

п‡‚ лен ны ми стел к‡ ми. Длfl ‡з ‰е ле ниfl ‰‡н ных ‚ы би ‡ лись н‡ и луч шие

зн‡ че ниfl ‚е ‰у щих эле мен то‚: н‡ пе ‚ой ите ‡ ции ‰лfl ‚сех по цес со о‚

ис поль зо ‚‡ лось зн‡ че ние 0, н‡ ‚то ой ите ‡ ции ‰лfl п‡ ы по цес со о‚ 0,

1 ‚е ‰у щий эле мент ‡ ‚ен -5, ‰лfl п‡ ы по цес со о‚ 2, 3 это зн‡ че ние бы -

ло пи нfl то ‡‚ ным 4. 

Рис. 9.6. Пи ме упо fl ‰о чи ‚‡ ниfl ‰‡н ных п‡ ‡л лель ным ме то ‰ом

бы с т ой со ти о‚ ки (без е зуль т‡ то‚ ло к‡ль ной со ти о‚ ки бло ко‚)

Кус
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К‡к и ‡ нее, ‚ к‡ че ст ‚е б‡ зо ‚ой по‰ з‡ ‰‡ чи ‰лfl о „‡ ни з‡ ции п‡ ‡л -

лель ных ‚ы чис ле ний мо жет быть ‚ы б‡ н‡ опе ‡ циfl «с‡‚ нить и ‡з ‰е -

лить», ‡ ко ли че ст ‚о по‰ з‡ ‰‡ч со‚ п‡ ‰‡ ет с чис лом ис поль зу е мых по цес со -

о‚. Р‡с пе ‰е ле ние по‰ з‡ ‰‡ч по по цес со ‡м ‰олж но по из ‚о ‰ить сfl с

уче том ‚оз мож но с ти эф фек ти‚ но „о ‚ы пол не ниfl ‡л „о ит м‡ пи пе‰ ст‡‚ -

ле нии то по ло „ии се ти пе е ‰‡ чи ‰‡н ных ‚ ‚и ‰е „и пе ку б‡.

9.5.2.2. Ан‡ лиз эф фек ти‚ но с ти

Оце ним ту ‰о ем кость ‡с смо т ен но „о п‡ ‡л лель но „о ме то ‰‡. Пусть у

н‡с име ет сfl N-ме ный „и пе куб, со сто fl щий из p=2N по цес со о‚, „‰е p<n.

Эф фек ти‚ ность п‡ ‡л лель но „о ме то ‰‡ бы с т ой со ти о‚ ки, к‡к и ‚

по сле ‰о ‚‡ тель ном ‚‡ и ‡н те, ‚о мно „ом з‡ ‚и сит от п‡ ‚иль но с ти ‚ы бо ‡

зн‡ че ний ‚е ‰у щих эле мен то‚. Оп е ‰е ле ние об ще „о п‡ ‚и л‡ ‰лfl ‚ы бо ‡

этих зн‡ че ний пе‰ ст‡‚ лfl ет сfl з‡ ту‰ ни тель ным. Слож ность т‡ ко „о ‚ы бо -

‡ мо жет быть сни же н‡, ес ли ‚ы пол нить упо fl ‰о че ние ло к‡ль ных бло ко‚

по цес со о‚ пе е‰ н‡ ч‡ лом со ти о‚ ки и обес пе чить о‰ но о‰ ное ‡с пе -

‰е ле ние со ти у е мых ‰‡н ных меж ‰у по цес со ‡ ми ‚ы чис ли тель ной си с -

те мы.

Оп е ‰е лим ‚н‡ ч‡ ле ‚ы чис ли тель ную слож ность ‡л „о ит м‡ со ти о‚ -

ки. Н‡ к‡ж ‰ой из log2 p ите ‡ ций со ти о‚ ки к‡ж ‰ый по цес со осу ще ст‚ -

лfl ет ‰е ле ние бло к‡ от но си тель но ‚е ‰у ще „о эле мен т‡, слож ность этой опе -

‡ ции со ст‡‚ лfl ет n/p опе ‡ ций (бу ‰ем пе‰ по л‡ „‡ть, что н‡ к‡ж ‰ой ите ‡ -

ции со ти о‚ ки к‡ж ‰ый блок ‰е лит сfl н‡ ‡‚ ные по ‡з ме у ч‡ с ти).

Пи з‡ ‚е ше нии ‚ы чис ле ний по цес со ‚ы пол нfl ет со ти о‚ ку с‚о -

их бло ко‚, что мо жет быть ‚ы пол не но пи ис поль зо ‚‡ нии бы с т ых ‡л „о -

ит мо‚ з‡ (n/p)log2 (n/p) опе ‡ ций.

Т‡ ким об ‡ зом, об щее ‚е мfl ‚ы чис ле ний п‡ ‡л лель но „о ‡л „о ит м‡

бы с т ой со ти о‚ ки со ст‡‚ лfl ет 

, (9.8)

„‰е τ есть ‚е мfl ‚ы пол не ниfl б‡ зо ‚ой опе ‡ ции пе е ст‡ но‚ ки.

Р‡с смо т им те пеь слож ность ‚ы пол нfl е мых ком му ни к‡ ци он ных

опе ‡ ций. Об щее ко ли че ст ‚о меж по цес со ных об ме но‚ ‰лfl ‡с сыл ки

‚е ‰у ще „о эле мен т‡ н‡ N-ме ном „и пе ку бе мо жет быть о„ ‡ ни че но

оцен кой

. (9.9)

Пи ис поль зу е мых пе‰ по ло же ни flх (‚ы бо ‚е ‰у щих эле мен то‚ осу -

ще ст‚ лfl ет сfl н‡ и луч шим об ‡ зом) ко ли че ст ‚о ите ‡ ций ‡л „о ит м‡ ‡‚ но
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log2 p, ‡ объ ем пе е ‰‡ ‚‡ е мых ‰‡н ных меж ‰у по цес со ‡ ми ‚се „‰‡ ‡ ‚ен

по ло ‚и не бло к‡, т. е. ‚е ли чи не (n/p)/2. Пи т‡ ких ус ло ‚и flх ком му ни к‡ ци -

он н‡fl слож ность п‡ ‡л лель но „о ‡л „о ит м‡ бы с т ой со ти о‚ ки оп е ‰е -

лfl ет сfl пи по мо щи со от но ше ниfl:

, (9.10)

„‰е α – л‡ тент ность, β – по пу ск н‡fl спо соб ность се ти, ‡ w есть ‡з ме

эле мен т‡ н‡ бо ‡ ‚ б‡й т‡х.

С уче том ‚сех по лу чен ных со от но ше ний об щ‡fl ту ‰о ем кость ‡л „о -

ит м‡ ок‡ зы ‚‡ ет сfl ‡‚ ной

.(9.11)

9.5.2.3. Ре зуль т‡ ты ‚ы чис ли тель ных экс пе и мен то‚

Вы чис ли тель ные экс пе и мен ты ‰лfl оцен ки эф фек ти‚ но с ти п‡ ‡л -

лель но „о ‚‡ и ‡н т‡ бы с т ой со ти о‚ ки по из ‚о ‰и лись пи тех же ус ло -

‚и flх, что и ‡ нее ‚ы пол нен ные экс пе и мен ты (см. п. 9.3.6). 

Ре зуль т‡ ты ‚ы чис ли тель ных экс пе и мен то‚ пи ‚е ‰е ны ‚ т‡бл. 9.6.

Экс пе и мен ты по ‚о ‰и лись с ис поль зо ‚‡ ни ем ‰‚ух и че ты ех по цес со -

о‚. Ве мfl ук‡ з‡ но ‚ се кун ‰‡х.

Т‡б ли ц‡ 9.6. Ре зуль т‡ ты ‚ы чис ли тель ных экс пе и мен то‚ по ис сле -

‰о ‚‡ нию п‡ ‡л лель но „о ‡л „о ит м‡ бы с т ой со ти о‚ ки

Ко ли че ст ‚о По сле ‰о ‚‡- П‡ ‡л лель ный ‡л „о итм

эле мен то‚ тель ный 2 по цес со ‡ 4 по цес со ‡

‡л „о итм Ве мfl Ус ко е ние Ве мfl Ус ко е ние

10 000 0,001422 0,001521 0,934911 0,003434 0,414094

20 000 0,002991 0,002234 1,338854 0,004094 0,730581

30 000 0,004612 0,003080 1,497403 0,005088 0,906447

40 000 0,006297 0,004363 1,443273 0,005906 1,066204

50 000 0,008014 0,005486 1,460809 0,006635 1,207837

К‡к мож но з‡ ме тить по е зуль т‡ т‡м ‚ы чис ли тель ных экс пе и мен -

то‚, п‡ ‡л лель ный ‡л „о итм бы с т ой со ти о‚ ки уже поз ‚о лfl ет по лу чить

ус ко е ние пи е ше нии з‡ ‰‡ чи упо fl ‰о чи ‚‡ ниfl ‰‡н ных.

С‡‚ не ние ‚е ме ни ‚ы пол не ниfl экс пе и мен т‡ T*
p и те о е ти че с кой

оцен ки Tp из (9.11) пи ‚е ‰е но ‚ т‡б ли це 9.7 и н‡ ис. 9.8.

Кус
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Рис. 9.7. З‡ ‚и си мость ус ко е ниfl от ко ли че ст ‚‡ по цес со о‚ пи

‚ы пол не нии п‡ ‡л лель но „о ‡л „о ит м‡ бы с т ой со ти о‚ ки

Т‡б ли ц‡ 9.7. С‡‚ не ние экс пе и мен т‡ль но „о и те о е ти че с ко „о ‚е -

ме ни ‚ы пол не ниfl п‡ ‡л лель но „о ‡л „о ит м‡ бы с т ой со ти о‚ ки

Количест‚о П‡‡ллельный ‡л„оитм

элементо‚ 2 по цес со ‡ 4 по цес со ‡

T2 T*
2 T4 T*

4

10 000 0,001280 0,001521 0,001735 0,003434

20 000 0,002265 0,002234 0,002321 0,004094

30 000 0,003289 0,003080 0,002928 0,005088

40 000 0,004338 0,004363 0,003547 0,005906

50 000 0,005407 0,005486 0,004175 0,006635

Рис. 9.8. Г‡ фик з‡ ‚и си мо с ти экс пе и мен т‡ль но „о и те о е ти че с ко -

„о ‚е ме ни по ‚е ‰е ниfl экс пе и мен т‡ н‡ ‰‚ух по цес со ‡х от объ е -

м‡ ис хо‰ ных ‰‡н ных 
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9.5.3. Обоб щен ный ‡л „о итм бы с т ой со ти о‚ ки

В обоб щен ном ‡л „о ит ме бы с т ой со ти о‚ ки (the HyperQuickSort algo-

rithm) ‚ ‰о пол не ние к обыч но му ме то ‰у бы с т ой со ти о‚ ки пе‰ л‡ „‡ ет -

сfl кон кет ный спо соб ‚ы бо ‡ ‚е ‰у щих эле мен то‚. Суть пе‰ ло же ниfl со -

сто ит ‚ том, что со ти о‚ к‡ ‡с по л‡ „‡ е мых н‡ по цес со ‡х бло ко‚ по ис -

хо ‰ит ‚ с‡ мом н‡ ч‡ ле ‚ы пол не ниfl ‚ы чис ле ний. Ко ме то „о, ‰лfl по‰ ‰еж -

ки упо fl ‰о чен но с ти ‚ хо ‰е ‚ы чис ле ний по цес со ы ‰олж ны ‚ы пол нflть

опе ‡ ции сли fl ниfl ч‡ с тей бло ко‚, по лу ч‡ е мых по сле ‡з ‰е ле ниfl. К‡к е -

зуль т‡т, ‚ си лу упо fl ‰о чен но с ти бло ко‚, пи ‚ы пол не нии ‡л „о ит м‡ бы -

с т ой со ти о‚ ки ‚ к‡ че ст ‚е ‚е ‰у ще „о эле мен т‡ це ле со об ‡з нее бу ‰ет ‚ы -

би ‡ть се‰ ний эле мент к‡ ко „о-ли бо бло к‡ (н‡ пи ме, н‡ пе ‚ом по -

цес со е ‚ы чис ли тель ной си с те мы). Вы би ‡ е мый по ‰об ным об ‡ зом ‚е -

‰у щий эле мент ‚ от ‰ель ных слу ч‡ flх мо жет ок‡ з‡ть сfl бо лее близ ким к е -

‡ль но му се‰ не му зн‡ че нию ‚се „о со ти у е мо „о н‡ бо ‡, чем к‡ кое-ли бо

‰у „ое по из ‚оль но ‚ы б‡н ное зн‡ че ние.

Все ос т‡ль ные ‰ей ст ‚иfl ‚ но ‚ом ‡с см‡ т и ‚‡ е мом ‡л „о ит ме ‚ы пол -

нfl ют сfl ‚ со от ‚ет ст ‚ии с обыч ным ме то ‰ом бы с т ой со ти о‚ ки. Бо лее

по ‰об ное опи с‡ ние ‰‡н но „о спо со б‡ ‡с п‡ ‡л ле ли ‚‡ ниfl бы с т ой со ти -

о‚ ки мо жет быть по лу че но, н‡ пи ме, ‚ [63].

Пи ‡н‡ ли зе эф фек ти‚ но с ти обоб щен но „о ‡л „о ит м‡ мож но ‚ос -

поль зо ‚‡ть сfl со от но ше ни ем (9.11). Сле ‰у ет толь ко учесть, что н‡ к‡ж ‰ой

ите ‡ ции ме то ‰‡ те пеь ‚ы пол нfl ет сfl опе ‡ циfl сли fl ниfl ч‡ с тей бло ко‚

(бу ‰ем, к‡к и ‡ нее, пе‰ по л‡ „‡ть, что их ‡з ме о‰и н‡ ко‚ и ‡ ‚ен

(n/p)/2). Ко ме то „о, ‚ си лу упо fl ‰о чен но с ти бло ко‚ мо жет быть усо ‚е -

шен ст ‚о ‚‡ н‡ по це ‰у ‡ ‰е ле ниfl – ‚ме с то пе е бо ‡ ‚сех эле мен то‚ бло к‡

те пеь ‰о ст‡ точ но бу ‰ет ‚ы пол нить ‰лfl ‚е ‰у ще „о эле мен т‡ би н‡ ный по -

иск ‚ бло ке. С уче том ‚сех ‚ы ск‡ з‡н ных з‡ ме ч‡ ний ту ‰о ем кость обоб -

щен но „о ‡л „о ит м‡ бы с т ой со ти о‚ ки мо жет быть ‚ы ‡ же н‡ пи по мо -

щи сле ‰у ю ще „о ‚ы ‡ же ниfl:

.(9.12)

9.5.3.1. По „‡мм н‡fl е ‡ ли з‡ циfl

Пе‰ ст‡ ‚им ‚оз мож ный ‚‡ и ‡нт п‡ ‡л лель ной по „‡м мы обоб -

щен ной бы с т ой со ти о‚ ки. Пи этом е ‡ ли з‡ циfl от ‰ель ных мо ‰у лей

не пи ‚о ‰ит сfl, ес ли их от сут ст ‚ие не ок‡ зы ‚‡ ет ‚ли fl ниfl н‡ по ни м‡ ние

об щей схе мы п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний.

1. Гл‡‚ н‡fl функ циfl по „‡м мы. Ре ‡ ли зу ет ло „и ку ‡ бо ты ‡л „о ит м‡,

по сле ‰о ‚‡ тель но ‚ы зы ‚‡ ет не об хо ‰и мые по‰ по „‡м мы.
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// По „‡м м‡ 9.1. 

// Обоб щен н‡fl бы с т ‡fl со ти о‚ к‡

¥nt ProcRank;       // Р‡н„ те ку ще „о по цес с‡

¥nt ProcNum;        // Ко ли че ст ‚о по цес со‚

¥nt ma¥n(¥nt argc, char *argv[]) {

double *pProcData;     // Блок ‰‡н ных по цес с‡ 

¥nt     ProcDataS¥ze;  // Р‡з ме бло к‡ ‰‡н ных

MPI_In¥t(&argc, &argv);

MPI_Comm_rank(MPI_COMM_WORLD, &ProcRank);

MPI_Comm_s¥ze(MPI_COMM_WORLD, &ProcNum);

// Ини ци ‡ ли з‡ циfl ‰‡н ных и их ‡с пе ‰е ле ние меж ‰у по цес с‡ ми

ProcessIn¥t¥al¥zat¥on(&pProcData, &ProcDataS¥ze);

// П‡ ‡л лель н‡fl со ти о‚ к‡ 

ParallelHyperQu¥ckSort(pProcData, ProcDataS¥ze);

// З‡ ‚е ше ние ‚ы чис ле ний по цес с‡

ProcessTerm¥nat¥on(pProcData, ProcDataS¥ze);

MPI_F¥nal¥ze();

}

Функ циfl ProcessIn¥t¥al¥zat¥on оп е ‰е лfl ет ис хо‰ ные ‰‡н ные е ш‡ е -

мой з‡ ‰‡ чи (‡з ме со ти у е мо „о м‡с си ‚‡), ‚ы ‰е лfl ет п‡ мflть ‰лfl х‡ не -

ниfl ‰‡н ных, осу ще ст‚ лfl ет „е не ‡ цию со ти у е мо „о м‡с си ‚‡ (н‡ пи ме,

пи по мо щи ‰‡т чи к‡ слу ч‡й ных чи сел) и ‡с пе ‰е лfl ет е„о меж ‰у по цес -

с‡ ми. 

Функ циfl ProcessTerm¥nat¥on осу ще ст‚ лfl ет не об хо ‰и мый ‚ы ‚о‰ е -

зуль т‡ то‚ е ше ниfl з‡ ‰‡ чи и ос ‚о бож ‰‡ ет ‚сю ‡ нее ‚ы ‰е лен ную п‡ мflть

‰лfl х‡ не ниfl ‰‡н ных.

Ре ‡ ли з‡ циfl ‚сех пе е чис лен ных функ ций мо жет быть ‚ы пол не н‡ по

‡н‡ ло „ии с ‡ нее ‡с смо т ен ны ми пи ме ‡ ми и пе ‰о ст‡‚ лfl ет сfl чи т‡ те -

лю ‚ к‡ че ст ‚е с‡ мо сто fl тель но „о уп ‡ж не ниfl.

2. Функ циfl ParallelHyperQu¥ckSort. Функ циfl по из ‚о ‰ит п‡ ‡л лель -

ную бы с т ую со ти о‚ ку со „л‡с но ‡с смо т ен но му ‡л „о ит му. 

// Функ циfl ‰лfl ‚ы пол не ниfl обо щен но „о ‡л „о ит м‡ бы с т ой со ти о‚ ки

vo¥d ParallelHyperQu¥ckSort ( double *pProcData, 

¥nt ProcDataS¥ze) { 

MPI_Status status;
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¥nt CommProcRank; // Р‡н„ по цес со ‡, с ко то ым ‚ы пол нfl ет сfl 

// ‚з‡ и мо ‰ей ст ‚ие

double *pData,    // Ч‡сть бло к‡, ос т‡ ю щ‡ fl сfl н‡ по цес со е

*pSendData, // Ч‡сть бло к‡, пе е ‰‡ ‚‡ е м‡fl по цес со у 

// CommProcRank

*pRecvData, // Ч‡сть бло к‡, по лу ч‡ е м‡fl от по цес со ‡ 

// CommProcRank

*pMergeData; // Блок ‰‡н ных, по лу ч‡ е мый по сле сли fl ниfl

¥nt     DataS¥ze, SendDataS¥ze, RecvDataS¥ze, MergeDataS¥ze;

¥nt HypercubeD¥m = (¥nt)ce¥l(log(ProcNum)/log(2)); 

// ‡з ме ность „и пе ку б‡

¥nt Mask = ProcNum; 

double P¥vot; 

// Пе ‚о н‡ ч‡ль н‡fl со ти о‚ к‡ бло ко‚ ‰‡н ных н‡ к‡ж ‰ом по цес со е  

LocalDataSort(pProcData, ProcDataS¥ze); 

// Ите ‡ ции обоб щен ной бы с т ой со ти о‚ ки

for (¥nt ¥ = HypercubeD¥m; ¥ > 0; ¥-- ) {

// Оп е ‰е ле ние ‚е ‰у ще „о зн‡ че ниfl и е„о ‡с сыл к‡ ‚сем по цес со ‡м

P¥votD¥str¥but¥on(pProcData, ProcDataS¥ze, HypercubeD¥m,

Mask, ¥,&P¥vot);

Mask = Mask >> 1;

// Оп е ‰е ле ние „‡ ни цы ‡з ‰е ле ниfl бло к‡

¥nt pos = GetProcDataD¥v¥s¥onPos(pProcData, ProcDataS¥ze, P¥vot);

// Р‡з ‰е ле ние бло к‡ н‡ ч‡ с ти

¥f ( ( (rank & Mask) >> (¥ - 1) ) == 0 ) { // ст‡ ший бит = 0 

pSendData = &pProcData[pos + 1];

SendDataS¥ze = ProcDataS¥ze - pos – 1;

¥f (SendDataS¥ze < 0) SendDataS¥ze = 0;

CommProcRank = ProcRank + Mask

pData = &pProcData[0];

DataS¥ze = pos + 1; 

}

else { // ст‡ ший бит = 1

pSendData = &pProcData[0];

SendDataS¥ze = pos + 1;

¥f (SendDataS¥ze > ProcDataS¥ze) SendDataS¥ze = pos;

CommProcRank = ProcRank – Mask
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pData = &pProcData[pos + 1];

DataS¥ze = ProcDataS¥ze - pos - 1; 

¥f (DataS¥ze < 0) DataS¥ze = 0;

}

// Пе е сыл к‡ ‡з ме о‚ ч‡ с тей бло ко‚ ‰‡н ных

MPI_Sendrecv(&SendDataS¥ze, 1, MPI_INT, CommProcRank, 0, 

&RecvDataS¥ze, 1, MPI_INT, CommProcRank, 0, MPI_COMM_WORLD,

&status);

// Пе е сыл к‡ ч‡ с тей бло ко‚ ‰‡н ных

pRecvData = new double[RecvDataS¥ze];

MPI_Sendrecv(pSendData, SendDataS¥ze, MPI_DOUBLE,

CommProcRank, 0, pRecvData, RecvDataS¥ze, MPI_DOUBLE,

CommProcRank, 0, MPI_COMM_WORLD, &status);

// Сли fl ние ч‡ с тей

MergeDataS¥ze = DataS¥ze + RecvDataS¥ze;

pMergeData = new double[MergeDataS¥ze];

DataMerge(pMergeData, pMergeData, pData, DataS¥ze, 

pRecvData, RecvDataS¥ze); 

delete [] pProcData;

delete [] pRecvData;

pProcData = pMergeData;

ProcDataS¥ze = MergeDataS¥ze; 

}

}

Функ циfl LocalDataSort ‚ы пол нfl ет со ти о‚ ку бло к‡ ‰‡н ных н‡ к‡ж -

‰ом по цес со е, ис поль зуfl по сле ‰о ‚‡ тель ный ‡л „о итм бы с т ой со ти -

о‚ ки.

Функ циfl P¥votD¥str¥but¥on оп е ‰е лfl ет ‚е ‰у щий эле мент и ‡с сы л‡ -

ет е„о зн‡ че ние ‚сем по цес со ‡м.

Функ циfl GetProcDataD¥v¥s¥onPos ‚ы пол нfl ет ‡з ‰е ле ние бло к‡ ‰‡н -

ных от но си тель но ‚е ‰у ще „о эле мен т‡. Ее е зуль т‡ том fl‚ лfl ет сfl це лое чис -

ло, обо зн‡ ч‡ ю щее по зи цию эле мен т‡ н‡ „‡ ни це ‰‚ух бло ко‚.

Функ циfl DataMerge осу ще ст‚ лfl ет сли fl ние ч‡ с тей ‚ о‰ин упо fl ‰о -

чен ный блок ‰‡н ных.

3. Функ циfl P¥votD¥str¥but¥on. Функ циfl ‚ы би ‡ ет ‚е ‰у щий эле мент и

‡с сы л‡ ет е„о ‚се по цес со ‡м „и пе ку б‡. Т‡к к‡к ‰‡н ные н‡ по цес со ‡х

от со ти о ‚‡ ны с с‡ мо „о н‡ ч‡ л‡, ‚е ‰у щий эле мент ‚ы би ‡ ет сfl к‡к се‰ -

ний эле мент бло к‡ ‰‡н ных.
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// Функ циfl ‚ы бо ‡ и ‡с сыл ки ‚е ‰у ще „о эле мен т‡

vo¥d P¥votD¥str¥but¥on (double *pProcData, ¥nt ProcDataS¥ze, ¥nt D¥m, 

¥nt Mask, ¥nt Iter, double *pP¥vot) {

MPI_Group WorldGroup; 

MPI_Group SubcubeGroup; // Гуп п‡ по цес со‚ — по‰ „и пе куб

MPI_Comm  SubcubeComm;  // Ком му ни к‡ то по‰ „и пе ку б‡

¥nt j = 0;

¥nt  GroupNum = ProcNum /(¥nt)pow(2, D¥m-Iter);

¥nt *ProcRanks = new ¥nt [GroupNum]; 

// фо ми о ‚‡ ние спи с к‡ ‡н „о‚ по цес со‚ ‰лfl „и пе ку б‡

¥nt StartProc = ProcRank – GroupNum;

¥f (StartProc < 0) StartProc = 0;

¥nt EndProc = ProcRank + GroupNum;

¥f (EndProc > ProcNum) EndProc = ProcNum;

for (¥nt proc = StartProc; proc < EndProc; proc++) {

¥f ((ProcRank & Mask)>>(Iter) == (proc & Mask)>>(Iter)) {

ProcRanks[j++] = proc; 

}

}

// Объ е ‰и не ние по цес со‚ по‰ „и пе ку б‡ ‚ о‰ ну „уп пу  

MPI_Comm_group(MPI_COMM_WORLD, &WorldGroup); 

MPI_Group_¥ncl(WorldGroup, GroupNum, ProcRanks, &SubcubeGroup);  

MPI_Comm_create(MPI_COMM_WORLD, SubcubeGroup, &SubcubeComm);

// По иск и ‡с сыл к‡ ‚е ‰у ще „о эле мен т‡ ‚сем по цес с‡м по‰ „и пе ку б‡

¥f (ProcRank == ProcRanks[0])

*pP¥vot = pProcData[ProcDataS¥ze / 2];

MPI_Bcast(pP¥vot, 1, MPI_DOUBLE, 0, SubcubeComm);

MPI_Group_free(&SubcubeGroup);

MPI_Comm_free(&SubcubeComm);

delete [] ProcRanks;

}

9.5.3.2. Ре зуль т‡ ты ‚ы чис ли тель ных экс пе и мен то‚

Вы чис ли тель ные экс пе и мен ты ‰лfl оцен ки эф фек ти‚ но с ти п‡ -

‡л лель но „о ‚‡ и ‡н т‡ обоб щен ной бы с т ой со ти о‚ ки по из ‚о ‰и -

лись пи тех же ус ло ‚и flх, что и ‡ нее ‚ы пол нен ные (см. п. 9.3.6). 

Ре зуль т‡ ты ‚ы чис ли тель ных экс пе и мен то‚ ‰‡ ны ‚ т‡бл. 9.8. Экс пе -

и мен ты по ‚о ‰и лись с ис поль зо ‚‡ ни ем ‰‚ух и че ты ех по цес со о‚.

Ве мfl ук‡ з‡ но ‚ се кун ‰‡х.
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Т‡б ли ц‡ 9.8. Ре зуль т‡ ты ‚ы чис ли тель ных экс пе и мен то‚ ‰лfl п‡ ‡л -

лель но „о ‡л „о ит м‡ обоб щен ной бы с т ой со ти о‚ ки

Ко ли-
По сле ‰о ‚‡ тель ный

П‡ ‡л лель ный ‡л „о итм

че ст ‚о
‡л „о итм

2 по цес со ‡ 4 по цес со ‡

эле мен то‚ Ве мfl Ус ко е ние Ве мfl Ус ко е ние

10 000 0,001422 0,001485 0,957576 0,002898 0,490683

20 000 0,002991 0,002180 1,372018 0,003770 0,793369

30 000 0,004612 0,003077 1,498863 0,004451 1,036172

40 000 0,006297 0,003859 1,631770 0,004721 1,333828

50 000 0,008014 0,005041 1,589764 0,005242 1,528806

Рис. 9.9. З‡ ‚и си мость ус ко е ниfl от ко ли че ст ‚‡ по цес со о‚ пи ‚ы -

пол не нии п‡ ‡л лель но „о ‡л „о ит м‡ обоб щен ной бы с т ой со ти о‚ ки 

С‡‚ не ние ‚е ме ни ‚ы пол не ниfl экс пе и мен т‡ T*
p и те о е ти че с кой

оцен ки Tp из (9.12) пи ‚е ‰е но ‚ т‡б ли це 9.9 и н‡ ис. 9.10.

Т‡б ли ц‡ 9.9. С‡‚ не ние экс пе и мен т‡ль но „о и те о е ти че с ко „о ‚е -

мен ‚ы пол не ниfl п‡ ‡л лель но „о ‡л „о ит м‡ обоб щен ной бы с т ой

со ти о‚ ки

Количест‚о
П‡‡ллельный ‡л„оитм

элементо‚
2 по цес со ‡ 4 по цес со ‡

T2 T*
2 T4 T*

4

10 000 0,001281 0,001485 0,001735 0,002898

20 000 0,002265 0,002180 0,002322 0,003770

30 000 0,003289 0,003077 0,002928 0,004451

40 000 0,004338 0,003859 0,003547 0,004721

50 000 0,005407 0,005041 0,004176 0,005242
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Рис. 9.10. Г‡ фик з‡ ‚и си мо с ти экс пе и мен т‡ль но „о и те о е ти че с -

ко „о ‚е ме ни по ‚е ‰е ниfl экс пе и мен т‡ н‡ че ты ех по цес со ‡х 

от объ е м‡ ис хо‰ ных ‰‡н ных

9.5.4. Со ти о‚ к‡ с ис поль зо ‚‡ ни ем 

е „у лfl но „о н‡ бо ‡ об ‡з цо‚

9.5.4.1. О „‡ ни з‡ циfl п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний

Ал „о итм со ти о‚ ки с ис поль зо ‚‡ ни ем е „у лfl но „о н‡ бо ‡ об ‡з цо‚

(the parallel sorting by regular sampling) т‡к же fl‚ лfl ет сfl обоб ще ни ем ме то ‰‡

бы с т ой со ти о‚ ки (см., н‡ пи ме, ‚ [63]).

Упо fl ‰о чи ‚‡ ние ‰‡н ных ‚ со от ‚ет ст ‚ии с ‰‡н ным ‚‡ и ‡н том ‡л „о -

ит м‡ бы с т ой со ти о‚ ки осу ще ст‚ лfl ет сfl ‚ хо ‰е ‚ы пол не ниfl сле ‰у ю -

щих че ты ех эт‡ по‚:

• н‡ пе ‚ом эт‡ пе со ти о‚ ки по из ‚о ‰ит сfl упо fl ‰о чи ‚‡ ние име ю -

щих сfl н‡ по цес со ‡х бло ко‚. Д‡н н‡fl опе ‡ циfl мо жет быть ‚ы -

пол не н‡ к‡ж ‰ым по цес со ом не з‡ ‚и си мо ‰у„ от ‰у „‡ пи по мо -

щи обыч но „о ‡л „о ит м‡ бы с т ой со ти о‚ ки; ‰‡ лее к‡ж ‰ый по -

цес со фо ми у ет н‡ бо из эле мен то‚ с‚о их бло ко‚ с ин ‰ек с‡ ми 0,

m, 2m,…,(p-1)m, „‰е m=n/p2;

• н‡ ‚то ом эт‡ пе ‚ы пол не ниfl ‡л „о ит м‡ ‚се сфо ми о ‚‡н ные н‡

по цес со ‡х н‡ бо ы ‰‡н ных со би ‡ ют сfl н‡ о‰ ном из по цес со о‚

си с те мы и объ е ‰и нfl ют сfl ‚ хо ‰е по сле ‰о ‚‡ тель но „о сли flниfl ‚ о‰ но
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упо fl ‰о чен ное мно же ст ‚о. Д‡ лее из по лу чен но „о мно же ст ‚‡ зн‡ -

че ний из эле мен то‚ с ин ‰ек с‡ ми 

фо ми у ет сfl но ‚ый н‡ бо ‚е ‰у щих эле мен то‚, ко то ый пе е ‰‡ ет сfl

‚сем ис поль зу е мым по цес со ‡м. В з‡ ‚е ше ние эт‡ п‡ к‡ж ‰ый по -
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Рис. 9.11. Пи ме ‡ бо ты ‡л „о ит м‡ со ти о‚ ки с ис поль зо ‚‡ ни ем

е „у лfl но „о н‡ бо ‡ об ‡з цо‚



цес со ‚ы пол нfl ет ‡з ‰е ле ние с‚о е „о бло к‡ н‡ p ч‡ с тей с ис поль зо -

‚‡ ни ем по лу чен но „о н‡ бо ‡ ‚е ‰у щих зн‡ че ний;

• н‡ те ть ем эт‡ пе со ти о‚ ки к‡ж ‰ый по цес со осу ще ст‚ лfl ет

‡с сыл ку ‚ы ‰е лен ных ‡ нее ч‡ с тей с‚о е „о бло к‡ ‚сем ос т‡ль ным

по цес со ‡м си с те мы; ‡с сыл к‡ ‚ы пол нfl ет сfl ‚ со от ‚ет ст ‚ии с по -

fl‰ ком ну ме ‡ ции – ч‡сть j, 0≤ j<p, к‡ж ‰о „о бло к‡ пе е сы л‡ ет сfl

по цес со у с но ме ом j;

• н‡ чет ‚е том эт‡ пе ‚ы пол не ниfl ‡л „о ит м‡ к‡ж ‰ый по цес со ‚ы -

пол нfl ет сли fl ние p по лу чен ных ч‡ с тей ‚ о‰ин от со ти о ‚‡н ный блок. 

По з‡ ‚е ше нии чет ‚е то „о эт‡ п‡ ис хо‰ ный н‡ бо ‰‡н ных ст‡ но ‚ит -

сfl от со ти о ‚‡н ным.

Н‡ ис. 9.11 пи ‚е ‰ен пи ме со ти о‚ ки м‡с си ‚‡ ‰‡н ных с по мо -

щью ‡л „о ит м‡, опи с‡н но „о ‚ы ше. Сле ‰у ет от ме тить, что чис ло по цес -

со о‚ ‰лfl ‰‡н но „о ‡л „о ит м‡ мо жет быть по из ‚оль ным, ‚ ‰‡н ном пи -

ме е оно ‡‚ но 3.

9.5.4.2. Ан‡ лиз эф фек ти‚ но с ти

Оце ним ту ‰о ем кость ‡с смо т ен но „о п‡ ‡л лель но „о ме то ‰‡. Пусть,

к‡к и ‡ нее, n есть ко ли че ст ‚о со ти у е мых ‰‡н ных, p, p<n, обо зн‡ ч‡ ет

чис ло ис поль зу е мых по цес со о‚ и, со от ‚ет ст ‚ен но, n/p есть ‡з ме бло -

ко‚ ‰‡н ных н‡ по цес со ‡х.

В те че ние пе ‚о „о эт‡ п‡ ‡л „о ит м‡ к‡ж ‰ый по цес со со ти у ет

с‚ой блок ‰‡н ных с по мо щью бы с т ой со ти о‚ ки, тем с‡ мым, ‰ли тель -

ность ‚ы пол нfl е мых пи этом опе ‡ ций ‡‚ н‡

, (9.13)

„‰е τ есть ‚е мfl ‚ы пол не ниfl б‡ зо ‚ой опе ‡ ции со ти о‚ ки.

Н‡ ‚то ом эт‡ пе ‡л „о ит м‡ о‰ин из по цес со о‚ со би ‡ ет н‡ бо ы из

p эле мен то‚ со ‚сех ос т‡ль ных по цес со о‚, ‚ы пол нfl ет сли fl ние ‚сех по -

лу чен ных ‰‡н ных (об щее ко ли че ст ‚о эле мен то‚ со ст‡‚ лfl ет p2), фо ми у -

ет н‡ бо из p-1 ‚е ‰у щих эле мен то‚ и ‡с сы л‡ ет по лу чен ный н‡ бо ‚сем

ос т‡ль ным по цес со ‡м. С уче том ‚сех пе е чис лен ных ‰ей ст ‚ий об щ‡fl

‰ли тель ность ‚то о „о эт‡ п‡ со ст‡‚ лfl ет

(9.14)

(‚ пи ‚е ‰ен ном со от но ше нии ‚ы ‰е лен ные по‰ ‚ы ‡ же ниfl со от ‚ет ст ‚у ют

че ты ем пе е чис лен ным ‰ей ст ‚и flм ‡л „о ит м‡); з‰есь, к‡к и ‡ нее, α –
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л‡ тент ность, β – по пу ск н‡fl спо соб ность се ти пе е ‰‡ чи ‰‡н ных, ‡ w есть

‡з ме эле мен т‡ упо fl ‰о чи ‚‡ е мых ‰‡н ных ‚ б‡й т‡х.

В хо ‰е ‚ы пол не ниfl те ть е „о эт‡ п‡ ‡л „о ит м‡ к‡ж ‰ый по цес со ‡з -

‰е лfl ет с‚ои эле мен ты от но си тель но ‚е ‰у щих эле мен то‚ н‡ p ч‡ с тей (об -

щее ко ли че ст ‚о опе ‡ ций ‰лfl это „о мо жет быть о„ ‡ ни че но ‚е ли чи ной

n/p). Д‡ лее ‚се по цес со ы ‚ы пол нfl ют ‡с сыл ку сфо ми о ‚‡н ных ч‡ с тей

бло ко‚ меж ‰у со бой – оцен к‡ ту ‰о ем ко с ти т‡ кой ком му ни к‡ ци он ной

опе ‡ ции ‡с смо т е н‡ ‚ лек ции 3 пи пе‰ ст‡‚ ле нии то по ло „ии ‚ы чис -

ли тель ной се ти ‚ ‚и ‰е „и пе ку б‡. К‡к бы ло по к‡ з‡ но, ‚ы пол не ние т‡ кой

опе ‡ ции мо жет быть осу ще ст‚ ле но з‡ log2 p ш‡ „о‚, н‡ к‡ж ‰ом из ко то ых

к‡ж ‰ый по цес со пе е ‰‡ ет и по лу ч‡ ет со об ще ние из (n/p)/2 эле мен то‚.

К‡к е зуль т‡т, об щ‡fl ту ‰о ем кость те ть е „о эт‡ п‡ ‡л „о ит м‡ мо жет быть

оце не н‡ к‡к

. (9.15)

Н‡ чет ‚е том эт‡ пе ‡л „о ит м‡ к‡ж ‰ый по цес со ‚ы пол нfl ет сли fl -

ние p от со ти о ‚‡н ных ч‡ с тей ‚ о‰ин объ е ‰и нен ный блок. Оцен к‡ ту -

‰о ем ко с ти т‡ кой опе ‡ ции уже по ‚о ‰и л‡сь пи ‡с смо т е нии ‚то о „о

эт‡ п‡, и, тем с‡ мым, ‰ли тель ность ‚ы пол не ниfl по це ‰у ы сли fl ниfl со -

ст‡‚ лfl ет

. (9.16)

С уче том ‚сех по лу чен ных со от но ше ний об щее ‚е мfl ‚ы пол не ниfl

‡л „о ит м‡ со ти о‚ ки с ис поль зо ‚‡ ни ем е „у лfl но „о н‡ бо ‡ об ‡з цо‚

со ст‡‚ лfl ет 

(9.17)

9.5.4.3. Ре зуль т‡ ты ‚ы чис ли тель ных 

экс пе и мен то‚

Вы чис ли тель ные экс пе и мен ты ‰лfl оцен ки эф фек ти‚ но с ти п‡ ‡л -

лель но „о ‚‡ и ‡н т‡ со ти о‚ ки с ис поль зо ‚‡ ни ем е „у лfl но „о н‡ бо ‡ об -

‡з цо‚ осу ще ст‚ лfl лись пи тех же ус ло ‚и flх, что и ‡ нее ‚ы пол нен ные

(см. п. 9.3.6). 

Ре зуль т‡ ты ‚ы чис ли тель ных экс пе и мен то‚ ‰‡ ны ‚ т‡бл. 9.10. Экс -

пе и мен ты по ‚о ‰и лись с ис поль зо ‚‡ ни ем ‰‚ух и че ты ех по цес со о‚.

Ве мfl ук‡ з‡ но ‚ се кун ‰‡х.
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Т‡б ли ц‡ 9.10. Ре зуль т‡ ты ‚ы чис ли тель ных экс пе и мен то‚ ‰лfl п‡ -

‡л лель но „о ‡л „о ит м‡ со ти о‚ ки с ис поль зо ‚‡ ни ем е „у лfl но „о

н‡ бо ‡ об ‡з цо‚

Ко ли че ст ‚о По сле ‰о - П‡ ‡л лель ный ‡л „о итм

эле мен то‚ ‚‡ тель ный 2 по цес со ‡ 4 по цес со ‡

‡л „о итм Ве мfl Ус ко е ние Ве мfl Ус ко е ние

10 000 0,001422 0,001513 0,939855 0,001166 1,219554

20 000 0,002991 0,002307 1,296489 0,002081 1,437290

30 000 0,004612 0,003168 1,455808 0,003099 1,488222

40 000 0,006297 0,004542 1,386394 0,003819 1,648861

50 000 0,008014 0,005503 1,456297 0,004370 1,833867

Рис. 9.12. З‡ ‚и си мость ус ко е ниfl от ко ли че ст ‚‡ по цес со о‚ пи

‚ы пол не нии п‡ ‡л лель но „о ‡л „о ит м‡ со ти о‚ ки с ис поль зо ‚‡ ни -

ем е „у лfl но „о н‡ бо ‡ об ‡з цо‚
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Т‡б ли ц‡ 9.11. С‡‚ не ние экс пе и мен т‡ль но „о и те о е ти че с ко „о ‚е -

ме ни ‚ы пол не ниfl п‡ ‡л лель но „о ‡л „о ит м‡ со ти о‚ ки с ис поль -

зо ‚‡ ни ем е „у лfl но „о н‡ бо ‡ об ‡з цо‚

Количест‚о П‡‡ллельный ‡л„оитм
элементо‚ 2 по цес со ‡ 4 по цес со ‡

T2 T*
2 T4 T*

4

10 000 0,001533 0,001513 0,001762 0,001166
20 000 0,002569 0,002307 0,002375 0,002081
30 000 0,003645 0,003168 0,003007 0,003099
40 000 0,004747 0,004542 0,003652 0,003819
50 000 0,005867 0,005503 0,004307 0,004370



С‡‚ не ние ‚е ме ни ‚ы пол не ниfl экс пе и мен т‡ T*
p и те о е ти че с кой

оцен ки Tp из (9.17) пи ‚е ‰е но ‚ т‡б ли це 9.11 и н‡ ис. 9.13.

Рис. 9.13. Г‡ фик з‡ ‚и си мо с ти экс пе и мен т‡ль но „о и те о е ти че с -

ко „о ‚е ме ни по ‚е ‰е ниfl экс пе и мен т‡ н‡ че ты ех по цес со ‡х 

от объ е м‡ ис хо‰ ных ‰‡н ных

9.6. К‡т кий об зо лек ции

В лек ции ‡с см‡ т и ‚‡ ет сfl ч‡ с то ‚сте ч‡ ю щ‡ fl сfl ‚ пи ло же ни flх з‡ -

‰‡ ч‡ упо fl ‰о че ниfl ‰‡н ных, ‰лfl е ше ниfl ко то ой ‚ ‡м к‡х ‰‡н но „о учеб но -

„о м‡ те и ‡ л‡ ‚ы б‡ ны ши о ко из ‚е ст ные ‡л „о ит мы пу зыь ко ‚ой со ти -

о‚ ки, со ти о‚ ки Шел л‡ и бы с т ой со ти о‚ ки. Пи из ло же нии ме то -

‰о‚ со ти о‚ ки ос но‚ ное ‚ни м‡ ние у‰е лfl ет сfl ‚оз мож ным спо со б‡м ‡с -

п‡ ‡л ле ли ‚‡ ниfl ‡л „о ит мо‚, ‡н‡ ли зу эф фек ти‚ но с ти и с‡‚ не нию по лу -

ч‡ е мых те о е ти че с ких оце нок с е зуль т‡ т‡ ми ‚ы пол нен ных ‚ы чис ли тель -

ных экс пе и мен то‚.

Ал „о итм пу зыь ко ‚ой со ти о‚ ки (по‰ ‡з ‰ел 9.3) ‚ ис хо‰ ном ‚и ‰е

п‡к ти че с ки не по‰ ‰‡ ет сfl ‡с п‡ ‡л ле ли ‚‡ нию ‚ си лу по сле ‰о ‚‡ тель но „о

‚ы пол не ниfl ос но‚ ных ите ‡ ций ме то ‰‡. Длfl ‚‚е ‰е ниfl не об хо ‰и мо „о п‡ -

‡л ле лиз м‡ ‡с см‡ т и ‚‡ ет сfl обоб щен ный ‚‡ и ‡нт ‡л „о ит м‡ – ме то‰

чет-не чет ной пе е ст‡ но‚ ки. Суть обоб ще ниfl со сто ит ‚ том, что ‚ ‡л „о -

итм со ти о‚ ки ‚‚о ‰flт сfl ‰‚‡ ‡з ных п‡ ‚и л‡ ‚ы пол не ниfl ите ‡ ций ме -

то ‰‡ ‚ з‡ ‚и си мо с ти от чет но с ти но ме ‡ ите ‡ ции со ти о‚ ки. С‡‚ не ниfl

п‡ зн‡ че ний упо fl ‰о чи ‚‡ е мо „о н‡ бо ‡ ‰‡н ных н‡ ите ‡ ци flх ме то ‰‡ чет-

не чет ной пе е ст‡ но‚ ки fl‚ лfl ют сfl не з‡ ‚и си мы ми и мо „ут быть ‚ы пол не -

ны п‡ ‡л лель но.
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Длfl ‡л „о ит м‡ Шел л‡ (по‰ ‡з ‰ел 9.4) ‡с см‡ т и ‚‡ ет сfl схе м‡ ‡с п‡ -

‡л ле ли ‚‡ ниfl пи пе‰ ст‡‚ ле нии то по ло „ии се ти ‚ ‚и ‰е „и пе ку б‡. Пи

т‡ ком пе‰ ст‡‚ ле нии то по ло „ии ок‡ зы ‚‡ ет сfl ‚оз мож ной о „‡ ни з‡ циfl

‚з‡ и мо ‰ей ст ‚иfl по цес со о‚, ‡с по ло жен ных ‰‡ ле ко ‰у„ от ‰у „‡ пи

ли ней ной ну ме ‡ ции. К‡к п‡ ‚и ло, т‡ к‡fl о „‡ ни з‡ циfl ‚ы чис ле ний поз -

‚о лfl ет умень шить ко ли че ст ‚о ‚ы пол нfl е мых ите ‡ ций ‡л „о ит м‡ со ти -

о‚ ки.

Длfl ‡л „о ит м‡ бы с т ой со ти о‚ ки (по‰ ‡з ‰ел 9.5) пи ‚о ‰flт сfl ти

схе мы ‡с п‡ ‡л ле ли ‚‡ ниfl. Пе ‚ые ‰‚е схе мы т‡к же ос но ‚ы ‚‡ ют сfl н‡

пе‰ ст‡‚ ле нии то по ло „ии се ти ‚ ‚и ‰е „и пе ку б‡. Ос но‚ н‡fl ите ‡ циfl ‚ы -

чис ле ний со сто ит ‚ ‚ы бо е о‰ ним из по цес со о‚ ‚е ‰у ще „о эле мен т‡, ко -

то ый ‰‡ лее ‡с сы л‡ ет сfl ‚сем ос т‡ль ным по цес со ‡м „и пе ку б‡. По сле

по лу че ниfl ‚е ‰у ще „о эле мен т‡ по цес со ы по ‚о ‰flт ‡з ‰е ле ние с‚о их

бло ко‚, и по лу ч‡ е мые ч‡ с ти бло ко‚ пе е ‰‡ ют сfl меж ‰у по п‡ но с‚fl з‡н -

ны ми по цес со ‡ ми. В е зуль т‡ те ‚ы пол не ниfl по ‰об ной ите ‡ ции ис -

хо‰ ный „и пе куб ок‡ зы ‚‡ ет сfl ‡з ‰е лен ным н‡ 2 „и пе ку б‡ мень шей ‡з -

ме но с ти, к ко то ым, ‚ с‚ою оче е‰ь, мо жет быть пи ме не н‡ пи ‚е ‰ен -

н‡fl ‚ы ше схе м‡ ‚ы чис ле ний. 

Пи пи ме не нии ‡л „о ит м‡ бы с т ой со ти о‚ ки о‰ ним из ос но‚ -

ных мо мен то‚ fl‚ лfl ет сfl п‡ ‚иль ность ‚ы бо ‡ ‚е ‰у ще „о эле мен т‡. Оп ти -

м‡ль н‡fl ст‡ те „иfl со сто ит ‚ ‚ы бо е т‡ ко „о зн‡ че ниfl ‚е ‰у ще „о эле мен т‡,

пи ко то ом ‰‡н ные н‡ по цес со ‡х ‡з ‰е лfl ют сfl н‡ ч‡ с ти о‰и н‡ ко ‚о „о

‡з ме ‡. В об щем слу ч‡е пи по из ‚оль но с„е не и о ‚‡н ных ис хо‰ ных

‰‡н ных ‰о сти же ние т‡ кой си ту ‡ ции fl‚ лfl ет сfl ‰о ст‡ точ но слож ной з‡ ‰‡ -

чей. В пе ‚ой схе ме пе‰ л‡ „‡ ет сfl ‚ы би ‡ть ‚е ‰у щий эле мент, н‡ пи ме,

к‡к се‰ нее ‡иф ме ти че с кое эле мен то‚ н‡ уп ‡‚ лfl ю щем по цес со е. Во

‚то ой схе ме (обоб щен ный ‡л „о итм бы с т ой со ти о‚ ки) ‰‡н ные н‡ к‡ж -

‰ом по цес со е пе‰ ‚‡ и тель но упо fl ‰о чи ‚‡ ют сfl с тем, что бы ‚зflть

се‰ ний эле мент бло к‡ ‰‡н ных к‡к ‚е ‰у щее зн‡ че ние. Те тьfl схе м‡ (со -

ти о‚ к‡ с ис поль зо ‚‡ ни ем е „у лfl но „о н‡ бо ‡ об ‡з цо‚) ‡с п‡ ‡л ле ли ‚‡ ниfl

‡л „о ит м‡ бы с т ой со ти о‚ ки ос но ‚ы ‚‡ ет сfl н‡ мно „о уо‚ не ‚ой схе ме

фо ми о ‚‡ ниfl мно же ст ‚‡ ‚е ‰у щих эле мен то‚. Т‡ кой по‰ хо‰ мо жет быть

пи ме нен ‰лfl по из ‚оль но „о ко ли че ст ‚‡ по цес со о‚, поз ‚о лfl ет из бе -

ж‡ть мно же ст ‚‡ пе е сы лок ‰‡н ных и пи ‚о ‰ит, к‡к п‡ ‚и ло, к бо лее ‡‚ -

но ме но му ‡с пе ‰е ле нию ‰‡н ных меж ‰у по цес со ‡ ми.

9.7. Об зо ли те ‡ ту ы

Воз мож ные спо со бы е ше ниfl з‡ ‰‡ чи упо fl ‰о че ниfl ‰‡н ных ши о ко

об суж ‰‡ ют сfl ‚ ли те ‡ ту е; о‰ин из н‡ и бо лее пол ных об зо о‚ ‡л „о ит мо‚

со ти о‚ ки со ‰е жит сfl ‚ ‡ бо те [50], се ‰и по сле‰ них из ‰‡ ний мо жет

быть е ко мен ‰о ‚‡ н‡ ‡ бо т‡ [26].
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П‡ ‡л лель ные ‚‡ и ‡н ты ‡л „о ит м‡ пу зыь ко ‚ой со ти о‚ ки и со ти -

о‚ ки Шел л‡ ‡с см‡ т и ‚‡ ют сfl ‚ [51].

Схе мы ‡с п‡ ‡л ле ли ‚‡ ниfl бы с т ой со ти о‚ ки пи пе‰ ст‡‚ ле нии то -

по ло „ии се ти пе е ‰‡ чи ‰‡н ных ‚ ‚и ‰е „и пе ку б‡ опи с‡ ны ‚ [51, 63]. Со ти -

о‚ к‡ с ис поль зо ‚‡ ни ем е „у лfl но „о н‡ бо ‡ об ‡з цо‚ пе‰ ст‡‚ ле н‡ ‚ ‡ бо те [63].

По лез ной пи ‡с смо т е нии ‚о по со‚ п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний

‰лfl со ти о‚ ки ‰‡н ных мо жет ок‡ з‡ть сfl ‡ бо т‡ [17].

9.8.  Кон толь ные ‚о по сы

1. В чем со сто ит по ст‡ но‚ к‡ з‡ ‰‡ чи со ти о‚ ки ‰‡н ных?

2. Пи ‚е ‰и те не сколь ко пи ме о‚ ‡л „о ит мо‚ со ти о‚ ки. К‡ ко ‚‡

‚ы чис ли тель н‡fl слож ность пи ‚е ‰ен ных ‡л „о ит мо‚?

3. К‡ к‡fl опе ‡ циfl fl‚ лfl ет сfl б‡ зо ‚ой ‰лfl з‡ ‰‡ чи со ти о‚ ки ‰‡н ных?

4. В чем суть п‡ ‡л лель но „о обоб ще ниfl б‡ зо ‚ой опе ‡ ции з‡ ‰‡ чи

со ти о‚ ки ‰‡н ных?

5. Что пе‰ ст‡‚ лfl ет со бой ‡л „о итм чет-не чет ной пе е ст‡ но‚ ки?

6. В чем со сто ит п‡ ‡л лель ный ‚‡ и ‡нт ‡л „о ит м‡ Шел л‡? К‡ко‚ы

ос но‚ ные от ли чиfl это „о п‡ ‡л лель но „о ‡л „о ит м‡ со ти о‚ ки от

ме то ‰‡ чет-не чет ной пе е ст‡ но‚ ки?

7. Что пе‰ ст‡‚ лfl ет со бой п‡ ‡л лель ный ‚‡ и ‡нт ‡л „о ит м‡ бы с т ой

со ти о‚ ки?

8. Что з‡ ‚и сит от п‡ ‚иль но „о ‚ы бо ‡ ‚е ‰у ще „о эле мен т‡ ‰лfl п‡ ‡л -

лель но „о ‡л „о ит м‡ бы с т ой со ти о‚ ки? 

9. К‡ кие спо со бы ‚ы бо ‡ ‚е ‰у ще „о эле мен т‡ мо „ут быть пе‰ ло же ны?

10. Длfl к‡ ких то по ло „ий мо „ут пи ме нflть сfl ‡с смо т ен ные ‡л „о -

ит мы со ти о‚ ки?

11. В чем со сто ит ‡л „о итм со ти о‚ ки с ис поль зо ‚‡ ни ем е „у лfl -

но „о н‡ бо ‡ об ‡з цо‚?

9.9. З‡ ‰‡ чи и уп ‡ж не ниfl

1. Вы пол ни те е ‡ ли з‡ цию п‡ ‡л лель но „о ‡л „о ит м‡ пу зыь ко ‚ой

со ти о‚ ки. По ‚е ‰и те экс пе и мен ты. По ст ой те те о е ти че с кие

оцен ки с уче том тех опе ‡ ций пе е сы лок ‰‡н ных, ко то ые ис -

поль зо ‚‡ лись пи е ‡ ли з‡ ции, и п‡ ‡ ме т о‚ ‚ы чис ли тель ной си с -

те мы. С‡‚ ни те по лу ч‡ е мые те о е ти че с кие оцен ки с е зуль т‡ т‡ ми

экс пе и мен то‚.

2. Вы пол ни те е ‡ ли з‡ цию п‡ ‡л лель но „о ‡л „о ит м‡ бы с т ой со ти -

о‚ ки по о‰ ной из пи ‚е ‰ен ных схем. Оп е ‰е ли те зн‡ че ниfl п‡ ‡ -

ме т о‚ л‡ тент но с ти, по пу ск ной спо соб но с ти и ‚е ме ни ‚ы пол -

не ниfl б‡ зо ‚ой опе ‡ ции ‰лfl ис поль зу е мой ‚ы чис ли тель ной си с -
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те мы и по лу чи те оцен ки по к‡ з‡ те лей ус ко е ниfl и эф фек ти‚ но с ти

‰лfl е ‡ ли зо ‚‡н но „о ме то ‰‡ п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний.

3. Р‡з ‡ бо т‡й те п‡ ‡л лель ную схе му ‚ы чис ле ний ‰лfl ши о ко из ‚е -

ст но „о ‡л „о ит м‡ со ти о‚ ки сли fl ни ем (по ‰об ное опи с‡ ние ме -

то ‰‡ мо жет быть по лу че но, н‡ пи ме, ‚ ‡ бо т‡х [26] или [50]). Вы -

пол ни те е ‡ ли з‡ цию ‡з ‡ бо т‡н но „о ‡л „о ит м‡ и по ст ой те ‚се

не об хо ‰и мые те о е ти че с кие оцен ки слож но с ти ме то ‰‡.
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Лек циfl 10. П‡ ‡л лель ные мето‰ы н‡ „‡ ф‡х

В лек ции ‡с см‡ т и ‚‡ ют сfl ‡з лич ные ти по ‚ые з‡ ‰‡ чи, ‚оз ни к‡ ю щие

пи об ‡ бот ке „‡ фо‚. Пи ‚о ‰flт сfl ‡л „о ит мы, пи ме нfl е мые ‰лfl е ше ниfl

этих з‡ ‰‡ч, и об суж ‰‡ ют сfl пу ти их ‡с п‡ ‡л ле ли ‚‡ ниfl. Д‡ ет сfl те о е ти че с -

к‡fl оцен к‡ эф фек ти‚ но с ти ‡с см‡ т и ‚‡ е мых ‡л „о ит мо‚. Ан‡ ли зи у ют сfl

е зуль т‡ ты ‚ы чис ли тель ных экс пе и мен то‚.

Клю че ‚ые сло ‚‡: „‡ф, з‡ ‰‡ ч‡ по ис к‡ ‚сех к‡т ч‡й ших пу тей, з‡ ‰‡ ч‡

н‡ хож ‰е ниfl ми ни м‡ль но „о ох ‚‡ ты ‚‡ ю ще „о ‰е е ‚‡, з‡ ‰‡ ч‡ оп ти -

м‡ль но „о ‡з ‰е ле ниfl „‡ фо‚, ‡л „о итм Флой ‰‡, ‡л „о итм Пи м‡, 

„е о ме т и че с кие и ком би н‡ то ные ‡л „о ит мы ‡з ‰е ле ниfl „‡ фо‚,

оцен к‡ слож но с ти, ус ко е ние и эф фек ти‚ ность п‡ ‡л лель ных ‚ы -

чис ле ний.

М‡ те м‡ ти че с кие мо ‰е ли ‚ ‚и ‰е „‡ фо‚ ши о ко ис поль зу ют сfl пи мо -

‰е ли о ‚‡ нии ‡з но об ‡з ных fl‚ ле ний, по цес со‚ и си с тем. К‡к е зуль т‡т,

мно „ие те о е ти че с кие и е ‡ль ные пи кл‡‰ ные з‡ ‰‡ чи мо „ут быть е ше ны

пи по мо щи тех или иных по це ‰у ‡н‡ ли з‡ „‡ фо ‚ых мо ‰е лей. Се ‰и мно -

же ст ‚‡ этих по це ‰у мо жет быть ‚ы ‰е лен не ко то ый оп е ‰е лен ный н‡ бо

ти по ‚ых ‡л „о ит мо‚ об ‡ бот ки „‡ фо‚. Р‡с смо т е нию ‚о по со‚ те о ии „‡ -

фо‚, ‡л „о ит мо‚ мо ‰е ли о ‚‡ ниfl, ‡н‡ ли зу и е ше нию з‡ ‰‡ч н‡ „‡ ф‡х по с‚fl -

ще но ‰о ст‡ точ но мно „о ‡з лич ных из ‰‡ ний, ‚ к‡ че ст ‚е ‚оз мож но „о у ко -

‚о‰ ст ‚‡ по ‰‡н ной те м‡ ти ке мо жет быть е ко мен ‰о ‚‡ н‡ ‡ бо т‡ [26].

Пусть G есть „‡ф

G=(V,R),

‰лfl ко то о „о н‡ бо ‚е шин Vi, 0≤ i≤ n, з‡ ‰‡ ет сfl мно же ст ‚ом V, ‡ спи сок

‰у„ „‡ ф‡

оп е ‰е лfl ет сfl мно же ст ‚ом R. В об щем слу ч‡е ‰у „‡м „‡ ф‡ мо „ут пи пи сы -

‚‡ть сfl не ко то ые чис ло ‚ые х‡ ‡к те и с ти ки (‚е с‡) wj, 0≤ j≤ m (‚з‚е шен ный

„‡ф). Пи ме ‚з‚е шен но „о „‡ ф‡ пи ‚е ‰ен н‡ ис. 10.1.

Из ‚е ст ны ‡з лич ные спо со бы з‡ ‰‡ ниfl „‡ фо‚. Пи м‡ лом ко ли че ст -

‚е ‰у„ ‚ „‡ фе (т. е. m<<n2) це ле со об ‡з но ис поль зо ‚‡ть ‰лfl оп е ‰е ле ниfl

„‡ фо‚ спи с ки, пе е чис лfl ю щие име ю щи е сfl ‚ „‡ ф‡х ‰у „и. Пе‰ ст‡‚ ле -

ние ‰о ст‡ точ но плот ных „‡ фо‚, ‰лfl ко то ых поч ти ‚се ‚е ши ны со е‰и -

не ны меж ‰у со бой ‰у „‡ ми (т. е. m~n2), мо жет быть эф фек ти‚ но обес пе че -

но пи по мо щи м‡ т и цы смеж но с ти:
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A=(aij), 1≤i, j≤n,

не ну ле ‚ые зн‡ че ниfl эле мен то‚ ко то ой со от ‚ет ст ‚у ют ‰у „‡м „‡ ф‡:

(‰лfl обо зн‡ че ниfl от сут ст ‚иfl е б ‡ меж ‰у ‚е ши н‡ ми ‚ м‡ т и це смеж но -

с ти н‡ со от ‚ет ст ‚у ю щей по зи ции ис поль зу ет сfl зн‡к бес ко неч но с ти, пи

‚ы чис ле ни flх зн‡к бес ко неч но с ти мо жет быть з‡ ме нен, н‡ пи ме, н‡ лю -

бое от и ц‡ тель ное чис ло). Т‡к, н‡ пи ме, м‡ т и ц‡ смеж но с ти, со от ‚ет ст -

‚у ю щ‡fl „‡ фу н‡ ис. 10.1, пи ‚е ‰е н‡ н‡ ис. 10.2.

Рис. 10.2. М‡ т и ц‡ смеж но с ти ‰лfl „‡ ф‡ с ис. 10.1

К‡к по ло жи тель ный мо мент т‡ ко „о спо со б‡ пе‰ ст‡‚ ле ниfl „‡ фо‚

мож но от ме тить, что ис поль зо ‚‡ ние м‡ т и цы смеж но с ти поз ‚о лfl ет пи -
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ме нflть пи е ‡ ли з‡ ции ‚ы чис ли тель ных по це ‰у ‡н‡ ли з‡ „‡ фо‚ м‡ т -

ич ные ‡л „о ит мы об ‡ бот ки ‰‡н ных.

Д‡ лее мы ‡с смо т им спо со бы п‡ ‡л лель ной е ‡ ли з‡ ции ‡л „о ит -

мо‚ н‡ „‡ ф‡х н‡ пи ме е з‡ ‰‡ чи по ис к‡ к‡т ч‡й ших пу тей меж ‰у ‚се ми

п‡ ‡ ми пунк то‚ н‡ зн‡ че ниfl и з‡ ‰‡ чи ‚ы ‰е ле ниfl ми ни м‡ль но „о ох ‚‡ ты ‚‡ ю -

ще „о ‰е е ‚‡ (ос то ‚‡) „‡ ф‡. Ко ме то „о, мы ‡с смо т им з‡ ‰‡ чу оп ти м‡ль -

но „о ‡з ‰е ле ниfl „‡ фо‚, ши о ко ис поль зу е мую ‰лfl о „‡ ни з‡ ции п‡ ‡л -

лель ных ‚ы чис ле ний. Длfl пе‰ ст‡‚ ле ниfl „‡ фо‚ пи ‡с смо т е нии ‚сех

пе е чис лен ных з‡ ‰‡ч бу ‰ут пи ме нflть сfl м‡ т и цы смеж но с ти.

10.1. З‡ ‰‡ ч‡ по ис к‡ ‚сех к‡т ч‡й ших пу тей 

Ис хо‰ ной ин фо м‡ ци ей ‰лfl з‡ ‰‡ чи fl‚ лfl ет сfl ‚з‚е шен ный „‡ф

G=(V,R), со ‰е ж‡ щий n ‚е шин (|V|=n), ‚ ко то ом к‡ж ‰о му е б у „‡ ф‡

пи пи с‡н не от и ц‡ тель ный ‚ес. Г‡ф бу ‰ем по л‡ „‡ть ои ен ти о ‚‡н ным, т. е.

ес ли из ‚е ши ны i есть е б о ‚ ‚е ши ну j, то из это „о не сле ‰у ет н‡ ли чие

е б ‡ из j ‚ i. В слу ч‡е ес ли ‚е ши ны ‚се же со е‰и не ны ‚з‡ и мо о б‡т ны ми

е б ‡ ми, ‚е с‡, пи пи с‡н ные им, мо „ут не со‚ п‡ ‰‡ть. Р‡с смо т им з‡ ‰‡ чу,

‚ ко то ой ‰лfl име ю ще „о сfl „‡ ф‡ G те бу ет сfl н‡й ти ми ни м‡ль ные ‰ли ны

пу тей меж ‰у к‡ж ‰ой п‡ ой ‚е шин „‡ ф‡. В к‡ че ст ‚е п‡к ти че с ко „о пи -

ме ‡ мож но пи ‚е с ти з‡ ‰‡ чу со ст‡‚ ле ниfl м‡ ш у т‡ ‰‚и же ниfl т‡нс по -

т‡ меж ‰у ‡з лич ны ми „о о ‰‡ ми пи з‡ ‰‡н ном ‡с сто fl нии меж ‰у н‡ се лен -

ны ми пунк т‡ ми и ‰у „ие по ‰об ные з‡ ‰‡ чи.

В к‡ че ст ‚е ме то ‰‡, е ш‡ ю ще „о з‡ ‰‡ чу по ис к‡ к‡т ч‡й ших пу тей

меж ‰у ‚се ми п‡ ‡ ми пунк то‚ н‡ зн‡ че ниfl, ‰‡ лее ис поль зу ет сfl ‡л „о итм

Флой ‰‡ (the Floyd algorithm) (см, н‡ пи ме, [26]).

10.1.1. По сле ‰о ‚‡ тель ный ‡л „о итм Флой ‰‡

Длfl по ис к‡ ми ни м‡ль ных ‡с сто fl ний меж ‰у ‚се ми п‡ ‡ ми пунк то‚

н‡ зн‡ че ниfl Флой‰ пе‰ ло жил ‡л „о итм, слож ность ко то о „о име ет по fl -

‰ок n3. В об щем ‚и ‰е ‰‡н ный ‡л „о итм мо жет быть пе‰ ст‡‚ лен сле ‰у ю -

щим об ‡ зом:

Ал „о итм 10.1. Об щ‡fl схе м‡ ‡л „о ит м‡ Флой ‰‡

// Ал „о итм 10.1

// По сле ‰о ‚‡ тель ный ‡л „о итм Флой ‰‡

for (k = 0; k < n; k++)

for (¥ = 0; ¥ < n; ¥++)

for (j = 0; j < n; j++)

A[¥, j] = m¥n(A[¥, j], A[¥, k] + A[k, j]);
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(е ‡ ли з‡ циfl опе ‡ ции ‚ы бо ‡ ми ни м‡ль но „о зн‡ че ниfl min ‰олж н‡ учи -

ты ‚‡ть спо соб ук‡ з‡ ниfl ‚ м‡ т и це смеж но с ти не су ще ст ‚у ю щих ‰у„ „‡ -

ф‡). К‡к мож но з‡ ме тить, ‚ хо ‰е ‚ы пол не ниfl ‡л „о ит м‡ м‡ т и ц‡ смеж но -

с ти A из ме нfl ет сfl, по сле з‡ ‚е ше ниfl ‚ы чис ле ний ‚ м‡ т и це A бу ‰ет х‡ -

нить сfl те бу е мый е зуль т‡т – ‰ли ны ми ни м‡ль ных пу тей ‰лfl к‡ж ‰ой п‡ -

ы ‚е шин ис хо‰ но „о „‡ ф‡.

До пол ни тель н‡fl ин фо м‡ циfl и ‰о к‡ з‡ тель ст ‚о п‡ ‚иль но с ти ‡л „о -

ит м‡ Флой ‰‡ мо „ут быть по лу че ны, н‡ пи ме, ‚ ‡ бо те [26].

10.1.2. Р‡з ‰е ле ние ‚ы чис ле ний н‡ не з‡ ‚и си мые ч‡ с ти

К‡к сле ‰у ет из об щей схе мы ‡л „о ит м‡ Флой ‰‡, ос но‚ н‡fl ‚ы чис ли -

тель н‡fl н‡ „уз к‡ пи е ше нии з‡ ‰‡ чи по ис к‡ к‡т ч‡й ших пу тей со сто ит ‚

‚ы пол не нии опе ‡ ции ‚ы бо ‡ ми ни м‡ль ных зн‡ че ний (см. Ал „о итм

10.1). Д‡н н‡fl опе ‡ циfl fl‚ лfl ет сfl ‰о ст‡ точ но по стой, и ее ‡с п‡ ‡л ле ли -

‚‡ ние не пи ‚е ‰ет к з‡ мет но му ус ко е нию ‚ы чис ле ний. Бо лее эф фек ти‚ -

ный спо соб о „‡ ни з‡ ции п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний мо жет со сто flть ‚ о‰ -

но ‚е мен ном ‚ы пол не нии не сколь ких опе ‡ ций об но‚ ле ниfl зн‡ че ний

м‡ т и цы A.

По к‡ жем ко ект ность т‡ ко „о спо со б‡ о „‡ ни з‡ ции п‡ ‡л ле лиз м‡.

Длfl это „о нуж но ‰о к‡ з‡ть, что опе ‡ ции об но‚ ле ниfl зн‡ че ний м‡ т и цы A

н‡ о‰ ной и той же ите ‡ ции ‚неш не „о цик л‡ k мо „ут ‚ы пол нflть сfl не з‡ ‚и -

си мо. Ины ми сло ‚‡ ми, сле ‰у ет по к‡ з‡ть, что н‡ ите ‡ ции k не по ис хо ‰ит

из ме не ниfl эле мен то‚ Aik и Akj ни ‰лfl о‰ ной п‡ ы ин ‰ек со‚ (i, j). Р‡с смо т -

им ‚ы ‡ же ние, по ко то о му по ис хо ‰ит из ме не ние эле мен то‚ м‡ т и цы A:

Aij ← min (Aij, Aik + Akj).

Длfl i=k по лу чим

Akj ← min (Akj, Akk + Akj),

но то„ ‰‡ зн‡ че ние Akj не из ме нит сfl, т. к. Akk=0.

Длfl j=k ‚ы ‡ же ние пе об ‡ зу ет сfl к ‚и ‰у

Aik ← min (Aik, Aik + Akk),

что т‡к же по к‡ зы ‚‡ ет не из мен ность зн‡ че ний Aik. К‡к е зуль т‡т, не об хо -

‰и мые ус ло ‚иfl ‰лfl о „‡ ни з‡ ции п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний обес пе че ны,

и, тем с‡ мым, ‚ к‡ че ст ‚е б‡ зо ‚ой по‰ з‡ ‰‡ чи мо жет быть ис поль зо ‚‡ н‡ опе -

‡ циfl об но‚ ле ниfl эле мен то‚ м‡ т и цы A (‰лfl ук‡ з‡ ниfl по‰ з‡ ‰‡ч бу ‰ем

пи ме нflть ин ‰ек сы об но‚ лfl е мых ‚ по‰ з‡ ‰‡ ч‡х эле мен то‚).
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10.1.3. Вы ‰е ле ние ин фо м‡ ци он ных з‡ ‚и си мо с тей

Вы пол не ние ‚ы чис ле ний ‚ по‰ з‡ ‰‡ ч‡х ст‡ но ‚ит сfl ‚оз мож ным толь -

ко то„ ‰‡, ко„ ‰‡ к‡ж ‰‡fl по‰ з‡ ‰‡ ч‡ (i, j) со ‰е жит не об хо ‰и мые ‰лfl ‡с че -

то‚ эле мен ты Aij, Aik, Akj м‡ т и цы A. Длfl ис клю че ниfl ‰уб ли о ‚‡ ниfl ‰‡н -

ных ‡з ме с тим ‚ по‰ з‡ ‰‡ че (i, j) е‰ин ст ‚ен ный эле мент Aij, то„ ‰‡ по лу че -

ние ‚сех ос т‡ль ных не об хо ‰и мых зн‡ че ний мо жет быть обес пе че но толь -

ко пи по мо щи пе е ‰‡ чи ‰‡н ных. Т‡ ким об ‡ зом, к‡ж ‰ый эле мент Akj

сто ки k м‡ т и цы A ‰ол жен быть пе е ‰‡н ‚сем по‰ з‡ ‰‡ ч‡м (k, j), 1≤ j ≤ n,

‡ к‡ж ‰ый эле мент Aik столб ц‡ k м‡ т и цы A ‰ол жен быть пе е ‰‡н ‚сем по‰ -

з‡ ‰‡ ч‡м (i, k), 1≤ i≤ n,– см. ис. 10.3.

Рис. 10.3. Ин фо м‡ ци он н‡fl з‡ ‚и си мость б‡ зо ‚ых по‰ з‡ ‰‡ч (стел -

к‡ ми по к‡ з‡ ны н‡ п‡‚ ле ниfl об ме н‡ зн‡ че ни fl ми н‡ ите ‡ ции k)

10.1.4. М‡с шт‡ би о ‚‡ ние и ‡с пе ‰е ле ние по‰ з‡ ‰‡ч 

по по цес со ‡м

К‡к п‡ ‚и ло, чис ло ‰о ступ ных по цес со о‚ p су ще ст ‚ен но мень ше,

чем чис ло б‡ зо ‚ых з‡ ‰‡ч n2 (p<<n2). Воз мож ный спо соб ук уп не ниfl ‚ы -

чис ле ний со сто ит ‚ ис поль зо ‚‡ нии лен точ ной схе мы ‡з би е ниfl м‡ т и цы A –

т‡ кой по‰ хо‰ со от ‚ет ст ‚у ет объ е ‰и не нию ‚ ‡м к‡х о‰ ной б‡ зо ‚ой по‰ з‡ -

‰‡ чи ‚ы чис ле ний, с‚fl з‡н ных с об но‚ ле ни ем эле мен то‚ о‰ ной или не -

сколь ких сток („о и зон т‡ль ное ‡з би е ние) или столб цо‚ (‚е ти к‡ль ное

‡з би е ние) м‡ т и цы A. Эти ‰‚‡ ти п‡ ‡з би е ниfl п‡к ти че с ки ‡‚ но п‡‚ -

ны – учи ты ‚‡fl ‰о пол ни тель ный мо мент, что ‰лfl ‡л „о ит ми че с ко „о flзы к‡

C м‡с си ‚ы ‡с по л‡ „‡ ют сfl по сто к‡м, бу ‰ем ‡с см‡ т и ‚‡ть ‰‡ лее толь ко

‡з би е ние м‡ т и цы A н‡ „о и зон т‡ль ные по ло сы.

Сле ‰у ет от ме тить, что пи т‡ ком спо со бе ‡з би е ниfl ‰‡н ных н‡ к‡ж -

‰ой ите ‡ ции ‡л „о ит м‡ Флой ‰‡ по те бу ет сfl пе е ‰‡ ‚‡ть меж ‰у по‰ з‡ ‰‡ -
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ч‡ ми толь ко эле мен ты о‰ ной из сток м‡ т и цы A. Длfl оп ти м‡ль но „о ‚ы -

пол не ниfl по ‰об ной ком му ни к‡ ци он ной опе ‡ ции то по ло „иfl се ти ‰олж -

н‡ обес пе чи ‚‡ть эф фек ти‚ ное пе‰ ст‡‚ ле ние стук ту ы се ти пе е ‰‡ чи

‰‡н ных ‚ ‚и ‰е „и пе ку б‡ или пол но „о „‡ ф‡.

10.1.5. Ан‡ лиз эф фек ти‚ но с ти п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний

Вы пол ним ‡н‡ лиз эф фек ти‚ но с ти п‡ ‡л лель но „о ‡л „о ит м‡ Флой -

‰‡, обес пе чи ‚‡ ю ще „о по иск ‚сех к‡т ч‡й ших пу тей. К‡к и ‡ нее, по ‚е -

‰ем этот ‡н‡ лиз ‚ ‰‚‡ эт‡ п‡. Н‡ пе ‚ом оце ним по fl ‰ок ‚ы чис ли тель ной

слож но с ти ‡л „о ит м‡, з‡ тем н‡ ‚то ом эт‡ пе уточ ним по лу чен ные оцен -

ки и уч тем ту ‰о ем кость ‚ы пол не ниfl ком му ни к‡ ци он ных опе ‡ ций.

Об щ‡fl ту ‰о ем кость по сле ‰о ‚‡ тель но „о ‡л „о ит м‡, к‡к уже от ме ч‡ -

лось ‡ нее, име ет по fl ‰ок слож но с ти n3. Длfl п‡ ‡л лель но „о ‡л „о ит м‡ н‡

от ‰ель ной ите ‡ ции к‡ж ‰ый по цес со ‚ы пол нfl ет об но‚ ле ние эле мен то‚

м‡ т и цы А. Все „о ‚ по‰ з‡ ‰‡ ч‡х n2/p т‡ ких эле мен то‚, чис ло ите ‡ ций ‡л -

„о ит м‡ ‡‚ но n – т‡ ким об ‡ зом, по к‡ з‡ те ли ус ко е ниfl и эф фек ти‚ но с -

ти п‡ ‡л лель но „о ‡л „о ит м‡ Флой ‰‡ име ют ‚и‰:

(10.1)

Сле ‰о ‚‡ тель но, об щий ‡н‡ лиз слож но с ти ‰‡ ет и‰е ‡ль ные по к‡ з‡ те ли

эф фек ти‚ но с ти п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний. Длfl уточ не ниfl по лу чен ных

со от но ше ний ‚‚е ‰ем ‚ по лу чен ные ‚ы ‡ же ниfl ‚е мfl ‚ы пол не ниfl б‡ зо -

‚ой опе ‡ ции ‚ы бо ‡ ми ни м‡ль но „о зн‡ че ниfl и уч тем з‡ т‡ ты н‡ ‚ы пол -

не ние опе ‡ ций пе е ‰‡ чи ‰‡н ных меж ‰у по цес со ‡ ми.

Ком му ни к‡ ци он н‡fl опе ‡ циfl, ‚ы пол нfl е м‡fl н‡ к‡ж ‰ой ите ‡ ции

‡л „о ит м‡ Флой ‰‡, со сто ит ‚ пе е ‰‡ че о‰ ной из сток м‡ т и цы А ‚сем

по цес со ‡м ‚ы чис ли тель ной си с те мы. К‡к уже по к‡ зы ‚‡ лось ‡ нее, т‡ -

к‡fl опе ‡ циfl мо жет быть ‚ы пол не н‡ з‡ log2p ш‡ „о‚. С уче том ко ли че ст -

‚‡ ите ‡ ций ‡л „о ит м‡ Флой ‰‡ пи ис поль зо ‚‡ нии мо ‰е ли Хок ни об щ‡fl

‰ли тель ность ‚ы пол не ниfl ком му ни к‡ ци он ных опе ‡ ций мо жет быть оп -

е ‰е ле н‡ пи по мо щи сле ‰у ю ще „о ‚ы ‡ же ниfl

,                                                          (10.2)

„‰е, к‡к и ‡ нее, α – л‡ тент ность се ти пе е ‰‡ чи ‰‡н ных, β – по пу ск н‡fl

спо соб ность се ти, ‡ w есть ‡з ме эле мен т‡ м‡ т и цы ‚ б‡й т‡х.

С уче том по лу чен ных со от но ше ний об щее ‚е мfl ‚ы пол не ниfl п‡ -

‡л лель но „о ‡л „о ит м‡ Флой ‰‡ мо жет быть оп е ‰е ле но сле ‰у ю щим об -

‡ зом:
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, (10.3)

„‰е τ есть ‚е мfl ‚ы пол не ниfl опе ‡ ции ‚ы бо ‡ ми ни м‡ль но „о зн‡ че ниfl.

10.1.6. По „‡мм н‡fl е ‡ ли з‡ циfl

Пе‰ ст‡ ‚им ‚оз мож ный ‚‡ и ‡нт п‡ ‡л лель ной е ‡ ли з‡ ции ‡л „о ит -

м‡ Флой ‰‡. Пи этом опи с‡ ние от ‰ель ных мо ‰у лей не пи ‚о ‰ит сfl, ес ли

их от сут ст ‚ие не ок‡ зы ‚‡ ет ‚ли fl ниfl н‡ по ни м‡ ние об щей схе мы п‡ ‡л -

лель ных ‚ы чис ле ний.

1. Гл‡‚ н‡fl функ циfl по „‡м мы. Ре ‡ ли зу ет ло „и ку ‡ бо ты ‡л „о ит м‡,

по сле ‰о ‚‡ тель но ‚ы зы ‚‡ ет не об хо ‰и мые по‰ по „‡м мы.

// По „‡м м‡ 10.1. — Ал „о итм Флой ‰‡

¥nt ProcRank;    // Р‡н„ те ку ще „о по цес с‡

¥nt ProcNum;     // Ко ли че ст ‚о по цес со‚

// Функ циfl ‚ы чис ле ниfl ми ни му м‡

¥nt M¥n(¥nt A, ¥nt B) {

¥nt Result = (A < B) ? A : B;

¥f((A < 0) && (B >= 0)) Result = B;

¥f((B < 0) && (A >= 0)) Result = A;

¥f((A < 0) && (B < 0))  Result = -1;

return Result;

}

// Гл‡‚ н‡fl функ циfl по „‡м мы

¥nt ma¥n(¥nt argc, char* argv[]) {

¥nt *pMatr¥x;     // М‡ т и ц‡ смеж но с ти

¥nt  S¥ze;        // Р‡з ме м‡ т и цы смеж но с ти

¥nt *pProcRows;   // Сто ки м‡ т и цы смеж но с ти те ку ще „о по цес с‡

¥nt  RowNum;      // Чис ло сток ‰лfl те ку ще „о по цес с‡

MPI_In¥t(&argc, &argv);

MPI_Comm_s¥ze(MPI_COMM_WORLD, &ProcNum);

MPI_Comm_rank(MPI_COMM_WORLD, &ProcRank);

// Ини ци ‡ ли з‡ циfl ‰‡н ных

ProcessIn¥t¥al¥zat¥on(pMatr¥x, pProcRows, S¥ze, RowNum);

// Р‡с пе ‰е ле ние ‰‡н ных меж ‰у по цес с‡ ми
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DataD¥str¥but¥on(pMatr¥x, pProcRows, S¥ze, RowNum);

// П‡ ‡л лель ный ‡л „о итм Флой ‰‡

ParallelFloyd(pProcRows, S¥ze, RowNum);

// Сбо е зуль т‡ то‚ ‡ бо ты ‡л „о ит м‡

ResultCollect¥on(pMatr¥x, pProcRows, S¥ze, RowNum);

// З‡ ‚е ше ние ‚ы чис ле ний по цес с‡

ProcessTerm¥nat¥on(pMatr¥x, pProcRows);

MPI_F¥nal¥ze();

return 0;

}

Функ циfl M¥n ‚ы чис лfl ет мень шее из ‰‚ух це лых чи сел, учи ты ‚‡fl

пи ме нfl е мый спо соб з‡ ‰‡ ниfl не су ще ст ‚у ю щих ‰у„ ‚ м‡ т и це смеж но с ти

(‚ ‡с см‡ т и ‚‡ е мой е ‡ ли з‡ ции ‰лfl это „о ис поль зу ет сfl зн‡ че ние -1).

Функ циfl ProcessIn¥t¥al¥zat¥on оп е ‰е лfl ет ис хо‰ ные ‰‡н ные е ш‡ е -

мой з‡ ‰‡ чи (ко ли че ст ‚о ‚е шин „‡ ф‡), ‚ы ‰е лfl ет п‡ мflть ‰лfl х‡ не ниfl

‰‡н ных, осу ще ст‚ лfl ет ‚‚о‰ м‡ т и цы смеж но с ти (или фо ми у ет ее пи

по мо щи к‡ ко „о-ли бо ‰‡т чи к‡ слу ч‡й ных чис ле).

Функ циfl DataD¥str¥but¥on ‡с пе ‰е лfl ет ис хо‰ ные ‰‡н ные меж ‰у

по цес с‡ ми. К‡ж ‰ый по цесс по лу ч‡ ет „о и зон т‡ль ную по ло су м‡ т и цы

смеж но с ти.

Функ циfl ResultCollect¥on осу ще ст‚ лfl ет сбо со ‚сех по цес со‚ „о -

и зон т‡ль ных по лос е зуль ти у ю щей м‡ т и цы к‡т ч‡й ших ‡с сто fl ний

меж ‰у лю бы ми п‡ ‡ ми ‚е шин „‡ ф‡.

Функ циfl ProcessTerm¥nat¥on ‚ы пол нfl ет не об хо ‰и мый ‚ы ‚о‰ е зуль -

т‡ то‚ е ше ниfl з‡ ‰‡ чи и ос ‚о бож ‰‡ ет ‚сю ‡ нее ‚ы ‰е лен ную п‡ мflть ‰лfl

х‡ не ниfl ‰‡н ных.

Ре ‡ ли з‡ циfl ‚сех пе е чис лен ных функ ций мо жет быть ‚ы пол не н‡ по

‡н‡ ло „ии с ‡ нее ‡с смо т ен ны ми пи ме ‡ ми и пе ‰о ст‡‚ лfl ет сfl чи т‡ те -

лю ‚ к‡ че ст ‚е с‡ мо сто fl тель но „о уп ‡ж не ниfl.

2. Функ циfl ParallelFloyd. Д‡н н‡fl функ циfl осу ще ст‚ лfl ет ите ‡ ти‚ -

ное из ме не ние м‡ т и цы смеж но с ти ‚ со от ‚ет ст ‚ии с ‡л „о ит мом Флой ‰‡.

// П‡ ‡л лель ный ‡л „о итм Флой ‰‡

vo¥d ParallelFloyd(¥nt *pProcRows, ¥nt S¥ze, ¥nt RowNum) {

¥nt *pRow = new ¥nt[S¥ze];

¥nt t1, t2;

for(¥nt k = 0; k < S¥ze; k++) {
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// Р‡с пе ‰е ле ние k-й сто ки се ‰и по цес со‚ 

RowD¥str¥but¥on(pProcRows, S¥ze, RowNum, k, pRow);

// Об но‚ ле ние эле мен то‚ м‡ т и цы смеж но с ти

for(¥nt ¥ = 0; ¥ < RowNum; ¥++) 

for(¥nt j = 0; j < S¥ze; j++)

¥f( (pProcRows[¥ * S¥ze + k] != -1) && (pRow [j]!= -1)){

t1 = pProcRows[¥ * S¥ze + j];

t2 = pProcRows[¥ * S¥ze + k] + pRow[j];

pProcRows[¥ * S¥ze + j] = M¥n(t1, t2);

}

}

delete []pRow;

} 

3. Функ циfl RowD¥str¥but¥on. Д‡н н‡fl функ циfl ‡с сы л‡ ет k-ю сто ку

м‡ т и цы смеж но с ти ‚сем по цес с‡м по „‡м мы.

// Функ циfl ‰лfl ‡с сыл ки сто ки ‚сем по цес с‡м

vo¥d RowD¥str¥but¥on(¥nt *pProcRows, ¥nt S¥ze, ¥nt RowNum, ¥nt k,

¥nt *pRow) {

¥nt ProcRowRank; // Р‡н„ по цес с‡, ко то о му пи н‡‰ ле жит k-fl сто к‡

¥nt ProcRowNum; // Но ме k-й сто ки ‚ по ло се м‡ т и цы

// Н‡ хож ‰е ние ‡н „‡ по цес с‡ – ‚л‡ ‰ель ц‡ k-й сто ки

¥nt RestRows = S¥ze;

¥nt Ind = 0;

¥nt Num = S¥ze / ProcNum;

for(ProcRowRank = 1; ProcRowRank < ProcNum + 1; ProcRowRank ++)

{

¥f(k < Ind + Num ) break;

RestRows -= Num;

Ind     += Num;

Num       = RestRows / (ProcNum - ProcRowRank);

}

ProcRowRank = ProcRowRank - 1;

ProcRowNum  = k - Ind;

¥f(ProcRowRank == ProcRank)

307

Лекциfl 10 П‡‡ллельные мето‰ы н‡ „‡ф‡х



// Ко пи о ‚‡ ние сто ки ‚ м‡с си‚ pRow

copy(&pProcRows[ProcRowNum * S¥ze], &pProcRows[(ProcRowNum + 1) *

S¥ze], pRow);

// Р‡с пе ‰е ле ние k-й сто ки меж ‰у по цес с‡ ми  

MPI_Bcast(pRow, S¥ze, MPI_INT, ProcRowRank, MPI_COMM_WORLD);

} 

10.1.7. Ре зуль т‡ ты ‚ы чис ли тель ных экс пе и мен то‚

Экс пе и мен ты по ‚о ‰и лись н‡ ‚ы чис ли тель ном кл‡ с те е Ни же „о -

о‰ ско „о уни ‚е си те т‡ н‡ б‡ зе по цес со о‚ Intel Xeon 4 EM64T, 3000 МГц

и се ти Gigabit Ethernet по‰ уп ‡‚ ле ни ем опе ‡ ци он ной си с те мы Microsoft

Windows Server 2003 Standard x64 Edition и системы уп‡‚лениfl кл‡стеом

Microsoft Compute Cluster Server.

Длfl оцен ки ‰ли тель но с ти τ б‡ зо ‚ой ск‡ лfl ной опе ‡ ции ‚ы бо ‡ ми -

ни м‡ль но „о зн‡ че ниfl по ‚о ‰и лось е ше ние з‡ ‰‡ чи по ис к‡ ‚сех к‡т ч‡й -

ших пу тей пи по мо щи по сле ‰о ‚‡ тель но „о ‡л „о ит м‡ и по лу чен ное т‡ -

ким об ‡ зом ‚е мfl ‚ы чис ле ний ‰е ли лось н‡ об щее ко ли че ст ‚о ‚ы пол -

нен ных опе ‡ ций – ‚ е зуль т‡ те ‰лfl ‚е ли чи ны τ бы ло по лу че но зн‡ че ние

7,14 нсек. Экс пе и мен ты, ‚ы пол нен ные ‰лfl оп е ‰е ле ниfl п‡ ‡ ме т о‚ се -

ти пе е ‰‡ чи ‰‡н ных, по к‡ з‡ ли зн‡ че ниfl л‡ тент но с ти α и по пу ск ной спо -

соб но с ти β со от ‚ет ст ‚ен но 130 мкс и 53,29 Мб‡йт/с. Все ‚ы чис ле ниfl по -

из ‚о ‰и лись н‡‰ чис ло ‚ы ми зн‡ че ни fl ми ти п‡ int, ‡з ме ко то о „о н‡ ‰‡н -

ной пл‡т фо ме ‡ ‚ен 4 б‡йт‡ (сле ‰о ‚‡ тель но, w=4).

Ре зуль т‡ ты ‚ы чис ли тель ных экс пе и мен то‚ пи ‚е ‰е ны ‚ т‡б ли це

10.1. Экс пе и мен ты ‚ы пол нfl лись с ис поль зо ‚‡ ни ем ‰‚ух, че ты ех и ‚ось -

ми по цес со о‚. Ве мfl ук‡ з‡ но ‚ се кун ‰‡х.

Т‡б ли ц‡ 10.1. Ре зуль т‡ ты ‚ы чис ли тель ных экс пе и мен то‚ 

‰лfl п‡ ‡л лель но „о ‡л „о ит м‡ Флой ‰‡

Кол-‚о По сле ‰о ‚‡-                               П‡ ‡л лель ный ‡л „о итм

‚ешин тель ный 2 по цес со ‡ 4 по цес со ‡ 8 по цес со о‚

‡л „о итм Ве мfl Ус ко е ние Ве мfl Ус ко е ние Ве мfl Ус ко е ние

1000 8,037 4,152 1,936 2,067 3,888 0,941 8,544

2000 59,812 30,323 1,972 15,375 3,890 8,058 7,423

3000 197,111 99,264 1,986 50,232 3,924 25,643 7,687

4000 461,785 232,507 1,986 117,220 3,939 69,946 6,602

5000 884,622 443,747 1,994 224,441 3,941 128,078 6,907
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Рис. 10.4. Г‡ фи ки з‡ ‚и си мо с ти ус ко е ниfl п‡ ‡л лель но „о ‡л „о ит м‡

Флой ‰‡ от чис л‡ ис поль зу е мых по цес со о‚ пи ‡з лич ном 

ко ли че ст ‚е ‚е шин „‡ ф‡

С‡‚ не ние ‚е ме ни ‚ы пол не ниfl экс пе и мен т‡ T*
p и те о е ти че с кой

оцен ки Tp из (10.3) пи ‚е ‰е но ‚ т‡б ли це 10.2 и н‡ ис. 10.5.
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Рис. 10.5. Г‡ фи ки экс пе и мен т‡ль но ус т‡ но‚ лен но „о ‚е ме ни 

‡ бо ты п‡ ‡л лель но „о ‡л „о ит м‡ Флой ‰‡ и те о е ти че с кой оцен ки 

‚ з‡ ‚и си мо с ти от ко ли че ст ‚‡ ‚е шин „‡ ф‡ пи ис поль зо ‚‡ нии ‰‚ух

по цес со о‚



Т‡б ли ц‡ 10.2. С‡‚ не ние экс пе и мен т‡ль но „о и те о е ти че с ко „о 

‚е ме ни ‡ бо ты ‡л „о ит м‡ Флой ‰‡

Ко ли - По сле ‰о- П‡ ‡л лель ный ‡л „о итм

че ст ‚о ‚‡ тельный

‚е шин ‡л „о итм 2 по цес со ‡ 4 по цес со ‡ 8 по цес со о‚

T*
1 T2 T*

2 T4 T*
4 T8 T*

8

1000 8,037 3,776 4,152 2,196 2,067 1,509 0,941

2000 59,812 29,123 30,323 15,405 15,375 8,826 8,058

3000 197,111 97,465 99,264 50,336 50,232 27,307 25,643

4000 461,785 230,220 232,507 117,701 117,220 62,306 69,946

5000 884,622 448,811 443,747 228,211 224,441 119,179 128,078

10.2. З‡ ‰‡ ч‡ н‡ хож ‰е ниfl ми ни м‡ль но „о 

ох ‚‡ ты ‚‡ ю ще „о ‰е е ‚‡

Ох ‚‡ ты ‚‡ ю щим ‰е е ‚ом (или ос то ‚ом) не о и ен ти о ‚‡н но „о „‡ ф‡ G

н‡ зы ‚‡ ет сfl по‰ „‡ф T „‡ ф‡ G, ко то ый fl‚ лfl ет сfl ‰е е ‚ом и со ‰е жит ‚се

‚е ши ны из G. Оп е ‰е ли‚ ‚ес по‰ „‡ ф‡ ‰лfl ‚з‚е шен но „о „‡ ф‡ к‡к сум му

‚е со‚ ‚хо ‰fl щих ‚ по‰ „‡ф ‰у„, по‰ ми ни м‡ль но ох ‚‡ ты ‚‡ ю щим ‰е е ‚ом

(МОД) T бу ‰ем по ни м‡ть ох ‚‡ ты ‚‡ ю щее ‰е е ‚о ми ни м‡ль но „о ‚е с‡. Со ‰е -

ж‡ тель н‡fl ин те пе т‡ циfl з‡ ‰‡ чи н‡ хож ‰е ниfl МОД мо жет со сто flть, н‡ пи -

ме, ‚ п‡к ти че с ком пи ме е по ст о е ниfl ло к‡ль ной се ти пе со н‡ль ных

ком пью те о‚ с по кл‡ ‰ы ‚‡ ни ем со е‰и ни тель ных ли ний с‚fl зи ми ни м‡ль -

ной ‰ли ны. Пи ме ‚з‚е шен но „о не о и ен ти о ‚‡н но „о „‡ ф‡ и со от ‚ет ст ‚у -

ю ще „о ему ми ни м‡ль но  ох ‚‡ ты ‚‡ ю ще „о ‰е е ‚‡ пи ‚е ‰ен н‡ ис. 10.6.

Рис. 10.6. Пи ме ‚з‚е шен но „о не о и ен ти о ‚‡н но „о „‡ ф‡ (‡)

и со от ‚ет ст ‚у ю ще му ему ми ни м‡ль но ох ‚‡ ты ‚‡ ю ще „о ‰е е ‚‡ (б)
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Д‡ ‰им об щее опи с‡ ние ‡л „о ит м‡ е ше ниfl по ст‡‚ лен ной з‡ ‰‡ чи,

из ‚е ст но „о по‰ н‡ з‚‡ ни ем ме то ‰‡ Пи м‡ (the Prim method); бо лее пол н‡fl

ин фо м‡ циfl мо жет быть по лу че н‡, н‡ пи ме, ‚ [26].

10.2.1. По сле ‰о ‚‡ тель ный ‡л „о итм Пи м‡

Ал „о итм н‡ чи н‡ ет ‡ бо ту с по из ‚оль ной ‚е ши ны „‡ ф‡, ‚ы би ‡ -

е мой ‚ к‡ че ст ‚е ко нfl ‰е е ‚‡, и ‚ хо ‰е по сле ‰о ‚‡ тель но ‚ы пол нfl е мых

ите ‡ ций ‡с ши fl ет кон ст у и у е мое ‰е е ‚о ‰о МОД. Пусть VT есть мно -

же ст ‚о ‚е шин, уже ‚клю чен ных ‡л „о ит мом ‚ МОД, ‡ ‚е ли чи ны di, 1≤ i≤ n,

х‡ ‡к те и зу ют ‰у „и ми ни м‡ль ной ‰ли ны от ‚е шин, еще не ‚клю чен ных

‚ ‰е е ‚о, ‰о мно же ст ‚‡ VT, т. е.

(ес ли ‰лfl к‡ кой-ли бо ‚е ши ны i∉VT не су ще ст ‚у ет ни о‰ ной ‰у „и ‚ VT,

зн‡ че ние di ус т‡ н‡‚ ли ‚‡ ет сfl ‡‚ ным ∞). В н‡ ч‡ ле ‡ бо ты ‡л „о ит м‡ ‚ы -

би ‡ ет сfl ко не ‚‡fl ‚е ши н‡ МОД s и по л‡ „‡ ет сfl VT={s}, ds=0.

Дей ст ‚иfl, ‚ы пол нfl е мые н‡ к‡ж ‰ой ите ‡ ции ‡л „о ит м‡ Пи м‡, со -

сто flт ‚ сле ‰у ю щем:

• оп е ‰е лfl ют сfl зн‡ че ниfl ‚е ли чин di ‰лfl ‚сех ‚е шин, еще не ‚клю -

чен ных ‚ со ст‡‚ МОД;

• ‚ы би ‡ ет сfl ‚е ши н‡ t „‡ ф‡ G, име ю щ‡fl ‰у „у ми ни м‡ль но „о ‚е с‡

‰о мно же ст ‚‡ VT t : dt, i∉VT;

• ‚е ши н‡ t ‚клю ч‡ ет сfl ‚ VT.

По сле ‚ы пол не ниfl n-1 ите ‡ ции ме то ‰‡ МОД бу ‰ет сфо ми о ‚‡ но.

Вес это „о ‰е е ‚‡ мо жет быть по лу чен пи по мо щи ‚ы ‡ же ниfl

.

Ту ‰о ем кость н‡ хож ‰е ниfl МОД х‡ ‡к те и зу ет сfl к‚‡ ‰ ‡ тич ной з‡ -

‚и си мо с тью от чис л‡ ‚е шин „‡ ф‡ T1~n2.

10.2.2. Р‡з ‰е ле ние ‚ы чис ле ний н‡ не з‡ ‚и си мые ч‡ с ти

Оце ним ‚оз мож но с ти п‡ ‡л лель но „о ‚ы пол не ниfl ‡с смо т ен но „о

‡л „о ит м‡ н‡ хож ‰е ниfl ми ни м‡ль но  ох ‚‡ ты ‚‡ ю ще „о ‰е е ‚‡.

Ите ‡ ции ме то ‰‡ ‰олж ны ‚ы пол нflть сfl по сле ‰о ‚‡ тель но и, тем с‡ -

мым, не мо „ут быть ‡с п‡ ‡л ле ле ны. С ‰у „ой сто о ны, ‚ы пол нfl е мые н‡

к‡ж ‰ой ите ‡ ции ‡л „о ит м‡ ‰ей ст ‚иfl fl‚ лfl ют сfl не з‡ ‚и си мы ми и мо „ут

е ‡ ли зо ‚ы ‚‡ть сfl о‰ но ‚е мен но. Т‡к, н‡ пи ме, оп е ‰е ле ние ‚е ли чин di

мо жет осу ще ст‚ лflть сfl ‰лfl к‡ж ‰ой ‚е ши ны „‡ ф‡ ‚ от ‰ель но с ти, н‡ хож -
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‰е ние ‰у „и ми ни м‡ль но „о ‚е с‡ мо жет быть е ‡ ли зо ‚‡ но по к‡ с к‡‰ ной схе -

ме и т. ‰.

Р‡с пе ‰е ле ние ‰‡н ных меж ‰у по цес со ‡ ми ‚ы чис ли тель ной си с те -

мы ‰олж но обес пе чи ‚‡ть не з‡ ‚и си мость пе е чис лен ных опе ‡ ций ‡л „о -

ит м‡ Пи м‡. В ч‡ ст но с ти, это мо жет быть е ‡ ли зо ‚‡ но, ес ли к‡ж ‰‡fl ‚е -

ши н‡ „‡ ф‡ ‡с по л‡ „‡ ет сfl н‡ по цес со е ‚ме с те со ‚сей с‚fl з‡н ной с ‚е -

ши ной ин фо м‡ ци ей. Со блю ‰е ние ‰‡н но „о пин ци п‡ пи ‚о ‰ит к то му,

что пи ‡‚ но ме ной з‡ „уз ке к‡ж ‰ый по цес со pj, 1≤ j≤ p, ‰ол жен со ‰е -

ж‡ть:

• н‡ бо ‚е шин

• со от ‚ет ст ‚у ю щий это му н‡ бо у блок из k ‚е ли чин

• ‚е ти к‡ль ную по ло су м‡ т и цы смеж но с ти „‡ ф‡ G из k со се‰ них

столб цо‚

(αs есть s-й стол бец м‡ т и цы A);

• об щую ч‡сть н‡ бо ‡ Vj и фо ми у е мо „о ‚ по цес се ‚ы чис ле ний

мно же ст ‚‡ ‚е шин VT.

К‡к ито„ мо жем з‡ клю чить, что б‡ зо ‚ой по‰ з‡ ‰‡ чей ‚ п‡ ‡л лель ном

‡л „о ит ме Пи м‡ мо жет слу жить по це ‰у ‡ ‚ы чис ле ниfl бло к‡ зн‡ че ний

Δj ‰лfl ‚е шин Vj м‡ т и цы смеж но с ти A „‡ ф‡ G.

10.2.3. Вы ‰е ле ние ин фо м‡ ци он ных з‡ ‚и си мо с тей

С уче том ‚ы бо ‡ б‡ зо ‚ых по‰ з‡ ‰‡ч об щ‡fl схе м‡ п‡ ‡л лель но „о ‚ы -

пол не ниfl ‡л „о ит м‡ Пи м‡ бу ‰ет со сто flть ‚ сле ‰у ю щем:

• оп е ‰е лfl ет сfl ‚е ши н‡ t „‡ ф‡ G, име ю щ‡fl ‰у „у ми ни м‡ль но „о ‚е -

с‡ ‰о мно же ст ‚‡ VT. Длfl ‚ы бо ‡ т‡ кой ‚е ши ны не об хо ‰и мо осу -

ще ст ‚ить по иск ми ни му м‡ ‚ н‡ бо ‡х ‚е ли чин di, име ю щих сfl н‡

к‡ж ‰ом из по цес со о‚, и ‚ы пол нить сбо ку по лу чен ных зн‡ че ний

н‡ о‰ ном из по цес со о‚;

• но ме ‚ы б‡н ной ‚е ши ны ‰лfl ‚клю че ниfl ‚ ох ‚‡ ты ‚‡ ю щее ‰е е ‚о

пе е ‰‡ ет сfl ‚сем по цес со ‡м;

• об но‚ лfl ют сfl н‡ бо ы ‚е ли чин di с уче том ‰о б‡‚ ле ниfl но ‚ой ‚е ши ны.

Т‡ ким об ‡ зом, ‚ хо ‰е п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний меж ‰у по цес со -

‡ ми ‚ы пол нfl ют сfl ‰‚‡ ти п‡ ин фо м‡ ци он ных ‚з‡ и мо ‰ей ст ‚ий: сбо ‰‡н -
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ных от ‚сех по цес со о‚ н‡ о‰ ном из по цес со о‚ и пе е ‰‡ ч‡ со об ще ний

от о‰ но „о по цес со ‡ ‚сем по цес со ‡м ‚ы чис ли тель ной си с те мы.

10.2.4. М‡с шт‡ би о ‚‡ ние и ‡с пе ‰е ле ние по‰ з‡ ‰‡ч 

по по цес со ‡м

По оп е ‰е ле ни ю ко ли че ст ‚о б‡ зо ‚ых по‰ з‡ ‰‡ч ‚се „‰‡ со от ‚ет ст ‚у ет

чис лу име ю щих сfl по цес со о‚, и, тем с‡ мым, по бле м‡ м‡с шт‡ би о ‚‡ -

ниfl ‰лfl п‡ ‡л лель но „о ‡л „о ит м‡ не ‚оз ни к‡ ет.

Р‡с пе ‰е ле ние по‰ з‡ ‰‡ч меж ‰у по цес со ‡ ми ‰олж но учи ты ‚‡ть х‡ ‡к -

те ‚ы пол нfl е мых ‚ ‡л „о ит ме Пи м‡ ком му ни к‡ ци он ных опе ‡ ций. Длfl

оп ти м‡ль ной е ‡ ли з‡ ции те бу е мых ин фо м‡ ци он ных ‚з‡ и мо ‰ей ст ‚ий

меж ‰у б‡ зо ‚ы ми по‰ з‡ ‰‡ ч‡ ми то по ло „иfl се ти пе е ‰‡ чи ‰‡н ных ‰олж н‡ обес -

пе чи ‚‡ть эф фек ти‚ ное пе‰ ст‡‚ ле ние ‚ ‚и ‰е „и пе ку б‡ или пол но „о „‡ ф‡.

10.2.5. Ан‡ лиз эф фек ти‚ но с ти п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний

Об щий ‡н‡ лиз слож но с ти п‡ ‡л лель но „о ‡л „о ит м‡ Пи м‡ ‰лfl н‡ -

хож ‰е ниfl ми ни м‡ль но „о ох ‚‡ ты ‚‡ ю ще „о ‰е е ‚‡ ‰‡ ет и‰е ‡ль ные по к‡ з‡ -

те ли эф фек ти‚ но с ти п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний:

. (10.4)

Пи этом сле ‰у ет от ме тить, что ‚ хо ‰е п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний

и‰е ‡ль н‡fl б‡ л‡н си о‚ к‡ ‚ы чис ли тель ной н‡ „уз ки по цес со о‚ мо жет

быть н‡ у ше н‡. В з‡ ‚и си мо с ти от ‚и ‰‡ ис хо‰ но „о „‡ ф‡ G ко ли че ст ‚о ‚ы -

б‡н ных ‚е шин ‚ ох ‚‡ ты ‚‡ ю щем ‰е е ‚е н‡ ‡з ных по цес со ‡х мо жет

ок‡ з‡ть сfl ‡з лич ным, и ‡с пе ‰е ле ние ‚ы чис ле ний меж ‰у по цес со ‡ ми

ст‡ нет не ‡‚ но ме ным (‚плоть ‰о от сут ст ‚иfl ‚ы чис ли тель ной н‡ „уз ки

н‡ от ‰ель ных по цес со ‡х). О‰ н‡ ко т‡ кие пе ‰ель ные си ту ‡ ции н‡ у ше -

ниfl б‡ л‡н си о‚ ки ‚ об щем слу ч‡е ‚оз ни к‡ ют ‰о ст‡ точ но е‰ ко, ‡ о „‡ ни -

з‡ циfl ‰и н‡ ми че с ко „о пе е ‡с пе ‰е ле ниfl ‚ы чис ли тель ной н‡ „уз ки меж -

‰у по цес со ‡ ми ‚ хо ‰е ‚ы чис ле ний fl‚ лfl ет сfl ин те ес ной, но о‰ но ‚е -

мен но и очень слож ной з‡ ‰‡ чей.

Длfl уточ не ниfl по лу чен ных по к‡ з‡ те лей эф фек ти‚ но с ти п‡ ‡л лель -

ных ‚ы чис ле ний оце ним бо лее точ но ко ли че ст ‚о ‚ы чис ли тель ных опе ‡ -

ций ‡л „о ит м‡ и уч тем з‡ т‡ ты н‡ ‚ы пол не ние опе ‡ ций пе е ‰‡ чи ‰‡н -

ных меж ‰у по цес со ‡ ми.

Пи ‚ы пол не нии ‚ы чис ле ний н‡ от ‰ель ной ите ‡ ции п‡ ‡л лель но „о ‡л -

„о ит м‡ Пи м‡ к‡ж ‰ый по цес со оп е ‰е лfl ет но ме бли ж‡й шей ‚е ши ны из

Vj ‰о ох ‚‡ ты ‚‡ ю ще „о ‰е е ‚‡ и осу ще ст‚ лfl ет ко ек ти о‚ ку ‡с сто fl ний di по -

сле ‡с ши е ниfl МОД. Ко ли че ст ‚о ‚ы пол нfl е мых опе ‡ ций ‚ к‡ж ‰ой из этих
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‚ы чис ли тель ных по це ‰у о„ ‡ ни чи ‚‡ ет сfl с‚е ху чис лом ‚е шин, име ю щих -

сfl н‡ по цес со ‡х, т. е. ‚е ли чи ной n/p. К‡к е зуль т‡т, с уче том об ще „о ко ли -

че ст ‚‡ ите ‡ ций n ‚е мfl ‚ы пол не ниfl ‚ы чис ли тель ных опе ‡ ций п‡ ‡л лель -

но „о ‡л „о ит м‡ Пи м‡ мо жет быть оце не но пи по мо щи со от но ше ниfl:

(10.5)

(з‰есь, к‡к и ‡ нее, τ есть ‚е мfl ‚ы пол не ниfl о‰ ной эле мен т‡ ной ск‡ лfl -

ной опе ‡ ции).

Опе ‡ циfl сбо ‡ ‰‡н ных от ‚сех по цес со о‚ н‡ о‰ ном из по цес со -

о‚ мо жет быть по из ‚е ‰е н‡ з‡ log2p ите ‡ ций, пи этом об щ‡fl оцен к‡

‰ли тель но с ти ‚ы пол не ниfl пе е ‰‡ чи ‰‡н ных оп е ‰е лfl ет сfl ‚ы ‡ же ни ем

(бо лее по ‰об ное ‡с смо т е ние ‰‡н ной ком му ни к‡ ци он ной опе ‡ ции

со ‰е жит сfl ‚ лек ции 3):

, (10.6)

„‰е α – л‡ тент ность се ти пе е ‰‡ чи ‰‡н ных, β – по пу ск н‡fl спо соб ность

се ти, ‡ w есть ‡з ме о‰ но „о пе е сы л‡ е мо„о эле мен т‡ ‰‡н ных ‚ б‡й т‡х (ко -

эф фи ци ент 3 ‚ ‚ы ‡ же нии со от ‚ет ст ‚у ет чис лу пе е ‰‡ ‚‡ е мых зн‡ че ний

меж ‰у по цес со ‡ ми – ‰ли н‡ ми ни м‡ль ной ‰у „и и но ме ‡ ‰‚ух ‚е шин,

ко то ые со е‰и нfl ют сfl этой ‰у „ой).

Ком му ни к‡ ци он н‡fl опе ‡ циfl пе е ‰‡ чи ‰‡н ных от о‰ но „о по цес со -

‡ ‚сем по цес со ‡м ‚ы чис ли тель ной си с те мы т‡к же мо жет быть ‚ы пол -

не н‡ з‡ log2p ите ‡ ций пи об щей оцен ке ‚е ме ни ‚ы пол не ниfl ‚и ‰‡:

. (10.7)

С уче том ‚сех по лу чен ных со от но ше ний об щее ‚е мfl ‚ы пол не ниfl

п‡ ‡л лель но „о ‡л „о ит м‡ Пи м‡ со ст‡‚ лfl ет:

. (10.8)

10.2.6. Ре зуль т‡ ты ‚ы чис ли тель ных экс пе и мен то‚

Вы чис ли тель ные экс пе и мен ты ‰лfl оцен ки эф фек ти‚ но с ти п‡ ‡л -

лель но „о ‡л „о ит м‡ Пи м‡ осу ще ст‚ лfl лись пи тех же ус ло ‚и flх, что и ‡ -

нее ‚ы пол нен ные (см. п. 10.1.7).

Длfl оцен ки ‰ли тель но с ти τ б‡ зо ‚ой ск‡ лfl ной опе ‡ ции по ‚о ‰и лось

е ше ние з‡ ‰‡ чи н‡ хож ‰е ниfl ми ни м‡ль но „о ох ‚‡ ты ‚‡ ю ще „о ‰е е ‚‡ пи по -

мо щи по сле ‰о ‚‡ тель но „о ‡л „о ит м‡ и по лу чен ное т‡ ким об ‡ зом ‚е мfl ‚ы -
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чис ле ний ‰е ли лось н‡ об щее ко ли че ст ‚о ‚ы пол нен ных опе ‡ ций – ‚ е -

зуль т‡ те по ‰об ных экс пе и мен то‚ ‰лfl ‚е ли чи ны τ бы ло по лу че но зн‡ че ние

4,76 нсек. Все ‚ы чис ле ниfl по из ‚о ‰и лись н‡‰ чис ло ‚ы ми зн‡ че ни fl ми ти п‡

int, ‡з ме ко то о „о н‡ ‰‡н ной пл‡т фо ме ‡ ‚ен 4 б‡йт‡ (сле ‰о ‚‡ тель но, w=4).

Ре зуль т‡ ты ‚ы чис ли тель ных экс пе и мен то‚ ‰‡ ны ‚ т‡б ли це 10.3.

Экс пе и мен ты по ‚о ‰и лись с ис поль зо ‚‡ ни ем ‰‚ух, че ты ех и ‚ось ми

по цес со о‚. Ве мfl ук‡ з‡ но ‚ се кун ‰‡х.

Т‡б ли ц‡ 10.3. Ре зуль т‡ ты ‚ы чис ли тель ных экс пе и мен то‚ 

‰лfl п‡ ‡л лель но „о ‡л „о ит м‡ Пи м‡

По сле ‰о ‚‡-                           П‡ ‡л лель ный ‡л „о итм

Кол-‚о тель ный 
2 по цес со ‡ 4 по цес со ‡ 8 по цес со о‚

‚ешин ‡л „о итм

Ве мfl Ве мfl Ус ко е ние Ве мfl Ус ко е ние Ве мfl Ус ко е ние

1000 0,044 0,248 0,176 0,932 0,047 1,574 0,028

2000 0,208 0,684 0,304 1,800 0,115 2,159 0,096

3000 0,485 1,403 0,346 2,214 0,219 3,195 0,152

4000 0,873 1,946 0,622 3,324 0,263 5,431 0,161

5000 1,432 2,665 0,736 2,933 0,488 4,119 0,348

6000 2,189 2,900 0,821 4,291 0,510 7,737 0,283

7000 3,042 3,236 0,940 6,327 0,481 8,825 0,345

8000 4,150 4,462 0,930 6,993 0,593 10,390 0,399

9000 5,622 5,834 0,964 7,475 0,752 10,764 0,522

10000 7,512 6,990 1,075 8,597 0,874 14,095 0,533

Рис. 10.7. Г‡ фи ки з‡ ‚и си мо с ти ус ко е ниfl п‡ ‡л лель но „о ‡л „о ит -

м‡ Пи м‡ от чис л‡ ис поль зу е мых по цес со о‚ пи ‡з лич ном 

ко ли че ст ‚е ‚е шин ‚ мо ‰е ли
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С‡‚ не ние ‚е ме ни ‚ы пол не ниfl экс пе и мен т‡ T*
p и те о е ти че с кой

оцен ки Tp из (10.8) пи ‚е ‰е но ‚ т‡б ли це 10.4 и н‡ ис. 10.8.

Т‡б ли ц‡ 10.4. С‡‚ не ние экс пе и мен т‡ль но „о и те о е ти че с ко „о 

‚е ме ни ‡ бо ты ‡л „о ит м‡ Пи м‡

Ко ли - По сле ‰о- П‡ ‡л лель ный ‡л „о итм

че ст ‚о ‚‡ тельный

‚е шин ‡л „о итм 2 по цес со ‡ 4 по цес со ‡ 8 по цес со о‚

T*
1 T2 T*

2 T4 T*
4 T8 T*

8

1000 0,044 0,405 0,248 0,804 0,932 1,205 1,574

2000 0,208 0,820 0,684 1,613 1,800 2,412 2,159

3000 0,485 1,245 1,403 2,426 2,214 3,622 3,195

4000 0,873 1,679 1,946 3,245 3,324 4,834 5,431

5000 1,432 2,122 2,665 4,068 2,933 6,048 4,119

6000 2,189 2,575 2,900 4,896 4,291 7,265 7,737

7000 3,042 3,038 3,236 5,728 6,327 8,484 8,825

8000 4,150 3,510 4,462 6,566 6,993 9,705 10,390

9000 5,622 3,991 5,834 7,408 7,475 10,929 10,764

10000 7,512 4,482 6,990 8,255 8,597 12,155 14,095

Рис. 10.8. Г‡ фи ки экс пе и мен т‡ль но ус т‡ но‚ лен но „о ‚е ме ни 

‡ бо ты п‡ ‡л лель но „о ‡л „о ит м‡ Пи м‡ и те о е ти че с кой оцен ки 

‚ з‡ ‚и си мо с ти от ко ли че ст ‚‡ ‚е шин ‚ мо ‰е ли пи ис поль зо ‚‡ нии 

‰‚ух по цес со о‚
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К‡к мож но з‡ ме тить из т‡бл. 10.4 и ис. 10.8, те о е ти че с кие оцен ки

оп е ‰е лfl ют ‚е мfl ‚ы пол не ниfl ‡л „о ит м‡ Пи м‡ с ‰о ст‡ точ но ‚ы со кой

по „еш но с тью. Пи чи н‡ т‡ ко „о ‡с хож ‰е ниfl мо жет со сто flть ‚ том, что

мо ‰ель Хок ни ме нее точ н‡ пи оцен ке ‚е ме ни пе е ‰‡ чи со об ще ний с

не боль шим объ е мом пе е ‰‡ ‚‡ е мых ‰‡н ных. Длfl уточ не ниfl по лу ч‡ е мых

оце нок не об хо ‰и мым fl‚ лfl ет сfl ис поль зо ‚‡ ние ‰у „их бо лее точ ных мо ‰е -

лей ‡с че т‡ ту ‰о ем ко с ти ком му ни к‡ ци он ных опе ‡ ций – об суж ‰е ние

это „о ‚о по с‡ по ‚е ‰е но ‚ лек ции 3.

10.3. З‡ ‰‡ ч‡ оп ти м‡ль но „о ‡з ‰е ле ниfl „‡ фо‚

По бле м‡ оп ти м‡ль но „о ‡з ‰е ле ниfl „‡ фо‚ от но сит сfl к чис лу ч‡ с то

‚оз ни к‡ ю щих з‡ ‰‡ч пи по ‚е ‰е нии ‡з лич ных н‡ уч ных ис сле ‰о ‚‡ ний,

ис поль зу ю щих п‡ ‡л лель ные ‚ы чис ле ниfl. В к‡ че ст ‚е пи ме ‡ мож но

пи ‚е с ти з‡ ‰‡ чи об ‡ бот ки ‰‡н ных, ‚ ко то ых об л‡ с ти ‡с че то‚ ‡п пок -

си ми у ют сfl ‰‚у ме ны ми или тех ме ны ми ‚ы чис ли тель ны ми сет к‡ ми.

По лу че ние е зуль т‡ то‚ ‚ т‡ ких з‡ ‰‡ ч‡х с‚о ‰ит сfl, к‡к п‡ ‚и ло, к ‚ы пол не -

нию тех или иных по це ‰у об ‡ бот ки ‰лfl к‡ж ‰о „о эле мен т‡ (уз л‡) се ти.

Пи этом ‚ хо ‰е ‚ы чис ле ний меж ‰у со се‰ ни ми эле мен т‡ ми се ти мо жет

по ис хо ‰ить пе е ‰‡ ч‡ е зуль т‡ то‚ об ‡ бот ки и т.п. Эф фек ти‚ ное е ше -

ние т‡ ких з‡ ‰‡ч н‡ мно „о по цес со ных си с те м‡х с ‡с пе ‰е лен ной п‡ мfl -

тью пе‰ по л‡ „‡ ет ‡з ‰е ле ние се ти меж ‰у по цес со ‡ ми т‡ ким об ‡ зом,

что бы к‡ж ‰о му из по цес со о‚ ‚ы ‰е лfl лось пи ме но ‡‚ ное чис ло эле -

мен то‚ се ти, ‡ меж по цес со ные ком му ни к‡ ции, не об хо ‰и мые ‰лfl ‚ы -

пол не ниfl ин фо м‡ ци он но „о об ме н‡ меж ‰у со се‰ ни ми эле мен т‡ ми, бы ли

ми ни м‡ль ны ми. Н‡ ис. 10.9 по к‡ з‡н пи ме не е „у лfl ной се ти, ‡з ‰е -

лен ной н‡ 4 ч‡ с ти (‡з лич ные ч‡ с ти ‡з би е ниfl се ти ‚ы ‰е ле ны тем ным

ц‚е том ‡з лич ной ин тен си‚ но с ти).

Рис. 10.9. Пи ме ‡з ‰е ле ниfl не е „у лfl ной се ти
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Оче ‚и‰ но, что т‡ кие з‡ ‰‡ чи ‡з ‰е ле ниfl се ти меж ‰у по цес со ‡ ми

мо „ут быть с‚е ‰е ны к по бле ме оп ти м‡ль но „о ‡з ‰е ле ниfl „‡ ф‡. Д‡н ный

по‰ хо‰ це ле со об ‡ зен, по то му что пе‰ ст‡‚ ле ние мо ‰е ли ‚ы чис ле ний ‚

‚и ‰е „‡ ф‡ поз ‚о лfl ет ле„ че е шить ‚о по сы х‡ не ниfl об ‡ б‡ ты ‚‡ е мых

‰‡н ных и пе ‰о ст‡‚ лfl ет ‚оз мож ность пи ме не ниfl ти по ‚ых ‡л „о ит мо‚

об ‡ бот ки „‡ фо‚.

Длfl пе‰ ст‡‚ ле ниfl се ти ‚ ‚и ‰е „‡ ф‡ к‡ж ‰о му эле мен ту се ти мож но

по ст‡ ‚ить ‚ со от ‚ет ст ‚ие ‚е ши ну „‡ ф‡, ‡ ‰у „и „‡ ф‡ ис поль зо ‚‡ть ‰лfl от -

‡ же ниfl с‚ой ст ‚‡ бли зо с ти эле мен то‚ се ти (н‡ пи ме, оп е ‰е лflть ‰у „и

меж ‰у ‚е ши н‡ ми „‡ ф‡ то„ ‰‡ и толь ко то„ ‰‡, ко„ ‰‡ со от ‚ет ст ‚у ю щие эле -

мен ты ис хо‰ ной се ти fl‚ лfl ют сfl со се‰ ни ми). Пи т‡ ком по‰ хо ‰е, н‡ пи ме,

‰лfl се ти н‡ ис. 10.9, бу ‰ет сфо ми о ‚‡н „‡ф, пи ‚е ‰ен ный н‡ ис. 10.10.

Рис. 10.10. Пи ме „‡ ф‡, мо ‰е ли у ю ще „о стук ту у се ти н‡ ис. 10.9

До пол ни тель н‡fl ин фо м‡ циfl по по бле ме ‡з ‰е ле ниfl „‡ фо‚ мо -

жет быть по лу че н‡, н‡ пи ме, ‚ [67].

З‡ ‰‡ ч‡ оп ти м‡ль но „о ‡з ‰е ле ниfl „‡ фо‚ с‡ м‡ мо жет fl‚ лflть сfl пе‰ -

ме том ‡с п‡ ‡л ле ли ‚‡ ниfl. Это бы ‚‡ ет не об хо ‰и мо ‚ тех слу ч‡ flх, ко„ ‰‡

‚ы чис ли тель ной мощ но с ти и объ е м‡ опе ‡ ти‚ ной п‡ мfl ти обыч ных ком -

пью те о‚ не ‰о ст‡ точ но ‰лfl эф фек ти‚ но „о е ше ниfl з‡ ‰‡ чи. П‡ ‡л лель -

ные ‡л „о ит мы ‡з ‰е ле ниfl „‡ фо‚ ‡с см‡ т и ‚‡ ют сfl ‚о мно „их н‡ уч ных

‡ бо т‡х: [20, 38, 44, 48, 49, 65, 74].

10.3.1. По ст‡ но‚ к‡ з‡ ‰‡ чи оп ти м‡ль но „о ‡з ‰е ле ниfl „‡ фо‚

Пусть ‰‡н ‚з‚е шен ный не о и ен ти о ‚‡н ный „‡ф G=(V,E), к‡ж ‰ой

‚е ши не v∈V и к‡ж ‰о му е б у e∈E ко то о „о пи пи с‡н ‚ес. З‡ ‰‡ ч‡ оп ти -

м‡ль но „о ‡з ‰е ле ниfl „‡ ф‡ со сто ит ‚ ‡з би е нии е„о ‚е шин н‡ не пе е се -
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к‡ ю щи е сfl по‰ мно же ст ‚‡ с м‡к си м‡ль но близ ки ми сум м‡ ны ми ‚е с‡ ми

‚е шин и ми ни м‡ль ным сум м‡ ным ‚е сом е бе, по хо ‰fl щих меж ‰у по -

лу чен ны ми по‰ мно же ст ‚‡ ми ‚е шин.

Сле ‰у ет от ме тить ‚оз мож ную по ти ‚о е чи ‚ость ук‡ з‡н ных ки те и -

е‚ ‡з би е ниfl „‡ ф‡ – ‡‚ но ‚ес ность по‰ мно жест‚ ‚е шин мо жет не со от -

‚ет ст ‚о ‚‡ть ми ни м‡ль но с ти ‚е со‚ „‡ нич ных е бе и н‡ обо от. В боль -

шин ст ‚е слу ч‡ е‚ не об хо ‰и мым fl‚ лfl ет сfl ‚ы бо то „о или ино „о ком по -

мисс но „о е ше ниfl. Т‡к, ‚ слу ч‡е не ‚ы со кой ‰о ли ком му ни к‡ ций мо жет

ок‡ з‡ть сfl эф фек ти‚ ной оп ти ми з‡циfl ‚ес‡ е бе толь ко се ‰и е ше ний,

обес пе чи ‚‡ ю щих оп ти м‡ль ное ‡з би е ние мно же ст ‚‡ ‚е шин по ‚е су.

Д‡ лее ‰лfl по сто ты из ло же ниfl учеб но „о м‡ те и ‡ л‡ бу ‰ем по л‡ „‡ть

‚е с‡ ‚е шин и е бе „‡ ф‡ ‡‚ ны ми е‰и ни це.

10.3.2. Ме то‰ е ку си‚ но „о ‰е ле ниfl по по л‡м

Длfl е ше ниfl з‡ ‰‡ чи ‡з би е ниfl „‡ ф‡ мож но е ку си‚ но пи ме нить

ме то‰ би н‡ но „о ‰е ле ниfl (the binary bisection method), пи ко то ом н‡ пе ‚ой

ите ‡ ции „‡ф ‡з ‰е лfl ет сfl н‡ ‰‚е ‡‚ ные ч‡ с ти, ‰‡ лее н‡ ‚то ом ш‡ „е к‡ж -

‰‡fl из по лу чен ных ч‡ с тей т‡к же ‡з би ‚‡ ет сfl н‡ ‰‚е ч‡ с ти и т. ‰. В ‰‡н ном

по‰ хо ‰е ‰лfl ‡з би е ниfl „‡ ф‡ н‡ k ч‡ с тей не об хо ‰и мо log2k уо‚ ней е ку -

сии и ‚ы пол не ние k-1 ‰е ле ниfl по по л‡м. В слу ч‡е ко„ ‰‡ те бу е мое ко ли че -

ст ‚о ‡з би е ний k не fl‚ лfl ет сfl сте пе нью ‰‚ой ки, к‡ж ‰ое ‰е ле ние по по л‡м

не об хо ‰и мо осу ще ст‚ лflть ‚ со от ‚ет ст ‚у ю щем со от но ше нии.

По flс ним схе му ‡ бо ты ме то ‰‡ ‰е ле ниfl по по л‡м н‡ пи ме е ‡з ‰е ле -

ниfl „‡ ф‡ н‡ ис. 10.11 н‡ 5 ч‡ с тей. Сн‡ ч‡ л‡ „‡ф сле ‰у ет ‡з ‰е лить н‡ 2

ч‡ с ти ‚ о от но ше нии 2:3 (не пе ы‚ н‡fl ли ниfl), з‡ тем п‡ ‚ую ч‡сть ‡з би е -

ниfl – ‚ от но ше нии 1:3 (штихо‚‡fl ли ниfl), по сле это „о ос т‡ лось ‡з ‰е лить

2 к‡й ние по ‰об л‡ с ти сле ‚‡ и сп‡ ‚‡ ‚ от но ше нии 1:1 (штих-пунк ти).

Рис. 10.11. Пи ме ‡з би е ниfl „‡ ф‡ н‡ 5 ч‡ с тей ме то ‰ом 

е ку си‚ но „о ‰е ле ниfl по по л‡м
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10.3.3. Ге о ме т и че с кие ме то ‰ы

Ге о ме т и че с кие ме то ‰ы (см., н‡ пи ме, [21, 35, 44, 53, 55, 58, 61, 65])

‚ы пол нfl ют ‡з би е ние се тей, ос но ‚ы ‚‡ flсь ис клю чи тель но н‡ ко о ‰и н‡т ной

ин фо м‡ ции об уз л‡х се ти. Т‡к к‡к эти ме то ‰ы не пи ни м‡ ют ‚о ‚ни м‡ ние

ин фо м‡ цию о с‚flз но с ти эле мен то‚ се ти, они не мо „ут fl‚ но пи ‚е с ти к ми -

ни ми з‡ ции сум м‡ но „о ‚е с‡ „‡ нич ных е бе (‚ те ми н‡х „‡ ф‡, со от ‚ет ст -

‚у ю ще „о се ти). Длfl ми ни ми з‡ ции меж по цес со ных ком му ни к‡ ций „е о ме -

т и че с кие ме то ‰ы оп ти ми зи у ют не ко то ые ‚спо мо „‡ тель ные по к‡ з‡ те ли

(н‡ пи ме, ‰ли ну „‡ ни цы меж ‰у ‡з ‰е лен ны ми уч‡ ст к‡ ми се ти).

Обыч но „е о ме т и че с кие ме то ‰ы не те бу ют боль шо „о объ е м‡ ‚ы -

чис ле ний, о‰ н‡ ко к‡ че ст ‚о их ‡з би е ниfl ус ту п‡ ет ме то ‰‡м, пи ни м‡ ю -

щим ‚о ‚ни м‡ ние с‚flз ность эле мен то‚ се ти.

10.3.3.1. По ко о ‰и н‡т ное ‡з би е ние

По ко о ‰и н‡т ное ‡з би е ние (the coordinate nested dissection) – это ме то‰,

ос но ‚‡н ный н‡ е ку си‚ ном ‰е ле нии по по л‡м се ти по н‡ и бо лее ‰лин ной

сто о не. В к‡ че ст ‚е ил лю с т ‡ ции н‡ ис. 10.12 по к‡ з‡н пи ме се ти, пи

‡з ‰е ле нии ко то ой имен но т‡ кой спо соб ‡з би е ниfl ‰‡ ет су ще ст ‚ен но

мень шее ко ли че ст ‚о ин фо м‡ ци он ных с‚fl зей меж ‰у ‡з ‰е лен ны ми ч‡ с -

тfl ми, по с‡‚ не нию со слу ч‡ ем, ко„ ‰‡ сеть ‰е лит сfl по мень шей (‚е ти -

к‡ль ной) сто о не.

Рис. 10.12. Пи ме ‡з ‰е ле ниfl се ти „‡ фи че с ким ме то ‰ом по н‡ и -

боль шей ‡з ме но с ти („‡ ни ц‡ ‡з ‰е л‡ по к‡ з‡ н‡ жи ной ли ни ей)

Об щ‡fl схе м‡ ‚ы пол не ниfl ме то ‰‡ со сто ит ‚ сле ‰у ю щем. Сн‡ ч‡ л‡ ‚ы -

чис лfl ют сfl цен т ы м‡сс эле мен то‚ се ти. По лу чен ные точ ки по ек ти у ют -

сfl н‡ ось, со от ‚ет ст ‚у ю щую н‡ и боль шей сто о не ‡з ‰е лfl е мой се ти. Т‡ -

ким об ‡ зом мы по лу ч‡ ем упо fl ‰о чен ный спи сок ‚сех эле мен то‚ се ти.

Де ле ни ем спи с к‡ по по л‡м (‚оз мож но, ‚ нуж ной по по ции) мы по лу ч‡ -

ем те бу е мую би сек цию. Ан‡ ло „ич ным спо со бом по лу чен ные ф‡„ мен ты

‡з би е ниfl е ку си‚ но ‰е лflт сfl н‡ нуж ное чис ло ч‡ с тей.
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Ме то‰ ко о ‰и н‡т но „о ‚ло жен но „о ‡з би е ниfl ‡ бо т‡ ет очень бы с т о

и те бу ет не боль шо „о ко ли че ст ‚‡ опе ‡ ти‚ ной п‡ мfl ти. О‰ н‡ ко по лу ч‡ е -

мое ‡з би е ние ус ту п‡ ет по к‡ че ст ‚у бо лее слож ным и ‚ы чис ли тель но ту -

‰о ем ким ме то ‰‡м. Ко ме то „о, ‚ слу ч‡е слож ной стук ту ы се ти ‡л „о итм

мо жет по лу ч‡ть ‡з би е ние с не с‚fl з‡н ны ми по‰ се тfl ми.

10.3.3.2. Ре ку си‚ ный ине ци он ный ме то‰ ‰е ле ниfl по по л‡м

Пе ‰ы ‰у щ‡fl схе м‡ мо„ л‡ по из ‚о ‰ить ‡з би е ние се ти толь ко по ли -

нии, пе пен ‰и ку лfl ной о‰ ной из ко о ‰и н‡т ных осей. Во мно „их слу ч‡ flх

т‡ кое о„ ‡ ни че ние ок‡ зы ‚‡ ет сfl ки тич ным ‰лfl по ст о е ниfl к‡ че ст ‚ен но -

„о ‡з би е ниfl. До ст‡ точ но по ‚е нуть сеть н‡ ис. 10.12 по‰ ос т ым у„ лом

к ко о ‰и н‡т ным осflм (см. ис. 10.13), что бы убе ‰ить сfl ‚ этом. Длfl ми ни -

ми з‡ ции „‡ ни цы меж ‰у по‰ се тfl ми же л‡ тель н‡ ‚оз мож ность по ‚е ‰е ниfl

ли нии ‡з ‰е ле ниfl с лю бым те бу е мым у„ лом по ‚о о т‡. Воз мож ный спо -

соб оп е ‰е ле ниfl у„ л‡ по ‚о о т‡, ис поль зу е мый ‚ е ку си‚ ном ине ци он -

ном ме то ‰е ‰е ле ниfl по по л‡м (the recursive inertial bisection), со сто ит ‚ ис -

поль зо ‚‡ нии „л‡‚ ной ине ци он ной оси (см., н‡ пи ме, [62]), счи т‡fl эле -

мен ты се ти то чеч ны ми м‡с с‡ ми. Ли ниfl би сек ции, о то „о н‡ль н‡fl по лу -

чен ной оси, к‡к п‡ ‚и ло, ‰‡ ет „‡ ни цу н‡ и мень шей ‰ли ны.

Рис. 10.13. Пи ме ‡з ‰е ле ниfl се ти ме то ‰ом е ку си‚ ной ине ци он -

ной би сек ции. Стел кой по к‡ з‡ н‡ „л‡‚ н‡fl ине ци он н‡fl ось

10.3.3.3. Де ле ние се ти с ис поль зо ‚‡ ни ем ки ‚ых Пе ‡ но 

О‰ ним из не ‰о ст‡т ко‚ пе ‰ы ‰у щих „‡ фи че с ких ме то ‰о‚ fl‚ лfl ет сfl

то, что пи к‡ж ‰ой би сек ции эти ме то ‰ы учи ты ‚‡ ют толь ко о‰ ну ‡з ме -

ность. Т‡ ким об ‡ зом, схе мы, учи ты ‚‡ ю щие боль ше ‡з ме но с тей, мо „ут

обес пе чить луч шее ‡з би е ние.

О‰ин из т‡ ких ме то ‰о‚ упо fl ‰о чи ‚‡ ет эле мен ты ‚ со от ‚ет ст ‚ии с по -

зи ци fl ми цен т о‚ их м‡сс ‚‰оль ки ‚ых Пе ‡ но. Ки ‚ые Пе ‡ но – это ки -

321

Лекциfl 10 П‡‡ллельные мето‰ы н‡ „‡ф‡х



‚ые, пол но стью з‡ пол нfl ю щие об л‡ с ти боль ших ‡з ме но с тей (н‡ пи ме,

к‚‡ ‰ ‡т или куб). Пи ме не ние т‡ ких ки ‚ых обес пе чи ‚‡ ет бли зость то чек

фи „у ы, ко то ые со от ‚ет ст ‚у ют точ к‡м, близ ким н‡ ки ‚ой. По сле по лу -

че ниfl спи с к‡ эле мен то‚ се ти, упо fl ‰о чен но „о ‚ з‡‚исимости от ‡с по ло -

же ни fl н‡ ки ‚ой, ‰о ст‡ точ но ‡з ‰е лить спи сок н‡ не об хо ‰и мое чис ло ч‡ -

с тей ‚ со от ‚ет ст ‚ии с ус т‡ но‚ лен ным по fl‰ ком. По лу ч‡ е мый ‚ е зуль т‡ -

те т‡ ко „о по‰ хо ‰‡ ме то‰ но сит ‚ ли те ‡ ту е н‡ и ме но ‚‡ ние ‡л „о ит м‡ ‰е -

ле ниfl се ти с ис поль зо ‚‡ ни ем ки ‚ых Пе ‡ но (the space-filling curve technique).

По ‰об нее о ме то ‰е мож но по чи т‡ть ‚ ‡ бо т‡х [56, 58, 61].

Рис. 10.14. Пи ме ‡з ‰е ле ниfl се ти н‡ 3 ч‡ с ти с ис поль зо ‚‡ ни ем

ки ‚ых Пе ‡ но

10.3.4. Ком би н‡ то ные ме то ‰ы

В от ли чие от „е о ме т и че с ких ме то ‰о‚, ком би н‡ то ные ‡л „о ит мы

(см., н‡ пи ме, [36,67]) обыч но опе и у ют не с се тью, ‡ с „‡ фом, по ст -

о ен ным ‰лfl этой се ти. Со от ‚ет ст ‚ен но, ‚ от ли чие от „е о ме т и че с ких

схем, ком би н‡ то ные ме то ‰ы не пи ни м‡ ют ‚о ‚ни м‡ ние ин фо м‡ цию о

бли зо с ти ‡с по ло же ниfl эле мен то‚ се ти ‰у„ от но си тель но ‰у „‡, у ко -

‚о‰ ст ‚у flсь толь ко смеж но с тью ‚е шин „‡ ф‡. Ком би н‡ то ные ме то ‰ы

обыч но обес пе чи ‚‡ ют бо лее сб‡ л‡н си о ‚‡н ное ‡з би е ние и мень шее ин -

фо м‡ ци он ное ‚з‡ и мо ‰ей ст ‚ие по лу чен ных по‰ се тей. О‰ н‡ ко ком би н‡ -

то ные ме то ‰ы име ют тен ‰ен цию ‡ бо т‡ть су ще ст ‚ен но ‰оль ше, чем их

„е о ме т и че с кие ‡н‡ ло „и.

10.3.4.1. Де ле ние с уче том с‚flз но с ти

С с‡ мых об щих по зи ций по нflт но, что пи ‡з ‰е ле нии „‡ ф‡ ин фо -

м‡ ци он н‡fl з‡ ‚и си мость меж ‰у ‡з ‰е лен ны ми по‰ „‡ ф‡ ми бу ‰ет мень ше,

ес ли со се‰ ние ‚е ши ны (‚е ши ны, меж ‰у ко то ы ми име ют сfl ‰у „и) бу ‰ут

н‡ хо ‰ить сfl ‚ о‰ ном по‰ „‡ фе. Ал „о итм ‰е ле ниfl „‡ фо‚ с уче том с‚flз но с -

ти (the levelized nested dissection algorithm) пы т‡ ет сfl ‰о стичь это „о, по сле ‰о -

‚‡ тель но ‰о б‡‚ лflfl к фо ми у е мо му по‰ „‡ фу со се ‰ей. Н‡ к‡ж ‰ой ите ‡ -
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ции ‡л „о ит м‡ по ис хо ‰ит ‡з ‰е ле ние „‡ ф‡ н‡ 2 ч‡ с ти. Т‡ ким об ‡ зом,

‡з ‰е ле ние „‡ ф‡ н‡ те бу е мое чис ло ч‡ с тей ‰о сти „‡ ет сfl пу тем е ку си‚ -

но „о пи ме не ниfl ‡л „о ит м‡.

Об щ‡fl схе м‡ ‡л „о ит м‡ мо жет быть опи с‡ н‡ пи по мо щи сле ‰у ю ще -

„о н‡ бо ‡ п‡ ‚ил.

Ал „о итм 10.2. Об щ‡fl схе м‡ ‚ы пол не ниfl ‡л „о ит м‡ ‰е ле ниfl „‡ фо‚

с уче том с‚flз но с ти

1. Iteration = 0.

2. Пи с‚о е ние но ме ‡ Iteration по из ‚оль ной ‚е ши не „‡ ф‡.

3. Пи с‚о е ние не ну ме о ‚‡н ным со се ‰flм ‚е шин с но ме ом Iteration

но ме ‡ Iteration + 1.

5. Iteration = Iteration + 1.

6. Ес ли еще есть не пе е ну ме о ‚‡н ные со се ‰и, то пе е хо‰ н‡ ш‡„ 3.

7. Р‡з ‰е ле ние „‡ ф‡ н‡ 2 ч‡ с ти ‚ по fl‰ ке ну ме ‡ ции.

Длfl ми ни ми з‡ ции ин фо м‡ ци он ных з‡ ‚и си мо с тей име ет смысл ‚

к‡ че ст ‚е н‡ ч‡ль ной ‚ы би ‡ть „‡ нич ную ‚е ши ну. По иск т‡ кой ‚е ши ны

мож но осу ще ст ‚ить ме то ‰ом, близ ким к ‡с смо т ен ной схе ме. Т‡к, пе е -

ну ме о ‚‡‚ ‚е ши ны „‡ ф‡ ‚ со от ‚ет ст ‚ии с ‡л „о ит мом 10.2 (н‡ чи н‡fl ну -

ме ‡ цию из по из ‚оль ной ‚е ши ны), мы мо жем ‚зflть лю бую ‚е ши ну с

м‡к си м‡ль ным но ме ом. К‡к не ту‰ но убе ‰ить сfl, он‡ бу ‰ет „‡ нич ной.

Пи ме ‡ бо ты ‡л „о ит м‡ пи ‚е ‰ен н‡ ис. 10.15. Ци ф ‡ ми по к‡ з‡ ны

но ме ‡, ко то ые по лу чи ли ‚е ши ны ‚ по цес се ‡з ‰е ле ниfl. Сплош ной ли -

ни ей по к‡ з‡ н‡ „‡ ни ц‡, ‡з ‰е лfl ю щ‡fl 2 по‰ „‡ ф‡. Т‡к же н‡ и сун ке по к‡ -

з‡ но луч шее е ше ние (пунк ти н‡fl ли ниfl). Оче ‚и‰ но, что по лу чен ное ‡л „о -

ит мом ‡з би е ние ‰‡ ле ко от оп ти м‡ль но „о, т‡к к‡к ‚ пи ‚е ‰ен ном пи ме -

е есть е ше ние толь ко с темfl пе е се чен ны ми е б ‡ ми ‚ме с то пflти.

Рис. 10.15. Пи ме ‡ бо ты ‡л „о ит м‡ ‰е ле ниfl „‡ фо‚ с уче том

с‚flз но с ти
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10.3.4.2. Ал „о итм Ке ни „‡ н‡ – Ли н‡

В ‡л „о ит ме Ке ни „‡ н‡ – Ли н‡ (the Kernighan – Lin algorithm) ис -

поль зу ет сfl не сколь ко иной по‰ хо‰ ‰лfl е ше ниfl по бле мы оп ти м‡ль -

но „о ‡з би е ниfl „‡ ф‡ – пе‰ по л‡ „‡ ет сfl, что не ко то ое н‡ ч‡ль ное ‡з -

би е ние „‡ ф‡ уже су ще ст ‚у ет, з‡ тем име ю ще е сfl пи бли же ние улуч ш‡ -

ет сfl ‚ те че ние не ко то о „о ко ли че ст ‚‡ ите ‡ ций. Пи ме нfl е мый спо соб

улуч ше ниfl ‚ ‡л „о ит ме Ке ни „‡ н‡ – Ли н‡ со сто ит ‚ об ме не ‚е ши н‡ -

ми меж ‰у по‰ мно же ст ‚‡ ми име ю ще „о сfl ‡з би е ниfl „‡ ф‡ (см. ис.

10.16). Длfl фо ми о ‚‡ ниfl те бу е мо „о ко ли че ст ‚‡ ч‡ с тей „‡ ф‡ мо жет

быть ис поль зо ‚‡ н‡, к‡к и ‡ нее, е ку си‚ н‡fl по це ‰у ‡ ‰е ле ниfl по по -

л‡м.

Об щ‡fl схе м‡ о‰ ной ите ‡ ции ‡л „о ит м‡ Ке ни „‡ н‡ – Ли н‡ мо жет

быть пе‰ ст‡‚ ле н‡ сле ‰у ю щим об ‡ зом.

Ал „о итм 10.3. Об щ‡fl схе м‡ ‡л „о ит м‡ Ке ни „‡ н‡ – Ли н‡

1. Фо ми о ‚‡ ние мно же ст ‚‡ п‡ ‚е шин ‰лfl пе е ст‡ но‚ ки.

Из ‚е шин, ко то ые еще не бы ли пе е ст‡‚ ле ны н‡ ‰‡н ной ите ‡ ции,

фо ми у ют сfl ‚се ‚оз мож ные п‡ ы (‚ п‡ ‡х ‰олж но пи сут ст ‚о ‚‡ть

по о‰ ной ‚е ши не из к‡ж ‰ой ч‡ с ти име ю ще „о сfl ‡з би е ниfl „‡ ф‡).

2. По ст о е ние но ‚ых ‚‡ и ‡н то‚ ‡з би е ниfl „‡ ф‡.

К‡ж ‰‡fl п‡ ‡, по‰ „о то‚ лен н‡fl н‡ ш‡ „е 1, по оче е‰ но ис поль зу ет сfl

‰лfl об ме н‡ ‚е шин меж ‰у ч‡ с тfl ми име ю ще „о сfl ‡з би е ниfl „‡ ф‡ ‰лfl

по лу че ниfl мно же ст ‚‡ но ‚ых ‚‡ и ‡н то‚ ‰е ле ниfl.

3. Вы бо луч ше „о ‚‡ и ‡н т‡ ‡з би е ниfl „‡ ф‡.

Длfl сфо ми о ‚‡н но „о н‡ ш‡ „е 2 мно же ст ‚‡ но ‚ых ‰е ле ний „‡ ф‡

‚ы би ‡ ет сfl луч ший ‚‡ и ‡нт. Этот ‚‡и‡нт ‰‡лее фик си у ет сfl к‡к

но ‚ое те ку щее ‡з би е ние „‡ ф‡, ‡ со от ‚ет ст ‚у ю щ‡fl ‚ы б‡н но му ‚‡ -

и ‡н ту п‡ ‡ ‚е шин от ме ч‡ ет сfl к‡к ис поль зо ‚‡н н‡fl н‡ те ку щей ите -

‡ ции ‡л „о ит м‡.

4. По ‚е к‡ ис поль зо ‚‡ ниfl ‚сех ‚е шин.

Пи н‡ ли чии ‚ „‡ фе ‚е шин, еще не ис поль зо ‚‡н ных пи пе е ст‡ -

но‚ к‡х, ‚ы пол не ние ите ‡ ции ‡л „о ит м‡ сно ‚‡ по ‰ол ж‡ ет сfl с ш‡ „‡ 1.

Ес ли же пе е бо ‚е шин „‡ ф‡ з‡ ‚е шен, ‰‡ лее сле ‰у ет ш‡„ 5.

5. Вы бо н‡ и луч ше „о ‚‡ и ‡н т‡ ‡з би е ниfl „‡ ф‡.

Се ‰и ‚сех ‡з би е ний „‡ ф‡, по лу чен ных н‡ ш‡ „е 3 по ‚е ‰ен ных

ите ‡ ций, ‚ы би ‡ ет сfl (и фик си у ет сfl) н‡ и луч ший ‚‡ и ‡нт ‡з би е -

ниfl „‡ ф‡.

По flс ним ‰о пол ни тель но, что н‡ ш‡ „е 2 ите ‡ ции ‡л „о ит м‡ пе е ст‡ но‚ -

к‡ ‚е шин к‡ж ‰ой оче е‰ ной п‡ ы осу ще ст‚ лfl ет сfl ‰лfl о‰ но „о и то „о же ‡з -
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би е ниfl „‡ ф‡, ‚ы б‡н но „о ‰о н‡ ч‡ л‡ ‚ы пол не ниfl ите ‡ ции или оп е ‰е лен -

но „о н‡ ш‡ „е 3. Об щее ко ли че ст ‚о ‚ы пол нfl е мых ите ‡ ций, к‡к п‡ ‚и ло, фик -

си у ет сfl з‡ ‡ нее и fl‚ лfl ет сfl п‡ ‡ ме т ом ‡л „о ит м‡ (з‡ ис клю че ни ем слу ч‡fl

ос т‡ но‚ ки пи от сут ст ‚ии улуч ше ниfl ‡з би е ниfl н‡ оче е‰ ной ите ‡ ции).

Рис. 10.16. Пи ме пе е ст‡ но‚ ки ‰‚ух ‚е шин (‚ы ‰е ле ны се ым)

‚ ме то ‰е Ке ни „‡ н‡ – Ли н‡

10.3.5. С‡‚ не ние ‡л „о ит мо‚ ‡з би е ниfl „‡ фо‚

Р‡с смо т ен ные ‡л „о ит мы ‡з би е ниfl „‡ фо‚ ‡з ли ч‡ ют сfl точ но с тью

по лу ч‡ е мых е ше ний, ‚е ме нем ‚ы пол не ниfl и ‚оз мож но с тfl ми ‰лfl ‡с п‡ -

‡л ле ли ‚‡ ниfl (по‰ точ но с тью по ни м‡ ет сfl ‚е ли чи н‡ бли зо с ти по лу ч‡ е мых

пи по мо щи ‡л „о ит мо‚ е ше ний к оп ти м‡ль ным ‚‡ и ‡н т‡м ‡з би е ниfl

„‡ фо‚). Вы бо н‡ и бо лее по‰ хо ‰fl ще „о ‡л „о ит м‡ ‚ к‡ж ‰ом кон кет ном
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Т‡б ли ц‡ 10.5. С‡‚ ни тель н‡fl т‡б ли ц‡ не ко то ых ‡л „о ит мо‚ 

‡з ‰е ле ниfl „‡ фо‚

Не об хо ‰и- Точ ность Ве мfl Воз мож но с ти

мость ‚ы пол не- ‰лfl ‡с п‡ ‡л-

Ал„оитмы ко о ‰и н‡т- ниfl ле ли ‚‡ ниfl

ной ин фо-

м‡ ции

По ко о ‰и н‡т ное ‡з би е ние Д‡ • • •••
Ре ку си‚ ный ине ци он ный 

ме то‰ ‰е ле ниfl по по л‡м Д‡ •• • •••
Де ле ние с уче том с‚flз но с ти Нет •• •• ••
Ал „о итм 1 ите ‡ циfl Нет •• •• •
Ке ни „‡ н‡ – 10 ите ‡ ций Нет ••• ••• ••
Ли н‡ 50 ите ‡ ций Нет •••• •••• ••••



слу ч‡е fl‚ лfl ет сfl ‰о ст‡ точ но слож ной и не о че ‚и‰ ной з‡ ‰‡ чей. По ‚е ‰е нию

т‡ ко „о ‚ы бо ‡ мо жет со ‰ей ст ‚о ‚‡ть с‚е ‰ен н‡fl ‚о е‰и но ‚ т‡бл. 10.5 (см.

[67]) об щ‡fl х‡ ‡к те и с ти к‡ fl ‰‡ ‡л „о ит мо‚ ‡з ‰е ле ниfl „‡ фо‚, ‡с смо т -

ен ных ‚ ‰‡н ном ‡з ‰е ле. До пол ни тель н‡fl ин фо м‡ циfl по по бле ме оп ти -

м‡ль но „о ‡з би е ниfl „‡ фо‚ мо жет быть по лу че н‡, н‡ пи ме, ‚ [67].

Стол бец «Не об хо ‰и мость ко о ‰и н‡т ной ин фо м‡ ции» от ме ч‡ ет ис -

поль зо ‚‡ ние ‡л „о ит мом ко о ‰и н‡т ной ин фо м‡ ции об эле мен т‡х се ти

или ‚е ши н‡х „‡ ф‡.

Стол бец «Точ ность» ‰‡ ет к‡ че ст ‚ен ную х‡ ‡к те и с ти ку ‚е ли чи ны

пи бли же ниfl по лу ч‡ е мых ‡л „о ит мом е ше ний к оп ти м‡ль ным ‚‡ и ‡н -

т‡м ‡з би е ниfl „‡ фо‚. К‡ж ‰ый ‰о пол ни тель ный з‡ к‡ шен ный ку жок

оп е ‰е лfl ет пи ме но 10%-по цент ное улуч ше ние точ но с ти пи бли же -

ниfl.

Стол бец «Ве мfl ‚ы пол не ниfl» по к‡ зы ‚‡ ет от но си тель ное ‚е мfl, з‡ -

т‡ чи ‚‡ е мое ‡з лич ны ми ‡л „о ит м‡ ми ‡з би е ниfl. К‡ж ‰ый ‰о пол ни тель -

ный з‡ к‡ шен ный ку жок со от ‚ет ст ‚у ет у‚е ли че нию ‚е ме ни ‡з би е ниfl

пи ме но ‚ 10 ‡з.

Стол бец «Воз мож но с ти ‰лfl ‡с п‡ ‡л ле ли ‚‡ ниfl» х‡ ‡к те и зу ет

с‚ой ст ‚‡ ‡л „о ит мо‚ ‰лfl п‡ ‡л лель но „о ‚ы пол не ниfl. Ал „о итм Ке ни „‡ -

н‡ – Ли н‡ пи ‚ы пол не нии толь ко о‰ ной ите ‡ ции поч ти не по‰ ‰‡ ет сfl

‡с п‡ ‡л ле ли ‚‡ нию. Этот же ‡л „о итм пи боль шем ко ли че ст ‚е ите ‡ -

ций, ‡ т‡к же ме то‰ ‰е ле ниfl с уче том с‚flз но с ти мо „ут быть ‡с п‡ ‡л ле ле -

ны со се‰ ней эф фек ти‚ но с тью. Ал „о итм по ко о ‰и н‡т но „о ‡з би е ниfl и

е ку си‚ ный ине ци он ный ме то‰ ‰е ле ниfl по по л‡м об л‡ ‰‡ ют ‚ы со ки ми

по к‡ з‡ те лfl ми ‰лfl ‡с п‡ ‡л ле ли ‚‡ ниfl.

10.4. К‡т кий об зо лек ции

В лек ции ‡с смо т е н fl‰ ‡л „о ит мо‚ ‰лfl е ше ниfl ти по ‚ых з‡ ‰‡ч

об ‡ бот ки „‡ фо‚. Ко ме то „о, пи ‚е ‰ен об зо ме то ‰о‚ ‡з ‰е ле ниfl 

„‡ ф‡.

В по‰ ‡з ‰е ле 10.1 пе‰ ст‡‚ лен ‡л „о итм Флой ‰‡ (the Floyd algo-

rithm) – ‰‡ ет сfl об щ‡fl ‚ы чис ли тель н‡fl схе м‡ по сле ‰о ‚‡ тель но „о ‚‡ и -

‡н т‡ ме то ‰‡, об суж ‰‡ ют сfl спо со бы е„о ‡с п‡ ‡л ле ли ‚‡ ниfl, по ‚о ‰ит сfl

‡н‡ лиз эф фек ти‚ но с ти по лу ч‡ е мых п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний, ‡с см‡ -

т и ‚‡ ет сfl по „‡мм н‡fl е ‡ ли з‡ циfl ме то ‰‡ и пи ‚о ‰flт сfl е зуль т‡ ты

‚ы чис ли тель ных экс пе и мен то‚. Ис поль зу е мый по‰ хо‰ к ‡с п‡ ‡л ле -

ли ‚‡ нию ‡л „о ит м‡ Флой ‰‡ со сто ит ‚ ‡з ‰е ле нии ‚е шин „‡ ф‡ меж ‰у

по цес со ‡ ми, ‡ не об хо ‰и мое пи этом ин фо м‡ ци он ное ‚з‡ и мо ‰ей ст -

‚ие со сто ит ‚ пе е ‰‡ че о‰ ной сто ки м‡ т и цы смеж но с ти от о‰ но „о

по цес со ‡ ‚сем по цес со ‡м ‚ы чис ли тель ной си с те мы н‡ к‡ж ‰ой ите -

‡ ции ме то ‰‡.
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В по‰ ‡з ‰е ле 10.2 ‡с см‡ т и ‚‡ ет сfl ‡л „о итм Пи м‡ (the Prim algo-

rithm) ‰лfl е ше ниfl з‡ ‰‡ чи по ис к‡ ми ни м‡ль но „о ох ‚‡ ты ‚‡ ю ще „о ‰е е ‚‡

(ос то ‚‡) не о и ен ти о ‚‡н но „о ‚з‚е шен но „о „‡ ф‡. Ос то ‚ом „‡ ф‡ н‡ зы ‚‡ -

ют с‚flз ный по‰ „‡ф без цик ло‚ (‰е е ‚о), ко то ый со ‰е жит ‚се ‚е ши ны

ис хо‰ но „о „‡ ф‡ и е б ‡, име ю щие ми ни м‡ль ный сум м‡ ный ‚ес. Длfl

‡л „о ит м‡ ‰‡ ет сfl об щее опи с‡ ние е„о ис хо‰ но „о по сле ‰о ‚‡ тель но „о ‚‡ и -

‡н т‡, оп е ‰е лfl ют сfl ‚оз мож ные спо со бы е„о п‡ ‡л лель но „о ‚ы пол не ниfl,

те о е ти че с кие оцен ки ус ко е ниfl и эф фек ти‚ но с ти п‡ ‡л лель ных ‚ы чис -

ле ний; т‡к же ‡с см‡ т и ‚‡ ют сfl е зуль т‡ ты по ‚е ‰ен ных ‚ы чис ли тель ных

экс пе и мен то‚. П‡ ‡л лель ный ‚‡ и ‡нт ‡л „о ит м‡ Пи м‡, к‡к и ‚ пе ‰ы -

‰у щем слу ч‡е, ос но ‚ы ‚‡ ет сfl н‡ ‡з ‰е ле нии ‚е шин „‡ ф‡ меж ‰у по цес -

со ‡ ми пи не сколь ко боль шем объ е ме ин фо м‡ ци он ных ‚з‡ и мо ‰ей ст -

‚ий – н‡ к‡ж ‰ой ите ‡ ции ‡л „о ит м‡ не об хо ‰и мой fl‚ лfl ет сfl опе ‡ циfl

сбо ‡ ‰‡н ных н‡ о‰ ном по цес со е и по сле ‰у ю щ‡fl ‡с сыл к‡ но ме ‡ ‚ы -

б‡н ной ‚е ши ны „‡ ф‡ ‚сем по цес со ‡м ‚ы чис ли тель ной си с те мы.

Р‡с см‡ т и ‚‡ е м‡fl ‚ по‰ ‡з ‰е ле 10.3 з‡ ‰‡ ч‡ оп ти м‡ль но „о ‡з ‰е ле ниfl

„‡ фо‚ fl‚ лfl ет сfl ‚‡ж ной ‰лfl мно „их н‡ уч ных ис сле ‰о ‚‡ ний, ис поль зу ю -

щих п‡ ‡л лель ные ‚ы чис ле ниfl. Длfl пи ме ‡ ‚ по‰ ‡з ‰е ле пи ‚е ‰ен об -

щий спо соб пе е хо ‰‡ от ‰‚у ме ной или тех ме ной се ти, мо ‰е ли у ю щей

по цесс ‚ы чис ле ний, к со от ‚ет ст ‚у ю ще му ей „‡ фу. Длfl е ше ниfl з‡ ‰‡ чи

‡з би е ниfl „‡ фо‚ бы ли ‡с смо т е ны „е о ме т и че с кие ме то ‰ы, ис поль зу ю -

щие пи ‡з ‰е ле нии се тей толь ко ко о ‰и н‡т ную ин фо м‡ цию об уз л‡х

се ти, и ком би н‡ то ные ‡л „о ит мы, у ко ‚о‰ ст ‚у ю щи е сfl смеж но с тью ‚е -

шин „‡ ф‡. К чис лу ‡с смо т ен ных „е о ме т и че с ких ме то ‰о‚ от но сflт сfl

по ко о ‰и н‡т ное ‡з би е ние (the coordinate nested dissection method), е ку си‚ -

ный ине ци он ный ме то‰ ‰е ле ниfl по по л‡м (the recursive inertial bisection

method), ‰е ле ние се ти с ис поль зо ‚‡ ни ем ки ‚ых Пе ‡ но (the space-filling curve

techniques). К чис лу ‡с смо т ен ных ком би н‡ то ных ‡л „о ит мо‚ от но сflт -

сfl ‰е ле ние с уче том с‚flз но с ти (the levelized nested dissection) и ‡л „о итм Ке -

ни „‡ н‡ – Ли н‡ (the Kernighan – Lin algorithm). Длfl со по с т‡‚ ле ниfl ‡с смо т -

ен ных по‰ хо ‰о‚ пи ‚о ‰ит сfl об щ‡fl с‡‚ ни тель н‡fl х‡ ‡к те и с ти к‡ ‡л „о -

ит мо‚ по ‚е ме ни ‚ы пол не ниfl, точ но с ти по лу ч‡ е мо „о е ше ниfl, ‚оз -

мож но с тflм ‰лfl ‡с п‡ ‡л ле ли ‚‡ ниfl и т. п.

10.5. Об зо ли те ‡ ту ы

До пол ни тель н‡fl ин фо м‡ циfl по ‡л „о ит м‡м Флой ‰‡ и Пи м‡ мо -

жет быть по лу че н‡, н‡ пи ме, ‚ [26].

По ‰об ное ‡с смо т е ние ‚о по со‚, с‚fl з‡н ных с по бле мой ‡з ‰е ле -

ниfl „‡ фо‚, со ‰е жит сfl ‚ ‡ бо т‡х [21, 36, 37, 44, 53, 55, 58, 61, 65, 67].

П‡ ‡л лель ные ‡л „о ит мы ‡з ‰е ле ниfl „‡ фо‚ ‡с см‡ т и ‚‡ ют сfl ‚ [20,

38, 44, 48, 49, 65, 74].
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10.6. Кон толь ные ‚о по сы

1. Пи ‚е ‰и те оп е ‰е ле ние „‡ ф‡. К‡ кие ос но‚ ные спо со бы ис поль -

зу ют сfl ‰лfl з‡ ‰‡ ниfl „‡ фо‚?

2. В чем со сто ит з‡ ‰‡ ч‡ по ис к‡ ‚сех к‡т ч‡й ших пу тей?

3. Пи ‚е ‰и те об щую схе му ‡л „о ит м‡ Флой ‰‡. К‡ ко ‚‡ ту ‰о ем кость

‡л „о ит м‡?

4. В чем со сто ит спо соб ‡с п‡ ‡л ле ли ‚‡ ниfl ‡л „о ит м‡ Флой ‰‡?

5. В чем з‡ клю ч‡ ет сfl з‡ ‰‡ ч‡ н‡ хож ‰е ниfl ми ни м‡ль но „о ох ‚‡ ты ‚‡ ю -

ще „о ‰е е ‚‡? Пи ‚е ‰и те пи ме ис поль зо ‚‡ ниfl з‡ ‰‡ чи н‡ п‡к ти ке.

6. Пи ‚е ‰и те об щую схе му ‡л „о ит м‡ Пи м‡. К‡ ко ‚‡ ту ‰о ем кость

‡л „о ит м‡?

7. В чем со сто ит спо соб ‡с п‡ ‡л ле ли ‚‡ ниfl ‡л „о ит м‡ Пи м‡?

8. В чем от ли чие „е о ме т и че с ких и ком би н‡ то ных ме то ‰о‚ ‡з ‰е ле -

ниfl „‡ ф‡? К‡ кие ме то ‰ы fl‚ лfl ют сfl бо лее пе‰ по чти тель ны ми?

По че му?

9. Пи ‚е ‰и те опи с‡ ние ме то ‰‡ по ко о ‰и н‡т но „о ‡з би е ниfl и ‡л „о -

ит м‡ ‡з ‰е ле ниfl с уче том с‚flз но с ти. К‡ кой из этих ме то ‰о‚ fl‚ -

лfl ет сfl бо лее по стым ‰лfl е ‡ ли з‡ ции?

10.7. З‡ ‰‡ чи и уп ‡ж не ниfl

1. Ис поль зуfl пи ‚е ‰ен ный по „‡мм ный ко‰, ‚ы пол ни те е ‡ ли з‡ -

цию п‡ ‡л лель но „о ‡л „о ит м‡ Флой ‰‡. По ‚е ‰и те ‚ы чис ли тель -

ные экс пе и мен ты. По ст ой те те о е ти че с кие оцен ки с уче том п‡ -

‡ ме т о‚ ис поль зу е мой ‚ы чис ли тель ной си с те мы. С‡‚ ни те по лу -

чен ные оцен ки с экс пе и мен т‡ль ны ми ‰‡н ны ми.

2. Вы пол ни те е ‡ ли з‡ цию п‡ ‡л лель но „о ‡л „о ит м‡ Пи м‡. По ‚е ‰и -

те ‚ы чис ли тель ные экс пе и мен ты. По ст ой те те о е ти че с кие оцен -

ки с уче том п‡ ‡ ме т о‚ ис поль зу е мой ‚ы чис ли тель ной си с те мы.

С‡‚ ни те по лу чен ные оцен ки с экс пе и мен т‡ль ны ми ‰‡н ны ми.

3. Р‡з ‡ бо т‡й те по „‡мм ную е ‡ ли з‡ цию ‡л „о ит м‡ Ке ни „‡ н‡ –

Ли н‡. Д‡й те оцен ку ‚оз мож но с ти ‡с п‡ ‡л ле ли ‚‡ ниfl это „о ‡л „о -

ит м‡.
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Лек циfl 11.  П‡ ‡л лель ные мето‰ы е ше ниfl 

‰иф фе ен ци ‡ль ных у‡‚ не ний 

‚ ч‡ ст ных по из ‚о‰ ных

В лек ции ‡с см‡ т и ‚‡ ют сfl ‚о по сы о „‡ ни з‡ ции п‡ ‡л лель ных ‚ы чис -

ле ний ‰лfl е ше ниfl з‡ ‰‡ч, ‚ ко то ых пи м‡ те м‡ ти че с ком мо ‰е ли о ‚‡ нии ис -

поль зу ют сfl ‰иф фе ен ци ‡ль ные у‡‚ не ниfl ‚ ч‡ ст ных по из ‚о‰ ных. Длfl чис -

лен но „о е ше ниfl по ‰об ных з‡ ‰‡ч обыч но пи ме нfl ет сfl ме то‰ ко неч ных ‡з -

но стей (ме то‰ се ток), об л‡ ‰‡ ю щий ‚ы со кой ‚ы чис ли тель ной ту ‰о ем ко с тью.

В лек ции по сле ‰о ‚‡ тель но ‡з би ‡ ют сfl ‚оз мож ные спо со бы ‡с п‡ ‡л ле ли -

‚‡ ниfl се точ ных ме то ‰о‚ н‡ мно „о по цес со ных ‚ы чис ли тель ных си с те м‡х с

об щей и ‡с пе ‰е лен ной п‡ мfl тью. Пи этом боль шое ‚ни м‡ ние у‰е лfl ет сfl

по бле м‡м, ‚оз ни к‡ ю щим пи о „‡ ни з‡ ции п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний, ‡н‡ -

ли зу пи чин по fl‚ ле ниfl т‡ ких по блем и н‡ хож ‰е нию пу тей их пе о‰о ле ниfl.

Длfl н‡ „лfl‰ ной ‰е мон ст ‡ ции из л‡ „‡ е мо „о м‡ те и ‡ л‡ ‚ к‡ че ст ‚е учеб но „о

пи ме ‡ ‡с см‡ т и ‚‡ ет сfl по бле м‡ чис лен но „о е ше ниfl з‡ ‰‡ чи Ди их ле ‰лfl

у‡‚ не ниfl Пу ‡с со н‡.

Клю че ‚ые сло ‚‡: п‡ ‡л лель ные ‡л „о ит мы е ше ниfl ‰иф фе ен ци -

‡ль ных у‡‚ не ний ‚ ч‡ ст ных по из ‚о‰ ных, пин ци пы ‡с п‡ ‡л ле -

ли ‚‡ ниfl, ‡л „о итм Г‡ ус с‡ – Зей ‰е лfl, п‡ ‡л ле лизм по ‰‡н ным, лен -

точ ное и блоч ное ‡з би е ниfl ‰‡н ных, ус ко е ние, эф фек ти‚ ность,

‚ы чис ли тель н‡fl и ком му ни к‡ ци он н‡fl слож ность, те о е ти че с к‡fl

оцен к‡ ‚е ме ни ‚ы пол не ниfl ‡л „о ит м‡, по „‡мм н‡fl е ‡ ли з‡ циfl,

опе ‡ ции пе е ‰‡ чи ‰‡н ных, MPI, ‚ы чис ли тель ный экс пе и мент. 

Диф фе ен ци ‡ль ные у‡‚ не ниfl ‚ ч‡ ст ных по из ‚о‰ ных  пе‰ ст‡‚ лfl -

ют со бой ши о ко пи ме нfl е мый м‡ те м‡ ти че с кий ‡п п‡ ‡т пи ‡з ‡ бот ке

мо ‰е лей ‚ с‡ мых ‡з ных об л‡ с тflх н‡ уки и тех ни ки. К со ж‡ ле нию, fl‚ ное

е ше ние этих у‡‚ не ний ‚ ‡н‡ ли ти че с ком ‚и ‰е ок‡ зы ‚‡ ет сfl ‚оз мож ным

толь ко ‚ ч‡ ст ных по стых слу ч‡ flх, и, к‡к е зуль т‡т, ‚оз мож ность ‡н‡ ли з‡

м‡ те м‡ ти че с ких мо ‰е лей, по ст о ен ных н‡ ос но ‚е ‰иф фе ен ци ‡ль ных

у‡‚ не ний, обес пе чи ‚‡ ет сfl пи по мо щи пи бли жен ных чис лен ных ме то -

‰о‚ е ше ниfl.

Объ ем ‚ы пол нfl е мых пи этом ‚ы чис ле ний обыч но fl‚ лfl ет сfl зн‡ чи -

тель ным, и ис поль зо ‚‡ ние ‚ы со ко по из ‚о ‰и тель ных ‚ы чис ли тель ных

си с тем т‡ ‰и ци он но ‰лfl ‰‡н ной об л‡ с ти ‚ы чис ли тель ной м‡ те м‡ ти ки. 

По бле м‡ ти к‡ чис лен но „о е ше ниfl ‰иф фе ен ци ‡ль ных у‡‚ не ний

‚ ч‡ ст ных по из ‚о‰ ных fl‚ лfl ет сfl об л‡ с тью ин тен си‚ ных ис сле ‰о ‚‡ ний.

Р‡с смо т им ‚ к‡ че ст ‚е учеб но „о пи ме ‡ по бле му чис лен но „о е ше -

ниfl з‡ ‰‡ чи Ди их ле ‰лfl у‡‚ не ниfl Пу ‡с со н‡, ко то ‡fl оп е ‰е лfl ет сfl к‡к з‡ ‰‡ -
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ч‡ н‡ хож ‰е ниfl функ ции u=u(x,y), у‰о‚ ле т‚о fl ю щей ‚ об л‡ с ти оп е ‰е ле -

ниfl D у‡‚ не нию 

и пи ни м‡ ю щей зн‡ че ниfl g(x,y) н‡ „‡ ни це D0 об л‡ с ти D (f и g fl‚ лfl ют сfl

функ ци fl ми, з‡ ‰‡ ‚‡ е мы ми пи по ст‡ но‚ ке з‡ ‰‡ чи). По ‰об н‡fl мо ‰ель мо -

жет пи ме нflть сfl ‰лfl опи с‡ ниfl ус т‡ но ‚и‚ ше „о сfl те че ниfl жи‰ ко с ти, ст‡ -

ци о н‡ ных теп ло ‚ых по лей, по цес со‚ теп ло пе е ‰‡ чи с ‚ну т ен ни ми ис -

точ ни к‡ ми теп л‡ и ‰е фо м‡ ции уп у „их пл‡ с тин. Д‡н ный пи ме ч‡ с то

ис поль зу ет сfl ‚ к‡ че ст ‚е учеб но-п‡к ти че с кой з‡ ‰‡ чи пи из ло же нии ‚оз -

мож ных спо со бо‚ о „‡ ни з‡ ции эф фек ти‚ ных п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний

(см. [12, 60]).

Длfl по сто ты из ло же ниfl м‡ те и ‡ л‡ ‚ к‡ че ст ‚е об л‡ с ти з‡ ‰‡ ниfl D

функ ции u(x,y) ‰‡ лее бу ‰ет использо‚‡тьсfl е‰и нич ный к‚‡ ‰ ‡т

11.1. По сле ‰о ‚‡ тель ные ме то ‰ы е ше ниfl 

з‡ ‰‡ чи Ди их ле

О‰ ним из н‡ и бо лее ‡с по ст ‡ нен ных по‰ хо ‰о‚ к чис лен но му е -

ше нию ‰иф фе ен ци ‡ль ных у‡‚ не ний fl‚ лfl ет сfl ме то‰ ко неч ных ‡з но -

стей (ме то‰ се ток) (см., н‡ пи ме, [6, 13, 60]). Сле ‰уfl это му по‰ хо ‰у, об -

л‡сть е ше ниfl D мож но пе‰ ст‡ ‚ить ‚ ‚и ‰е ‰ис кет но „о (к‡к п‡ ‚и ло,

‡‚ но ме но „о) н‡ бо ‡ (сет ки) то чек (уз ло‚). Т‡к, н‡ пи ме, пfl мо у„оль -

н‡fl сет к‡ ‚ об л‡ с ти D мо жет быть з‡ ‰‡ н‡ ‚ ‚и ‰е (ис. 11.1)

„‰е ‚е ли чи н‡ N з‡ ‰‡ ет ко ли че ст ‚о ‚ну т ен них уз ло‚ по к‡ж ‰ой из ко о ‰и -

н‡т об л‡ с ти D. 

Обо зн‡ чим оце ни ‚‡ е мую пи по ‰об ном ‰ис кет ном пе‰ ст‡‚ ле нии ‡п -

пок си м‡ цию функ ции u(x,y) ‚ точ к‡х (xi, yj) че ез uij. То„ ‰‡, ис поль зуfl пfl ти -

то чеч ный ш‡б лон (см. ис. 11.1) ‰лfl ‚ы чис ле ниfl зн‡ че ний по из ‚о‰ ных, мы

мо жем пе‰ ст‡ ‚ить у‡‚ не ние Пу ‡с со н‡ ‚ ко неч но-‡з но ст ной фо ме
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Д‡н ное у‡‚ не ние мо жет быть ‡з е ше но от но си тель но uij:

Р‡з но ст ное у‡‚ не ние, з‡ пи с‡н ное ‚ по ‰об ной фо ме, поз ‚о лfl ет оп -

е ‰е лflть зн‡ че ние uij по из ‚е ст ным зн‡ че ни flм функ ции u(x,y) ‚ со се‰ них

уз л‡х ис поль зу е мо „о ш‡б ло н‡. Д‡н ный е зуль т‡т слу жит ос но ‚ой ‰лfl по -

ст о е ниfl ‡з лич ных ите ‡ ци он ных схем е ше ниfl з‡ ‰‡ чи Ди их ле, ‚ ко то -

ых ‚ н‡ ч‡ ле ‚ы чис ле ний фо ми у ет сfl не ко то ое пи бли же ние ‰лfl зн‡ -

че ний uij, ‡ з‡ тем эти зн‡ че ниfl по сле ‰о ‚‡ тель но уточ нfl ют сfl ‚ со от ‚ет ст -

‚ии с пи ‚е ‰ен ным со от но ше ни ем. Т‡к, н‡ пи ме, ме то‰ Г‡ ус с‡ – Зей ‰е -

лfl ‰лfl по ‚е ‰е ниfl ите ‡ ций уточ не ниfl ис поль зу ет п‡ ‚и ло

по ко то о му оче е‰ ное k-е пи бли же ние зн‡ че ниfl uij ‚ы чис лfl ет сfl по по -

сле‰ не му k-му пи бли же нию зн‡ че ний ui-1,j и ui,j-1 и пе‰ по сле‰ не му 

(k-1)-му пи бли же нию зн‡ че ний ui+1,j и ui,j+1. Вы пол не ние ите ‡ ций

обыч но по ‰ол ж‡ ет сfl ‰о тех по, по к‡ по лу ч‡ е мые ‚ е зуль т‡ те ите ‡ ций

из ме не ниfl зн‡ че ний uij не ст‡ нут мень ше не ко то ой з‡ ‰‡н ной ‚е ли чи ны

(те бу е мой точ но с ти ‚ы чис ле ний). Схо ‰и мость опи с‡н ной по це ‰у ы

(по лу че ние е ше ниfl с лю бой же л‡ е мой точ но с тью) fl‚ лfl ет сfl пе‰ ме том

‚се сто он не „о м‡ те м‡ ти че с ко „о ‡н‡ ли з‡ (см., н‡ пи ме, [6, 13, 60]), з‰есь

же от ме тим, что по сле ‰о ‚‡ тель ность е ше ний, по лу ч‡ е мых ме то ‰ом се -

ток, ‡‚ но ме но схо ‰ит сfl к е ше нию з‡ ‰‡ чи Ди их ле, ‡ по „еш ность е -

ше ниfl име ет по fl ‰ок h2.

Рис. 11.1. Пfl мо у„оль н‡fl сет к‡ ‚ об л‡ с ти D (тем ные точ ки пе‰ -

ст‡‚ лfl ют ‚ну т ен ние уз лы сет ки, ну ме ‡ циfl уз ло‚ ‚ сто к‡х сле ‚‡

н‡ п‡ ‚о, ‡ ‚ столб ц‡х — с‚е ху ‚низ)
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Р‡с смо т ен ный ‡л „о итм (ме то‰ Г‡ ус с‡ – Зей ‰е лfl) н‡ псе‚ ‰о ко ‰е,

пи бли жен ном к ‡л „о ит ми че с ко му flзы ку С++, мо жет быть пе‰ ст‡‚ лен

‚ ‚и ‰е:

Ал „о итм 11.1. По сле ‰о ‚‡ тель ный ‡л „о итм Г‡ ус с‡ – Зей ‰е лfl

// Ал „о итм 11.1

do {

dmax = 0; // м‡к си м‡ль ное из ме не ние зн‡ че ний u

for ( ¥=1; ¥<N+1; ¥++ )

for ( j=1; j<N+1; j++ ) {

temp = u[¥][j];

u[¥][j] = 0.25*(u[¥-1][j]+u[¥+1][j]+

u[¥][j-1]+u[¥][j+1]–h*h*f[¥][j]);

dm = fabs(temp-u[¥][j]);

¥f ( dmax < dm ) dmax = dm;

}

} wh¥le ( dmax > eps );

(н‡ пом ним, что зн‡ че ниfl uij пи ин ‰ек с‡х i,j=0,N+1 fl‚ лfl ют сfl „‡ нич ны -

ми, з‡ ‰‡ ют сfl пи по ст‡ но‚ ке з‡ ‰‡ чи и не из ме нfl ют сfl ‚ хо ‰е ‚ы чис ле ний).

Рис. 11.2. Ви‰ функ ции u(x,y) ‚ пи ме е ‰лfl з‡ ‰‡ чи Ди их ле

Длfl пи ме ‡ н‡ ис. 11.2 пи ‚е ‰ен ‚и‰ функ ции u(x,y), по лу чен ной

‰лfl з‡ ‰‡ чи Ди их ле пи сле ‰у ю щих „‡ нич ных ус ло ‚и flх:
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Об щее ко ли че ст ‚о ите ‡ ций ме то ‰‡ Г‡ ус с‡ – Зей ‰е лfl со ст‡ ‚и ло 210

пи точ но с ти е ше ниfl eps=0,1 и N=100 (‚ к‡ че ст ‚е н‡ ч‡ль но „о пи бли же -

ниfl ‚е ли чин uij ис поль зо ‚‡ лись зн‡ че ниfl, с„е не и о ‚‡н ные ‰‡т чи ком

слу ч‡й ных чи сел из ‰и ‡ п‡ зо н‡ [-100, 100]).

11.2. О „‡ ни з‡ циfl п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний 

‰лfl си с тем с об щей п‡ мfl тью

К‡к сле ‰у ет из пи ‚е ‰ен но „о опи с‡ ниfl, се точ ные ме то ‰ы х‡ ‡к те и -

зу ют сfl зн‡ чи тель ной ‚ы чис ли тель ной ту ‰о ем ко с тью

„‰е N есть ко ли че ст ‚о уз ло‚ по к‡ж ‰ой из ко о ‰и н‡т об л‡ с ти D, m — чис -

ло опе ‡ ций, ‚ы пол нfl е мых ме то ‰ом ‰лfl о‰ но „о уз л‡ сет ки, k — ко ли че ст -

‚о ите ‡ ций ме то ‰‡ ‰о ‚ы пол не ниfl ус ло ‚иfl ос т‡ но‚ ки.

11.2.1. Ис поль зо ‚‡ ние OpenMP ‰лfl о „‡ ни з‡ ции 

п‡ ‡л ле лиз м‡

Р‡с смо т им ‚оз мож ные спо со бы о „‡ ни з‡ ции п‡ ‡л лель ных ‚ы чис -

ле ний ‰лfl се точ ных ме то ‰о‚ н‡ мно „о по цес со ных ‚ы чис ли тель ных си -

с те м‡х с об щей п‡ мfl тью. Пи из ло же нии м‡ те и ‡ л‡ бу ‰ем пе‰ по л‡ „‡ть,

что име ю щи е сfl ‚ со ст‡ ‚е си с те мы по цес со ы об л‡ ‰‡ ют ‡‚ ной по из ‚о -

‰и тель но с тью, fl‚ лfl ют сfl ‡‚ но п‡‚ ны ми пи ‰о сту пе к об щей п‡ мfl ти и

‚е мfl ‰о сту п‡ к п‡ мfl ти fl‚ лfl ет сfl о‰и н‡ ко ‚ым (пи о‰ но ‚е мен ном ‰о -

сту пе не сколь ких по цес со о‚ к о‰ но му и то му же эле мен ту п‡ мfl ти оче -

е‰ ность и син хо ни з‡ циfl ‰о сту п‡ обес пе чи ‚‡ют сfl н‡ ‡п п‡ ‡т ном уо‚ -

не). К‡к уже от ме ч‡ лось ‡ нее, мно „о по цес со ные си с те мы по ‰об но „о

ти п‡ обыч но име ну ют сfl сим ме т ич ны ми муль ти по цес со ‡ ми (symmetric

multiprocessors, SMP) – см. п. 1.3.1.

Обыч ный по‰ хо‰ пи о „‡ ни з‡ ции ‚ы чис ле ний ‰лfl по ‰об ных си с -

тем – со з‰‡ ние но ‚ых п‡ ‡л лель ных ‚есий н‡ ос но ‚е обыч ных по сле ‰о -

‚‡ тель ных по „‡мм, ‚ ко то ых или ‡‚ то м‡ ти че с ки ком пи лfl то ом, или

не по се‰ ст ‚ен но по „‡м ми с том ‚ы ‰е лfl ют сfl уч‡ ст ки не з‡ ‚и си мых ‰у„
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от ‰у „‡ ‚ы чис ле ний. Воз мож но с ти ‡‚ то м‡ ти че с ко „о ‡н‡ ли з‡ по „‡мм

‰лfl по ож ‰е ниfl п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний ‰о ст‡ точ но о„ ‡ ни че ны, и

‚то ой по‰ хо‰ fl‚ лfl ет сfl пе об л‡ ‰‡ ю щим. Пи этом ‰лfl ‡з ‡ бот ки п‡ ‡л -

лель ных по „‡мм мо „ут пи ме нflть сfl к‡к но ‚ые ‡л „о ит ми че с кие flзы ки,

ои ен ти о ‚‡н ные н‡ п‡ ‡л лель ное по „‡м ми о ‚‡ ние, т‡к и уже име ю -

щи е сfl flзы ки по „‡м ми о ‚‡ ниfl, ‡с ши ен ные не ко то ым н‡ бо ом опе -

‡ то о‚ ‰лfl п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний. 

Об‡ ук‡ з‡н ных по‰ хо ‰‡ пи ‚о ‰flт к не об хо ‰и мо с ти зн‡ чи тель ной

пе е ‡ бот ки су ще ст ‚у ю ще „о по „‡мм но „о обес пе че ниfl, и это ‚ зн‡ -

чи тель ной сте пе ни з‡ ту‰ нfl ет ши о кое ‡с по ст ‡ не ние п‡ ‡л лель -

ных ‚ы чис ле ний. К‡к е зуль т‡т, ‚ по сле‰ нее ‚е мfl ‡к ти‚ но ‡з ‚и ‚‡ ет -

сfl еще о‰ин по‰ хо‰ к ‡з ‡ бот ке п‡ ‡л лель ных по „‡мм, ко„ ‰‡ ук‡ з‡ -

ниfl по „‡м ми с т‡ по о „‡ ни з‡ ции п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний ‰о б‡‚ лfl -

ют сfl ‚ по „‡м му пи по мо щи тех или иных ‚не flзы ко ‚ых се‰ст‚ flзы -

к‡ по „‡м ми о ‚‡ ниfl – н‡ пи ме, ‚ ‚и ‰е ‰и ек ти‚ или ком мен т‡ и е‚,

ко то ые об ‡ б‡ ты ‚‡ ют сfl спе ци ‡ль ным пе по цес со ом ‰о н‡ ч‡ л‡ ком -

пи лfl ции по „‡м мы. Пи этом ис хо‰ ный опе ‡ то ный текст по „‡м -

мы ос т‡ ет сfl не из мен ным, и по не му ‚ слу ч‡е от сут ст ‚иfl пе по цес со -

‡ ком пи лfl то по ст о ит ис хо‰ ный по сле ‰о ‚‡ тель ный по „‡мм ный

ко‰. Пе по цес со же, бу ‰у чи пи ме нен ным, з‡ ме нfl ет ‰и ек ти ‚ы п‡ -

‡л ле лиз м‡ н‡ не ко то ый ‰о пол ни тель ный по „‡мм ный ко‰ (к‡к п‡ -

‚и ло, ‚ ‚и ‰е об ‡ ще ний к по це ‰у ‡м к‡ кой-ли бо п‡ ‡л лель ной биб -

ли о те ки). 

Р‡с смо т ен ный ‚ы ше по‰ хо‰ fl‚ лfl ет сfl ос но ‚ой тех но ло „ии OpenMP

(см., н‡ пи ме, [27]), н‡ и бо лее ши о ко пи ме нfl е мой ‚ н‡ сто fl щее ‚е мfl

‰лfl о „‡ ни з‡ ции п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний н‡ мно „о по цес со ных си с -

те м‡х с об щей п‡ мfl тью. В ‡м к‡х ‰‡н ной тех но ло „ии ‰и ек ти ‚ы п‡ ‡л -

ле лиз м‡ ис поль зу ют сfl ‰лfl ‚ы ‰е ле ниfl ‚ по „‡м ме п‡ ‡л лель ных об л‡ с -

тей (parallel regions), ‚ ко то ых по сле ‰о ‚‡ тель ный ис пол нfl е мый ко‰ мо -

жет быть ‡з ‰е лен н‡ не сколь ко ‡з ‰ель ных ко м‡н‰ ных по то ко‚

(threads). Д‡ лее эти по то ки мо „ут ис пол нflть сfl н‡ ‡з ных по цес со ‡х

‚ы чис ли тель ной си с те мы. В е зуль т‡ те т‡ ко „о по‰ хо ‰‡ по „‡м м‡ пе‰ -

ст‡‚ лfl ет сfl ‚ ‚и ‰е н‡ бо ‡ по сле ‰о ‚‡ тель ных (о‰ но по то ко ‚ых) и п‡ ‡л -

лель ных (мно „о по то ко ‚ых) уч‡ ст ко‚ по „‡мм но „о ко ‰‡ (см. ис. 11.3).

По ‰об ный пин цип о „‡ ни з‡ ции п‡ ‡л ле лиз м‡ по лу чил н‡ и ме но ‚‡ ние

«‚и лоч но „о» (fork-join) или пуль си у ю ще „о п‡ ‡л ле лиз м‡. Бо лее пол н‡fl ин -

фо м‡ циfl по тех но ло „ии OpenMP мо жет быть по лу че н‡ ‚ ли те ‡ ту е

(см., н‡ пи ме, [27, 66]) или ‚ ин фо м‡ ци он ных е су с‡х се ти Ин те нет.

В ‰‡н ной лек ции ‚оз мож но с ти OpenMP бу ‰ут из л‡ „‡ть сfl ‚ объ е ме, не об -

хо ‰и мом ‰лfl ‰е мон ст ‡ ции ‚оз мож ных спо со бо‚ ‡з ‡ бот ки п‡ ‡л лель -

ных по „‡мм ‰лfl ‡с см‡ т и ‚‡ е мо „о учеб но „о пи ме ‡ е ше ниfl з‡ ‰‡ чи

Ди их ле. 
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11.2.2. По бле м‡ син хо ни з‡ ции п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний

Пе ‚ый ‚‡ и ‡нт п‡ ‡л лель но „о ‡л „о ит м‡ ‰лfl ме то ‰‡ се ток мо жет

быть по лу чен, ес ли ‡з е шить по из ‚оль ный по fl ‰ок пе е сче т‡ зн‡ че -

ний uij. По „‡м м‡ ‰лfl ‰‡н но „о спо со б‡ ‚ы чис ле ний мо жет быть пе‰ -

ст‡‚ ле н‡ ‚ сле ‰у ю щем ‚и ‰е:

Ал „о итм 11.2. Пе ‚ый ‚‡ и ‡нт п‡ ‡л лель но „о ‡л „о ит м‡ Г‡ ус с‡ –

Зей ‰е лfl

// Ал „о итм 11.2

omp_lock_t dmax_lock;

omp_¥n¥t_lock (dmax_lock);

do {

dmax = 0; // м‡к си м‡ль ное из ме не ние зн‡ че ний u

#pragma omp parallel for shared(u,N,dmax) pr¥vate(¥,temp,d)

for ( ¥=1; ¥<N+1; ¥++ ) {

#pragma omp parallel for shared(u,N,dmax) pr¥vate(j,temp,d)

for ( j=1; j<N+1; j++ ) {

temp = u[¥][j];

u[¥][j] = 0.25*(u[¥-1][j]+u[¥+1][j]+

u[¥][j-1]+u[¥][j+1]–h*h*f[¥][j]);

d = fabs(temp-u[¥][j])

omp_set_lock(dmax_lock);

¥f ( dmax < d ) dmax = d;

omp_unset_lock(dmax_lock);

} // ко нец ‚ло жен ной п‡ ‡л лель ной об л‡ с ти

} // ко нец ‚неш ней п‡ ‡л лель ной об л‡ с ти

} wh¥le ( dmax > eps );

Сле ‰у ет от ме тить, что по „‡м м‡ по лу че н‡ из ис хо‰ но „о по сле ‰о ‚‡ -

тель но „о ко ‰‡ пу тем ‰о б‡‚ ле ниfl ‰и ек ти‚ и опе ‡ то о‚ об ‡ ще ниfl к

функ ци flм биб ли о те ки OpenMP (эти ‰о пол ни тель ные сто ки ‚ по „‡м -

ме ‚ы ‰е ле ны тем ным шиф том).

Рис. 11.3. П‡ ‡л лель ные об л‡ с ти, со з‰‡ ‚‡ е мые ‰и ек ти ‚‡ ми

OpenMP
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К‡к сле ‰у ет из тек с т‡ по „‡м мы, п‡ ‡л лель ные об л‡ с ти ‚ ‰‡н ном

пи ме е з‡ ‰‡ ют сfl ‰и ек ти ‚ой parallel for, fl‚ лfl ют сfl ‚ло жен ны ми и ‚клю -

ч‡ ют ‚ с‚ой со ст‡‚ опе ‡ то ы цик л‡ for. Ком пи лfl то, по‰ ‰е жи ‚‡ ю щий

тех но ло „ию OpenMP, ‡з ‰е лfl ет ‚ы пол не ние ите ‡ ций цик л‡ меж ‰у не -

сколь ки ми по то к‡ ми по „‡м мы, ко ли че ст ‚о ко то ых обыч но со‚ п‡ ‰‡ ет

с чис лом по цес со о‚ ‚ ‚ы чис ли тель ной си с те ме. П‡ ‡ ме т ы ‰и ек ти ‚ы

shared и pr¥vate оп е ‰е лfl ют ‰о ступ ность ‰‡н ных ‚ по то к‡х по „‡м мы –

пе е мен ные, опи с‡н ные к‡к shared, fl‚ лfl ют сfl об щи ми ‰лfl по то ко‚, ‰лfl

пе е мен ных с опи с‡ ни ем pr¥vate со з‰‡ ют сfl от ‰ель ные ко пии ‰лfl к‡ж ‰о -

„о по то к‡, ко то ые мо „ут ис поль зо ‚‡ть сfl ‚ по то к‡х не з‡ ‚и си мо ‰у„ от

‰у „‡.

Н‡ ли чие об щих ‰‡н ных обес пе чи ‚‡ ет ‚оз мож ность ‚з‡ и мо ‰ей ст ‚иfl

по то ко‚. В этом пл‡ не ‡з ‰е лfl е мые пе е мен ные мо „ут ‡с см‡ т и ‚‡ть сfl

к‡к об щие е су сы по то ко‚, и, к‡к е зуль т‡т, их пи ме не ние ‰олж но ‚ы -

пол нflть сfl с со блю ‰е ни ем п‡ ‚ил ‚з‡ и мо ис клю че ниfl (из ме не ние к‡ ким-

ли бо по то ком зн‡ че ний об щих пе е мен ных ‰олж но пи ‚о ‰ить к бло ки -

о‚ ке ‰о сту п‡ к мо ‰и фи ци у е мым ‰‡н ным ‰лfl ‚сех ос т‡ль ных по то ко‚).

В ‰‡н ном пи ме е т‡ ким ‡з ‰е лfl е мым е су сом fl‚ лfl ет сfl ‚е ли чи н‡ dmax,

‰о ступ по то ко‚ к ко то ой е „у ли у ет сfl спе ци ‡ль ной слу жеб ной пе е мен -

ной (з‡мком) dmax_lock и функ ци fl ми omp_set_lock (‡з е ше ние или бло -

ки о‚ к‡ ‰о сту п‡) и omp_unset_lock (снfl тие з‡ пе т‡ н‡ ‰о ступ). По ‰об н‡fl

о „‡ ни з‡ циfl по „‡м мы „‡ ‡н ти у ет е‰ин ст ‚ен ность ‰о сту п‡ по то ко‚

‰лfl из ме не ниfl ‡з ‰е лfl е мых ‰‡н ных. Уч‡ ст ки по „‡мм но „о ко ‰‡ (бло ки

меж ‰у об ‡ ще ни fl ми к функ ци flм omp_set_lock и omp_unset_lock), ‰лfl ко -

то ых обес пе чи ‚‡ ет сfl ‚з‡ и мо ис клю че ние, обыч но име ну ют сfl ки ти че с -

ки ми сек ци fl ми. 

Ре зуль т‡ ты ‚ы чис ли тель ных экс пе и мен то‚ пи ‚е ‰е ны ‚ т‡бл. 11.1

(з‰есь и ‰‡ лее ‰лfl п‡ ‡л лель ных по „‡мм, ‡з ‡ бо т‡н ных с ис поль зо ‚‡ ни -

ем тех но ло „ии OpenMP, ис поль зо ‚‡л сfl че ты ех по цес со ный се ‚е  кл‡ -

с те ‡ Ни же „о о‰ ско „о уни ‚е си те т‡ с по цес со ‡ ми Pentium III, 700 MHz,

512 RAM).

Оце ним по лу чен ный е зуль т‡т. Р‡з ‡ бо т‡н ный п‡ ‡л лель ный ‡л -

„о итм fl‚ лfl ет сfl ко ект ным, т.е. обес пе чи ‚‡ ю щим е ше ние по ст‡‚ -

лен ной з‡ ‰‡ чи. Ис поль зо ‚‡н ный пи ‡з ‡ бот ке по‰ хо‰ обес пе чи ‚‡ ет

‰о сти же ние п‡к ти че с ки м‡к си м‡ль но ‚оз мож но „о п‡ ‡л ле лиз м‡ –

‰лfl ‚ы пол не ниfl по „‡м мы мо жет быть з‡ ‰ей ст ‚о ‚‡ но ‚плоть ‰о N2

по цес со о‚. Тем не ме нее е зуль т‡т не мо жет быть пи зн‡н у‰о‚ ле -

т‚о и тель ным: по „‡м м‡ бу ‰ет ‡ бо т‡ть ме‰ лен но и ‚место ус ко е -

ниfl мы получим з‡ме‰ление ‚ы чис ле ний. Ос но‚ н‡fl пи чи н‡ т‡ ко „о

по ло же ниfl ‰ел – чез ме но ‚ы со к‡fl син хо ни з‡ циfl п‡ ‡л лель ных уч‡ -

ст ко‚ по „‡м мы. В н‡ шем пи ме е к‡ж ‰ый п‡ ‡л лель ный по ток по -
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сле ус е‰ не ниfl зн‡ че ний uij ‰ол жен по ‚е ить (и ‚оз мож но, из ме нить)

зн‡ че ние ‚е ли чи ны dmax. Р‡з е ше ние н‡ ис поль зо ‚‡ ние пе е мен ной

мо жет по лу чить толь ко о‰ин по ток – ‚се ос т‡ль ные по то ки ‰олж ны

быть бло ки о ‚‡ ны. По сле ос ‚о бож ‰е ниfl об щей пе е мен ной уп ‡‚ ле -

ние мо жет по лу чить сле ‰у ю щий по ток и т.‰. В е зуль т‡ те не об хо ‰и мо -

с ти син хо ни з‡ ции ‰о сту п‡ мно „о по то ко ‚‡fl п‡ ‡л лель н‡fl по „‡м м‡

пе ‚‡ щ‡ ет сfl ф‡к ти че с ки ‚ по сле ‰о ‚‡ тель но ‚ы пол нfl е мый ко‰, пи -

чем ме нее эф фек ти‚ ный, чем ис хо‰ ный по сле ‰о ‚‡ тель ный ‚‡ и ‡нт,

т.к. о „‡ ни з‡ циfl син хо ни з‡ ции пи ‚о ‰ит к ‰о пол ни тель ным ‚ы чис -

ли тель ным з‡ т‡ т‡м – см. ис. 11.4. Сле ‰у ет об ‡ тить ‚ни м‡ ние, что,

не смо т fl н‡ и‰е ‡ль ное ‡с пе ‰е ле ние ‚ы чис ли тель ной н‡ „уз ки меж -

‰у по цес со ‡ ми, ‰лfl пи ‚е ‰ен но „о н‡ ис. 11.4 со от но ше ниfl п‡ ‡л -

лель ных и по сле ‰о ‚‡ тель ных ‚ы чис ле ний, ‚ к‡ж ‰ый те ку щий мо мент

‚е ме ни (по сле мо мен т‡ пе ‚ой син хо ни з‡ ции) толь ко не бо лее ‰‚ух

по цес со о‚ о‰ но ‚е мен но ‚ы пол нfl ют ‰ей ст ‚иfl, с‚fl з‡н ные с е ше -

ни ем з‡ ‰‡ чи. По ‰об ный эф фект ‚ы ож ‰е ниfl п‡ ‡л ле лиз м‡ из-з‡ ин -

тен си‚ ной син хо ни з‡ ции п‡ ‡л лель ных уч‡ ст ко‚ по „‡м мы обыч но

име ну ет сfl се и ‡ ли з‡ ци ей (serialization).
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Т‡б ли ц‡ 11.1. Ре зуль т‡ ты ‚ы чис ли тель ных экс пе и мен то‚ 

‰лfl п‡ ‡л лель ных ‚‡ и ‡н то‚ ‡л „о ит м‡ Г‡ ус с‡ – Зей ‰е лfl (p=4)

По сле ‰о ‚‡ тель ный

П‡ ‡л лель ный П‡ ‡л лель ныйме то‰ Г‡ ус с‡ –

‡л „о итм 11.2 ‡л „о итм 11.3Р‡зме Зей ‰е лfl 

сет ки (‡л „о итм 11.1)

k t k t S k t S

100 210 0,06 210 1,97 0,03 210 0,03 2,03

200 273 0,34 273 11,22 0,03 273 0,14 2,43

300 305 0,88 305 29,09 0,03 305 0,36 2,43

400 318 3,78 318 54,20 0,07 318 0,64 5,90

500 343 6,00 343 85,84 0,07 343 1,06 5,64

600 336 8,81 336 126,38 0,07 336 1,50 5,88

700 344 12,11 344 178,30 0,07 344 2,42 5,00

800 343 16,41 343 234,70 0,07 343 8,08 2,03

900 358 20,61 358 295,03 0,07 358 11,03 1,87

1000 351 25,59 351 366,16 0,07 351 13,69 1,87

2000 367 106,75 367 1585,84 0,07 367 56,63 1,89

3000 370 243,00 370 3598,53 0,07 370 128,66 1,89

(k – ко ли че ст ‚о ите ‡ ций, t – ‚е мfl (сек), S – ус ко е ние)



Рис. 11.4. Пи ме ‚оз мож ной схе мы ‚ы пол не ниfl п‡ ‡л лель ных 

по то ко‚ пи н‡ ли чии син хо ни з‡ ции (‚з‡ и мо ис клю че ниfl)

К‡к по к‡ зы ‚‡ ют ‚ы пол нен ные ‡с суж ‰е ниfl, путь ‰лfl ‰о сти же ниfl

эф фек ти‚ но с ти п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний ле жит ‚ умень ше нии не об хо -

‰и мых мо мен то‚ син хо ни з‡ ции п‡ ‡л лель ных уч‡ ст ко‚ по „‡м мы. Т‡к,

‚ н‡ шем пи ме е мы мо жем о„ ‡ ни чить сfl ‡с п‡ ‡л ле ли ‚‡ ни ем толь ко

о‰ но „о ‚неш не „о цик л‡ for. Ко ме то „о, ‰лfl сни же ниfl ко ли че ст ‚‡ ‚оз -

мож ных бло ки о ‚ок пи ме ним ‰лfl оцен ки м‡к си м‡ль ной по „еш но с ти

мно „о уо‚ не ‚ую схе му ‡с че т‡: пусть п‡ ‡л лель но ‚ы пол нfl е мый по ток

пе ‚о н‡ ч‡ль но фо ми у ет ло к‡ль ную оцен ку по „еш но с ти dm толь ко ‰лfl

с‚о их об ‡ б‡ ты ‚‡ е мых ‰‡н ных (о‰ ной или не сколь ких сток сет ки), з‡ тем

пи з‡ ‚е ше нии ‚ы чис ле ний по ток с‡‚ ни ‚‡ ет с‚ою оцен ку dm с об щей

оцен кой по „еш но с ти dmax. 

Но ‚ый ‚‡ и ‡нт по „‡м мы е ше ниfl з‡ ‰‡ чи Ди их ле име ет ‚и‰:

Ал „о итм 11.3. Вто ой ‚‡ и ‡нт п‡ ‡л лель но „о ‡л „о ит м‡ Г‡ ус с‡ –

Зей ‰е лfl 

// Ал „о итм 11.3

omp_lock_t dmax_lock;

omp_¥n¥t_lock(dmax_lock);

do {

dmax = 0; // м‡к си м‡ль ное из ме не ние зн‡ че ний u

#pragma omp parallel for shared(u,N,dmax) pr¥vate(¥,temp,d,dm)
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for ( ¥=1; ¥<N+1; ¥++ ) {

dm = 0;

for ( j=1; j<N+1; j++ ) {

temp = u[¥][j];

u[¥][j] = 0.25*(u[¥-1][j]+u[¥+1][j]+

u[¥][j-1]+u[¥][j+1]–h*h*f[¥][j]);

d = fabs(temp-u[¥][j])

¥f ( dm < d ) dm = d;

}

omp_set_lock(dmax_lock);

¥f ( dmax < dm ) dmax = dm;

omp_unset_lock(dmax_lock);

} 

} // ко нец п‡ ‡л лель ной об л‡ с ти

} wh¥le ( dmax > eps );

К‡к е зуль т‡т ‚ы пол нен но „о из ме не ниfl схе мы ‚ы чис ле ний, ко ли че -

ст ‚о об ‡ ще ний к об щей пе е мен ной dmax умень ш‡ ет сfl с N2 ‰о N ‡з, что

‰олж но пи ‚о ‰ить к су ще ст ‚ен но му сни же нию з‡ т‡т н‡ син хо ни з‡ цию

по то ко‚ и умень ше нию по fl‚ ле ниfl эф фек т‡ се и ‡ ли з‡ ции ‚ы чис ле ний.

Ре зуль т‡ ты экс пе и мен то‚ с ‰‡н ным ‚‡ и ‡н том п‡ ‡л лель но „о ‡л „о ит -

м‡, пи ‚е ‰ен ные ‚ т‡бл. 11.1, по к‡ зы ‚‡ ют су ще ст ‚ен ное из ме не ние си ту -

‡ ции – ус ко е ние ‚ fl ‰е экс пе и мен то‚ ок‡ зы ‚‡ ет сfl ‰‡ же боль шим, чем

ис поль зу е мое ко ли че ст ‚о по цес со о‚ (т‡ кой эф фект с‚ех ли ней но „о ус -

ко е ниfl ‰о сти „‡ ет сfl з‡ счет н‡ ли чиfl у к‡ж ‰о „о из по цес со о‚ ‚ы чис ли -

тель но „о се ‚е ‡ с‚о ей бы с т ой кэш-п‡ мfl ти). Сле ‰у ет т‡к же об ‡ тить

‚ни м‡ ние, что улуч ше ние по к‡ з‡ те лей п‡ ‡л лель но „о ‡л „о ит м‡ ‰о сти„ -

ну то пи сни же нии м‡к си м‡ль но ‚оз мож но „о п‡ ‡л ле лиз м‡ (‰лfl ‚ы пол -

не ниfl по „‡м мы мо жет ис поль зо ‚‡ть сfl не бо лее N по цес со о‚).

11.2.3. Воз мож ность не о‰ но зн‡ч но с ти ‚ы чис ле ний 

‚ п‡ ‡л лель ных по „‡м м‡х

По сле‰ ний ‡с смо т ен ный ‚‡ и ‡нт о „‡ ни з‡ ции п‡ ‡л лель ных ‚ы -

чис ле ний ‰лfl ме то ‰‡ се ток обес пе чи ‚‡ ет п‡к ти че с ки м‡к си м‡ль но ‚оз -

мож ное ус ко е ние ‚ы пол нfl е мых ‡с че то‚ – т‡к, ‚ экс пе и мен т‡х ‰‡н ное

ус ко е ние ‰о сти „‡ ло ‚е ли чи ны 5,9 пи ис поль зо ‚‡ нии че ты ех по цес -

со но „о ‚ы чис ли тель но „о се ‚е ‡. Вме с те с этим не об хо ‰и мо от ме тить,

что ‡з ‡ бо т‡н н‡fl ‚ы чис ли тель н‡fl схе м‡ ‡с че то‚ име ет ‚‡ж ную пин -

ци пи ‡ль ную осо бен ность: по ож ‰‡ е м‡fl пи ‚ы чис ле ни flх по сле ‰о ‚‡ тель -

ность об ‡ бот ки ‰‡н ных мо жет ‡з ли ч‡ть сfl пи ‡з ных з‡ пу с к‡х по -

„‡м мы ‰‡ же пи о‰ них и тех же ис хо‰ ных п‡ ‡ ме т ‡х е ш‡ е мой з‡ ‰‡ чи.
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Д‡н ный эф фект мо жет по fl‚ лflть сfl ‚ си лу из ме не ниfl к‡ ких-ли бо ус ло -

‚ий ‚ы пол не ниfl по „‡м мы (‚ы чис ли тель ной н‡ „уз ки, ‡л „о ит мо‚ син -

хо ни з‡ ции по то ко‚ и т.п.), что мо жет по ‚ли flть н‡ ‚е мен ные со от но ше -

ниfl меж ‰у по то к‡ ми (см. ис. 11.5). Вз‡ и мо ‡ с по ло же ние по то ко‚ по об -

л‡ с ти ‡с че то‚ мо жет быть ‡з лич ным: о‰ ни по то ки мо „ут опе е ж‡ть ‰у -

„ие и, н‡обоот, ч‡сть по то ко‚ мо „ут от ст‡ ‚‡ть (пи этом х‡ ‡к те ‚з‡ и -

мо ‡ с по ло же ниfl мо жет ме нflть сfl ‚ хо ‰е ‚ы чис ле ний). По ‰об ное по ‚е ‰е -

ние п‡ ‡л лель ных уч‡ ст ко‚ по „‡м мы обыч но име ну ет сfl со стfl з‡ ни ем

по то ко‚ (race condition) и от ‡ ж‡ ет ‚‡ж ный пин цип п‡ ‡л лель но „о по -

„‡м ми о ‚‡ ниfl – ‚е мен н‡fl ‰и н‡ ми к‡ ‚ы пол не ниfl п‡ ‡л лель ных по то -

ко‚ не ‰олж н‡ учи ты ‚‡ть сfl пи ‡з ‡ бот ке п‡ ‡л лель ных ‡л „о ит мо‚ и

по „‡мм. 

Рис. 11.5. Воз мож ные ‡з лич ные ‚‡ и ‡н ты ‚з‡ и мо ‡ с по ло же ниfl

п‡ ‡л лель ных по то ко‚ (со стfl з‡ ние по то ко‚)

В ‡с см‡ т и ‚‡ е мом пи ме е пи ‚ы чис ле нии но ‚о „о зн‡ че ниfl uij ‚

з‡ ‚и си мо с ти от ус ло ‚ий ‚ы пол не ниfl мо „ут ис поль зо ‚‡ть сfl ‡з ные (от

пе ‰ы ‰у щей или те ку щей ите ‡ ций) оцен ки со се‰ них зн‡ че ний по ‚е ти -
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к‡ ли. Тем с‡ мым, ко ли че ст ‚о ите ‡ ций ме то ‰‡ ‰о ‚ы пол не ниfl ус ло ‚иfl

ос т‡ но‚ ки и, с‡ мое „л‡‚ ное, ко неч ное е ше ние з‡ ‰‡ чи мо „ут ‡з ли ч‡ть сfl

пи по ‚то ных з‡ пу с к‡х по „‡м мы. По лу ч‡ е мые оцен ки ‚е ли чин uij. бу -

‰ут со от ‚ет ст ‚о ‚‡ть точ но му е ше нию з‡ ‰‡ чи ‚ пе ‰е л‡х з‡ ‰‡ ‚‡ е мой точ -

но с ти, но, тем не ме нее, мо „ут быть ‡з лич ны ми. Пи ме не ние ‚ы чис ле -

ний т‡ ко „о ти п‡ ‰лfl се точ ных ‡л „о ит мо‚ по лу чи ло н‡ и ме но ‚‡ ние ме то -

‰‡ х‡ о ти че с кой е л‡к с‡ ции (chaotic relaxation).

11.2.4. По бле м‡ ‚з‡ и мо бло ки о‚ ки

Воз мож ный по‰ хо‰ ‰лfl по лу че ниfl о‰ но зн‡ч ных е зуль т‡ то‚ (ухо‰ от

со стfl з‡ ниfl по то ко‚) мо жет со сто flть ‚ о„ ‡ ни че нии ‰о сту п‡ к уз л‡м сет -

ки, ко то ые об ‡ б‡ ты ‚‡ ют сfl ‚ п‡ ‡л лель ных по то к‡х по „‡м мы. Длfl

это „о мож но ‚‚е с ти н‡ бо з‡мко‚ row_lock[N], ко то ый поз ‚о лит по то к‡м

з‡ кы ‚‡ть ‰о ступ к «с‚о им» сто к‡м сет ки.

// по ток об ‡ б‡ ты ‚‡ ет ¥ сто ку сет ки

omp_set_lock(row_lock[¥]);

omp_set_lock(row_lock[¥+1]);

omp_set_lock(row_lock[¥-1]);

// об ‡ бот к‡ ¥ сто ки сет ки

omp_unset_lock(row_lock[¥]);

omp_unset_lock(row_lock[¥+1]);

omp_unset_lock(row_lock[¥-1]);

З‡ кы‚ ‰о ступ к с‚о им ‰‡н ным, п‡ ‡л лель ный по ток уже не бу ‰ет

з‡ ‚и сеть от ‰и н‡ ми ки ‚ы пол не ниfl ‰у „их п‡ ‡л лель ных уч‡ ст ко‚ по -

„‡м мы. Ре зуль т‡т ‚ы чис ле ний по то к‡ о‰ но зн‡ч но оп е ‰е лfl ет сfl зн‡ че -

ни fl ми ‰‡н ных ‚ мо мент н‡ ч‡ л‡ ‡с че то‚.

Д‡н ный по‰ хо‰ поз ‚о лfl ет по ‰е мон ст и о ‚‡ть еще о‰ ну по бле му,

ко то ‡fl мо жет ‚оз ни к‡ть ‚ хо ‰е п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний. Эт‡ по бле м‡

со сто ит ‚ том, что пи о „‡ ни з‡ ции ‰о сту п‡ к мно же ст ‚ен ным об щим пе -

е мен ным мо жет поfl‚лflтьсfl кон фликт меж ‰у п‡ ‡л лель ны ми по то к‡ ми

и этот кон фликт не мо жет быть ‡з е шен ус пеш но. Т‡к, ‚ пи ‚е ‰ен ном

ф‡„ мен те по „‡мм но „о ко ‰‡ пи об ‡ бот ке по то к‡ ми ‰‚ух по сле ‰о ‚‡ -

тель ных сток (н‡ пи ме, сток 1 и 2) мо жет сло жить сfl си ту ‡ циfl, ко„ ‰‡

по то ки бло ки у ют сн‡ ч‡ л‡ сто ки 1 и 2 и толь ко з‡ тем пе е хо ‰flт к бло ки -

о‚ ке ос т‡‚ ших сfl сток (см. ис. 11.6). В этом слу ч‡е ‰о ступ к не об хо ‰и -

мым сто к‡м не мо жет быть обес пе чен ни ‰лfl о‰ но „о по то к‡ – ‚оз ни к‡ ет

не ‡з е ши м‡fl си ту ‡ циfl, обыч но име ну е м‡fl ту пи ком. К‡к мож но по к‡ -

з‡ть, не об хо ‰и мым ус ло ‚и ем ту пи к‡ fl‚ лfl ет сfl н‡ ли чие цик л‡ ‚ „‡ фе ‡с -

пе ‰е ле ниfl и з‡ по со‚ е су со‚. В ‡с см‡ т и ‚‡ е мом пи ме е ухо‰ от
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цик л‡ мо жет со сто flть ‚ сто „о по сле ‰о ‚‡ тель ной схе ме бло ки о‚ ки сток

по то к‡. 

// по ток об ‡ б‡ ты ‚‡ ет ¥ сто ку сет ки

omp_set_lock(row_lock[¥+1]);

omp_set_lock(row_lock[¥]);

omp_set_lock(row_lock[¥-1]);

// <об ‡ бот к‡ ¥ сто ки сет ки>

omp_unset_lock(row_lock[¥+1]);

omp_unset_lock(row_lock[¥]);

omp_unset_lock(row_lock[¥-1]);

(сле ‰у ет от ме тить, что и эт‡ схе м‡ бло ки о‚ ки сток мо жет ок‡ з‡ть сfl ту -

пи ко ‚ой, ес ли ‡с см‡ т и ‚‡ть мо ‰и фи ци о ‚‡н ную з‡ ‰‡ чу Ди их ле, ‚ ко -

то ой „о и зон т‡ль ные „‡ ни цы fl‚ лfl ют сfl «скле ен ны ми»).

Рис. 11.6. Си ту ‡ циfl ту пи к‡ пи ‰о сту пе к сто к‡м сет ки (по ток 1

‚л‡ ‰е ет сто кой 1 и з‡ п‡ ши ‚‡ ет сто ку 2, по ток 2 ‚л‡ ‰е ет сто кой

2 и з‡ п‡ ши ‚‡ ет сто ку 1)

11.2.5. Ис клю че ние не о‰ но зн‡ч но с ти ‚ы чис ле ний

По‰ хо‰, ‡с смо т ен ный ‚ п. 11.2.4, умень ш‡ ет эф фект со стfl з‡ ниfl

по то ко‚, но не „‡ ‡н ти у ет е‰ин ст ‚ен но с ти е ше ниfl пи по ‚то е нии ‚ы -

чис ле ний. Длfl ‰о сти же ниfl о‰ но зн‡ч но с ти не об хо ‰и мо ис поль зо ‚‡ ние

‰о пол ни тель ных ‚ы чис ли тель ных схем.

Воз мож ный и ши о ко пи ме нfl е мый ‚ п‡к ти ке ‡с че то‚ спо соб со -

сто ит ‚ ‡з ‰е ле нии ме с т‡ х‡ не ниfl е зуль т‡ то‚ ‚ы чис ле ний н‡ пе ‰ы ‰у -

щей и те ку щей ите ‡ ци flх ме то ‰‡ се ток. Схе м‡ т‡ ко „о по‰ хо ‰‡ мо жет быть

пе‰ ст‡‚ ле н‡ ‚ сле ‰у ю щем об щем ‚и ‰е:
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Ал „о итм 11.4. П‡ ‡л лель н‡fl е ‡ ли з‡ циfl се точ но „о ме то ‰‡ Г‡ ус с‡ –

Яко би

// Ал „о итм 11.4

omp_lock_t dmax_lock;

omp_¥n¥t_lock(dmax_lock);

do {

dmax = 0; // м‡к си м‡ль ное из ме не ние зн‡ че ний u

#pragma omp parallel for shared(u,un,N,dmax) pr¥vate(¥,temp,d,dm)

for ( ¥=1; ¥<N+1; ¥++ ) {

dm = 0;

for ( j=1; j<N+1; j++ ) {

temp = u[¥][j];

un[¥][j] = 0.25*(u[¥-1][j]+u[¥+1][j]+

u[¥][j-1]+u[¥][j+1]–h*h*f[¥][j]);

d = fabs(temp-un[¥][j])

¥f ( dm < d ) dm = d;

}

omp_set_lock(dmax_lock);

¥f ( dmax < dm ) dmax = dm;

omp_unset_lock(dmax_lock);

} 

} // ко нец п‡ ‡л лель ной об л‡ с ти

for ( ¥=1; ¥<N+1; ¥++ ) // об но‚ ле ние ‰‡н ных

for ( j=1; j<N+1; j++ ) 

u[¥][j] = un[¥][j];

} wh¥le ( dmax > eps );

К‡к сле ‰у ет из пи ‚е ‰ен но „о ‡л „о ит м‡, е зуль т‡ ты пе ‰ы ‰у щей

ите ‡ ции з‡ по ми н‡ ют сfl ‚ м‡с си ‚е u, но ‚ые ‚ы чис ле ниfl зн‡ че ниfl з‡ по -

ми н‡ ют сfl ‚ ‰о пол ни тель ном м‡с си ‚е un. К‡к е зуль т‡т, не з‡ ‚и си мо от

по fl‰ к‡ ‚ы пол не ниfl ‚ы чис ле ний ‰лfl по ‚е ‰е ниfl ‡с че то‚ ‚се „‰‡ ис -

поль зу ют сfl зн‡ че ниfl ‚е ли чин uij от пе ‰ы ‰у щей ите ‡ ции ме то ‰‡. Т‡ к‡fl

схе м‡ е ‡ ли з‡ ции се точ ных ‡л „о ит мо‚ обыч но име ну ет сfl ме то ‰ом Г‡ -

ус с‡ – Яко би. Этот ме то‰ „‡ ‡н ти у ет о‰ но зн‡ч ность е зуль т‡ то‚ не з‡ -

‚и си мо от спо со б‡ ‡с п‡ ‡л ле ли ‚‡ ниfl, но те бу ет ис поль зо ‚‡ ниfl боль -

шо „о ‰о пол ни тель но „о объ е м‡ п‡ мfl ти и об л‡ ‰‡ ет мень шей (по с‡‚ не -

нию с ‡л „о ит мом Г‡ ус с‡ – Зей ‰е лfl) ско о стью схо ‰и мо с ти. Ре зуль т‡ ты

‡с че то‚ с по сле ‰о ‚‡ тель ным и п‡ ‡л лель ным ‚‡ и ‡н т‡ ми ме то ‰‡ пи -

‚е ‰е ны ‚ т‡бл. 11.2.
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Т‡б ли ц‡ 11.2. Ре зуль т‡ ты ‚ы чис ли тель ных экс пе и мен то‚ ‰лfl ‡л „о -

ит м‡ Г‡ ус с‡ – Яко би (p=4)

Р‡з- По сле ‰о ‚‡ тельный П‡ ‡л лель ный ме то‰ (11.4),

ме ме то‰ Г‡ ус с‡ – Яко би ‡з ‡ бо т‡н ный по ‡н‡ ло „ии

сет ки с ‡л „о ит мом 11.3

k t k t S

100 5257 1,39 5257 0,73 1,90

200 23067 23,84 23067 11,00 2,17

300 26961 226,23 26961 29,00 7,80

400 34377 562,94 34377 66,25 8,50

500 56941 1330,39 56941 191,95 6,93

600 114342 3815,36 114342 2247,95 1,70

700 64433 2927,88 64433 1699,19 1,72

800 87099 5467,64 87099 2751,73 1,99

900 286188 22759,36 286188 11776,09 1,93

1000 152657 14258,38 152657 7397,60 1,93

2000 337809 134140,64 337809 70312,45 1,91

3000 655210 247726,69 655210 129752,13 1,91

(k – ко ли че ст ‚о ите ‡ ций, t – ‚е мfl (сек), S – ус ко е ние)
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Иной ‚оз мож ный по‰ хо‰ ‰лfl ус т ‡ не ниfl ‚з‡ и мо з‡ ‚и си мо с ти п‡ ‡л -

лель ных по то ко‚ со сто ит ‚ пи ме не нии схе мы че е ‰о ‚‡ ниfl об ‡ бот ки чет -

ных и не чет ных сток (red/black row alternation scheme), ко„ ‰‡ ‚ы пол не ние

ите ‡ ции ме то ‰‡ се ток по‰ ‡з ‰е лfl ет сfl н‡ ‰‚‡ по сле ‰о ‚‡ тель ных эт‡ п‡, н‡

пе ‚ом из ко то ых об ‡ б‡ ты ‚‡ ют сfl сто ки толь ко с чет ны ми но ме ‡ ми,

‡ з‡ тем н‡ ‚то ом эт‡ пе — сто ки с не чет ны ми но ме ‡ ми (см. ис. 11.7).

Д‡н н‡fl схе м‡ мо жет быть обоб ще н‡ н‡ пи ме не ние о‰ но ‚е мен но и к

сто к‡м, и к столб ц‡м (ш‡х м‡т ное ‡з би е ние) об л‡ с ти ‡с че то‚.

Р‡с смо т ен н‡fl схе м‡ че е ‰о ‚‡ ниfl сток не те бу ет, по с‡‚ не нию с

ме то ‰ом Яко би, к‡ кой-ли бо ‰о пол ни тель ной п‡ мfl ти и обес пе чи ‚‡ ет о‰ -

но зн‡ч ность е ше ниfl пи мно „о к‡т ных з‡ пу с к‡х по „‡м мы. Но сле ‰у -

ет з‡ ме тить, что об‡ ‡с смо т ен ных ‚ ‰‡н ном пунк те по‰ хо ‰‡ мо „ут по лу -

ч‡ть е зуль т‡ ты, ко то ые не со‚ п‡ ‰ут с е ше ни ем з‡ ‰‡ чи Ди их ле, н‡й -

‰ен ным пи по мо щи по сле ‰о ‚‡ тель но „о ‡л „о ит м‡. Ко ме то „о, эти ‚ы -

чис ли тель ные схе мы име ют мень шую об л‡сть и ху‰ шую ско ость схо ‰и -

мо с ти, чем ис хо‰ ный ‚‡ и ‡нт ме то ‰‡ Г‡ ус с‡ – Зей ‰е лfl.

11.2.6. Вол но ‚ые схе мы п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний

Р‡с смо т им те пеь ‚оз мож ность по ст о е ниfl п‡ ‡л лель но „о ‡л „о -

ит м‡, ко то ый ‚ы пол нflл бы толь ко те ‚ы чис ли тель ные ‰ей ст ‚иfl, что и

по сле ‰о ‚‡ тель ный ме то‰ (мо жет быть толь ко ‚ несколько ином по fl‰ ке)

и, к‡к е зуль т‡т, обес пе чи ‚‡л бы по лу че ние точ но т‡ ких же е ше ний ис -

хо‰ ной ‚ы чис ли тель ной з‡ ‰‡ чи. К‡к уже бы ло от ме че но ‚ы ше, ‚ по сле ‰о -

‚‡ тель ном ‡л „о ит ме к‡ж ‰ое оче е‰ ное k-е пи бли же ние зн‡ че ниfl ui,j

‚ы чис лfl ет сfl по по сле‰ не му k-му пи бли же нию зн‡ че ний ui-1,j и ui,j-1 и

пе‰ по сле‰ не му (k-1)-му пи бли же нию зн‡ че ний ui+1,j и ui,j+1. Т‡ ким об -

‡ зом, пи те бо ‚‡ нии со‚ п‡ ‰е ниfl е зуль т‡ то‚ ‚ы чис ле ний по сле ‰о ‚‡ -

тель ных и п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ли тель ных схем ‚ н‡ ч‡ ле к‡ж ‰ой ите ‡ ции

ме то ‰‡ толь ко о‰ но зн‡ че ние u11 мо жет быть пе е счи т‡ но (‚оз мож но с ти

‰лfl ‡с п‡ ‡л ле ли ‚‡ ниfl нет). Но ‰‡ лее по сле пе е сче т‡ u11 ‚ы чис ле ниfl

мо „ут ‚ы пол нflть сfl уже ‚ ‰‚ух уз л‡х сет ки u12 и u21 (‚ этих уз л‡х ‚ы пол нfl -

ют сfl ус ло ‚иfl по сле ‰о ‚‡ тель ной схе мы), з‡ тем по сле пе е сче т‡ уз ло‚ u12 и

u21 — ‚ уз л‡х u13, u22 и u31 и т.‰. Обоб щ‡fl ск‡ з‡н ное, мож но у‚и ‰еть, что

‚ы пол не ние ите ‡ ции ме то ‰‡ се ток мож но ‡з бить н‡ по сле ‰о ‚‡ тель -

ность ш‡ „о‚, н‡ к‡ж ‰ом из ко то ых к ‚ы чис ле ни flм ок‡ жут сfl по‰ „о то‚ -

лен ны ми уз лы ‚спо мо „‡ тель ной ‰и ‡ „о н‡ ли сет ки с но ме ом, оп е ‰е лfl е -

мым но ме ом эт‡ п‡ – см. ис. 11.8. По лу ч‡ е м‡fl ‚ е зуль т‡ те ‚ы чис ли -

тель н‡fl схе м‡ по лу чи л‡ н‡ и ме но ‚‡ ние ‚ол ны или фон т‡ ‚ы чис ле ний, ‡

‡л „о ит мы, постоенные н‡ ее ос но ‚е, — ме то ‰о‚ ‚ол но ‚ой об ‡ бот ки

‰‡н ных (wavefront или hyperplane methods). Сле ‰у ет от ме тить, что ‚ н‡ шем

слу ч‡е ‡з ме ‚ол ны (сте пень ‚оз мож но „о п‡ ‡л ле лиз м‡) ‰и н‡ ми че с ки
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из ме нfl ет сfl ‚ хо ‰е ‚ы чис ле ний – ‚ол н‡ н‡ ‡ с т‡ ет ‰о с‚о е „о пи к‡, ‡ з‡ тем

з‡ ту х‡ ет пи пи бли же нии к п‡ ‚о му ниж не му уз лу сет ки.

Рис. 11.8. Д‚и же ние фон т‡ ‚ол ны ‚ы чис ле ний

Воз мож н‡fl схе м‡ п‡ ‡л лель но „о ме то ‰‡, ос но ‚‡н но „о н‡ эф фек те

‚ол ны ‚ы чис ле ний, мо жет быть пе‰ ст‡‚ ле н‡ ‚ сле ‰у ю щей фо ме.

Ал „о итм 11.5. П‡ ‡л лель ный ‡л „о итм, е ‡ ли зу ю щий ‚ол но ‚ую

схе му ‚ы чис ле ний

// Ал „о итм 11.5

omp_lock_t dmax_lock;

omp_¥n¥t_lock(dmax_lock);

do {

dmax = 0; // м‡к си м‡ль ное из ме не ние зн‡ че ний u

// н‡ ‡ с т‡ ние ‚ол ны (nx – ‡з ме ‚ол ны)

for ( nx=1; nx<N+1; nx++ ) {

dm[nx] = 0;

#pragma omp parallel for shared(u,N,nx,dm) pr¥vate(¥,j,temp,d)

for ( ¥=1; ¥<nx+1; ¥++ ) {

j   = nx + 1 – ¥;

temp = u[¥][j];

u[¥][j] = 0.25*(u[¥-1][j]+u[¥+1][j]+

u[¥][j-1]+u[¥][j+1]–h*h*f[¥][j]);

d = fabs(temp-u[¥][j])

¥f ( dm[¥] < d ) dm[¥] = d;

} // ко нец п‡ ‡л лель ной об л‡ с ти
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}

// з‡ ту х‡ ние ‚ол ны 

for ( nx=N-1; nx>0; nx-- ) {

#pragma omp parallel for shared(u,N,nx,dm) pr¥vate(¥,j,temp,d)

for ( ¥=N-nx+1; ¥<N+1; ¥++ ) {

j   = 2*N - nx – I + 1;

temp = u[¥][j];

u[¥][j] = 0.25*(u[¥-1][j]+u[¥+1][j]+

u[¥][j-1]+u[¥][j+1]–h*h*f[¥][j]);

d = fabs(temp-u[¥][j])

¥f ( dm[¥] < d ) dm[¥] = d;

} // ко нец п‡ ‡л лель ной об л‡ с ти

}

#pragma omp parallel for shared(nx,dm,dmax) pr¥vate(¥)

for ( ¥=1; ¥<nx+1; ¥++ ) {

omp_set_lock(dmax_lock);

¥f ( dmax < dm[¥] ) dmax = dm[¥];

omp_unset_lock(dmax_lock);

} // ко нец п‡ ‡л лель ной об л‡ с ти

} wh¥le ( dmax > eps );

Пи ‡з ‡ бот ке ‡л „о ит м‡, е ‡ ли зу ю ще „о ‚ол но ‚ую схе му ‚ы чис ле -

ний, оцен ку по „еш но с ти е ше ниfl мож но осу ще ст‚ лflть ‰лfl к‡ж ‰ой

сто ки ‚ от ‰ель но с ти (м‡с си‚ зн‡ че ний dm). Этот м‡с си‚ fl‚ лfl ет сfl об щим

‰лfl ‚сех ‚ы пол нfl е мых по то ко‚, о‰ н‡ ко син хо ни з‡ ции ‰о сту п‡ к эле мен -

т‡м не те бу ет сfl, т‡к к‡к по то ки ис поль зу ют ‚се „‰‡ ‡з ные эле мен ты м‡с -

си ‚‡ (фонт ‚ол ны ‚ы чис ле ний со ‰е жит толь ко по о‰ но му уз лу сток

сет ки).

По сле об ‡ бот ки ‚сех эле мен то‚ ‚ол ны ‚ со ст‡ ‚е м‡с си ‚‡ dm н‡ хо -

‰ит сfl м‡к си м‡ль н‡fl по „еш ность ‚ы пол нен ной ите ‡ ции ‚ы чис ле ний.

О‰ н‡ ко имен но эт‡ по сле‰ нflfl ч‡сть ‡с че то‚ мо жет ок‡ з‡ть сfl н‡ и бо лее

не эф фек ти‚ ной из-з‡ ‚ы со ких ‰о пол ни тель ных з‡ т‡т н‡ син хо ни з‡ -

цию. Улуч ше ние си ту ‡ ции, к‡к и ‡ нее, мо жет быть ‰о сти„ ну то з‡ счет

у‚е ли че ниfl ‡з ме ‡ по сле ‰о ‚‡ тель ных уч‡ ст ко‚ и со к‡ ще ниfl, тем с‡ -

мым, ко ли че ст ‚‡ не об хо ‰и мых ‚з‡ и мо ‰ей ст ‚ий п‡ ‡л лель ных уч‡ ст ко‚

‚ы чис ле ний. Воз мож ный ‚‡ и ‡нт е ‡ ли з‡ ции т‡ ко „о по‰ хо ‰‡ мо жет со -

сто flть ‚ сле ‰у ю щем:

chunk = 200; // ‡з ме по сле ‰о ‚‡ тель но „о уч‡ ст к‡

#pragma omp parallel for shared(n,dm,dmax) pr¥vate(¥,d)

for ( ¥=1; ¥<nx+1; ¥+=chunk ) {

d = 0;
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for ( j=¥; j<¥+chunk; j++ )

¥f ( d < dm[j] ) d = dm[j];

omp_set_lock(dmax_lock);

¥f ( dmax < d ) dmax = d;

omp_unset_lock(dmax_lock);

} // ко нец п‡ ‡л лель ной об л‡ с ти

По ‰об ный пи ем ук уп не ниfl по сле ‰о ‚‡ тель ных уч‡ ст ко‚ ‚ы чис ле -

ний ‰лfl сни же ниfl з‡ т‡т н‡ син хо ни з‡ цию име ну ет сfl ф‡„ мен ти о ‚‡ ни -

ем (chunking). Ре зуль т‡ ты экс пе и мен то‚ ‰лfl ‰‡н но „о ‚‡ и ‡н т‡ п‡ ‡л -

лель ных ‚ы чис ле ний пи ‚е ‰е ны ‚ т‡бл. 11.3.

Сле ‰у ет об ‡ тить ‚ни м‡ ние еще н‡ о‰ин мо мент пи ‡н‡ ли зе эф -

фек ти‚ но с ти ‡з ‡ бо т‡н но „о п‡ ‡л лель но „о ‡л „о ит м‡. Фонт ‚ол ны

‚ы чис ле ний пло хо со от ‚ет ст ‚у ет п‡ ‚и л‡м ис поль зо ‚‡ ниfl кэ ш‡ — бы с -

т о ‰ей ст ‚у ю щей ‰о пол ни тель ной п‡ мfl ти ком пью те ‡, ис поль зу е мой

‰лfl х‡ не ниfl ко пии ‰‡нных, х‡нимых ‚ опе ‡ ти‚ ной п‡ мfl ти. Пи ме -

не ние кэ ш‡ мо жет су ще ст ‚ен но по ‚ы сить (‚ ‰е сflт ки ‡з) бы с т о ‰ей ст -

‚ие ‚ы чис ле ний. Р‡з ме ще ние ‰‡н ных ‚ кэ ше мо жет по ис хо ‰ить или
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Т‡б ли ц‡ 11.3. Ре зуль т‡ ты экс пе и мен то‚ ‰лfl п‡ ‡л лель ных ‚‡ и ‡н -

то‚ ‡л „о ит м‡ Г‡ ус с‡ – Зей ‰е лfl с ‚ол но ‚ой схе мой ‡с че т‡ (p=4)

По сле ‰о ‚‡ тель ный

П‡ ‡л лель ный П‡ ‡л лель ныйР‡зме ме то‰ Г‡ ус с‡ – 

‡л „о итм 11.5 ‡л „о итм 11.6сет ки Зей ‰е лfl 

(‡л „о итм 11.1)

k t k t S k t S

100 210 0,06 210 0,30 0,21 210 0,16 0,40

200 273 0,34 273 0,86 0,40 273 0,59 0,58

300 305 0,88 305 1,63 0,54 305 1,53 0,57

400 318 3,78 318 2,50 1,51 318 2,36 1,60

500 343 6,00 343 3,53 1,70 343 4,03 1,49

600 336 8,81 336 5,20 1,69 336 5,34 1,65

700 344 12,11 344 8,13 1,49 344 10,00 1,21

800 343 16,41 343 12,08 1,36 343 12,64 1,30

900 358 20,61 358 14,98 1,38 358 15,59 1,32

1000 351 25,59 351 18,27 1,40 351 19,30 1,33

2000 367 106,75 367 69,08 1,55 367 65,72 1,62

3000 370 243,00 370 149,36 1,63 370 140,89 1,72

(k – ко ли че ст ‚о ите ‡ ций, t – ‚е мfl (сек), S – ус ко е ние)



пе‰ ‚‡ и тель но (пи ис поль зо ‚‡ нии тех или иных ‡л „о ит мо‚ пе‰ ск‡ -

з‡ ниfl по теб но с ти ‚ ‰‡н ных), или ‚ мо мент из ‚ле че ниfl зн‡ че ний из ос -

но‚ ной опе ‡ ти‚ ной п‡ мfl ти. Пи этом по‰ к‡ч к‡ ‰‡н ных ‚ кэш осу ще -

ст‚ лfl ет сfl не о‰и ноч ны ми зн‡ че ни fl ми, ‡ не боль ши ми „уп п‡ ми – сто -

к‡ ми кэ ш‡ (cache line). З‡ „уз к‡ зн‡ че ний ‚ сто ку кэ ш‡ осу ще ст‚ лfl ет сfl

из по сле ‰о ‚‡ тель ных эле мен то‚ п‡ мfl ти; ти по ‚ые ‡з ме ы сто ки кэ ш‡

обыч но ‡‚ ны 32, 64, 128, 256 б‡й т‡м (‰о пол ни тель н‡fl ин фо м‡ циfl по

о „‡ ни з‡ ции п‡ мfl ти мо жет быть по лу че н‡, н‡ пи ме, ‚ [16]). К‡к е -

зуль т‡т, эф фект н‡ ли чиfl кэ ш‡ бу ‰ет н‡ блю ‰‡ть сfl, ес ли ‚ы пол нfl е мые

‚ы чис ле ниfl ис поль зу ют о‰ ни и те же ‰‡н ные мно „о к‡т но (ло к‡ль ность

об ‡ бот ки ‰‡н ных) и осу ще ст‚ лfl ют ‰о ступ к эле мен т‡м п‡ мfl ти с по сле -

‰о ‚‡ тель но ‚оз ‡ с т‡ ю щи ми ‡‰ е с‡ ми (по сле ‰о ‚‡ тель ность ‰о сту п‡). 

В ис сле ‰у е мом н‡ ми ‡л „о ит ме ‡з ме ще ние ‰‡н ных ‚ п‡ мfl ти осу -

ще ст‚ лfl ет сfl по сто к‡м, ‡ фонт ‚ол ны ‚ы чис ле ний ‡с по л‡ „‡ ет сfl по

‰и ‡ „о н‡ ли сет ки, и это пи ‚о ‰ит к низ кой эф фек ти‚ но с ти ис поль зо ‚‡ -

ниfl кэ ш‡. Воз мож ный спо соб улуч ше ниfl си ту ‡ ции – опflть же ук уп -

не ние ‚ы чис ли тель ных опе ‡ ций и ‡с смо т е ние ‚ к‡ че ст ‚е ‡с пе ‰е -

лfl е мых меж ‰у по цес со ‡ ми ‰ей ст ‚ий по це ‰у ы об ‡ бот ки не ко то -

ой пfl мо у„оль ной по ‰об л‡ с ти (бло к‡) сет ки об л‡ с ти ‡с че то‚ – (см.

ис. 11.9). 

Рис. 11.9. Блоч ное пе‰ ст‡‚ ле ние сет ки об л‡ с ти ‡с че то‚

По ож ‰‡ е мый н‡ ос но ‚е т‡ ко „о по‰ хо ‰‡ ме то‰ ‚ы чис ле ний ‚ с‡ мом

об щем ‚и ‰е мо жет быть опи с‡н сле ‰у ю щим об ‡ зом (бло ки об ‡ зу ют ‚

об л‡ с ти ‡с че то‚ пfl мо у„оль ную е шет ку ‡з ме ‡ NBxNB):
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Ал „о итм 11.6. Блоч ный по‰ хо‰ к ме то ‰у ‚ол но ‚ой об ‡ бот ки ‰‡н -

ных

// Ал „о итм 11.6

// NB ко ли че ст ‚о бло ко‚

do {

// н‡ ‡ с т‡ ние ‚ол ны (‡з ме ‚ол ны ‡ ‚ен nx+1)

for ( nx=0; nx<NB; nx++ ) {

#pragma omp parallel for shared(nx) pr¥vate(¥,j)

for ( ¥=0; ¥<nx+1; ¥++ ) {

j = nx – ¥;

// <об ‡ бот к‡ бло к‡ с ко о ‰и н‡ т‡ ми (¥,j)>

} // ко нец п‡ ‡л лель ной об л‡ с ти

}

// з‡ ту х‡ ние ‚ол ны 

for ( nx=NB-2; nx>-1; nx-- ) {

#pragma omp parallel for shared(nx) pr¥vate(¥,j)

for ( ¥=0; ¥<nx+1; ¥++ ) {

j = 2*(NB-1) - nx – ¥;

// <об ‡ бот к‡ бло к‡ с ко о ‰и н‡ т‡ ми (¥,j)>

} // ко нец п‡ ‡л лель ной об л‡ с ти

}

// <оп е ‰е ле ние по „еш но с ти ‚ы чис ле ний>

} wh¥le ( dmax > eps );

Вы чис ле ниfl ‚ пе‰ л‡ „‡ е мом ‡л „о ит ме по ис хо ‰flт ‚ со от ‚ет ст ‚ии с

‚ол но ‚ой схе мой об ‡ бот ки ‰‡н ных: ‚н‡ ч‡ ле ‚ы чис ле ниfl ‚ы пол нfl ют сfl

толь ко ‚ ле ‚ом ‚ех нем бло ке с ко о ‰и н‡ т‡ ми (0,0), ‰‡ лее ‰лfl об ‡ бот ки

ст‡ но ‚flт сfl ‰о ступ ны ми бло ки с ко о ‰и н‡ т‡ ми (0,1) и (1,0) и т.‰. – см. е -

зуль т‡ ты экс пе и мен то‚ ‚ т‡бл. 11.3.

Блоч ный по‰ хо‰ к ме то ‰у ‚ол но ‚ой об ‡ бот ки ‰‡н ных су ще ст ‚ен -

ным об ‡ зом ме нfl ет со сто fl ние ‰ел – об ‡ бот ку уз ло‚ мож но о „‡ ни зо -

‚‡ть по ст оч но, ‰о ступ к ‰‡н ным осу ще ст‚ лfl ет сfl по сле ‰о ‚‡ тель но по

эле мен т‡м п‡ мfl ти, пе е ме щен ные ‚ кэш зн‡ че ниfl ис поль зу ют сfl мно „о -

к‡т но. Ко ме то „о, по сколь ку об ‡ бот к‡ бло ко‚ бу ‰ет ‚ы пол нflть сfl н‡

‡з ных по цес со ‡х и бло ки не пе е се к‡ ют сfl по ‰‡н ным, пи т‡ ком по‰ -

хо ‰е бу ‰ут от сут ст ‚о ‚‡ть и н‡ кл‡‰ ные ‡с хо ‰ы ‰лfl обес пе че ниfl о‰ но зн‡ч -

но с ти (ко „е ент но с ти) кэ шей ‡з ных по цес со о‚. 

Н‡ и луч шие по к‡ з‡ те ли пи ме не ниfl кэ ш‡ бу ‰ут ‰о сти „‡ть сfl, ес ли ‚

кэ ше бу ‰ет ‰о ст‡ точ но ме с т‡ ‰лfl ‡з ме ще ниfl не ме нее тех сток бло к‡

(пи об ‡ бот ке сто ки бло к‡ ис поль зу ют сfl ‰‡н ные тех сток бло к‡ о‰ -

но ‚е мен но). Тем с‡ мым, ис хо ‰fl из ‡з ме ‡ кэ ш‡, мож но оп е ‰е лить е -
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ко мен ‰у е мый м‡к си м‡ль но ‚оз мож ный ‡з ме бло к‡. Н‡ пи ме, пи кэ -

ше 8 Кб и 8-б‡й то ‚ых зн‡ че ни flх ‰‡н ных этот ‡з ме со ст‡ ‚ит пи бли -

жен но 300 (8Кб/3)/8). Мож но оп е ‰е лить и ми ни м‡ль но ‰о пу с ти мый ‡з -

ме бло к‡ из ус ло ‚иfl со‚ п‡ ‰е ниfl ‡з ме о‚ сток кэ ш‡ и бло к‡. Т‡к, пи

‡з ме е сто ки кэ ш‡ 256 б‡йт и 8-б‡й то ‚ых зн‡ че ни flх ‰‡н ных ‡з ме

бло к‡ ‰ол жен быть к‡ тен 32.

По сле‰ нее з‡ ме ч‡ ние не об хо ‰и мо с‰е л‡ть о ‚з‡ и мо ‰ей ст ‚ии „‡ нич -

ных уз ло‚ бло ко‚. Учи ты ‚‡fl „‡ нич ное ‚з‡ и мо ‰ей ст ‚ие, со се‰ ние бло ки

це ле со об ‡з но об ‡ б‡ ты ‚‡ть н‡ о‰ них и тех же по цес со ‡х. В по ти‚ ном

слу ч‡е мож но по пы т‡ть сfl т‡к оп е ‰е лить ‡з ме ы бло ко‚, что бы объ ем

пе е сы л‡ е мых меж ‰у по цес со ‡ ми „‡ нич ных ‰‡н ных был ми ни м‡ лен.

Н‡ пи ме, пи ‡з ме е сто ки кэ ш‡ ‚ 256 б‡йт, 8-б‡й то ‚ых зн‡ че ни flх

‰‡н ных и ‡з ме е бло к‡ 64х64 объ ем пе е сы л‡ е мых ‰‡н ных – 132 сто ки

кэ ш‡, пи ‡з ме е бло к‡ 128х32 – ‚се „о 72 сто ки. Т‡ к‡fl оп ти ми з‡ циfl

име ет н‡ и бо лее пин ци пи ‡ль ное зн‡ че ние пи ме‰ лен ных опе ‡ ци flх пе -

е сыл ки ‰‡н ных меж ‰у кэ ш‡ ми по цес со о‚, т.е. ‰лfl си с тем с не о‰ но о‰ -

ным ‰о сту пом к п‡ мfl ти (nonuniform memory access — NUMA).

11.2.7. Б‡ л‡н си о‚ к‡ ‚ы чис ли тель ной н‡ „уз ки по цес со о‚

К‡к уже от ме ч‡ лось ‡ нее, ‚ы чис ли тель н‡fl н‡ „уз к‡ пи ‚ол но ‚ой

об ‡ бот ке ‰‡н ных из ме нfl ет сfl ‰и н‡ ми че с ки ‚ хо ‰е ‚ы чис ле ний. Д‡н ный

мо мент сле ‰у ет учи ты ‚‡ть пи ‡с пе ‰е ле нии ‚ы чис ли тель ной н‡ „уз ки

меж ‰у по цес со ‡ ми. Т‡к, н‡ пи ме, пи фон те ‚ол ны из 5 бло ко‚ и

пи ис поль зо ‚‡ нии 4 по цес со о‚ об ‡ бот к‡ ‚ол ны по те бу ет ‰‚ух п‡ -

‡л лель ных ите ‡ ций, ‚о ‚е мfl ‚то ой из ко то ых бу ‰ет з‡ ‰ей ст ‚о ‚‡н

толь ко о‰ин по цес со, ‡ ‚се ос т‡ль ные по цес со ы бу ‰ут по ст‡ и ‚‡ть,

‰о жи ‰‡ flсь з‡ ‚е ше ниfl ‚ы чис ле ний. До сти„ ну тое ус ко е ние ‡с че то‚ ‚

этом слу ч‡е ок‡ жет сfl ‡‚ ным 2,5 ‚ме с то по тен ци ‡ль но ‚оз мож но „о зн‡ -

че ниfl 4. По ‰об ное сни же ние эф фек ти‚ но с ти ис поль зо ‚‡ ниfl по цес со -

о‚ ст‡ но ‚ит сfl ме нее з‡ мет ным пи боль шой ‰ли не ‚ол ны, ‡з ме ко то -

ой мо жет е „у ли о ‚‡ть сfl ‡з ме ом бло к‡. К‡к об щий е зуль т‡т, мож но

от ме тить, что ‡з ме бло к‡ оп е ‰е лfl ет сте пень ‡з би е ниfl (granularity) ‚ы -

чис ле ний ‰лfl ‡с п‡ ‡л ле ли ‚‡ ниfl и fl‚ лfl ет сfl п‡ ‡ ме т ом, по‰ би ‡fl зн‡ -

че ниfl ко то о „о мож но уп ‡‚ лflть эф фек ти‚ но с тью п‡ ‡л лель ных ‚ы чис -

ле ний.

Длfl обес пе че ниfl ‡‚ но ме но с ти (б‡ л‡н си о‚ ки) з‡ „уз ки по цес со -

о‚ мож но з‡ ‰ей ст ‚о ‚‡ть еще о‰ин по‰ хо‰, ши о ко ис поль зу е мый ‰лfl о -

„‡ ни з‡ ции п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний. Этот по‰ хо‰ со сто ит ‚ том, что ‚се

„о то ‚ые к ‚ы пол не нию ‚ си с те ме ‚ы чис ли тель ные ‰ей ст ‚иfl о „‡ ни зу ют -

сfl ‚ ‚и ‰е оче е ‰и з‡ ‰‡ ний. В хо ‰е ‚ы чис ле ний ос ‚о бо ‰и‚ ший сfl по цес со

мо жет з‡ по сить ‰лfl се бfl ‡ бо ту из этой оче е ‰и; по fl‚ лfl ю щи е сfl по ме е
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об ‡ бот ки ‰‡н ных но ‚ые ‚ы чис ли тель ные з‡ ‰‡ ниfl по пол нfl ют оче е‰ь

з‡ ‰‡ ний. Т‡ к‡fl схе м‡ б‡ л‡н си о‚ ки ‚ы чис ли тель ной н‡ „уз ки меж ‰у по -

цес со ‡ ми fl‚ лfl ет сfl по стой, н‡ „лfl‰ ной и эф фек ти‚ ной. Это поз ‚о лfl ет

„о ‚о ить об ис поль зо ‚‡ нии оче е ‰и з‡ ‰‡ ний к‡к об щей мо ‰е ли о „‡ ни з‡ ции

п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний ‰лfl си с тем с об щей п‡ мfl тью.

Ук‡з‡нн‡fl схе м‡ б‡ л‡н си о‚ ки мо жет быть пи ме не н‡ и ‰лfl ‡с см‡ -

т и ‚‡ е мо „о пи ме ‡. В с‡ мом ‰е ле, ‚ хо ‰е об ‡ бот ки фон т‡ те ку щей ‚ол -

ны по ис хо ‰ит по сте пен ное фо ми о ‚‡ ние бло ко‚ сле ‰у ю щей ‚ол ны ‚ы -

чис ле ний. Эти бло ки мо „ут быть з‡ ‰ей ст ‚о ‚‡ ны ‰лfl об ‡ бот ки пи не -

х‚‡т ке ‰о ст‡ точ ной ‚ы чис ли тель ной н‡ „уз ки ‰лfl по цес со о‚.

Об щ‡fl схе м‡ ‚ы чис ле ний с ис поль зо ‚‡ ни ем оче е ‰и з‡ ‰‡ ний мо жет

быть пе‰ ст‡‚ ле н‡ ‚ сле ‰у ю щем ‚и ‰е:

Ал „о итм 11.7. Об щ‡fl схе м‡ ‚ы чис ле ний с ис поль зо ‚‡ ни ем оче е ‰и

// Ал „о итм 11.7

// <ини ци ‡ ли з‡ циfl слу жеб ных ‰‡н ных> 

// <з‡ „уз к‡ ‚ оче е‰ь ук‡ з‡ те лfl н‡ н‡ ч‡ль ный блок>

// ‚зflть блок из оче е ‰и (ес ли оче е‰ь не пу с т‡)

wh¥le ( (pBlock=GetBlock()) != NULL ) { 

// <об ‡ бот к‡ бло к‡> 

// от мет к‡ „о то‚ но с ти со се‰ них бло ко‚

omp_set_lock(pBlock->pNext.Lock); // со се‰ сп‡ ‚‡

pBlock->pNext.Count++;

¥f ( pBlock->pNext.Count == 2 ) 

PutBlock(pBlock->pNext);

omp_unset_lock(pBlock->pNext.Lock);

omp_set_lock(pBlock->pDown.Lock); // со се‰ сни зу

pBlock->pDown.Count++;

¥f ( pBlock->pDown.Count == 2 ) 

PutBlock(pBlock->pDown);

omp_unset_lock(pBlock->pDown.Lock);

} // з‡ ‚е ше ние ‚ы чис ле ний, т.к. оче е‰ь пу с т‡

Длfl опи с‡ ниfl име ю щих сfl ‚ з‡ ‰‡ че бло ко‚ уз ло‚ сет ки ‚ ‡л „о ит ме

ис поль зу ет сfl стук ту ‡ со сле ‰у ю щим н‡ бо ом п‡ ‡ ме т о‚:

— Lock – се м‡ фо, син хо ни зи у ю щий ‰о ступ к опи с‡ нию бло к‡;

— pNext – ук‡ з‡ тель н‡ со се‰ ний сп‡ ‚‡ блок;

— pDown – ук‡ з‡ тель н‡ со се‰ ний сни зу блок;

— Count – счет чик „о то‚ но с ти бло к‡ к ‚ы чис ле ни flм (ко ли че ст ‚о „о -

то ‚ых „‡ ниц бло к‡).
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Опе ‡ ции ‰лfl ‚ы бо ки из оче е ‰и и ‚ст‡‚ ки ‚ оче е‰ь ук‡ з‡ те лfl н‡

„о то ‚ый к об ‡ бот ке блок уз ло‚ сет ки обес пе чи ‚‡ ют со от ‚ет ст ‚ен но

функ ции GetBlock и PutBlock.

К‡к сле ‰у ет из пи ‚е ‰ен ной схе мы, по цес со из ‚ле к‡ ет блок ‰лfl

об ‡ бот ки из оче е ‰и, ‚ы пол нfl ет не об хо ‰и мые ‚ы чис ле ниfl ‰лfl бло к‡ и

от ме ч‡ ет „о то‚ ность с‚о их „‡ ниц ‰лfl со се‰ них сп‡ ‚‡ и сни зу бло ко‚.

Ес ли пи этом ок‡ зы ‚‡ ет сfl, что у со се‰ них бло ко‚ fl‚ лfl ют сfl по‰ „о то‚ лен -

ны ми обе „‡ ни цы, по цес со пе е ‰‡ ет эти бло ки ‰лfl з‡ по ми н‡ ниfl ‚ оче -

е‰ь з‡ ‰‡ ний.

Ис поль зо ‚‡ ние оче е ‰и з‡ ‰‡ ний поз ‚о лfl ет е шить п‡к ти че с ки ‚се

ос т‡‚ ши е сfl ‚о по сы о „‡ ни з‡ ции п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний ‰лfl си с тем

с об щей п‡ мfl тью. Р‡з ‚и тие ‡с смо т ен но „о по‰ хо ‰‡ мо жет пе ‰у с м‡ т и -

‚‡ть уточ не ние п‡ ‚ил ‚ы ‰е ле ниfl з‡ ‰‡ ний из оче е ‰и ‰лfl со „л‡ со ‚‡ ниfl с

со сто fl ни fl ми по цес со о‚ (близ кие бло ки це ле со об ‡з но об ‡ б‡ ты ‚‡ть

н‡ о‰ них и тех же по цес со ‡х), ‡с ши е ние чис л‡ име ю щих сfl оче е ‰ей

з‡ ‰‡ ний и т.п. До пол ни тель н‡fl ин фо м‡ циfl по этим ‚о по с‡м мо жет

быть по лу че н‡, н‡ пи ме, ‚ [63, 76]. 

11.3. О „‡ ни з‡ циfl п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний 

‰лfl си с тем с ‡с пе ‰е лен ной п‡ мfl тью

Ис поль зо ‚‡ ние по цес со о‚ с ‡с пе ‰е лен ной п‡ мfl тью fl‚ лfl ет сfl

‰у „им об щим спо со бом по ст о е ниfl мно „о по цес со ных ‚ы чис ли тель -

ных си с тем. Ак ту ‡ль ность их ст‡ но ‚ит сfl ‚се бо лее ‚ы со кой ‚ по сле‰ нее

‚е мfl ‚ с‚fl зи с ши о ким ‡з ‚и ти ем ‚ы со ко по из ‚о ‰и тель ных кл‡ с те -

ных ‚ы чис ли тель ных си с тем (см. лек цию 1).

Мно „ие по бле мы п‡ ‡л лель но „о по „‡м ми о ‚‡ ниfl (со стfl з‡ ние

‚ы чис ле ний, ту пи ки, се и ‡ ли з‡ циfl) fl‚ лfl ют сfl об щи ми ‰лfl си с тем с об -

щей и ‡с пе ‰е лен ной п‡ мfl тью. Ос но‚ ной мо мент, ко то ый от ли ч‡ ет п‡ -

‡л лель ные ‚ы чис ле ниfl с ‡с пе ‰е лен ной п‡ мfl тью, со сто ит ‚ том, что

‚з‡ и мо ‰ей ст ‚ие п‡ ‡л лель ных уч‡ ст ко‚ по „‡м мы н‡ ‡з ных по цес со -

‡х мо жет быть обес пе че но толь ко пи по мо щи пе е ‰‡ чи со об ще ний (mes-

sage passing).

Сле ‰у ет от ме тить, что ‚ы чис ли тель ный узел си с те мы с ‡с пе ‰е лен -

ной п‡ мfl тью fl‚ лfl ет сfl, к‡к п‡ ‚и ло, бо лее слож ным ‚ы чис ли тель ным ус -

т ой ст ‚ом, чем по цес со ‚ мно „о по цес со ной си с те ме с об щей п‡ мfl -

тью. Длfl уче т‡ этих ‡з ли чий ‚ ‰‡ль ней шем по цес со с ‡с пе ‰е лен ной

п‡ мfl тью бу ‰ет име но ‚‡ть сfl ‚ы чис ли тель ным се ‚е ом (се ‚е ом мо жет

быть, ‚ ч‡ ст но с ти, мно „о по цес со н‡fl си с те м‡ с об щей п‡ мfl тью). Пи

по ‚е ‰е нии ‚сех ни же ‡с смо т ен ных экс пе и мен то‚ ис поль зо ‚‡ лись 4

ком пью те ‡ с по цес со ‡ ми Pentium IV, 1300 MHz, 256 RAM, 100 Mbit

Fast Ethernet.
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11.3.1. Об щие пин ци пы ‡с пе ‰е ле ниfl ‰‡н ных

Пе ‚‡fl по бле м‡, ко то ую пи хо ‰ит сfl е ш‡ть пи о „‡ ни з‡ ции п‡ -

‡л лель ных ‚ы чис ле ний н‡ си с те м‡х с ‡с пе ‰е лен ной п‡ мfl тью, обыч но

со сто ит ‚ ‚ы бо е спо со б‡ ‡з ‰е ле ниfl об ‡ б‡ ты ‚‡ е мых ‰‡н ных меж ‰у ‚ы -

чис ли тель ны ми се ‚е ‡ ми. Ус пеш ность т‡ ко „о ‡з ‰е ле ниfl оп е ‰е лfl ет сfl

‰о сти„ ну той сте пе нью ло к‡ ли з‡ ции ‚ы чис ле ний н‡ се ‚е ‡х (‚ си лу боль -

ших ‚е мен ных з‡ ‰е жек пи пе е ‰‡ че со об ще ний ин тен си‚ ность ‚з‡ и -

мо ‰ей ст ‚иfl се ‚е о‚ ‰олж н‡ быть ми ни м‡ль ной).

Рис. 11.10. Лен точ ное ‡з ‰е ле ние об л‡ с ти ‡с че то‚ меж ‰у по цес -

со ‡ ми (куж ки пе‰ ст‡‚ лfl ют „‡ нич ные уз лы сет ки)

В ‡с см‡ т и ‚‡ е мом учеб ном пимее по е ше нию з‡ ‰‡ чи Ди их ле

‚оз мож ны ‰‚‡ ‡з лич ных спо со б‡ ‡з ‰е ле ниfl ‰‡н ных – о‰ но ме н‡fl или

лен точ н‡fl схе м‡ (см. ис. 11.10) и ‰‚уме ное или блоч ное ‡з би е ние (см.

ис. 11.9) ‚ы чис ли тель ной сет ки. Д‡ль ней шее из ло же ние учеб но „о м‡ те -

и ‡ л‡ бу ‰ет по ‚о ‰ить сfl н‡ пи ме е пе ‚о „о по‰ хо ‰‡; блоч н‡fl схе м‡ бу -

‰ет ‡с смо т е н‡ по з‰ нее ‚ бо лее к‡т ком ‚и ‰е.

Пи лен точ ном ‡з би е нии об л‡сть ‡с че то‚ ‰е лит сfl н‡ „о и зон т‡ль -

ные или ‚е ти к‡ль ные по ло сы (не умень ш‡fl общ но с ти, ‰‡ лее бу ‰ем ‡с -

см‡ т и ‚‡ть толь ко „о и зон т‡ль ные по ло сы). Чис ло по лос оп е ‰е лfl ет сfl

ко ли че ст ‚ом по цес со о‚, ‡з ме по лос обыч но fl‚ лfl ет сfl о‰и н‡ ко ‚ым,

уз лы „о и зон т‡ль ных „‡ ниц (пе ‚‡fl и по сле‰ нflfl сто ки) ‚клю ч‡ ют сfl ‚

пе ‚ую и по сле‰ нюю по ло сы со от ‚ет ст ‚ен но. По ло сы ‰лfl об ‡ бот ки ‡с -

пе ‰е лfl ют сfl меж ‰у по цес со ‡ ми.

Ос но‚ ной мо мент пи о „‡ ни з‡ ции ‚ы чис ле ний с по ‰об ным ‡з -

‰е ле ни ем ‰‡н ных со сто ит ‚ том, что н‡ по цес со, ‚ы пол нfl ю щий об -
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‡ бот ку к‡ кой-ли бо по ло сы, ‰олж ны быть по ‰уб ли о ‚‡ ны „‡ нич -

ные сто ки пе‰ ше ст ‚у ю щей и сле ‰у ю щей по лос ‚ы чис ли тель ной

сет ки (по лу ч‡ е мые ‚ е зуль т‡ те ‡с ши ен ные по ло сы по к‡ з‡ ны н‡

ис. 11.10 сп‡ ‚‡ пунк ти ны ми ‡м к‡ ми). По ‰уб ли о ‚‡н ные „‡ -

нич ные сто ки по лос ис поль зу ют сfl толь ко пи по ‚е ‰е нии ‡с че то‚,

пе е счет же этих сток по ис хо ‰ит ‚ по ло с‡х с‚о е „о ис хо‰ но „о ме с то -

‡ с по ло же ниfl. Тем с‡ мым, ‰уб ли о ‚‡ ние „‡ нич ных сток ‰олж но

осу ще ст‚ лflть сfl пе е‰ н‡ ч‡ лом ‚ы пол не ниfl к‡ж ‰ой оче е‰ ной ите ‡ -

ции ме то ‰‡ се ток.

11.3.2. Об мен ин фо м‡ ци ей меж ‰у по цес со ‡ ми

П‡ ‡л лель ный ‚‡ и ‡нт ме то ‰‡ се ток пи лен точ ном ‡з ‰е ле нии ‰‡н -

ных со сто ит ‚ об ‡ бот ке по лос н‡ ‚сех име ю щих сfl се ‚е ‡х о‰ но ‚е мен -

но ‚ со от ‚ет ст ‚ии со сле ‰у ю щей схе мой ‡ бо ты:

Ал „о итм 11.8. П‡ ‡л лель ный ‡л „о итм, е ‡ ли зу ю щий ме то‰ се ток

пи лен точ ном ‡з ‰е ле нии ‰‡н ных

// Ал „о итм 11.8

// схе м‡ Г‡ ус с‡-Зей ‰е лfl, лен точ ное ‡з ‰е ле ние ‰‡н ных

// ‰ей ст ‚иfl, ‚ы пол нfl е мые н‡ к‡ж ‰ом по цес со е

do {

// <об мен „‡ нич ных сток по лос с со се ‰fl ми>

// <об ‡ бот к‡ по ло сы>

// <‚ы чис ле ние об щей по „еш но с ти ‚ы чис ле ний dmax>}

wh¥le ( dmax > eps ); // eps — точ ность е ше ниfl

Длfl кон ке ти з‡ ции пе‰ ст‡‚ лен ных  ‚ ‡л „о ит ме ‰ей ст ‚ий ‚‚е ‰ем

обо зн‡ че ниfl:

— ProcNum – но ме по цес со ‡, н‡ ко то ом ‚ы пол нfl ют сfl опи сы ‚‡ е -

мые ‰ей ст ‚иfl,

— PrevProc, NextProc – но ме ‡ со се‰ них по цес со о‚, со ‰е ж‡ щих

пе‰ ше ст ‚у ю щую и сле ‰у ю щую по ло сы,

— NP – ко ли че ст ‚о по цес со о‚,

— M – ко ли че ст ‚о сток ‚ по ло се (без уче т‡ по ‰уб ли о ‚‡н ных „‡ -

нич ных сток),

— N – ко ли че ст ‚о ‚ну т ен них уз ло‚ ‚ сто ке сет ки (т.е. ‚се „о ‚ сто -

ке N+2 уз л‡).

Пи ну ме ‡ ции сток по ло сы бу ‰ем счит‡ть, что сто ки 0 и M+1

есть по ‰уб ли о ‚‡н ные из со се‰ них по лос „‡ нич ные сто ки, ‡ сто ки

соб ст ‚ен ной по ло сы по цес со ‡ име ют но ме ‡ от 1 ‰о M.
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Рис. 11.11. Схе м‡ пе е ‰‡ чи „‡ нич ных сток меж ‰у со се‰ ни ми 

по цес со ‡ ми

По це ‰у ‡ об ме н‡ „‡ нич ных сток меж ‰у со се‰ ни ми по цес со ‡ ми

мо жет быть ‡з ‰е ле н‡ н‡ ‰‚е по сле ‰о ‚‡ тель ные опе ‡ ции, ‚о ‚е мfl пе -

‚ой из ко то ых к‡ж ‰ый по цес со пе е ‰‡ ет с‚ою ниж нюю „‡ нич ную

сто ку сле ‰у ю ще му по цес со у и пи ни м‡ ет т‡ кую же сто ку от пе ‰ы ‰у -

ще „о по цес со ‡ (см. ис. 11.11). Вто ‡fl ч‡сть пе е ‰‡ чи сток ‚ы пол нfl -

ет сfl ‚ об ‡т ном н‡ п‡‚ ле нии: по цес со ы пе е ‰‡ ют с‚ои ‚ех ние „‡ -

нич ные сто ки с‚о им пе ‰ы ‰у щим со се ‰flм и пи ни м‡ ют пе е ‰‡н ные

сто ки от сле ‰у ю щих по цес со о‚.

Вы пол не ние по ‰об ных опе ‡ ций пе е ‰‡ чи ‰‡н ных ‚ об щем ‚и ‰е мо -

жет быть пе‰ ст‡‚ ле но сле ‰у ю щим об ‡ зом (‰лfl к‡т ко сти ‡с смо т им

толь ко пе ‚ую ч‡сть по це ‰у ы об ме н‡):

// пе е ‰‡ ч‡ ниж ней „‡ нич ной сто ки сле ‰у ю ще му 

// по цес со у и пи ем пе е ‰‡ ‚‡ е мой сто ки от 

// пе ‰ы ‰у ще „о по цес со ‡

¥f ( ProcNum != NP-1 ) Send(u[M][*],N+2,NextProc);

¥f ( ProcNum != 0 ) Rece¥ve(u[0][*],N+2,PrevProc);

(‰лfl з‡ пи си по це ‰у пи ем‡-пе е ‰‡ чи ис поль зу ет сfl близ кий к ст‡н ‰‡ -

ту MPI (см. лек цию 5) фо м‡т, „‰е пе ‚ый и ‚то ой п‡ ‡ ме т ы пе‰ ст‡‚ -

лfl ют пе е сы л‡ е мые ‰‡н ные и их объ ем, ‡ те тий п‡ ‡ мет оп е ‰е лfl ет ‡‰ -

е с‡ т‡ (‰лfl опе ‡ ции Send) или ис точ ник (‰лfl опе ‡ ции Rece¥ve) пе е сыл -

ки ‰‡н ных).
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Длfl пе е ‰‡ чи ‰‡н ных мо „ут быть з‡ ‰ей ст ‚о ‚‡ ны ‰‚‡ ‡з лич ных ме -

х‡ низ м‡. Пи пе ‚ом из них ‚ы пол не ние по „‡мм, ини ци и о ‚‡‚ ших

опе ‡ цию пе е ‰‡ чи, пи ос т‡ н‡‚ ли ‚‡ ет сfl ‰о пол но „о з‡ ‚е ше ниfl ‚сех

‰ей ст ‚ий по пе е сыл ке ‰‡н ных (т.е. ‰о мо мен т‡ по лу че ниfl по цес со -

ом-‡‰ е с‡ том ‚сех пе е ‰‡ ‚‡ е мых ему ‰‡н ных). Опе ‡ ции пи ем‡-пе -

е ‰‡ чи, е ‡ ли зу е мые по ‰об ным об ‡ зом, обыч но н‡ зы ‚‡ ют сfl син хон -

ны ми или бло ки у ю щи ми. Иной по‰ хо‰ – ‡син хон н‡fl или не бло ки у ю -

щ‡fl пе е ‰‡ ч‡ — мо жет со сто flть ‚ том, что опе ‡ ции пи ем‡-пе е ‰‡ чи

толь ко ини ци и у ют по цесс пе е сыл ки и н‡ этом з‡ ‚е ш‡ ют с‚ое ‚ы -

пол не ние. В е зуль т‡ те по „‡м мы, не ‰о жи ‰‡ flсь з‡ ‚е ше ниfl ‰ли тель -

ных ком му ни к‡ ци он ных опе ‡ ций, мо „ут по ‰ол ж‡ть с‚ои ‚ы чис ли -

тель ные ‰ей ст ‚иfl, по ‚е flfl по ме е не об хо ‰и мо с ти „о то‚ ность пе е ‰‡ -

‚‡ е мых ‰‡н ных. Об‡ эти ‚‡ и ‡н т‡ опе ‡ ций пе е ‰‡ чи ши о ко ис поль -

зу ют сfl пи о „‡ ни з‡ ции п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний и име ют с‚ои ‰о -

сто ин ст ‚‡ и с‚ои не ‰о ст‡т ки. Син хон ные по це ‰у ы пе е ‰‡ чи, к‡к

п‡ ‚и ло, бо лее по сты ‰лfl пи ме не ниfl и бо лее н‡ ‰еж ны; не бло ки у ю -

щие опе ‡ ции мо „ут поз ‚о лить со‚ ме с тить по цес сы пе е ‰‡ чи ‰‡н ных

и ‚ы чис ле ний, но обыч но пи ‚о ‰flт к по ‚ы ше нию слож но с ти по „‡м -

ми о ‚‡ ниfl. С учетом ‚ышеск‡з‡нно„о ‚о ‚сех после‰ующих пиме‡х

‰лfl о „‡ ни з‡ ции пе е сыл ки ‰‡н ных бу ‰ут ис поль зо ‚‡ть сfl опе ‡ ции

пи ем‡-пе е ‰‡ чи бло ки у ю ще „о ти п‡.

Пи ‚е ‰ен н‡fl ‚ы ше по сле ‰о ‚‡ тель ность бло ки у ю щих опе ‡ ций

пи ем‡-пе е ‰‡ чи ‰‡н ных (‚н‡ ч‡ ле Send, з‡ тем Rece¥ve) пи ‚о ‰ит к

сто „о по сле ‰о ‚‡ тель ной схе ме ‚ы пол не ниfl по цес с‡ пе е сы лок

сток, т.к. ‚се по цес со ы о‰ но ‚е мен но об ‡ щ‡ ют сfl к опе ‡ ции Send

и пе е хо ‰flт ‚ е жим ожи ‰‡ ниfl. Пе ‚ым по цес со ом, ко то ый ок‡ -

жет сfl „о то ‚ым к пи ему пе е сы л‡ е мых ‰‡н ных, бу‰ет се ‚е с но ме -

ом NP-1. В е зуль т‡ те по цес со NP-2 ‚ы пол нит опе ‡ цию пе е ‰‡ чи

с‚о ей „‡ нич ной сто ки и пе ей ‰ет к пи ему сто ки от по цес со ‡

NP-3 и т.‰. Об щее ко ли че ст ‚о по ‚то е ний т‡ ких опе ‡ ций ‡‚ но 

NP-1. Ан‡ ло „ич но по ис хо ‰ит ‚ы пол не ние и ‚то ой ч‡ с ти по це ‰у ы

пе е сыл ки „‡ нич ных сток пе е‰ н‡ ч‡ лом об ‡ бот ки сток (см. 

ис. 11.11).

По сле ‰о ‚‡ тель ный х‡ ‡к те ‡с смо т ен ных опе ‡ ций пе е сы лок

‰‡н ных оп е ‰е лfl ет сfl ‚ы б‡н ным спо со бом оче е‰ но с ти ‚ы пол не ниfl.

Из ме ним этот по fl ‰ок оче е‰ но с ти пи по мо щи че е ‰о ‚‡ ниfl пи ем‡ и

пе е ‰‡ чи ‰лfl по цес со о‚ с чет ны ми и не чет ны ми но ме ‡ ми.

// пе е ‰‡ ч‡ ниж ней „‡ нич ной сто ки сле ‰у ю ще му

// по цес со у и пи ем пе е ‰‡ ‚‡ е мой сто ки от 

// пе ‰ы ‰у ще „о по цес со ‡

¥f ( ProcNum % 2 == 1 ) { //  не чет ный по цес со
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¥f ( ProcNum != NP-1 ) Send(u[M][*],N+2,NextProc);

¥f ( ProcNum != 0 ) Rece¥ve(u[0][*],N+2,PrevProc);

}

else { //  по цес со с чет ным но ме ом

¥f ( ProcNum != 0 ) Rece¥ve(u[0][*],N+2,PrevProc);

¥f ( ProcNum != NP-1 ) Send(u[M][*],N+2,NextProc);

}

Д‡н ный пи ем поз ‚о лfl ет ‚ы пол нить ‚се не об хо ‰и мые опе ‡ ции пе -

е ‰‡ чи ‚се „о з‡ ‰‚‡ по сле ‰о ‚‡ тель ных ш‡ „‡. Н‡ пе ‚ом ш‡ „е ‚се по цес -

со ы с не чет ны ми но ме ‡ ми от п‡‚ лfl ют ‰‡н ные, ‡ по цес со ы с чет ны -

ми но ме ‡ ми осу ще ст‚ лfl ют пи ем этих ‰‡н ных. Н‡ ‚то ом ш‡ „е о ли

по цес со о‚ ме нfl ют сfl – чет ные по цес со ы ‚ы пол нfl ют Send, не чет ные

по цес со ы ис пол нfl ют опе ‡ цию пи ем‡ Rece¥ve. 

Р‡с смо т ен ные по сле ‰о ‚‡ тель но с ти опе ‡ ций пи ем‡-пе е ‰‡ чи ‰лfl

‚з‡ и мо ‰ей ст ‚иfl со се‰ них по цес со о‚ ши о ко ис поль зу ют сfl ‚ п‡к ти ке

п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний. К‡к е зуль т‡т, ‚о мно „их б‡ зо ‚ых биб ли о те -

к‡х п‡ ‡л лель ных по „‡мм име ют сfl по це ‰у ы ‰лfl по‰ ‰еж ки по ‰об -

ных ‰ей ст ‚ий. Т‡к, ‚ ст‡н ‰‡ те MPI (см. лек цию 5) пе ‰у с мо т е н‡ опе ‡ -

циfl Sendrecv, с ис поль зо ‚‡ ни ем ко то ой пе ‰ы ‰у щий ф‡„ мент по -

„‡мм но „о ко ‰‡ мо жет быть з‡ пи с‡н бо лее к‡т ко:

// пе е ‰‡ ч‡ ниж ней „‡ нич ной сто ки сле ‰у ю ще му

// по цес со у и пи ем пе е ‰‡ ‚‡ е мой сто ки от

// пе ‰ы ‰у ще „о по цес со ‡

Sendrecv(u[M][*],N+2,NextProc,u[0][*],N+2,PrevProc);

Ре ‡ ли з‡ циfl по ‰об ной объ е ‰и нен ной функ ции Sendrecv обыч но осу -

ще ст‚ лfl ет сfl т‡ ким об ‡ зом, что бы обес пе чить и ко ект ную ‡ бо ту н‡

к‡й них по цес со ‡х, ко„ ‰‡ не нуж но ‚ы пол нflть о‰ ну из опе ‡ ций пе е -

‰‡ чи или пи ем‡, и о „‡ ни з‡ цию че е ‰о ‚‡ ниfl по це ‰у пе е ‰‡ чи н‡ по -

цес со ‡х ‰лfl ухо ‰‡ от ту пи ко ‚ых си ту ‡ ций, и ‚оз мож но с ти п‡ ‡л лель но -

„о ‚ы пол не ниfl ‚сех не об хо ‰и мых пе е сы лок ‰‡н ных.

11.3.3. Кол лек ти‚ ные опе ‡ ции об ме н‡ ин фо м‡ ци ей

Длfl з‡ ‚е ше ниfl ку „‡ ‚о по со‚, с‚fl з‡н ных с п‡ ‡л лель ной е ‡ ли з‡ -

ци ей ме то ‰‡ се ток н‡ си с те м‡х с ‡с пе ‰е лен ной п‡ мfl тью, ос т‡ лось ‡с -

смо т еть спо со бы ‚ы чис ле ниfl об щей ‰лfl ‚сех по цес со о‚ по „еш но с ти

‚ы чис ле ний. Воз мож ный оче ‚и‰ ный по‰ хо‰ со сто ит ‚ пе е ‰‡ че ‚сех ло -

к‡ль ных оце нок по „еш но с ти, по лу чен ных н‡ от ‰ель ных по ло с‡х сет ки,

н‡ о‰ин к‡ кой-ли бо по цес со, ‚ы чис ле нии н‡ нем м‡к си м‡ль но „о зн‡ -
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че ниfl и по сле ‰у ю щей ‡с сыл ке по лу чен но „о зн‡ че ниfl ‚сем по цес со ‡м

си с те мы. О‰ н‡ ко т‡ к‡fl схе м‡ fl‚ лfl ет сfl к‡й не не эф фек ти‚ ной – ко ли че -

ст ‚о не об хо ‰и мых опе ‡ ций пе е ‰‡ чи ‰‡н ных оп е ‰е лfl ет сfl чис лом по -

цес со о‚ и ‚ы пол не ние этих опе ‡ ций мо жет по ис хо ‰ить толь ко ‚ по -

сле ‰о ‚‡ тель ном е жи ме. Меж ‰у тем, к‡к по к‡ зы ‚‡ ет ‡н‡ лиз те бу е мых ком -

му ни к‡ ци он ных ‰ей ст ‚ий, ‚ы пол не ние опе ‡ ций сбо ки и ‡с сыл ки ‰‡н -

ных мо жет быть е ‡ ли зо ‚‡ но с ис поль зо ‚‡ ни ем ‡с смо т ен ной ‚ п. 2.5.2 к‡ -

с к‡‰ ной схе мы об ‡ бот ки ‰‡н ных. Н‡ с‡ мом ‰е ле, по лу че ние м‡к си м‡ль -

но „о зн‡ че ниfl ло к‡ль ных по „еш но с тей, ‚ы чис лен ных н‡ к‡ж ‰ом по -

цес со е, мо жет быть обес пе че но, н‡ пи ме, пу тем пе‰ ‚‡ и тель но „о н‡ -

хож ‰е ниfl м‡к си м‡ль ных зн‡ че ний ‰лfl от ‰ель ных п‡ по цес со о‚ (т‡ кие

‚ы чис ле ниfl мо „ут ‚ы пол нflть сfl п‡ ‡л лель но), з‡ тем мо жет быть сно ‚‡

осу ще ст‚ лен по п‡ ный по иск м‡к си му м‡ се ‰и по лу чен ных е зуль т‡ то‚

и т.‰. Все „о, к‡к по л‡ „‡ ет сfl по к‡ с к‡‰ ной схе ме, не об хо ‰и мо ‚ы пол нить

log2NP п‡ ‡л лель ных ите ‡ ций ‰лfl по лу че ниfl ко неч но „о зн‡ че ниfl (NP –

ко ли че ст ‚о по цес со о‚).

С учетом  ‚озможности пименениfl к‡ с к‡‰ ной схе мы ‰лfl ‚ы пол не -

ниfl кол лек ти‚ ных опе ‡ ций пе е ‰‡ чи ‰‡н ных боль шин ст ‚о б‡ зо ‚ых биб -

ли о тек п‡ ‡л лель ных по „‡мм со ‰е жит по це ‰у ы ‰лfl по‰ ‰еж ки по -

‰об ных ‰ей ст ‚ий. Т‡к, ‚ ст‡н ‰‡ те MPI (см. лек цию 5)  пе ‰у с мо т е ны

опе ‡ ции:

— Reduce(dm,dmax,op,proc) – по це ‰у ‡ сбо ки н‡ по цес со е proc

ито „о ‚о „о е зуль т‡ т‡ dmax се ‰и ло к‡ль ных н‡ к‡ж ‰ом по цес со -

е зн‡ че ний dm с пи ме не ни ем опе ‡ ции op;

— Broadcast(dmax,proc) – по це ‰у ‡ ‡с сыл ки с по цес со ‡ proc

зн‡ че ниfl dmax ‚сем име ю щим сfl по цес со ‡м си с те мы.

С уче том пе е чис лен ных по це ‰у об щ‡fl схе м‡ ‚ы чис ле ний н‡ к‡ж -

‰ом по цес со е мо жет быть пе‰ ст‡‚ ле н‡ ‚ сле ‰у ю щем ‚и ‰е:

// Ал „о итм 11.8 – уточ нен ный ‚‡ и ‡нт

// схе м‡ Г‡ ус с‡-Зей ‰е лfl, лен точ ное ‡з ‰е ле ние ‰‡н ных

// ‰ей ст ‚иfl, ‚ы пол нfl е мые н‡ к‡ж ‰ом по цес со е

do {

// об мен „‡ нич ных сток по лос с со се ‰fl ми

Sendrecv(u[M][*],N+2,NextProc,u[0][*],N+2,PrevProc);

Sendrecv(u[1][*],N+2,PrevProc,u[M+1][*],N+2,NextProc);

// <об ‡ бот к‡ по ло сы с оцен кой по „еш но с ти dm>

// ‚ы чис ле ние об щей по „еш но с ти ‚ы чис ле ний dmax

Reduce(dm,dmax,MAX,0);

Broadcast(dmax,0);

} wh¥le ( dmax > eps ); // eps — точ ность е ше ниfl
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(‚ пи ‚е ‰ен ном ‡л „о ит ме пе е мен н‡fl dm пе‰ ст‡‚ лfl ет со бой ло к‡ль ную

по „еш ность ‚ы чис ле ний н‡ от ‰ель ном по цес со е, ‡ п‡ ‡ мет MAX з‡ -

‰‡ ет опе ‡ цию по ис к‡ м‡к си м‡ль но „о зн‡ че ниfl ‰лfl опе ‡ ции сбо ки).

Сле ‰у ет от ме тить, что ‚ со ст‡ ‚е MPI име ет сfl по це ‰у ‡ Allreduce, ко то -

‡fl со‚ ме щ‡ ет ‰ей ст ‚иfl е ‰ук ции и ‡с сыл ки ‰‡н ных. Ре зуль т‡ ты экс пе -

и мен то‚ ‰лfl ‰‡н но „о ‚‡ и ‡н т‡ п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний ‰лfl ме то ‰‡ Г‡ -

ус с‡ – Зей ‰е лfl пи ‚е ‰е ны ‚ т‡бл. 11.4.

11.3.4. О „‡ ни з‡ циfl ‚ол ны ‚ы чис ле ний

Пе‰ ст‡‚ лен ные ‚ пп. 11.3.1 – 11.3.3 ‡л „о ит мы оп е ‰е лfl ют об щую

схе му п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний ‰лfl ме то ‰‡ се ток ‚ мно „о по цес со ных

си с те м‡х с ‡с пе ‰е лен ной п‡ мfl тью. Д‡ лее эт‡ схе м‡ мо жет быть кон ке -

ти зи о ‚‡ н‡ е ‡ ли з‡ ци ей п‡к ти че с ки ‚сех ‚‡ и ‡н то‚ ме то ‰о‚, ‡с смо т -

ен ных ‰лfl си с тем с об щей п‡ мfl тью (пи ме не ние ‰о пол ни тель ной п‡ мfl -

ти ‰лfl схе мы Г‡ ус с‡ – Яко би, че е ‰о ‚‡ ние об ‡ бот ки по лос и т.п.). По -

‡ бот к‡ т‡ ких ‚‡ и ‡н то‚ не пи ‚но сит к‡ ких-ли бо но ‚ых эф фек то‚ с точ -

ки зе ниfl п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний, и их ‡з бо мо жет ис поль зо ‚‡ть сfl

к‡к те м‡ з‡ ‰‡ ний ‰лfl с‡ мо сто fl тель ных уп ‡ж не ний. 

Т‡б ли ц‡ 11.4. Ре зуль т‡ ты экс пе и мен то‚ ‰лfl си с тем с ‡с пе ‰е лен -

ной п‡ мfl тью, лен точ н‡fl схе м‡ ‡з ‰е ле ниfl ‰‡н ных (p=4)

Р‡зме По сле ‰о ‚‡ тель ный П‡ ‡л лель ный П‡ ‡л лель ный

сет ки ме то‰ Г‡ ус с‡ – ‡л „о итм 11.8 ‡л „о итм 

Зей ‰е лfl с ‚олно‚ой схемой

(‡л „о итм 11.1) ‡счет‡ (см. п. 11.3.4)

k t k t S k t S

100 210 0,06 210 0,54 0,11 210 1,27 0,05

200 273 0,35 273 0,86 0,41 273 1,37 0,26

300 305 0,92 305 0,92 1,00 305 1,83 0,50

400 318 1,69 318 1,27 1,33 318 2,53 0,67

500 343 2,88 343 1,72 1,68 343 3,26 0,88

600 336 4,04 336 2,16 1,87 336 3,66 1,10

700 344 5,68 344 2,52 2,25 344 4,64 1,22

800 343 7,37 343 3,32 2,22 343 5,65 1,30

900 358 9,94 358 4,12 2,41 358 7,53 1,32

1000 351 11,87 351 4,43 2,68 351 8,10 1,46

2000 367 50,19 367 15,13 3,32 367 27,00 1,86

3000 364 113,17 364 37,96 2,98 364 55,76 2,03

(k – ко ли че ст ‚о ите ‡ ций, t – ‚е мfl (сек), S – ус ко е ние)
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В з‡ ‚е ше ние ‡с смо т им ‚оз мож ность о „‡ ни з‡ ции п‡ ‡л лель ных

‚ы чис ле ний, пи ко то ых обес пе чи ‚‡ лось бы н‡ хож ‰е ние т‡ ких же е ше -

ний з‡ ‰‡ чи Ди их ле, что и пи ис поль зо ‚‡ нии ис хо‰ но „о по сле ‰о ‚‡ тель -

но „о ме то ‰‡ Г‡ ус с‡ – Зей ‰е лfl. К‡к от ме ч‡ лось ‡ нее, т‡ кой е зуль т‡т мо -

жет быть по лу чен з‡ счет о „‡ ни з‡ ции ‚ол но ‚ой схе мы ‡с че то‚. Длfl об -

‡ зо ‚‡ ниfl ‚ол ны ‚ы чис ле ний пе‰ ст‡ ‚им ло „и че с ки к‡ж ‰ую по ло су уз -

ло‚ об л‡ с ти ‡с че то‚ ‚ ‚и ‰е н‡ бо ‡ бло ко‚ (‡з ме бло ко‚ мож но по ло -

жить, ‚ ч‡ ст но с ти, ‡‚ ным ши и не по ло сы) и о „‡ ни зу ем об ‡ бот ку по -

лос по блоч но ‚ по сле ‰о ‚‡ тель ном по fl‰ ке (см. ис. 11.12). То„ ‰‡ ‰лfl пол -

но „о по ‚то е ниfl ‰ей ст ‚ий по сле ‰о ‚‡ тель но „о ‡л „о ит м‡ ‚ы чис ле ниfl мо -

„ут быть н‡ ч‡ ты толь ко ‰лfl пе ‚о „о бло к‡ пе ‚ой по ло сы уз ло‚; по сле то -

„о к‡к этот блок бу ‰ет об ‡ бо т‡н, ‰лfl ‚ы чис ле ний бу ‰ут „о то ‚ы уже ‰‚‡

бло к‡ – блок 2 пе ‚ой по ло сы и блок 1 ‚то ой по ло сы (‰лfl об ‡ бот ки

бло к‡ по ло сы 2 не об хо ‰и мо пе е ‰‡ть „‡ нич ную сто ку уз ло‚ пе ‚о „о

бло к‡ по ло сы 1). По сле об ‡ бот ки ук‡ з‡н ных бло ко‚ к ‚ы чис ле ни flм бу -

‰ут „о то ‚ы уже 3 бло к‡, и мы по лу ч‡ ем зн‡ ко мый уже по цесс ‚ол но ‚ой

об ‡ бот ки ‰‡н ных (е зуль т‡ ты экс пе и мен то‚ см. ‚ т‡бл. 11.4).

Рис. 11.12. О „‡ ни з‡ циfl ‚ол ны ‚ы чис ле ний пи лен точ ной схе ме

‡з ‰е ле ниfl ‰‡н ных

Ин те ес ный мо мент пи о „‡ ни з‡ ции по ‰об ной схе мы п‡ ‡л лель -

ных ‚ы чис ле ний мо жет со сто flть ‚ по пыт ке со‚ ме ще ниfl опе ‡ ций пе е -

сыл ки „‡ нич ных сток и ‰ей ст ‚ий по об ‡ бот ке бло ко‚ ‰‡н ных. 

11.3.5. Блоч н‡fl схе м‡ ‡з ‰е ле ниfl ‰‡н ных

Лен точ н‡fl схе м‡ ‡з ‰е ле ниfl ‰‡н ных мо жет быть ес те ст ‚ен ным об -

‡ зом обоб ще н‡ н‡ блоч ный спо соб пе‰ ст‡‚ ле ниfl сет ки об л‡ с ти ‡с -

че то‚ (см. ис. 11.9). Пи этом столь ‡ ‰и к‡ль ное из ме не ние спо со б‡

‡з би е ниfl сет ки п‡к ти че с ки не по те бу ет к‡ ких-ли бо су ще ст ‚ен ных
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ко ек ти о ‚ок ‡с смо т ен ной схе мы п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний. Ос -

но‚ ной но ‚ый мо мент пи блоч ном пе‰ ст‡‚ ле нии ‰‡н ных со сто ит ‚

у‚е ли че нии ко ли че ст ‚‡ „‡ нич ных сток н‡ к‡ж ‰ом по цес со е (‰лfl

бло к‡ их ко ли че ст ‚о ст‡ но ‚ит сfl ‡‚ ным 4), что пи ‚о ‰ит, со от ‚ет ст -

‚ен но, к боль ше му чис лу опе ‡ ций пе е ‰‡ чи ‰‡н ных пи об ме не „‡ -

нич ных сток. С‡‚ ни ‚‡fl з‡ т‡ ты н‡ о „‡ ни з‡ цию пе е ‰‡ чи „‡ нич ных

сток, мож но от ме тить, что пи лен точ ной схе ме ‰лfl к‡ж ‰о „о по цес -

со ‡ ‚ы пол нfl ет сfl 4 опе ‡ ции пи ем‡-пе е ‰‡ чи ‰‡н ных, ‚ к‡ж ‰ой из

ко то ых пе е сы л‡ ют сfl (N+2) зн‡ че ниfl. Длfl блоч но „о же спо со б‡ по -

ис хо ‰ит 8 опе ‡ ций пе е сыл ки и объ ем к‡ж ‰о „о со об ще ниfl ‡ ‚ен

(N/√NP+2) (N – ко ли че ст ‚о ‚ну т ен них уз ло‚ сет ки, NP – чис ло по -

цес со о‚, ‡з ме ‚сех бло ко‚ пе‰ по л‡ „‡ ет сfl о‰и н‡ ко ‚ым). Тем с‡ мым,

блоч н‡fl схе м‡ пе‰ ст‡‚ ле ниfl об л‡ с ти ‡с че то‚ ст‡ но ‚ит сfl оп ‡‚ ‰‡н -

ной пи боль шом ко ли че ст ‚е уз ло‚ сет ки, ко„ ‰‡ у‚е ли че ние ко ли че ст -

‚‡ ком му ни к‡ ци он ных опе ‡ ций пи ‚о ‰ит к сни же нию з‡ т‡т н‡ пе е -

сыл ку ‰‡н ных ‚ си лу со к‡ ще ниfl ‡з ме о‚ пе е ‰‡ ‚‡ е мых со об ще ний.

Ре зуль т‡ ты экс пе и мен то‚ пи блоч ной схе ме ‡з ‰е ле ниfl ‰‡н ных пи -

‚е ‰е ны ‚ т‡бл. 11.5.

Т‡б ли ц‡ 11.5. Ре зуль т‡ ты экс пе и мен то‚ ‰лfl си с тем с ‡с пе ‰е лен -

ной п‡ мfl тью, блоч н‡fl схе м‡ ‡з ‰е ле ниfl ‰‡н ных (p=4)

Р‡зме По сле ‰о ‚‡ тель ный П‡ ‡л лель ный П‡ ‡л лель ный

сет ки ме то‰ Г‡ ус с‡ – ‡л „о итм с ‡л „о итм 11.9

Зей ‰е лfl с блочной схемой

(‡л „о итм 11.1) ‡ссчет‡ 

(см. п. 11.3.5)

k t k t S k t S

100 210 0,06 210 0,71 0,08 210 0,60 0,10

200 273 0,35 273 0,74 0,47 273 1,06 0,33

300 305 0,92 305 1,04 0,88 305 2,01 0,46

400 318 1,69 318 1,44 1,18 318 2,63 0,64

500 343 2,88 343 1,91 1,51 343 3,60 0,80

600 336 4,04 336 2,39 1,69 336 4,63 0,87

700 344 5,68 344 2,96 1,92 344 5,81 0,98

800 343 7,37 343 3,58 2,06 343 7,65 0,96

900 358 9,94 358 4,50 2,21 358 9,57 1,04

1000 351 11,87 351 4,90 2,42 351 11,16 1,06

2000 367 50,19 367 16,07 3,12 367 39,49 1,27

3000 364 113,17 364 39,25 2,88 364 85,72 1,32

(k – ко ли че ст ‚о ите ‡ ций, t – ‚е мfl (сек), S – ус ко е ние)

Кус
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Пи блоч ном пе‰ ст‡‚ ле нии сет ки мо жет быть е ‡ ли зо ‚‡н т‡к же и

‚ол но ‚ой ме то‰ ‚ы пол не ниfl ‡с че то‚ (см. ис. 11.13). Пусть по цес со ы

об ‡ зу ют пfl мо у„оль ную е шет ку ‡з ме ом NB×NB (NB=√NP) и по цес -

со ы по ну ме о ‚‡ ны от 0 сле ‚‡ н‡ п‡ ‚о по сто к‡м е шет ки.

Об щ‡fl схе м‡ п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний ‚ этом слу ч‡е име ет ‚и‰:

Ал „о итм 11.9. Блоч н‡fl схе м‡ ‡з ‰е ле ниfl ‰‡н ных

// Ал „о итм 11.9

// схе м‡ Г‡ ус с‡-Зей ‰е лfl, блоч ное ‡з ‰е ле ние ‰‡н ных

// ‰ей ст ‚иfl, ‚ы пол нfl е мые н‡ к‡ж ‰ом по цес со е

do {

// по лу че ние „‡ нич ных уз ло‚

¥f ( ProcNum / NB != 0 ) { // сто к‡ не ну ле ‚‡fl

// по лу че ние ‰‡н ных от ‚ех не „о по цес со ‡

Rece¥ve(u[0][*],M+2,TopProc); // ‚ех нflfl сто к‡

Rece¥ve(dmax,1,TopProc);      // по „еш ность

}

¥f ( ProcNum % NB != 0 ) { // стол бец не ну ле ‚ой

// по лу че ние ‰‡н ных от ле ‚о „о по цес со ‡

Rece¥ve(u[*][0],M+2,LeftProc); // ле ‚ый стол бец

Rece¥ve(dm,1,LeftProc);       // по „еш ность

¥f ( dm > dmax ) dmax = dm;

}

// <об ‡ бот к‡ бло к‡ с оцен кой по „еш но с ти dmax>

// пе е сыл к‡ „‡ нич ных уз ло‚

¥f ( ProcNum / NB != NB-1 ) { // сто к‡ е шет ки не по сле‰ нflfl

// пе е сыл к‡ ‰‡н ных ниж не му по цес со у

Send(u[M+1][*],M+2,DownProc); // ниж нflfl сто к‡ 

Send(dmax,1,DownProc);      // по „еш ность 

}

¥f ( ProcNum % NB != NB-1 ) { // стол бец е шет ки не по сле‰ ний

// пе е сыл к‡ ‰‡н ных п‡ ‚о му по цес со у

Send(u[*][M+1],M+2,R¥ghtProc); // п‡ ‚ый стол бец 

Send(dmax,1, R¥ghtProc);    // по „еш ность

}

// син хо ни з‡ циfl и ‡с сыл к‡ по „еш но с ти dmax

Broadcast(dmax,NP-1);

} wh¥le ( dmax > eps ); // eps — точ ность е ше ниfl
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Пи е ‡ ли з‡ ции ‡л „о ит м‡ не об хо ‰и мо обес пе чить, что бы ‚ н‡ -

ч‡ль ный мо мент ‚е ме ни ‚се по цес со ы (ко ме по цес со ‡ с ну ле -

‚ым но ме ом) ок‡ з‡ лись ‚ со сто fl нии пе е ‰‡ чи с‚о их „‡ нич ных уз ло‚

(‚ех ней сто ки и ле ‚о „о столб ц‡). Вы чис ле ниfl ‰ол жен н‡ чи н‡ть по -

цес со с ле ‚ым ‚ех ним бло ком, по сле з‡ ‚е ше ниfl об ‡ бот ки ко то о -

„о об но‚ лен ные зн‡ че ниfl п‡ ‚о „о столб ц‡ и ниж ней сто ки бло к‡

нуж но пе е п‡ ‚ить п‡ ‚о му и ниж не му по цес со ‡м е шет ки со от ‚ет -

ст ‚ен но. Д‡н ные ‰ей ст ‚иfl обес пе ч‡т снfl тие бло ки о‚ ки по цес со о‚

‚то ой ‰и ‡ „о н‡ ли по цес со ной е шет ки (си ту ‡ циfl сле ‚‡ н‡ ис.

11.13) и т.‰.

Ан‡ лиз эф фек ти‚ но с ти о „‡ ни з‡ ции ‚ол но ‚ых ‚ы чис ле ний ‚ си с -

те м‡х с ‡с пе ‰е лен ной п‡ мfl тью (см. т‡бл. 11.5) по к‡ зы ‚‡ ет зн‡ чи тель -

ное сни же ние по лез ной ‚ы чис ли тель ной н‡ „уз ки ‰лfl по цес со о‚,

ко то ые з‡ ни м‡ ют сfl об ‡ бот кой ‰‡н ных толь ко ‚ мо мен ты, ко„ ‰‡ их

бло ки по п‡ ‰‡ ют ‚о фонт ‚ол ны ‚ы чис ле ний. Пи этом б‡ л‡н си о‚ к‡

(пе е ‡с пе ‰е ле ние) н‡ „уз ки fl‚ лfl ет сfl к‡й не з‡ ту‰ ни тель ной, по -

сколь ку с‚fl з‡ н‡ с пе е сыл кой меж ‰у по цес со ‡ ми бло ко‚ ‰‡н ных

боль шо „о объ е м‡. Воз мож ный ин те ес ный спо соб улуч ше ниfl си ту ‡ ции

со сто ит ‚ о „‡ ни з‡ ции мно же ст ‚ен ной ‚ол ны ‚ы чис ле ний, ‚ со от ‚ет ст -

‚ии с ко то ой по цес со ы по сле от ‡ бот ки ‚ол ны те ку щей ите ‡ ции

‡с че то‚ мо „ут пи сту пить к ‚ы пол не нию ‚ол ны сле ‰у ю щей ите ‡ ции

ме то ‰‡ се ток. Т‡к, н‡ пи ме, по цес со 0 (см. ис. 11.13), пе е ‰‡‚ по -

сле об ‡ бот ки с‚о е „о бло к‡ „‡ нич ные ‰‡н ные и з‡ пу с ти‚ тем с‡ мым

‚ы чис ле ниfl н‡ по цес со ‡х 1 и 4, ок‡ зы ‚‡ ет сfl „о то ‚ым к ис пол не нию

сле ‰у ю щей ите ‡ ции ме то ‰‡ Г‡ ус с‡ – Зей ‰е лfl. По сле об ‡ бот ки бло ко‚

пе ‚ой (по цес со ы 1 и 4) и ‚то ой (по цес со 0) ‚олн к ‚ы чис ле ни flм

ок‡ жут сfl „о то ‚ы ми сле ‰у ю щие „уп пы по цес со о‚ (‰лfl пе ‚ой ‚ол ны

— по цес со ы 2, 5 и 8, ‰лfl ‚то ой — по цес со ы 1 и 4). Ко ме то „о,

по цес со 0 опflть ок‡ жет сfl „о то ‚ым к з‡ пу с ку оче е‰ ной ‚ол ны об ‡ -

бот ки ‰‡н ных. По сле ‚ы пол не ниfl NB по ‰об ных ш‡ „о‚ ‚ об ‡ бот ке бу -

‰ет н‡ хо ‰ить сfl о‰ но ‚е мен но NB ите ‡ ций и ‚се по цес со ы ок‡ жут сfl

з‡ ‰ей ст ‚о ‚‡н ны ми. По ‰об н‡fl схе м‡ о „‡ ни з‡ ции ‡с че то‚ поз ‚о лfl ет

‡с см‡ т и ‚‡ть име ю щу ю сfl по цес со ную е шет ку к‡к ‚ы чис ли тель ный

кон ‚ей е по эт‡п но „о ‚ы пол не ниfl ите ‡ ций ме то ‰‡ се ток. Ос т‡ но‚ к‡

кон ‚ей е ‡ мо жет осу ще ст‚ лflть сfl, к‡к и ‡ нее, по м‡к си м‡ль ной по -

„еш но с ти ‚ы чис ле ний (по ‚е ку ус ло ‚иfl ос т‡ но‚ ки сле ‰у ет н‡ чи н‡ть

толь ко пи ‰о сти же нии пол ной з‡ „уз ки кон ‚ей е ‡ по сле з‡ пу с к‡ NB

ите ‡ ций ‡с че то‚). Не об хо ‰и мо от ме тить т‡к же, что по лу ч‡ е мое по сле

‚ы пол не ниfl ус ло ‚иfl ос т‡ но‚ ки е ше ние з‡ ‰‡ чи Ди их ле бу ‰ет со ‰е -

ж‡ть зн‡ че ниfl уз ло‚ сет ки от ‡з ных ите ‡ ций ме то ‰‡ и не бу ‰ет, тем

с‡ мым, со‚ п‡ ‰‡ть с е ше ни ем, по лу ч‡ е мым пи по мо щи ис хо‰ но „о по -

сле ‰о ‚‡ тель но „о ‡л „о ит м‡.
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Рис. 11.13. О „‡ ни з‡ циfl ‚ол ны ‚ы чис ле ний пи блоч ной схе ме 

‡з ‰е ле ниfl ‰‡н ных

11.3.6. Оцен к‡ ту ‰о ем ко с ти опе ‡ ций пе е ‰‡ чи ‰‡н ных

Ве мfl ‚ы пол не ниfl ком му ни к‡ ци он ных опе ‡ ций зн‡ чи тель но пе -

‚ы ш‡ ет ‰ли тель ность ‚ы чис ли тель ных ко м‡н‰. Оцен к‡ ту ‰о ем ко с ти опе -

‡ ций пи ем‡-пе е ‰‡ чи мо жет быть осу ще ст‚ ле н‡ с ис поль зо ‚‡ ни ем ‰‚ух

ос но‚ ных х‡ ‡к те и с тик се ти пе е ‰‡ чи: л‡ тент но с ти (latency), оп е ‰е лfl -

ю щей ‚е мfl по‰ „о то‚ ки ‰‡н ных к пе е ‰‡ че по се ти, и по пу ск ной спо соб но -

с ти се ти (bandwidth), з‡ ‰‡ ю щей объ ем пе е ‰‡ ‚‡ е мых по се ти з‡ 1 секун‰у

‰‡н ных, – бо лее пол ное из ло же ние ‚о по с‡ со ‰е жит сfl ‚ лек ции 3.

По пу ск н‡fl спо соб ность н‡ и бо лее ‡с по ст ‡ нен ной н‡ ‰‡н ный

мо мент се ти Fast Ethernet – 100 Mбит/с, ‰лfl бо лее со ‚е мен ной се ти

Gigabit Ethernet – 1000 Мбит/с. В то же ‚е мfl ско ость пе е ‰‡ чи ‰‡н ных

‚ си с те м‡х с об щей п‡ мfl тью обыч но со ст‡‚ лfl ет сот ни и ты сfl чи мил ли о -

но‚ б‡йт ‚ се кун ‰у. Тем с‡ мым, ис поль зо ‚‡ ние си с тем с ‡с пе ‰е лен ной

п‡ мfl тью пи ‚о ‰ит к сни же нию ско о сти пе е ‰‡ чи ‰‡н ных не ме нее чем ‚

100 ‡з.

Еще ху же ‰е ло об сто ит с л‡ тент но с тью. Длfl се ти Fast Ethernet эт‡ х‡ -

‡к те и с ти к‡ име ет зн‡ че ние по fl‰ к‡ 150 мкс, ‰лfl се ти Gigabit Ethernet –

око ло 100 мкс. Длfl со ‚е мен ных ком пью те о‚ с т‡к то ‚ой ч‡ с то той с‚ы -

ше 2 ГГц ‡з ли чие ‚ по из ‚о ‰и тель но с ти ‰о сти „‡ ет не ме нее чем 10000 –

100000 ‡з. Пи ук‡ з‡н ных х‡ ‡к те и с ти к‡х ‚ы чис ли тель ной си с те мы ‰лfl

‰о сти же ниfl 90% эф фек ти‚ но с ти ‚ ‡с см‡ т и ‚‡ е мом пи ме е е ше ниfl

з‡ ‰‡ чи Ди их ле (т.е. что бы ‚ хо ‰е ‡с че то‚ об ‡ бот к‡ ‰‡н ных з‡ ни м‡ л‡ не

ме нее 90% ‚е ме ни от об щей ‰ли тель но с ти ‚ы чис ле ний и толь ко 10%

‚е ме ни т‡ ти лось бы н‡ опе ‡ ции пе е ‰‡ чи ‰‡н ных) ‡з ме бло ко‚ ‚ы -

чис ли тель ной сет ки ‰ол жен быть не ме нее N=7500 уз ло‚ по ‚е ти к‡ ли и
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„о и зон т‡ ли (объ ем ‚ы чис ле ний ‚ бло ке со ст‡‚ лfl ет 5N2 опе ‡ ций с пл‡ -

‚‡ ю щей з‡ пfl той).

К‡к е зуль т‡т, мож но з‡ клю чить, что эф фек ти‚ ность п‡ ‡л лель ных

‚ы чис ле ний пи ис поль зо ‚‡ нии ‡с пе ‰е лен ной п‡ мfl ти оп е ‰е лfl ет сfl ‚

ос но‚ ном ин тен си‚ но с тью и ‚и ‰ом ‚ы пол нfl е мых ком му ни к‡ ци он ных

опе ‡ ций пи ‚з‡ и мо ‰ей ст ‚ии по цес со о‚. Не об хо ‰и мый пи этом ‡н‡ -

лиз п‡ ‡л лель ных ме то ‰о‚ и по „‡мм мо жет быть ‚ы пол нен зн‡ чи тель -

но бы с т ее з‡ счет ‚ы ‰е ле ниfl ти по ‚ых опе ‡ ций пе е ‰‡ чи ‰‡н ных – см.

лек цию 3. Т‡к, н‡ пи ме, ‚ ‡с см‡ т и ‚‡ е мом учеб ном пимее е ше ниfl

з‡ ‰‡ чи Ди их ле п‡к ти че с ки ‚се пе е сыл ки зн‡ че ний с‚о ‰flт сfl к ст‡н -

‰‡т ным ком му ни к‡ ци он ным ‰ей ст ‚и flм, име ю щим ‡‰ек ‚‡т ную по‰ -

‰еж ку ‚ ст‡н ‰‡ те MPI (см. ис. 11.14):

Кус
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се ток ‚ си с те ме с ‡с пе ‰е лен ной п‡ мfl тью



— ‡с сыл к‡ ко ли че ст ‚‡ уз ло‚ сет ки ‚сем по цес со ‡м – ти по ‚‡fl

опе ‡ циfl пе е ‰‡ чи ‰‡н ных от о‰ но „о по цес со ‡ ‚сем по цес со ‡м се ти

(функ циfl MPI_Bcast);

— ‡с сыл к‡ по лос или бло ко‚ уз ло‚ сет ки ‚сем по цес со ‡м – ти по -

‚‡fl опе ‡ циfl пе е ‰‡ чи ‡з ных ‰‡н ных от о‰ но „о по цес со ‡ ‚сем по цес -

со ‡м се ти (функ циfl MPI_Scatter);

— об мен „‡ нич ных сток или столб цо‚ сет ки меж ‰у со се‰ ни ми

по цес со ‡ ми – ти по ‚‡fl опе ‡ циfl пе е ‰‡ чи ‰‡н ных меж ‰у со се‰ ни ми

по цес со ‡ ми се ти (функ циfl MPI_Sendrecv);

— сбо к‡ и ‡с сыл к‡ по „еш но с ти ‚ы чис ле ний ‚сем по цес со ‡м –

ти по ‚‡fl опе ‡ циfl пе е ‰‡ чи ‰‡н ных от ‚сех по цес со о‚ ‚сем по цес со -

‡м се ти (функ циfl MPI_Allreduce);

— сбо к‡ н‡ о‰ ном по цес со е е ше ниfl з‡ ‰‡ чи (‚сех по лос или бло -

ко‚ сет ки) – ти по ‚‡fl опе ‡ циfl пе е ‰‡ чи ‰‡н ных от ‚сех по цес со о‚ се -

ти о‰ но му по цес со у (функ циfl MPI_Gather).

11.4. К‡т кий об зо лек ции

В лек ции ‡с см‡ т и ‚‡ ют сfl ‚о по сы о „‡ ни з‡ ции п‡ ‡л лель ных ‚ы -

чис ле ний ‰лfl е ше ниfl з‡ ‰‡ч, ‚ ко то ых пи м‡ те м‡ ти че с ком мо ‰е ли о -

‚‡ нии ис поль зу ют сfl ‰иф фе ен ци ‡ль ные у‡‚ не ниfl ‚ ч‡ ст ных по из ‚о‰ -

ных. Длfl чис лен но „о е ше ниfl по ‰об ных з‡ ‰‡ч обыч но пи ме нfl ет сfl ме -

то‰ ко неч ных ‡з но стей (ме то‰ се ток), об л‡ ‰‡ ю щий ‚ы со кой ‚ы чис ли -

тель ной ту ‰о ем ко с тью. В лек ции по сле ‰о ‚‡ тель но ‡з би ‡ ют сfl ‚оз мож -

ные спо со бы ‡с п‡ ‡л ле ли ‚‡ ниfl се точ ных ме то ‰о‚ н‡ мно „о по цес со -

ных ‚ы чис ли тель ных си с те м‡х с об щей и ‡с пе ‰е лен ной п‡ мfl тью. Пи

этом боль шое ‚ни м‡ ние у‰е лfl ет сfl по бле м‡м, ‚оз ни к‡ ю щим пи о „‡ -

ни з‡ ции п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний, ‡н‡ ли зу пи чин по fl‚ ле ниfl т‡ ких

по блем и н‡ хож ‰е нию пу тей их пе о‰о ле ниfl. Длfl н‡ „лfl‰ ной ‰е мон ст ‡ -

ции из л‡ „‡ е мо „о м‡ те и ‡ л‡ ‚ к‡ че ст ‚е учеб но „о пи ме ‡ ‡с см‡ т и ‚‡ ет сfl

по бле м‡ чис лен но „о е ше ниfl з‡ ‰‡ чи Ди их ле ‰лfl у‡‚ не ниfl Пу ‡с со н‡.

В пунк те 11.1 пи ‚о ‰ит сfl к‡т кое опи с‡ ние се точ ных ме то ‰о‚ н‡

пи ме е е ше ниfl з‡ ‰‡ чи Ди их ле.

В пунк те 11.2 ‰‡ ют сfl ‚оз мож ные спо со бы о „‡ ни з‡ ции п‡ ‡л лель -

ных ‚ы чис ле ний пи чис лен ном е ше нии ‰иф фе ен ци ‡ль ных у‡‚ не ний

‚ ч‡ ст ных по из ‚о‰ ных ‰лfl ‚ы чис ли тель ных си с тем с об щей п‡ мfl тью. В

ос но ‚е из л‡ „‡ е мо „о по‰ хо ‰‡ – тех но ло „иfl OpenMP, ши о ко пи ме нfl е м‡fl

‚ н‡ сто fl щее ‚е мfl ‰лfl ‡з ‡ бот ки п‡ ‡л лель ных по „‡мм. В ‡м к‡х этой

тех но ло „ии п‡ ‡л лель ный по „‡мм ный ко‰ фо ми у ет сfl по „‡м ми с -

том по се‰ ст ‚ом ‰о б‡‚ ле ниfl спе ци ‡ль ных ‰и ек ти‚ или ком мен т‡ и е‚ ‚

су ще ст ‚у ю щие по сле ‰о ‚‡ тель ные по „‡м мы. К‡к е зуль т‡т, по „‡мм -

ный ко‰ fl‚ лfl ет сfl е‰и ным ‰лfl по сле ‰о ‚‡ тель ных и п‡ ‡л лель ных по -
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„‡мм, что ‰е л‡ ет бо лее по стым ‡з ‚и тие и со по ‚ож ‰е ние по „‡мм но -

„о обес пе че ниfl. 

Сле ‰у ет от ме тить, что пи нfl т‡fl ‚ лек ции по сле ‰о ‚‡ тель ность

пе‰ ст‡‚ ле ниfl учеб но „о м‡ те и ‡ л‡ мо жет быть ‡с смо т е н‡ к‡к н‡ „лfl‰ -

н‡fl ‰е мон ст ‡ циfl по эт‡п ной ме то ‰и ки ‡з ‡ бот ки по „‡мм но „о обес -

пе че ниfl. Т‡ кой по‰ хо‰ поз ‚о лfl ет ‰о ст‡ точ но бы с т о по лу ч‡ть н‡ ч‡ль -

ные ‚‡ и ‡н ты п‡ ‡л лель ных по „‡мм, ко то ые ‰‡ лее мо „ут со ‚е шен -

ст ‚о ‚‡ть сfl ‰лfl ‰о сти же ниfl м‡к си м‡ль но ‚оз мож ной эф фек ти‚ но с ти

п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний. В хо ‰е из ло же ниfl учеб но „о м‡ те и ‡ л‡ ‚ лек -

ции по ‚о ‰ит сfl по сле ‰о ‚‡ тель ное ‡з ‚и тие п‡ ‡л лель ной по „‡м мы

‰лfl е ше ниfl з‡ ‰‡ чи Ди их ле; ‰лfl к‡ж ‰о „о оче е‰ но „о ‚‡ и ‡н т‡ по -

„‡м мы по ‚о ‰ит сfl ‡н‡ лиз по ож ‰‡ е мых по „‡м мой п‡ ‡л лель ных

‚ы чис ле ний, оп е ‰е лfl ют сfl пи чи ны име ю щих сfl по теь эф фек ти‚ но с -

ти ‡с че то‚ и обос но ‚ы ‚‡ ют сfl пу ти ‰‡ль ней ше „о со ‚е шен ст ‚о ‚‡ ниfl

‚ы чис ле ний. По ‰об ный по fl ‰ок ‡с по ло же ниfl м‡ те и ‡ л‡ поз ‚о лfl ет

по сле ‰о ‚‡ тель но по к‡ з‡ть fl‰ ти по ‚ых по блем п‡ ‡л лель но „о по -

„‡м ми о ‚‡ ниfl – из лиш ней син хо ни з‡ ции (serialization), со стfl з‡ ниfl по -

то ко‚ (race condition), ту пи ко‚ (deadlock) и ‰. Осо бое ‚ни м‡ ние у‰е лfl -

ет сfl по бле ме ‚оз мож ной не о‰ но зн‡ч но с ти е зуль т‡ то‚ по сле ‰о ‚‡ тель -

ных и п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний. Длfl ‰о сти же ниfl о‰ но зн‡ч но с ти по лу -

ч‡ е мых е зуль т‡ то‚ ‡с че то‚ ‚ пи ‚о ‰и мом учеб ном м‡ те и ‡ ле оце ни -

‚‡ ет сfl ‚оз мож ность пи ме не ниfl не сколь ких ‡з лич ных по‰ хо ‰о‚, по -

сле ‰о ‚‡ тель ный ‡н‡ лиз ко то ых пи ‚о ‰ит к оп е ‰е ле нию ме то ‰о‚ ‚ол -

но ‚ой об ‡ бот ки ‰‡н ных (wavefront or hyperplane methods). Н‡ пи ме е е -

‡ ли з‡ ции ‚ол но ‚ых схем ‚ы чис ле ний ‰‡ ет сfl блоч н‡fl схе м‡ пе‰ ст‡‚ ле -

ниfl ‰‡н ных ‰лfl эф фек ти‚ но „о ис поль зо ‚‡ ниfl бы с т ой кэш-п‡ мfl ти

ком пью те ‡. В з‡ ‚е ше ние лек ции из л‡ „‡ ет сfl ме то ‰и к‡ о „‡ ни з‡ ции

оче е ‰ей з‡ ‰‡ ний ‰лfl ‡‚ но ме ной б‡ л‡н си о‚ ки ‚ы чис ли тель ной н‡ -

„уз ки по цес со о‚.

В пунк те 11.3 ‚о по сы о „‡ ни з‡ ции п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний пи

чис лен ном е ше нии ‰иф фе ен ци ‡ль ных у‡‚ не ний ‚ ч‡ ст ных по из ‚о‰ -

ных ‡с см‡ т и ‚‡ ют сfl пи ме ни тель но к ‚ы чис ли тель ным си с те м‡м с ‡с -

пе ‰е лен ной п‡ мfl тью. Пеж ‰е ‚се „о от ме ч‡ ет сfl, что мно „ие по бле мы

п‡ ‡л лель но „о по „‡м ми о ‚‡ ниfl (со стfl з‡ ние ‚ы чис ле ний, ту пи ки, се -

и ‡ ли з‡ циfl) fl‚ лfl ют сfl об щи ми ‰лfl си с тем с об щей и ‡с пе ‰е лен ной п‡ -

мfl тью. Ос но‚ ное от ли чие п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний с ‡с пе ‰е лен ной

п‡ мfl тью со сто ит ‚ том, что ‚з‡ и мо ‰ей ст ‚ие п‡ ‡л лель ных уч‡ ст ко‚ по -

„‡м мы н‡ ‡з ных по цес со ‡х мо жет быть обес пе че но толь ко пи по мо -

щи пе е ‰‡ чи со об ще ний (message passing). Пи этом эф фек ти‚ ность п‡ ‡л -

лель ных ‚ы чис ле ний ‚о мно „ом оп е ‰е лfl ет сfl ‡‚ но ме но с тью ‡с пе ‰е -

ле ниfl об ‡ б‡ ты ‚‡ е мых ‰‡н ных меж ‰у по цес со ‡ ми и ‰о сти „‡ е мой сте -

пе нью ло к‡ ли з‡ ции ‚ы чис ле ний.
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Из ло же ние учеб но „о м‡ те и ‡ л‡ ‰‡н но „о ‡з ‰е л‡ лек ции н‡ чи н‡ ет сfl

с об суж ‰е ниfl об щих пин ци по‚ ‡с пе ‰е ле ниfl ‰‡н ных меж ‰у по цес со -

‡ ми, ко то ые пи ме ни тель но к ‡с см‡ т и ‚‡ е мой учеб ной з‡ ‰‡ че Ди их -

ле с‚о ‰flт сfl к о‰ но ме ной (лен точ ной) схе ме или ‰‚у ме но му (блоч но му) ‡з -

би е нию об л‡ с ти ‡с че то‚. По сле ‰у ю щее ‡с смо т е ние ‚о по со‚ о „‡ ни -

з‡ ции п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний по ‚о ‰ит сfl ‚ ос но‚ ном н‡ пи ме е лен -

точ ной схе мы; блоч ный ме то‰ ‡з ‰е ле ниfl ‰‡н ных пе‰ ст‡‚ лен ‚ бо лее

к‡т ком ‚и ‰е. Се ‰и ос но‚ ных тем, ‚ы б‡н ных ‰лfl об суж ‰е ниfl пи из ло -

же нии лен точ ной схе мы: ‚оз мож ные спо со бы ‚ы пол не ниfl п‡ ных и кол -

лек ти‚ ных опе ‡ ций пе е ‰‡ чи ‰‡н ных меж ‰у по цес со ‡ ми, осо бен но с ти

е ‡ ли з‡ ции ‚ол но ‚ых схем ‚ы чис ле ний ‚ си с те м‡х с ‡с пе ‰е лен ной п‡ -

мfl тью, ‚оз мож ность со‚ ме ще ниfl ‚ы пол нfl е мых ‚ы чис ле ний и опе ‡ ций

пе е ‰‡ чи ‰‡н ных. В з‡ ‚е ше ние лек ции по ‚о ‰ит сfl с‡‚ ни тель н‡fl оцен -

к‡ ту ‰о ем ко с ти ком му ни к‡ ци он ных ‰ей ст ‚ий и ‰ли тель но с ти ‚ы пол не -

ниfl ‚ы чис ли тель ных опе ‡ ций.

11.5. Об зо ли те ‡ ту ы

До пол ни тель н‡fl ин фо м‡ циfl по чис лен ным ме то ‰‡м е ше ниfl ‰иф -

фе ен ци ‡ль ных у‡‚ не ний ‚ ч‡ ст ных по из ‚о‰ ных мо жет быть по лу че н‡

‚ [6,13]. Р‡с смо т е ние ‚о по со‚ о „‡ ни з‡ ции пи чис лен ном е ше нии

‰иф фе ен ци ‡ль ных у‡‚ не ний ‚ ч‡ ст ных по из ‚о‰ ных по ‚о ‰ит сfl ‚ [5,

51, 60, 63].

Пи ‡с смо т е нии ‚о по со‚ о „‡ ни з‡ ции п‡ мfl ти ком пью те о‚ мо -

„ут ок‡ з‡ть сfl по лез ны ми ‡ бо ты [14, 16]. 

Тех но ло „иfl MPI ‰лfl ‡з ‡ бот ки п‡ ‡л лель ных по „‡мм ‡с смо т е -

н‡ ‚ лек ции 5.

Бо лее по ‰об ное ‡с смо т е ние ‚о по со‚, с‚fl з‡н ных с ис поль зо ‚‡ -

ни ем оче е ‰ей з‡ ‰‡ ний пи о „‡ ни з‡ ции п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний, по -

‚о ‰ит сfl ‚ [5, 76].

11.6. Кон толь ные ‚о по сы

1. К‡к оп е ‰е лfl ет сfl з‡ ‰‡ ч‡ Ди их ле ‰лfl у‡‚ не ниfl Пу ‡с со н‡?

2. В чем со сто flт ос но‚ ные по ло же ниfl ме то ‰‡ ко неч ных ‡з но стей?

3. К‡ кие спо со бы ‡с п‡ ‡л ле ли ‚‡ ниfl се точ ных ме то ‰о‚ мо „ут быть

ис поль зо ‚‡ ны ‰лfl мно „о по цес со ных ‚ы чис ли тель ных си с тем с

об щей п‡ мfl тью?

4. В к‡ ких си ту ‡ ци flх не об хо ‰и м‡ син хо ни з‡ циfl п‡ ‡л лель ных ‚ы -

чис ле ний?

5. К‡к х‡ ‡к те и зу ет сfl по ‚е ‰е ние п‡ ‡л лель ных уч‡ ст ко‚ по „‡м -

мы пи н‡ ли чии ус ло ‚ий со стfl з‡ ниfl по то ко‚?
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6. В чем со сто ит по бле м‡ ‚з‡ и мо бло ки о‚ ки?

7. К‡ кие ме то ‰ы мо „ут быть ис поль зо ‚‡ ны ‰лfl ‰о сти же ниfl о‰ но -

зн‡ч но с ти е зуль т‡ то‚ п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний ‰лfl се точ ных

ме то ‰о‚?

8. К‡к из ме нfl ет сfl объ ем ‚ы чис ле ний пи пи ме не нии ме то ‰о‚ ‚ол -

но ‚ой об ‡ бот ки ‰‡н ных?

9. К‡к по ‚ы сить эф фек ти‚ ность ме то ‰о‚ ‚ол но ‚ой об ‡ бот ки ‰‡н -

ных?

10. К‡к оче е‰ь з‡ ‰‡ ний поз ‚о лfl ет улуч шить б‡ л‡н си о‚ ку ‚ы чис -

ли тель ной н‡ „уз ки по цес со о‚?

11. К‡ кие по бле мы пи хо ‰ит сfl е ш‡ть пи о „‡ ни з‡ ции п‡ ‡л -

лель ных ‚ы чис ле ний н‡ си с те м‡х с ‡с пе ‰е лен ной п‡ мfl тью?

12. К‡ кие ос но‚ ные схе мы ‡с пе ‰е ле ниfl ‰‡н ных меж ‰у по цес со -

‡ ми мо „ут быть ис поль зо ‚‡ ны ‰лfl се точ ных ме то ‰о‚?

13. К‡ кие ос но‚ ные опе ‡ ции пе е ‰‡ чи ‰‡н ных ис поль зу ют сfl ‚ п‡ -

‡л лель ных ме то ‰‡х е ше ниfl з‡ ‰‡ чи Ди их ле?

14. К‡ ким об ‡ зом о „‡ ни з‡ циfl мно же ст ‚ен ной ‚ол ны ‚ы чис ле ний

поз ‚о лfl ет по ‚ы сить эф фек ти‚ ность ‚ол но ‚ых ‚ы чис ле ний ‚ си с -

те м‡х с ‡с пе ‰е лен ной п‡ мfl тью? 

11.7. З‡ ‰‡ чи и уп ‡ж не ниfl

1. Вы пол ни те е ‡ ли з‡ цию пе ‚о „о и ‚то о „о ‚‡ и ‡н то‚ п‡ ‡л лель -

но „о ‡л „о ит м‡ Г‡ ус с‡ – Зей ‰е лfl ‰лfl си с тем с об щей п‡ мfl тью.

По ‚е ‰и те ‚ы чис ли тель ные экс пе и мен ты и с‡‚ ни те ‚е мfl ‚ы -

пол не ниfl ‡з ‡ бо т‡н ных по „‡мм.

2. Вы пол ни те е ‡ ли з‡ ции п‡ ‡л лель но „о ‡л „о ит м‡ Г‡ ус с‡ – Зей ‰е лfl

пи ‚ол но ‚ой схе ме о „‡ ни з‡ ции ‚ы чис ле ний и блоч ном пе‰ -

ст‡‚ ле нии об ‡ б‡ ты ‚‡ е мых ‰‡н ных. По ‚е ‰и те ‚ы чис ли тель ные

экс пе и мен ты пи ‡з ном ‡з ме е бло ко‚ и с‡‚ ни те по лу ч‡ е мые

х‡ ‡к те и с ти ки эф фек ти‚ но с ти п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний.

3. Вы пол ни те е ‡ ли з‡ цию оче е ‰и з‡ ‰‡ ний ‰лfl п‡ ‡л лель но „о ‡л „о -

ит м‡ Г‡ ус с‡ – Зей ‰е лfl. По‰ „о то‚ь те не сколь ко ‡з ных п‡ ‚ил ‚ы -

‰е ле ниfl з‡ ‰‡ ний из оче е ‰и и по ‚е ‰и те оцен ку эф фек ти ‚но с ти

‰лfl к‡ж ‰о „о ис поль зо ‚‡н но „о п‡ ‚и л‡.
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Лек циfl 12. По „‡мм н‡fl си с те м‡ П‡ ‡ Л‡б 

‰лfl изу че ниfl и ис сле ‰о ‚‡ ниfl ме то ‰о‚ 

п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний

В лек ции опи сы ‚‡ ет сfl по „‡мм н‡fl си с те м‡ П‡ ‡л лель н‡fl Л‡ бо ‡ то -

иfl (со к‡ щен ное н‡ и ме но ‚‡ ние – П‡ ‡ Л‡б), ко то ‡fl пе‰ н‡з н‡ че н‡ ‰лfl

учеб но „о пи ме не ниfl сту ‰ен т‡ ми и пе по ‰‡ ‚‡ те лfl ми ‚у зо‚ ‚ це лflх ис сле ‰о -

‚‡ ниfl и изу че ниfl п‡ ‡л лель ных ‡л „о ит мо‚ е ше ниfl слож ных ‚ы чис ли тель -

ных з‡ ‰‡ч ‚ ‡м к‡х л‡ бо ‡ то но „о п‡к ти ку м‡ по ‡з лич ным учеб ным ку с‡м

‚ об л‡ с ти п‡ ‡л лель но „о по „‡м ми о ‚‡ ниfl.

Клю че ‚ые сло ‚‡: ‚ы чис ли тель н‡fl з‡ ‰‡ ч‡, ме то‰ е ше ниfl, ‚ы чис -

ли тель н‡fl си с те м‡, то по ло „иfl и х‡ ‡к те и с ти ки се ти пе е ‰‡ чи

‰‡н ных, пе е ‰‡ ч‡ со об ще ний и пе е ‰‡ ч‡ п‡ ке то‚, л‡ тент ность,

по пу ск н‡fl спо соб ность, ‚и зу ‡ ли з‡ циfl по цес с‡ ‚ы чис ле ний, ‚ы -

чис ли тель ный экс пе и мент, по к‡ з‡ те ли эф фек ти‚ но с ти п‡ ‡л -

лель ных ‚ы чис ле ний, м‡ т ич ные ‚ы чис ле ниfl, со ти о‚ к‡, об ‡ -

бот к‡ „‡ фо‚.

12.1. В‚е ‰е ние

По „‡мм н‡fl си с те м‡ П‡ ‡л лель н‡fl Л‡ бо ‡ то иfl (со к‡ щен ное н‡ -

и ме но ‚‡ ние – П‡ ‡ Л‡б) обес пе чи ‚‡ ет ‚оз мож ность по ‚е ‰е ниfl ‚ы чис ли -

тель ных экс пе и мен то‚ с це лью изу че ниfl и ис сле ‰о ‚‡ ниfl п‡ ‡л лель ных

‡л „о ит мо‚ е ше ниfl слож ных ‚ы чис ли тель ных з‡ ‰‡ч. Си с те м‡ мо жет

быть ис поль зо ‚‡ н‡ ‰лfl о „‡ ни з‡ ции л‡ бо ‡ то но „о п‡к ти ку м‡ по ‡з -

лич ным учеб ным ку с‡м ‚ об л‡ с ти п‡ ‡л лель но „о по „‡м ми о ‚‡ ниfl, ‚

‡м к‡х ко то о „о обес пе чи ‚‡ ет сfl ‚оз мож ность: 

• мо ‰е ли о ‚‡ ниfl мно „о по цес со ных ‚ы чис ли тель ных си с тем с ‡з лич -

ной то по ло „и ей се ти пе е ‰‡ чи ‰‡н ных; 

• по лу че ниfl ‚и зу ‡ль но „о пе‰ ст‡‚ ле ниfl о ‚ы чис ли тель ных по цес с‡х и

опе ‡ ци flх пе е ‰‡ чи ‰‡н ных, по ис хо ‰fl щих пи п‡ ‡л лель ном е -

ше нии ‡з ных ‚ы чис ли тель ных з‡ ‰‡ч; 

• по ст о е ниfl оце нок эф фек ти‚ но с ти изу ч‡ е мых ме то ‰о‚ п‡ ‡л лель -

ных ‚ы чис ле ний. 

По ‚е ‰е ние т‡ ко „о п‡к ти ку м‡ мо жет быть о „‡ ни зо ‚‡ но н‡ «обыч -

ных» о‰ но по цес со ных ком пью те ‡х, ‡ бо т‡ ю щих по‰ уп ‡‚ ле ни ем

опе ‡ ци он ных си с тем MS Windows 2000 или MS Windows XP (е жим мно -

„о з‡ ‰‡ч ной ими т‡ ции п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний). Ко ме е жи м‡ ими т‡ -

ции, ‚ си с те ме П‡ ‡ Л‡б мо жет быть обес пе чен у‰‡ лен ный ‰о ступ к мно -

„о по цес со ной ‚ы чис ли тель ной си с те ме ‰лfl ‚ы пол не ниfl экс пе и мен -
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то‚ ‚ е жи ме «н‡ сто fl щих» п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний ‰лfl со по с т‡‚ ле ниfl

е зуль т‡ то‚ ими т‡ ции и е ‡ль ных ‡с че то‚.

В це лом си с те м‡ П‡ ‡ Л‡б пе‰ ст‡‚ лfl ет со бой ин те „ и о ‚‡н ную се -

‰у ‰лfl изу че ниfl и ис сле ‰о ‚‡ ниfl п‡ ‡л лель ных ‡л „о ит мо‚ е ше ниfl слож ных

‚ы чис ли тель ных з‡ ‰‡ч. Ши о кий н‡ бо име ю щих сfl се‰ст‚ ‚и зу ‡ ли з‡ -

ции по цес с‡ ‚ы пол не ниfl экс пе и мен т‡ и ‡н‡ ли з‡ по лу чен ных е зуль т‡ -

то‚ поз ‚о лfl ет изу чить эф фек ти‚ ность ис поль зо ‚‡ ниfl тех или иных ‡л „о -

ит мо‚ н‡ ‡з ных ‚ы чис ли тель ных си с те м‡х, с‰е л‡ть ‚ы ‚о ‰ы о м‡с шт‡ -

би у е мо с ти ‡л „о ит мо‚ и оп е ‰е лить ‚оз мож ное ус ко е ние по цес с‡ п‡ -

‡л лель ных ‚ы чис ле ний.

Ре ‡ ли зу е мые си с те мой П‡ ‡ Л‡б по цес сы изу че ниfl и ис сле ‰о ‚‡ ний

ои ен ти о ‚‡ ны н‡ ‡к ти‚ ное ус ‚о е ние ос но‚ ных те о е ти че с ких по ло же -

ний и спо соб ст ‚у ют фо ми о ‚‡ нию у обу ч‡ е мых соб ст ‚ен ных пе‰ ст‡‚ -

ле ний о мо ‰е лflх и ме то ‰‡х п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний пу тем н‡ блю ‰е ниfl,

с‡‚ не ниfl и со по с т‡‚ ле ниfl ши о ко „о н‡ бо ‡ ‡з лич ных ‚и зу ‡ль ных „‡ -

фи че с ких фом, ‰е мон ст и у е мых ‚ хо ‰е ‚ы пол не ниfl ‚ы чис ли тель но „о

экс пе и мен т‡.

Ос но‚ ной сфе ой ис поль зо ‚‡ ниfl си с те мы П‡ ‡ Л‡б fl‚ лfl ет сfl учеб ное

пи ме не ние сту ‰ен т‡ ми и пе по ‰‡ ‚‡ те лfl ми ‚у зо‚ ‰лfl ис сле ‰о ‚‡ ниfl и изу -

че ниfl п‡ ‡л лель ных ‡л „о ит мо‚ е ше ниfl слож ных ‚ы чис ли тель ных з‡ -

‰‡ч ‚ ‡м к‡х л‡ бо ‡ то но „о п‡к ти ку м‡ по ‡з лич ным учеб ным ку с‡м ‚

об л‡ с ти п‡ ‡л лель но „о по „‡м ми о ‚‡ ниfl. Си с те м‡ П‡ ‡ Л‡б мо жет пи -

ме нflть сfl т‡к же и пи по ‚е ‰е нии н‡ уч ных ис сле ‰о ‚‡ ний ‰лfl оцен ки эф -

фек ти‚ но с ти п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний.

Поль зо ‚‡ те ли, н‡ чи н‡ ю щие зн‡ ко мить сfl с по бле м‡ ти кой п‡ ‡л -

лель ных ‚ы чис ле ний, н‡й ‰ут си с те му П‡ ‡ Л‡б по лез ной ‰лfl ос ‚о е ниfl

ме то ‰о‚ п‡ ‡л лель но „о по „‡м ми о ‚‡ ниfl, опыт ные ‚ы чис ли те ли мо „ут

ис поль зо ‚‡ть си с те му ‰лfl оцен ки эф фек ти‚ но с ти но ‚ых ‡з ‡ б‡ ты ‚‡ е -

мых п‡ ‡л лель ных ‡л „о ит мо‚.

12.2. Об щ‡fl х‡ ‡к те и с ти к‡ си с те мы

П‡ ‡ Л‡б — по „‡мм н‡fl си с те м‡, ко то ‡fl поз ‚о лfl ет к‡к по ‚о ‰ить

е ‡ль ные п‡ ‡л лель ные ‚ы чис ле ниfl н‡ мно „о по цес со ной ‚ы чис ли -

тель ной си с те ме, т‡к и ими ти о ‚‡ть т‡ кие экс пе и мен ты н‡ о‰ ном по сле -

‰о ‚‡ тель ном ком пью те е с ‚и зу ‡ ли з‡ ци ей по цес с‡ п‡ ‡л лель но „о е ше -

ниfl слож ной ‚ы чис ли тель ной з‡ ‰‡ чи.

Пи по ‚е ‰е нии ими т‡ ци он ных экс пе и мен то‚ П‡ ‡ Л‡б пе ‰о ст‡‚ -

лfl ет ‰лfl поль зо ‚‡ те лfl ‚озможность:

• оп е ‰е лить то по ло „ию п‡ ‡л лель ной ‚ы чис ли тель ной си с те мы

‰лfl по ‚е ‰е ниfl экс пе и мен то‚, з‡ ‰‡ть чис ло по цес со о‚ ‚ этой

то по ло „ии, ус т‡ но ‚ить по из ‚о ‰и тель ность по цес со о‚, ‚ы -
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б‡ть х‡ ‡к те и с ти ки ком му ни к‡ ци он ной се ‰ы и спо соб ком му -

ни к‡ ции;

• осу ще ст ‚ить по ст‡ но‚ ку ‚ы чис ли тель ной з‡ ‰‡ чи, ‰лfl ко то ой ‚ со -

ст‡ ‚е си с те мы П‡ ‡ Л‡б име ют сfl е ‡ ли зо ‚‡н ные п‡ ‡л лель ные ‡л -

„о ит мы е ше ниfl, ‚ы пол нить з‡ ‰‡ ние п‡ ‡ ме т о‚ з‡ ‰‡ чи;

• ‚ы б‡ть п‡ ‡л лель ный ме то‰ ‰лfl е ше ниfl ‚ы б‡н ной з‡ ‰‡ чи;

• ус т‡ но ‚ить п‡ ‡ ме т ы ‚и зу ‡ ли з‡ ции ‰лfl ‚ы бо ‡ же л‡ е мо „о тем п‡

‰е мон ст ‡ ции, спо со б‡ ото б ‡ же ниfl пе е сы л‡ е мых меж ‰у по цес -

со ‡ ми ‰‡н ных, сте пе ни ‰е т‡ль но с ти ‚и зу ‡ ли з‡ ции ‚ы пол нfl е мых

п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний;

• ‚ы пол нить экс пе и мент ‰лfl п‡ ‡л лель но „о е ше ниfl ‚ы б‡н ной з‡ -

‰‡ чи; пи этом ‚ си с те ме П‡ ‡ Л‡б мо жет быть сфо ми о ‚‡ но не -

сколь ко ‡з лич ных з‡ ‰‡ ний ‰лfl по ‚е ‰е ниfl экс пе и мен то‚ с от ли ч‡ -

ю щи ми сfl ти п‡ ми мно „о по цес со ных си с тем, з‡ ‰‡ч или ме то ‰о‚

п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний, ‰лfl ко то ых ‚ы пол не ние экс пе и мен -

т‡ мо жет по ис хо ‰ить о‰ но ‚е мен но (‚ е жи ме ‡з ‰е ле ниfl ‚е ме -

ни). О‰ но ‚е мен ное ‚ы пол не ние экс пе и мен т‡ ‰лfl не сколь ких з‡ -

‰‡ ний поз ‚о лfl ет н‡ „лfl‰ но с‡‚ ни ‚‡ть ‰и н‡ ми ку е ше ниfl з‡ ‰‡ чи

‡з лич ны ми ме то ‰‡ ми, н‡ ‡з ных то по ло „и flх, с ‡з ны ми п‡ ‡ ме т -

‡ ми ис хо‰ ной з‡ ‰‡ чи. Пи ‚ы пол не нии се ии экс пе и мен то‚, те -

бу ю щих ‰ли тель ных ‚ы чис ле ний, ‚ си с те ме име ет сfl ‚оз мож ность

их по ‚е ‰е ниfl ‚ ‡‚ то м‡ ти че с ком е жи ме с з‡ по ми н‡ ни ем е зуль -

т‡ то‚ ‰лfl о „‡ ни з‡ ции по сле ‰у ю ще „о ‡н‡ ли з‡ по лу чен ных ‰‡н ных;

• н‡ к‡п ли ‚‡ть и ‡н‡ ли зи о ‚‡ть е зуль т‡ ты ‚ы пол нен ных экс пе и мен -

то‚; по з‡ пом нен ным е зуль т‡ т‡м ‚ си с те ме име ет сfl ‚оз мож ность

по ст о е ниfl „‡ фи ко‚ з‡‚исимостей х‡ ‡к те и стик п‡ ‡л лель ных

‚ы чис ле ний (‚е ме ни е ше ниfl, ус ко е ниfl, эф фек ти‚ но с ти) от п‡ ‡ -

ме т о‚ з‡ ‰‡ чи и ‚ы чис ли тель ной си с те мы.

О‰ ной из ‚‡ж ней ших х‡ ‡к те и с тик си с те мы fl‚ лfl ет сfl ‚оз мож ность

‚ы бо ‡ спо со бо‚ по ‚е ‰е ниfl экс пе и мен то‚. Экс пе и мент мо жет быть

‚ы пол нен ‚ е жи ме ими т‡ ции, т.е. по ‚е ‰ен н‡ о‰ ном по цес со е без ис -

поль зо ‚‡ ниfl к‡ ких-ли бо спе ци ‡ль ных по „‡мм ных се‰ст‚ ти п‡ биб ли -

о тек пе е ‰‡ чи со об ще ний. Ко ме то „о, ‚ ‡м к‡х си с те мы П‡ ‡ Л‡б обес -

пе чи ‚‡ ет сfl ‚оз мож ность по ‚е ‰е ниfl е ‡ль но „о ‚ы чис ли тель но „о экс пе и -

мен т‡.

Пи по ст о е нии з‡ ‚и си мо с тей ‚е мен ных х‡ ‡к те и с тик от п‡ ‡ ме -

т о‚ з‡ ‰‡ чи и ‚ы чис ли тель ной си с те мы ‰лfl экс пе и мен то‚, ‚ы пол нен -

ных ‚ е жи ме ими т‡ ции, ис поль зу ют сfl те о е ти че с кие оцен ки ‚ со от ‚ет -

ст ‚ии с име ю щи ми сfl мо ‰е лfl ми п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний (см., н‡ пи -

ме, [2, 94]). Длfl е ‡ль ных экс пе и мен то‚ н‡ мно „о по цес со ных ‚ы чис -

ли тель ных си с те м‡х з‡ ‚и си мо с ти сто flт сfl по н‡ бо у е зуль т‡ то‚ по ‚е -

‰ен ных ‚ы чис ли тель ных экс пе и мен то‚. 
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В‡ж но от ме тить, что ‚ си с те ме П‡ ‡ Л‡б обес пе че н‡ ‚оз мож ность з‡ -

по ми н‡ ниfl е зуль т‡ то‚ по ‚е ‰ен ных экс пе и мен то‚ ‚ спе ци ‡ль ной об -

л‡ с ти п‡ мfl ти. З‡ пом нен ные е зуль т‡ ты поз ‚о лfl ют ‚ы пол нить ‡н‡ лиз по -

лу чен ных ‰‡н ных; по име ю щей сfl ин фо м‡ ции лю бой из по ‚е ‰ен ных

‡ нее экс пе и мен то‚ мо жет быть ‚ос ст‡ но‚ лен ‰лfl по ‚то но „о ‚ы пол не -

ниfl или по ‰ол же ниfl ‡с че то‚.

Ре ‡ ли зо ‚‡н ные т‡ ким об ‡ зом по цес сы изу че ниfl и ис сле ‰о ‚‡ ний

поз ‚о лflт ус ‚о ить те о е ти че с кие по ло же ниfl и по мо „ут фо ми о ‚‡ нию

пе‰ ст‡‚ ле ний о ме то ‰‡х по ст о е ниfl п‡ ‡л лель ных ‡л „о ит мо‚, ои ен -

ти о ‚‡н ных н‡ е ше ние кон кет ных пи кл‡‰ ных з‡ ‰‡ч. 

Де мон ст ‡ ци он ный пи ме

Длfl ‚ы пол не ниfl пи ме ‡, име ю ще „о сfl ‚ ком плек те по ст‡‚ ки си с те мы:

• ‚ы бе и те пункт ме ню Н‡ ч‡ ло и ‚ы пол ни те ко м‡н ‰у З‡ „у зить;

• ‚ы бе и те сто ку first.prl ‚ спи с ке имен ф‡й ло‚ и н‡ жми те кноп ку

От кыть;

• ‚ы бе и те пункт ме ню Вы пол не ние и ‚ы пол ни те ко м‡н ‰у В ‡к ти‚ -

ном ок не.

В е зуль т‡ те этих ‰ей ст ‚ий н‡ эк ‡ не ‰ис плеfl бу ‰ет пе‰ ст‡‚ ле но

ок но ‰лfl ‚ы пол не ниfl ‚ы чис ли тель но „о экс пе и мен т‡ (ис. 12.1). В этом

ок не ‰е мон ст и у ет сfl е ше ние з‡ ‰‡ чи ум но же ниfl м‡ т иц пи по мо щи

лен точ но „о ‡л „о ит м‡. 

В об л‡ с ти «Вы пол не ние экс пе и мен т‡» пе‰ ст‡‚ ле ны по цес со ы

‚ы чис ли тель ной си с те мы и стук ту ‡ ли ний ком му т‡ ции. Рfl ‰ом с к‡ж -

‰ым по цес со ом изо б ‡ же ны те ‰‡н ные, ко то ые он об ‡ б‡ ты ‚‡ ет ‚

к‡ж ‰ый мо мент ‚ы пол не ниfl ‡л „о ит м‡ (‰лfl лен точ но „о ‡л „о ит м‡ ум но -

же ниfl м‡ т иц это не сколь ко по сле ‰о ‚‡ тель ных сток м‡ т и цы А и не -

сколь ко по сле ‰о ‚‡ тель ных столб цо‚ м‡ т и цы В). Пи по мо щи пе е ме -

щ‡ ю щих сfl пfl мо у„оль ни ко‚ (п‡ ке то‚) жел то „о ц‚е т‡ изо б ‡ ж‡ ет сfl об -

мен ‰‡н ны ми, ко то ый осу ще ст‚ лfl ют по цес со ы. 

В об л‡ с ти «Ре зуль т‡т ум но же ниfl м‡ т иц» изо б ‡ ж‡ ет сfl те ку щее со -

сто fl ние м‡ т и цы – е зуль т‡ т‡ ум но же ниfl. По сколь ку е зуль т‡ том пе е -

мно же ниfl по лос ис хо‰ ных м‡ т иц А и В fl‚ лfl ет сfl блок м‡ т и цы С, по лу -

ч‡ е м‡fl е зуль ти у ю щ‡fl м‡ т и ц‡ име ет блоч ную стук ту у. Тем но-си ним

ц‚е том обо зн‡ че ны уже ‚ы чис лен ные бло ки, „о лу бым ц‚е том ‚ы ‰е ле ны

бло ки, еще по‰ ле ж‡ щие оп е ‰е ле нию.

В спи с ке «Вы пол нfl е м‡fl з‡ ‰‡ ч‡» пе‰ ст‡‚ ле ны п‡ ‡ ме т ы е ш‡ е мой

з‡ ‰‡ чи: н‡ з‚‡ ние, ме то‰ е ше ниfl, объ ем ис хо‰ ных ‰‡н ных. В спи с ке «Вы -

чис ли тель н‡fl си с те м‡» пи ‚о ‰flт сfl ‡т и бу ты ‚ы б‡н ной ‚ы чис ли тель ной

си с те мы: то по ло „иfl, ко ли че ст ‚о и по из ‚о ‰и тель ность по цес со о‚, х‡ -

‡к те и с ти ки се ти.
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Лен точ ный ин ‰и к‡ то «Экс пе и мент» ото б ‡ ж‡ ет те ку щую ст‡ ‰ию

‚ы пол не ниfl ‡л „о ит м‡. В сто к‡х «Об щие з‡ т‡ ты ‚е ме ни» и «З‡ т‡ ты н‡

пе е ‰‡ чу ‰‡н ных» пе‰ ст‡‚ ле ны ‚е мен ные х‡ ‡к те и с ти ки ‡л „о ит м‡.

По сле ‚ы пол не ниfl экс пе и мен т‡ (‚ос ст‡ н‡‚ ли ‚‡ ет сfl „л‡‚ ное ме ню

си с те мы) мож но з‡ ‚е шить ‡ бо ту си с те мы. Длfl это „о ‚ы бе и те пункт

ме ню А хи‚ и ‚ы пол ни те ко м‡н ‰у З‡ ‚е шить. 

12.3. Фо ми о ‚‡ ние мо ‰е ли 

‚ы чис ли тель ной си с те мы

Длfl фо ми о ‚‡ ниfl мо ‰е ли ‚ы чис ли тель ной си с те мы не об хо ‰и мо

оп е ‰е лить то по ло „ию се ти, ко ли че ст ‚о по цес со о‚, по из ‚о ‰и тель -

ность к‡ж ‰о „о по цес со ‡ и х‡ ‡к те и с ти ки ком му ни к‡ ци он ной се ‰ы

(л‡ тент ность, по пу ск ную спо соб ность и ме то‰ пе е ‰‡ чи ‰‡н ных). Сле ‰у -

ет от ме тить, что ‚ ‡м к‡х си с те мы П‡ ‡ Л‡б ‚ы чис ли тель н‡fl си с те м‡ по -

л‡ „‡ ет сfl о‰ но о‰ ной, т.е. ‚се по цес со ы об л‡ ‰‡ ют о‰и н‡ ко ‚ой по из ‚о -

‰и тель но с тью, ‡ ‚се к‡ н‡ лы с‚fl зи име ют о‰и н‡ ко ‚ые х‡ ‡к те и с ти ки.

12.3.1. Вы бо то по ло „ии се ти

То по ло „иfl се ти пе е ‰‡ чи ‰‡н ных оп е ‰е лfl ет сfl стук ту ой ли ний ком -

му т‡ ции меж ‰у по цес со ‡ ми ‚ы чис ли тель ной си с те мы. В си с те ме П‡ ‡ -

Л‡б обес пе чи ‚‡ ет сfl по‰ ‰еж к‡ сле ‰у ю щих ти по ‚ых то по ло „ий:
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• пол ный „‡ф (completely-connected graph или clique) – си с те м‡, ‚ ко -

то ой меж ‰у лю бой п‡ ой по цес со о‚ су ще ст ‚у ет пfl м‡fl ли ниfl

с‚fl зи; к‡к е зуль т‡т, ‰‡н н‡fl то по ло „иfl обес пе чи ‚‡ ет ми ни м‡ль ные

з‡ т‡ ты пи пе е ‰‡ че ‰‡н ных, о‰ н‡ ко fl‚ лfl ет сfl слож но е ‡ ли зу е -

мой пи боль шом ко ли че ст ‚е по цес со о‚;

• ли ней к‡ (linear array или farm) – си с те м‡, ‚ ко то ой к‡ж ‰ый по -

цес со име ет ли нии с‚fl зи толь ко с ‰‚у мfl со се‰ ни ми (с пе ‰ы ‰у -

щим и по сле ‰у ю щим) по цес со ‡ ми; т‡ к‡fl схе м‡ fl‚ лfl ет сfl, с о‰ ной

сто о ны, по сто е ‡ ли зу е мой, с ‰у „ой сто о ны, со от ‚ет ст ‚у ет

стук ту е пе е ‰‡ чи ‰‡н ных пи е ше нии мно „их ‚ы чис ли тель ных

з‡ ‰‡ч (н‡ пи ме, пи о „‡ ни з‡ ции кон ‚ей е ных ‚ы чис ле ний);

• коль цо (ring) – ‰‡н н‡fl то по ло „иfl по лу ч‡ ет сfl из ли ней ки по цес со -

о‚ со е‰и не ни ем пе ‚о „о и по сле‰ не „о по цес со о‚ ли ней ки;

• е шет к‡ (mesh) – си с те м‡, ‚ ко то ой „‡ф ли ний с‚fl зи об ‡ зу ет

пfl мо у„оль ную ‰‚уме ную сет ку; по ‰об н‡fl то по ло „иfl мо жет быть

‰о ст‡ точ но по сто е ‡ ли зо ‚‡ н‡ и, ко ме то „о, мо жет эф фек ти‚ но

ис поль зо ‚‡ть сfl пи п‡ ‡л лель ном ‚ы пол не нии мно „их чис лен ных

‡л „о ит мо‚ (н‡ пи ме, пи е ‡ ли з‡ ции ме то ‰о‚ блоч но „о ум но же -

ниfl м‡ т иц);

• „и пе куб (hypercube) – ‰‡н н‡fl то по ло „иfl пе‰ ст‡‚ лfl ет ч‡ ст ный слу -

ч‡й стук ту ы N-ме ной е шет ки, ко„ ‰‡ по к‡ж ‰ой ‡з ме но с ти

сет ки име ет сfl толь ко ‰‚‡ по цес со ‡ (т.е. „и пе куб со ‰е жит 2N

по цес со о‚ пи ‡з ме но с ти N); ‰‡н ный ‚‡ и ‡нт о „‡ ни з‡ ции се -

ти пе е ‰‡ чи ‰‡н ных ‰о ст‡ точ но ши о ко ‡с по ст ‡ нен н‡ п‡к ти -

ке и х‡ ‡к те и зу ет сfl сле ‰у ю щим fl ‰ом от ли чи тель ных пи зн‡ ко‚:

— ‰‚‡ по цес со ‡ име ют со е‰и не ние, ес ли ‰‚о ич ное пе‰ ст‡‚ ле -

ние их но ме о‚ име ет толь ко о‰ ну ‡з ли ч‡ ю щу ю сfl по зи цию;

— ‚ N-ме ном „и пе ку бе к‡ж ‰ый по цес со с‚fl з‡н о‚ но с N со -

се ‰fl ми;

— N-ме ный „и пе куб мо жет быть ‡з ‰е лен н‡ ‰‚‡ (N-1)-ме ных

„и пе ку б‡ (‚се „о ‚оз мож но N ‡з лич ных т‡ ких ‡з би е ний);

— к‡т ч‡й ший путь меж ‰у ‰‚у мfl лю бы ми по цес со ‡ ми име ет

‰ли ну, со‚ п‡ ‰‡ ю щую с ко ли че ст ‚ом ‡з ли ч‡ ю щих сfl би то ‚ых

зн‡ че ний ‚ но ме ‡х по цес со о‚ (‰‡н н‡fl ‚е ли чи н‡ из ‚е ст н‡

к‡к ‡с сто fl ние Хэм мин „‡).

П‡ ‚и л‡ ис поль зо ‚‡ ниfl си с те мы П‡ ‡ Л‡б

1. З‡ пуск си с те мы. Длfl з‡ пу с к‡ си с те мы П‡ ‡ Л‡б ‚ы ‰е ли те пик то -

„‡м му си с те мы и ‚ы пол ни те ‰‚ой ной щел чок ле ‚ой кноп кой мы ши

(или н‡ жми те кл‡ ‚и шу Enter). Д‡ лее ‚ы пол ни те ко м‡н ‰у Вы пол нить но -

‚ый экс пе и мент (пункт ме ню Н‡ ч‡ ло) и н‡ жми те ‚ ‰и ‡ ло „о ‚ом ок не Н‡ -

з‚‡ ние экс пе и мен т‡ кноп ку ОК (пи же л‡ нии ‰о н‡ ж‡ тиfl кноп ки ОК
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мо жет быть из ме не но н‡ з‚‡ ние со з‰‡ ‚‡ е мо „о ок н‡ ‰лfl по ‚е ‰е ниfl экс -

пе и мен то‚).

2. Вы бо то по ло „ии ‚ы чис ли тель ной си с те мы. Длfl ‚ы бо ‡ то по ло „ии

‚ы чис ли тель ной си с те мы сле ‰у ет ‚ы пол нить ко м‡н ‰у То по ло „иfl пунк т‡

ме ню Си с те м‡. В по fl‚и‚ шем сfl ‰и ‡ ло „о ‚ом ок не (ис. 12.2) щелк ни те ле -

‚ой кл‡ ‚и шей мы ши н‡ пик то „‡м ме нуж ной то по ло „ии или ‚ни зу ‚ об -

л‡ с ти со от ‚ет ст ‚у ю щей ку„ лой кноп ки ‚ы бо ‡ (‡ ‰ио кноп ки). Пи н‡ -

ж‡ тии кноп ки По мощь мож но по лу чить сп‡ ‚оч ную ин фо м‡ цию о е ‡ -

ли зо ‚‡н ных то по ло „и flх. Н‡ жми те кноп ку ОК ‰лfl по‰ т‚еж ‰е ниfl ‚ы бо ‡

и кноп ку От ме н‡ ‰лfl ‚оз ‚‡ т‡ ‚ ос но‚ ное ме ню си с те мы П‡ ‡ Л‡б.

Рис. 12.2. Ди ‡ ло „о ‚ое ок но ‰лfl ‚ы бо ‡ то по ло „ии

12.3.2. З‡ ‰‡ ние ко ли че ст ‚‡ по цес со о‚

Длfl ‚ы б‡н ной то по ло „ии си с те м‡ П‡ ‡ Л‡б поз ‚о лfl ет ус т‡ но ‚ить не -

об хо ‰и мое ко ли че ст ‚о по цес со о‚. Вы пол нfl е мый пи этом ‚ы бо кон -

фи „у ‡ ции си с те мы осу ще ст‚ лfl ет сfl ‚ со от ‚ет ст ‚ии с ти пом ис поль зу е мой

то по ло „ии. Т‡к, н‡ пи ме, чис ло по цес со о‚ ‚ ‰‚у ме ной е шет ке ‰олж -

но fl‚ лflть сfl пол ным к‚‡ ‰ ‡ том (‡з ме ы е шет ки по „о и зон т‡ ли и ‚е ти -

к‡ ли со‚ п‡ ‰‡ ют), ‡ чис ло по цес со о‚ ‚ „и пе ку бе – сте пе нью чис л‡ 2.

По‰ по из ‚о ‰и тель но с тью по цес со ‡ ‚ си с те ме П‡ ‡ Л‡б по ни м‡ ет сfl

ко ли че ст ‚о опе ‡ ций с пл‡ ‚‡ ю щей з‡ пfl той, ко то ое по цес со мо жет

‚ы пол нить з‡ се кун ‰у (floating point operations per second – flops). В‡ж но

от ме тить, что пи по ст о е нии оце нок ‚е ме ни ‚ы пол не ниfl экс пе и мен -

т‡ пе‰ по л‡ „‡ ет сfl, что ‚се м‡ шин ные ко м‡н ‰ы fl‚ лfl ют сfl о‰и н‡ ко ‚ы ми и

со от ‚ет ст ‚у ют о‰ ной и той же опе ‡ ции с пл‡ ‚‡ ю щей точ кой.

П‡ ‚и л‡ ис поль зо ‚‡ ниfl си с те мы П‡ ‡ Л‡б

1. З‡ ‰‡ ние ко ли че ст ‚‡ по цес со о‚. Длfl ‚ы бо ‡ чис л‡ по цес со о‚

не об хо ‰и мо ‚ы пол нить ко м‡н ‰у Ко ли че ст ‚о По цес со о‚ пунк т‡ ме ню

Си с те м‡. В по fl‚и‚ шем сfl ‰и ‡ ло „о ‚ом ок не (ис. 12.3) ‚‡м пе ‰о ст‡‚ лfl ет -
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сfl не сколь ко пик то „‡мм со схе м‡ ти че с ким изо б ‡ же ни ем чис л‡ по цес -

со о‚ ‚ ‡к ти‚ ной то по ло „ии. Длfl ‚ы бо ‡ щелк ни те ле ‚ой кл‡ ‚и шей мы -

ши н‡ нуж ной пик то „‡м ме. Пик то „‡м м‡, со от ‚ет ст ‚у ю щ‡fl те ку ще му

чис лу по цес со о‚, ‚ы ‰е ле н‡ fl ко-си ним ц‚е том. 

Рис. 12.3. Ди ‡ ло „о ‚ое ок но ‰лfl з‡ ‰‡ ниfl чис л‡ по цес со о‚

Н‡ жми те кноп ку ОК ‰лfl по‰ т‚еж ‰е ниfl ‚ы бо ‡ или кноп ку От ме н‡

‰лfl ‚оз ‚‡ т‡ ‚ ос но‚ ное ме ню си с те мы П‡ ‡ Л‡б без из ме не ниfl чис л‡

по цес со о‚.

2. Оп е ‰е ле ние по из ‚о ‰и тель но с ти по цес со ‡. Длfl з‡ ‰‡ ниfl по из -

‚о ‰и тель но с ти по цес со о‚, со ст‡‚ лfl ю щих мно „о по цес со ную ‚ы чис -

ли тель ную си с те му, сле ‰у ет ‚ы пол нить ко м‡н ‰у По из ‚о ‰и тель ность По -

цес со ‡ пунк т‡ ме ню Си с те м‡. Д‡ лее ‚ по fl‚и‚ шем сfl ‰и ‡ ло „о ‚ом ок не

(ис. 12.4) пи по мо щи бе „ун к‡ нуж но з‡ ‰‡ть ‚е ли чи ну по из ‚о ‰и тель но -

с ти. Длfl по‰ т‚еж ‰е ниfl ‚ы бо ‡ н‡ жми те кноп ку ОК (или кл‡ ‚и шу Enter).

Длfl ‚оз ‚‡ т‡ ‚ ос но‚ ное ме ню си с те мы П‡ ‡ Л‡б без из ме не ний н‡ жми те

кноп ку От ме н‡ (или кл‡ ‚и шу Escape).

Рис. 12.4. Ди ‡ ло „о ‚ое ок но ‰лfl з‡ ‰‡ ниfl по из ‚о ‰и тель но с ти 

по цес со ‡
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12.3.3. З‡ ‰‡ ние х‡ ‡к те и с тик се ти

Ве мfl пе е ‰‡ чи ‰‡н ных меж ‰у по цес со ‡ ми оп е ‰е лfl ет ком му ни -

к‡ ци он ную со ст‡‚ лfl ю щую (communication overhead) ‰ли тель но с ти ‚ы пол -

не ниfl п‡ ‡л лель но „о ‡л „о ит м‡ ‚ мно „о по цес со ной ‚ы чис ли тель ной

си с те ме. Ос но‚ ной н‡ бо п‡ ‡ ме т о‚, опи сы ‚‡ ю щих ‚е мfl пе е ‰‡ чи

‰‡н ных, со сто ит из сле ‰у ю ще „о fl ‰‡ ‚е ли чин:

— л‡ тент ность (tн) — ‚е мfl н‡ ч‡ль ной по‰ „о то‚ ки, ко то ое х‡ ‡к -

те и зу ет ‰ли тель ность по‰ „о то‚ ки со об ще ниfl ‰лfl пе е ‰‡ чи, по ис к‡ м‡ -

ш у т‡ ‚ се ти и т.п.;

— по пу ск н‡fl спо соб ность се ти (R) – оп е ‰е лfl ет сfl к‡к м‡к си м‡ль -

ный объ ем ‰‡н ных, ко то ый мо жет быть пе е ‰‡н з‡ не ко то ую е‰и ни цу

‚е ме ни по о‰ но му к‡ н‡ лу пе е ‰‡ чи ‰‡н ных. Д‡н н‡fl х‡ ‡к те и с ти к‡ из -

ме fl ет сfl, н‡ пи ме, ко ли че ст ‚ом пе е ‰‡н ных бит ‚ се кун ‰у. 

К чис лу е ‡ ли зо ‚‡н ных ‚ си с те ме П‡ ‡ Л‡б ме то ‰о‚ пе е ‰‡ чи ‰‡н ных

от но сflт сfl ‰‚‡ сле‰ующих ши о ко из ‚е ст ных спо со б‡ ком му ни к‡ ции (см.

[51]). Пе ‚ый из них ои ен ти о ‚‡н н‡ пе е ‰‡ чу со об ще ний (МПС) к‡к не -

‰е ли мых (‡то м‡ ных) бло ко‚ ин фо м‡ ции (store-and-forward routing или

SFR). Пи т‡ ком по‰ хо ‰е по цес со, со ‰е ж‡ щий ис хо‰ ное со об ще ние,

„о то ‚ит ‚есь объ ем ‰‡н ных ‰лfl пе е ‰‡ чи, оп е ‰е лfl ет т‡н зит ный по цес -

со, че ез ко то ый ‰‡н ные мо „ут быть ‰о ст‡‚ ле ны це ле ‚о му по цес со у,

и з‡ пу с к‡ ет опе ‡ цию пе е сыл ки ‰‡н ных. По цес со, ко то о му н‡ п‡‚ -

ле но со об ще ние, ‚ пе ‚ую оче е‰ь осу ще ст‚ лfl ет пи ем пол но стью ‚сех

пе е сы л‡ е мых ‰‡н ных и толь ко з‡ тем пи сту п‡ ет к пе е сыл ке пи нfl то „о

со об ще ниfl ‰‡ лее по м‡ ш у ту. Ве мfl пе е сыл ки ‰‡н ных T ‰лfl ме то ‰‡ пе -

е ‰‡ чи со об ще ниfl ‡з ме ом m по м‡ ш у ту ‰ли ной l оп е ‰е лfl ет сfl ‚ы ‡ -

же ни ем:

Вто ой спо соб ком му ни к‡ ции ос но ‚ы ‚‡ ет сfl н‡ пе‰ ст‡‚ ле нии пе е -

сы л‡ е мых со об ще ний ‚ ‚и ‰е бло ко‚ ин фо м‡ ции мень ше „о ‡з ме ‡ (п‡ -

ке то‚), ‚ е зуль т‡ те че „о пе е ‰‡ ч‡ ‰‡н ных мо жет быть с‚е ‰е н‡ к пе е ‰‡ че

п‡ ке то‚ (МПП). Пи т‡ ком ме то ‰е ком му ни к‡ ции (cut-through routing или

CTR) т‡н зит ный по цес со мо жет осу ще ст‚ лflть пе е сыл ку ‰‡н ных по

‰‡ль ней ше му м‡ ш у ту не по се‰ ст ‚ен но с‡ зу по сле пи ем‡ оче е‰ но „о

п‡ ке т‡, не ‰о жи ‰‡ flсь з‡ ‚е ше ниfl пи ем‡ ‰‡н ных ‚се „о со об ще ниfl. Ко -

ли че ст ‚о пе е ‰‡ ‚‡ е мых пи этом п‡ ке то‚ ‡‚ но 
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„‰е V есть ‡з ме п‡ ке т‡, ‡ ‚е ли чи н‡ V0 оп е ‰е лfl ет объ ем слу жеб ных ‰‡н -

ных, пе е ‰‡ ‚‡ е мых ‚ к‡ж ‰ом п‡ ке те (з‡ „о ло ‚ок п‡ ке т‡). К‡к е зуль т‡т,

‚е мfl пе е ‰‡ чи со об ще ниfl ‚ этом слу ч‡е со ст‡ ‚ит

(скоб ки  обо зн‡ ч‡ ют опе ‡ цию пи ‚е ‰е ниfl к це ло му с из быт ком).

С‡‚ ни ‚‡fl по лу чен ные ‚ы ‡ же ниfl, мож но з‡ ме тить, что ‚ слу ч‡е,

ко„ ‰‡ ‰ли н‡ м‡ ш у т‡ боль ше е‰и ни цы, ме то‰ пе е ‰‡ чи п‡ ке то‚ пи ‚о -

‰ит к бо лее бы с т ой пе е сыл ке ‰‡н ных; ко ме то „о, ‰‡н ный по‰ хо‰ сни -

ж‡ ет по теб ность ‚ п‡ мfl ти ‰лfl х‡ не ниfl пе е сы л‡ е мых ‰‡н ных ‰лfl о „‡ -

ни з‡ ции пи ем‡-пе е ‰‡ чи со об ще ний, ‡ ‰лfl пе е ‰‡ чи п‡ ке то‚ мо „ут ис -

поль зо ‚‡ть сfl о‰ но ‚е мен но ‡з ные ком му ни к‡ ци он ные к‡ н‡ лы. 

П‡ ‚и л‡ ис поль зо ‚‡ ниfl си с те мы П‡ ‡ Л‡б

1. Оп е ‰е ле ние х‡ ‡к те и с тик ком му ни к‡ ци он ной се ‰ы. Длfl оп е ‰е -

ле ниfl х‡ ‡к те и с тик се ти ‚ы пол ни те ко м‡н ‰у Х‡ ‡к те и с ти ки се ти пунк -

т‡ ме ню Си с те м‡. В от кы‚ шем сfl ‰и ‡ ло „о ‚ом ок не (ис. 12.5) пи по мо -

щи бе „ун ко‚ мож но з‡ ‰‡ть ‚е мfl н‡ ч‡ль ной по‰ „о то‚ ки ‰‡н ных (л‡ тент -

ность) ‚ ми к о се кун ‰‡х и по пу ск ную спо соб ность к‡ н‡ ло‚ се ти

(Мбит/с). Длfl по‰ т‚еж ‰е ниfl ‚ы бо ‡ н‡ жми те кноп ку ОК. Длfl ‚оз ‚‡ т‡

‚ ос но‚ ное ме ню си с те мы П‡ ‡ Л‡б без из ме не ниfl этих п‡ ‡ ме т о‚ н‡ -

жми те кноп ку От ме н‡.

Рис. 12.5. Ди ‡ ло „о ‚ое ок но ‰лfl з‡ ‰‡ ниfl х‡ ‡к те и с тик се ти

2. Оп е ‰е ле ние ме то ‰‡ пе е ‰‡ чи ‰‡н ных. Длfl оп е ‰е ле ниfl ме то ‰‡ пе -

е ‰‡ чи ‰‡н ных, ко то ый бу ‰ет ис поль зо ‚‡ть сfl пи по ‚е ‰е нии ‚ы чис ли -

тель но „о экс пе и мен т‡ и пи по ст о е нии ‚е мен ных х‡ ‡к те и с тик, не -
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об хо ‰и мо ‚ы пол нить ко м‡н ‰у Ме то‰ пе е ‰‡ чи ‰‡н ных пунк т‡ ме ню Си с -

те м‡. В от кы‚ шем сfl ‰и ‡ ло „о ‚ом ок не (ис. 12.6) сле ‰у ет щелк нуть ле ‚ой

кл‡ ‚и шей мы ши ‚ об л‡ с ти ‡ ‰ио кноп ки, ко то ‡fl со от ‚ет ст ‚у ет же л‡ е мо -

му ме то ‰у пе е ‰‡ чи ‰‡н ных. Ес ли ‚ы б‡н ме то‰ пе е ‰‡ чи п‡ ке то‚, пи

по мо щи бе „ун ко‚ ‚оз мож но з‡ ‰‡ть ‰ли ну п‡ ке т‡ и ‰ли ну з‡ „о ло‚ к‡ п‡ ке -

т‡ ‚ б‡й т‡х. Длfl по‰ т‚еж ‰е ниfl ‚ы бо ‡ ме то ‰‡ пе е ‰‡ чи ‰‡н ных и е„о п‡ -

‡ ме т о‚ н‡ жми те кноп ку ОК. 

Рис. 12.6. Ди ‡ ло „о ‚ое ок но ‰лfl з‡ ‰‡ ниfl ме то ‰‡ пе е ‰‡ чи ‰‡н ных

3. З‡ ‚е ше ние ‡ бо ты си с те мы. Длfl з‡ ‚е ше ниfl ‡ бо ты си с те мы П‡ -

‡ Л‡б сле ‰у ет ‚ы пол нить ко м‡н ‰у З‡ ‚е шить (пункт ме ню А хи‚).

12.4. По ст‡ но‚ к‡ ‚ы чис ли тель ной з‡ ‰‡ чи 

и ‚ы бо п‡ ‡л лель но „о ме то ‰‡ е ше ниfl

Длfl п‡ ‡л лель но „о е ше ниfl тех или иных ‚ы чис ли тель ных з‡ ‰‡ч

по цесс ‚ы чис ле ний ‰ол жен быть пе‰ ст‡‚ лен ‚ ‚и ‰е н‡ бо ‡ не з‡ ‚и си -

мых ‚ы чис ли тель ных по це ‰у, ‰о пу с к‡ ю щих ‚ы пол не ние н‡ не з‡ ‚и си -

мых по цес со ‡х.

Об щ‡fl схе м‡ о „‡ ни з‡ ции т‡ ких ‚ы чис ле ний мо жет быть пе‰ ст‡‚ -

ле н‡ сле ‰у ю щим об ‡ зом:

• ‡з ‰е ле ние по цес с‡ ‚ы чис ле ний н‡ ч‡ с ти, ко то ые мо „ут быть ‚ы -

пол не ны о‰ но ‚е мен но;

• ‡с пе ‰е ле ние ‚ы чис ле ний по по цес со ‡м;

• обес пе че ние ‚з‡ и мо ‰ей ст ‚иfl п‡ ‡л лель но ‚ы пол нfl е мых ‚ы чис ле ний.

Воз мож ные спо со бы по лу че ниfl ме то ‰о‚ п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний:

• ‡з ‡ бот к‡ но ‚ых п‡ ‡л лель ных ‡л „о ит мо‚;

• ‡с п‡ ‡л ле ли ‚‡ ние по сле ‰о ‚‡ тель ных ‡л „о ит мо‚.
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Ус ло ‚иfl эф фек ти‚ но с ти п‡ ‡л лель ных ‡л „о ит мо‚:

• ‡‚ но ме н‡fl з‡ „уз к‡ по цес со о‚ (от сут ст ‚ие по сто е‚);

• низ к‡fl ин тен си‚ ность ‚з‡ и мо ‰ей ст ‚иfl по цес со о‚ (не з‡ ‚и си -

мость).

В си с те ме П‡ ‡ Л‡б е ‡ ли зо ‚‡ ны ши о ко пи ме нfl е мые п‡ ‡л лель -

ные ‡л „о ит мы ‰лfl е ше ниfl fl ‰‡ слож ных ‚ы чис ли тель ных з‡ ‰‡ч из ‡з -

ных об л‡ с тей н‡ уч но-тех ни че с ких пи ло же ний: ‡л „о ит мы со ти о‚ ки

‰‡н ных, м‡ т ич ных опе ‡ ций, е ше ниfl си с тем ли ней ных у‡‚ не ний и

об ‡ бот ки „‡ фо‚.

П‡ ‚и л‡ ис поль зо ‚‡ ниfl си с те мы П‡ ‡ Л‡б

1. Вы бо з‡ ‰‡ чи. Длfl ‚ы бо ‡ з‡ ‰‡ чи из чис л‡ е ‡ ли зо ‚‡н ных ‚ си с те -

ме ‚ы бе и те пункт ме ню З‡ ‰‡ ч‡ и ‚ы ‰е ли те ле ‚ой кл‡ ‚и шей мы ши о‰ ну

из сток: Со ти о‚ к‡, Ум но же ние м‡ т и цы н‡ ‚ек то, М‡ т ич ное ум но же -

ние, Решение системы линейных у‡‚нений, Об ‡ бот к‡ „‡ фо‚. Вы б‡н н‡fl

з‡ ‰‡ ч‡ ст‡ нет те ку щей ‚ ‡к ти‚ ном ок не.

Рис. 12.7. Вы бо з‡ ‰‡ чи

2. Оп е ‰е ле ние п‡ ‡ ме т о‚ з‡ ‰‡ чи. Ос но‚ ным п‡ ‡ ме т ом з‡ ‰‡ чи ‚

си с те ме П‡ ‡ Л‡б fl‚ лfl ет сfl объ ем ис хо‰ ных ‰‡н ных. Длfl з‡ ‰‡ чи со ти о‚ -

ки это ‡з ме упо fl ‰о чи ‚‡ е мо „о м‡с си ‚‡ ‰‡н ных, ‰лfl м‡ т ич ных опе ‡ -

ций и з‡ ‰‡ чи е ше ниfl си с темы ли ней ных у‡‚ не ний – ‡з ме ность ис -

хо‰ ных м‡ т иц, ‰лfl з‡ ‰‡ чи об ‡ бот ки „‡ фо‚ – чис ло ‚е шин ‚ „‡ фе.

Длfl ‚ы бо ‡ п‡ ‡ ме т о‚ з‡ ‰‡ чи не об хо ‰и мо ‚ы пол нить ко м‡н ‰у П‡ ‡ ме т -

ы з‡ ‰‡ чи пунк т‡ ме ню З‡ ‰‡ ч‡. В по fl‚и‚ шем сfl ‰и ‡ ло „о ‚ом ок не (ис. 12.8)

сле ‰у ет пи по мо щи бе „ун к‡ з‡ ‰‡ть не об хо ‰и мый объ ем ис хо‰ ных ‰‡н -

ных. Н‡ жми те ОК (Enter) ‰лfl по‰ т‚еж ‰е ниfl з‡ ‰‡ ниfl п‡ ‡ ме т ‡. Длfl ‚оз -

‚‡ т‡ ‚ ос но‚ ное ме ню си с те мы П‡ ‡ Л‡б без со х‡ не ниfl из ме не ний н‡ -

жми те От ме н‡ (Escape).
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Рис. 12.8. Ди ‡ ло „о ‚ое ок но з‡ ‰‡ ниfl п‡ ‡ ме т о‚ з‡ ‰‡ чи ‚ слу ч‡е е -

ше ниfl з‡ ‰‡ чи м‡ т ич но „о ум но же ниfl

3. Оп е ‰е ле ние ме то ‰‡ е ше ниfl з‡ ‰‡ чи. Длfl ‚ы бо ‡ ме то ‰‡ е ше ниfl

з‡ ‰‡ чи ‚ы пол ни те ко м‡н ‰у Ме то‰ пунк т‡ ме ню З‡ ‰‡ ч‡. В по fl‚и‚ шем сfl

‰и ‡ ло „о ‚ом ок не (ис. 12.9) ‚ы ‰е ли те мы шью нуж ный ме то‰, н‡ жми те

ОК ‰лfl по‰ т‚еж ‰е ниfl ‚ы бо ‡, н‡ жми те От ме н‡ ‰лfl ‚оз ‚‡ т‡ ‚ ос но‚ ное

ме ню си с те мы П‡ ‡ Л‡б.

Рис. 12.9. Ди ‡ ло „о ‚ое ок но ‚ы бо ‡ ме то ‰‡ ‚ слу ч‡е е ше ниfl з‡ ‰‡ чи

м‡ т ич но „о ум но же ниfl

12.4.1. Со ти о‚ к‡ ‰‡н ных

Со ти о‚ к‡ fl‚ лfl ет сfl о‰ ной из ти по ‚ых по блем об ‡ бот ки ‰‡н ных

и обыч но по ни м‡ ет сfl к‡к з‡ ‰‡ ч‡ ‡з ме ще ниfl эле мен то‚ не упо fl ‰о чен -

но „о н‡ бо ‡ зн‡ че ний

S={a1, a2,...,an}

‚ по fl‰ ке мо но тон но „о ‚оз ‡ с т‡ ниfl или убы ‚‡ ниfl
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Вы чис ли тель н‡fl ту ‰о ем кость по це ‰у ы упо fl ‰о чи ‚‡ ниfl fl‚ лfl ет сfl

‰о ст‡ точ но ‚ы со кой. Т‡к, ‰лfl fl ‰‡ из ‚е ст ных по стых ме то ‰о‚ (пу зыь -

ко ‚‡fl со ти о‚ к‡, со ти о‚ к‡ ‚клю че ни ем и ‰.) ко ли че ст ‚о не об хо ‰и -

мых опе ‡ ций оп е ‰е лfl ет сfl к‚‡ ‰ ‡ тич ной з‡ ‚и си мо с тью от чис л‡ упо fl -

‰о чи ‚‡ е мых ‰‡н ных

T1~n2.

Длfl бо лее эф фек ти‚ ных ‡л „о ит мо‚ (со ти о‚ к‡ сли fl ни ем, со ти -

о‚ к‡ Шел л‡, бы с т ‡fl со ти о‚ к‡) ту ‰о ем кость оп е ‰е лfl ет сfl ‚е ли чи ной 

T1~nlog2n.

Д‡н ное ‚ы ‡ же ние ‰‡ ет т‡к же ниж нюю оцен ку не об хо ‰и мо „о ко ли -

че ст ‚‡ опе ‡ ций ‰лfl упо fl ‰о чи ‚‡ ниfl н‡ бо ‡ из n зн‡ че ний; ‡л „о ит мы с

мень шей ту ‰о ем ко с тью мо „ут быть по лу че ны толь ко ‰лfl ч‡ ст ных ‚‡ и -

‡н то‚ з‡ ‰‡ чи.

Ус ко е ние со ти о‚ ки мо жет быть обес пе че но пи ис поль зо ‚‡ нии

не сколь ких (p, p>1) по цес со о‚. Ис хо‰ ный упо fl ‰о чи ‚‡ е мый н‡ бо ‚

этом слу ч‡е ‡з ‰е лfl ет сfl меж ‰у по цес со ‡ ми; ‚ хо ‰е со ти о‚ ки ‰‡н ные

пе е сы л‡ ют сfl меж ‰у по цес со ‡ ми и с‡‚ ни ‚‡ ют сfl меж ‰у со бой. Ре зуль -

ти у ю щий (упо fl ‰о чен ный) н‡ бо, к‡к п‡ ‚и ло, т‡к же ‡з ‰е лен меж ‰у

по цес со ‡ ми, пи этом ‰лfl си с те м‡ ти з‡ ции т‡ ко „о ‡з ‰е ле ниfl ‰лfl по -

цес со о‚ ‚‚о ‰ит сfl т‡ или ин‡fl си с те м‡ по сле ‰о ‚‡ тель ной ну ме ‡ ции и

обыч но те бу ет сfl, что бы пи з‡ ‚е ше нии со ти о‚ ки зн‡ че ниfl, ‡с по л‡ -

„‡ е мые н‡ по цес со ‡х с мень ши ми но ме ‡ ми, не пе ‚ы ш‡ ли зн‡ че ний

по цес со о‚ с боль ши ми но ме ‡ ми.

В си с те ме П‡ ‡ Л‡б ‚ к‡ че ст ‚е ме то ‰о‚ упо fl ‰о че ниfl ‰‡н ных пе‰ -

ст‡‚ ле ны пу зыь ко ‚‡fl со ти о‚ к‡, со ти о‚ к‡ Шел л‡, бы с т ‡fl со ти о‚ -

к‡. Ис хо‰ ные (по сле ‰о ‚‡ тель ные) ‚‡ и ‡н ты этих ме то ‰о‚ из ло же ны ‚о

мно „их из ‰‡ ни flх (см., н‡ пи ме, [26]), спо со бы их п‡ ‡л лель но „о ‚ы пол -

не ниfl пи ‚о ‰flт сfl ‚ лек ции 9.

12.4.1.1. Пу зыь ко ‚‡fl со ти о‚ к‡

Ал „о итм пу зыь ко ‚ой со ти о‚ ки ‚ пfl мом ‚и ‰е ‰о ст‡ точ но сло жен

‰лfl ‡с п‡ ‡л ле ли ‚‡ ниfl — с‡‚ не ние п‡ со се‰ них эле мен то‚ по ис хо ‰ит

сто „о по сле ‰о ‚‡ тель но. П‡ ‡л лель ный ‚‡ и ‡нт ‡л „о ит м‡ ос но ‚ы ‚‡ ет сfl

н‡ ме то ‰е чет-не чет ной пе е ст‡ но‚ ки, ‰лfl ко то о „о н‡ не чет ной ите ‡ -

ции ‚ы пол не ниfl с‡‚ ни ‚‡ ют сfl эле мен ты п‡

(a1,a2),(a3,a4),...,(an–1,an).
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Ес ли п‡ ‡ не упо fl ‰о че н‡, то ее эле мен ты пе е ст‡‚ лfl ют сfl. Н‡ чет -

ной ите ‡ ции упо fl ‰о чи ‚‡ ют сfl п‡ ы

(a2,a3),(a4,a5),...,(an–2,an–1).

По сле n-к‡т но „о по ‚то е ниfl по ‰об ных ите ‡ ций м‡с си‚ ок‡ зы ‚‡ -

ет сfl от со ти о ‚‡н ным. Бо лее по ‰об н‡fl ин фо м‡ циfl о п‡ ‡л лель ном ‚‡ -

и ‡н те ‡л „о ит м‡ пи ‚о ‰ит сfl ‚ лек ции 9.

З‡ ‰‡ ниfl и уп ‡ж не ниfl

1. З‡ пу с ти те си с те му П‡ ‡ Л‡б и со з‰‡й те но ‚ый экс пе и мент. Вы бе -

и те пункт ме ню З‡ ‰‡ ч‡ и убе ‰и тесь, что ‚ ‡к ти‚ ном ок не те ку щей з‡ ‰‡ -

чей fl‚ лfl ет сfl з‡ ‰‡ ч‡ со ти о‚ ки. От кой те ‰и ‡ ло „о ‚ое ок но ‚ы бо ‡ ме то -

‰‡ и по смо т и те, к‡ кие ‡л „о ит мы со ти о‚ ки мо „ут быть ‚ы пол не ны н‡

те ку щей то по ло „ии. Т‡к к‡к пи со з‰‡ нии экс пе и мен т‡ по умол ч‡ нию

те ку щей то по ло „и ей ст‡ но ‚ит сfl коль цо, то е‰ин ст ‚ен ный ‚оз мож ный ‡л -

„о итм – ‡л „о итм со ти о‚ ки пу зыь ком. З‡ кой те ‰и ‡ ло „о ‚ое ок но и

‚е ни тесь ‚ ос но‚ ное ме ню си с те мы П‡ ‡ Л‡б. 

2. Вы пол ни те не сколь ко экс пе и мен то‚, из ме нflfl ‡з ме ис хо‰ -

ных ‰‡н ных. Длfl ‚ы пол не ниfl экс пе и мен т‡ ‚ы пол ни те ко м‡н ‰у В ‡к -

ти‚ ном ок не пунк т‡ ме ню Вы пол нить. По ‡н‡ ли зи уй те ‚е мен ные х‡ -

‡к те и с ти ки экс пе и мен то‚, ко то ые ото б ‡ ж‡ ют сfl ‚ п‡ ‚ой ниж ней

ч‡ с ти ок н‡.

3. По ‚е ‰и те не сколь ко ‚ы чис ли тель ных экс пе и мен то‚, из ме нflfl

ко ли че ст ‚о по цес со о‚ ‚ы чис ли тель ной си с те мы. По ‡н‡ ли зи уй те по -

лу чен ные ‚е мен ные х‡ ‡к те и с ти ки.

12.4.1.2. Со ти о‚ к‡ Шел л‡

П‡ ‡л лель ный ‡л „о итм со ти о‚ ки Шел л‡ мо жет быть по лу чен к‡к

обоб ще ние ме то ‰‡ п‡ ‡л лель ной пу зыь ко ‚ой со ти о‚ ки. Ос но‚ ное

‡з ли чие со сто ит ‚ том, что н‡ пе ‚ых ите ‡ ци flх ‡л „о ит м‡ Шел л‡ по -

ис хо ‰ит с‡‚ не ние п‡ эле мен то‚, ко то ые ‚ ис хо‰ ном н‡ бо е ‰‡н ных н‡ -

хо ‰flт сfl ‰‡ ле ко ‰у„ от ‰у „‡ (‰лfl упо fl ‰о чи ‚‡ ниfl т‡ ких п‡ ‚ пу зыь ко -

‚ой со ти о‚ ке мо жет по н‡ ‰о бить сfl ‰о ст‡ точ но боль шое ко ли че ст ‚о ите -

‡ ций). По ‰об ное опи с‡ ние п‡ ‡л лель но „о обоб ще ниfl ‡л „о ит м‡ со -

ти о‚ ки Шел л‡ мож но н‡й ти ‚ лек ции 9.

З‡ ‰‡ ниfl и уп ‡ж не ниfl

1. З‡ пу с ти те си с те му П‡ ‡ Л‡б. Вы бе и те то по ло „ию коль цо и ус т‡ но -

‚и те ко ли че ст ‚о по цес со о‚, ‡‚ ное ‚ось ми. По ‚е ‰и те экс пе и мент по

‚ы пол не нию ‡л „о ит м‡ пу зыь ко ‚ой со ти о‚ ки. 
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2. Ус т‡ но ‚и те ‚ ок не ‚ы чис ли тель но „о экс пе и мен т‡ то по ло „ию „и -

пе куб и чис ло по цес со о‚, ‡‚ ное ‚ось ми. 

3. От кой те ‰и ‡ ло „о ‚ое ок но ‚ы бо ‡ ме то ‰‡ и по смо т и те, к‡ кие ‡л -

„о ит мы со ти о‚ ки мо „ут быть ‚ы пол не ны н‡ этой то по ло „ии. Вы бе и -

те ме то‰ со ти о‚ ки Шел л‡. З‡ кой те ок но. 

4. По ‚е ‰и те ‚ы чис ли тель ный экс пе и мент. С‡‚ ни те ко ли че ст ‚о ите -

‡ ций, ‚ы пол нен ных пи е ше нии з‡ ‰‡ чи пи по мо щи ме то ‰‡ Шел л‡, с ко -

ли че ст ‚ом ите ‡ ций ‡л „о ит м‡ пу зыь ко ‚ой со ти о‚ ки (ко ли че ст ‚о ите -

‡ ций ото б ‡ ж‡ ет сfl сп‡ ‚‡ ‚ сто ке со сто fl ниfl). Убе ‰и тесь ‚ том, что пи

‚ы пол не нии экс пе и мен т‡ с ис поль зо ‚‡ ни ем ‡л „о ит м‡ Шел л‡ ‰лfl со ти -

о‚ ки м‡с си ‚‡ не об хо ‰и мо ‚ы пол нить мень шее ко ли че ст ‚о ите ‡ ций. 

5. По ‚е ‰и те экс пе и мент с ис поль зо ‚‡ ни ем ме то ‰‡ Шел л‡ не сколь -

ко ‡з. Убе ‰и тесь, что ко ли че ст ‚о ите ‡ ций не fl‚ лfl ет сfl по сто flн ной ‚е ли -

чи ной и з‡ ‚и сит от ис хо‰ но „о м‡с си ‚‡. 

12.4.1.3. Бы с т ‡fl со ти о‚ к‡

Ал „о итм бы с т ой со ти о‚ ки ос но ‚ы ‚‡ ет сfl н‡ по сле ‰о ‚‡ тель ном

‡з ‰е ле нии со ти у е мо „о н‡ бо ‡ ‰‡н ных н‡ бло ки мень ше „о ‡з ме ‡ т‡ -

ким об ‡ зом, что меж ‰у зн‡ че ни fl ми ‡з ных бло ко‚ обес пе чи ‚‡ ет сfl от но -

ше ние упо fl ‰о чен но с ти. Пи п‡ ‡л лель ном обоб ще нии ‡л „о ит м‡ обес -

пе чи ‚‡ ет сfl от но ше ние упо fl ‰о чен но с ти меж ‰у эле мен т‡ ми со ти у е мо -

„о н‡ бо ‡, ‡с по ло жен ны ми н‡ по цес со ‡х, со се‰ них ‚ стук ту е „и пе -

ку б‡. В м‡ те и ‡ л‡х лек ции 9 ‚ы мо же те н‡й ти по ‰об ное опи с‡ ние ‡л „о -

ит м‡ бы с т ой со ти о‚ ки.

З‡ ‰‡ ниfl и уп ‡ж не ниfl

1. З‡ пу с ти те си с те му П‡ ‡ Л‡б. В по fl‚и‚ шем сfl ок не ‚ы чис ли тель но -

„о экс пе и мен т‡ ус т‡ но ‚и те то по ло „ию „и пе куб и ко ли че ст ‚о по цес со -

о‚, ‡‚ ное ‚ось ми.

2. Вы пол ни те ти по сле ‰о ‚‡ тель ных экс пе и мен т‡ с ис поль зо ‚‡ ни -

ем тех ‡з лич ных ‡л „о ит мо‚ со ти о‚ ки: со ти о‚ ки пу зыь ком, со -

ти о‚ ки Шел л‡ и бы с т ой со ти о‚ ки. С‡‚ ни те ‚е мен ные х‡ ‡к те и с -

ти ки ‡л „о ит мо‚, ко то ые ото б ‡ ж‡ ют сfl ‚ п‡ ‚ой ниж ней ч‡ с ти ок н‡.

Убе ‰и тесь ‚ том, что у бы с т ой со ти о‚ ки н‡ и мень шее ‚е мfl ‚ы пол не -

ниfl ‡л „о ит м‡ и ‚е мfl пе е ‰‡ чи ‰‡н ных. 

3. Из ме ни те объ ем ис хо‰ ных ‰‡н ных (‚ы пол ни те ко м‡н ‰у П‡ ‡ ме т -

ы з‡ ‰‡ чи пунк т‡ ме ню З‡ ‰‡ ч‡). Сно ‚‡ по ‚е ‰и те экс пе и мен ты. С‡‚ ни -

те ‚е мен ные х‡ ‡к те и с ти ки ‡л „о ит мо‚.

4. Из ме ни те ко ли че ст ‚о по цес со о‚ (‚ы пол ни те ко м‡н ‰у Ко ли че ст -

‚о по цес со о‚ пунк т‡ ме ню Си с те м‡). По ‚е ‰и те ‚ы чис ли тель ные экс пе -

и мен ты и с‡‚ ни те ‚е мен ные х‡ ‡к те и с ти ки.
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12.4.2. Ум но же ние м‡ т и цы н‡ ‚ек то

В е зуль т‡ те ум но же ниfl м‡ т и цы А ‡з ме но с ти m×n и ‚ек то ‡ b, со -

сто fl ще „о из n эле мен то‚, по лу ч‡ ет сfl ‚ек то c ‡з ме ‡ m, к‡ж ‰ый i-й эле -

мент ко то о „о есть е зуль т‡т ск‡ лfl но „о ум но же ниfl i-й сто ки м‡ т и цы

А (обо зн‡ чим эту сточ ку ai) и ‚ек то ‡ b:

.

Тем с‡ мым по лу че ние е зуль ти у ю ще „о ‚ек то ‡ c пе‰ по л‡ „‡ ет по -

‚то е ние m о‰ но тип ных опе ‡ ций по ум но же нию сток м‡ т и цы A и ‚ек -

то ‡ b. К‡ж ‰‡fl т‡ к‡fl опе ‡ циfl ‚клю ч‡ ет ум но же ние эле мен то‚ сто ки

м‡ т и цы и ‚ек то ‡ b (n опе ‡ ций) и по сле ‰у ю щее сум ми о ‚‡ ние по лу -

чен ных по из ‚е ‰е ний (n-1 опе ‡ ций). Об щее ко ли че ст ‚о не об хо ‰и мых

ск‡ лfl ных опе ‡ ций есть ‚е ли чи н‡ 

Длfl опе ‡ ции ум но же ниfl м‡ т и цы н‡ ‚ек то х‡ ‡к те ным fl‚ лfl ет сfl

по ‚то е ние о‰ них и тех же ‚ы чис ли тель ных ‰ей ст ‚ий ‰лfl ‡з ных эле мен -

то‚ м‡ т иц. Это с‚и ‰е тель ст ‚у ет о н‡ ли чии п‡ ‡л ле лиз м‡ по ‰‡н ным пи

‚ы пол не нии м‡ т ич ных ‡с че то‚, и, к‡к е зуль т‡т, ‡с п‡ ‡л ле ли ‚‡ ние

м‡ т ич ных опе ‡ ций с‚о ‰ит сfl ‚ боль шин ст ‚е слу ч‡ е‚ к ‡з ‰е ле нию об ‡ -

б‡ ты ‚‡ е мых м‡ т иц меж ‰у по цес со ‡ ми ис поль зу е мой ‚ы чис ли тель ной

си с те мы. Вы бо спо со б‡ ‡з ‰е ле ниfl м‡ т иц пи ‚о ‰ит к оп е ‰е ле нию

кон кет но „о ме то ‰‡ п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний; су ще ст ‚о ‚‡ ние ‡з ных

схем ‡с пе ‰е ле ниfl ‰‡н ных по ож ‰‡ ет це лый fl‰ п‡ ‡л лель ных ‡л „о ит -

мо‚ м‡ т ич ных ‚ы чис ле ний.

Н‡ и бо лее об щие и ши о ко ис поль зу е мые спо со бы ‡з ‰е ле ниfl м‡ т -

иц со сто flт ‚ ‡з би е нии ‰‡н ных н‡ по ло сы (по ‚е ти к‡ ли или „о и зон т‡ -

ли) или н‡ пfl мо у„оль ные ф‡„ мен ты (бло ки).

Бо лее пол н‡fl ин фо м‡ циfl об ‡л „о ит м‡х м‡ т ич но-‚ек то но „о ум -

но же ниfl, е ‡ ли зо ‚‡н ных ‚ си с те ме П‡ ‡ Л‡б, со ‰е жит сfl ‚ лек ции 6.

12.4.2.1. Ум но же ние м‡ т и цы н‡ ‚ек то 

пи ‡з ‰е ле нии ‰‡н ных по сто к‡м

Д‡н ный ‡л „о итм ос но ‚‡н н‡ пе‰ ст‡‚ ле нии м‡ т и цы не пе ы‚ ны -

ми н‡ бо ‡ ми („о и зон т‡ль ны ми по ло с‡ ми) сток. По лу чен ные по ло сы

‡с пе ‰е лfl ют сfl по по цес со ‡м ‚ы чис ли тель ной си с те мы. Век то b ко -

пи у ет сfl н‡ ‚се по цес со ы. Пе е мно же ние по ло сы м‡ т и цы н‡ ‚ек то (‡

‰‡нн‡fl опе‡циfl может быть ‚ыполнен‡ поцессо‡ми п‡‡ллельно)
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пи ‚о ‰ит к по лу че нию бло к‡ эле мен то‚ е зуль ти у ю ще „о ‚ек то ‡ с. Длfl

объ е ‰и не ниfl е зуль т‡ то‚ ‡с че т‡ и по лу че ниfl пол но „о ‚ек то ‡ c н‡ к‡ж -

‰ом из по цес со о‚ ‚ы чис ли тель ной си с те мы не об хо ‰и мо ‚ы пол нить

опе ‡ цию обоб щен но „о сбо ‡ ‰‡н ных. 

З‡ ‰‡ ниfl и уп ‡ж не ниfl

1. Со з‰‡й те ‚ си с те ме П‡ ‡ Л‡б но ‚ое ок но ‚ы чис ли тель но „о экс пе -

и мен т‡. Длfl это „о ок н‡ ‚ы бе и те з‡ ‰‡ чу ум но же ниfl м‡ т и цы н‡ ‚ек то

(щелк ни те ле ‚ой кноп кой мы ши н‡ сто ке Ум но же ние м‡ т и цы н‡ ‚ек то

пунк т‡ ме ню З‡ ‰‡ ч‡). 

2. От кой те ‰и ‡ ло „о ‚ое ок но ‚ы бо ‡ ме то ‰‡ и убе ‰и тесь ‚ том, что

‚ы б‡н ме то‰, ос но ‚‡н ный н‡ „о и зон т‡ль ном ‡з би е нии м‡ т и цы. 

3. По ‚е ‰и те не сколь ко ‚ы чис ли тель ных экс пе и мен то‚. Изу чи те

з‡ ‚и си мость ‚е ме ни ‚ы пол не ниfl ‡л „о ит м‡ от объ е м‡ ис хо‰ ных ‰‡н ных

и от ко ли че ст ‚‡ по цес со о‚. 

12.4.2.2. Ум но же ние м‡ т и цы н‡ ‚ек то 

пи ‡з ‰е ле нии ‰‡н ных по столб ц‡м

Ду „ой по‰ хо‰ к п‡ ‡л лель но му ум но же нию м‡ т и цы н‡ ‚ек то ос -

но ‚‡н н‡ ‡з ‰е ле нии ис хо‰ ной м‡ т и цы н‡ не пе ы‚ ные н‡ бо ы (‚е ти -

к‡ль ные по ло сы) столб цо‚. Век то b пи т‡ ком по‰ хо ‰е ‡з ‰е лен н‡ бло -

ки. Ве ти к‡ль ные по ло сы ис хо‰ ной м‡ т и цы и бло ки ‚ек то ‡ ‡с пе ‰е -

ле ны меж ‰у по цес со ‡ ми ‚ы чис ли тель ной си с те мы.

П‡ ‡л лель ный ‡л „о итм ум но же ниfl м‡ т и цы н‡ ‚ек то н‡ чи н‡ ет сfl

с то „о, что к‡ж ‰ый по цес со i ‚ы пол нfl ет ум но же ние с‚о ей ‚е ти к‡ль -

ной по ло сы м‡ т и цы А н‡ блок эле мен то‚ ‚ек то ‡ b, ‚ ито „е н‡ к‡ж ‰ом

по цес со е по лу ч‡ ет сfl ‚ек то по ме жу точ ных е зуль т‡ то‚ c'(i). Д‡ лее ‰лfl

по лу че ниfl эле мен то‚ е зуль ти у ю ще „о ‚ек то ‡ с по цес со ы ‰олж ны об -

ме нflть сfl с‚о и ми по ме жу точ ны ми ‰‡н ны ми меж ‰у со бой.

12.4.2.3. Ум но же ние м‡ т и цы н‡ ‚ек то 

пи блоч ном ‡з ‰е ле нии ‰‡н ных

Р‡с смо т им те пеь п‡ ‡л лель ный ‡л „о итм ум но же ниfl м‡ т и цы н‡

‚ек то, ко то ый ос но ‚‡н н‡ ином спо со бе ‡з ‰е ле ниfl ‰‡н ных – н‡ ‡з би -

е нии м‡ т и цы н‡ пfl мо у„оль ные ф‡„ мен ты (бло ки). Пи т‡ ком спо со бе

‡з ‰е ле ниfl ‰‡н ных ис хо‰ н‡fl м‡ т и ц‡ A пе‰ ст‡‚ лfl ет сfl ‚ ‚и ‰е н‡ бо ‡

пfl мо у„оль ных бло ко‚. Век то b т‡к же ‰ол жен быть ‡з ‰е лен н‡ бло ки.

Бло ки м‡ т и цы и бло ки ‚ек то ‡ ‡с пе ‰е ле ны меж ‰у по цес со ‡ ми ‚ы -

чис ли тель ной си с те мы. Ло „и че с к‡fl (‚и ту ‡ль н‡fl) то по ло „иfl ‚ы чис ли -

тель ной си с те мы ‚ ‰‡н ном слу ч‡е име ет ‚и‰ пfl мо у„оль ной ‰‚у ме ной
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е шет ки. Р‡з ме ы по цес со ной е шет ки со от ‚ет ст ‚у ют ко ли че ст ‚у пfl -

мо у„оль ных бло ко‚, н‡ ко то ые ‡з би т‡ м‡ т и ц‡ A. Н‡ по цес со е pi,j,

н‡хо‰flщемсfl н‡ пе е се че нии i-й сто ки и j-„о столб ц‡ по цес со ной е -

шет ки, ‡с по л‡ „‡ ет сfl блок Ai,j м‡ т и цы A и блок bj ‚ек то ‡ b.

По сле пе е мно же ниfl бло ко‚ м‡ т и цы A и ‚ек то ‡ b к‡ж ‰ый по цес -

со pi,j бу ‰ет со ‰е ж‡ть ‚ек то ч‡ с тич ных е зуль т‡ то‚ c'(i,j). По эле мент -

ное сум ми о ‚‡ ние ‚ек то о‚ ч‡ с тич ных е зуль т‡ то‚ ‰лfl к‡ж ‰ой „о и зон -

т‡ль ной сто ки по цес со ной е шет ки поз ‚о лfl ет по лу чить е зуль ти у ю -

щий ‚ек то c.

З‡ ‰‡ ниfl и уп ‡ж не ниfl

1. З‡ пу с ти те си с те му П‡ ‡ Л‡б. Ус т‡ но ‚и те ко ли че ст ‚о по цес со о‚,

‡‚ ное че ты ем.

2. Вы пол ни те ти по сле ‰о ‚‡ тель ных экс пе и мен т‡ с ис поль зо ‚‡ ни -

ем тех ‡з лич ных ‡л „о ит мо‚ ум но же ниfl м‡ т и цы н‡ ‚ек то — ‡л „о ит -

мо‚, ос но ‚‡н ных н‡ „о и зон т‡ль ном, ‚е ти к‡ль ном и блоч ном ‡з би е нии

м‡ т и цы. С‡‚ ни те ‚е мен ные х‡ ‡к те и с ти ки ‡л „о ит мо‚, ко то ые ото -

б ‡ ж‡ ют сfl ‚ п‡ ‚ой ниж ней ч‡ с ти ок н‡. Убе ‰и тесь ‚ том, что у ‡л „о ит -

мо‚, ос но ‚‡н ных н‡ лен точ ном ‡з би е нии м‡ т и цы, ‚е мfl ‚ы пол не ниfl

п‡к ти че с ки со‚ п‡ ‰‡ ет, ‡ т‡к же ‚ том, что ‚е мfl ‚ы пол не ниfl ‡л „о ит м‡,

ос но ‚‡н но „о н‡ блоч ном ‡з би е нии, не сколь ко боль ше.

3. Из ме ни те объ ем ис хо‰ ных ‰‡н ных (‚ы пол ни те ко м‡н ‰у П‡ ‡ ме т -

ы з‡ ‰‡ чи пунк т‡ ме ню З‡ ‰‡ ч‡). Сно ‚‡ по ‚е ‰и те экс пе и мен ты. С‡‚ ни -

те ‚е мен ные х‡ ‡к те и с ти ки ‡л „о ит мо‚.

4. Из ме ни те ко ли че ст ‚о по цес со о‚, ус т‡ но ‚и те ко ли че ст ‚о по -

цес со о‚, ‡‚ ное 16 (‚ы пол ни те ко м‡н ‰у Ко ли че ст ‚о по цес со о‚ пунк т‡

ме ню Си с те м‡). По ‚е ‰и те ‚ы чис ли тель ные экс пе и мен ты и с‡‚ ни те

‚е мен ные х‡ ‡к те и с ти ки.  

12.4.3. М‡ т ич ное ум но же ние

З‡ ‰‡ ч‡ ум но же ниfl м‡ т и цы н‡ м‡ т и цу оп е ‰е лfl ет сfl со от но ше ни fl ми: 

(‰лfl по сто ты из ло же ниfl м‡ те и ‡ л‡ бу ‰ем пе‰ по л‡ „‡ть, что пе е мно ж‡ -

е мые м‡ т и цы A и B fl‚ лfl ют сfl к‚‡ ‰ ‡т ны ми и име ют по fl ‰ок n×n). К‡к

сле ‰у ет из пи ‚е ‰ен ных со от но ше ний, ‚ы чис ли тель н‡fl слож ность з‡ ‰‡ чи

fl‚ лfl ет сfl ‰о ст‡ точ но ‚ы со кой (оцен к‡ ко ли че ст ‚‡ ‚ы пол нfl е мых опе ‡ -

ций име ет по fl ‰ок n3).

Ос но ‚у ‚оз мож но с ти п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний ‰лfl м‡ т ич но „о ум -

но же ниfl со ст‡‚ лfl ет не з‡ ‚и си мость ‡с че то‚ ‰лfl по лу че ниfl эле мен то‚ сij е -
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зуль ти у ю щей м‡ т и цы C. Тем с‡ мым, ‚се эле мен ты м‡ т и цы C мо „ут быть

‚ы чис ле ны п‡ ‡л лель но пи н‡ ли чии n2 по цес со о‚, пи этом н‡ к‡ж ‰ом

по цес со е бу ‰ет ‡с по л‡ „‡ть сfl по о‰ ной сто ке м‡ т и цы A и о‰ но му столб -

цу м‡ т и цы B. Пи мень шем ко ли че ст ‚е по цес со о‚ по ‰об ный по‰ хо‰

пи ‚о ‰ит к лен точ ной схе ме ‡з би е ниfl ‰‡н ных, ко„ ‰‡ н‡ по цес со ‡х ‡с по -

л‡ „‡ ют сfl по не сколь ко сток и столб цо‚ (по лос) ис хо‰ ных м‡ т иц. 

Ду „ой ши о ко ис поль зу е мый по‰ хо‰ ‰лfl по ст о е ниfl п‡ ‡л лель ных

спо со бо‚ ‚ы пол не ниfl м‡ т ич но „о ум но же ниfl со сто ит ‚ пименении

блоч но „о пе‰ ст‡‚ ле ниfl м‡ т иц, пи ко то ом ис хо‰ ные м‡ т и цы A, B и е -

зуль ти у ю щ‡fl м‡ т и ц‡ C ‡с см‡ т и ‚‡ ют сfl ‚ ‚и ‰е н‡ бо о‚ бло ко‚ (к‡к

п‡ ‚и ло, к‚‡ ‰ ‡т но „о ‚и ‰‡ не ко то о „о ‡з ме ‡ m×m). То„ ‰‡ опе ‡ цию м‡ -

т ич но „о ум но же ниfl м‡ т иц A и B ‚ блоч ном ‚и ‰е мож но пе‰ ст‡ ‚ить

сле ‰у ю щим об ‡ зом:

„‰е к‡ж ‰ый блок Cij м‡ т и цы C оп е ‰е лfl ет сfl ‚ со от ‚ет ст ‚ии с ‚ы ‡ же ни ем:

По лу чен ные бло ки Cij т‡к же fl‚ лfl ют сfl не з‡ ‚и си мы ми, и, к‡к е зуль -

т‡т, ‚оз мож ный по‰ хо‰ ‰лfl п‡ ‡л лель но „о ‚ы пол не ниfl ‚ы чис ле ний мо -

жет со сто flть ‚ ‡с че т‡х, с‚fl з‡н ных с по лу че ни ем от ‰ель ных бло ко‚ Cij, н‡

‡з ных по цес со ‡х. Пи ме не ние по ‰об но „о по‰ хо ‰‡ поз ‚о лfl ет по лу чить

мно „ие эф фек ти‚ ные п‡ ‡л лель ные ме то ‰ы ум но же ниfl блоч но-пе‰ ст‡‚ -

лен ных м‡ т иц.

В си с те ме П‡ ‡ Л‡б е ‡ ли зо ‚‡ ны п‡ ‡л лель ный ‡л „о итм ум но же ниfl

м‡ т иц пи лен точ ной схе ме ‡з ‰е ле ниfl ‰‡н ных и ‰‚‡ ме то ‰‡ (‡л „о ит мы

Фок с‡ и Кэн но н‡) ‰лfl блоч но пе‰ ст‡‚ лен ных м‡ т иц. Бо лее пол н‡fl ин -

фо м‡ циfl об ‡л „о ит м‡х ум но же ниfl м‡ т иц, е ‡ ли зо ‚‡н ных ‚ си с те ме

П‡ ‡ Л‡б, со ‰е жит сfl ‚ лек ции 7.

12.4.3.1. Лен точ ный ‡л „о итм 

Пи лен точ ной схе ме ‡з ‰е ле ниfl ‰‡н ных ис хо‰ ные м‡ т и цы ‡з би ‚‡ ют -

сfl н‡ „о и зон т‡ль ные (‰лfl м‡ т и цы A) и ‚е ти к‡ль ные (‰лfl м‡ т и цы B) по -

ло сы. По лу ч‡ е мые по ло сы ‡с пе ‰е лfl ют сfl по по цес со ‡м, пи этом н‡

к‡ж ‰ом из име ю ще „о сfl н‡ бо ‡ по цес со о‚ ‡с по л‡ „‡ ет сfl толь ко по о‰ ной

по ло се м‡ т иц A и B. Пе е мно же ние по лос (‡ ‰‡нн‡fl опе‡циfl может быть

‚ыполнен‡ поцессо‡ми п‡‡ллельно) пи ‚о ‰ит к по лу че нию ч‡ с ти бло -
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ко‚ е зуль ти у ю щей м‡ т и цы C. Длfl ‚ы чис ле ниfl ос т‡‚ ших сfl бло ко‚ м‡ т -

и цы C со че т‡ ниfl по лос м‡ т иц A и B н‡ по цес со ‡х ‰олж ны быть из ме -

не ны. В н‡ и бо лее по стом ‚и ‰е это мо жет быть обес пе че но, н‡ пи ме, пи

коль це ‚ой то по ло „ии ‚ы чис ли тель ной се ти (пи чис ле по цес со о‚, ‡‚ -

ном ко ли че ст ‚у по лос) – ‚ этом слу ч‡е не об хо ‰и мое ‰лfl м‡ т ич но „о ум но -

же ниfl из ме не ние по ло же ниfl ‰‡н ных мо жет быть е‡лизо‚‡но цик ли че с -

ким с‰‚и „ом по лос м‡ т и цы B по коль цу. По сле мно „о к‡т но „о ‚ы пол не -

ниfl опи с‡н ных ‰ей ст ‚ий (ко ли че ст ‚о не об хо ‰и мых по ‚то е ний fl‚ лfl ет сfl

‡‚ ным чис лу по цес со о‚) н‡ к‡ж ‰ом по цес со е по лу ч‡ ет сfl н‡ бо бло -

ко‚, об ‡ зу ю щий „о и зон т‡ль ную по ло су м‡ т и цы C.

Р‡с смо т ен н‡fl схе м‡ ‚ы чис ле ний поз ‚о лfl ет оп е ‰е лить п‡ ‡л лель -

ный ‡л „о итм м‡ т ич но „о ум но же ниfl пи лен точ ной схе ме ‡з ‰е ле ниfl

‰‡н ных к‡к ите ‡ ци он ную по це ‰у у, н‡ к‡ж ‰ом ш‡ „е ко то ой по ис хо -

‰ит п‡ ‡л лель ное ‚ы пол не ние опе ‡ ции пе е мно же ниfl по лос и по сле ‰у -

ю ще „о цик ли че с ко „о с‰‚и „‡ по лос о‰ ной из м‡ т иц по коль цу. По ‰об ное

опи с‡ ние лен точ но „о ‡л „о ит м‡ пи ‚о ‰ит сfl ‚ лек ции 7.

З‡ ‰‡ ниfl и уп ‡ж не ниfl

1. Со з‰‡й те ‚ си с те ме П‡ ‡ Л‡б но ‚ое ок но ‚ы чис ли тель но „о экс пе и -

мен т‡. Длfl это „о ок н‡ ‚ы бе и те з‡ ‰‡ чу м‡ т ич но „о ум но же ниfl (щелк ни те

ле ‚ой кноп кой мы ши н‡ сто ке М‡ т ич ное ум но же ние пунк т‡ ме ню З‡ ‰‡ ч‡). 

2. От кой те ‰и ‡ ло „о ‚ое ок но ‚ы бо ‡ ме то ‰‡ и убе ‰и тесь ‚ том, что

‚ы б‡н ме то‰ лен точ но „о ум но же ниfl м‡ т иц. 

3. По ‚е ‰и те не сколь ко ‚ы чис ли тель ных экс пе и мен то‚. Изу чи те

з‡ ‚и си мость ‚е ме ни ‚ы пол не ниfl ‡л „о ит м‡ от объ е м‡ ис хо‰ ных ‰‡н ных

и от ко ли че ст ‚‡ по цес со о‚. 

12.4.3.2. Блоч ные ‡л „о ит мы Фок с‡ и Кэн но н‡ 

Пи блоч ном пе‰ ст‡‚ ле нии ‰‡н ных п‡ ‡л лель н‡fl ‚ы чис ли тель н‡fl схе м‡

м‡ т ич но „о ум но же ниfl ‚ н‡ и бо лее по стом ‚и ‰е мо жет быть постоен‡, ес ли

то по ло „иfl ‚ы чис ли тель ной се ти име ет ‚и‰ пfl мо у„оль ной е шет ки (ес ли е -

‡ль н‡fl то по ло „иfl се ти име ет иной ‚и‰, пе‰ ст‡‚ ле ние се ти ‚ ‚и ‰е е шет ки

мож но обес пе чить н‡ ло „и че с ком уо‚ не). Ос но‚ ные по ло же ниfl п‡ ‡л лель -

ных ме то ‰о‚ ‰лfl блоч но пе‰ ст‡‚ лен ных м‡ т иц со сто flт ‚ сле ‰у ю щем:

• к‡ж ‰ый из по цес со о‚ е шет ки от ‚е ч‡ ет з‡ ‚ы чис ле ние о‰ но „о

бло к‡ м‡ т и цы C;

• ‚ хо ‰е ‚ы чис ле ний н‡ к‡ж ‰ом из по цес со о‚ ‡с по л‡ „‡ ет сfl по о‰ -

но му бло ку ис хо‰ ных м‡ т иц A и В;

• пи ‚ы пол не нии ите ‡ ций ‡л „о ит мо‚ бло ки м‡ т и цы А по сле ‰о -

‚‡ тель но с‰‚и „‡ ют сfl ‚‰оль сток по цес со ной е шет ки, ‡ бло ки

м‡ т и цы B — ‚‰оль столб цо‚ е шет ки;
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• ‚ е зуль т‡ те ‚ы чис ле ний н‡ к‡ж ‰ом из по цес со о‚ получ‡етсfl

блок м‡ т и цы С, пи этом об щее ко ли че ст ‚о ите ‡ ций ‡л „о ит м‡

‡‚ но √p („‰е  – чис ло по цес со о‚).

В лек ции 7 пи ‚о ‰ит сfl пол ное опи с‡ ние п‡ ‡л лель ных ме то ‰о‚

Фок с‡ и Кэн но н‡ ‰лfl ум но же ниfl блоч но-пе‰ ст‡‚ лен ных м‡ т иц.

З‡ ‰‡ ниfl и уп ‡ж не ниfl

1. В ‡к ти‚ ном ок не ‚ы чис ли тель но „о экс пе и мен т‡ си с те мы П‡ ‡ Л‡б

ус т‡ но ‚и те то по ло „ию Ре шет к‡. Вы бе и те чис ло по цес со о‚, ‡‚ ное ‰е ‚fl -

ти. С‰е л‡й те те ку щей з‡ ‰‡ чей это „о ок н‡ з‡ ‰‡ чу м‡ т ич но „о ум но же ниfl.

2. Вы бе и те ме то‰ Фок с‡ ум но же ниfl м‡ т иц и по ‚е ‰и те ‚ы чис ли -

тель ный экс пе и мент.

3. Вы бе и те ‡л „о итм Кэн но н‡ м‡ т ич но „о ум но же ниfl и ‚ы пол ни те

‚ы чис ли тель ный экс пе и мент. По н‡б лю ‰‡й те ‡з лич ные м‡ ш у ты пе -

е ‰‡ чи ‰‡н ных пи ‚ы пол не нии ‡л „о ит мо‚. С‡‚ ни те ‚е мен ные х‡ ‡к -

те и с ти ки ‡л „о ит мо‚.

4. Из ме ни те чис ло по цес со о‚ ‚ то по ло „ии Ре шет к‡ н‡ ше ст н‡‰ -

ц‡ть. По сле ‰о ‚‡ тель но ‚ы пол ни те ‚ы чис ли тель ные экс пе и мен ты с ис -

поль зо ‚‡ ни ем ме то ‰‡ Фок с‡ и ме то ‰‡ Кэн но н‡. С‡‚ ни те ‚е мен ные х‡ -

‡к те и с ти ки этих экс пе и мен то‚.

12.4.4. Ре ше ние си с тем ли ней ных у‡‚ не ний

Си с те мы ли ней ных у‡‚ не ний ‚оз ни к‡ ют пи е ше нии fl ‰‡ пи кл‡‰ -

ных з‡ ‰‡ч, опи сы ‚‡ е мых си с те м‡ ми не ли ней ных (т‡нс цен ‰ент ных),

‰иф фе ен ци ‡ль ных или ин те „ ‡ль ных у‡‚ не ний. Они мо „ут по fl‚ лflть сfl

т‡к же ‚ з‡ ‰‡ ч‡х м‡ те м‡ ти че с ко „о по „‡м ми о ‚‡ ниfl, ст‡ ти с ти че с кой об -

‡ бот ки ‰‡н ных, ‡п пок си м‡ ции функ ций, пи ‰ис ке ти з‡ ции к‡ е ‚ых

‰иф фе ен ци ‡ль ных з‡ ‰‡ч ме то ‰ом ко неч ных ‡з но стей или ме то ‰ом ко -

неч ных эле мен то‚ и т.‰.

Ли ней ное у‡‚ не ние с n не из ‚е ст ны ми x0, x1, …, xn-1 мо жет быть оп е -

‰е ле но пи по мо щи ‚ы ‡ же ниfl

„‰е ‚е ли чи ны a0, a1, …, an-1 и b пе‰ ст‡‚ лfl ют со бой по сто flн ные зн‡ че ниfl.

Мно же ст ‚о n ли ней ных у‡‚ не ний 
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н‡ зы ‚‡ ет сfl си с те мой ли ней ных у‡‚ не ний или ли ней ной си с те мой. В бо лее

к‡т ком (м‡ т ич ном) ‚и ‰е си с те м‡ мо жет быть пе‰ ст‡‚ ле н‡ к‡к 

Ax=b, 

„‰е A=(ai,j) есть ‚е ще ст ‚ен н‡fl м‡ т и ц‡ ‡з ме ‡ n×n, ‡ ‚ек то ы b и x со сто -

flт из n эле мен то‚.

По‰ з‡ ‰‡ чей е ше ниfl си с те мы ли ней ных у‡‚ не ний ‰лfl з‡ ‰‡н ных м‡ т -

и цы А и ‚ек то ‡ b по ни м‡ ет сfl н‡ хож ‰е ние зн‡ че ниfl ‚ек то ‡ не из ‚е ст -

ных x, пи ко то ом ‚ы пол нfl ют сfl ‚се у‡‚ не ниfl си с те мы.

В си с те ме П‡ ‡ Л‡б е ‡ ли зо ‚‡ ны ‰‚‡ ‡л „о ит м‡ е ше ниfl си с тем

ли ней ных у‡‚ не ний: ши о ко из ‚е ст ный ме то‰ Г‡ ус с‡ (пfl мой ме то‰

е ше ниfl си с тем ли ней ных у‡‚ не ний, н‡ хо ‰ит точ ное е ше ние си с те -

мы с не ‚ы ож ‰ен ной м‡ т и цей з‡ ко неч ное чис ло ш‡ „о‚) и ме то‰ со -

пfl жен ных „‡ ‰и ен то‚ – о‰ин из ши о ко „о кл‡с с‡ ите ‡ ци он ных ме то -

‰о‚ е ше ниfl си с тем ли ней ных у‡‚ не ний с м‡ т и цей спе ци ‡ль но „о ‚и -

‰‡. Бо лее пол н‡fl ин фо м‡ циfl об ‡л „о ит м‡х е ше ниfl си с тем ли ней -

ных у‡‚ не ний, е ‡ ли зо ‚‡н ных ‚ си с те ме П‡ ‡ Л‡б, со ‰е жит сfl ‚ лек -

ции 8.

12.4.4.1. Ал „о итм Г‡ ус с‡

Ме то‰ Г‡ ус с‡ ‚клю ч‡ ет по сле ‰о ‚‡ тель ное ‚ы пол не ние ‰‚ух эт‡ по‚.

Н‡ пе ‚ом эт‡ пе – пfl мой хо‰ ме то ‰‡ Г‡ ус с‡ – ис хо‰ н‡fl си с те м‡ ли ней -

ный у‡‚ не ний пи по мо щи по сле ‰о ‚‡ тель но „о ис клю че ниfl не из ‚е ст ных

(пи по мо щи эк ‚и ‚‡ лент ных пе об ‡ зо ‚‡ ний) пи ‚о ‰ит сfl к ‚ех не му

те у „оль но му ‚и ‰у. Н‡ об ‡т ном хо ‰е ме то ‰‡ Г‡ ус с‡ (‚то ой эт‡п ‡л „о ит -

м‡) осу ще ст‚ лfl ет сfl оп е ‰е ле ние зн‡ че ний не из ‚е ст ных. Из по сле‰ не „о

у‡‚ не ниfl пе об ‡ зо ‚‡н ной си с те мы мо жет быть ‚ы чис ле но зн‡ че ние

пе е мен ной xn-1, по сле это „о из пе‰ по сле‰ не „о у‡‚ не ниfl ст‡ но ‚ит сfl

‚оз мож ным оп е ‰е ле ние пе е мен ной xn-2 и т.‰.

Пи ‚ни м‡ тель ном ‡с смо т е нии ме то ‰‡ Г‡ ус с‡ мож но з‡ ме тить, что

‚се ‚ы чис ле ниfl с‚о ‰flт сfl к о‰ но тип ным ‚ы чис ли тель ным опе ‡ ци flм н‡‰

сто к‡ ми м‡ т и цы ко эф фи ци ен то‚ си с те мы ли ней ных у‡‚ не ний. К‡к

е зуль т‡т, ‚ ос но ‚у п‡ ‡л лель ной е ‡ ли з‡ ции ‡л „о ит м‡ Г‡ ус с‡ мо жет

быть по ло жен пин цип ‡с п‡ ‡л ле ли ‚‡ ниfl по ‰‡н ным. В этом слу ч‡е м‡ -

т и цу А мож но ‡з ‰е лить н‡ „о и зон т‡ль ные по ло сы, ‡ ‚ек то п‡ ‚ых ч‡ -

с тей b – н‡ бло ки. По ло сы м‡ т и цы и бло ки ‚ек то ‡ п‡ ‚ых ч‡ с тей ‡с -

пе ‰е лfl ют сfl меж ‰у по цес со ‡ ми ‚ы чис ли тель ной си с те мы. 

Длfl ‚ы пол не ниfl пfl мо „о хо ‰‡ ме то ‰‡ Г‡ ус с‡ не об хо ‰и мо осу ще ст -

‚ить (n-1) ите ‡ цию по ис клю че нию не из ‚е ст ных ‰лfl пе об ‡ зо ‚‡ ниfl

м‡ т и цы ко эф фи ци ен то‚ A к ‚ех не му те у „оль но му ‚и ‰у. 
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Вы пол не ние ите ‡ ции i, 0≤ i<n-1, пfl мо „о хо ‰‡ ме то ‰‡ Г‡ ус с‡ ‚клю -

ч‡ ет fl‰ по сле ‰о ‚‡ тель ных ‰ей ст ‚ий. По цес со, н‡ ко то ом ‡с по ло же -

н‡ сто к‡ i м‡ т и цы, ‰ол жен ‡ зо сл‡ть ее и со от ‚ет ст ‚у ю щий эле мент

‚ек то ‡ b ‚сем по цес со ‡м, ко то ые со ‰е ж‡т сто ки с но ме ‡ ми k, k>i.

По лу чи‚ ‚е ‰у щую сто ку, по цес со ы ‚ы пол нfl ют ‚ы чи т‡ ние сток,

обес пе чи ‚‡fl тем с‡ мым ис клю че ние со от ‚ет ст ‚у ю щей не из ‚е ст ной xi.

Пи ‚ы пол не нии об ‡т но „о хо ‰‡ ме то ‰‡ Г‡ ус с‡ по цес со ы ‚ы пол -

нfl ют не об хо ‰и мые ‚ы чис ле ниfl ‰лfl н‡ хож ‰е ниfl зн‡ че ниfl не из ‚е ст ных.

К‡к толь ко к‡ кой-ли бо по цес со оп е ‰е лfl ет зн‡ че ние с‚о ей пе е мен -

ной xi, это зн‡ че ние ‰олж но быть ‡ зо сл‡ но ‚сем по цес со ‡м, ко то ые

со ‰е ж‡т сто ки  с но ме ‡ ми k, k<i. Д‡ лее по цес со ы по‰ ст‡‚ лfl ют по лу -

чен ное зн‡ че ние но ‚ой не из ‚е ст ной и ‚ы пол нfl ют ко ек ти о‚ ку зн‡ че -

ний ‰лfl эле мен то‚ ‚ек то ‡ b. 

З‡ ‰‡ ниfl и уп ‡ж не ниfl

1. В ‡к ти‚ ном ок не ‚ы чис ли тель но „о экс пе и мен т‡ си с те мы П‡ ‡ -

Л‡б ус т‡ но ‚и те то по ло „ию Пол ный „‡ф. Вы бе и те чис ло по цес со о‚,

‡‚ ное ‰е сfl ти. С‰е л‡й те те ку щей з‡ ‰‡ чей это „о ок н‡ з‡ ‰‡ чу е ше ниfl си с -

те мы ли ней ных у‡‚ не ний.

2. Вы бе и те ме то‰ Г‡ ус с‡ е ше ниfl з‡ ‰‡ чи и ‚ы пол ни те ‚ы чис ли тель -

ный экс пе и мент. По н‡б лю ‰‡й те м‡ ш у ты пе е ‰‡ чи ‰‡н ных пи ‚ы -

пол не нии ‡л „о ит м‡.

12.4.5. Об ‡ бот к‡ „‡ фо‚

М‡ те м‡ ти че с кие мо ‰е ли ‚ ‚и ‰е „‡ фо‚ ши о ко ис поль зу ют сfl пи мо -

‰е ли о ‚‡ нии с‡ мых ‡з но об ‡з ных fl‚ ле ний, по цес со‚ и си с тем. К‡к е -

зуль т‡т, мно „ие те о е ти че с кие и е ‡ль ные пи кл‡‰ ные з‡ ‰‡ чи мо „ут быть

е ше ны пи по мо щи тех или иных по це ‰у ‡н‡ ли з‡ „‡ фо ‚ых мо ‰е лей.

Се ‰и мно же ст ‚‡ этих по це ‰у мо жет быть ‚ы ‰е лен не ко то ый оп е ‰е -

лен ный н‡ бо ти по ‚ых ‡л „о ит мо‚ об ‡ бот ки „‡ фо‚.

В си с те ме П‡ ‡ Л‡б е ‡ ли зо ‚‡ ны п‡ ‡л лель ные ‡л „о ит мы е ше ниfl

‰‚ух ти по ‚ых з‡ ‰‡ч н‡ „‡ ф‡х: ‡л „о итм Пи м‡ ‰лfl по ис к‡ ми ни м‡ль но „о

ох ‚‡ ты ‚‡ ю ще „о ‰е е ‚‡ и ‡л „о итм Дейк сты ‰лfl по ис к‡ к‡т ч‡й ших пу -

тей. Бо лее пол н‡fl ин фо м‡ циfl об ‡л „о ит м‡х об ‡ бот ки „‡ фо‚, е ‡ ли -

зо ‚‡н ных ‚ си с те ме П‡ ‡ Л‡б, со ‰е жит сfl ‚ лек ции 10.

П‡ ‚и л‡ ис поль зо ‚‡ ниfl си с те мы П‡ ‡ Л‡б

1. Пе е хо‰ ‚ е жим е ‰‡к ти о ‚‡ ниfl „‡ ф‡. Пи ‚ы бо е з‡ ‰‡ чи Об ‡ -

бот к‡ „‡ фо‚ ‚ си с те ме П‡ ‡ Л‡б пе ‰у с мо т е н‡ ‚оз мож ность со з‰‡ ниfl и

е ‰‡к ти о ‚‡ ниfl „‡ фо‚, з‡ по ми н‡ ниfl „‡ фо‚ ‚ ф‡й ле и чте ниfl „‡ ф‡ из

ф‡й л‡. Длfl то „о что бы пе ей ти ‚ е жим е ‰‡к ти о ‚‡ ниfl „‡ ф‡, ‚ы пол ни -
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те ко м‡н ‰у Фо ми о ‚‡ ние „‡ ф‡ пунк т‡ ме ню З‡ ‰‡ ч‡. З‡ ме тим, что

ком‡н ‰‡ ‰о ступ н‡ толь ко ‚ том слу ч‡е, ко„ ‰‡ те ку щей з‡ ‰‡ чей fl‚ лfl ет сfl з‡ -

‰‡ ч‡ об ‡ бот ки „‡ фо‚.  

Рис. 12.10. Ок но ‚сто ен но „о е ‰‡к то ‡ „‡ фо‚

По сле ‚ы пол не ниfl ко м‡н ‰ы Фо ми о ‚‡ ние „‡ ф‡ н‡ эк ‡ не ‰ис плеfl

по fl‚ лfl ет сfl но ‚ое ок но (ис. 12.10), ‚ ‡ бо чей об л‡ с ти ко то о „о ото б ‡ ж‡ -

ет сfl „‡ф ‡к ти‚ но „о экс пе и мен т‡. Ес ли „‡ф ‚ экс пе и мент не был з‡ -

„у жен, то ‡ бо ч‡fl об л‡сть ок н‡ пу с т‡.

В‡м пе ‰о ст‡‚ лfl ет сfl ‚оз мож ность со з‰‡ ‚‡ть но ‚ые „‡ фы, е ‰‡к ти -

о ‚‡ть уже су ще ст ‚у ю щие, со х‡ нflть но ‚ые „‡ фы ‚ ф‡й л‡х и з‡ „у ж‡ть

„‡ фы из ф‡й ло‚ ‚ ‡к ти‚ ный экс пе и мент.

2. Со з‰‡ ние но ‚о „о „‡ ф‡. Длfl со з‰‡ ниfl но ‚о „о пу с то „о „‡ ф‡ ‚ы бе -

и те пункт ме ню Ф‡йл и ‚ы пол ни те ко м‡н ‰у Но ‚ый (или щелк ни те ле ‚ой

кноп кой мы ши н‡ икон ке п‡ не ли ин ст у мен то‚). Ес ли „‡ф, ко то ый

ото б ‡ ж‡ ет сfl ‚ ‡ бо чей об л‡ с ти, был из ме нен, то ‚‡м бу ‰ет пе‰ ло же но

со х‡ нить из ме нен ный „‡ф ‚ ф‡йл.
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3. От кы тие су ще ст ‚у ю ще „о „‡ ф‡. Длfl з‡ „уз ки „‡ ф‡ из ф‡й л‡ ‚ы -

бе и те пункт ме ню Ф‡йл и ‚ы пол ни те ко м‡н ‰у З‡ „у зить (или щелк ни те

ле ‚ой кноп кой мы ши н‡ икон ке п‡ не ли ин ст у мен то‚). В по fl‚и‚ шем -

сfl ‰и ‡ ло „о ‚ом ок не ‚ы бе и те имfl ф‡й л‡ (ф‡й лы „‡ фо‚ П‡ ‡ Л‡б име ют

‡с ши е ние .plg) и н‡ жми те кноп ку От кыть.

4. Со х‡ не ние „‡ ф‡. Длfl со х‡ не ниfl „‡ ф‡ ‚ ф‡йл ‚ы бе и те пункт

ме ню Ф‡йл и ‚ы пол ни те ко м‡н ‰у Со х‡ нить (или щелк ни те ле ‚ой кноп -

кой мы ши н‡ икон ке п‡ не ли ин ст у мен то‚). В по fl‚и‚ шем сfl ‰и ‡ ло „о -

‚ом ок не ‚‚е ‰и те имfl но ‚о „о ф‡й л‡ или ‚ы бе и те к‡ кой-ли бо из су ще ст -

‚у ю щих ф‡й ло‚ ‰лfl то „о, что бы со х‡ нить „‡ф ‚ этом ф‡й ле. Н‡ жми те

кноп ку Со х‡ нить.

5. Ре ‰‡к ти о ‚‡ ние „‡ ф‡. С „‡ фом, ‡с по ло жен ным ‚ ‡ бо чей об л‡ -

с ти ок н‡, мож но по из ‚о ‰ить ‡з лич ные опе ‡ ции.

• Длfl то „о что бы ‰о б‡ ‚ить к „‡ фу о‰ ну или не сколь ко но ‚ых ‚е -

шин, ‚ы бе и те пункт ме ню Ре ‰‡к ти о ‚‡ ние и ‚ы пол ни те ко м‡н ‰у

До б‡ ‚ить ‚е ши ну (или щелк ни те ле ‚ой кноп кой мы ши н‡ икон -

ке п‡ не ли ин ст у мен то‚). Пи этом ‚и‰ ку со ‡ из ме нит сfl, н‡‰

ук‡ з‡ те лем по fl‚ит сfl сим ‚о ли че с кое изо б ‡ же ние ‚е ши ны. Р‡ -

бо ч‡fl об л‡сть ок н‡ пе‰ ст‡‚ лfl ет со бой сет ку. Щел к‡fl ле ‚ой

кноп кой мы ши ‚ ‡з лич ных клет к‡х сет ки, ‚ы мо же те ‰о б‡‚ лflть

‚ „‡ф но ‚ые ‚е ши ны. Ес ли ‚ы щелк ну ли ‚ клет ке, „‰е уже есть

‚е ши н‡, то ‰о б‡‚ ле ниfl ‚е ши ны не по изой ‰ет.

• Длfl то „о что бы со е‰и нить ‰‚е ‚е ши ны „‡ ф‡ е б ом, ‚ы бе и те

пункт ме ню Ре ‰‡к ти о ‚‡ ние и ‚ы пол ни те ко м‡н ‰у До б‡ ‚ить е б о

(или щелк ни те ле ‚ой кноп кой мы ши н‡ икон ке п‡ не ли ин ст у -

мен то‚). По сле это „о ку со из ме нит фо му, по‰ ук‡ з‡ те лем по -

fl‚ит сfl изо б ‡ же ние ‰‚ух ‚е шин, со е‰и нен ных е б ом. Вы ‰е ли те

о‰ ну из ‚е шин „‡ ф‡, щелк ну‚ н‡ ней ле ‚ой кноп кой мы ши. Ее

ц‚ет из ме нит сfl н‡ тем но-к‡с ный. Вы ‰е ли те ‰у „ую ‚е ши ну „‡ -

ф‡ – ‚ е зуль т‡ те меж ‰у пе ‚ой и ‚то ой ук‡ з‡н ны ми ‚е ши н‡ ми

по fl‚ит сfl е б о. Вес е б ‡ оп е ‰е лfl ет сfl слу ч‡й ным об ‡ зом. Ес ли

меж ‰у пе ‚ой и ‚то ой ‚е ши н‡ ми ‰о е ‰‡к ти о ‚‡ ниfl су ще ст ‚о ‚‡ -

ло е б о, то оно бу ‰ет у‰‡ ле но.

• Длfl то „о что бы пе е ме с тить ‚е ши ну „‡ ф‡, ‚ы бе и те пункт ме -

ню Ре ‰‡к ти о ‚‡ ние и ‚ы пол ни те ко м‡н ‰у Пе е ме с тить ‚е ши ну

(или щелк ни те ле ‚ой кноп кой мы ши н‡ икон ке п‡ не ли ин ст -

у мен то‚). По сле это „о ку со из ме нит фо му, пи мет ‚и‰,

изо б ‡ жен ный н‡ кноп ке п‡ не ли ин ст у мен то‚. Вы ‰е ли те о‰ ну

из ‚е шин „‡ ф‡, щелк ну‚ н‡ ней ле ‚ой кноп кой мы ши. Ц‚ет

‚е ши ны из ме нит сfl н‡ тем но-к‡с ный. Пе е ме щ‡й те ку со

мы ши по ‡ бо чей об л‡ с ти ок н‡ – ‚ы у‚и ‰и те, что ‚е ши н‡ пе -

е ме щ‡ ет сfl ‚сле‰ з‡ ку со ом. Щелк ни те н‡ лю бой пу с той
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клет ке ‡ бо чей об л‡ с ти, и ‚ы ‰е лен н‡fl ‚е ши н‡ пе е ме с тит сfl ‚

эту точ ку.

• Длfl то „о что бы у‰‡ лить ‚е ши ну „‡ ф‡, ‚ы бе и те пункт ме ню Ре -

‰‡к ти о ‚‡ ние и ‚ы пол ни те ко м‡н ‰у У‰‡ лить ‚е ши ну (или щелк ни -

те ле ‚ой кноп кой мы ши н‡ икон ке п‡ не ли ин ст у мен то‚). По сле

это „о ку со из ме нит ‚и‰, по‰ ук‡ з‡ те лем по fl‚ит сfl пик то „‡м м‡

пе е чек ну той ‚е ши ны. Щелк ни те ле ‚ой кноп кой мы ши н‡ лю -

бой ‚е ши не „‡ ф‡, что бы у‰‡ лить ее.

Длfl ‚ы хо ‰‡ из лю бо „о из е жи мо‚ (До б‡‚ ле ние ‚е ши ны, У‰‡ ле ние

‚е ши ны, Пе е ме ще ние ‚е ши ны, До б‡‚ ле ние е б ‡) щелк ни те ле ‚ой

кноп кой мы ши н‡ икон ке п‡ не ли ин ст у мен то‚.

6. Фо ми о ‚‡ ние „‡ ф‡ пи по мо щи слу ч‡й но „о ме х‡ низ м‡. Г‡ф мож -

но з‡ ‰‡ ‚‡ть пи по мо щи слу ч‡й но „о „е не ‡ то ‡. Длfl это „о ‚ е ‰‡к то е,

‡с по ло жен ном н‡ п‡ не ли ин ст у мен то‚, ук‡ жи те чис ло ‚е шин „‡ ф‡,

‰‡ лее ‚ы бе и те пункт ме ню Ре ‰‡к ти о ‚‡ ние и ‚ы пол ни те ко м‡н ‰у Слу -

ч‡й ное фо ми о ‚‡ ние.

7. Ре ‰‡к ти о ‚‡ ние ‚е с‡ е б ‡ „‡ ф‡. Ц‚ет е бе „‡ ф‡ име ет ‡з ную

ин тен си‚ ность. Чем тем нее ц‚ет, тем боль ше ‚ес е б ‡. Длfl то „о что бы

пи бли зи тель но оп е ‰е лить ‚ес е б ‡, нуж но с‡‚ нить е„о ц‚ет со шк‡ -

лой, ‡с по ло жен ной сп‡ ‚‡. Длfl то „о что бы из ме нить ‚ес е б ‡, щелк ни -

те н‡ нем п‡ ‚ой кноп кой мы ши. Рfl ‰ом с е б ом по fl‚ит сfl пол зу нок. Пе -

е ме щ‡fl е„о ‚п‡ ‚о, ‚ы у‚е ли чи ‚‡ е те ‚ес е б ‡, пе е ме щ‡fl ‚ле ‚о –

умень ш‡ е те. Длfl з‡ кеп ле ниfl из ме не ний щелк ни те мыш кой ‚ лю бой

точ ке ‡ бо чей об л‡ с ти или н‡ жми те лю бую кл‡ ‚и шу.

8. Вы хо‰ из е жи м‡ е ‰‡к ти о ‚‡ ниfl. Длfl з‡ „уз ки те ку ще „о „‡ ф‡ ‚

‡к ти‚ ный экс пе и мент н‡ жми те кноп ку ОК. Длfl ‚ы хо ‰‡ без со х‡ не ниfl

из ме не ний н‡ жми те кноп ку От ме н‡.

12.4.5.1. Ал „о итм Пи м‡ по ис к‡ 

ми ни м‡ль но „о ох ‚‡ ты ‚‡ ю ще „о ‰е е ‚‡ 

Ох ‚‡ ты ‚‡ ю щим ‰е е ‚ом (или ос то ‚ом) не о и ен ти о ‚‡н но „о „‡ ф‡ G

н‡ зы ‚‡ ет сfl по‰ „‡ф T „‡ ф‡ G, ко то ый fl‚ лfl ет сfl ‰е е ‚ом и со ‰е жит ‚се

‚е ши ны из G. Оп е ‰е лим ‚ес по‰ „‡ ф‡ ‰лfl ‚з‚е шен но „о „‡ ф‡ к‡к сум -

му ‚е со‚ ‚хо ‰fl щих ‚ по‰ „‡ф ‰у„, то„ ‰‡ по‰ ми ни м‡ль но ох ‚‡ ты ‚‡ ю щим ‰е -

е ‚ом (МОД) Т бу ‰ем по ни м‡ть ох ‚‡ ты ‚‡ ю щее ‰е е ‚о ми ни м‡ль но „о ‚е с‡.

Со ‰е ж‡ тель н‡fl ин те пе т‡ циfl з‡ ‰‡ чи н‡ хож ‰е ниfl МОД мо жет со сто -

flть, н‡ пи ме, ‚ п‡к ти че с ком пи ме е по ст о е ниfl ло к‡ль ной се ти пе -

со н‡ль ных ком пью те о‚ с по кл‡ ‰ы ‚‡ ни ем н‡ и мень ше „о ко ли че ст ‚‡ со -

е‰и ни тель ных ли ний с‚fl зи.

Д‡ ‰им к‡т кое опи с‡ ние ‡л „о ит м‡ е ше ниfl по ст‡‚ лен ной з‡ ‰‡ чи,

из ‚е ст но „о по‰ н‡ з‚‡ ни ем ме то ‰‡ Пи м‡ (Prim). Ал „о итм н‡ чи н‡ ет ‡ бо -
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ту с по из ‚оль ной ‚е ши ны „‡ ф‡, ‚ы би ‡ е мой ‚ к‡ че ст ‚е ко нfl ‰е е ‚‡,

и ‚ хо ‰е по сле ‰о ‚‡ тель но ‚ы пол нfl е мых ите ‡ ций ‡с ши fl ет кон ст у и у -

е мое ‰е е ‚о ‰о МОД. Р‡с пе ‰е ле ние ‰‡н ных меж ‰у по цес со ‡ ми ‚ы чис -

ли тель ной си с те мы ‰олж но обес пе чи ‚‡ть не з‡ ‚и си мость пе е чис лен ных

опе ‡ ций ‡л „о ит м‡ Пи м‡. В ч‡ ст но с ти, это мо жет быть е‡лизо‚‡но,

ес ли к‡ж ‰‡fl ‚е ши н‡ „‡ ф‡ ‡с по л‡ „‡ ет сfl н‡ по цес со е ‚ме с те со ‚сей

с‚fl з‡н ной с ‚е ши ной ин фо м‡ ци ей. 

С уче том т‡ ко „о ‡з ‰е ле ниfl ‰‡н ных  ите ‡ циfl п‡ ‡л лель но „о ‚‡ и -

‡н т‡ ‡л „о ит м‡ Пи м‡ со сто ит ‚ сле ‰у ю щем: 

• оп е ‰е лfl ет сfl ‚е ши н‡, име ю щ‡fl н‡ и мень шее ‡с сто fl ние ‰о по ст -

о ен но „о к это му мо мен ту МОД (опе ‡ ции ‚ы чис ле ниfl ‡с сто fl -

ниfl ‰лfl ‚е шин „‡ ф‡, не ‚клю чен ных ‚ МОД, не з‡ ‚и си мы и, сле -

‰о ‚‡ тель но, мо „ут быть ‚ы пол не ны п‡ ‡л лель но);

• н‡й ‰ен н‡fl ‚е ши н‡ ‚клю ч‡ ет сfl ‚ со ст‡‚ МОД.  

12.4.5.2. Ал „о итм Дейк сты по ис к‡ к‡т ч‡й ших пу тей 

З‡ ‰‡ ч‡ по ис к‡ к‡т ч‡й ших пу тей н‡ „‡ фе со сто ит ‚ н‡ хож ‰е нии пу -

тей ми ни м‡ль но „о ‚е с‡ от не ко то ой з‡ ‰‡н ной ‚е ши ны S ‰о ‚сех име ю -

щих сfl ‚е шин „‡ ф‡. По ст‡ но‚ к‡ по ‰об ной по бле мы име ет ‚‡ж ное

п‡к ти че с кое зн‡ че ние ‚ ‡з лич ных пи ло же ни flх, ко„ ‰‡ ‚е с‡ ‰у„ оз н‡ ч‡ -

ют ‚е мfl, сто и мость, ‡с сто fl ние, з‡ т‡ ты и т.п.

Воз мож ный спо соб е ше ниfl по ст‡‚ лен ной з‡ ‰‡ чи, из ‚е ст ный к‡к

‡л „о итм Дейк сты, п‡к ти че с ки со‚ п‡ ‰‡ ет с ме то ‰ом Пи м‡. Р‡з ли чие

со сто ит лишь ‚ ин те пе т‡ ции и ‚ п‡ ‚и ле оцен ки ‡с сто fl ний. В ‡л „о -

ит ме Дейк сты эти ‚е ли чи ны оз н‡ ч‡ ют сум м‡ ный ‚ес пу ти от н‡ ч‡ль -

ной ‚е ши ны ‰о ‚сех ос т‡ль ных ‚е шин „‡ ф‡. К‡к е зуль т‡т, н‡ к‡ж ‰ой

ите ‡ ции ‡л „о ит м‡ ‚ы би ‡ ет сfl оче е‰ н‡fl ‚е ши н‡, ‡с сто fl ние от ко то -

ой ‰о ко нfl ‰е е ‚‡ ми ни м‡ль но, и по ис хо ‰ит ‚клю че ние этой ‚е ши -

ны ‚ ‰е е ‚о к‡т ч‡й ших пу тей.

З‡ ‰‡ ниfl и уп ‡ж не ниfl

1. З‡ пу с ти те си с те му П‡ ‡ Л‡б. В ‡к ти‚ ном ок не ‚ы чис ли тель но „о

экс пе и мен т‡ ус т‡ но ‚и те то по ло „ию Пол ный „‡ф. Те ку щей з‡ ‰‡ чей это -

„о ок н‡ с‰е л‡й те з‡ ‰‡ чу об ‡ бот ки „‡ фо‚.

2. Вы пол ни те ко м‡н ‰у Фо ми о ‚‡ ние „‡ ф‡ пунк т‡ ме ню З‡ ‰‡ ч‡. В

по fl‚и‚ шем сfl е ‰‡к то е „‡ фо‚ сфо ми уй те слу ч‡й ным об ‡ зом „‡ф с

‰е сfl тью ‚е ши н‡ ми.

3. Вы пол ни те ‚ы чис ли тель ный экс пе и мент по по ис ку ми ни м‡ль -

но „о ох ‚‡ ты ‚‡ ю ще „о ‰е е ‚‡ с по мо щью ‡л „о ит м‡ Пи м‡ (‚ы пол ни те ко -

м‡н ‰у Ме то‰ пунк т‡ ме ню З‡ ‰‡ ч‡, ‚ по fl‚и‚ шем сfl ‰и ‡ ло „о ‚ом ок не ‚ы бе -

и те Ме то‰ Пи м‡).
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4. По ‚е ‰и те не сколь ко экс пе и мен то‚, из ме нflfl ко ли че ст ‚о по -

цес со о‚. Изу чи те з‡ ‚и си мость ‚е мен ных х‡ ‡к те и с тик ‡л „о ит м‡

Пи м‡ от ко ли че ст ‚‡ по цес со о‚.

5. По ‚е ‰и те ‡н‡ ло „ич ную по сле ‰о ‚‡ тель ность экс пе и мен то‚ ‰лfl

изу че ниfl ‚е мен ных х‡ ‡к те и с тик ме то ‰‡ Дейк сты.

12.5. Оп е ‰е ле ние „‡ фи че с ких фом н‡ блю ‰е ниfl

з‡ по цес сом п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний

Длfl н‡ блю ‰е ниfl з‡ по цес сом ‚ы пол не ниfl ‚ы чис ли тель но „о экс -

пе и мен т‡ по п‡ ‡л лель но му е ше нию слож ных ‚ы чис ли тель но ту ‰о -

ем ких з‡ ‰‡ч ‚ ‡м к‡х си с те мы П‡ ‡ Л‡б пе ‰у с мо т е ны ‡з лич ные фо -

мы „‡ фи че с ко „о пе‰ ст‡‚ ле ниfl е зуль т‡ то‚ п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний.

Рис. 12.11. Ви‰ ок н‡ ‚ы чис ли тель но „о экс пе и мен т‡

Длfl пе‰ ст‡‚ ле ниfl с‚е ‰е ний о хо ‰е ‚ы пол не ниfl экс пе и мен т‡ ‚ ‡ -

бо чей об л‡ с ти си с те мы П‡ ‡ Л‡б ‰лfl к‡ж ‰о „о экс пе и мен т‡ ‚ы ‰е лfl ет сfl

пfl мо у„оль ный уч‡ с ток эк ‡ н‡ – ок но ‚ы чис ли тель но „о экс пе и мен т‡. 

В ле ‚ой ч‡ с ти ок н‡ ‚ы ‰е ле н‡ об л‡сть «Вы пол не ние экс пе и мен т‡», „‰е

изо б ‡ ж‡ ют сfl по цес со ы мно „о по цес со ной ‚ы чис ли тель ной си с те -

мы, объ е ‰и нен ные ‚ ту или иную то по ло „ию, ‰‡н ные, ‡с по ло жен ные н‡

к‡ж ‰ом по цес со е, и по к‡ зы ‚‡ ет сfl ‚з‡ и мо об мен ‰‡н ны ми меж ‰у по -

цес со ‡ ми си с те мы. В п‡ ‚ой ‚ех ней ч‡ с ти ок н‡ ото б ‡ ж‡ ет сfl об л‡сть с

ин фо м‡ ци ей о те ку щем со сто fl нии объ ек т‡, fl‚ лfl ю ще „о сfl е зуль т‡ том

‚ы пол нfl е мо „о экс пе и мен т‡. В з‡ ‚и си мо с ти от то „о, к‡ кой экс пе и мент

‚ы пол нfl ет сfl, эт‡ об л‡сть но сит н‡ з‚‡ ние:
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• «Те ку щее со сто fl ние м‡с си ‚‡» пи ‚ы пол не нии ‡л „о ит м‡ со ти -

о‚ ки;

• «Ре зуль т‡т ум но же ниfl м‡ т иц» пи ‚ы пол не нии м‡ т ич но „о ум но -

же ниfl;

• «Ре зуль т‡т об ‡ бот ки „‡ ф‡» пи ‚ы пол не нии ‡л „о ит мо‚ н‡ „‡ -

ф‡х.

В се‰ ней ч‡ с ти п‡ ‚ой по ло ‚и ны ок н‡ экс пе и мен т‡ пи ‚о ‰flт сfl

с‚е ‰е ниfl о ‚ы пол нfl е мой з‡ ‰‡ че. З‰есь же ‚ спи с ке «Вы чис ли тель н‡fl си -

с те м‡» ук‡ з‡ ны х‡ ‡к те и с ти ки ‚ы чис ли тель ной си с те мы, т‡ кие, к‡к то -

по ло „иfl, ко ли че ст ‚о по цес со о‚, по из ‚о ‰и тель ность по цес со о‚ и х‡ -

‡к те и с ти ки ком му ни к‡ ци он ной се ‰ы.

В п‡ ‚ом ниж нем у„ лу ‡с по л‡ „‡ ет сfl лен точ ный ин ‰и к‡ то ‚ы пол -

не ниfl экс пе и мен т‡ и е„о те ку щие ‚е мен ные х‡ ‡к те и с ти ки.

До пол ни тель но ‚ от ‰ель ном ок не мо „ут быть бо лее по ‰об но ‚и зу -

‡ль но пе‰ ст‡‚ ле ны ‚ы чис ле ниfl, ко то ые по из ‚о ‰ит о‰ин из име ю ще -

„о сfl н‡ бо ‡ по цес со (з‡ ‰‡ ние е жи м‡ ‚ы с‚ет ки это „о ок н‡ и ‚ы бо н‡ -

блю ‰‡ е мо „о по цес со ‡ осу ще ст‚ лfl ет сfl поль зо ‚‡ те лем си с те мы). 

12.5.1. Об л‡сть «Вы пол не ние экс пе и мен т‡»

В этой об л‡ с ти ок н‡ изо б ‡ же ны по цес со ы мно „о по цес со ной

‚ы чис ли тель ной си с те мы, со е‰и нен ные ли ни fl ми ком му т‡ ции ‚ ту или

иную то по ло „ию. По цес со ы ‚ то по ло „ии по ну ме о ‚‡ ны. Длfl то „о что -

бы уз н‡ть но ме по цес со ‡, ‰о ст‡ точ но н‡ ‚е с ти н‡ не „о ук‡ з‡ тель мы ши.

Ви‰ ук‡ з‡ те лfl из ме нит сfl, и по fl‚ит сfl по‰ ск‡з к‡ с но ме ом по цес со ‡.

Ес ли пи этом ‰‚‡ж ‰ы щелк нуть ле ‚ой кл‡ ‚и шей мы ши н‡ изо б ‡ же нии

по цес со ‡, то по fl‚ит сfl ок но «Де мон ст ‡ циfl ‡ бо ты по цес со ‡», „‰е

бу ‰ет ‰е т‡ль но ото б ‡ ж‡ть сfl ‰е fl тель ность это „о по цес со ‡.

Око ло к‡ж ‰о „о по цес со ‡ схе м‡ ти че с ки изо б ‡ ж‡ ют сfl ‰‡н ные, ко -

то ые н‡ хо ‰flт сfl н‡ нем ‚ ‰‡н ный мо мент ‚ы пол не ниfl экс пе и мен т‡. В

по цес се экс пе и мен т‡ ‚ об л‡ с ти «Вы пол не ние экс пе и мен т‡» т‡к же

ото б ‡ ж‡ ет сfl об мен ‰‡н ны ми меж ‰у по цес со ‡ ми мно „о по цес со ной

‚ы чис ли тель ной си с те мы. Это мо жет по ис хо ‰ить ‚ ‰‚ух е жи м‡х:

• е жим «Вы ‰е ле ние к‡ н‡ ло‚» — ‚ы ‰е лfl ют сfl к‡с ным ц‚е том те ли -

нии ком му т‡ ции, по ко то ым по ис хо ‰ит об мен;

• е жим «Д‚и же ние п‡ ке то‚» — ‚и зу ‡ ли з‡ циfl об ме н‡ пи по мо щи

‰‚и жу щих сfl меж ‰у по цес со ‡ ми пfl мо у„оль ни ко‚ (кон ‚е то‚).

Ес ли изу ч‡ ют сfl п‡ ‡л лель ные ‡л „о ит мы м‡ т ич но „о ум но же ниfl,

то н‡ кон ‚е те изо б ‡ ж‡ ет сfl но ме бло к‡, ко то ый пе е сы л‡ ет сfl.

Пи ‚ы пол не нии ‡л „о ит мо‚ н‡ „‡ ф‡х ‚се ите ‡ ции п‡ ‡л лель но „о

‡л „о ит м‡ о‰ но тип ны и чис ло их ‚е ли ко (‡‚ но чис лу ‚е шин ‚ „‡ фе).

Длfl ото б ‡ же ниfl ‚сех ите ‡ ций по н‡ ‰о бит сfl ‰о ст‡ точ но мно „о ‚е ме ни.
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По это му ‚ си с те ме П‡ ‡ Л‡б е ‡ ли зо ‚‡ н‡ ‚оз мож ность ото б ‡ ж‡ть не ‚се

ите ‡ ции, ‡ лишь не ко то ые из них.

П‡ ‚и л‡ ис поль зо ‚‡ ниfl си с те мы П‡ ‡ Л‡б

1. Из ме не ние спо со б‡ ото б ‡ же ниfl пе е сыл ки ‰‡н ных. Длfl з‡ ‰‡ ниfl

спо со б‡ ото б ‡ же ниfl ком му ни к‡ ции по цес со о‚ ‚ы пол ни те ко м‡н ‰у

Пе е сыл к‡ ‰‡н ных пунк т‡ ме ню Г‡ фи к‡. В по fl‚и‚ шем сfl спи с ке ‚ы ‰е ли -

те н‡ з‚‡ ние же л‡ е мо „о спо со б‡ ото б ‡ же ниfl.

Рис. 12.12. Вы бо спо со б‡ ото б ‡ же ниfl пе е сыл ки ‰‡н ных

2. Вы бо тем п‡ ‰е мон ст ‡ ции. Длfl ‚ы бо ‡ тем п‡ ‰е мон ст ‡ ции не об -

хо ‰и мо ‚ы пол нить ко м‡н ‰у Темп ‰е мон ст ‡ ции пунк т‡ ме ню Г‡ фи к‡. В

по fl‚и‚ шем сfl ‰и ‡ ло „о ‚ом ок не (ис. 12.13) пе ‰о ст‡‚ лfl ет сfl ‚оз мож ность

‚ы бо ‡ ‚е ли чи ны з‡ ‰еж ки меж ‰у ите ‡ ци fl ми ‡л „о ит м‡ и ско о сти ‰‚и -

же ниfl п‡ ке то‚ (‚е ме ни ц‚е то ‚о „о ‚ы ‰е ле ниfl к‡ н‡ л‡) пи ото б ‡ же нии

ком му ни к‡ ции по цес со о‚. 

Рис. 12.13. Ди ‡ ло „о ‚ое ок но ‚ы бо ‡ тем п‡ ‰е мон ст ‡ ции

Н‡ жми те ОК (Enter) ‰лfl по‰ т‚еж ‰е ниfl ‚ы бо ‡ тем п‡ ‰е мон ст ‡ -

ции. Длfl ‚оз ‚‡ т‡ ‚ ос но‚ ное ме ню си с те мы П‡ ‡ Л‡б без со х‡ не ниfl из -

ме не ний н‡ жми те От ме н‡ (Escape).

3. Н‡ ст ой к‡ ц‚е то ‚ой п‡ ли т ы. Длfl из ме не ниfl ц‚е то‚, ко то ые ис -

поль зу ют сfl ‚ си с те ме П‡ ‡ Л‡б ‰лfl ‚и зу ‡ ли з‡ ции по цес с‡ е ше ниfl з‡ -

‰‡ч, ‚ы пол ни те ко м‡н ‰у Н‡ ст ой к‡ ц‚е т‡ пунк т‡ ме ню Г‡ фи к‡. 

В по fl‚и‚ шем сfl ‰и ‡ ло „о ‚ом ок не (ис. 12.14) ‚ы у‚и ‰и те пfl мо у„оль ник
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с ли ней ным пе е те к‡ ни ем бо лее с‚ет ло „о ц‚е т‡ ‚ бо лее тем ный и к‚‡ ‰ ‡т, 

з‡ ли тый ц‚е том ‚ы ‰е ле ниfl. Пи ‚ы пол не нии ‡л „о ит мо‚ со ти о‚ ки 

бо лее с‚ет лый (ле ‚ый) ц‚ет ис поль зу ет сfl ‰лfl ото б ‡ же ниfl ми ни м‡ль ных 

эле мен то‚ со ти у е мо „о м‡с си ‚‡, ‡ бо лее тем ный – ‰лfl ото б ‡ же ниfl

м‡к си м‡ль ных эле мен то‚. Пи ‚ы пол не нии ‡л „о ит мо‚ н‡ „‡ ф‡х бо лее

с‚ет лый ц‚ет ис поль зу ет сfl ‰лfl изо б ‡ же ниfl ‰у„ „‡ ф‡, име ю щих 

ми ни м‡ль ный ‚ес, ‡ тем ный – ‰лfl ‰у„ м‡к си м‡ль но „о ‚е с‡. Ц‚ет 

‚ы ‰е ле ниfl ис поль зу ет сfl пи ‚ы пол не нии ‡л „о ит мо‚ ум но же ниfl 

м‡ т иц ‰лfl ото б ‡ же ниfl ‚ об л‡ с ти «Вы пол не ние экс пе и мен т‡» бло ко‚

м‡ т иц, ‡с по ло жен ных н‡ по цес со ‡х, и ‚ ‡л „о ит м‡х н‡ „‡ ф‡х ‰лfl 

ото б ‡ же ниfl ми ни м‡ль но „о ох ‚‡ ты ‚‡ ю ще „о ‰е е ‚‡ (‡л „о итм Пи м‡) и

‰е е ‚‡ к‡т ч‡й ших пу тей (‡л „о итм Дейк сты).

Рис. 12.14. Ди ‡ ло „о ‚ое ок но н‡ ст ой ки ц‚е то ‚ой п‡ ли т ы

Что бы из ме нить эти ц‚е т‡, щелк ни те ле ‚ой кл‡ ‚и шей мы ши н‡

кноп ке, ‡с по ло жен ной сле ‚‡ или сп‡ ‚‡ по‰ шк‡ лой пе е те к‡ ниfl. В е -

зуль т‡ те по fl‚ит сfl ст‡н ‰‡т ное ‰и ‡ ло „о ‚ое ок но ‚ы бо ‡ ц‚е т‡ опе ‡ ци он -

ной си с те мы Windows. В этом ок не ‚ы бе и те ц‚ет и н‡ жми те кноп ку OK.

Ц‚ет бу ‰ет из ме нен. Длfl то „о что бы из ме нить ц‚ет ‚ы ‰е ле ниfl, щелк ни те

ле ‚ой кл‡ ‚и шей мы ши н‡ ото б ‡ ж‡ ю щем этот ц‚ет к‚‡ ‰ ‡ те. Пи по мо -

щи ст‡н ‰‡т но „о ‰и ‡ ло „о ‚о „о ок н‡ з‡ ‰‡й те не об хо ‰и мый ц‚ет.

Длfl из ме не ниfl ц‚е то ‚ой п‡ ли т ы н‡ жми те кноп ку ОК (Enter) ‚ ‰и -

‡ ло „о ‚ом ок не «Н‡ ст ой к‡ ц‚е т‡». Длfl ‚оз ‚‡ т‡ ‚ ос но‚ ной е жим ‡ бо -

ты си с те мы П‡ ‡ Л‡б н‡ жми те От ме н‡ (Escape).

12.5.2. Об л‡сть «Те ку щее со сто fl ние м‡с си ‚‡»

Эт‡ об л‡сть ‡с по ло же н‡ ‚ п‡ ‚ой ‚ех ней ч‡ с ти ок н‡ и ото б ‡ ж‡ ет

по сле ‰о ‚‡ тель ность эле мен то‚ со ти у е мо „о м‡с си ‚‡. К‡ж ‰ый эле мент,
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к‡к и ‚ об л‡ с ти «Вы пол не ние экс пе и мен т‡», ото б ‡ ж‡ ет сfl ‚е ти к‡ль ной

ли ни ей. Вы со т‡ и ин тен си‚ ность ц‚е т‡ ли нии ‰‡ ют пе‰ ст‡‚ ле ние о ‚е ли -

чи не эле мен т‡: чем ‚ы ше и тем нее ли ниfl, тем боль ше эле мент.

Все п‡ ‡л лель ные ‡л „о ит мы со ти о‚ ки ис поль зу ют и‰ею ‡з ‰е ле -

ниfl ис хо‰ но „о м‡с си ‚‡ меж ‰у по цес со ‡ ми. Бло ки, ‚ы ст о ен ные о‰ин

з‡ ‰у „им ‚ по fl‰ ке ‚оз ‡ с т‡ ниfl но ме о‚ по цес со о‚, н‡ ко то ых они

‡с по л‡ „‡ ют сfl, об ‡ зу ют е зуль ти у ю щий м‡с си‚. По сле ‚ы пол не ниfl

со ти о‚ ки бло ки м‡с си ‚‡ н‡ к‡ж ‰ом по цес со е ‰олж ны быть от со ти -

о ‚‡ ны и, ко ме то „о, эле мен ты, н‡ хо ‰fl щи е сfl н‡ по цес со е с мень шим

но ме ом, не ‰олж ны пе ‚ос хо ‰ить эле мен ты, н‡ хо ‰fl щи е сfl н‡ по цес со -

е с боль шим но ме ом.

Из н‡ ч‡ль но м‡с си‚ – слу ч‡й ный н‡ бо эле мен то‚. По сле ‚ы пол не -

ниfl со ти о‚ ки м‡с си‚ (пи ‰о ст‡ точ но боль шом объ е ме ис хо‰ ных ‰‡н -

ных) изо б ‡ ж‡ ет сfl ‚ ‚и ‰е пfl мо у„оль но „о те у „оль ни к‡ с пл‡‚ ным пе е -

те к‡ ни ем ц‚е т‡ из „о лу бо „о ‚ тем но-си ний.

12.5.3. Об л‡сть «Ре зуль т‡т ум но же ниfl м‡ т и цы н‡ ‚ек то»

Эт‡ об л‡сть н‡ хо ‰ит сfl ‚ п‡ ‚ой ‚ех ней ч‡ с ти ок н‡ и ото б ‡ ж‡ ет со -

сто fl ние ‚ек то ‡-е зуль т‡ т‡ ‚ по цес се ‚ы пол не ниfl п‡ ‡л лель но „о ‡л „о -

ит м‡ ум но же ниfl м‡ т и цы н‡ ‚ек то. 

Пи ‚ы пол не нии ‡л „о ит м‡, ос но ‚‡н но „о н‡ лен точ ном „о и зон -

т‡ль ном ‡з би е нии м‡ т и цы, к‡ж ‰ый по цес со ‚ы чис лfl ет о‰ин блок е -

зуль ти у ю ще „о ‚ек то ‡ пу тем ум но же ниfl по ло сы м‡ т и цы A н‡ ‚ек то-

‡ „у мент b. Вы чис лен ный н‡ ‡к ти‚ ном по цес со е (по‰ с‚е чен си ним

ц‚е том) блок изо б ‡ ж‡ ет сfl тем но-си ним ц‚е том. По сле ‚ы пол не ниfl

ком му ни к‡ ции н‡ к‡ж ‰ом по цес со е ‡с по л‡ „‡ ет сfl ‚есь е зуль ти у ю -

щий ‚ек то. Т‡ ким об ‡ зом, ‚се бло ки ‚ек то ‡ ст‡ но ‚flт сfl тем но-си ни ми.

Пи ‚ы пол не нии ‡л „о ит м‡, ос но ‚‡н но „о н‡ лен точ ном ‚е ти к‡ль -

ном ‡з би е нии м‡ т и цы, к‡ж ‰ый по цес со ‚ы чис лfl ет ‚ек то ч‡ с тич ных

е зуль т‡ то‚ пу тем ум но же ниfl по ло сы м‡ т и цы н‡ блок ‚ек то ‡-‡ „у мен т‡

b; ‚се бло ки е зуль ти у ю ще „о ‚ек то ‡ ‚ об л‡ с ти «Ре зуль т‡т ум но же ниfl м‡ -

т и цы н‡ ‚ек то» по‰ с‚е чи ‚‡ ют сfl с‚ет ло-си ним ц‚е том. По сле ‚ы пол не -

ниfl ком му ни к‡ ци он но „о ш‡ „‡ н‡ к‡ж ‰ом по цес со е ‡с по л‡ „‡ ет сfl блок

е зуль ти у ю ще „о ‚ек то ‡, блок ‡к ти‚ но „о по цес со ‡ ото б ‡ ж‡ ет сfl ‚ об -

л‡ с ти «Ре зуль т‡т ум но же ниfl м‡ т и цы н‡ ‚ек то» тем но-си ним ц‚е том.

Пи ‚ы пол не нии ‡л „о ит м‡, ос но ‚‡н но „о н‡ блоч ном ‡з би е нии м‡ т -

и цы, ‚ек то b ‡с пе ‰е лен меж ‰у по цес со ‡ ми, со ст‡‚ лfl ю щи ми столб цы

по цес со ной е шет ки. По сле ум но же ниfl бло к‡ м‡ т и цы А н‡ блок ‚ек то -

‡ b по цес со ‚ы чис лfl ет блок ‚ек то ‡ ч‡ с тич ных е зуль т‡ то‚ – он по‰ с‚е -

чи ‚‡ ет сfl с‚ет ло-си ним ц‚е том. По сле об ме н‡ бло к‡ ми ‚ ‡м к‡х о‰ ной сто -

ки по цес со ной е шет ки к‡ж ‰ый по цес со этой сто ки со ‰е жит блок
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е зуль ти у ю ще „о ‚ек то ‡, блок ‡к ти‚ но „о по цес со ‡ ото б ‡ ж‡ ет сfl ‚ об л‡ -

с ти «Ре зуль т‡т ум но же ниfl м‡ т и цы н‡ ‚ек то» тем но-си ним ц‚е том.

12.5.4. Об л‡сть «Ре зуль т‡т ум но же ниfl м‡ т иц»

Эт‡ об л‡сть н‡ хо ‰ит сfl ‚ п‡ ‚ой ‚ех ней ч‡ с ти ок н‡ и ото б ‡ ж‡ ет со -

сто fl ние м‡ т и цы-е зуль т‡ т‡ ‚ по цес се ‚ы пол не ниfl п‡ ‡л лель но „о ‡л „о -

ит м‡ м‡ т ич но „о ум но же ниfl.

М‡ т и ц‡ C пе‰ ст‡‚ лfl ет сfl ‡з би той н‡ к‚‡ ‰ ‡т ные бло ки. К‡ж ‰ый

по цес со мно „о по цес со ной ‚ы чис ли тель ной си с те мы от ‚е ч‡ ет з‡ ‚ы -

чис ле ние о‰ но „о (‡л „о ит мы Фок с‡ и Кэн но н‡) или не сколь ких (лен точ -

ный ‡л „о итм) бло ко‚ е зуль ти у ю щей м‡ т и цы С.

Пи ‚ы пол не нии лен точ но „о ‡л „о ит м‡ ум но же ниfl тем но-си ним

ц‚е том з‡ к‡ ши ‚‡ ют сfl те бло ки, ко то ые уже ‚ы чис ле ны к ‰‡н но му мо -

мен ту.

Ес ли же ‚ы пол нfl ет сfl ‡л „о итм Фок с‡ или ‡л „о итм Кэн но н‡, то ‚се

бло ки м‡ т и цы С ‚ы чис лfl ют сfl о‰ но ‚е мен но, ни о‰ин из бло ко‚ не мо -

жет быть ‚ы чис лен ‡нь ше, чем бу ‰ут ‚ы пол не ны ‚се ите ‡ ции ‡л „о ит -

м‡. По это му ‚ об л‡ с ти «Ре зуль т‡т ум но же ниfl м‡ т иц» ото б ‡ ж‡ ет сfl ‰и -

н‡ ми к‡ ‚ы чис ле ниfl то „о бло к‡ е зуль ти у ю щей м‡ т и цы, ко то ый ‡с -

по ло жен н‡ ‡к ти‚ ном по цес со е (этот по цес со ‚ об л‡ с ти «Вы пол не -

ние экс пе и мен т‡» ‚ы ‰е лен си ним ц‚е том). Вы чис лен ные к это му мо -

мен ту сл‡ „‡ е мые н‡ пи с‡ ны тем но-си ним ц‚е том, ‚ы чис лfl е мое н‡ ‰‡н ной

ите ‡ ции – ц‚е том ‚ы ‰е ле ниfl.

Рис. 12.15. Об л‡сть «Ре зуль т‡т ум но же ниfl м‡ т иц» пи ‚ы пол не -

нии ‡л „о ит м‡ Фок с‡

12.5.5. Об л‡сть «Ре зуль т‡т е ше ниfl си с те мы у‡‚ не ний»

Эт‡ об л‡сть ‡с по ло же н‡ ‚ п‡ ‚ой ‚ех ней ч‡ с ти ок н‡ ‚ы чис ли тель -

но „о экс пе и мен т‡ и ото б ‡ ж‡ ет те ку щее со сто fl ние м‡ т и цы ли ней ной

си с те мы у‡‚ не ний ‚ хо ‰е ‚ы пол не ниfl ‡л „о ит м‡ Г‡ ус с‡. Тем но-си ним
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ц‚е том изо б ‡ ж‡ ют сfl не ну ле ‚ые эле мен ты, ‡ „о лу бым – ну ле ‚ые. По сле

‚ы пол не ниfl пfl мо „о хо ‰‡ ‡л „о ит м‡ Г‡ ус с‡ ни же „л‡‚ ной ‰и ‡ „о н‡ ли ‡с -

по ло же ны толь ко ну ле ‚ые эле мен ты. По сле ‚ы пол не ниfl об ‡т но „о хо ‰‡

‚се не ну ле ‚ые эле мен ты ‡с по ло же ны н‡ „л‡‚ ной ‰и ‡ „о н‡ ли. 

12.5.6. Об л‡сть «Ре зуль т‡т об ‡ бот ки „‡ ф‡»

Эт‡ об л‡сть ‡с по ло же н‡ ‚ п‡ ‚ой ‚ех ней ч‡ с ти ок н‡ ‚ы чис ли тель -

но „о экс пе и мен т‡ и ото б ‡ ж‡ ет те ку щее со сто fl ние „‡ ф‡. Ве ши ны „‡ -

ф‡ име ют т‡ кое же ‚з‡ им ное ‡с по ло же ние, к‡к и ‚ е жи ме е ‰‡к ти о ‚‡ -

ниfl „‡ ф‡. Ду „и „‡ ф‡ изо б ‡ ж‡ ют сfl ‡з ны ми ц‚е т‡ ми: чем тем нее ц‚ет,

тем боль ший ‚ес име ет ‰у „‡.

В по цес се ‚ы пол не ниfl ‡л „о ит мо‚ н‡ „‡ ф‡х ц‚е том ‚ы ‰е ле ниfl по -

ме ч‡ ют сfl ‚е ши ны и е б ‡, ‚клю чен ные к ‰‡н но му мо мен ту ‚ со ст‡‚ ми -

ни м‡ль но „о ох ‚‡ ты ‚‡ ю ще „о ‰е е ‚‡ (‡л „о итм Пи м‡) или ‚ ‰е е ‚о к‡т -

ч‡й ших пу тей (‡л „о итм Дейк сты).

12.5.7. Вы бо по цес со ‡ 

Длfl бо лее ‰е т‡ль но „о н‡ блю ‰е ниfl з‡ по цес сом ‚ы пол не ниfl экс пе -

и мен т‡ ‚ си с те ме П‡ ‡ Л‡б пе ‰у с мо т е н‡ ‚оз мож ность ото б ‡ же ниfl ‚ы -

чис ле ний о‰ но „о из по цес со о‚ си с те мы ‚ от ‰ель ном ок не (ис. 12.16).

Рис. 12.16. Ви‰ ок н‡ ‰е мон ст ‡ ции ‡ бо ты по цес со ‡
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Что бы ‚ы б‡ть по цес со ‰лfl бо лее ‰е т‡ль но „о н‡ блю ‰е ниfl з‡ те ми

‚ы чис ле ни fl ми, ко то ые он ‚ы пол нfl ет, не об хо ‰и мо ‚ ‡ бо чей об л‡ с ти н‡ -

‚е с ти н‡ не „о ук‡ з‡ тель мы ши (пи этом е„о фо м‡ из ме нит сfl и по fl‚ит сfl

по‰ ск‡з к‡ с но ме ом ‚ы б‡н но „о по цес со ‡) и ‰‚‡ж ‰ы щелк нуть ле ‚ой

кл‡ ‚и шей.

Д‡ лее ‚ по fl‚и‚ шем сfl ок не «Де мон ст ‡ циfl ‡ бо ты по цес со ‡» бу -

‰ет ‰е т‡ль но по flс нflть сfl хо‰ ‚ы пол нfl е мых н‡ по цес со е ‚ы чис ле ний. 

12.6. Н‡ коп ле ние и ‡н‡ лиз е зуль т‡ то‚ 

экс пе и мен то‚

Вы пол не ние чис лен ных экс пе и мен то‚ ‰лfl изу че ниfl ‡з лич ных п‡ -

‡л лель ных ‡л „о ит мо‚ е ше ниfl слож ных ‚ы чис ли тель ных з‡ ‰‡ч ‚о мно -

„их слу ч‡ flх мо жет по те бо ‚‡ть по ‚е ‰е ниfl ‰ли тель ных ‚ы чис ле ний. Длfl

обос но ‚‡ ниfl ‚ы ‰‚и „‡ е мых пе‰ по ло же ний не об хо ‰и мо ‚ы пол нить ‰о -

ст‡ точ но ши о кий н‡ бо экс пе и мен то‚. Эти экс пе и мен ты мо „ут быть

‚ы пол не ны н‡ ‡з лич ных мно „о по цес со ных ‚ы чис ли тель ных си с те -

м‡х, ‡з ны ми ме то ‰‡ ми, ‰лfl ‡з лич ных ис хо‰ ных ‰‡н ных. 

Н‡ коп ле ние ито „о‚ экс пе и мен то‚ по из ‚о ‰ит сfl си с те мой П‡ ‡ Л‡б

‡‚ то м‡ ти че с ки. О к‡ж ‰ом по ‚е ‰ен ном экс пе и мен те х‡ нит сfl ис че пы -

‚‡ ю щ‡fl ин фо м‡ циfl: ‰‡ т‡ и ‚е мfl по ‚е ‰е ниfl, ‰е т‡ль ное опи с‡ ние ‚ы -

чис ли тель ной си с те мы и е ш‡ е мой з‡ ‰‡ чи, ме то‰ ‚ы чис ле ний, ‚е мfl, по -

те бо ‚‡‚ ше е сfl ‰лfl ‚ы пол не ниfl экс пе и мен т‡. Сле ‰у ет от ме тить, что по -

‚то е ние экс пе и мен т‡ с и‰ен тич ны ми ис хо‰ ны ми ус т‡ но‚ к‡ ми пи ‚е -

‰ет к по ‚то но му уче ту е зуль т‡ то‚.

Пи по смо т е е зуль т‡ то‚ пе ‰о ст‡‚ лfl ет сfl ‚оз мож ность ‚ос ст‡ -

но‚ ле ниfl экс пе и мен т‡ по со х‡ нен ной з‡ пи си. Мож но ‚ы пол нflть опе -

‡ ции у‰‡ ле ниfl от ‰ель ной з‡ пи си и очи ст ки ‚се „о спи с к‡ е зуль т‡ то‚.

Пи со х‡ не нии те ку ще „о экс пе и мен т‡ ‚ ф‡й ле по ис хо ‰ит со х‡ -

не ние ‚сех з‡ пи с‡н ных е зуль т‡ то‚.

12.6.1. По смот е зуль т‡ то‚

Длfl ‰е мон ст ‡ ции е зуль т‡ то‚ экс пе и мен то‚ ‚ си с те ме П‡ ‡ Л‡б

су ще ст ‚у ет ок но, со ‰е ж‡ щее Т‡б ли цу ито „о‚ и Лист „‡ фи ко‚.

К‡ж ‰‡fl сто к‡ т‡б ли цы ито „о‚ (см. ис. 12.17) пе‰ ст‡‚ лfl ет о‰ин

‚ы пол нен ный экс пе и мент. По умол ч‡ нию, ‚ т‡б ли це ито „о‚ ‚ы ‰е ле н‡

пе ‚‡fl сто к‡ и по ней по ст о ен „‡ фик з‡ ‚и си мо с ти ‚е ме ни ‚ы пол не -

ниfl экс пе и мен т‡ от объ е м‡ ис хо‰ ных ‰‡н ных н‡ ли с те „‡ фи ко‚. Длfl то -

„о что бы из ме нить ‚и‰ ото б ‡ ж‡ е мой з‡ ‚и си мо с ти, нуж но ‚ы б‡ть со от -

‚ет ст ‚у ю щие пунк ты ‚ спи с к‡х, ‡с по ло жен ных ‚ ле ‚ом ‚ех нем и ниж -

нем п‡ ‚ом у„ лу ли с т‡ „‡ фи ко‚. Мож но по ст о ить з‡ ‚и си мо с ти ‚е ме ни
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‚ы пол не ниfl экс пе и мен т‡ и ус ко е ниfl от объ е м‡ ис хо‰ ных ‰‡н ных, ко -

ли че ст ‚‡ по цес со о‚, по из ‚о ‰и тель но с ти по цес со ‡ и х‡ ‡к те и с тик

се ти. Вы ‰е лflfl ‡з лич ные сто ки т‡б ли цы, ‚ы мо же те по см‡ т и ‚‡ть „‡ -

фи ки, со от ‚ет ст ‚у ю щие ‡з лич ным экс пе и мен т‡м.

Сле ‰у ет от ме тить, что пи по ст о е нии „‡ фи ко‚ ‰лfl экс пе и мен то‚,

по ‚е ‰ен ных ‚ е жи ме ими т‡ ции, ис поль зу ют сfl не об хо ‰и мые ‡н‡ ли ти -

че с кие з‡ ‚и си мо с ти (см. лек ции 6 – 10). Длfl экс пе и мен то‚, по ‚е ‰ен -

ных н‡ ‚ы чис ли тель ном кл‡ с те е, пи ме нfl ет сfl н‡ бо по лу чен ных к ‰‡н -

но му мо мен ту е зуль т‡ то‚ е ‡ль ных экс пе и мен то‚.

Пи ‚ы ‰е ле нии не сколь ких сток ‚ т‡б ли це е зуль т‡ то‚ н‡ ли с те

„‡ фи ко‚ ото б ‡ ж‡ ет сfl не сколь ко з‡ ‚и си мо с тей. 

Рис. 12.17. Ан‡ лиз е зуль т‡ то‚ экс пе и мен то‚

П‡ ‚и л‡ ис поль зо ‚‡ ниfl си с те мы П‡ ‡ Л‡б

1. Об щие е зуль т‡ ты. Длfl ‰е мон ст ‡ ции н‡ коп лен ных е зуль т‡ то‚

экс пе и мен то‚ сле ‰у ет ‚ы б‡ть пункт ме ню Ре зуль т‡ ты, ‚ы ‰е лить ко м‡н -

‰у По к‡ з‡ть и ‚ы пол нить о‰ ну из ‰‚ух ко м‡н‰: Из ‡к ти‚ но „о ок н‡ или Из

‚сех окон. Пи ‚ы пол не нии пе ‚ой ко м‡н ‰ы бу ‰ут ото б ‡ же ны е зуль т‡ -

ты, н‡ коп лен ные ‚ ‡к ти‚ ном ок не ‚ы чис ли тель но „о экс пе и мен т‡. Пи

‚ы пол не нии ‚то ой ко м‡н ‰ы – е зуль т‡ ты из ‚сех от кы тых окон экс пе -

и мен то‚. Ви‰ ок н‡ с е зуль т‡ т‡ ми экс пе и мен то‚ пе‰ ст‡‚ лен н‡ ис.

12.17. Это ок но со ‰е жит т‡б ли цу е зуль т‡ то‚ и лист „‡ фи ко‚.
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2. Вы ‰е ле ние сто ки ‚ т‡б ли це е зуль т‡ то‚. К‡ж ‰‡fl сто к‡ т‡б ли цы

пе‰ ст‡‚ лfl ет о‰ин ‚ы пол нен ный экс пе и мент. Длfl ‚ы ‰е ле ниfl сто ки н‡ -

‚е ‰и те ук‡ з‡ тель мы ши н‡ нуж ную сточ ку и н‡ жми те ле ‚ую кноп ку мы -

ши. Т‡к же мож но ‚ос поль зо ‚‡ть сfl ку со ны ми стел к‡ ми ‚‚ех и ‚низ

(‚ы ‰е лен ной сто кой ст‡ нет со от ‚ет ст ‚ен но пе ‰ы ‰у щ‡fl или сле ‰у ю щ‡fl

сто к‡). Ес ли ‚ы ‰е лен н‡fl сточ к‡ о‰ н‡, то н‡ ли с те „‡ фи ко‚ ото б ‡ ж‡ -

ет сfl толь ко з‡ ‚и си мость, со от ‚ет ст ‚у ю щ‡fl ‚ы ‰е лен ной сто ке.

3. Вы ‰е ле ние не сколь ких сток ‚ т‡б ли це е зуль т‡ то‚. Что бы ‚ы ‰е лить

не сколь ко по‰ fl‰ и‰у щих сток ‚ т‡б ли це ито „о‚, н‡ жми те Shift и ‚ы ‰е -

ли те мы шью пе ‚ую и по сле‰ нюю сточ ку же л‡ е мо „о ‰и ‡ п‡ зо н‡. Длfl ‚ы -

‰е ле ниfl не сколь ких сток, не об ‡ зу ю щих не пе ы‚ ную по сле ‰о ‚‡ тель -

ность, н‡ жми те Ctrl и ‚ы ‰е лflй те сто ки ‚ по из ‚оль ном по fl‰ ке. Длfl то -

„о что бы ‚ы ‰е лить не сколь ко сток пи по мо щи ку со ных кл‡ ‚иш, н‡ -

жми те Shift и пе е ме щ‡й тесь по т‡б ли це пи по мо щи кл‡ ‚иш ‚‚ех и

‚низ. Пи ‚ы ‰е ле нии не сколь ких сток ‚ т‡б ли це е зуль т‡ то‚ н‡ ли с те

„‡ фи ко‚ ото б ‡ ж‡ ет сfl не сколь ко з‡ ‚и си мо с тей. 

4. Вос ст‡ но‚ ле ние экс пе и мен т‡ по з‡ пи си ‚ т‡б ли це ито „о‚. К‡к уже

от ме ч‡ лось ‚ы ше, з‡ пись ‚ т‡б ли це ито „о‚ со ‰е жит ис че пы ‚‡ ю щую ин -

фо м‡ цию о ‚ы чис ли тель ном экс пе и мен те. Длfl ‚ос ст‡ но‚ ле ниfl экс пе -

и мен т‡ по з‡ пи си не об хо ‰и мо ‚ы ‰е лить эту з‡ пись о‰ ним из пе е чис -

лен ных спо со бо‚, щелк нуть п‡ ‚ой кноп кой мы ши ‚ об л‡ с ти спи с к‡ ито -

„о‚ и ‚ы пол нить ко м‡н ‰у Вос ст‡ но ‚ить экс пе и мент по fl‚и‚ ше „о сfl кон -

тек ст но „о ме ню. Экс пе и мент бу ‰ет ‚ос ст‡ но‚ лен ‚ ‡к ти‚ ном ок не.

5. У‰‡ ле ние з‡ пи си. Длfl у‰‡ ле ниfl ‚ы ‰е лен ной з‡ пи си ‚ы пол ни те ко -

м‡н ‰у У‰‡ лить кон тек ст но „о ме ню спи с к‡ ито „о‚.

6. Из ме не ние ‚и ‰‡ з‡ ‚и си мо с ти н‡ ли с те „‡ фи ко‚. Длfl то „о что бы из -

ме нить ‚и‰ з‡ ‚и си мо с ти, изо б ‡ жен ной н‡ ли с те „‡ фи ко‚, ‚ы бе и те

нуж ные зн‡ че ниfl ‚ спи с к‡х, ‡с по ло жен ных сле ‚‡ ‚‚е ху и сп‡ ‚‡ ‚ни зу

от ли с т‡ „‡ фи ко‚. Ниж ний п‡ ‚ый спи сок поз ‚о лfl ет ‚ы б‡ть ‡ „у мент

з‡ ‚и си мо с ти, ‡ ле ‚ый ‚ех ний – ‚и‰ з‡ ‚и си мо с ти.

З‡ ‰‡ ниfl и уп ‡ж не ниfl

Вы пол ни те не сколь ко экс пе и мен то‚ с о‰ ним и тем же ме то ‰ом ум -

но же ниfl м‡ т иц, из ме нflfl объ ем ис хо‰ ных ‰‡н ных и ко ли че ст ‚о по цес -

со о‚. Ис поль зуfl ок но ито „о‚ экс пе и мен то‚, по ‡н‡ ли зи уй те по лу чен -

ные е зуль т‡ ты. По ст ой те о‰ но ‚е мен но не сколь ко „‡ фи ко‚ н‡ ли с те

„‡ фи ко‚ и с‡‚ ни те их.

12.7. Вы пол не ние ‚ы чис ли тель ных экс пе и мен то‚

В ‡м к‡х си с те мы П‡ ‡ Л‡б ‰о пу с к‡ ют сfl ‡з ные схе мы о „‡ ни з‡ ции

‚ы чис ле ний пи по ‚е ‰е нии экс пе и мен то‚ по изу че нию и ис сле ‰о ‚‡ -
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нию п‡ ‡л лель ных ‡л „о ит мо‚ е ше ниfl слож ных ‚ы чис ли тель ных з‡ ‰‡ч.

Ре ше ние з‡ ‰‡ч мо жет по ис хо ‰ить ‚ е жи ме по сле ‰о ‚‡ тель но „о ис пол не -

ниfl или ‚ е жи ме ‡з ‰е ле ниfl ‚е ме ни с ‚оз мож но с тью о‰ но ‚е мен но „о

н‡ блю ‰е ниfl ите ‡ ций ‡л „о ит мо‚ ‚о ‚сех ок н‡х ‚ы чис ли тель ных экс пе -

и мен то‚. По ‚е ‰е ние се ий ных экс пе и мен то‚, те бу ю щих ‰ли тель ных

‚ы чис ле ний, мо жет по ис хо ‰ить ‚ ‡‚ то м‡ ти че с ком е жи ме с ‚оз мож но с -

тью з‡ по ми н‡ ниfl е зуль т‡ то‚ е ше ниfl ‰лfl о „‡ ни з‡ ции по сле ‰у ю ще „о

‡н‡ ли з‡ по лу чен ных ‰‡н ных. Вы пол не ние экс пе и мен то‚ мо жет осу ще -

ст‚ лflть сfl и ‚ по ш‡ „о ‚ом е жи ме.

12.7.1. По сле ‰о ‚‡ тель ное ‚ы пол не ние экс пе и мен то‚

В об щем слу ч‡е цель по ‚е ‰е ниfl ‚ы чис ли тель ных экс пе и мен то‚

со сто ит ‚ оцен ке эф фек ти‚ но с ти п‡ ‡л лель но „о ме то ‰‡ пи е ше нии

слож ных ‚ы чис ли тель ных з‡ ‰‡ч ‚ з‡ ‚и си мо с ти от п‡ ‡ ме т о‚ мно „о по -

цес со ной ‚ы чис ли тель ной си с те мы и (или) от объ е м‡ ис хо‰ ных ‰‡н ных.

Вы пол не ние т‡ ких экс пе и мен то‚ мо жет с‚о ‰ить сfl к мно „о к‡т но му по -

‚то е нию эт‡ по‚ по ст‡ но‚ ки и е ше ниfl з‡ ‰‡ч. Пи е ше нии з‡ ‰‡ч ‚ ‡м -

к‡х си с те мы П‡ ‡ Л‡б по цесс мо жет быть пи ос т‡ но‚ лен ‚ лю бой мо -

мент ‚е ме ни (н‡ пи ме, ‰лfl сме ны „‡ фи че с ких фом н‡ блю ‰е ниfl з‡

по цес сом е ше ниfl) и по ‰ол жен ‰‡ лее ‰о по лу че ниfl е зуль т‡ т‡. Ре зуль -

т‡ ты е ше ниfl ‚ы чис ли тель ных з‡ ‰‡ч з‡ пи сы ‚‡ ют сfl ‚ б‡ зу е зуль т‡ то‚

экс пе и мен то‚ и пе‰ ст‡‚ лfl ют сfl ‰‡ лее ‚ ‚и ‰е, у‰об ном ‰лfl по ‚е ‰е ниfl

‡н‡ ли з‡.

П‡ ‚и л‡ ис поль зо ‚‡ ниfl си с те мы П‡ ‡ Л‡б

1. По ‚е ‰е ние ‚ы чис ли тель но „о экс пе и мен т‡. Длfl ‚ы пол не ниfl ‚ы -

чис ли тель но „о экс пе и мен т‡ ‚ы бе и те пункт ме ню Вы пол не ние и ‚ы пол -

ни те ко м‡н ‰у В ‡к ти‚ ном ок не. Ре ше ние з‡ ‰‡ чи осу ще ст‚ лfl ет сfl без ос т‡ -

но ‚‡ ‰о по лу че ниfl е зуль т‡ т‡. В хо ‰е ‚ы пол не ниfl экс пе и мен т‡ ос но‚ -

ное ме ню си с те мы з‡ ме нfl ет сfl н‡ ме ню с ко м‡н ‰ой Ос т‡ но ‚ить; по сле з‡ -

‚е ше ниfl е ше ниfl з‡ ‰‡ чи ос но‚ ное ме ню си с те мы ‚ос ст‡ н‡‚ ли ‚‡ ет сfl.

2. Пи ос т‡ но‚ к‡ е ше ниfl. Длfl пи ос т‡ но‚ ки по цес с‡ ‚ы пол не ниfl

экс пе и мен т‡ сле ‰у ет ‚ыб‡ть ‚ сто ке ме ню ко м‡н ‰у Ос т‡ но ‚ить

(ком‡н ‰‡ ‰о ступ н‡ толь ко ‰о мо мен т‡ з‡ ‚е ше ниfl е ше ниfl).

3. По ‰ол же ние е ше ниfl. Длfl по ‰ол же ниfl ‡ нее пи ос т‡ но‚ лен но -

„о по цес с‡ ‚ы пол не ниfl экс пе и мен т‡ сле ‰у ет ‚ыб‡ть ко м‡н ‰у По ‰ол -

жить пунк т‡ ме ню Вы пол не ние (ком‡н ‰‡ мо жет быть ‚ы пол не н‡ толь ко ‚

слу ч‡е, ес ли по сле пи ос т‡ но‚ ки по цес с‡ по ис к‡ не из ме нfl лись по ст‡ -

но‚ к‡ з‡ ‰‡ чи и п‡ ‡ ме т ы ‚ы чис ли тель ной си с те мы; пи не ‚оз мож но с ти

по ‰ол же ниfl ‡ нее пи ос т‡ но‚ лен но „о по цес с‡ ‚ы пол не ниfl экс пе и -

мен т‡ имfl ‰‡н ной ко м‡н ‰ы ‚ы с‚е чи ‚‡ ет сfl се ым ц‚е том).
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З‡ ‰‡ ниfl и уп ‡ж не ниfl

1. В ‡к ти‚ ном ок не ‚ы чис ли тель но „о экс пе и мен т‡ ус т‡ но ‚и те то по -

ло „ию Коль цо и чис ло по цес со о‚, ‡‚ ное ‰е сfl ти. С‰е л‡й те те ку щей з‡ -

‰‡ чей з‡ ‰‡ чу со ти о‚ ки с ис поль зо ‚‡ ни ем пу зыь ко ‚о „о ‡л „о ит м‡.

2. Вы пол ни те пе ‚ые ‰‚е ите ‡ ции ‡л „о ит м‡ и пи ос т‡ но ‚и те по -

цесс ‚ы чис ле ний.

3. Из ме ни те темп ‰е мон ст ‡ ции и спо соб ото б ‡ же ниfl пе е сыл ки

‰‡н ных.

4. По ‰ол жи те ‚ы пол не ние экс пе и мен т‡ ‰о по лу че ниfl е зуль т‡ т‡.

12.7.2. Вы пол не ние экс пе и мен то‚ по ш‡ „‡м

Длfl бо лее ‰е т‡ль но „о ‡н‡ ли з‡ ите ‡ ций п‡ ‡л лель но „о ‡л „о ит м‡ ‚

си с те ме П‡ ‡ Л‡б пе ‰у с мо т е н‡ ‚оз мож ность по ш‡ „о ‚о „о ‚ы пол не ниfl

‚ы чис ли тель ных экс пе и мен то‚. В ‰‡н ном е жи ме по сле ‚ы пол не ниfl

к‡ж ‰ой ите ‡ ции по ис хо ‰ит пи ос т‡ но‚ к‡ п‡ ‡л лель но „о ‡л „о ит м‡.

Это ‰‡ ет поль зо ‚‡ те лю си с те мы ‚оз мож ность по ‰об нее изу чить е зуль -

т‡ ты по ‚е ‰ен ной ите ‡ ции.

П‡ ‚и л‡ ис поль зо ‚‡ ниfl си с те мы П‡ ‡ Л‡б

1. По ш‡ „о ‚ый е жим. Длfl з‡ ‰‡ ниfl е жи м‡ пи ос т‡ но‚ ки ‚ы чис ли -

тель но „о экс пе и мен т‡ по сле ‚ы пол не ниfl к‡ж ‰ой ите ‡ ции сле ‰у ет

‚ыб‡ть ко м‡н ‰у По ш‡ „о ‚ый е жим пунк т‡ ме ню Вы пол не ние. По сле ‚ы -

пол не ниfl этой ко м‡н ‰ы ос но‚ ное ме ню си с те мы П‡ ‡ Л‡б з‡ ме нfl ет сfl н‡

ме ню по ш‡ „о ‚о „о ‚ы пол не ниfl экс пе и мен т‡ с ко м‡н ‰‡ ми:

• ком‡н ‰‡ Ш‡„ — ‚ы пол нить оче е‰ ную ите ‡ цию по ис к‡;

• ком‡н ‰‡ Без ос т‡ но‚ ки — по ‰ол жить ‚ы пол не ние экс пе и мен т‡

без ос т‡ но‚ ки;

• ком‡н ‰‡ З‡ кыть — пи ос т‡ но ‚ить экс пе и мен т и ‚е нуть сfl к ‚ы -

пол не нию ко м‡н‰ ос но‚ но „о ме ню.

12.7.3. Вы пол не ние не сколь ких экс пе и мен то‚

По сле ‰о ‚‡ тель ное ‚ы пол не ние экс пе и мен то‚ з‡ ту‰ нfl ет с‡‚ не -

ние е зуль т‡ то‚ ите ‡ ций п‡ ‡л лель ных ‡л „о ит мо‚. Длfl у‰об ст ‚‡ бо лее

‰е т‡ль но „о с‡‚ не ниfl т‡ ких ‰‡н ных си с те м‡ П‡ ‡ Л‡б поз ‚о лfl ет ‰е мон -

ст и о ‚‡ть н‡ эк ‡ не ‰ис плеfl о‰ но ‚е мен но е зуль т‡ ты ‚сех с‡‚ ни ‚‡ е -

мых экс пе и мен то‚. Длfl это „о эк ‡н ‰ис плеfl мо жет ‡з ‰е лflть сfl н‡ не -

сколь ко пfl мо у„оль ных об л‡ с тей (окон экс пе и мен то‚), ‚ к‡ж ‰ой из ко -

то ых мо „ут ‚ы с‚е чи ‚‡ть сfl е зуль т‡ ты от ‰ель но по ‚о ‰и мо „о экс пе и -

мен т‡. В лю бой мо мент поль зо ‚‡ тель си с те мы П‡ ‡ Л‡б мо жет со з‰‡ть

но ‚ое ок но ‰лfl ‚ы пол не ниfl но ‚о „о экс пе и мен т‡. Пи этом ито „и экс -
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пе и мен то‚ фо ми у ют сfl ‡з ‰ель но ‰лfl к‡ж ‰о „о име ю ще „о сfl ок н‡. Пи

‚и зу ‡ ли з‡ ции ок н‡ экс пе и мен то‚ мо „ут ‡з ‰е лflть эк ‡н (‚ этом слу ч‡е

со ‰е жи мое ‚сех окон fl‚ лfl ет сfl ‚и ‰и мым) или мо „ут пе е кы ‚‡ть сfl.

Поль зо ‚‡ тель мо жет с‰е л‡ть лю бое ок но ‡к ти‚ ным ‰лfl ‚ы пол не ниfl оче -

е‰ но „о экс пе и мен т‡. Но ‚ы чис ле ниfl мо „ут быть ‚ы пол не ны и ‚о ‚сех

ок н‡х о‰ но ‚е мен но ‚ е жи ме ‡з ‰е ле ниfl ‚е ме ни, ко„ ‰‡ к‡ж ‰‡fl но ‚‡fl

ите ‡ циfl ‚ы пол нfl ет сfl по сле ‰о ‚‡ тель но ‚о ‚сех име ю щих сfl ок н‡х. Ис -

поль зуfl этот е жим, ис сле ‰о ‚‡ тель мо жет н‡ блю ‰‡ть з‡ ‰и н‡ ми кой не -

сколь ких экс пе и мен то‚, е зуль т‡ ты ‚ы чис ле ний мо „ут быть ‚и зу ‡ль но

‡з ли чи мы, и их с‡‚ не ние мо жет быть ‚ы пол не но н‡ по стой н‡ „лfl‰ -

ной ос но ‚е. 

Рис. 12.18. Пи ме ‰е мон ст ‡ ции не сколь ких окон экс пе и мен то‚

Сле ‰у ет от ме тить, что ито „и экс пе и мен то‚, по ‚е ‰ен ных ‚ ‡з ных

ок н‡х, мо „ут ‚ы с‚е чи ‚‡ть сfl со‚ ме ст но ‚ о‰ ной и той же т‡б ли це ито „о‚

(см. п. 12.6.1). 

П‡ ‚и л‡ ис поль зо ‚‡ ниfl си с те мы П‡ ‡ Л‡б

1. Со з‰‡ ние ок н‡. Длfl со з‰‡ ниfl ок н‡ ‰лfl по ‚е ‰е ниfl экс пе и мен то‚

сле ‰у ет ‚ы пол нить ко м‡н ‰у Со з‰‡ть но ‚ый пунк т‡ ме ню Экс пе и мент. З‡ -

кы тие ок н‡ экс пе и мен т‡ по из ‚о ‰ит сfl пи нfl ты ми ‚ опе ‡ ци он ной си -

с те ме Windows спо со б‡ ми (н‡ пи ме, н‡ ж‡ ти ем кноп ки з‡ кы тиfl ок н‡ ‚

п‡ ‚ом ‚ех нем у„ лу ок н‡). Длfl о‰ но ‚е мен но „о з‡ кы тиfl ‚сех име ю -

щих сfl окон сле ‰у ет ‚ы пол нить ко м‡н ‰у З‡ кыть ‚се пунк т‡ ме ню Экс пе -

и мент.
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2. Уп ‡‚ ле ние ок н‡ ми. Уп ‡‚ ле ние ‡з ме ‡ ми окон экс пе и мен то‚

осу ще ст‚ лfl ет сfl пи нfl ты ми ‚ си с те ме Windows спо со б‡ ми (м‡к си ми з‡ -

циfl, ми ни ми з‡ циfl, из ме не ние ‡з ме о‚ пи по мо щи мы ши). Длfl о‰ но -

‚е мен но „о по к‡ з‡ ‚сех име ю щих сfl окон без пе е кы тиfl мож но ис поль -

зо ‚‡ть ко м‡н ‰у По к‡ з‡ть ‚се пунк т‡ ме ню Экс пе и мент; ‰лfl ‚ы ‰е ле ниfl

боль шей ч‡ с ти эк ‡ н‡ ‰лfl ‡к ти‚ но „о ок н‡ (но пи со х‡ не нии ‚оз мож но -

с ти бы с т о „о ‰о сту п‡ ко ‚сем име ю щим сfl ок н‡м) сле ‰у ет пи ме нить ко -

м‡н ‰у Р‡с по ло жить к‡ с к‡ ‰ом пунк т‡ ме ню Экс пе и мент.

3. По ‚е ‰е ние экс пе и мен то‚ ‚о ‚сех ок н‡х. Длfl ‚ы пол не ниfl ‚ы чис ли -

тель ных экс пе и мен то‚ ‚о ‚сех име ю щих сfl ок н‡х ‚ е жи ме ‡з ‰е ле ниfl

‚е ме ни (т.е. пи пе е хо ‰е к ‚ы пол не нию сле ‰у ю щей ите ‡ ции толь ко по -

сле з‡ ‚е ше ниfl те ку щей ‚о ‚сех име ю щих сfl ок н‡х) сле ‰у ет пи ме нить ко -

м‡н ‰у Во ‚сех ок н‡х пунк т‡ ме ню Вы пол не ние. Уп ‡‚ ле ние по цес сом ‚ы -

чис ле ний осу ще ст‚ лfl ет сfl т‡к же, к‡к и пи ис поль зо ‚‡ нии е‰ин ст ‚ен но „о

ок н‡ (пи ос т‡ но‚ к‡ ‚ы пол не ниfl ‡л „о ит мо‚ по ко м‡н ‰е Ос т‡ но ‚ить, по -

‰ол же ние ‚ы чис ле ний по ко м‡н ‰е По ‰ол жить пунк т‡ ме ню Вы пол не ние).

4. С‡‚ не ние ито „о‚ экс пе и мен то‚. Длfl то „о что бы с‚е с ти ‚ о‰ ну т‡б -

ли цу ито „о‚ е зуль т‡ ты, по лу чен ные ‚о ‚сех ок н‡х экс пе и мен то‚, ‚ы пол -

ни те по сле ‰о ‚‡ тель ность ко м‡н‰ Ре зуль т‡ ты→По к‡ з‡ть→Из ‚сех окон. 

З‡ ‰‡ ниfl и уп ‡ж не ниfl

1. От кой те ‚то ое ок но ‚ы чис ли тель но „о экс пе и мен т‡, ус т‡ но ‚и -

те е жим по к‡ з‡ окон без пе е кы тиfl.

2. В пе ‚ом ок не ‚ы бе и те ме то‰ пу зыь ко ‚ой со ти о‚ ки, ус т‡ но -

‚и те то по ло „ию Ги пе куб. Во ‚то ом ок не ус т‡ но ‚и те то по ло „ию Ги пе куб

и ‚ы бе и те ме то‰ со ти о‚ ки Шел л‡. 

3. Вы пол ни те ‚ы чис ли тель ные экс пе и мен ты о‰ но ‚е мен но ‚ обо их

ок н‡х; от е „у ли уй те ско ость ‰е мон ст ‡ ции ус т‡ но‚ кой по‰ хо ‰fl ще „о

тем п‡ по к‡ з‡.

4. По лу чи те с‚о‰ ную т‡б ли цу ито „о‚ экс пе и мен то‚. С‡‚ ни те ‚е -

мен ные х‡ ‡к те и с ти ки ‡л „о ит мо‚ пу зыь ко ‚ой со ти о‚ ки и со ти -

о‚ ки Шел л‡.

12.7.4. Вы пол не ние се ии экс пе и мен то‚

П‡ ‡ Л‡б обес пе чи ‚‡ ет ‚оз мож ность ‡‚ то м‡ ти че с ко „о (без уч‡ с тиfl

поль зо ‚‡ те лfl) ‚ы пол не ниfl се ий экс пе и мен то‚, те бу ю щих по ‚е ‰е ниfl

‰ли тель ных ‚ы чис ле ний. Пи з‡ ‰‡ нии это „о е жи м‡ ‡ бо ты си с те мы

поль зо ‚‡ тель ‰ол жен ‚ы б‡ть ок но, ‚ ко то ом бу ‰ут ‚ы пол нflть сfl экс пе -

и мен ты, ус т‡ но ‚ить ко ли че ст ‚о экс пе и мен то‚ и ‚ы б‡ть тот п‡ ‡ мет,

ко то ый бу ‰ет из ме нflть сfl от экс пе и мен т‡ к экс пе и мен ту (объ ем ис -

хо‰ ных ‰‡н ных или ко ли че ст ‚о по цес со о‚). Ре зуль т‡ ты экс пе и мен то‚
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мож но з‡ пом нить ‚ спи с ке ито „о‚ и жу н‡ ле экс пе и мен то‚, ‡ ‚ по сле ‰у -

ю щем по ‡н‡ ли зи о ‚‡ть.

П‡ ‚и л‡ ис поль зо ‚‡ ниfl си с те мы П‡ ‡ Л‡б

1. Вы пол нить се ию. Пе е хо‰ ‚ е жим ‚ы пол не ниfl по сле ‰о ‚‡ тель но -

с ти экс пе и мен то‚ осу ще ст‚ лfl ет сfl пи по мо щи ко м‡н ‰ы Вы пол нить cе -

ию пунк т‡ ме ню Вы пол не ние. Пи ‚ы пол не нии ко м‡н ‰ы мо жет быть з‡ -

‰‡ но чис ло экс пе и мен то‚ ‚ се ии, ‡ т‡к же ‚ы б‡н тип се ии: ис сле ‰у ет -

сfl ли з‡ ‚и си мость ‚е ме ни и ус ко е ниfl е ше ниfl по ст‡‚ лен ной з‡ ‰‡ чи от

объ е м‡ ис хо‰ ных ‰‡н ных или от ко ли че ст ‚‡ ис поль зу е мых по цес со о‚. 

Рис. 12.19. Ди ‡ ло „о ‚ое ок но з‡ ‰‡ ниfl п‡ ‡ ме т о‚ се ии

Пи ‚ы пол не нии се ии экс пе и мен то‚ ос но‚ ное ме ню си с те мы П‡ -

‡ Л‡б з‡ ме нfl ет сfl н‡ ме ню уп ‡‚ ле ниfl ‰‡н ным е жи мом ‚ы чис ле ний, ко -

м‡н ‰ы ко то о „о поз ‚о лfl ют:

• ком‡н ‰‡ Пуск — ‚ы пол нить по сле ‰о ‚‡ тель ность экс пе и мен то‚;

• ком‡н ‰‡ З‡ кыть — пи ос т‡ но ‚ить ‚ы пол не ние ‰‡н но „о е жи м‡ и

‚е нуть сfl к ‚ы пол не нию ко м‡н‰ ос но‚ но „о ме ню;

• ком‡н ‰‡ Сп‡‚ к‡ — по лу чить ‰о пол ни тель ную сп‡ ‚оч ную ин фо -

м‡ цию.

Пи е ше нии се ии по ст‡‚ лен ных з‡ ‰‡ч (по сле ‚ы пол не ниfl ко м‡н -

‰ы Пуск) экс пе и мен т мо жет быть пи ос т‡ но‚ ле н ‚ лю бой мо мент ‚е ме -

ни пи по мо щи ко м‡н ‰ы Ос т‡ но ‚ить.

12.7.5. Вы пол не ние е ‡ль ных ‚ы чис ли тель ных экс пе и мен то‚

По ми мо ‚ы пол не ниfl экс пе и мен то‚ ‚ е жи ме ими т‡ ции, ‚ си с те ме

П‡ ‡ Л‡б пе ‰у с мо т е н‡ ‚оз мож ность по ‚е ‰е ниfl е ‡ль ных экс пе и мен -
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то‚ ‚ е жи ме у‰‡ лен но „о ‰о сту п‡ к ‚ы чис ли тель но му кл‡ с те у (н‡ ст ой -

к‡ ‚оз мож но с ти у‰‡ лен но „о ‰о сту п‡ опи сы ‚‡ ет сfl ‚ ин ст ук ции ком плек -

т‡ по ст‡‚ ки си с те мы П‡ ‡ Л‡б). Пи ‚ы бо е это „о е жи м‡ ‚ы пол не ниfl

экс пе и мен т‡ не об хо ‰и мо по ст‡ ‚ить з‡ ‰‡ чу и ‚ы б‡ть нуж ное ко ли че ст -

‚о по цес со о‚ ‰лfl ее е ше ниfl. По сле ‚ы пол не ниfl ими т‡ ци он ных и е -

‡ль ных экс пе и мен то‚ поль зо ‚‡ тель П‡ ‡ Л‡б мо жет с‡‚ нить е зуль т‡ ты

и оце нить точ ность ис поль зу е мых ‚ си с те ме те о е ти че с ких мо ‰е лей ‚е -

ме ни ‚ы пол не ниfl п‡ ‡л лель ных ‡л „о ит мо‚. Ре зуль т‡ ты е ‡ль ных экс пе -

и мен то‚ ‡‚ то м‡ ти че с ки з‡ но сflт сfl ‚ т‡б ли цу ито „о‚.

Рис. 12.20. Ок но ‰лfl ‚ы пол не ниfl е ‡ль но „о ‚ы чис ли тель но „о экс -

пе и мен т‡

Пи ‚ы пол не нии е ‡ль но „о экс пе и мен т‡ хо‰ ‚ы чис ле ний и об мен

‰‡н ны ми меж ‰у по цес со ‡ ми не ото б ‡ ж‡ ют сfl. В спи с ке п‡ ‡ ме т о‚

‚ы чис ли тель ной си с те мы пи сут ст ‚у ет толь ко сто к‡, ук‡ зы ‚‡ ю щ‡fl н‡

то, что ‚ы пол нfl ет сfl экс пе и мент ‚ е жи ме у‰‡ лен но „о ‰о сту п‡ к кл‡ с те -

у, и ук‡ зы ‚‡ ет сfl чис ло по цес со о‚. Ре жим по ш‡ „о ‚о „о ‚ы пол не ниfl

экс пе и мен т‡ не ‰о сту пен.

П‡ ‚и л‡ ис поль зо ‚‡ ниfl си с те мы П‡ ‡ Л‡б

1. Пе е хо‰ ‚ е жим е ‡ль но „о ‚ы пол не ниfl экс пе и мен т‡. Длfl пе е хо -

‰‡ ‚ е жим ‚ы пол не ниfl е ‡ль ных ‚ы чис ли тель ных экс пе и мен то‚ ‚ е -

жи ме у‰‡ лен но „о ‰о сту п‡ к ‚ы чис ли тель но му кл‡ с те у ‚ы бе и те пункт

ме ню Си с те м‡ и ‚ы ‰е ли те мы шью ко м‡н ‰у Кл‡ с те. По‰ т‚еж ‰е ни ем то -

„о, что ‰‡н ный е жим ‡к ти ‚ен, fl‚ лfl ет сfl зн‡ чок сле ‚‡ от н‡‰ пи си. По -

сле ‚ы бо ‡ это „о е жи м‡ то по ло „иfl ‚ы чис ли тель ной си с те мы ‡‚ то м‡ ти -
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че с ки з‡ ме нfl ет сfl н‡ то по ло „ию Пол ный „‡ф, т‡к к‡к по сле‰ нflfl со от ‚ет -

ст ‚у ет то по ло „ии кл‡ с те ‡. По ст‡ но‚ к‡ з‡ ‰‡ чи осу ще ст‚ лfl ет сfl т‡к же, к‡к

и пи ‚ы пол не нии экс пе и мен то‚ ‚ е жи ме ими т‡ ции.

2. По ‚е ‰е ние е ‡ль но „о экс пе и мен т‡. Длfl по ‚е ‰е ниfl е ‡ль но „о

‚ы чис ли тель но „о экс пе и мен т‡ ‚ы пол ни те ко м‡н ‰у В ‡к ти‚ ном ок не

пунк т‡ ме ню Вы пол не ние.

12.8. Ис поль зо ‚‡ ние е зуль т‡ то‚ экс пе и мен то‚

12.8.1. З‡ по ми н‡ ние е зуль т‡ то‚

В лю бой мо мент е зуль т‡ ты ‚ы пол нен ных ‚ ‡к ти‚ ном ок не ‚ы чис ли -

тель ных экс пе и мен то‚ мо „ут быть со х‡ не ны ‚ ‡ хи ‚е си с те мы П‡ ‡ Л‡б.

Д‡н ные, со х‡ нfl е мые ‰лfl ок н‡ по ‚е ‰е ниfl экс пе и мен т‡, ‚клю ч‡ ют:

• п‡ ‡ ме т ы ‡к ти‚ ной ‚ы чис ли тель ной си с те мы (то по ло „иfl, ко ли -

че ст ‚о по цес со о‚, по из ‚о ‰и тель ность по цес со ‡, ‚е мfl н‡ -

ч‡ль ной по‰ „о то‚ ки ‰‡н ных, по пу ск н‡fl спо соб ность се ти, ме то‰

пе е ‰‡ чи ‰‡н ных); 

• по ст‡ но‚ ку з‡ ‰‡ чи (тип з‡ ‰‡ чи, ‡з ме ис хо‰ ных ‰‡н ных, ме то‰ е -

ше ниfl); 

• т‡б ли цу е зуль т‡ то‚, ‡ нее по лу чен ных ‚ этом ок не. 

Д‡н ные, со х‡ нен ные ‚ ‡ хи ‚е си с те мы, ‚ лю бой мо мент мо „ут быть

‚ос ст‡ но‚ ле ны из ‡ хи ‚‡, и, тем с‡ мым, поль зо ‚‡ тель мо жет по ‰ол ж‡ть

‚ы пол не ние с‚о их экс пе и мен то‚ ‚ те че ние не сколь ких се ‡н со‚ ‡ бо ты с

си с те мой П‡ ‡ Л‡б.

Ко ме то „о, ‚ ‡м к‡х си с те мы П‡ ‡ Л‡б ис сле ‰о ‚‡ те лю пе ‰о ст‡‚ лfl -

ет сfl ‚оз мож ность со х‡ не ниfl ‚ ‡ хи ‚е и чте ниfl из ‡ хи ‚‡ сфо ми о ‚‡н -

ных „‡ фо‚ (см. п. 12.4.5).

П‡ ‚и л‡ ис поль зо ‚‡ ниfl си с те мы П‡ ‡ Л‡б

1. З‡ пись ‰‡н ных. Длfl со х‡ не ниfl е зуль т‡ то‚ ‚ы пол нен ных экс пе -

и мен то‚ сле ‰у ет ‚ы пол нить ко м‡н ‰у Со х‡ нить пунк т‡ ме ню А хи‚. Пи

‚ы пол не нии з‡ пи си ‚ ‰и ‡ ло „о ‚ом ок не Со х‡ нить ф‡йл к‡к сле ‰у ет з‡ ‰‡ть

имfl ф‡й л‡, ‚ ко то ом бу ‰ут со х‡ не ны ‰‡н ные. Р‡с ши е ние име ни ф‡й -

л‡ мо жет не ук‡ зы ‚‡ть сfl. Ф‡й лы с п‡ ‡ ме т ‡ ми ‚ы чис ли тель ных экс пе -

и мен то‚ име ют ‡с ши е ние .prl. 

2. Чте ние ‰‡н ных. Длfl чте ниfl п‡ ‡ ме т о‚ экс пе и мен то‚, з‡ пи с‡н -

ных ‡ нее ‚ ‡ хи‚ си с те мы П‡ ‡ Л‡б, сле ‰у ет ‚ы б‡ть пункт ме ню А хи‚ и

ук‡ з‡ть ко м‡н ‰у З‡ „у зить. По сле ‚ы пол не ниfl этой ко м‡н ‰ы ‚ ‡к ти‚ ное

ок но бу ‰ут з‡ „у же ны п‡ ‡ ме т ы ‚ы чис ли тель но „о экс пе и мен т‡ и т‡б -

ли ц‡ е зуль т‡ то‚, со х‡ нен ные ‚ ‚ы б‡н ном ф‡й ле.

415

Лекциfl 12 По„‡ммн‡fl систем‡ П‡‡Л‡б 



З‡ ‰‡ ниfl и уп ‡ж не ниfl

Вы пол ни те ‚ы чис ли тель ные экс пе и мен ты, пл‡н по ‚е ‰е ниfl ко то -

ых со сто ит ‚ сле ‰у ю щем:

1. Вы пол ни те к‡ кой-ли бо экс пе и мент и со х‡ ни те п‡ ‡ ме т ы ‚ы -

пол нен но „о экс пе и мен т‡ ‚ ‡ хи ‚е си с те мы.

2. З‡ ‚е ши те ‚ы пол не ние си с те мы.

3. Вы пол ни те по ‚то ный з‡ пуск си с те мы и з‡ „у зи те з‡ пом нен ные

п‡ ‡ ме т ы экс пе и мен т‡ из ‡ хи ‚‡.

12.9. К‡т кий об зо лек ции

В лек ции опи сы ‚‡ ет сfl по „‡мм н‡fl си с те м‡ П‡ ‡л лель н‡fl Л‡ бо ‡ -

то иfl, ко то ‡fl обес пе чи ‚‡ ет ‚оз мож ность по ‚е ‰е ниfl ‚ы чис ли тель ных

экс пе и мен то‚ с це лью изу че ниfl и ис сле ‰о ‚‡ ниfl п‡ ‡л лель ных ‡л „о ит -

мо‚ е ше ниfl слож ных ‚ы чис ли тель ных з‡ ‰‡ч. Си с те м‡ мо жет быть ис -

поль зо ‚‡ н‡ ‰лfl о „‡ ни з‡ ции л‡ бо ‡ то но „о п‡к ти ку м‡ по ‡з лич ным

учеб ным ку с‡м ‚ об л‡ с ти п‡ ‡л лель но „о по „‡м ми о ‚‡ ниfl, ‚ ‡м к‡х

ко то о „о обес пе чи ‚‡ ет сfl ‚оз мож ность: 

• мо ‰е ли о ‚‡ ниfl мно „о по цес со ных ‚ы чис ли тель ных си с тем с ‡з -

лич ной то по ло „и ей се ти пе е ‰‡ чи ‰‡н ных; 

• по лу че ниfl ‚и зу ‡ль но „о пе‰ ст‡‚ ле ниfl о ‚ы чис ли тель ных по цес -

с‡х и опе ‡ ци flх пе е ‰‡ чи ‰‡н ных, по ис хо ‰fl щих пи п‡ ‡л лель -

ном е ше нии ‡з ных ‚ы чис ли тель ных з‡ ‰‡ч;

• по ст о е ниfl оце нок эф фек ти‚ но с ти изу ч‡ е мых ме то ‰о‚ п‡ ‡л лель -

ных ‚ы чис ле ний. 

В лек ции опи сы ‚‡ ет сfl ме то ‰и к‡ ‡ бо ты с си с те мой П‡ ‡ Л‡б. По -

‰об но ‡с смо т е ны ‰ей ст ‚иfl, ко то ые не об хо ‰и мо ‚ы пол нить ‰лfl

фо ми о ‚‡ ниfl мо ‰е ли ‚ы чис ли тель ной си с те мы, по ст‡ но‚ ки ‚ы чис -

ли тель ной з‡ ‰‡ чи, по лу че ниfl ‚и зу ‡ль но „о пе‰ ст‡‚ ле ниfl о ‚ы чис ли -

тель ных и ком му ни к‡ ци он ных по цес с‡х, ко то ые не об хо ‰и мы ‰лfl

е ше ниfl з‡ ‰‡ чи. В лек ции опи сы ‚‡ ют сfl ос но‚ ные ‡л „о ит мы, е ‡ ли -

зо ‚‡н ные ‚ си с те ме П‡ ‡ Л‡б. Пи ‚е ‰е ны пи ме ы ‡н‡ ли з‡ е зуль т‡ -

то‚ экс пе и мен то‚ н‡ ос но ‚е той ин фо м‡ ции, ко то ‡fl со х‡ нfl ет сfl ‚

си с те ме. 

В це лом си с те м‡ П‡ ‡ Л‡б пе‰ ст‡‚ лfl ет со бой ин те „ и о ‚‡н ную се -

‰у ‰лfl изу че ниfl и ис сле ‰о ‚‡ ниfl п‡ ‡л лель ных ‡л „о ит мо‚ е ше ниfl

слож ных ‚ы чис ли тель ных з‡ ‰‡ч. Ши о кий н‡ бо име ю щих сfl се‰ст‚ ‚и -

зу ‡ ли з‡ ции по цес с‡ ‚ы пол не ниfl экс пе и мен т‡ и ‡н‡ ли з‡ по лу чен ных

е зуль т‡ то‚ поз ‚о лfl ет изу чить эф фек ти‚ ность ис поль зо ‚‡ ниfl тех или

иных ‡л „о ит мо‚ н‡ ‡з ных ‚ы чис ли тель ных си с те м‡х, с‰е л‡ть ‚ы ‚о ‰ы о

м‡с шт‡ би у е мо с ти ‡л „о ит мо‚ и оп е ‰е лить ‚оз мож ное ус ко е ние по -

цес с‡ п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний.
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Ре ‡ ли зу е мые си с те мой П‡ ‡ Л‡б по цес сы изу че ниfl и ис сле ‰о ‚‡ ний

ои ен ти о ‚‡ ны н‡ ‡к ти‚ ное ус ‚о е ние ос но‚ ных те о е ти че с ких по ло же -

ний и спо соб ст ‚у ют фо ми о ‚‡ нию у поль зо ‚‡ те лей соб ст ‚ен ных пе‰ -

ст‡‚ ле ний о мо ‰е лflх и ме то ‰‡х п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний пу тем н‡ блю -

‰е ниfl, с‡‚ не ниfl и со по с т‡‚ ле ниfl ши о ко „о н‡ бо ‡ ‡з лич ных ‚и зу ‡ль -

ных „‡ фи че с ких фом, ‰е мон ст и у е мых ‚ хо ‰е ‚ы пол не ниfl ‚ы чис ли -

тель но „о экс пе и мен т‡.

12.10. Об зо ли те ‡ ту ы

До пол ни тель н‡fl ин фо м‡ циfl по мо ‰е ли о ‚‡ нию и ‡н‡ ли зу п‡ ‡л -

лель ных ‚ы чис ле ний мо жет быть по лу че н‡, н‡ пи ме, ‚ [2, 22], по лез н‡fl

ин фо м‡ циfl со ‰е жит сfl т‡к же ‚ [51, 63]. 

По ‰об ное ‡с смо т е ние п‡ ‡л лель ных ‡л „о ит мо‚, е ‡ ли зо ‚‡н ных

‚ си с те ме П‡ ‡ Л‡б, ‚ы пол не но ‚  [26, 51, 63], ‡ т‡к же ‚ [3].

Впе ‚ые мо ‰ель Хок ни п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний бы л‡ из ло же н‡ ‚

‡ бо те [46]. 

Си с те м‡ ти че с кое из ло же ние (н‡ мо мент из ‰‡ ниfl ‡ бо ты) ‚о по со‚

мо ‰е ли о ‚‡ ниfl и ‡н‡ ли з‡ п‡ ‡л лель ных ‚ы чис ле ний пи ‚о ‰ит сfl ‚ [77].
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